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Tassd kandidaatintutkielmassa perehdytdin puoliryhmiin ja joihinkin niiden omi-
naisuuksiin méadritelmien, lauseiden ja niiden todistusten sekd esimerkkien avulla.
Puoliryhmi on epétyhjin joukon ja liitdnndisen laskutoimituksen muodostama pa-
ri. Pari voi olla esimerkiksi luonnolliset luvut ja kertolasku. Koska kertolasku on
liitdnndinen laskutoimitus, ndméd muodostavat puoliryhmén. Jos puoliryhmaéssd on
neutraalialkio, sitd kutsutaan monoidiksi. Jos taas monoidissa kaikilla alkioilla on
kadnteisalkio, se on ryhma.

Puoliryhmin nolla-alkion sekd minké tahansa muun puoliryhmén alkion tulo on
nolla-alkio ja idempotenttialkion nelid on idempotenttialkio. Supistussdinto toteaa,
ettd puoliryhmi on supistuva, jos siitd ettd sen kaksi alkiota kerrottuna kolmannella
alkiolla ovat yhtd suuret seuraa, ettd myos ndmi kaksi alkiota ovat yhtd suuret.
Puoliryhmén alipuoliryhmi on kyseisen puoliryhmén joukon osajoukon sekid sen
laskutoimituksen muodostama puoliryhma.

Homomorfismi on kuvaus, joka kiytinnossd antaa toisen puoliryhmin tulon
siirtdmaélli alkiot toiseen puoliryhméén. Jos kuvaus on homomorfismin lisdksi myos
bijektio, se on isomorfismi. Lisdksi kuvaus on automorfismi, jos se on isomorfismi,
jonka méirittely- ja arvojoukko ovat sama joukko.

Kaikkien kuvausten joukko joukolta itselleen on kyseisen joukon symmetrinen
puoliryhma. Téhin liittyy Cayleyn lause, jonka vastine puoliryhmille toteaa, etta
jokainen puoliryhmi on isomorfinen symmetrisen puoliryhmén kanssa. Suora tulo
yhdistdd kahden puoliryhmén laskutoimitukset siten, ettd syntyy uusi puoliryhmad,
jolla on molempien puoliryhmien ominaisuudet.

Ekvivalenssirelaatio jakaa méaérittelyjoukon ekvivalenssiluokkiin. Kongruenssin
ekvivalenssiluokkaa kutsutaan kongruenssiluokaksi. Osaméérapuoliryhma supistaa

kunkin kongruenssiluokan yhdeksi elementiksi.
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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa perehdytddn puoliryhmiin ja niiden joihinkin ominaisuuksiin.
Luvussa 2.2 madritellddn myos monoidi ja ryhméd. Namé ovat algebrallisia raken-
teita, joiden laskutoimituksilla voi olla erilaisia ominaisuuksia. Lukijan odotetaan
ymmartivin peruslaskutoimitusten lisidksi joukko-opin perustiedot.

Ensin esitellddn merkintojd ja madritellddn puoliryhmi, kerrotaan joistain sen
ominaisuuksista sekd annetaan siitd muutama esimerkki. Myohemmin tutkielmassa
esitellddn muun muassa monoidi ja ryhmé sekd nolla- ja idempotenttialkiot, jotka
liittyvit puoliryhmin ominaisuuksiin.

Lopussa maédritelldén vield puoliryhméidn homomorfismi, isomorfismi, symmet-
rinen puoliryhmi sek tulo- ja osaméérdpuoliryhmiit.

Tutkielmassa péélidhteend tutkielmassa kéytetididn Tero Harjun teosta Lecture No-
tes on Semigroups, 1996. Lisiksi 1dhteind on kaytetty Bernard Kolmanin, Robert C.
Busbyn ja Sharon Cutler Rossin teoksen Discrete Mathematical Structures kolmatta
versiota vuodelta 1996 sekd Thomas W. Judsonin teosta Abstract Algebra Theory
and Applications, 2020.



2 Puoliryhma

Tdma luku perustuu padsaantoisesti Tero Harjun teokseen Lecture Notes on Se-

migroups, 1996 [1, s. 1-14]. Muun ldhteen kaytto on merkitty erikseen.

2.1 Puoliryhman méaritelma

Olkoon S epityhjd joukko ja *: S X § — S bindidrinen kuvaus, joka kuvaa jokaisen
jérjestetyn parin (x, y) € Sx S joukon § alkioksi x*y. Paria (S, *) kutsutaan groupoi-
diksi. Kuvausta * kutsutaan parin (S, *) tuloksi. Tulo ei siis vilttamaitta aina tarkoita
kertolaskun tuloa, vaan silld voidaan tarkoittaa minkd tahansa laskutoimituksen tu-
loa. Jos ei ole vaaraa sekaannukseen, paria (S, %) voidaan merkitd yksinkertaisemmin

S ja alkiota x * y voidaan merkitd xy. Alkio xy on siis alkioiden x € S jay € S tulo.

Mairitelma 2.1. Groupoidi S on puoliryhmd, jos laskutoimitus * on liitinndinen:

kaikilla x, y,z € S,
xx(yxz)=(xxy)*z.

Kiaytdnnossa siis liitdnnidisen laskutoimituksen jirjestykselld ei ole vilid ja sulut

voidaan poistaa myos kokonaan.

Merkitdzin x” on alkion x € S tulo itsensd kanssa n > 1 kertaa. Talloin x!

2

x? = xsxjax™!

Il
—_— =

= xxx" kaikillan > 1. Edelleen kaikilla kokonaisluvuillan,m > 1,
voidaan merkitd x" = x™ = x"*"_ (Ks. [3, s. 336, Esimerkki 14.])

Puoliryhmid § on dérellinen, jos sen alkioiden médra on ddrellinen. Lisdksi S
on vaihdannainen puoliryhmi, jos sen laskutoimitus * on vaihdannainen: kaikilla
x,y€eS

X*ky=Yy*X.

Esimerkki 2.1. Olkoon N = {0, 1,...} ei-negatiivisten kokonaislukujen joukko.
Talloin (N, %) on puoliryhmai tavallisen kokonaislukujen kertolaskun suhteen. Myos
(N, +) on puoliryhmi, kun + on kokonaislukujen tavallinen summa. Méiritelldan
(N, %) siten, ettd

n*m = min{n,m}.
Talloin

nx(mxk) = min{n, min{m, k}} = min{n, m, k} = min{min{n, m}, k} = (nxm)*k,



joten (N, %) on puoliryhma.

Esimerkki 2.2. Edellinen tapaus yleistyy myos muilla tutuille lukujoukoille; ko-
konaisluvuille, rationaaliluvuille, reaaliluvuille ja kompleksiluvuille. (Z,-), (Z, +),
(Q,9), (Q,4), (R,), (R,+), (C,-) ja (C,+) ovat siis my0s puoliryhmii, kun lasku-
toimitukset ovat tavallisia kerto- ja yhteenlaskuja. Kertolaskun tapauksessa maérit-

telyjoukosta voidaan poistaa nolla-alkio O ja saadaan silti puoliryhma.

Esimerkki 2.3. Edelliset esimerkit yleistyvit myos kolmiomatriisiin

I n
S = n>1;.
0 1
Nyt S on puoliryhma tavallisen matriisitulon suhteen, koska
I n 1 m 1 k B I n 1 m+k
o1 \lo 1) \o 1)) o1/ lo 1

U n+(m+k)) [l n+m+k 1 (n+m)+k
o 1 o 1 o 1

P Y B B X

Kaikki edelld olevien esimerkkien puoliryhmit ovat vaihdannaisia. Kaikki 2 x 2

matriisien puoliryhmit eivit ole vaihdannaisia kertolaskun suhteen.

Esimerkki 2.4. Olkoon S = {a, b, c} kolmen alkion joukko ja médritellddn tulo

taulukolla

*|lal|b|c

alal|b|c
bl|blalc

clec|blc

Nyt S on dérellinen puoliryhmi. Jarjestyksessa tarkistamalla pitdisi kayda 1api kaikki

kolmikot x = (y % z) = (x *y) = z. Tdssé tapauksessa joukossa S on joitain helpottavia

rajoituksia. Esimerkiksi, jos z = ¢, niin tulo on aina c¢ riippumatta alkioista x ja y.

2.2 Monoidi ja ryhma

Mairitelmi 2.2. Olkoon (S, %) puoliryhmd. Silloin (S, %) on monoidi, jos silld on

neutraalialkio x € S siten, ettd

X*y=yxx=Yy Vy € S.



Lause 2.1. Puoliryhmdn neutraalialkio on yksikdsitteinen.

Todistus. Tehddin vastaoletus, ettd x € S ja y € S ovat molemmat puoliryhmén §

neutraalialkioita. Tdlloin médritelmin mukaan
y=Xxy=x. m]
Esimerkki 2.5. Luku 0 on puoliryhmin (Z, +) neutraalialkio, koska
VxeZ:x+0=0+x=x.
Siis puoliryhmé (Z, +) on monoidi.
(Ks. [3, s. 335, Esimerkki 8.])

Miiéritelmi 2.3. Olkoon G monoidi, jonka neutraalialkio on x. Silloin G on ryhmd,

jos jokaiselle y € G 16ytyy kisnteisalkio y~!' € G siten, etti

yry l=x=y"lxy.

Kun laskutoimitus on yhteenlaskun kaltainen, kiinteisalkion sijasta puhutaan

vasta-alkiosta.

Esimerkki 2.6. Edellisessd esimerkissd 2.5 todettiin, ettd puoliryhmi (Z,+) on
monoidi, jonka neutraalialkio on 0. Koska liséksi jokaiselle x € Z 16ytyy vasta-alkio
—x € Z siten, ettd

X+(=x)=—x+x=0
on (Z,+) ryhma.

(Ks. [3, s. 349, Esimerkki 1.])

2.3 Nolla- ja idempotenttialkiot

Mairitelma 2.4. Olkoot S puoliryhmi ja x € S. Nyt x on vasen nolla-alkio, jos
VyeS:x*xy=ux.

Samoin x on oikea nolla-alkio, jos
VyeS:yxx=x.

Jos x on puoliryhmin § sekd vasen ettd oikea nolla alkio, se on puoliryhmén §

nolla-alkio.



Lause 2.2. Puoliryhmdn nolla-alkio yksikdsitteinen.

Todistus. Tehdidin vastaoletus, ettd sekd x € S ettd y € § ovat puoliryhmin S nolla-
alkioita. Nyt

XkYy=X=y*X =Y. |
Miiiritelmi 2.5. Olkoon S puoliryhmi. Alkio e € S on idempotentti, jos e> = e.

Kaikkien idempotenttialkioiden joukkoa puoliryhmissi S merkitddn E = Ej.

Esimerkki 2.7. Miiritelldén dédrellinen puoliryhmd S kuten esimerkissé 2.4. Alkio a
on puoliryhmin S neutraalialkio, ja siten S on monoidi. Alkio ¢ on oikea nolla-alkio
ja vasenta nolla-alkiota ei ole, joten puoliryhmilld S ei ole nolla-alkiota. Kumpikin

alkioista a ja ¢ ovat idempotentteja, mutta alkio b ei ole, silld b? =a.

Esimerkki 2.8. Esimerkin 2.3 matriisipuoliryhmailla ei ole idempotenttialkioita eika

neutraali- tai nolla-alkioita.
Esimerkki 2.9. Miiritelldéan joukon S tulo siten, ettd
Vx,yeS:x*y=y.

Téten saadaan puoliryhmd, jonka jokainen alkio x € S on seki vasen neutraalialkio
ja oikea nolla-alkio. Liséksi kaikki timén puoliryhmin alkioista ovat idempotentteja
eliS=E;

Mairitelmai 2.6. Puoliryhmi S on vasemmalta supistuva, jos
Vx,yeS:zx=zy =>x=y.
Samoin § on oikealta supistuva, jos
Vx,yeS:xz=yz=>x=y.
Jos S on sekid vasemmalta ettd oikealta supistuva, niin se on supistuva.
Esimerkki 2.10. Kaikki ryhmit ovat supistuvia puoliryhmiaé.

Esimerkki 2.11. Tarkastellaan matriisipuoliryhmii 7<%, Tillin

ool o) ol o)

joten Z>*? ei ole supistuva. Jos otetaan kuitenkin vain sellaiset matriisit A, joilla

det(A) = 1, niin puoliryhmé on supistuva.



2.4 Alipuoliryhma

Mairitelmi 2.7. Olkoon (S, *) puoliryhmi ja olkoon A joukon S epétyhji osajoukko.
Talloin (A, %) on puoliryhmin (S, %) alipuoliryhmd, merkitidn A < S, jos A on

suljettu puoliryhmén (S, *) tulon suhteen:
Vx,yeA: xxy €A,

mika tarkoittaa, etta

A<S o AZCA.

Alipuoliryhmin laskutoimitus on sama kuin sen emopuoliryhméin laskutoimitus.
Siispé, jos A on puoliryhmén S alipuoliryhmad, niin varmasti sen laskutoimitus on
liitdnndinen, joten A on itsessddn puoliryhmi. Liséksi, jos S on puoliryhmi, se on

myos itsensd alipuoliryhma. (Ks. [3, s. 336, Esimerkki 14.])

Esimerkki 2.12. Tarkastellaan puoliryhmdi S = (R, ). Nyt (N, -) on puoliryhmén §
alipuoliryhma, koska N R ja N on suljettu kertolaskun suhteen. Puoliryhma (N, +)
el ole puoliryhmén S alipuoliryhmi, koska sen laskutoimitus ei ole puoliryhmén S

laskutoimitus.

2.5 Homomorfismi

Miaritelmi 2.8. Olkoot (S, ) ja (P, *") puoliryhmid. Kuvaus @: S — P on homo-
morfismi, jos

Vx,y €S: a(xxy) =ax) =« a(y).

Siis homomorfismi antaa puoliryhmin S tulon siirtdmalld alkiot puoliryhméén P

Homomorfismi voi samaistaa alkiot x ja y: a(x) = a(y).

Esimerkki 2.13. Olkoot S = (N, +) ja P = (N, -) ja mairitellddn a(n) = 2" kaikilla
n € N. Nyt
a(n+m)=2""=2".2" = a(n) - a(m),

joten @: § — P on homomorfismi.

Esimerkki 2.14. Olkoon S kokonaislukujen puoliryhmd § = (Z,-) kertolaskun
suhteen, ja olkoon P kokonaislukujen puoliryhmi P = (Z, +) yhteenlaskun suhteen.

Madritellddn kuvaus a: § — P siten, ettd a(n) = n kaikilla n € Z. Tilloin « ei ole
homomorfismi, koska 4 = @(4) = a(1-4) # a(1) + a(4) = 5.

10



Lause2.3. Josa: S — Pjap: P — T ovat homomorfismeja, niinmyos fa: S — T

on homomorfismi.
Todistus. Kaikillax,y € §
Ba(xxy) = Bla(xxy)) = Bla(x)xa(y)) = Ba(x))«B(a(y)) = Ba(x)Ba(y). O

Lause 2.4. Jos (S, *) on vaihdannainen puoliryhmd, (P, ") on puoliryhmd ja kuvaus

a: S — P on homomorfismi, myés (P, +") on vaihdannainen.

Todistus. (Ks. [3, s. 340, Lause 5.])

Olkoot x1,x; € S jayy, y2 € P siten, ettd

yi=alx)) ja  y2=ax).

Edelleen

yi ¥ yo=a(x) ¥ a(x2) = a(x; *x2) = a(xy *x1) = a(x2) ¥ a(x)) =y2 " y;. O

2.6 Isomorfismi ja upotus
Homomorfismi ¢: S — P on

* upotus, jos se on injektiivinen eli jos a(x) = a(y) implikoi x = y, merkitidin

a: S — P,

* epimorfismi, jos se on surjektiivinen eli jos kaikille y € P on olemassa

sellainen x € S, ettd a(x) = y, merkitddan a: S » P,

* isomorfismi, jos se on sekd upotus ettd epimorfismi eli se on bijektio, merkitdin

a: S P,

* endomorfismi, jos P = S,

automorfismi, jos se on seki isomorfismi ettd endomorfismi.

Lause 2.5. Jos a: S — P on isomorfismi, niin myos kdcnteiskuvaus a™': P — S

on isomorfismi.

Todistus. Ensinnikin kiinteiskuvaus a~!

1

on olemassa, koska a on bijektio. Liséksi

aa” = e, jasiten koska @ on homomorfismi, niin

a(a™ () x a7 () = ala™ () ¥ a(a” () =x 'y, Vx,y € P

11



ja edelleen
() xa”l(y) =a (x ¥ y),

joten @~! on homomorfismi. Koska se on my®os bijektio, viite on tosi. O

Kahdella isomorfisella puoliryhmilld on samat algebralliset ominaisuudet (mutta

niiden kombinatoriset ominaisuudet saattavat erota).

Esimerkki 2.15. Olkoon S direton puoliryhmi siten, ettd S = {x, x%, x>, ... }. M-
ritelldaan a: § — (N, +) niin, ettd a(x") = n. Nyt @ on homomorfismi, koska
a(x" xx"™) = a(x™) = n+m = a(x") + a(x™). Lisdksi a on bijektio ja edelleen

isomorfismi.

Osoittaakseen, ettd puoliryhmét (S, =) ja (P, *") ovat isomorfisia, taytyy tehdd

seuraavat asiat:
1. Maidiritelld4n kuvaus @ : § — P siten, ettd sen midrittelyjoukko on S.
2. Osoitetaan, ettd a on injektio.
3. Osoitetaan, ettd @ on surjektio.
4. Osoitetaan, ettd a(x * y) = a(x) « a(y).
(Ks. [3,s.337])

Esimerkki 2.16. Olkoon P kaikkien parillisten kokonaislukujen joukko. Osoitetaan

edellisien kohtien avulla, ettd puoliryhmit (Z, +) ja (P, +) ovat isomorfisia.

1. Maddritellddn kuvaus «: Z — P siten, ettd a(x) = 2x.
2. Oletetaan, ettd a(x;) = a(x2). Nyt 2x; = 2xp, joten x| = x; ja siten @ on
injektio.
3. Oletetaan nyt, ettd y on miké tahansa parillinen kokonaisluku. Nytx = y/2 € Z
ja
a(x) =a(y/2) =2(y/2) =y,

joten « on surjektio.

4. Saadaan

a(x+y)=2(x+y) =2x+2y =a(x) +a(y).
Siispd (Z,+) ja (P, +) ovat isomorfisia puoliryhmii.

(Ks. [3, s. 337-338, Esimerkki 17.])
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2.7 Symmetrinen puoliryhma

Miiritelma 2.9. Olkoon X joukko, ja merkitddn kaikkien kuvausten a: X — X

joukkoa Tx. Nyt Tx on joukon X symmetrinen puoliryhmad.

Esimerkki 2.17. Olkoon X = {I,2,3}. Nyt joukossa Tx on yhteensi 3% = 27

kuvausta. Madritellddn kuvaus a: X — X siten, ettd a(1) =2, @(2) =2, a(3) = 1.
1 2 3
a =
2 21

5= 1 23
31 3)°
ja puoliryhmén Tx kuvausten a ja 8 generoima alipuoliryhmi S = [a, B]7,. Nyt
, (1 23 , (1 23 1 23
a” = , B = , Ba = ,
2 22 333 1 21

5[t 23 sa (! 2 %) s a2
afl = , a = =a“B.
113 111

Voitaisiin vield tarkistaa, ettei puoliryhmissd S ole muita alkioita ndiden seitsemin
alkion lisdksi ja siten S = {a, S, a?, ﬁz, apf, ﬁa,,B2a/}.

Tama3 voidaan esittdi seuraavasti:

Olkoon sitten

saadaan

Mairitelmi 2.10. Homomorfismi p: S — Tx on puoliryhmén S esitys. Jos p on

upotus, p: § — Ty, se on puoliryhmin S injektiivinen esitys.
Lause 2.6. Jokaisella puoliryhmdilli S on injektiivinen esitys.

Toisin sanoen edellinen lause 2.6 toteaa, ettd puoliryhmin S voidaan ajatella
olevan joukon X symmetrisen puoliryhmin Tx alipuoliryhmi P siten, ettd S = P C
Tx.

Todistus. Olkoon X = S', joka on puoliryhmi S, johon on lisitty identiteettialkio
1, jos se ei ole monoidi. Merkitddn symmetristd puoliryhméad 7' = Tg1. Médritelldin

jokaisella x € § kuvaus

p:S' =S p(y=xy  (yeSh.

13



Siis p € T jakaikillax,y € S ja z € S! saadaan

Pxy(2) = (xy)z = x(y2) = px(¥2) = px(py(2)) = pxpy(2),

joten pyy, = pypy. Siis kuvaus

p:S—=T,  p(x)=p;

on homomorfismi. Lisdksi p on injektiivinen, silld

p(x) =p(y) = px = py = px(1) = py(1) > x =y, m

Lause 2.7 (Cayley). Jokainen ryhmd voidaan esittdd bijektioiden a: X — X ryh-

mand.

Todistus. (Ks. [2,s. 117, Lauseen 9.12 todistus])
Olkoon G ryhmi. Mairitelldan kaikilla g € G sellainen kuvaus p,: G — G,

ettd po(x) = gx. Osoitetaan, ettd p, on ryhmidn G permutaatio. Oletetaan, ettd
pg(x) = pg(y). Tilloin
8x = pg(x) = pg(y) = gy.

Siis x = y ja kuvaus p, on injektiivinen. Olkoon sitten y = g !(x), jolloin on
olemassa sellainen y, ettd p,(y) = x, jokaisella x € G. Tésti seuraa, ettd p, on my0s
surjektiivinen.

Miiritellddn nyt ryhmi G siten, etti

G = {pglg € G}.

Saadaan kuvausten suljettu laskutoimitus:

(pg © pn)(x) = pg(hx) = ghx = pgn(x).
Nyt myos
pe(x) =ex=x
ja
(Pg-1 © Pg)(x) = pg-1(gx) = g7 gx = x = p.(x).
Miiritelldzn isomorfismi ryhmiltd G ryhmille G siten, etti ¢: g »> pg- Ryhmin

laskutoimitus on homomorfismi, silla:

P(gh) = pgn = pgrn = ¢(8)p(h).

14



Se on injektiivinen, koska jos ¢(g)(x) = ¢(h)(x), niin

gx = pg(x) = py(x) = hx.

Tilloin siis g = h. Koska ¢(g) = p, kaikilla p, € G, niin ¢ on my6s surjektiivinen

ja isomorfisuus on todistettu. O

Huomautus. Cayleyn lauseen vastine puoliryhmille toteaa, ettd jokainen puoliryh-
mai on isomorfinen symmetrisen puoliryhmén kanssa. Tdmén todistus on vastaavan

lainen kuin edelld oleva Cayleyn lauseen todistus.

2.8 Tulo- ja osamaariapuoliryhmiit
Mairitelma 2.11. Olkoot S ja T puoliryhmid. Nyt suora tulo S X T mééritellddn

(x1, 1) * (x2,y2) = (x1x2, y1y2) (€ S,y €T).
Tulon liitdnniisyys voidaan todeta helposti pareille (x,y) € S X T
(x1,y1) # ((x2, y2) * (%3, ¥3)) = (x1, y1) * (x2x3, y2y3) = (%1 (x2%3), y1(y23))
= ((x1x2)x3, (y1y2)y3) = (x1x2, y1y2) * (x3,¥3) = ((x1, y1) * (x2, y2)) * (x3, y3).

Téstd seuraa, ettd suora tulo on puoliryhma.
Suora tulo yhdistii kitevisti kahden puoliryhmén laskutoimitukset. Syntyneelld

puoliryhmélld S X T on molempien puoliryhmien § ja T ominaisuudet.

Esimerkki 2.18. Olkoot S = (R,+) jaT = (R, ). Nyt suora tulo S X T on
(n,r)-(m,s)=(n+m,rs).

Vaikka yleisesti SXT # T xS, kuten edellisestd esimerkisti 2.18 nédkee, suora tulo
on kuitenkin puoliryhmilld liitinndinen laskutoimitus ja S X (T X U) = (S X T) x U.

Edelleen voidaan maidritelld, ettd S; X S2 X - - - X §,, on puoliryhmien §; suora tulo.

Miaéritelmi 2.12. Olkootry: SXT — Sjamy: SXT — T sellaisia kuvauksia, ettéd
m1(x,y) = x jam(x,y) = y. Nyt kuvauksia 7y ja 7, kutsutaan suoran tulon S X T

projektioiksi .

Mairitelmi 2.13. Ekvivalenssirelaatio p puoliryhmissd S on vasen kongruenssi,
jos

Vx,y,z € 8:xpy = (zx)p(zy).
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Samoin, p on oikea kongruenssi, jos
Vx,y,z € St xpy = (x2)p(y2).
Jos p on seké vasen ettd oikea kongruenssi, se on kongruenssi.

Ekvivalenssirelaatio p jakaa siis médrittelyjoukon S ekvivalenssiluokkiin xp(x €

S). Kongruenssin ekvivalenssiluokkaa kutsutaan kongruenssiluokaksi.

Lause 2.8. Ekvivalenssirelaatio p puoliryhmdssd S on kongruenssi, jos ja vain jos

kaikilla x1, x2, y1,y2 € S pdtee

X1PY1
= (x1x2)p(y1y2)-
X20y2

Todistus. Oletetaan ensin, ettd p on kongruenssi. Jos x1py; ja xppy2, niin mii-
ritelmin 2.13 mukaan (x;x2)p(x1y2) ja (x1y2)p(y1y2) ja edelleen transitiivisuu-
den nojalla (x1x2)p(y1y2). Toiseen suuntaan todistus seuraa suoraan maéritelméasta

2.13. O

Esimerkki 2.19. Tarkastellaan puoliryhmii (Z, +) ja midritellddn ekvivalenssire-

laatio R kokonaisluvuille Z seuraavasti:
xRy, jos ja vain jos X=y (mod 3).

Jos x = y(mod 3) ja jos u = v(mod 3), niin x — y ja u — v ovat jaollisia luvulla 3,

jotenx —y =3mjau —v =3n,kunm,n € Z. Lisédksi saadaan
(x—y)+(u—-v)=3m+3n

tai

(x+u)—(y+v)=3(m+n),
joten x + y = u + v(mod 3) ja relaatio R on kongruenssi.

(Vrt. [3, s. 342, Esimerkki 1.])

Maiiritelma 2.14. Olkoot p kongruenssi puoliryhméssa S ja

S/p ={xplx € S}

kaikkien kongruenssin p luokkien joukko. Nyt osamdicdirdpuoliryhmd méérittelyjou-

kossa S/p madritellddn

xp = yp = (xy)p.
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Samoin kuin tulon, osamiirin liitinndisyys on myos helppo tarkistaa:

xpx (yp#zp) =xp* (y2)p = (x(yz2))p = ((xy)2)p = (xy)p *zp = (xp * yp) * zp.

Esimerkki 2.20. Esimerkin 2.19 ekvivalenssirelaatio tuottaa jidnnosluokat modulo
3.
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