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Algoritmien tehokkuus on olennaista algoritmeja suunniteltaessa. Tutkielmassa käsitellään algoritmien tehok-

kuutta, hajota ja hallitse -yhtälön käyttöä algoritmien kehittämisessä sekä rekursiivisten funktioiden asymptoot-

tisen tehokkuuden arviointitapoja. Tutkielmassa käytetään lähteinä teoksia Discrete Mathematics with Applica-

tions ja Introduction to Algorithms.

Jotta kahden algoritmin tehokkuuksia voidaan verrata keskenään, on löydettävä tapa, jolla voimme ob-

jektiivisesti arvioida algoritmien tehokkuutta. Tätä varten tutkielmassa määritellään ordo-, omega- ja theta-

notaatiot. Tutkielmassa myös annetaan näiden käytöstä esimerkit. Ordo-notaatio kertoo algoritmin vaatiman

maksimaalisen ajankäytön, omega-notaatio puolestaan kertoo algoritmin vaatiman minimaalisen ajankäytön.

Theta-notaatio yhdistää ordo- ja omega-notaatiot ja antaa arvion algoritmin vaatimasta keskivertoajankäytöstä.

Rekursiiviset funktiot ovat funktioita, jotka määritellään perustapauksen, sekä funktion aikaisempien arvo-

jen perusteella. Rekursiiviset algoritmit ovat algoritmeja, jotka kutsuvat itseään uudella arvolla, kunnes pää-

semme triviaalitapaukseen. Tutkielmassa on annettu tarkemmat määritelmät rekursiivisille funktioille ja algo-

ritmeille.

Jotta rekursiivisten algoritmien tehokkuuksia voidaan vertailla, tarvitsee löytää tapa, jolla mallintaa niiden

tehokkuuksia aikaisempien notaatioiden avulla. Tätä varten tutkielmassa käydään läpi rekursiopuut, sekä pää-

metodi. Rekursiopuu antaa meille graafisen kuvauksen algoritmin toiminnasta, jonka perusteella on mahdollis-

ta tehdä arvio algoritmin ajankäytöstä, ja tämän jälkeen todistaa arvio oikeaksi induktiotodistuksella. Pääme-

todi soveltuu algoritmeihin, joiden toimintaa voi kuvata hajota ja hallitse -yhtälöllä. Tutkielmassa käydään läpi

päämetodin kolme tapausta, sekä todistetaan päämetodin toimivuus.

Tutkielman lopussa käydään läpi hajota ja hallitse -periaate algoritmien suunnittelussa. Tästä tutkielmassa

käydään esimerkkinä läpi lomituslajittelu ja arvioidaan sen asymptoottinen tehokkuus päämetodin avulla.
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1 Johdanto

Tässä tutkielmassa käsittelemme ensiksi luvussa 3 funktioiden kasvun ja algorit-

min tehokkuutta käsittelevät notaatiot. Näistä ordo-notaatio kertoo meille algorit-

min maksimaalisen ajankäytön. Omega-notaatio kertoo meille puolestaan algoritmin

minimaalisen ajankäytön. Lopuksi theta-notaatio yhdistää nämä kaksi notaatiota ja

kertoo meille arvion algoritmin keskivertoajankulutuksesta.

Myöhemmin luvussa 4 käymme läpi rekursiiviset funktiot, näihin pohjautuvat

rekursiiviset algoritmit sekä hajota ja hallitse -periaatteen algoritmien suunnittelussa.

Käymme myös läpi tapoja arvioida rekursiivisen algoritmin asymptoottista te-

hokkuutta, sekä erityisesti päämetodin hajota ja hallitse -periaatetta soveltavien al-

goritmien asymptoottisen tehon arviointia varten. Käymme myöskin läpi todistuksen

päämetodille.

Päämetodin lisäksi käymme läpi rekursiopuut ja niiden käytön rekursiivisten

algoritmien asymptoottisen tehokkuuden arvioinnissa.

Näitä varten käsittelemme luvussa 2 ensin induktiotodistuksen, sekä algoritmin

ja niiden virheettömyyden määritelmän.

Päälähteinä on käytettä Koshyn teosta Discrete Mathematics with Applications,

sekä Cormenin, Leisersonin, Rivestin ja Steinin teosta Introduction to Algorithms.
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2 Valmistelevia tarkasteluja

Esittelemme luvussa 2 olennaiset perustiedot pääaiheen käsittelyä varten. Ensimmäi-

senä käymme läpi induktiotodistuksen periaatteen.

2.1 Induktiotodistus

Seuraava lause 2.1 esittelee matemaattisen induktion (vrt. [2, s. 208]).

Lause 2.1. Olkoon 𝑆 ⊆ ℤ+, jolle pätee seuraavat ehdot.

1. 1 ∈ 𝑆.

2. Jos 𝑘 ∈ 𝑆, niin 𝑘 + 1 ∈ 𝑆.

Tällöin 𝑆 = ℤ+.

Todistus. Ks. [2, s. 208]. □

Lause 2.2. Olkoon 𝑛 ∈ ℤ+ ja 𝑃(𝑛) predikaatti, jolle päätee seuraavat ehdot.

1. 𝑛 ∈ ℤ+ ja 𝑃(𝑛0).

2. Jos 𝑃(𝑘) on tosi jollekin positiiviselle kokonaisluvulle 𝑘 ,jolle pätee 𝑘 ≥ 𝑛0,
niin P(𝑘 + 1) on myös totta.

Tällöin 𝑃(𝑛) on tosi kaikille 𝑛, joille pätee ≥ 𝑛0.

Todistus. Ks. [2, s. 209]. □

2.2 Algoritmit ja niiden virheettömyys

Algoritmi on lista ohjeita, jotka suoritetaan järjestyksessä ja jotka tuottavat jonkin

tulosteen annetusta syötteestä. Toinen tapa havainnollistaa algoritmejä on kuvitella ne

työkaluksi ratkaisemaan jokin tietty ongelma. Algoritmien historia ei suinkaan rajoitu

vain nykyiseen informaatioaikaan, vaan eräs hyvä esimerkki varhaisesta algoritmista

on Euklideen algoritmi suurimman yhteisen tekĳän etsimistä varten.

Sanomme, että algoritmi on virheetön, jos algoritmi antaa oikean vastauksen

jokaiselle mahdolliselle lailliselle syötteelle ja jos algoritmi päättyy.

5



3 Algoritmin tehokkuus

3.1 Funktioiden kasvu

Jotta voimme kunnolla vertailla kahden algoritmin tehokkuutta, täytyy meillä olla

jokin keino arvioida objektiivisesti näiden tehokkuutta. Pääasiassa vertailtavia te-

hokkuuksia on kahdenlaisia: aika ja tila. Yleisesti vertailemme algoritmeja niiden

ajankäytön tehokkuuksien mukaisesti, sillä tilaa on yleensä yksinkertaisempi lisätä

kuin aikaa. Toisaalta on hyvä huomioida, että näiden kahden välillä tulisi algoritmeja

suunnitellessa pitää jonkinnäköinen tasapaino.

Mikäli algoritmin käyttämä aika ei riipu sille annetun syötteen koosta, kutsum-

me tätä algoritmia vakioaikaiseksi. Toisaalta, jos algoritmin käyttämä aika riippuu

annetun syötteen koosta, on luontevaa kuvata funktion tehokkuutta syötteen koon

𝑛 funktiona. Lisäksi, koska luontevasti algoritmissa suurin aika kuluu sen funktion

laskemiseen, jossa 𝑛 on korkeinta astetta, on luontevaa kuvata algoritmin kasvua ni-

menomaan tämän muuttujan mukaan. Tätä merkintätapaa kutsutaan asymptoottiseksi
tehokkuudeksi.

Meillä on tätä varten kolme yleisesti käytettyä notaatiota: ordo-notaatio (O),

omega-notaatio (𝛺) ja theta-notaatio (𝛩).

3.2 Ordo-notaatio

Ordo-notaatio (engl. Big O) kertoo meille algoritmin maksimaalisen ajankäytön, eli

se antaa meille arvion, jota hitaampi algoritmi ei voi olla.

Määritelmä 3.1 (vrt. [2, s.237]). Olkoot 𝑓 ja 𝑔 funktioita siten, että 𝑓 , 𝑔 : ℤ → ℝ.

Tällöin 𝑓 (𝑛) on vähintään samaa astetta kuin 𝑔(𝑛), jos on olemassa jokin positiivinen

reaaliluku 𝑐 ja jokin positiivinen kokonaisluku 𝑛0 siten, että kaikille kokonaisluvuille

𝑛, joille pätee 𝑛 ≥ 𝑛0, pätee | 𝑓 (𝑛) | ≤ 𝑐 |𝑔(𝑛) |. Kirjoitamme tällöin 𝑓 (𝑛) = O(𝑔(𝑛)).

Esimerkki 3.1. Laskekaamme funktion 𝑓 (𝑛) = (3𝑛)! asymptoottinen tehokkuus

käyttäen Ordo-notaatiota. Huomaamme, että

𝑓 (𝑛) ≤ (𝑛2)!,

kun 𝑛 ≥ 3. Nyt 𝑐 = 1 ja määritelmän 3.1 mukaan 𝑓 (𝑛) = O((𝑛2)!).

6



3.3 Omega-notaatio

Omega-notaatio (engl. Big Theta) kertoo meille algoritmin minimaalisen ajankäytön,

eli se antaa meille arvion, jota nopeampi algoritmi ei voi olla.

Määritelmä 3.2 (vrt. [2, s.243]). Olkoot 𝑓 ja 𝑔 funktioita siten, että 𝑓 , 𝑔 : ℤ+ →
ℝ. Tällöin 𝑓 (𝑛) on korkeintaan samaa astetta kuin 𝑔(𝑛), jos on olemassa jokin

positiivinen reaaliluku 𝑐 ja jokin positiivinen kokonaisluku 𝑛0 siten, että kaikille

kokonaisluvuille 𝑛, joille pätee 𝑛 ≥ 𝑛0, pätee | 𝑓 (𝑛) | ≥ 𝑐 |𝑔(𝑛) |. Kirjoitamme tällöin

𝑓 (𝑛) = 𝛺(𝑔(𝑛)).

Esimerkki 3.2. Laskekaamme funktion 𝑓 (𝑛) =
∑︁𝑛

𝑖=1⌊𝑖/2⌋ asymptoottinen tehok-

kuus käyttäen Omega-notaatiota. Huomaamme, että

𝑓 (𝑛) ≥
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖

3
=

1
3

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖 =
𝑛(𝑛 + 1)

6
≥ 1

6
𝑛2,

kun 𝑛 ≥ 1. Nyt 𝑐 = 1
6 ja määritelmän 3.2 mukaan 𝑓 (𝑛) = 𝛺(𝑛2).

Saatamme huomata määritelmissä 3.1 ja 3.2 piilevän ansan. Voimme nimittäin

määritelmien puitteissa arvioida suoritusajan liian korkeaksi ordo-notaatiossa, ja

toisaalta liian alas omega-notaatiossa. Tätä varten meillä on theta-notaatio.

3.4 Theta-notaatio

Theta-notaatio (engl. Big Theta) yhdistää määritelmät 3.1 ja 3.2 ja kertoo meille

arvion ajasta, jonka algoritmi tulee käyttämään.

Määritelmä 3.3 (vrt. [2, s.245]). Olkoot 𝑓 ja 𝑔 funktioita siten, että 𝑓 , 𝑔 : ℤ+ → ℝ.

Lisäksi olkoon 𝑓 (𝑛) = O(𝑔(𝑛)) ja 𝑓 (𝑛) = 𝛺(𝑔(𝑛)). Tällöin 𝑓 (𝑛) on astetta 𝑔(𝑛) ja

kirjoitamme 𝑓 (𝑛) = 𝛩(𝑔(𝑛)).

Esimerkki 3.3. Laskekaamme funktion 𝑓 (𝑛) = 4𝑛2 + 2𝑛 − 3 asymptoottinen tehok-

kuus käyttäen theta-notaatiota. Huomaamme, että

𝑓 (𝑛) ≤ 4𝑛2 + 2𝑛

≤ 5𝑛2,

kun 𝑛 ≥ 2. Nyt 𝑐 = 5 ja määritelmän 3.1 mukaan 𝑓 (𝑛) = O(𝑛2). Toisaalta

𝑓 (𝑛) ≥ 4𝑛2 + 2𝑛 − 3

≥ 𝑛2,
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kun 𝑛 ≥ 1. Nyt 𝑐 = 1 ja määritelmän 3.2 mukaan 𝑓 (𝑛) = 𝛺(𝑛2). Nyt koska

𝑓 (𝑛) = O(𝑛2) ja 𝑓 (𝑛) = 𝛺(𝑛2), niin määritelmän 3.3 mukaan 𝑓 (𝑛) = 𝛩(𝑛2).

Näiden lisäksi on olemassa myös harvemmin käytetyt 𝑜- ja 𝜔-notaatiot, joiden

määrittely toimii kuten ylhäällä, mutta yhtäsuuruutta ei hyväksytä, eli esimerkiksi

𝑜-notaatiossa | 𝑓 (𝑛) | < 𝑐 |𝑔(𝑛) | aina, kun 𝑐 ∈ ℝ+.
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Kuva 3.1. Yleisimmät funktioiden asymptoottiset tehokkuudet
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4 Hajota ja hallitse -yhtälö

4.1 Rekursiiviset funktiot

Rekursiiviset funktiot ovat olennainen osa hajota ja hallitse -periaatetta. Ne ovat

funktioita, jotka määritellään funktion edellisten iteraatioiden perusteella, sekä pe-

rustapausten avulla. Seuraavaksi esitämme rekursiivisten funktioiden määritelmän

(vrt. [2, s. 262]).

Määritelmä 4.1 (vrt. [2, s.262]). Olkoon 𝑎 ∈ ℕ ja 𝑋 = {𝑎, 𝑎 + 1, 𝑎 + 2, . . . }
ja 𝑘 ∈ ℤ+. Olkoon lisäksi 𝑓 : 𝑋 → ℝ. Tällöin voimme määritellä rekursiivisen

funktion seuraavasti:

1. Alkuaskel: Muutamat ensimmäiset funktion arvot 𝑓 (𝑎), 𝑓 (𝑎 + 1), 𝑓 (𝑎 + 2),
. . . , 𝑓 (𝑎 + 𝑘 − 1) määritellään.

2. Rekursioaskel: Tapa laskea 𝑓 (𝑛) edeltävistä arvoista 𝑓 (𝑛−1), 𝑓 (𝑛−2), 𝑓 (𝑛−3),
. . . , 𝑓 (𝑛 − 𝑘).

Lause 4.1 (vrt. [2, s.263]). Olkoon 𝑎 ∈ ℕ ja 𝑋 = {𝑎, 𝑎 + 1, 𝑎 + 2, . . . } ja 𝑘 ∈ ℤ+.
Olkoon lisäksi 𝑓 : 𝑋 → ℝ ja arvot 𝑓 (𝑎), 𝑓 (𝑎 + 1), 𝑓 (𝑎 + 2), . . . , 𝑓 (𝑎 + 𝑘 − 1)
määritelty. Olkoon 𝑛 ∈ ℤ+ : 𝑛 ≥ 𝑎 + 𝑘 ja 𝑓 (𝑛) määritelty termeillä 𝑓 (𝑛 − 1),
𝑓 (𝑛 − 2), 𝑓 (𝑛 − 3), . . . , 𝑓 (𝑛 − 𝑘). Tällöin 𝑓 (𝑛) on määritelty kaikille 𝑛 ≥ 𝑎.

Todistus. Olkoon 𝑎 ∈ ℕ ja 𝑋 = {𝑎, 𝑎 + 1, 𝑎 + 2, . . . } ja 𝑘 ∈ ℤ+. Olkoon lisäksi

𝑓 : 𝑋 → ℝ ja arvot 𝑓 (𝑎), 𝑓 (𝑎 + 1), 𝑓 (𝑎 + 2), . . . , 𝑓 (𝑎 + 𝑘 − 1) määritelty. Olkoon

𝑛 ∈ ℤ+ : 𝑛 ≥ 𝑎 + 𝑘 ja 𝑓 (𝑛) määritelty termeillä 𝑓 (𝑛 − 1), 𝑓 (𝑛 − 2), 𝑓 (𝑛 − 3), . . . ,

𝑓 (𝑛 − 𝑘).

• Perusaskel: Huomaamme, että 𝑓 (𝑛) on määritelty, kun 𝑛 saa arvot 𝑎, 𝑎 +
1, . . . 𝑎 + 𝑘 − 1.

• Induktio-oletus: Oletetaan, että kaikki arvot arvoon 𝑓 (𝑛) asti on määritelty

rekursiivisesti 𝑘:n edeltävän arvon avulla.

• Induktioaskel: Osoitamme, että voimme tällöin määritellä arvon 𝑓 (𝑛 + 1).
Huomaamme, että arvot 𝑓 (𝑛), 𝑓 (𝑛 − 1), 𝑓 (𝑛 − 2), . . . , 𝑓 (𝑛 − 𝑘 + 1) on

määritelty induktioletuksen nojalla. Täten voimme määritellä arvon 𝑓 (𝑛 + 1)
arvoilla 𝑓 (𝑛 + 1 − 1), 𝑓 (𝑛 + 1 − 2), . . . , 𝑓 (𝑛 + 1 − 𝑘 − 1).

9



Induktioperiaatteen nojalla voimme siis määritellä 𝑓 (𝑛) kaikille 𝑛 ≥ 𝑎, kun 𝑎 ∈ ℕ

ja 𝑋 = {𝑎, 𝑎 + 1, 𝑎 + 2, . . . }, 𝑘 ∈ ℤ+, 𝑓 : 𝑋 → ℝ ja arvot 𝑓 (𝑎), 𝑓 (𝑎 + 1), 𝑓 (𝑎 + 2),
. . . , 𝑓 (𝑎 + 𝑘 − 1) on määritelty. □

Esimerkki 4.1. Voimme esimerkiksi määritellä tällä tavoin aitojen osajoukkojen

määrän joukossa 𝑆, jossa on 𝑛 jäsentä. Tiedämme, että aitojen osajoukkojen määrä

on 2𝑛 − 1. Tästä voimme päätellä kaavan

(4.1) 𝑓 (𝑛) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0, kun 𝑛 = 0,

𝑓 (𝑛 − 1) + 2(𝑛−1) , kun 𝑛 ≥ 1.

4.2 Rekursiiviset algoritmit

Rekursiivisten algoritmien toiminta perustuu rekursiivisiin funktioihin. Rekursiivi-

nen algoritmi kutsuu itseään uudella arvolla, kunnes päädymme triviaalitapaukseen,

mikäli kyseessä on virheetön algoritmi.

Määritelmä 4.2 (vrt. [2, s.307]). Algoritmi on rekursiivinen, jos se kutsuu itseään

pienemmällä arvolla.

Voimme määritellä algoritmin, joka listaa kaikki mahdolliset reitit kahden pisteen

välillä seuraavasti.

Algoritmi 4.1. Olkoon𝑊 lista pareja (𝑎, 𝑏), jossa 𝑎 on piste ja 𝑏 on totuusarvo sille,

onko pisteessä jo käyty.

1: function WAYS(𝑥, 𝑦, 𝑊)

2: FoundWays = ∅
3: if 𝑥(𝑎) = 𝑦(𝑎) then
4: return 𝑥

5: else
6: for all (𝑎, 𝑏) in 𝑊 & 𝑏 ≠ TRUE do
7: 𝑏 = TRUE

8: Way = WAYS((𝑎, 𝑏), 𝑦, 𝑊)

9: if Way[Way.length] == 𝑦(𝑎) then
10: FoundWays ∪ {Way}
11: end if
12: end for
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13: end if
14: return FoundWays

15: end function

4.3 Rekursiivisten algoritmien aikavaatimukset

Jotta voimme vertailla rekursiivisten algoritmien tehokkuuksia keskenään, tarvit-

semme ensiksi jonkin tavan laskea rekursiivisen algoritmin tehokkuuden. Meillä on

tähän käytössä kolme tapaa, joilla yleensä saamme melko hyvän arvion algoritmin

tehokkuudesta.

• Sivistynyt arvaus: Teemme sivistyneen arvauksen algoritmin ajankäytöstä ja

todistamme rajan kelvolliseksi induktiolla. Tämä ei välttämättä anna kovin

tarkkoja raja-arvoja.

• Rekursiopuu: Muutamme rekursiivisen algoritmin ’puuksi’, jossa tietyn tason

solmujen summa kertoo, kuinka paljon aikaa joudumme käyttämään algorit-

min suorittamiseen kyseisellä tasolla. Voimme näiden summien avulla luoda

tarkemman arvion ja todistaa tämän sen jälkeen induktiolla.

• Päämetodi (engl. Master method): Sopii yhtälöihin, jotka ovat muotoa 𝑇 (𝑛) =
𝑎𝑇 ( 𝑛

𝑏
) + 𝑓 (𝑛), missä 𝑎 on algoritmin luomien aliongelmien määrä, 1

𝑏
on alion-

gelman koko annettuun ongelman kokoon 𝑛 verrattuna ja 𝑓 (𝑛) on aika, joka

vaaditaan ongelmien yhdistämiseen.

4.4 Rekursiopuu

Rekursiopuu on hyödyllinen työkalu rekursiivisten algoritmien ajan käytön arvioi-

mista varten. Voimme kuvitella puun ikään kuin ohjelman toiminnan graafiseksi

kuvaukseksi. Tätä voimme parhaiten havainnollistaa esimerkillä.

Esimerkki 4.2. Olkoon 𝑇 (𝑛) määritelty seuraavasti.

(4.2) 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛 − 1) + 1
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, kun 𝑛 = 1,

2𝑇 (𝑛 − 1) + 1, kun 𝑛 > 1.

Huomaamme siis, että ongelma jakautuu kahdeksi kokoa 𝑛 − 1 olevaksi ongelmaksi,

sekä yhteen vakio aliongelmaan. Huomaamme, että puu on 𝑛 − 1 syvyinen, sillä
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𝑛

𝑛 − 1

𝑛 − 2

...

𝑇 (1) 1 𝑇 (1)

𝑇 (1) 𝑛 − 2

...

𝑇 (1) 𝑇 (1) 𝑇 (1)

𝑇 (1) 𝑛 − 1

𝑛 − 2

...

𝑇 (1) 𝑇 (1) 𝑇 (1)

𝑇 (1) 𝑛 − 2

...

𝑇 (1) 𝑇 (1) 𝑇 (1)

(𝑛 − 1)

2𝑛−1 ∗ 3

𝑛

2𝑛 − 1

4𝑛 − 6

...

2𝑛 + 2𝑛−1

Kuva 4.1. 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 (𝑛 − 1) + 1 rekursiopuu

perustapauksen 𝑇 (1) saavuttamiseen menee pisimmillään 𝑛 − 1 iteraatiota. Tämän

lisäksi huomaamme, että jokaisella tasolla solmujen summa on 2𝑖 (𝑛− 𝑖) +2𝑖−1, missä

𝑖 kertoo tason. Nyt siis saamme summaksi
∑︁𝑛−1

𝑖=1 (2𝑖 (𝑛 − 𝑖) + 2𝑖−1) ja huomaamme,

että

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(2𝑖 (𝑛 − 𝑖) + 2𝑖−1) =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(2𝑛−𝑖 (𝑖) + 2𝑖−1)

≤ 2𝑛 (
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑖

2𝑖
) +

𝑛−1∑︁
𝑖=0

2𝑖

= 2𝑛 ∗ (
1
2 − 𝑛

2𝑛 + 𝑛−1
2𝑛+1

1
4

) + 2𝑛 − 1
1

= 2𝑛+1 − 2𝑛 − 2 + 2𝑛 − 1

≤ 2𝑛+1 + 2𝑛

≤ 2𝑛+2

= 4 ∗ 2𝑛

= O(2𝑛).

Nyt täytyy vielä osoittaa induktiolla, että tämä arvio tosiaan pätee.

• Perusaskel:
𝑇 (2) = 2𝑇 (1) + 1 = 3 ≤ 22.

• Induktio-oletus: Oletetaan, että pätee 𝑇 (𝑛) ≤ 2𝑛.
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• Induktioaskel: Nyt

𝑇 (𝑛 + 1) = 2𝑇 (𝑛 + 1 − 1) + 1 = 2𝑇 (𝑛) + 1 ≤ 2 ∗ 2𝑛 + 1 ≤ 4 ∗ 2𝑛.

Nyt kun 𝑐 ≥ 4 määritelmän 3.1 vaatimus täyttyy ja 𝑇 (𝑛) = O(2𝑛).

4.5 Päämetodi

Päämetodi tarjoaa tavan ratkaista muotoa 𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇 ( 𝑛
𝑏
) + 𝑓 (𝑛) olevien rekursioiden

asymptoottisen tehokkuuden.

Lause 4.2 (vrt. [1, s.94]). Olkoot 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+ : 𝑎 ≥ 1, 𝑏 > 1. Olkoot 𝑓 (𝑛) funktio siten
että 𝑓 : ℤ+ → ℝ, ja 𝑇 (𝑛) on määritelty ∀𝑛 ∈ ℤ+ seuraavasti 𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇 ( 𝑛

𝑏
) + 𝑓 (𝑛),

jossa 𝑛
𝑏

tulkitaan joko ⌊ 𝑛
𝑏
⌋ tai ⌈ 𝑛

𝑏
⌉. Tällöin𝑇 (𝑛) omaa seuraavat asymptoottiset rajat:

1. Jos 𝑓 (𝑛) = O(𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀), 𝜀 ∈ ℝ+, niin 𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎).

2. Jos 𝑓 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎), niin 𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎 lg 𝑛).

3. Jos 𝑓 (𝑛) = 𝛺(𝑛log𝑏 (𝑎)+𝜀), 𝜀 ∈ ℝ+, ja 𝑎 𝑓 ( 𝑛
𝑏
) ≤ 𝑐 𝑓 (𝑛), 𝑐 ∈ ℝ : 𝑐 < 1, kun 𝑛 on

riittävän suuri, niin 𝑇 (𝑛) = 𝛩( 𝑓 (𝑛)).

Jotta voimme todistaa lauseen 4.2, tarvitsemme muutaman apulauseen. Jaamme

todistuksen kahteen osaan. Ensin käymme läpi tapaukset, joissa 𝑛 on jokin vakion 𝑏

ei-negatiivinen kokonaislukupotenssi.

Lause 4.3 (vrt. [1, s.98]). Olkoot 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+ : 𝑎 ≥ 1, 𝑏 > 1. Olkoon 𝑓 (𝑛) ei-
negatiivinen funktio, joka on määritelty vakion 𝑏 ei-negatiivisille kokonaislukupo-
tensseille. Määrittelemme 𝑇 (𝑛) vakion 𝑏 ei-negatiivisille kokonaislukupotensseille
seuraavasti:

(4.3) 𝑇 (𝑛) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛩(1), kun 𝑛 = 1,

𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇 ( 𝑛
𝑏
) + 𝑓 (𝑛), kun 𝑛 = 𝑏𝑖 .

Tällöin

(4.4) 𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎) +
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
𝑎 𝑗 𝑓 ( 𝑛

𝑏 𝑗
).

Todistus (vrt. [1, s.97]). Tehkäämme funktion 𝑇 (𝑛) rekursiopuu. Huomaamme, että

puun syvyys on log𝑏 𝑛. Jokaisen rivin summa on 𝑎 𝑗 𝑓 ( 𝑛
𝑏 𝑗 ), koska jokainen ongelma
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𝑓 (𝑛)

𝑛
𝑏

𝑛

𝑏2

...

𝛩(1)

𝑛

𝑏2

...

𝛩(1)

𝑛

𝑏2

...

𝛩(1)

𝑛
𝑏

𝑛

𝑏2

...

𝛩(1)

𝑛

𝑏2

...

𝛩(1)

𝑛

𝑏2

...

𝛩(1)

𝑛
𝑏

𝑛

𝑏2

...

𝛩(1)

𝑛

𝑏2

...

𝛩(1)

𝑛

𝑏2

...

𝛩(1)

(log𝑏 𝑛)

𝑛log𝑏 𝑎

𝑓 (𝑛)

𝑎 𝑓 ( 𝑛
𝑏
)

𝑎2 𝑓 ( 𝑛

𝑏2 )

...

𝛩(𝑛log𝑏 𝑎)

𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

Kuva 4.2. Funktion 4.3 rekursiopuu

generoi 𝑎 aliongelmaa, joiden koko on 𝑛
𝑏
. Alimmalla tasolla ongelmaan kuluva aika

on 𝛩(1) ja näitä ongelmia on 𝑎log𝑏 𝑛 = 𝑛log𝑏 𝑎 ja saamme 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎). Nyt siis saamme

𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎) +
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
𝑎 𝑗 𝑓 ( 𝑛

𝑏 𝑗
).

□

Lause 4.4 (vrt. [1, s.100]). Olkoot 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+ : 𝑎 ≥ 1, 𝑏 > 1. Olkoon 𝑓 (𝑛) ei-
negatiivinen funktio, joka on määritelty vakion 𝑏 ei-negatiivisille kokonaislukupo-
tensseille. Tällöin funktiolla 𝑔(𝑛), joka on määritelty 𝑔(𝑛) =

∑︁log𝑏 (𝑛)−1
𝑗=0 𝑎 𝑗 𝑓 ( 𝑛

𝑏 𝑗 ),
omaa seuraavat asymptoottiset rajat vakion 𝑏 ei-negatiivisille kokonaislukupotens-
seille:

1. Jos 𝑓 (𝑛) = O(𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀), jollekin vakiolle 𝜀 > 0, niin 𝑔(𝑛) = O(𝑛log𝑏 𝑎).

2. Jos 𝑓 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎), niin 𝑔(𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎 lg 𝑛).

3. Jos 𝑎 𝑓 ( 𝑛
𝑏
) ≤ 𝑐 𝑓 (𝑛), 𝑐 ∈ ℝ : 𝑐 < 1, kun 𝑛 on riittävän suuri, niin 𝑔(𝑛) =

𝛩( 𝑓 (𝑛)).

Todistus (vrt. [1, s.100-102]). Määritelmän 4.4 kohdassa 1, jos kerran 𝑓 (𝑛) = O(𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀),
voimme päätellä, että 𝑓 ( 𝑛

𝑏 𝑗 ) = O(( 𝑛
𝑏 𝑗 )log𝑏 (𝑎)−𝜀). Kun sĳoitamme tämän funktioon
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𝑔(𝑛), saamme

𝑔(𝑛) = O(
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
𝑎 𝑗 ( 𝑛

𝑏 𝑗
)log𝑏 (𝑎)−𝜀)

= O(
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
𝑎 𝑗 ( 1

𝑏 𝑗
)log𝑏 (𝑎)−𝜀 (𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀))

= O(𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
( 𝑎

𝑏log𝑏 (𝑎)
𝑏𝜀) 𝑗 )

= O(𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
( 𝑎𝑏

𝜀

𝑎
) 𝑗 )

= O(𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
(𝑏𝜀) 𝑗 ).

Huomaamme, että

log𝑏 (𝑛)−1∑︁
𝑗=0

(𝑏𝜀) 𝑗 = 1 + 𝑏𝜀 + 𝑏2𝜀 + · · · + 𝑏𝜀 log𝑏 (𝑛)−𝜀,

joka on geometrinen sarja ja saamme sen muotoon

log𝑏 (𝑛)−1∑︁
𝑗=0

(𝑏𝜀) 𝑗 = 1(1 − 𝑏𝜀 log𝑏 (𝑛)−𝜀+𝜀)
1 − 𝑏𝜀

=
𝑏𝜀 log𝑏 𝑛 − 1
𝑏𝜀 − 1

=
𝑛𝜀 − 1
𝑏𝜀 − 1

.

Huomaamme myös, että 𝑏 ja 𝜀 ovat vakioita. Kun sĳoitamme tämän funktioon 𝑔(𝑛),
saamme

𝑔(𝑛) = O(𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀 𝑛
𝜀 − 1

𝑏𝜀 − 1
) = O(𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀O(𝑛𝜀)) = O(𝑛log𝑏 𝑎).

Ja olemme nyt todistaneet kohdan 1.

Kohdassa 2, koska 𝑓 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎), saamme 𝑓 ( 𝑛
𝑏 𝑗 ) = 𝛩(( 𝑛

𝑏 𝑗 )log𝑏 𝑎). Jatkamme

kuten ensimmäisessä osassa, ja saamme tämän sievennettyä muotoon

𝑔(𝑛) = 𝛩(
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
𝑎 𝑗 ( 𝑛

𝑏 𝑗
)log𝑏 𝑎)

= 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎
log𝑏 𝑛∑︁
𝑗=1

1)

= 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎 log𝑏 𝑛)

= 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎 lg 𝑛).
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Ja olemme todistaneet kohdan 2.

Koska kohdassa 3 funktion 𝑔(𝑛) määritelmässä esiintyy funktio 𝑓 (𝑛), voimme

päätellä, että 𝑔(𝑛) ≥ 𝑓 (𝑛), koska jos log𝑏 (𝑛) − 1 = 0, niin 𝑛 = 𝑏 ja edelleen

𝑔(𝑛) = 𝑎0 𝑓 ( 𝑛

𝑏0 ) = 𝑓 (𝑛) eli määritelmän 3.2 mukaan 𝑔(𝑛) = 𝛺( 𝑓 (𝑛)). Saamme

myöskin epäyhtälön 𝑎 𝑓 ( 𝑛
𝑏
) ≤ 𝑐 𝑓 (𝑛) muotoon

𝑓 ( 𝑛
𝑏
) ≤ 𝑐

𝑎
𝑓 (𝑛)

𝑐

𝑎
𝑓 ( 𝑛

𝑏
) ≤ ( 𝑐

𝑎
)2 𝑓 (𝑛).

Nyt koska alkuperäisen kaavan mukaan 𝑓 ( 𝑛
𝑏
) ≤ 𝑐

𝑎
𝑓 (𝑛), tekemällä sĳoituksen 𝑛 = 𝑛

𝑏
,

saamme epäyhtälön muotoon 𝑓 ( 𝑛

𝑏2 ) ≤ 𝑐
𝑎
𝑓 ( 𝑛

𝑏
). Kun nyt hyödynnämme aikaisemmin

saatua tulosta saamme epäyhtälön muotoon 𝑓 ( 𝑛

𝑏2 ) ≤ ( 𝑐
𝑎
)2 𝑓 (𝑛). Mikäli toistamme

tämän 𝑗 kertaa, saamme 𝑎 𝑗 𝑓 ( 𝑛
𝑏 𝑗 ) ≤ 𝑐 𝑗 𝑓 (𝑛). Tämä pätee kaikille paitsi korkeintaan

vakiolle määrälle pieniä termejä 𝑛
𝑏 𝑗 , joille 𝑎 𝑗 𝑓 ( 𝑛

𝑏 𝑗 ) = O(1). Nyt siis

𝑔(𝑛) =
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
𝑎 𝑗 ( 𝑓 ( 𝑛

𝑏 𝑗
)) ≤

log𝑏 (𝑛)−1∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗 ( 𝑓 (𝑛)) + O(1) = 𝑓 (𝑛)
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
(𝑐 𝑗 ) + O(1).

Toisaalta, koska 𝑐 < 1, saamme tästä suppenevan geometrisen sarjan muotoa 1
1−𝑐 , ja

saamme yhtälön

𝑓 (𝑛)
log𝑏 (𝑛)−1∑︁

𝑗=0
(𝑐 𝑗 ) + O(1) = 𝑓 (𝑛) ( 1

1 − 𝑐
) + O(1) = O( 𝑓 (𝑛)).

Nyt koska aikaisemmin osoitimme, että 𝑔(𝑛) = 𝛺( 𝑓 (𝑛)), niin määritelmän 3.3

mukaan 𝑔(𝑛) = 𝛩( 𝑓 (𝑛)). □

Lause 4.5 (vrt. [1, s.102]). Olkoot 𝑎, 𝑏, 𝑖 ∈ ℤ+ : 𝑎 ≥ 1, 𝑏 > 1. Olkoon 𝑓 (𝑛) ei-
negatiivinen funktio, joka on määritelty vakion 𝑏 ei-negatiivisille kokonaislukupo-
tensseille. Määrittelemme 𝑇 (𝑛) vakion 𝑏 ei-negatiivisille kokonaislukupotensseille
seuraavasti

(4.5) 𝑇 (𝑛) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛩(1), jos 𝑛 = 1,

𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇 ( 𝑛
𝑏
) + 𝑓 (𝑛), kun 𝑛 = 𝑏𝑖 .

Tällöin 𝑇 (𝑛) omaa seuraavat asymptoottiset rajat:

1. Jos 𝑓 (𝑛) = O(𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀), 𝜀 ∈ ℝ+, niin 𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎).

2. Jos 𝑓 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎), niin 𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎 lg 𝑛).
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3. Jos 𝑓 (𝑛) = 𝛺(𝑛log𝑏 (𝑎)+𝜀), 𝜀 ∈ ℝ+, ja 𝑎 𝑓 ( 𝑛
𝑏
) ≤ 𝑐 𝑓 (𝑛), 𝑐 ∈ ℝ : 𝑐 < 1, kun 𝑛 on

riittävän suuri, niin 𝑇 (𝑛) = 𝛩( 𝑓 (𝑛)).

Todistus (vrt. [1, s.102-103]). Hyödynnämme aikaisemmin todistettuja lauseita 4.3

ja 4.4. Saamme lauseen 4.3 nojalla kohdan 1 muotoon𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎)+∑︁log𝑏 (𝑛)−1
𝑗=0 𝑎 𝑗 𝑓 ( 𝑛

𝑏 𝑗 ).
Nyt lauseen 4.4 kohdan 1 nojalla saamme tämän muotoon

𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎) + O(𝑛log𝑏 𝑎) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎).

Samoin menettelemällä saamme kohdassa 2

𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎) +𝛩(𝑛log𝑏 𝑎 lg 𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎 lg 𝑛).

ja kohdassa 3

𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎) +𝛩( 𝑓 (𝑛)) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎) +𝛩(𝛺(𝑛log𝑏 (𝑎)+𝜀)) = 𝛩( 𝑓 (𝑛)).

□

Seuraavaksi todistamme lauseen 4.2. Tätä varten meidän tarvitsee todistaa lauseen

pätevyys lattia- ja kattofunktioille. Lähteessä [1, s. 103-106] on käyty läpi kattofunk-

tion määritelmä, joten käymme läpi vain lattiafunktion todistuksen, sillä ne ovat

hyvin samankaltaiset. Määrittelemme muuttujan 𝑛 𝑗 seuraavasti

(4.6) 𝑛 𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛, kun 𝑗 = 0,

⌊ 𝑛 𝑗−1
𝑏
⌋, kun 𝑗 > 0.

Tällöin saamme kuvan 4.3 mukaisen rekursiopuun rekursiolle𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇 (⌊ 𝑛
𝑏
⌋)+ 𝑓 (𝑛)

Ensiksi meidän tulee selvittää puun syvyys. Voimme tässä käyttää hyväksi tietoa, että

𝑥 − 1 ≤ ⌊𝑥⌋ ≤ 𝑥. Tästä saamme

𝑛0 ≤ 𝑛

𝑛1 ≤ 𝑛

𝑏

𝑛2 ≤ 𝑛

𝑏2

𝑛4 ≤ 𝑛

𝑏3

...

𝑛 𝑗 ≤
𝑛

𝑏 𝑗
.
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𝑓 (𝑛)

𝑓 (𝑛1)

𝑓 (𝑛2)

...

𝛩(1)

𝑓 (𝑛2)

...

𝛩(1)

𝑓 (𝑛2)

...

𝛩(1)

𝑓 (𝑛1)

𝑓 (𝑛2)

...

𝛩(1)

𝑓 (𝑛2)

...

𝛩(1)

𝑓 (𝑛2)

...

𝛩(1)

𝑓 (𝑛1)

𝑓 (𝑛2)

...

𝛩(1)

𝑓 (𝑛2)

...

𝛩(1)

𝑓 (𝑛2)

...

𝛩(1)

⌊(log𝑏 𝑛)⌋

𝑛log𝑏 𝑎

𝑓 (𝑛)

𝑎 𝑓 (𝑛1)

𝑎2 𝑓 (𝑛2)

...

𝛩(𝑛log𝑏 𝑎)

𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

Kuva 4.3. Funktion 𝑇 (𝑛 𝑗 ) rekursiopuu

Jos nyt 𝑗 = ⌊(log𝑏 𝑛)⌋, niin

𝑛⌊(log𝑏 𝑛)⌋ ≤
𝑛

𝑏⌊(log𝑏 𝑛)⌋
≤ 𝑛

𝑏log𝑏 (𝑛)−1 =
𝑛𝑏

𝑛
= 𝑏 = O(1).

Eli tasolla 𝑗 = ⌊(log𝑏 𝑛)⌋ ongelma on maksimissaan vakio. Huomaamme myös,

että 𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎) +∑︁log𝑏 (𝑛)−1
𝑗=0 𝑎 𝑗 𝑓 (𝑛 𝑗 ). Tämä on sama kuin lauseessa 4.3. Nyt

voimme käsitellä funktiota kuten aikaisemminkin. Lauseen 4.2 kohdan todistamiseen

riittää osoittaa että 𝑓 (𝑛 𝑗 ) = O(( 𝑛
𝑏 𝑗 )log𝑏 (𝑎)−𝜀), jolloin todistus seuraa lauseesta 4.4.

Nyt koska 𝑓 (𝑛) = O(𝑛log𝑏 (𝑎)−𝜀), voimme päätellä, että on olemassa jokin arvo 𝑐,

jolle pätee3 𝑐 > 0 siten, että kaikille riittävän suurille muuttujan 𝑛 𝑗 arvoille pätee

𝑓 (𝑛 𝑗 ) ≤ 𝑐( 𝑛
𝑏 𝑗

)log𝑏 (𝑎)−𝜀 = O( 𝑛
𝑏 𝑗

)log𝑏 (𝑎)−𝜀 .

Lauseen 4.2 kohdassa 2 meidän tarvitsee osoittaa 𝑓 (𝑛 𝑗 ) = 𝛩(( 𝑛
𝑏 𝑗 )log𝑏 𝑎). Nyt koska

𝑓 (𝑛) = 𝛩(𝑛log𝑏 𝑎), voimme päätellä, että ∃𝑐 > 0 siten, että kaikille riittävän suurille

muuttujan 𝑛 𝑗 arvoille pätee

𝑓 (𝑛 𝑗 ) ≤ 𝑐( 𝑛
𝑏 𝑗

)log𝑏 𝑎

= O( 𝑛
𝑏 𝑗

)log𝑏 𝑎 .

Toisaalta lattiafunktion määritelmän ja funktion rekursiivisen määritelmän myötä

𝑓 (𝑛 𝑗 ) ≥ 𝑐( 𝑛
𝑏 𝑗

−
𝑗−1∑︁
𝑗=0

1
𝑏 𝑗

)log𝑏 𝑎
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≥ 𝑐( 𝑛
𝑏 𝑗

−
∞∑︁
𝑗=0

1
𝑏 𝑗

)log𝑏 𝑎

= 𝑐( 𝑛
𝑏 𝑗

− 𝑏

𝑏 − 1
)log𝑏 𝑎

= 𝑐( 𝑛
𝑏 𝑗

− O(1))log𝑏 𝑎

= 𝛺(( 𝑛
𝑏 𝑗

)log𝑏 𝑎).

Nyt siis määritelmän 3.3 mukaan 𝑓 (𝑛 𝑗 ) = 𝛩(( 𝑛
𝑏 𝑗 )log𝑏 𝑎). Lauseen 4.5 kohdan 3

määritelmän mukaan 𝑎 𝑓 (⌊ 𝑛
𝑏
⌋) ≤ 𝑐( 𝑓 (𝑛)), 𝑐 < 1. Nyt voimme iteroida tämän

muotoon 𝑎 𝑗 𝑓 (⌊ 𝑛
𝑏
⌋) ≤ 𝑐 𝑗 ( 𝑓 (𝑛)), ja todistus seuraa lauseen 4.4 mukaisesti. Nyt

olemme todistaneet lauseen 4.2 kaikille ei-negatiivisille kokonaisluvuille.

Esimerkki 4.3. Määrittäkäämme rekursion 𝑇 (𝑛) = 𝑇 ( 𝑛2 ) + 𝛩(1) asymptoottinen

tehokkuus. Huomaamme, että rekursio on muotoa 𝑇 (𝑛) = 𝑎𝑇 ( 𝑛
𝑏
) + 𝑓 (𝑛), missä

𝑎 = 1, 𝑏 = 2 ja 𝑓 (𝑛) = 𝛩(1). Huomaamme lisäksi, että 𝑛log2 1 = 1, eli

𝑓 (𝑛) = 𝛩(𝑛log2 1) = 𝛩(1).

Nyt siis lauseen 4.2 kohdan 2 mukaan

𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛log2 1 ∗ lg 𝑛) = 𝛩(lg 𝑛).

4.6 Hajota ja hallitse

Hajota ja hallitse on tapa suunnitella rekursiivisia algoritmeja. Idea piilee oletukses-

sa, että ratkaistavan ongelman pystyy jakamaan pienempiin aliongelmiin ja lopulta

yksinkertaisiin triviaalitapauksiin.

• Hajotamme ongelman pienempiin aliongelmiin.

• Hallitsemme ongelmien triviaalitapaukset.

• Yhdistämme aliongelmien vastaukset yhdeksi vastaukseksi.

Joskus meille syntyy aliongelmia, jotka eivät sovellu rekursiiviseen funktioomme.

Tällaiset ongelmat ratkaisemme samalla kun yhdistämme vastaukset yhdeksi.

Esimerkki 4.4. Lomituslajittelu (engl. Merge sort) on hyvä esimerkki algoritmista,

joka on luotu hajota ja hallitse -periaatteella. Hajotamme rekursiivisesti listan kahteen

alilistaan, ja jatkamme tätä aina siihen asti, kunnes meillä on jäljellä vain yhden alkion

sisältävä lista. Koska nämä listat ovat luonnollisesti järjestyksessä, yhdistämme ne

käyttäen algoritmia, joka on esitelty lähteessä [1, s.31] ja joka suoriutuu 𝛩(𝑛) ajassa.
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Algoritmi 4.2. Itse algoritmi on seuraavanlainen (vrt. [1, s.34]).

1: function MERGE-SORT(𝐴, 𝑝, 𝑟)

2: if 𝑝 < 𝑟 then
3: 𝑞 = ⌊𝑝 + 𝑟⌋/2
4: MERGE-SORT(𝐴, 𝑝, 𝑞)

5: MERGE-SORT(𝐴, 𝑞 + 1, 𝑟)

6: MERGE(𝐴, 𝑝, 𝑞, 𝑟)

7: end if
8: end function

Huomaamme, että voimme kuvata algoritmin toiminnan hajota ja hallitse -

yhtälöllä muodossa 𝑇 (𝑛) = 2𝑇 ( 𝑛2 ) + 𝛩(𝑛). Päämetodilla huomaamme, että 𝑓 (𝑛) =

𝛩(𝑛log2 2) = 𝛩(𝑛), joten 𝑇 (𝑛) = 𝛩(𝑛 lg 𝑛).
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