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Algoritmien tehokkuus on olennaista algoritmeja suunniteltaessa. Tutkielmassa kéasitelldén algoritmien tehok-
kuutta, hajota ja hallitse -yhtalén kayttda algoritmien kehittimisessa seka rekursiivisten funktioiden asymptoot-
tisen tehokkuuden arviointitapoja. Tutkielmassa kaytetédan Iahteina teoksia Discrete Mathematics with Applica-
tions ja Introduction to Algorithms.

Jotta kahden algoritmin tehokkuuksia voidaan verrata keskendan, on I6ydettava tapa, jolla voimme ob-
jektiivisesti arvioida algoritmien tehokkuutta. Taté varten tutkielmassa méaéaritellddn ordo-, omega- ja theta-
notaatiot. Tutkielmassa my6s annetaan ndiden kéytésté esimerkit. Ordo-notaatio kertoo algoritmin vaatiman
maksimaalisen ajankaytén, omega-notaatio puolestaan kertoo algoritmin vaatiman minimaalisen ajankaytén.
Theta-notaatio yhdistda ordo- ja omega-notaatiot ja antaa arvion algoritmin vaatimasta keskivertoajankaytdsta.

Rekursiiviset funktiot ovat funktioita, jotka maaritelladn perustapauksen, seka funktion aikaisempien arvo-
jen perusteella. Rekursiiviset algoritmit ovat algoritmeja, jotka kutsuvat itsedan uudella arvolla, kunnes paa-
semme ftriviaalitapaukseen. Tutkielmassa on annettu tarkemmat maaritelmat rekursiivisille funktioille ja algo-
ritmeille.

Jotta rekursiivisten algoritmien tehokkuuksia voidaan vertailla, tarvitsee 16ytaa tapa, jolla mallintaa niiden
tehokkuuksia aikaisempien notaatioiden avulla. Taté varten tutkielmassa kaydaan |api rekursiopuut, sekd paa-
metodi. Rekursiopuu antaa meille graafisen kuvauksen algoritmin toiminnasta, jonka perusteella on mahdollis-
ta tehda arvio algoritmin ajankaytdsta, ja tAméan jalkeen todistaa arvio oikeaksi induktiotodistuksella. Padme-
todi soveltuu algoritmeihin, joiden toimintaa voi kuvata hajota ja hallitse -yhtalélla. Tutkielmassa kaydaan lapi
paametodin kolme tapausta, seké todistetaan padmetodin toimivuus.

Tutkielman lopussa kaydaan lapi hajota ja hallitse -periaate algoritmien suunnittelussa. Tésta tutkielmassa
kaydaan esimerkkin 1api lomituslajittelu ja arvioidaan sen asymptoottinen tehokkuus paametodin avulla.
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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa kisittelemme ensiksi luvussa 3 funktioiden kasvun ja algorit-
min tehokkuutta késittelevit notaatiot. Niistd ordo-notaatio kertoo meille algorit-
min maksimaalisen ajankédyton. Omega-notaatio kertoo meille puolestaan algoritmin
minimaalisen ajankédyton. Lopuksi theta-notaatio yhdistdd nimé kaksi notaatiota ja
kertoo meille arvion algoritmin keskivertoajankulutuksesta.

Myohemmin luvussa 4 kdymme ldpi rekursiiviset funktiot, ndihin pohjautuvat
rekursiiviset algoritmit sekd hajota ja hallitse -periaatteen algoritmien suunnittelussa.

Kidymme my®0s ldpi tapoja arvioida rekursiivisen algoritmin asymptoottista te-
hokkuutta, seki erityisesti pddmetodin hajota ja hallitse -periaatetta soveltavien al-
goritmien asymptoottisen tehon arviointia varten. Kiymme myoskin 1dpi todistuksen
padmetodille.

Paametodin lisdksi kiymme ldpi rekursiopuut ja niiden kdyton rekursiivisten
algoritmien asymptoottisen tehokkuuden arvioinnissa.

Naita varten késittelemme luvussa 2 ensin induktiotodistuksen, sekd algoritmin
ja niiden virheettomyyden mééaritelmin.

Paildhteind on kiytettd Koshyn teosta Discrete Mathematics with Applications,

sekd Cormenin, Leisersonin, Rivestin ja Steinin teosta Introduction to Algorithms.



2 Valmistelevia tarkasteluja

Esittelemme luvussa 2 olennaiset perustiedot padaiheen késittelyéd varten. Ensimmai-

send kdymme 1dpi induktiotodistuksen periaatteen.

2.1 Induktiotodistus

Seuraava lause 2.1 esittelee matemaattisen induktion (vrt. [2, s. 208]).
Lause 2.1. Olkoon S C Z%, jolle piitee seuraavat ehdot.
1. 1€S.
2. Josk € S, niink+1€S.
Talloin S = Z*.
Todistus. Ks. [2, s. 208]. O
Lause 2.2. Olkoon n € Z* ja P(n) predikaatti, jolle pditee seuraavat ehdot.
1. n € Z* ja P(ny).

2. Jos P(k) on tosi jollekin positiiviselle kokonaisluvulle k,jolle pdtee k > ny,

niin P(k + 1) on myds totta.
Tdlloin P(n) on tosi kaikille n, joille pditee > ny.

Todistus. Ks. [2, s. 209]. O

2.2 Algoritmit ja niiden virheettomyys

Algoritmi on lista ohjeita, jotka suoritetaan jirjestyksessi ja jotka tuottavat jonkin
tulosteen annetusta syotteesti. Toinen tapa havainnollistaa algoritmeja on kuvitella ne
tyokaluksi ratkaisemaan jokin tietty ongelma. Algoritmien historia ei suinkaan rajoitu
vain nykyiseen informaatioaikaan, vaan erds hyvi esimerkki varhaisesta algoritmista
on Euklideen algoritmi suurimman yhteisen tekijin etsimisti varten.

Sanomme, ettd algoritmi on virheeton, jos algoritmi antaa oikean vastauksen

jokaiselle mahdolliselle lailliselle syotteelle ja jos algoritmi pédttyy.



3 Algoritmin tehokkuus

3.1 Funktioiden kasvu

Jotta voimme kunnolla vertailla kahden algoritmin tehokkuutta, tdytyy meilld olla
jokin keino arvioida objektiivisesti ndiden tehokkuutta. Pddasiassa vertailtavia te-
hokkuuksia on kahdenlaisia: aika ja tila. Yleisesti vertailemme algoritmeja niiden
ajankdyton tehokkuuksien mukaisesti, silld tilaa on yleensd yksinkertaisempi lisita
kuin aikaa. Toisaalta on hyva huomioida, ettd ndiden kahden vilill4 tulisi algoritmeja
suunnitellessa pitdd jonkinndkdinen tasapaino.

Mikdli algoritmin kdyttdma aika ei riipu sille annetun syotteen koosta, kutsum-
me titd algoritmia vakioaikaiseksi. Toisaalta, jos algoritmin kdyttdma aika riippuu
annetun syotteen koosta, on luontevaa kuvata funktion tehokkuutta syotteen koon
n funktiona. Lisdksi, koska luontevasti algoritmissa suurin aika kuluu sen funktion
laskemiseen, jossa n on korkeinta astetta, on luontevaa kuvata algoritmin kasvua ni-
menomaan tdimin muuttujan mukaan. Tatd merkintitapaa kutsutaan asymptoottiseksi
tehokkuudeksi.

Meilld on titd varten kolme yleisesti kéytettyd notaatiota: ordo-notaatio (Q),

omega-notaatio (£2) ja theta-notaatio (O).

3.2 Ordo-notaatio

Ordo-notaatio (engl. Big O) kertoo meille algoritmin maksimaalisen ajankayton, eli

se antaa meille arvion, jota hitaampi algoritmi ei voi olla.

Miiéritelma 3.1 (vrt. [2, 5.237]). Olkoot f ja g funktioita siten, ettd f,g: Z — R.
Talloin f(n) on vihintdin samaa astetta kuin g(n), jos on olemassa jokin positiivinen
reaaliluku ¢ ja jokin positiivinen kokonaisluku n siten, etté kaikille kokonaisluvuille

n, joille patee n > ng, pitee | f(n)| < c|g(n)|. Kirjoitamme talldin f(n) = O(g(n)).

Esimerkki 3.1. Laskekaamme funktion f(n) = (3n)! asymptoottinen tehokkuus

kayttden Ordo-notaatiota. Huomaamme, etti

f(n) < (n),

kun n > 3. Nyt ¢ = 1 ja magritelmin 3.1 mukaan f(n) = O((n?)!).



3.3 Omega-notaatio

Omega-notaatio (engl. Big Theta) kertoo meille algoritmin minimaalisen ajankayton,

eli se antaa meille arvion, jota nopeampi algoritmi ei voi olla.

Mairitelma 3.2 (vrt. [2, s.243]). Olkoot f ja g funktioita siten, ettd f,g: Z* —
R. Télloin f(n) on korkeintaan samaa astetta kuin g(n), jos on olemassa jokin
positiivinen reaaliluku ¢ ja jokin positiivinen kokonaisluku ng siten, ettd kaikille

kokonaisluvuille n, joille pitee n > ny, pitee | f(n)| > c|g(n)|. Kirjoitamme talloin
f(n) = 2(g(n)).

Esimerkki 3.2. Laskekaamme funktion f(n) = X" ,[i/2] asymptoottinen tehok-

kuus kéyttden Omega-notaatiota. Huomaamme, ettd

i 1, nmr+1) 1,
f(n) = =3 ) 1= > —n”,

kunn > 1. Nyt c = %ja médritelmin 3.2 mukaan f(n) = Q(n?).

Saatamme huomata mééritelmissd 3.1 ja 3.2 piilevdn ansan. Voimme nimittdin
maiiritelmien puitteissa arvioida suoritusajan liian korkeaksi ordo-notaatiossa, ja

toisaalta liian alas omega-notaatiossa. Tatd varten meilld on theta-notaatio.

3.4 Theta-notaatio

Theta-notaatio (engl. Big Theta) yhdistdd madaritelmét 3.1 ja 3.2 ja kertoo meille

arvion ajasta, jonka algoritmi tulee kiyttamain.

Mairitelma 3.3 (vrt. [2, s.245]). Olkoot f ja g funktioita siten, ettd f,g: Z* — R.
Liséksi olkoon f(n) = O(g(n)) ja f(n) = Q2(g(n)). Tilloin f(n) on astetta g(n) ja
kirjoitamme f(n) = ©(g(n)).

Esimerkki 3.3. Laskekaamme funktion f(n) = 4n® + 2n — 3 asymptoottinen tehok-

kuus kayttiden theta-notaatiota. Huomaamme, etti
f(n) < 4n*+2n
< 5n2,
kun n > 2. Nyt ¢ = 5 ja maritelmin 3.1 mukaan f(n) = O(n?). Toisaalta

f(n) >4n*+2n -3

>n

’



kun n > 1. Nyt ¢ = 1 ja magritelmidn 3.2 mukaan f(n) = Q(n?). Nyt koska
f(n) = 0(n?)ja f(n) = Q(n?), niin magritelmin 3.3 mukaan f(n) = O(n?).

Niiden lisdksi on olemassa myos harvemmin kiytetyt o- ja w-notaatiot, joiden
madrittely toimii kuten ylhdilld, mutta yhtasuuruutta ei hyviksytd, eli esimerkiksi

o-notaatiossa | f(n)| < c|g(n)| aina, kun ¢ € R,.
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Kuva 3.1. Yleisimmit funktioiden asymptoottiset tehokkuudet



4 Hajota ja hallitse -yhtalo

4.1 Rekursiiviset funktiot

Rekursiiviset funktiot ovat olennainen osa hajota ja hallitse -periaatetta. Ne ovat
funktioita, jotka madritelldin funktion edellisten iteraatioiden perusteella, seké pe-
rustapausten avulla. Seuraavaksi esitimme rekursiivisten funktioiden maaritelmin
(vrt. [2, s. 262]).

Miaritelma 4.1 (vrt. [2, s.262]). Olkoon ¢ € Nja X = {a,a+ 1l,a+2,...}
ja k € Z*. Olkoon lisdksi f: X — R. Tilloin voimme maédritelld rekursiivisen

funktion seuraavasti:

1. Alkuaskel: Muutamat ensimmadiset funktion arvot f(a), f(a + 1), f(a + 2),

..., f(a+ k — 1) méadritelldaan.

2. Rekursioaskel: Tapalaskea f(n) edeltavistd arvoista f(n—1), f(n-2), f(n-3),
oy f(n=k).

Lause 4.1 (vrt. [2, 8.263]). Olkoon a € Nja X = {a,a+1,a+2,...}jak € Z".
Olkoon lisiksi f: X — R ja arvot f(a), fla+ 1), fla+2), ..., fa+k—1)
mddiritelty. Olkoon n € Z*: n > a + k ja f(n) mddritelty termeilld f(n — 1),
f(n=2), f(n=3),..., f(n—k). Tilloin f(n) on mddritelty kaikille n > a.

Todistus. Olkoon a € Nja X = {a,a+ 1l,a+2,...} jak € Z*. Olkoon lisiksi
f: X > Rjaarvot f(a), f(a+1), f(a+2),..., f(a+k — 1) midritelty. Olkoon
neZ " :n>a+kja f(n) miairitelty termeilld f(n—1), f(n —-2), f(n=13), ...,
f(n—k).

* Perusaskel: Huomaamme, ettd f(n) on médritelty, kun n saa arvot a,a +

I,...a+k-1.

* Induktio-oletus: Oletetaan, ettid kaikki arvot arvoon f(n) asti on médritelty

rekursiivisesti k:n edeltdvian arvon avulla.

* Induktioaskel: Osoitamme, ettd voimme tdlloin madritellda arvon f(n + 1).
Huomaamme, ettd arvot f(n), f(n—-1), f(n-2), ..., f(n—k+ 1) on
madritelty induktioletuksen nojalla. Tdten voimme mdiéritelld arvon f(n + 1)
arvoilla f(n+1-1), f(n+1-2),..., f(n+1—-k—-1).



Induktioperiaatteen nojalla voimme siis mairitelld f(n) kaikille n > a, kun a € N
jaX={a,a+1,a+2,...}, ke Z*", f: X > Rjaarvot f(a), f(a+1), f(a+2),

..., f(a+k —1) on méiritelty. O

Esimerkki 4.1. Voimme esimerkiksi mééritelld tdlld tavoin aitojen osajoukkojen
maidrdn joukossa S, jossa on n jasentd. Tiedimme, ettd aitojen osajoukkojen miéra

on 2" — 1. Téstd voimme piitelld kaavan

0, kunn =0,
4.1) f(n) =
f(n=1)+2"D  kunn > 1.

4.2 Rekursiiviset algoritmit

Rekursiivisten algoritmien toiminta perustuu rekursiivisiin funktioihin. Rekursiivi-
nen algoritmi kutsuu itseddn uudella arvolla, kunnes pdddymme triviaalitapaukseen,

mikali kyseessd on virheeton algoritmi.

Mairitelma 4.2 (vrt. [2, s.307]). Algoritmi on rekursiivinen, jos se kutsuu itsedin

pienemmélli arvolla.

Voimme madritelld algoritmin, joka listaa kaikki mahdolliset reitit kahden pisteen

valilld seuraavasti.

Algoritmi 4.1. Olkoon W lista pareja (a, b), jossa a on piste ja b on totuusarvo sille,
onko pisteessi jo kayty.
1: function WAYS(x, y, W)
FoundWays = 0
if x(a) = y(a) then

return x

for all (a,b) in W & b #+ TRUE do
b = TRUE
Way = WAYS((a, b), y, W)

2
3
4
5: else
6
7
8
9 if Way[Way.length] == y(a) then

10: FoundWays U {Way }
11: end if
12: end for

10



13:
14:

end if

return FoundWays

15: end function

4.3

Rekursiivisten algoritmien aikavaatimukset

Jotta voimme vertailla rekursiivisten algoritmien tehokkuuksia keskendén, tarvit-

semme ensiksi jonkin tavan laskea rekursiivisen algoritmin tehokkuuden. Meilld on

tdhidn kiytossd kolme tapaa, joilla yleensd saamme melko hyvén arvion algoritmin

tehokkuudesta.

Sivistynyt arvaus: Teemme sivistyneen arvauksen algoritmin ajankéytostd ja
todistamme rajan kelvolliseksi induktiolla. Tami ei vilttamittd anna kovin

tarkkoja raja-arvoja.

* Rekursiopuu: Muutamme rekursiivisen algoritmin “puuksi’, jossa tietyn tason

4.4

solmujen summa kertoo, kuinka paljon aikaa joudumme kayttimiin algorit-
min suorittamiseen kyseiselld tasolla. Voimme ndiden summien avulla luoda

tarkemman arvion ja todistaa timén sen jdlkeen induktiolla.

Pddmetodi (engl. Master method): Sopii yhtdloihin, jotka ovat muotoa T'(n) =
aT (%) + f(n), missd a on algoritmin luomien aliongelmien maérd, % on alion-
gelman koko annettuun ongelman kokoon n verrattuna ja f(n) on aika, joka

vaaditaan ongelmien yhdistdmiseen.

Rekursiopuu

Rekursiopuu on hyodyllinen tyokalu rekursiivisten algoritmien ajan kédyton arvioi-

mista varten. Voimme kuvitella puun ikddn kuin ohjelman toiminnan graafiseksi

kuvaukseksi. Tdta voimme parhaiten havainnollistaa esimerkilla.

Esimerkki 4.2. Olkoon 7' (n) miiritelty seuraavasti.

4.2)

kunn =1,
T(n)=2T(n—-1)+1
2T(n—1)+1, kunn> 1.

Huomaamme siis, ettd ongelma jakautuu kahdeksi kokoa n — 1 olevaksi ongelmaksi,

sekd yhteen vakio aliongelmaan. Huomaamme, ettd puu on n — 1 syvyinen, silld

11



n—1 T(1) n—1
d PN
n-2 T() n-2 n-2 T() n-2

2n—1 %3

Kuva 4.1. T(n) = 2T (n — 1) + 1 rekursiopuu

perustapauksen 7'(1) saavuttamiseen menee pisimmillddn n — 1 iteraatiota. Tamin
lisdksi huomaamme, etti jokaisella tasolla solmujen summa on 21 (n—1i)+ 2=1 missi
i kertoo tason. Nyt siis saamme summaksi Zl’.’z_ll(Zi(n — i) + 2i~1) ja huomaamme,

etta

n-1 n—1
2 Q=i +27) =} (@@ +27)
i=1 i=1

n—1 i n—1 ‘
< 2"(; ) +§2’

1 n n—1
3~ t 2" —1
27 o -1
= 2"« ( ) 4
zlx 1

=l _op 242"

< 2)’l+1 + 2)’!
< 2n+2
=4x%2"
=0(2").
Nyt tidytyy vield osoittaa induktiolla, ettd tima arvio tosiaan pétee.

e Perusaskel:

T(2)=2T(1)+1=3<2%

* Induktio-oletus: Oletetaan, ettd pitee T'(n) < 2".

12
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* Induktioaskel: Nyt

Tn+1)=2T(n+1-1)+1=2T(n)+1<2%2"+1 < 4%2",

Nyt kun ¢ > 4 midritelmén 3.1 vaatimus tiyttyy ja T'(n) = O(2").

4.5 Paametodi

Piiimetodi tarjoaa tavan ratkaista muotoa T'(n) = aT (3) + f (n) olevien rekursioiden

asymptoottisen tehokkuuden.

Lause 4.2 (vrt. [1,5.94]). Olkoota,b € Z*: a > 1, b > 1. Olkoot f(n) funktio siten
etti [: Z* — R, jaT(n) on mddritelty Vn € Z* seuraavasti T(n) = aT (3) + f(n),

Jossa g tulkitaan joko | 7 | tai [ 7. Tlloin T (n) omaa seuraavat asymptoottiset rajat:
1. Josf(n) = O(n'°8(D=8) & € R*, niin T(n) = O(n'°% ).
2. Josf(n) = O(n'°% %), niin T(n) = O(n'°% *1g n).

3. Josf(n) = Q(n'°%(D+¢) ¢ ¢ R*, ja af(3) <cf(n),ceR:c<1, kunnon

riittdvén suuri, niin T(n) = O(f(n)).

Jotta voimme todistaa lauseen 4.2, tarvitsemme muutaman apulauseen. Jaamme
todistuksen kahteen osaan. Ensin kdymme 1dpi tapaukset, joissa n on jokin vakion b

ei-negatiivinen kokonaislukupotenssi.

Lause 4.3 (vrt. [1, s.98]). Olkoot a,b € Z*:a > 1, b > 1. Olkoon f(n) ei-
negatiivinen funktio, joka on mdidritelty vakion b ei-negatiivisille kokonaislukupo-

tensseille. Mddrittelemme T (n) vakion b ei-negatiivisille kokonaislukupotensseille

seuraavasti:

o(1), kunn=1,
4.3) T(n) = .

T(n)=aT(3)+ f(n), kunn=>"
Tdlloin

log, (n)—-1 . n
(4.4) T(n) = O(n'°%9) + Z(:) @/ f(55).
]:

Todistus (vrt. [1, 8.97]). Tehkdamme funktion 7' (n) rekursiopuu. Huomaamme, etti

puun syvyys on log, n. Jokaisen rivin summa on a’ f (77), koska jokainen ongelma

13



n ‘_ n
b b b
n n n n n n n n n 2
¥ oow r oy »w w w o » afG)
(log, n

o(1) o(1) (1) e(1) e(1) o) e(l) o) e(l) e(nvea)

nlogb a

Kuva 4.2. Funktion 4.3 rekursiopuu

generoi a aliongelmaa, joiden koko on . Alimmalla tasolla ongelmaan kuluva aika

on O(1) ja niitid ongelmia on a'°% " = n'°% ¢ ja saamme O (n'°% ¢). Nyt siis saamme

log, (n)—-1

T(n) =0+ ajf(%).

=0

O

Lause 4.4 (vrt. [1, s.100]). Olkoot a,b € Z*: a > 1, b > 1. Olkoon f(n) ei-
negatiivinen funktio, joka on mddiritelty vakion b ei-negatiivisille kokonaislukupo-
tensseille. Tdlloin funktiolla g(n), joka on mddritelty g(n) = leofob(n)_l al f (37)s
omaa seuraavat asymptoottiset rajat vakion b ei-negatiivisille kokonaislukupotens-

seille:
1. Jos f(n) = O(n'°(9=%) jollekin vakiolle & > 0, niin g(n) = O(n'°% ).
2. Jos f(n) = O(n'°% %), niin g(n) = O(n'°% % 1gn).

3. Jos af(y) < cf(n), ¢ € R:c < 1, kun n on riittivin suuri, niin g(n) =

O(f(n).

Todistus (vrt. [1, 5.100-102]). Méiritelmin 4.4 kohdassa 1, jos kerran f(n) = O (n'°%(4)=%),

voimme péitelld, ettd f(55) = O((ﬁ)logb(“)_s). Kun sijoitamme tdmén funktioon
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g(n), saamme

log, (n)—1 n
— J( Z\logy(a)—€
g =0( 3, dl (5w
j=0
log;, (n)—1 1
=0( a/’(E)logh(a)—e(nlogb(a)—s))
j=0
log,, (n)-1 a
- log,, (a)—¢ £yJ
O(n Zg Grog@?)
j:

log;, (n)—1 ab®

= O(n'o%(@-# Z ( )
=0
log;, (n)—1
= O(n'o%(@-¢ Z (b%)%).
j:
Huomaamme, etta
log;, (n)—1
Z (bs)j =1+ bt +b28 e +b810gh(l’l)—8,
Jj=0
joka on geometrinen sarja ja saamme sen muotoon
log, (n)-1 & n)—e+e & n £
”Z (b°) = 1(1 = pelozs(m ) _b log,n _ 1 _n-l
1-b° b -1 b -1

Jj=0
Huomaamme my0s, ettd b ja & ovat vakioita. Kun sijoitamme tdmin funktioon g(n),
saamme

nf —1

) = 0 P 0(n") = O (= ).

g(n) = 0w (s

Ja olemme nyt todistaneet kohdan 1.
Kohdassa 2, koska f(n) = @(n'°% %), saamme f(35) = @((ﬁ)logb @), Jatkamme

kuten ensimmaisessd osassa, ja saamme timén sievennettyd muotoon

log;, (n)—1 n
_ Jj¢ .t \log,a
g =06( ) ()
Jj=0
log;, n

:@(nlogba Z 1

J=1
= O(n'°¢ log, n)

= O(n'°% Ign).
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Ja olemme todistaneet kohdan 2.

Koska kohdassa 3 funktion g(n) méiéritelméassa esiintyy funktio f(n), voimme
paitelld, ettd g(n) > f(n), koska jos log,(n) — 1 = 0, niin n = b ja edelleen
g(n) = aof(%) = f(n) eli miidritelmén 3.2 mukaan g(n) = Q(f(n)). Saamme
mydskin epéyhtdlon af (%) < ¢ f(n) muotoon

()< =)

“F(3) <GP fm).
a a

n
b’

saamme epéyhtdlon muotoon f(5) < £ f(3). Kun nyt hyddynndmme aikaisemmin

Nyt koska alkuperéisen kaavan mukaan f(7) < £ f(n), tekemilld sijoituksen n =

saatua tulosta saamme epéyhtélén muotoon f(75) < (g)2 f(n). Mikili toistamme
tdmin j kertaa, saamme a’ f (37) < ¢/ f(n). Timi piitee kaikille paitsi korkeintaan

vakiolle médrélle pienid termejé 77, joille al f( 77) = O(1). Nyt siis

log;, (n)—1 . n log;, (n)—1 ‘ log;, (n)—1 .
8(n) = ZO @ (f(37) < ZO ¢ (f(m) +0(1) = f(n) ZO (/) +0().
J= J= Jj=

Toisaalta, koska ¢ < 1, saamme tédsti suppenevan geometrisen sarjan muotoa 1ch’ ja

saamme yhtilon

log,, (n)—1

)y @)+ 0() = Fm() + O(1) = O(f ().

7

5

Il
o

Nyt koska aikaisemmin osoitimme, ettd g(n) = Q(f(n)), niin midritelmén 3.3
mukaan g(n) = O(f(n)). O

Lause 4.5 (vrt. [1, s.102]). Olkoot a,b,i € Z*: a > 1, b > 1. Olkoon f(n) ei-
negatiivinen funktio, joka on mdidritelty vakion b ei-negatiivisille kokonaislukupo-
tensseille. Mddrittelemme T (n) vakion b ei-negatiivisille kokonaislukupotensseille

seuraavasti

a(1), osn =1,
(4.5) T(n) = ) o

T(n)=aT(%)+ f(n), kunn=10'".
Tilloin T (n) omaa seuraavat asymptoottiset rajat:
1. Josf(n) = O(n'°@=¢) & € R*, niin T(n) = @(n'°2 ),

2. Josf(n) = O(n'°2 %), niin T(n) = O(n'°%*1g n).
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3. Josf(n) = Q(n'°% (@) ¢ e R* ja af(3) <cf(n),ceR:c<1, kunnon

riittdvdn suuri, niin T(n) = O(f(n)).

Todistus (vrt. [1, s.102-103]). Hyodynnamme aikaisemmin todistettuja lauseita 4.3
ja4.4. Saamme lauseen 4.3 nojalla kohdan 1 muotoon 7'(n) = @ (n'°% “)+Z;°:gé’ (n)-1 al f( 77)-

Nyt lauseen 4.4 kohdan 1 nojalla saamme tdmin muotoon
T(n) = O(n'°% %) + O (1'% %) = @(n'°% ).
Samoin menettelemilld saamme kohdassa 2
T(n) = O(n'°% %) + O(n'°% % 1gn) = O(n'°% “1gn).
ja kohdassa 3
T(n) = O(n'°® %) + O(f(n)) = O(n'°% ) + O(Q(n'°% V%)) = O(f (n)).
O

Seuraavaksi todistamme lauseen 4.2. Téta varten meidén tarvitsee todistaa lauseen
pitevyys lattia- ja kattofunktioille. Lahteessd [1, s. 103-106] on kayty ldpi kattofunk-
tion madritelmi, joten kdymme ldpi vain lattiafunktion todistuksen, silld ne ovat

hyvin samankaltaiset. Méarittelemme muuttujan n; seuraavasti

n, kun j =0,
(4.6) nj=

2], kunj > 0.

Télloin saamme kuvan 4.3 mukaisen rekursiopuun rekursiolle 7'(n) = aT (L3 |)+f (n)
Ensiksi meidén tulee selvittda puun syvyys. Voimme tidssd kdyttad hyviksi tietoa, etta

x—1 < |x] < x. Tastd saamme

S
S
IA

S
I

S
A
Tz
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f(n) fn)

/\Q/\
|
f("’ll) f(‘nl) f(‘nl) af(n)

a a a

~— " "
f(n2) f(n2) f(nz) f(na) f(ma) f(na) f(na) f(na) f(na) a®f(na)

o(1) o(1) o(1) o) e() e() o) o) o) o9

L(log, n)] !

nlogb a
Kuva 4.3. Funktion 7'(n;) rekursiopuu

Jos nyt j = [ (log, n)], niin

n n nb
| (log, n)] < pLog, n)] < plog, (n)-1 = "y =b=0(1).

Eli tasolla j = [(log, n)] ongelma on maksimissaan vakio. Huomaamme myos,
etti T(n) = O(n'°% ) + Z;O:g(;’(n)_l a’ f(n;). Tdmé on sama kuin lauseessa 4.3. Nyt
voimme kasitelld funktiota kuten aikaisemminkin. Lauseen 4.2 kohdan todistamiseen
riittdd osoittaa ettd f(n;) = O((4 )logb(a) €), jolloin todistus seuraa lauseesta 4.4.
Nyt koska f(n) = O(n'°%(@)2) voimme piitelld, ettd on olemassa jokin arvo c,

jolle pitee3 ¢ > O siten, etté kaikille riittdvéin suurille muuttujan n; arvoille pitee
Flny) < e(o5)e( = () om@=,

Lauseen 4.2 kohdassa 2 meidin tarvitsee osoittaa f(n;) = @((;7 )logh 4). Nyt koska
f(n) = O(n'°% %), voimme piitelld, etti Ic > O siten, etti kaikille riittédvin suurille

muuttujan n; arvoille pitee

fng) < e(5 )log”“
— O( )logba

Toisaalta lattiafunktion méaéaritelmin ja funktion rekursiivisen maaritelman myoti
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(o)

n 1loga
> 7 = 2™

L)logb a

( n
=Cc\— —
b/ b-1
_ l _ log;, a
= (5 - 01w
_ i log, a
=Q((7)™%).
Nyt siis médritelmédn 3.3 mukaan f(n;) = @((ﬁ)logb"). Lauseen 4.5 kohdan 3
miiritelmidn mukaan af([7]) < c(f(n)), ¢ < 1. Nyt voimme iteroida tdmén
muotoon a’ f([%]) < ¢/(f(n)), ja todistus seuraa lauseen 4.4 mukaisesti. Nyt

olemme todistaneet lauseen 4.2 kaikille ei-negatiivisille kokonaisluvuille.

Esimerkki 4.3. Mairittikdamme rekursion T(n) = T(5) + @(1) asymptoottinen
tehokkuus. Huomaamme, ettd rekursio on muotoa 7'(n) = aT(3;) + f(n), missd

a=1,b=2jaf(n) = O(1). Huomaamme lisiksi, ettd n'°%2! = 1, eli
f(n)y =0 =0(1).
Nyt siis lauseen 4.2 kohdan 2 mukaan

T(n) = O(n°%2! «1gn) = O(gn).

4.6 Hajota ja hallitse

Hajota ja hallitse on tapa suunnitella rekursiivisia algoritmeja. Idea piilee oletukses-
sa, ettd ratkaistavan ongelman pystyy jakamaan pienempiin aliongelmiin ja lopulta

yksinkertaisiin triviaalitapauksiin.
* Hajotamme ongelman pienempiin aliongelmiin.
» Hallitsemme ongelmien triviaalitapaukset.

* Yhdistaimme aliongelmien vastaukset yhdeksi vastaukseksi.

Joskus meille syntyy aliongelmia, jotka eivit sovellu rekursiiviseen funktioomme.

Tallaiset ongelmat ratkaisemme samalla kun yhdistamme vastaukset yhdeksi.

Esimerkki 4.4. Lomituslajittelu (engl. Merge sort) on hyvéa esimerkki algoritmista,
joka on luotu hajota ja hallitse -periaatteella. Hajotamme rekursiivisesti listan kahteen
alilistaan, ja jatkamme téti aina siihen asti, kunnes meilléd on jéljelld vain yhden alkion
sisdltava lista. Koska ndma listat ovat luonnollisesti jarjestyksessd, yhdistimme ne

kidyttden algoritmia, joka on esitelty ldhteessd [1, s.31] ja joka suoriutuu @ (n) ajassa.
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Algoritmi 4.2. Itse algoritmi on seuraavanlainen (vrt. [1, s.34]).

1: function MERGE-SORT(A, p, r)
2 if p < r then

3 q=Lp+r]/2

4 MERGE-SORT(A, p, q)

5: MERGE-SORT(A, g + 1, r)
6 MERGE(A, p, q, 1)

7 end if

8:

end function

Huomaamme, ettd voimme kuvata algoritmin toiminnan hajota ja hallitse -
yhtélolld muodossa T'(n) = 2T(5) + ©(n). Palimetodilla huomaamme, ettif (n) =
O(n'°%22) = O(n), joten T(n) = O(nlgn).
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