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Tämä tutkimus käsittelee DI-opintonsa aloittavien opiskelijoiden matematiikan eri osa-alueiden
perustaitojen hallintaa. Tutkimuksessa tarkastellaan miten nämä taidot kehittyvät ensimmäisen
puolen vuoden aikana, ja vaikuttaako kehitykseen kurssin toteutustapa tai opiskelijan sukupuoli.
Lisäksi pohditaan, voiko opiskelijoiden menestystä matematiikan kursseilla ennustaa opiskelijoille
kurssien alussa teetettyjen sähköisten testien tulosten perusteella.

Työssä tutustutaan myös ihmisen tiedonkäsittelyprosessiin, joka on olennaisesti yhteydessä
oppimiseen. Lisäksi työssä esitellään matematiikan opetuksessa usein käytettyä konstruktivistis-
ta oppimiskäsitystä ja oppimiseen vaikuttavia tekijöitä. Työssä perehdytään myös matemaattisen
ajattelun ja matemaattisen osaamisen käsitteisiin, jotta opiskelijoiden osaamista pystytään tarkas-
telemaan monipuolisemmin.

Tutkimuksessa käytetyt sähköiset testit koostuivat 16 tehtävästä, jotka käsittelivät matematii-
kan eri osa-alueita. Sähköisten testien tehtävät jaettiin omiin osa-alueisiin pääkomponenttiana-
lyysin ja tutkijan suorittaman tehtävätyyppitarkastelun keinoin. Tutkimuksessa kyettiin tarkastele-
maan vain kahta matemaattisen osaamisen ulottuvuutta sähköisten testien automaattitarkastetta-
vien tehtävien luonteen vuoksi. Opiskelijoiden menestystä tarkasteltiin kunkin osa-alueen tehtä-
vien keskimääräisiä pisteitä vertaamalla. Naisten ja miesten sekä luento- ja flippaustoteutukseen
osallistuneiden opiskelijoiden väliseen vertailuun käytettiin Mann-Whitneyn U-testiä.

Testien välillä tapahtunutta kehitystä analysoitiin Wilcoxonin testin tulosten perusteella niin ko-
ko otoksen kuin molempien kurssitoteutuksien ja sukupuolien kohdalla. Testituloksien ja kurssiar-
vosanojen välistä yhteyttä pyrittiin arvioimaan Kruskal-Wallisin H-testin ja Mann-Whitneyn U-testin
avulla luomalla erilaisia vastakkainasetteluja. Lisäksi ennustamista varten luotiin malli multinomi-
aalisen logistisen regression avulla.

Vaikeimmiksi matematiikan osa-alueiksi opintojen alussa osoittautuivat integrointi, trigonomet-
ria ja eksponenttiyhtälöt. Opiskelijat kehittyivät puolen vuoden aikana jokaisella osa-alueella, jota
kyettiin mittaamaan mielekkäästi. Kurssin toteutustavalla tai opiskelijan sukupuolella ei näyttänyt
olevan vaikutusta kehittymiseen millään tavalla. Hyvät tulokset sähköisissä testeissä indikoivat hy-
vää menestystä opintojaksoilla.
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This research deals with the competence of basic skills in various areas of mathematics for
students starting their engineering studies. The study examines how these skills develop during
the first six months and whether the student’s gender or the way the course is implemented affects
the development of mathematical skills. In addition, it is considered whether students’ success in
mathematics courses can be predicted based on the results of electronic tests carried out at the
beginning of the courses.

The work also introduces the human data processing process, which is essentially linked to
learning. In addition, the work presents the constructivist concept of learning often used in the
teaching of mathematics and the factors influencing learning. The thesis also focuses on on the
concepts of mathematical thinking and mathematical competence, so that students’ competences
can be examined in a more diverse way.

The electronic tests used in the study consisted of 16 tasks that dealt with different aspects
of mathematics. The tasks of the electronic tests were divided into their own groups by means
of principal component analysis and a task type examination performed by the researcher. The
research was only able to examine two dimensions of mathematical competence due to the na-
ture of electronic tasks that are automatically checked. The students’ success was examined by
comparing the average scores for tasks in each subdivision. The Mann-Whitney U-test was used
to compare women and men and students who participated in the lecture implementation and the
flip implementation of the course.

The development between the tests was analysed based on the results of the Wilcoxon test
for the sample as a whole and for both course implementations and genders. The relationship
between the test results and the course grades was assessed using the Kruskal-Wallis H-test and
Mann-Whitney U-test by creating different confrontations. In addition, a model for prediction was
created by multinomial regression.

Integration, trigonometry and exponent equations were the most difficult parts of mathematics
at the beginning of the studies. The students developed in every area that could be measured
reliably during the first six months. The way the course was implemented or the gender of the
student did not affect the development in any way. Good results in electronic tests indicate good
success in the courses.

Keywords: mathematical skills, learning, engineering mathematics
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1. JOHDANTO

Matematiikan osaaminen auttaa ymmärtämään paremmin ympäröivän maailman ilmiöi-

tä, ja on sen vuoksi merkityksellistä. Matematiikka on erityisen tärkeä taito insinööreille,

mutta matematiikkaa tarvitsevat kaikki ihmiset jokapäiväisessä elämässään esimerkiksi

talouden hallitsemiseen ja ruoan laitto-ohjeiden noudattamiseen. [1] On huolestuttavaa,

että matematiikan osaamisen taso Suomessa on heikentynyt niin peruskoulussa kuin lu-

kiossakin, mikä näkyy väistämättä myös korkeakouluissa tason putoamisena [2] [3] [4].

Matematiikan osaamisen tason parantuminen tapahtuu tiedostamalla ongelmakohdat ja

paneutumalla niihin. Tätä työtä tehdään myös Tampereen yliopistossa muun muassa mit-

taamalla opiskelijoiden matematiikan osaamisen lähtötasoa sähköisellä perustaitotestillä

ja järjestämällä opintojen alussa tukiopetusta niille opiskelijoille, jotka eivät menestyneet

perustaitotestissä riittävän hyvin. Tämä vaikuttaa olevan tarpeen, sillä esimerkiksi vuon-

na 2010-2012 Tampereen teknillisessä yliopistossa aloittaneista opiskelijoista alle 60%

sai suoritettua kahden ensimmäisen vuoden matematiikan peruskurssit ajallaan. [5]

Tämän tutkimuksen tavoitteena on selvittää ovatko aiemmissa tutkimuksissa vaikeaksi

koetut aihepiirit vaikeimpia myös vuonna 2020-2021 ensimmäistä lukuvuottaan opiske-

leville opiskelijoille, ja onko kurssin suoritustavalla tai sukupuolella vaikutusta opiskelijan

matematiikan taitojen kehittymiseen yliopisto-opintojen alkuvaiheessa. Lisäksi tutkimuk-

sessa koitetaan selvittää, pystyykö opiskelijan menestymisestä jossakin matematiikan pe-

rustaitotestin osa-alueessa ennustamaan menestymistä myös matematiikan kursseilla.

Luvussa 2 esitellään opintojaksot, joihin tutkimus pohjautuu. Tämän jälkeen luvussa 2

käydään läpi matemaattisen osaamisen tason kehitystä Suomessa, jonka jälkeen kol-

mannessa alaluvussa vielä esitellään tutkimuskysymykset, joihin pyritään vastaamaan.

Luvussa 3 perehdytään oppimiseen liittyvään teoriaan pedagogisesta näkökulmasta läh-

tien liikkeelle hieman yleisemmältä tasolta keskittyen lopulta tarkemmin nimenomaan ma-

temaattiseen ajatteluun ja osaamiseen. Tämän jälkeen luvussa 4 esitellään matemaattis-

ta teoriaa, johon tutkimusmenetelmät perustuvat.

Luvussa 5 perehdytään opintojaksojen järjestelyihin, tutkimusaineistoon ja tutkimuksessa

käytettyihin tutkimusmenetelmiin. Luvussa 6 puolestaan esitellään ja analysoidaan tutki-

muksen tuloksia. Luvussa 7 tarkastellaan tutkimuksen luotettavuutta, pohditaan luvun 6

tuloksia ja tehdään johtopäätöksiä muun muassa mahdollista jatkotutkimusta varten.
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2. TUTKIMUKSEN TAUSTATIEDOT JA TAVOITTEET

Tässä luvussa perehdytään tutkimuksen taustatekijöihin. Luvussa esitellään tutkimuksen

kannalta olennaisten opintojaksojen sisältöalueet ja osaamistavoitteet. Tämän lisäksi lu-

vussa taustoitetaan suomalaista matemaattisen osaamisen tasoa eri näkökulmista, ja esi-

tellään tutkimuskysymykset, joihin pyritään vastaamaan.

2.1 Tutkimuksen opintojaksojen esittely

Tutkimus pohjautuu kahteen tavanomaisesti ensimmäisenä opiskeluvuonna käytävään

DI-opiskelijoille suunnattuun matematiikan kurssiin Insinöörimatematiikan perusteisiin se-

kä Differentiaali- ja integraalilaskentaan. Nämä kurssit kuuluvat pakollisina rakennustek-

niikan, ympäristö- ja energiatekniikan, tuotantotalouden, tietojohtamisen, materiaalitek-

niikan, automaatiotekniikan, konetekniikan, sähkötekniikan sekä tietotekniikan tutkinto-

ohjelmien opiskelijoille. Opintojaksot sisältyvät myös kestävän kehityksen sekä biotekno-

logian ja biolääketieteen kandidaatin ohjelmiin. [6] [7]

2.1.1 Insinöörimatematiikan perusteet

Insinöörimatematiikan perusteet -kurssi käsittelee matematiikan osa-alueita, joita tarvi-

taan myöhemmissä tekniikan opinnoissa. Tämä opintojakso aloitetaan yleensä heti en-

simmäisen lukuvuoden alkaessa elokuun lopulla. Monia kurssin asioita on käsitelty hie-

man jo lukiossa, mutta tällä kurssilla useissa aihealueissa mennään lukiotasoa pidem-

mälle sekä opetellaan täysin uusia asioita.

Opintojakso sisältää muun muassa joukko-opin peruskäsitteiden sekä matemaattisen to-

distamisen perusteiden harjoittelua. Kurssin aikana tutustutaan myös kattavasti erilaisiin

reaalifunktioihin kuten hyperbolisiin funktioihin ja niiden käänteisfunktioihin. Lisäksi opin-

tojaksolla käsitellään funktioiden raja-arvoa ja jatkuvuutta, jonka kautta päästään myös

derivoinnin ja integroinnin maailmaan. Kokonaan uusina aihepiireinä mukaan tulevat aina-

kin usean muuttujan funktiot ja kompleksiluvut. Kurssin oppimateriaalina toimii Edwardsin

ja Penneyn kirja Calculus 6e, Early Transcendentals, Matrix Version, joka ei ole ilmaiseksi

saatavilla verkossa, mutta on lainattavissa Tampereen yliopiston kirjastosta. [6]

Kurssin osaamistavoitteissa on sanottu, että opiskelijan tulisi kurssin suoritettuaan osata
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matematiikan reaalilukujen osajoukkojen tulkitseminen ja kirjoittaminen yhdisteiden, leik-

kausten, komplementtien ja erotusten avulla. Opiskelijan tulisi osata hahmotella funktioi-

den kuvaajia, määrittää raja-arvoja, laskea derivaattoja sekä osata tehdä funktion käyttäy-

tymisestä johtopäätöksiä derivaatan avulla. Opiskelijan täytyisi myös pystyä ilmaisemaan

kompleksilukuja sekä napakoordinaatti että eksponenttimuodossa ja suorittamaan lasku-

toimituksia molempia tapoja käyttäen. Lisäksi opiskelijan tulee myös tietää integraalifunk-

tion ja määrätyn integraalin käsitteet sekä pystyä ratkaisemaan pinta-ala integroimalla.

Ratkaisuja tulee pystyä esittämään sekä kirjallisesti että suullisesti. [6]

2.1.2 Differentiaali- ja integraalilaskenta

Differentiaali- ja integraalilaskenta on järjestyksessään kolmas ensimmäisen vuoden nel-

jästä pakollisesta matematiikan opintojaksosta. Sen esitietovaatimuksina on kaksi aikai-

semmin käytyä matematiikan kurssia Insinöörimatematiikan perusteet sekä Vektorit ja

matriisit [7].

Opintojakso koostuu integraaleista, differentiaaliyhtälöistä, lukujonoista ja sarjoista. Kurs-

silla käsitellään aluksi integraalifunktiota ja määrättyä integraalia, jonka jälkeen vuorossa

ovat ensimmäisen ja toisen kertaluvun differentiaaliyhtälöt. Opintojakson loppupuolella

opetellaan vielä lukujonojen ja erilaisten sarjojen, kuten potenssisarjan, ominaisuuksia ja

käyttäytymistä. Opintojakson oppimateriaalina toimii sama kirja kuin Insinöörimatematii-

kan perusteet -kurssillakin. [7]

Opintojakson osaamistavoitteissa on mainittu, että opiskelijan on yksinkertaisissa tilan-

teissa osattava käyttää sijoituksia, laskea rationaalifunktioiden integraalifunktioita ja osit-

taisintegroida sekä tutkia epäoleellisen integraalin suppenemista. Opiskelijan tulisi myös

osata ensimmäisen kertaluvun separoituvien ja lineaarisien differentiaaliyhtälöiden ratkai-

seminen. Toisen kertaluvun differentiaaliyhtälöistä opiskelijan tulisi kyetä muodostamaan

homogeenisen lineaarisen yhtälön lineaarisesti riippumattomista ratkaisuista yleinen rat-

kaisu, ja toisaalta pystyä ratkaisemaan vakiokertoiminen toisen kertaluvun homogeeninen

yhtälö sekä hakemaan yksittäisratkaisu epähomogeeniselle yhtälölle. Opiskelijan pitäisi

pystyä tutkimaan lukujonon raja-arvoa ja sen olemassaoloa sekä positiivitermisen sar-

jan suppenemista integraalitestillä, suhdetestillä ja vertailuperiaatteella. Opiskelijan tulee

osata laskea geometrisen suppenevan sarjan summa, selvittää potenssisarjan suppene-

misväli, muodostaa funktion Taylorin polynomeja ja selkeimmissä tapauksissa Taylorin

sarja. Ratkaisut tulee pystyä esittämään sekä suullisesti että kirjallisesti. [7]

2.2 Matemaattisen osaamisen taso Suomessa

PISA (Programme for International Student Assessment) on kansainvälinen OECD-maiden

ohjelma, joka mittaa 15-vuotiaiden nuorten lukemisen, matematiikan ja luonnontieteiden
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taitoja arkielämässä pärjäämisen näkökulmasta. Ensimmäinen kansainvälinen PISA-testi

tehtiin vuonna 2000, jonka jälkeen noin 3 miljoonaa oppilasta ja yli 80 maata ovat osal-

listuneet PISA-tutkimuksiin. [8] Suomi on osallistunut PISA-tutkimukseen heti vuodesta

2000 alkaen, ja kolmen ensimmäisen testikerran eli vuosien 2000, 2003 ja 2006 tulokset

kertoivat, että Suomi oli parhaiten tutkimuksessa menestynyt maa. Vuoden 2009 tutki-

muksessa Suomen kehityssuunta kuitenkin kääntyi, ja PISA 2012 -tulokset sekä kansal-

liset tutkimukset osoittivat, että osaamisen lasku muutaman vuoden aikana on ollut mer-

kittävää. Matematiikan osaamisen keskiarvo PISA-tutkimuksissa putosi vuodesta 2003

vuoteen 2012 tultaessa peräti 25 pisteellä 544:stä 519:sta, mikä oli toiseksi suurin tason

pudotus heti Ruotsin jälkeen. [9] Kuvassa 2.1 on esitetty Suomen ja OECD-maiden hei-

koimmille ja parhaimmille matematiikan suoritustasoille päätyneet oppilaat sekä vuonna

2003 että 2012.

Kuva 2.1. Matematiikan heikoimmille ja parhaimmille suoritustasoille päätyneiden oppi-
laiden osuuden kehitys vuodesta 2003 vuoteen 2012. [9]

Kuvasta nähdään, että matematiikan suoritustasolle 1 ja sen alle jääneiden oppilaiden

määrä kasvoi Suomessa huomattavasti muita OECD-maita enemmän. Samoin korkeim-

mille tasoille 5 ja 6 sijoittuneiden oppilaiden määrä putosi Suomessa merkittävästi enem-

män kuin muissa OECD-maissa. Kuten kuvasta kuitenkin havaitaan, niin matemaattinen

osaaminen Suomessa oli yhä edelleen korkeammalla tasolla kuin muissa OECD-maissa

keskimäärin, mutta suunta näytti huolestuttavalta.

Vuoden 2015 PISA-tulokset kertovat, että oppimistulokset Suomessa niin matematiikas-

sa kuin muillakin osa-alueilla olivat edelleen jatkaneet laskusuuntaisesti. Matematiikan

osaaminen ei ollut kuitenkaan pudonnut vuoden 2012 tasosta merkittävästi, vaikka tu-
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los Suomen historian alhaisin olikin. Suomi oli matematiikassa edelleen seitsemänneksi

paras OECD-maista. [10] Uusin PISA-testi järjestettiin vuonna 2018, sillä 2021 vuoden

testi siirrettiin koronapandemian takia vuoteen 2022. Vuoden 2018 PISA-tulokset osoitta-

vat, että matemaattisen osaamisen taso oli säilynyt samana vuodesta 2015 eteenpäin eli

Suomi on edelleen selkeästi OECD-maiden keskiarvoa parempi matematiikassa, vaikka

2000-luvun huippuvuosista onkin tultu merkittävästi alaspäin. [2]

Hyvistä PISA-tuloksista huolimatta suomalaisissa yliopistoissa ja ammattikorkeakouluis-

sa on jo pitkään 2000-luvun alkupuolelta saakka oltu huolissaan uusien opiskelijoiden hei-

kentyneistä matematiikan taidoista. PISA-tutkimuksen mitatessa lähinnä arkielämän ma-

tematiikan taitoja, jää sellainen matematiikka, jota korkeakouluissa tarvitaan, kokonaan

arvioinnin ulkopuolelle. PISA-tulokset eivät siis kerro osaavatko oppilaat esimerkiksi las-

kea murtoluvuilla, tehdä geometrisia päättelyitä tai käsitellä algebran lausekkeita, vaan

lähinnä matemaattisesta lukutaidosta, joka sekin on toki arvokasta itsessään. Matemaat-

tinen lukutaito ei kuitenkaan pelkästään riitä arvioimaan nuorten matemaattisen osaami-

sen tasoa jatko-opintoja varten. Peruskoulussa saadun matemaattisen pohjan riittämät-

tömyys hankaloittaa uusien vaikeampien asioiden omaksumista myöhemmin lukiossa ja

sitten korkeakouluissa. [3]

TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) tutkii puolestaan 4.

luokkalaisten ja 8. luokkalaisten oppilaiden matematiikan ja luonnontieteiden osaamista.

TIMSS:ssä arviointi perustuu kuitenkin enemmän matematiikan ja luonnontieteiden ope-

tussuunnitelmiin kuin PISA-tutkimuksessa. TIMSS-tutkimuksia on tehty vuodesta 1995 al-

kaen neljän vuoden välein, ja viimeisimmässä eli vuoden 2019 tutkimuksessa oli mukana

jo 71 maata tai aluetta. [11]

Matemaattinen osaaminen oli uusimmassa 4. luokkalaisten TIMSS-tutkimuksessa jaotel-

tu kolmeen sisältöalueeseen, jotka olivat luvut ja laskutoimitukset, geometriset muodot ja

mittaaminen sekä tietoaineistot. Nämä sisältöalueet olivat suomalaisilla oppilailla tasai-

sesti hallussa. [12] 8. luokkalaisten tehtävät oli puolestaan jaoteltu neljään sisältöaluee-

seen, jotka olivat luvut ja laskutoimitukset, algebra, geometria sekä tilastot ja todennäköi-

syys. Näistä osa-alueista algebran tehtävät sujuivat suomalaisilta merkittävästi heikom-

min kuin muut. [13] Tämä on ongelmallista etenkin siksi, koska algebra on peruskoulun

jälkeisten matematiikan opintojen tärkein yksittäinen osa-alue. [3]

Myös uusimmista TIMSS-tutkimuksista on nähtävissä ainakin hieman laskeva trendi Suo-

men osalta, vaikka matematiikan osaaminen Suomessa on TIMSS-tutkimuksenkin mu-

kaan varsin hyvällä tasolla. Suomen edellä on 4. luokkalaisten tutkimuksessa 13 maata

ja 8. luokkalaisten tutkimuksessa 9 maata. [12] [13] Kuvassa 2.2 on esitetty matematii-

kan pisteiden kehitys TIMSS-tutkimuksessa suomalaisten osalta vuodesta 2011 vuoteen

2019.

Kuvasta nähdään, että 4. luokkalaisten matematiikan osaamisen taso on pysynyt melko
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Kuva 2.2. Matemaattisen osaamisen kehitys 4. luokkalaisilla ja 8. luokkalaisilla TIMSS-
tutkimuksen mukaan vuodesta 2011 vuoteen 2019. [11]

samana neljän vuoden takaiseen tulokseen verrattuna, mutta laskua vuoden 2011 tu-

lokseen on huomattavasti. 8. luokkalaiset puolestaan osallistuivat tutkimukseen edellisen

kerran vuonna 2011, ja heidän kohdalla tulos on laskenut hieman vuoden 2011 tulokses-

ta, mutta ei kuitenkaan tilastollisesti merkittävästi.

PISA- ja TIMSS -menestyksestä huolimatta lukioissa on tarvittu tukikursseja pienentä-

mään kynnystä peruskoulun ja lukion välille. Samaan ratkaisuun on päädytty myös ma-

tematiikkaa vaativilla aloilla korkeakouluissa, sillä opettajat ovat kokeneet opiskelijoiden

matemaattisen osaamisen tason heikentyneen. Ongelmaa hankaloittaa se, että pitkän

matematiikan kirjoittajien määrä ei riitä täyttämään kaikkia avoimia opiskelupaikkoja, joi-

ta oli 17 000 vuonna 2004, kun pitkän matematiikan kirjoittajia oli 12 500. [4] Vuonna

2021 tekniikan alan korkeakoulupaikkoihin päätyi 15 300 uutta opiskelijaa. [14] [15] Pit-

kän matematiikan osaamisesta on kuitenkin hyötyä myös esimerkiksi kauppatieteiden,

luonnontieteiden, lääketieteen, tietojenkäsittelyn ja maa- ja metsätalousalan opinnoissa,

joten pitkän matematiikan kirjoittajia päätyy paljon muillekin aloille.

SEFI:n (European Society for Engineering Education) raportin mukaan matemaattisen

osaamisen taso ympäri Eurooppaa on laskenut. Matematiikan taitotason heikkeneminen

on ongelma erityisesti insinöörialoille, joissa matematiikan hallitseminen on edellytys me-

nestymiselle. Samalla matematiikan taitajista yhä useampi on päätynyt muille koulutus-

aloille, jonka vuoksi insinöörialoille on ollut vaikeaa saada tarpeeksi suurta riittävät mate-

matiikan pohjataidot osaavaa opiskelijajoukkoa. [16]

Suomessa kansallinen Opetushallituksen luoma luonnontieteisiin ja matematiikkaan kes-
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kittyvä LUMA-hanke (1996-2002) otti tavoitteekseen nostaa lukion pitkän matematiikan

kirjoittajien määrän noin 12 000:sta 17 000 opiskelijaan. [4] Tämä ei kuitenkaan toteutu-

nut vielä 2000-luvun alussa, mutta yliopistojen sopiessa uusista pisteytysmalleista vuon-

na 2018, kasvoi pitkän matematiikan kirjoittajien määrä huomattavasti, koska siitä saa

erityisen paljon pisteitä todistusvalinnassa haettaessa lukion jälkeen jatkokoulutukseen.

[17] Tämän uudistuksen vaikutusta eri aineiden osaamiseen on vielä liian aikaista arvioi-

da, mutta sen vaikutus aineiden valintaan lukiossa on jo nyt nähtävissä. Kuvassa 2.3 on

esitetty pitkän sekä lyhyen matematiikan kirjoittajien määrän kehittyminen vuodesta 2012

vuoteen 2021.

Kuva 2.3. Matematiikan kirjoittajat lukiossa vuodesta 2012 vuoteen 2021. [18]

Kuten kuvasta nähdään, niin pitkän matematiikan kirjoittajien määrä nousi huomattavasti

vuodesta 2017 vuoteen 2018 mentäessä, mutta sitäkin selkeämmin vuoteen 2020 saa-

vuttaessa. Kuvasta nähdään myös, kuinka naisten osuus pitkän matematiikan kirjoittajista

on kasvanut tasaisesti 2010-luvun aikana.

Tampereen yliopistossa tekniikan opiskelijoiden matematiikan osaamista testataan pe-

rustaitotestillä, josta tarkemmin luvussa 5.2. Perustaitotestin tarkoituksena on selvittää,

kuinka hyvin yliopistoon opiskelemaan päässeet opiskelijat osaavat eri aihepiirien lukio-

tason tehtäviä. Perustaitotesti on suoritettu jo ainakin vuodesta 2004 lähtien, joten sen

perusteella on helppo seurata uusien opiskelijoiden matemaattisen osaamisen tason ke-

hittymistä, koska tehtävien vaikeustaso on pyritty pitämään vuodesta toiseen samana.

Vuodesta 2010 asti on kerätty tehtäväkohtaista dataa, jonka avulla voidaan huomata tiet-

tyjen osa-alueiden olevan haasteellisimpia. Vaikeimpia aihealueita ovat olleet erityises-

ti insinöörien käyttämät logaritmit, trigonometria ja derivaatta. Samojen tehtävätyyppien

pysyminen vuodesta toiseen vaikeimpana kertoo siitä, että lukiomatematiikan painotukset

eivät tue näiden aiheiden oppimista tarpeeksi hyvin. Perustaitotestin tulokset heikkenivät

huomattavasti vuodesta 2013 vuoteen 2015, mutta kääntyivät tämän jälkeen kuitenkin

noususuuntaan. [19]
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2.3 Tutkimuksen tavoitteet

Tutkimuksen tavoitteena on selvittää, että ovatko samat tehtävätyypit olleet vaikeimpia

opiskelijoille vuonna 2020-2021 kuin aikaisemminkin. Tutkimuksessa pyritään myös tar-

kastelemaan, että pystyykö perustaitotestin ja DIL:n (Differentiaali- ja integraalilaskennan

opintojakso) yhteydessä suoritettavan lähtötasotestin (tarkemmin luvussa 5.2) tuloksien

avulla ennakoimaan opiskelijoiden tulevaa menestystä kyseisillä matematiikan kursseilla.

Lisäksi tutkimuksessa selvitetään, että minkälaista opiskelijoiden mahdollinen kehitys on

ollut perustaitotestin ja lähtötasotestin välillä.

Tutkimuskysymyksiksi valikoituivat seuraavat:

1. Mitkä matematiikan osa-alueet olivat opiskelijoille vaikeimpia perustaitotestissä ja läh-

tötasotestissä lukuvuonna 2020-2021?

2. Minkälaista opiskelijoiden kehitys on ollut perustaitotestin ja lähtötasotestin välillä ja

vaikuttiko kurssin toteutustapa tai opiskelijan sukupuoli kehitykseen?

3. Millä tavoin perustaitotestin ja lähtötasotestin tuloksista voidaan ennustaa opiskelijan

tulevaa menestystä kyseisillä matematiikan kursseilla?

Ensimmäiseksi jaotellaan testien tehtävät tehtävätyypeittäin, ja tarkastellaan opiskelijoi-

den menestystä eri tehtävätyypeissä. Toisessa tutkimuskysymyksessä tarkastellaan pe-

rustaitotestin ja lähtötasotestin välistä opiskelijoiden kehityskaarta tarkemmin. Kolman-

nessa kysymyksessä haetaan vastausta siihen, että pystytäänkö perustaitotestin ja läh-

tötasotestin tulosten avulla tekemään johtopäätöksiä tulevasta menestyksestä, ja tulisiko

näihin tuloksiin reagoida jollain tavalla koulun opetuksen suunnittelussa.
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3. TUTKIMUKSEN PEDAGOGINEN TAUSTA

Tässä luvussa paneudutaan oppimiseen pedagogisesta näkökulmasta. Luvussa esitel-

lään ensin, mitä oppimisen ajatellaan olevan, jonka jälkeen tutkitaan tarkemmin ihmi-

sen tiedonkäsittelyä ja oppimiseen vaikuttavia tekijöitä. Konstruktivistiseen oppimiskäsi-

tykseen tutustutaan tarkemmin, sillä se on merkittävässä roolissa erityisesti matematii-

kan ja luonnontieteiden opetuksessa. Lisäksi tässä luvussa käsitellään matemaattisen

ajattelun ja matemaattisen osaamisen käsitteitä, jotka on tärkeää tietää ymmärtääkseen

oppimisprosessia paremmin.

3.1 Oppiminen

Martonin ja Säljön tutkimuksen (2005) mukaan ihmiset kokevat oppimisen ja yrittävät op-

pia eri tavoilla. Tutkimuksessa selvitettiin opiskelijoiden ajatuksia oppimisesta ja oppimi-

sen tehokkuutta muun muassa kysymällä opiskelijoilta erilaisia kysymyksiä heidän luke-

mastaan tekstistä sekä pyytämällä opiskelijoita pitämään esitys aiheesta tekstin luettu-

aan. Ihmiset pitivät oppimisena muun muassa lisäystä tiedon määrässä, käsitteiden ym-

märtämistä ja asioiden muistamista. Oppimisena käsitettiin myös soveltamiskyky ja kyky

toistaa jo opittu asia uudestaan. Osa ihmisistä näki oppimisena myös ihmisen kehitys-

prosessin. [20] Myös Välijärven, Mannosen, Huttusen, Ojasen ja Koskelon toteuttama

kyselytutkimus, jossa annettiin ihmisten puhua vapaasti omista oppimiskokemuksistaan,

osoittaa, että oppiminen voidaan nähdä monin eri tavoin. Tutkimuksessa haastateltiin 72

henkilöä, jotka olivat iältään 8-82 -vuotiaita, joten kansalaisten näkemyksistä saatiin var-

sin kattava poikkileikkauskuva. [21]

Kuten yllä olevista tutkimuksista jo voidaan päätellä, niin oppimista on vaikea määritellä

vain yhdellä tietyllä tavalla. Ihmiset ymmärtävät, että oppiminen on tärkeää, mutta omaa-

vat erilaisia näkemyksiä siitä, mitkä asiat ovat syitä ja seurauksia oppimisprosessissa.

Mitään kaikkien teoreetikkojen, tutkijoiden ja tieteenharjoittajien hyväksymää kansainvä-

lisesti hyväksyttyä määritelmää oppimiselle ei ole olemassa [22]. Rauste-von Wright ja

von Wright määrittelevät, että ihmisen informaation prosessointi, joka johtaa muutoksiin

esimerkiksi tiedoissamme, taidoissamme, käsityksissämme tai tunteissamme, ja kestää

pidempään kuin hetken, on oppimista [23]. Behavioristit näkevät, että oppimista tapahtuu,

kun ihmisen tai eläimen käyttäytyminen muuttuu. Muutos käyttäytymisessä perustuu sii-
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hen, että ihminen tai eläin saa oppimistilanteessa joko palkinnon toivotuista ratkaisuista

tai rangaistuksen vääristä valinnoista. Kognitiivisesta näkökulmasta oppimista tarkastele-

vat taas ovat sitä mieltä, että oppimista tapahtuu ihmisten puhuessa, kirjoittaessa tai teh-

dessä asioita. Näkemyksen mukaan ihmiset kuitenkin oppivat tiedot, taidot, uskomukset

ja käyttäytymismallit osoittamatta niitä vielä itse oppimistapahtuman aikana. [22] [24]

3.1.1 Ihmisen tiedonkäsittely

Eläimet saavat tietoa aistiensa avulla. Kehittyneillä eläimillä on myös kyky vastaanottaa

sekä hyödyntää ympäristöstään saamaansa tietoa, ja käyttää sitä hyväkseen omassa toi-

minnassaan. Tätä varten tarvitaan kuitenkin erityinen tiedonkäsittelyjärjestelmä. [25] Tie-

donkäsittelyjärjestelmämme on kuitenkin rajallinen, jonka vuoksi emme pysty vastaanot-

tamaan kaikkea informaatiota ympäristöstämme, vaikka pitkäaikaiseen muistiimme onkin

mahdollista varastoida tietoa hyvin paljon. [23]

Muistin rakenteesta on saatu viime vuosikymmeninä huomattavasti uutta tietoa, ja nyky-

käsityksen mukaan muisti jakautuu useisiin yhdessä toimiviin muistijärjestelmiin. [25] Tie-

toja tallentavaan järjestelmäämme kuuluu ainakin kolme osaa, jotka ovat havaintomuisti,

lyhytaikainen muisti ja pitkäaikainen muisti. Nämä keskenään erilliset muistijärjestelmät

toimivat kuitenkin vuorovaikutuksessa toistensa kanssa, ja pitkäaikaiseen muistiin pää-

tyäkseen, tiedon on siirryttävä sinne havaintomuistin ja lyhytaikaisen muistin kautta. [23]

[26] Havaintomuisti on näistä kestoltaan lyhin, vain noin sekunnin mittainen [26].

Lyhytaikainen muisti eli työmuisti on aktiivisessa käytössä, kun opetellaan uutta. Työmuisti

on kestoltaan noin 1-30 sekunnin pituinen. [26] Työmuistin kapasiteetti on noin seitsemän

yksikön pituinen. Miller päätyi tähän tulokseen muistin pituutta tutkivassa artikkelissaan

(1956), kun erilaisten kokeiden tulokset antoivat samankaltaisia vastauksia. [27] Mielen-

kiintoista työmuistin käyttäytymisessä on, että ihminen muistaa tuntemattoman numero-

tai kirjainsarjan nähdessään vain noin seitsemän numeroa, mutta nähdessämme tuttu-

ja sanoja, kykenemme muistamaan niitäkin noin seitsemän kerrallaan, vaikka ne voivat

sisältää useita kymmeniä kirjaimia. Informaation rakenteella onkin suuri vaikutus omaan

hahmottamiskykyymme, ja sitä kautta muistin kapasiteettiin. [23] [25] Työmuistin rajalli-

suutta kuvaa hyvin se, että sanalistoja muisteltaessa ensimmäiset ja viimeiset sanat ovat

usein helpoimpia palauttaa takaisin mieleen [25].

Pitkäaikainen muisti voi olla pituudeltaan vain minuuteista koko elinikään [26]. Pitkäaikai-

nen muisti on kaikista suurin ihmisen tietovarastoista, sillä siellä säilyy kaikki kokemukset

elämän varrelta. Kaikkien pitkäaikaisessa muistissa olevien tietojen mieleen palauttami-

sen on kuitenkin huomattu olevan vaikeaa, vaikka ne selvästi vaikuttavatkin ihmisen käyt-

täytymiseen. Pitkäaikaista muistia kuitenkin tarvitaan, sillä lyhytaikaisen muistin kapasi-

teetti on hyvin rajallinen ja altis pienillekin häiriötekijöille. [25] Pitkäaikaisen muistin sisältö

vaikuttaa vahvasti siihen, mitä havainnoimme ja miten prosessoimme havainnoimaamme
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työmuistissa. Tämä puolestaan vaikuttaa oleellisesti siihen, missä muodossa varastoim-

me uuden tiedon pitkäaikaiseen muistiimme. Vuorovaikutus eri muistijärjestelmien välillä

on siis ilmeinen. [26]

Ennen kuin tieto ylipäätään päätyy pitkäkestoiseen muistiin, tapahtuu ihmisen tiedonkä-

sittelyprosessissa useita asioita. Eri muistitoimintojen sijoittaminen tietyille kohdille tie-

donkäsittelyprosessia on haastavaa ellei mahdotonta. [25] Tarkastellaan siis nyt tiedon-

käsittelyprosessin muita osia kiinnittämättä sen enempää huomiota siihen, mikä muisti-

toiminnon vaihe milläkin hetkellä mahdollisesti vaikuttaa missäkin roolissa.

Ihmisen tiedonkäsittelyprosessi lähtee liikkeelle havaitsemisesta. Kuitenkin esimerkiksi

siitä, kuinka paljon havaitseminen edellyttää aisti-informaation aktiivista muokkaamista,

on useita näkemyksiä. Klassisen havaintopsykologisen konstruktivismin mukaan näköjär-

jestelmän on käytettävä tietoista päättelyä muistuttavia prosesseja havainnointiin, koska

silmän verkkokalvolle muodostuva kuva on puutteellinen. [25] James Gibsonin mieles-

tä taas minkäänlaista informaation muokkaamista ei tarvita, sillä havaitseminen tapahtuu

välittömästi ympäristöä tarkkailtaessa [28].

Ihminen ei pysty keskittymään samanaikaisesti kuin rajattuun määrään asioita, joten sen

on jollain tavalla valikoitava, mihin kiinnittää huomionsa. Valikoivan tarkkaavaisuuden voi-

daankin ajatella olevan ihmisen tiedonkäsittelyprosessin seuraava osa havaitsemisen jäl-

keen. [25] Tarkkaavaisuutta ohjaa sekä sisäiset että ulkoiset tekijät. Ulkoisia tekijöitä on

esimerkiksi kirkkaat, äänekkäät tai yhtäkkiset ärsykkeet, jotka kiinnittävät helposti ihmi-

sen huomion. Sisäisiä tekijöitä puolestaan on esimerkiksi tunnetilat ja odotukset. Pelok-

kaassa tilassa olevan ihmisen tarkkaavaisuutta ohjaa siis erityisesti vaaran merkit, kun

taas nälkäistä ihmistä ruoan merkit. [23] Oman nimemme kuuleminen kiinnittää usein

huomiomme, vaikka keskittymisemme olisi samaan aikaan toisaalla [23] [25].

Mielikuvilla on myös oma merkityksellinen roolinsa tiedonkäsittelyprosessissa, koska ne

nähdään muistamiseen ja ajatteluun liittyvänä osatekijänä. Erityisesti voimakkaita tunteita

herättävien asioiden ajatellaan liittyvän vahvasti mielikuviin. Mielikuvien ero havaintoihin

on se, että ne eivät vaadi ulkoista ärsykettä, vaan ne pystytään muodostamaan muistitie-

don pohjalta. Kokeellisissa tutkimuksissa on myös osoitettu, että mielikuvien muodostami-

nen auttaa muistamaan sanalistoja paremmin. Muistaminen tehostuu, koska mielikuvien

avulla pystytään luomaan kielellisen koodin tueksi myös kuvallinen koodi. Mielikuvista on-

kin suuri apu ajattelussa. [25]

Vielä ennen ajatteluvaihetta tapahtuu apperseptio [25]. Apperseptio tarkoittaa uuden asian

mieltämistä aikaisempaan tietoon [29]. Tässä vaiheessa syntyy ajatteluprosesseja, joissa

ajattelun pohjana oleva tietoesitys saa sisältönsä. Apperseptioprosessin aikana siis vali-

koidaan, mitkä tietosisällöt ovat olennaisia ja epäolennaisia, jonka perusteella keskitytään

myöhemmin ajatteluvaiheessa tietenkin itsemme kannalta olennaisimpiin asioihin. [25]
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Tiedonkäsittelyprosessin viimeisenä vaiheena voidaan pitää ajattelua. Ajattelua tarvitaan

kategoriointia, päätöksentekoa, päättelyä ja ongelmanratkaisua edellyttävissä tilanteissa.

Kategorioinnissa ihmisen on kyettävä luokittelemaan kappaleita tai esineitä oikeisiin loke-

roihin. Päätöksenteossa ajattelua tarvitaan, jotta pystytään valitsemaan useista vaihtoeh-

doista se, jolla saavutetaan paras lopputulema. Tarkkaa lopputulemaa harvoin tiedetään

etukäteen, joten valintaan liittyy aina pientä epävarmuutta. Päättelytilanteita puolestaan

edustaa esimerkiksi formaalin logiikan tehtävät, joiden ratkaiseminen menee vaikeam-

malle tasolle niiden monimutkaistuessa. Ongelmanratkaisutilanteita tulee arjessa eteen

jatkuvasti. Valmiiksi käytössä olevat keinot eivät kuitenkaan riitä niiden ratkaisemiseen,

joten ajattelua tarvitaan uusien menettelytapojen keksimiseksi, jotta tilanne saataisiin rat-

kaistua. [25]

Ihmisen tiedonkäsittelyprosessi muistijärjestelmineen on kokonaisuudessaan todella mo-

nimutkainen. Muistijärjestelmän toimintaa voidaan kuitenkin kuvata esimerkiksi kuvan 3.1

mukaisella yksinkertaisella mallilla.

Kuva 3.1. Yksinkertainen malli muistijärjestelmän toiminnasta.[25]

Muistijärjestelmä toimii yksinkertaistetusti siis niin, että ensimmäiseksi ihminen havait-

see ympäristössään jotain. Tämän informaation ihminen käsittelee, kuten ylempänä jo

kuvattiin, keskittyen vain sen olennaisimpiin kohtiin. Prosessiin vaikuttaa todellisuudessa

kuitenkin monet tekijät, kuten esimerkiksi mielikuvat. Aktiivisessa prosessoinnissa olevat

asiat päätyvät työmuistiin, jossa ne säilyvät kuitenkin vain 1-30 sekunnin ajan. Osa näis-

tä asioista saattaa päästä pitkäaikaiseenkin muistiin, josta niitä pystyy jälleen ottamaan

aktiiviseen käyttöön tarpeen mukaan.

3.1.2 Oppimiseen vaikuttavat tekijät

Oppimiseen vaikuttavia tekijöitä on useita ja eri oppimiskäsityksissä nähdään eri tekijöi-

den vaikutukset oppimiseen erilaisina. Behavioristisissa teorioissa ajatellaan esimerkik-

si oppilaiden erilaisuudella olevan vähemmän merkitystä oppimiseen kuin kognitiviisis-

sa teorioissa. [22] Tynjälä jakaa oppimiseen vaikuttavat taustatekijät kahteen ryhmään:

henkilökohtaisiin tekijöihin ja oppimisympäristöön. Henkilökohtaisiin tekijöihin kuuluu ai-

kaisemmat tiedot ja taidot, kyvyt, älykkyys, persoonallisuus ja kotitausta. Oppimisympä-
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ristöön sisältyy puolestaan opetussuunnitelma, oppiaine, opettaja, opetusmenetelmät ja

arviointimenetelmät. [30] Seuraavassa esitellään muutamia tekijöitä, joilla on keskeinen

rooli oppimisessa.

Motivaation vaikutusta oppimiseen pidetään selkeänä [22] [23]. Rauste-von Wrightin ja

von-Wrightin mukaan motivaatiota voisi nykytutkimuksen näkökulmasta kuvata niin, että

motivaatio kuvastuu toiminnan tavoitteissa, jotka voivat olla joko tietoisia tai tiedostamat-

tomia. Tavoitteet puolestaan säätelevät sitä, mitä ihminen pyrkii tekemään, mutta oppi-

mista säätelee lopulta se, mitä ihminen todellisuudessa tekee, ja hänen tekemisistään

saama palaute. Oppimisen kannalta tavoitteiden lisäksi olennaista on siis myös keinot,

joiden avulla tavoitteisiin pyritään. [23] Sekä Novak että Tynjälä korostavat mielekkäiden

tehtävien merkitystä. Kun tehtävät ovat oppilaille henkilökohtaisesti merkityksellisiä, niin

motivaatio tehtäviä ja oppimista kohtaan kasvaa huomattavasti. Tällöin asiat jäävät myös

paremmin oppilaiden mieleen. [26] [30] Tehtävien tulisi siis olla sopivan tasoisia, vaihte-

levia ja monipuolisia. Lisäksi työmuotoja olisi hyvä vaihdella erilaisten oppilaiden vuoksi.

[30]

Suuri osa oppimisesta tapahtuu vuorovaikutuksen alaisena. Sosiaalisella ympäristöllä on-

kin valtava merkitys oppimiseen. [23] Oppimiseen vaikuttaa sekä oppilaan suhde muihin

oppilaisiin että suhde opettajaan. Mikäli luokassa vallitsee oppilaita kannustava ilmapiiri

ja oppitunnit ovat selkeästi rakennettuja, sitoutuvat oppilaat paremmin opiskeluun. Myös

opettajan systemaattinen ja jatkuva ohjaus vaikuttaa oppilaiden työskentelyyn myöntei-

sesti. [31] Myös yhteistoiminnallisen oppimisen on huomattu vaikuttavan positiivisesti op-

pimiseen. Yhteistoiminnallisessa oppimisessa oppilaat oppivat yhdessä tehden ja poh-

tien. [32] Tällöin oppilaat joutuvat perustelemaan omia käsityksiään ja ratkaisujaan, mikä

kehittää omaa argumentointitaitoa, ja antaa muille oppilaille tilaisuuden oppia. Myös op-

pilaiden kognitiivinen taakka kevenee yhteistoiminnallisessa oppimisessa, mikä saattaa

auttaa joitain oppimisessa. [23] [32]

Fyysinen toimintaympäristökin vaikuttaa oppimiseen. Koska oppiminen on edelleen useim-

mille oppijoille vain tiedon muistamista, olisi luokkatilojen hyvä olla vaihtelevia. Tällä ta-

valla rikottaisiin hieman oppilaiden tottumista tiettyyn ja samaan sekä mahdollistettaisiin

vuorovaikutteisempi toimintatapa. [26] Oppimiseen vaikuttavat myös monet muut efektit

luokkatilassa. Näitä ovat esimerkiksi kuulo- ja näköärsykkeet, valon väri, huoneen väri-

maailma ja oppilaiden keskinäiset etäisyydet. Erilaiset ärsykkeet saattavat viedä tarkkaa-

vaisuuden pois olennaisesta asiasta, mikä vaikuttaa heikentävästi oppimiseen. [33]

Liikunta vaikuttaa olevan myös merkittävä oppimiseen vaikuttava tekijä. Liikunnan ja oppi-

misen välinen yhteys näyttäisi perustuvan liikunnan positiivisen vaikutukseen aivojen ai-

neenvaihdunnassa, rakenteessa ja toiminnassa. Aivojen rakenteen ja toiminnan muutok-

set tapahtuvat erityisesti ihmisen tiedollisen toiminnan alueella. Liikunta vähentää myös

sairauspoissaolojen määrää sekä tukee psyykkistä ja sosiaalista kehitystä, mikä on po-
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sitiivista oppimisen kannalta. Liikunnan positiiviset vaikutukset ovat näkyneet erityisesti

matemaattisissa aineissa, vaikka kaikissa tutkimuksissa liikunnan ja paremman koulume-

nestyksen välistä yhteyttä ei olekaan havaittu. [34] Säännöllinen liikunta parantaa myös

aikuisten oppimista ja vaikuttaa positiivisesti aivotoimintaan vanhemmalla iällä [35].

3.2 Konstruktivistinen oppimiskäsitys

Konstruktivistinen oppimiskäsitys tai konstruktivismi ei ole mikään yhtenäinen teoria, vaan

sisältää useita suuntauksia. Se voidaankin mieltää jopa enemmän tiedon olemusta käsit-

televäksi paradigmaksi kuin oppimisteoriaksi. [22] [30] On siis aina hyvä selventää, mistä

näkökulmasta konstruktivismia tarkastellaan, koska konstruktivismin käsite on epämää-

räinen ja saa eri tilanteissa eri merkityksiä [36]. Yhteistä konstruktivismin kaikissa suun-

tauksissa kuitenkin on, että ihminen ei opi passiivisesti tietoa vastaanottamalla, vaan ak-

tiivisesti toimien. Uutta tietoa ihminen prosessoi aina hänen aikaisempien tietorakentei-

densa pohjalta. [22] [30] [36]

Eri suuntauksia on useita, ja niistä käytetään kirjallisuudessa hyvin vaihtelevia nimityk-

siä. Yleisimmin konstruktivismin määritellään jakautuvan neljään eri haaraan, jotka ovat

radikaali konstruktivismi, sosiokulttuuriset lähestymistavat, symbolinen interaktionismi ja

sosiaalinen konstruktivismi. Nämä eivät kuitenkaan ole ainoita konstruktivismin suuntauk-

sia, joten kirjallisuudessa saattaa törmätä muihinkin suuntauksiin tai niiden nimityksiin. Eri

suuntauksien välillä on tiettyjä painotuseroja, jonka vuoksi niissä tarkastellaan oppimista

hieman eri näkökulmista. Karkeasti jako voidaan tehdä yksilökonstruktivismiin ja sosiaa-

liseen konstruktivismiin sen perusteella, tarkasteleeko suuntaus oppimista enemmän yk-

silöllisestä vai sosiaalisesta näkökulmasta. Matematiikan ja luonnontieteiden oppimisen

ja opetuksen tutkimuksessa erityisesti radikaalin konstruktivismin vaikutus on ollut suuri,

joten keskitytään seuraavassa siihen hieman läheisemmin. [30]

Radikaali konstruktivismi eroaa muista suuntauksista tulkinnallaan, jonka mukaan ihmi-

nen ei pysty todistamaan jonkin tiedon vastaavan täydellisesti todellisuutta. Koska ih-

miset tulkitsevat asiat eri tavoin, ei yksikäsitteistä todellisuutta ole olemassa. [22] [30]

Tämä perustuu konstruktivismin näkemykseen, jonka mukaan oppimistilanne ei ole tie-

don kopiointia tai siirtämistä, vaan tieto muuntuu aina oppijan oman tulkinnan mukaan.

Tiedon oikeellisuutta arvioidaan sen mukaan, kuinka hyvin se vastaa olemassa olevaa

todellisuutta, sillä objektiivista tietoa ei ole saatavilla. Yksilön näkemyksen oikeellisuut-

ta voidaan siis arvioida vertaamalla sitä yleisiin yhteisesti hyväksyttyihin normeihin. [30]

Puolimatka pitää radikaalin konstruktivismin heikkoutena nimenomaan sen totuuskäsitys-

tä. Hänen mukaansa oletukset havaintojen epäluotettavuudesta sekä luotettavan tiedon

saannin mahdottomuudesta eivät sovi yhteen oman kokemuksemme kanssa eikä niitä

myöskään pysty perustelemaan filosofisesti. [36]

Radikaalin konstruktivismin oppimispsykologista suuntausta nimitetään usein myös kog-
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nitiiviseksi konstruktivismiksi. Kognitiivisen toimintamme tehtävänä on tällöin luoda järjes-

tystä epämääräisiin havaintoihimme. Järjestyksen luominen on aina seurausta vuorovai-

kutuksesta yksilön ja ympäristön välillä. Yksilön rakentama maailma on kokemuksellinen,

jossa uudet havainnot ja informaatio järjestetään ja tulkitaan aina aiempien tietojen ja

uskomusten pohjalta. [30]

Keskeisiä käsitteitä kognitiivisessa konstruktivismissa ovat assimilaatio, akkommodaatio

ja skeema. Skeemat ovat toiminta- tai tietokokonaisuuksia, joita ihmiset muodostavat ha-

vaintojensa perusteella. Skeemojen muodostuminen mahdollistaa tiedon järjestymisen

järkeviin kokonaisuuksiin jäsentymättömän informaatiomassan sijaan. Assimilaatio taas

tarkoittaa sulauttamista. Se viittaa taitoon, jonka avulla ihminen pystyy muuntamaan ja

järjestelemään omaa tietokäsitystään. Assimilaatiossa siis ulkopuoliset tapahtumat ja ko-

kemukset pystytään yhdistämään omaan aiempaan tietokantaan eli skeemaan. Akkom-

modaatio puolestaan on ikään kuin assimilaation vastakohta ja se voidaan suomentaa

mukauttamiseksi. Mukauttamista tapahtuu silloin, kun ihminen kohtaa uudenlaisia havain-

toja ja kokemuksia, joita hän ei pysty yhdistämään aiempiin skeemoihinsa. Ihmisen on täl-

löin sovellettava aktiivista skeemaansa luodakseen itselleen uudenlaisen tietorakenteen.

[24] [30]

Konstruktivistinen oppimiskäsitys korostaa joustavuutta ja oppijan valmiuksia painottavaa

opetusstrategiaa. Sen vuoksi konstruktivistisesta näkökulmasta tarkasteltuna opetustoi-

minnan kehykset ja tavoitteet eivät voi olla kovinkaan tarkkapiirteisiä. [23] Seuraavassa

on esitelty muutamia merkittävimpiä konstruktivismin pedagogisia seurauksia.

1. Oppijat oppivat uusia asioita omien aiemmin opittujen käsitysten ja skeemojen poh-

jalta. Oppijoiden aikaisemmat käsitykset saattavat kuitenkin olla suuressakin risti-

riidassa kouluopetuksen tieteellisen tiedon kanssa. Tämän vuoksi opettajan olisikin

hyvä tiedostaa oppijoiden eri oppimiskäsitykset, jotta oppijoiden oppimisprosessia

pystyttäisiin tehostamaan.

2. Koska oppiminen on oppijan aktiivista toimintaa, niin opettamista ei nähdä tiedon

siirtämisenä, vaan oppimisprosessin ohjaamisena. Keskeistä oppimisessa onkin

oppijan tekeminen ja toiminta. Opettajan roolissa tärkeintä on kyetä luomaan op-

pimistilanteesta mahdollisimman hyvin oppijan oppimisprosessia tukeva.

3. Ymmärtäminen on tärkeää merkityksellisten tietorakenteiden luomisessa. Ulkoa

opittuja asioita ei pystytä hyödyntämään juuri missään tilanteissa.

4. Oppiminen on aina sidoksissa oppimistilanteeseen. Uudet asiat opitaan siis aina

tietyn kontekstin ja kulttuurin vaikutuksen alaisina eikä niistä irrallisina.

5. Transfer eli kyky käyttää opittua tietoa uusissa tilanteissa on tärkeää. Oppimisen

kontekstisidonnaisuuden vuoksi on olennaista käsitellä opiskeltua asiaa monista

eri näkökulmista ja monilla eri tavoilla, jotta oppilaiden tietorakenteisiin kehittyy mo-

nipuolisia kytkentöjä. Tällöin opittua tietoa pystyy soveltamaan useammissa tilan-
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teissa.

6. Sosiaalinen vuorovaikutus on keskeisessä asemassa konstruktivismissa. Sen avul-

la oppija pystyy reflektoimaan omia ajatuksiaan itsekseen sekä muiden kanssa.

Vuorovaikutuksellisena toimintana voidaan nähdä myös oppijan ja oppikirjan teks-

tin välinen vuorovaikutus, jonka takia käytännössä kaikki oppiminen nähdään sosi-

aalisena toimintana.

7. Konstruktivismin näkökulmasta arviointi on ongelmallista, sillä oppimisen eri strate-

gioita hyödyntämällä opitaan laadullisesti eri asioita. Arvioinnilla on kuitenkin suuri

vaikutus oppimisprosessiin, sillä esimerkiksi monivalintatentit tukevat enemmän yk-

sityiskohtaisten tietojen ulkoa opettelua kuin laajempien asiakokonaisuuksien ym-

märtämistä. Arvioinnin tulisikin konstruktivismin mukaan perustua koko oppimispro-

sessiin erillisen koetilanteen sijaan. [23] [30]

Edellä mainittujen tietojen perusteella on helppoa päätellä, että kiinteiden ja yksityiskoh-

taisten opetussuunnitelmien luominen on vaikeaa konstruktivismin pohjalta. Tämä johtuu

siitä, että oppiminen on enemmän oppija- kuin sisältökeskeistä. Konstruktivismin pohjalta

opetussuunnitelmia luodessa merkittävin ero perinteisiin opetussuunnitelmiin olisikin var-

masti eri oppiaineiden keskeisten sisältöjen ja ongelma-alueiden määrittely yksityiskoh-

taisten opetuksen tavoitteiden ja sisältöjen sijaan. [23] [30] Yhtenä mahdollisuutena on

nähty ongelmalähtöiset opetusuunnitelmat, jotka eivät nojaudu oppiaineiden pohjalle. Tä-

mä saattaisi mahdollistaa aidompien opiskelutilanteiden luomisen, joissa oppijat pystyvät

hyödyntämään omia tietojaan paremmin erilaisten ongelmien parissa. [30]

3.3 Matemaattinen ajattelu

Matemaattinen ajattelu on käsite, jolle ei ole löytynyt yksiselitteistä sanatarkkaa kuvaus-

ta. Matemaattisen ajatteluun vaikuttavien tekijöiden merkitys vaihtelee paljon riippuen tut-

kimuksen lähtökohdista. Tämän vuoksi matemaattisen ajattelun luonteestakin on synty-

nyt useita toisistaan poikkeavia näkökulmia. [37] Dehaenen mukaan ihmisen matemaatti-

sen ajattelun taito on vahvasti yhteydessä aivojen rakenteeseen. Koska matemaattiseen

ajatteluun osallistuvat monet aivojen osa-alueet, on tärkeää hyödyntää useita eri aisti-

kanavia oppimisessa. Aivojen rakenteen joustavuus mahdollistaa ajattelun kehittymisen

ympäristön tarpeita vastaavaksi. [38] Masonin, Burtonin ja Staceyn mukaan matemaat-

tisessa ajattelussa on kyse matemaattisista prosesseista. Matemaattinen ajattelu on eri-

tyisen tärkeää ratkaistessamme ongelmia, joihin sisältyy matemaattisia symboleita, kieltä

tai struktuureja, vaikka matemaattinen ajattelu auttaakin ymmärtämään myös maailmaa

paremmin. [39] Joutsenlahti puolestaan näkee matemaattiseen ajatteluun liittyvän erityi-

sesti viisi käsitettä, jotka ovat uskomukset, kulttuuri, matemaattiset kyvyt, informaation

prosessointi ja ongelmanratkaisu [37].

Masonin ym. mukaan matemaattinen ajattelu on dynaaminen prosessi, jonka avulla voim-
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me käsitellä monimutkaisempia asioita ja laajentaa ymmärrystämme. Olennaisimmat pro-

sessit matemaattisessa ajattelussa ovat täsmentäminen, otaksuminen, yleistäminen ja

vakuuttaminen. [39]

Täsmentäminen on prosessi, jota tapahtuu tutustuttaessa tehtävään esimerkkien ja mal-

lien avulla, tavoitteena päästä käsittelemään tehtävässä olevia elementtejä. Otaksumista

puolestaan tapahtuu, kun tarpeeksi esimerkkejä on tutkittu, jolloin asioiden väliset yhtey-

det pystytään arvaamaan tai päättelemään jo lähes automaattisesti. Tällöin paras arvaus

otaksutaan oikeaksi. Yleistäminen puolestaan tarkoittaa sitä, että pystytään tunnistamaan

säännöllisyyksiä tilanteissa ja yleistämään sitä kautta ratkaisu. Tällöin voidaan luoda tie-

dolle uusi merkitys, ja kehittää omaa tietorakennettamme. Neljäs prosessi on vakuutta-

minen. Tutkimalla ja testaamalla ratkaisua monipuolisesti siitä saadaan vakuuttava. Va-

kuuttamisella on kolme tasoa, jotka ovat itsensä vakuuttaminen, samalla puolella olevan

henkilön vakuuttaminen ja vastakkaisen näkemyksen omaavan henkilön vakuuttaminen.

Vakuuttamisprosessin avulla tieto liikkuu henkilöiden ja sitä kautta yhteisöjenkin välillä.

[39]

Joutsenlahden mukaan matemaattista ajattelua tarkasteltaessa on syytä keskittyä erityi-

sesti viiteen osa-alueeseen, jotka on esitetty kuvassa 3.2.

Kuva 3.2. Keskeiset osa-alueet matemaattisen ajattelun tarkastelussa. [37]
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Affektiivisen alueen tekijät vaikuttavat ajatteluun ja toimintaan. Niinpä uskomuksilla, asen-

teilla ja tunnetiloilla, kuten myös käsityksillä, näkemyksillä, itseluottamuksella, itsetunnol-

la, matematiikkapelolla ja kunnianhimolla on oma vaikutuksensa opiskelijan motivaatioon,

suoritukseen ja oppimiseen. [37] Uskomukset nähdään usein ihmisen subjektiivisena tie-

tämyksenä. Ne sijoittuvat kognitiivisen ja affektiivisen alueen väliin, sillä niissä on kom-

ponentteja molemmista alueista. Tutkimukset ovat osoittaneet, että uskomuksilla on suuri

merkitys matematiikan oppimiseen. Oppilaat, joilla on negatiiviset uskomukset matema-

tiikkaa ja sen opiskelua kohtaan, tulevat helpommin passiivisiksi oppijoiksi pyrkien mie-

luummin muistamaan kuin ymmärtämään asioita. Uskomuksen ja tietämyksen rajan ol-

lessa häilyvä, on selvää, että käyttäessään matemaattista tietämystään myös oppilaan

uskomukset vaikuttavat vahvasti taustalla. [40]

Kulttuuri vaikuttaa ihmisten käytänteisiin, tietoihin, ammattikieleen ja koodeihin, joiden

merkitys matematiikassa on suuri. Muun muassa toimintatavat, sosiaaliset kontekstit ja

kielen rakenne, jotka muodostavat osaltaan kulttuurin, jossa elämme, vaikuttaa merkittä-

västi oppimiseen. [37] Esimerkiksi matematiikka, jota tarvitsemme kauppareissulla Suo-

messa on nykyään enemmän sitä, että tarkistetaan laskuttiko maksukone oikein, kun puo-

lestaan kehitysmaissa maksukoneiden suorittama lasku saatetaan joutua laskemaan kä-

sin, jolloin asiakkaan olisi hyvä kyetä tarkastamaan laskun oikeellisuus. Matemaattinen

ajattelu, jota tarvitaan, on siis muodoltaan erilaista erilaisissa kulttuureissa. On myös tut-

kittu, että kulttuureissa, joissa sanat ovat loogisempia ja yksinkertaisempia, ovat myös

matematiikan taidot parempia nimenomaan kielellisen edun myötä. [41]

Matemaattiset kyvyt koostuvat matematiikassa olennaisten ajatteluprosessien osaami-

sesta. Matemaattisia kykyjä ovat muun muassa kyky loogiseen ajatteluun ja visuaalinen

havaintokyky, kuten myös ylipäätään kyky ymmärtää sekä esittää kirjoitettua ja suullis-

ta matemaattista tietoa. Matemaattiset kyvyt ovat yksilöllisiä, joskin suhteellisen muuttu-

mattomia, ja niiden käyttäminen optimaalisella tasolla ei ole mitenkään itsestään selvää,

vaan vaatii työtä. Matemaattinen ajattelu on matemaattisten kykyjen säätelemän proses-

sin seurausta. [37]

Ongelmanratkaisutaitoa on useiden tutkijoiden mukaan pidetty koko matemaattisen ajat-

telun ytimenä. Matematiikassa lyhyttä ja ytimekästä esitystapaa pidetään yleensä kau-

neimpana, vaikka ratkaisun voikin usein esittää monilla tavoilla. Matematiikan ongelmat

voivat olla esimerkiksi algebrallisessa, graafisessa tai tilastollisessa muodossa, minkä

vuoksi oppilaat, jotka pystyvät löytämään näiden välille yhteyksiä, onnistuvat todennäköi-

simmin ratkaisemaan ongelmia. Niiden oppilaiden matemaattisen ajattelun taso on kor-

keampi, jotka osaavat hahmottaa faktojen välisiä suhteita sekä omaksua matemaattisten

käsitteiden struktuureja, sillä nämä ovat merkittävä osa matemaattista ajattelua. [37]

Informaation prosessointi on tärkeää ajattelun ja oppimisen kannalta myös matematiikas-

sa samoin kuin muillakin osa-alueilla. Ihmisen tiedonkäsittelyprosessista on kerrottu tar-
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kemmin luvussa 3.1.1. Konnektionismia, joka perustuu assosaatioteoriaan, pidetään hy-

vänä mallina matemaattisen ajattelun kuvaamiseen, koska molemmat perustuvat tiedon

rakentumisen prosessiin. Ongelmanratkaisun avulla voidaan tutkia ymmärtämistä, joka

on yhteydessä tietoon. Strategiat, metakognitiot ja tunnepuolen tekijät ovat puolestaan

prosessin ohjauksessa merkityksellisiä. [37]

3.4 Matemaattinen osaaminen

Tutkijat ovat käyttäneet matematiikan taitojen mittaamisessa useita eri nimityksiä, kuten

NAEP:n (The National Assessment of Educational Progress) testeissä käytetty mate-

maattinen suorituskyky, PISA-tutkimuksessa käytetty matemaattinen kompetenssi ja ma-

temaattinen taito tai Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin käyttämä käsite matemaattinen

osaaminen. Kaikki edellä mainitut käsitteet pitävät kuitenkin sisällään taitoja, jotka voi-

daan liittää matemaattisen ajattelun käsitteeseen. [37] Tarkastellaan seuraavassa tarkem-

min matemaattisen osaamisen käsitettä Kilpatrickin ym. mallin pohjalta.

Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin teorian mukaan matemaattinen osaaminen koostuu

viidestä osa-alueesta. Nämä osa-alueet ovat:

Käsitteellinen ymmärtäminen (conceptual understanding): matemaattisten käsitteiden,

operaatioiden ja relaatioiden ymmärtäminen.

Proseduraalinen sujuvuus (prosedural fluency): taito käyttää proseduureja joustavasti,

tarkasti, tehokkaasti ja tarkoituksenmukaisesti.

Strateginen kompetenssi (strategic competence): kyky muodostaa, esittää ja ratkaista

matemaattisia ongelmia.

Mukautuva päättely (adaptive reasoning): kyky loogiseen ajatteluun, pohtimiseen, selit-

tämiseen ja perustelemiseen.

Yritteliäisyys (productive disposition): taipumus nähdä matematiikka järkevänä, hyödyl-

lisenä ja arvokkaana yhdistettynä uskoon ahkeruuden merkityksestä ja omista taidoista.

[42]

Nämä osa-alueet, tai säikeet kuten Kilpatrick ym. niitä kutsuvat, eivät ole itsenäisiä vaan

kietoutuvat vahvasti toisiinsa muodostaen monimutkaisen kokonaisuuden. Koska mate-

maattinen osaaminen ei ole myöskään yksiulotteista, niin sitä ei voi saavuttaa keskitty-

mällä vain joihinkin tiettyihin säikeisiin. Tämä on hyvä tiedostaa, jotta ymmärtää mate-

maattisen osaamisen koostuvaan niin tiedoista, taidoista, uskomuksista kuin kyvyistäkin.

Oppijoiden esittämis- ja tietojen yhdistelemiskyky ovat avaintekijöitä asioiden syvällisen

ymmärtämisen kannalta, joka puolestaan on edellytys ongelmanratkaisutehtävissä me-

nestymiselle. Myös kognitiivisen tieteen tutkimus tarjoaa tukea viiden säikeen mallille.

Tutkimuksissa on huomattu tietämyksen oman ajattelun ja ymmärtämisen tasosta vaikut-
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tavan ongelmanratkaisukykyyn. Nämä taidot kuvaavat hyvin Kilpatrickin ym. mallin osa-

alueista strategisen kompetenssin ja mukautuvan päättelyn merkitystä. Oppimiseen vai-

kuttaa myös oma motivaatio, joka kuuluu säiemallissa yritteliäisyyden kategoriaan. [42]

Käsitteellinen ymmärtäminen kuvaa oppijan kykyä ymmärtää oppimiaan asioita ja niiden

välisiä yhteyksiä. Opitut asiat siis jäsentyvät yhteen eivätkä ole vain toisistaan erillisiä

faktoja. Oppija, kenellä on hyvä käsitteellisen ymmärtämisen taso, pystyy oppimaan hel-

pommin uusia asioita, jotka ovat yhteydessä siihen, mitä hän jo osaa. Tämä perustuu sii-

hen, että aiemmin hyvin sisäistettyjen asioiden palauttaminen muistiin on tehokkaampaa

kuin asioiden, joita ei aiemmin osattu yhdistää millekään paikalle omassa tietokannassa.

Käsitteellisen ymmärtämisen taidon avulla oppijat näkevät, minkälaisessa tilanteessa ky-

seinen matemaattinen ajatus on hyödyllinen. Käsitteellinen ymmärtäminen antaa oppijoil-

le myös paremman kyvyn argumentoida, minkä vuoksi jokin asia seuraa jostain toisesta

asiasta. Tämän oppija pystyy perustelemaan, kun hän ymmärtää eri käsitteiden, operaa-

tioiden ja relaatioiden välisiä yhteyksiä. Käsitteelliseltä ymmärrykseltään taitavat oppijat

pystyvät myös esittämään matemaattisia ongelmia useammilla tavoilla ja näkemään, mi-

kä keino sopii parhaiten mihinkin tilanteeseen. [42]

Proseduraalinen sujuvuus kuvaa oppijan kykyä käyttää proseduureja tehokkaasti, tarkas-

ti, joustavasti ja tarkoituksenmukaisesti. Proseduraalisesti sujuva oppija hallitsee ja osaa

laskea peruslaskutoimitukset oikein ilman apuvälineitä tehokkaasti ja tarkasti. Joustavuus

merkitsee sitä, että oppija kykenee suoriutumaan tilanteista, on käytössä sitten ohjelmis-

to ja monimutkaisempia matemaattisia ongelmia tai yksinkertaisempia ongelmia ja las-

kutoimituksia, joista tulee kuitenkin selviytyä ilman mitään apuvälineitä. Tarkoituksenmu-

kaisuus kuvaa sitä, että oppijan on kyettävä valitsemaan kussakin tilanteessa mielekäs

ratkaisuvaihtoehto ongelmalle, sillä ei ole esimerkiksi mielekästä laskea yksinkertaisia

laskuja raskailla ohjelmistoilla tai päinvastoin. Proseduraalinen sujuvuus linkittyykin täl-

tä osin käsitteelliseen ymmärtämiseen, sillä sujuvampien proseduurien valitseminen on

helpompaa, mikäli osaa hahmottaa tilanteen tarpeen paremmin. [42]

Strategista kompetenssia nimitetään usein ongelmanratkaisutaidoksi matemaattisessa

kirjallisuudessa. Strateginen kompetenssi kertoo taidosta muodostaa, esittää ja ratkaista

matemaattisia ongelmia. Tämä taito on vahvasti yhteydessä käsitteelliseen ymmärtämi-

seen ja proseduraaliseen sujuvuuteen, sillä muodostaakseen, esittääkseen tai ratkais-

takseen ongelmia, tarvitsee oppijalla olla mainitut osa-alueet hallussa mahdollisimman

hyvin. Ongelmanratkaisussa on tärkeää ymmärtää yhteydet sanojen ja numeroiden välil-

lä sekä pystyä ajattelemaan tilannetta monelta kantilta. Joissain ongelmissa saattaa ol-

la useampiakin ratkaisuvaihtoehtoja, jolloin monipuoliseen tarkasteluun kykenevä oppija

pystyy ratkaisemaan tilanteita joustavammin kuin muut. [42]

Mukautuva päättely kertoo ihmisen kyvystä loogiseen ajatteluun, pohtimiseen, selittämi-

seen ja perustelemiseen. Tutkimukset näyttävät, että oppilaat kykenisivät käyttämään mu-
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kautuvaa päättelykykyään silloin, kun heillä on riittävä pohjatieto aiheesta, tehtävä on

ymmärrettävä ja motivoiva sekä konteksti on tuttu. Mukautuvaa päättelyä käytetään eri-

tyisesti oikean ratkaisutavan perustelemiseen. Sen voidaan myös nähdä sitovan kaikki

aiemmin mainitut osa-alueet yhteen ja täten ohjaavan koko oppimisprosessia. [42]

Viimeinen Kilpatrickin ym. mallin matemaattisen osaamisen osa-alueista on yritteliäisyys.

Ihmiset, jotka näkevät matematiikan hyödyllisenä ja tärkeänä, uskovat todennäköisem-

min omaan kykyynsä oppia matematiikkaa. Mikäli henkilö hallitsee ylempänä mainitut

neljä osa-aluetta hyvin, kokee hän sitäkin kautta matematiikan olevan ymmärrettävää ja

mahdollista oppia. Oppilaiden ajatukset omasta osaamisen tasosta vaikuttavat suuresti

heidän yritteliäisyyteen. Mikäli matematiikka tuottaa onnistumisen kokemuksia, niin usko

omaan oppimiseen ja mielenkiinto aiheeseen lisääntyy, mutta mikäli kokemukset mate-

matiikasta ovat vain negatiivisia, niin oppilaiden on vaikea rakentaa hyvää itseluottamusta

omaa tekemistään kohtaan. Itseluottamuksen puute puolestaan johtaa siihen, että mate-

matiikkaa vältellään, ja sitä ei nähdä niin merkittävänä. Opettajalla onkin suuri rooli siinä,

että hän saa luotua oppilaille positiivisen asenteen matematiikkaa kohtaan. [42] Kuvassa

3.3 on esitetty osa-alueet, jotka liittyvät Kilpatrickin ym. mallin mukaan matemaattiseen

osaamiseen.

Kuva 3.3. Kilpatrickin ym. mallin mukaiset matemaattisen osaamisen osa-alueet. [42]
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Kuten kuvassa 3.3 on havainnollistettu ja aiemmin jo sivuttiin, niin matemaattisen osaami-

sen osa-alueet käsitteellinen ymmärtäminen, proseduraalinen sujuvuus, strateginen kom-

petenssi, mukautuva päättely ja yritteliäisyys vaikuttavat toinen toisiinsa. Matematiikassa

kehittyminen vaatii aikaa, mutta sitä tapahtuu menestyksekkäimmin, kun kaikki osa-alueet

otetaan huomioon. Yritteliäisyys on pohjana kehittymiselle muissa osa-alueissa, ja se on

merkitykseltään tärkeä. Tässä tutkimuksessa olennaiset osassa olevat sähköiset testit,

perustaitotesti ja lähtötasotesti, mittaavat lähinnä käsitteellisen ymmärtämisen ja prose-

duraalisen sujuvuuden taitoja.
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4. TUTKIMUKSEN MATEMAATTINEN TEORIA

Erilaisia tutkimusmenetelmiä on olemassa lukuisia. Tässä luvussa esitellään ensiksi muu-

tamia keskeisiä määritelmiä analysointimenetelmien matemaattisen teorian ymmärtämi-

sen kannalta. Tämän jälkeen tutustutaan sellaisten tutkimusmenetelmien matemaattiseen

teoriaan, joita käytetään myöhemmin tutkimusaineiston analysoinnissa. Tutkimusmene-

telmiksi valikoituivat lopulta tavallisen lineaarisen regressioanalyysin sijaan multinomiaa-

linen logistinen regressioanalyysi ja pääkomponenttianalyysi sekä mediaanien eroa tes-

taavat Wilcoxonin testi, Mann-Whitneyn U-testi ja Kruskal-Wallisin H-testi.

4.1 Keskeiset määritelmät

Keskeisiä käsitteitä liittyen analysointimenetelmiin on muun muassa multinormaalijakau-

ma, kääntyvä matriisi ja projektiomatriisi. Nämä käsitteet määritellään tässä alaluvussa,

koska niiden ymmärtäminen on olennaista seuraavien alalukujen ymmärtämisen kannal-

ta.

Multinormaalijakauma on yksiulotteisesta normaalijakaumasta moniulotteiseen avaruu-

teen tehty yleistys. Sillä on keskeinen rooli monimuuttujamenetelmien teoriassa.

Määritelmä 4.1. k -ulotteinen satunnaisvektori X noudattaa multinormaalijakaumaa

X ∼ Nk(µ,Σ),

missä µ on satunnaisvektorin X odotusarvo ja Σ on satunnaisvektorin X positiivisesti

definiitti kovarianssimatriisi. Satunnaisvektorilla X on sama todennäköisyysjakauma kuin

vektorilla µ+LZ, kun Σ = LL′ ja Z = (Z1, Z2, ..., Zk)
′, jonka alkiot ovat normaalijakau-

maa N(0, 1) noudattavia riippumattomia satunnaismuuttujia. [43]

Seuraavat määritelmät koskevat matriisien ominaisuuksia.

Määritelmä 4.2. Jos A on n× n -matriisi, niin matriisia A kutsutaan kääntyväksi, jos on

olemassa matriisi A−1, jolle

AA−1 = A−1A = I

missä I on n× n -yksikkömatriisi. [44]

Määritelmä 4.3. m× n-matriisin A transpoosi on n×m-matriisi A′, joka saadaan vaih-
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tamalla matriisin A rivit sarakkeiksi, niin että matriisin A i:nnes rivi on matriisin A′ i:nnes

sarake. [44]

Määritelmä 4.4. Neliömatriisi A on symmetrinen, jos

A′ = A

mikä tarkoittaa, että A on sama kuin sen oma transponoitu matriisi eli transpoosi A′. [44]

Määritelmä 4.5. Neliömatriisi A on idempotentti, jos

A2 = A

eli kun matriisin A neliö on sama kuin matriisi A itse. [45]

Matriisi on projektio silloin, kun se on symmetrinen ja idempotentti.

Pääkomponenttianalyysissa kovarianssimatriisi Σ ja korrelaatiomatriisi R ovat tärkeäs-

sä roolissa. Kovarianssimatriisi Σ lasketaan pääkomponenttianalyysissa keskiarvollaan

keskitetyn datamatriisin XC avulla seuraavasti

Σ =
1

n− 1
X′

CXC ,

kun keskiarvollaan keskitetty datamatriisi on muotoa

XC =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x11 − x̄1 x12 − x̄2 · · · x1p − x̄p

x21 − x̄1 x22 − x̄2 · · · x2p − x̄p

...
...

...
...

xn1 − x̄1 xn2 − x̄2 · · · xnp − x̄p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

missä xii on kyseisen alkion arvo ja x̄i on kyseisen sarakkeen keskiarvo.

Määritelmä 4.6. Kovarianssimatriisi Σ on muotoa

Σ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
s11 s12 · · · s1p

s21 s22 · · · s2p
...

...
...

...

sp1 sp2 · · · xpp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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missä matriisin Σ jk:nnes alkio

sjk =
1

n− 1

n∑︂
i=1

(xij − x̄j)(xik − x̄k), j, k = 1, 2, ..., p,

jossa

x̄j =
1

n

n∑︂
i=1

xij.

Jos kovarianssimatriisi tunnetaan, saadaan myös korrelaatiomatriisi ratkaistua. Mikäli kor-

relaatiomatriisi tunnetaan, saadaan kovarianssimatriisi ratkaistua, jos hajonnat tiedetään.

Korrelaatiomatriisi määritellään seuraavasti.

Määritelmä 4.7. Korrelaatiomatriisi R on muotoa

R =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
r11 r12 · · · r1p

r21 r22 · · · r2p
...

...
...

...

rp1 rp2 · · · rpp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Korrelaatiomatriisin alkioiden arvot saadaan laskettua kaavalla

rij =
sij√

sii
√
sjj

,

missä sij on kovarianssimatriisin Σ ij:nnes alkio, sii on kovarianssimatriisin Σ ii:nnes alkio

ja sjj on kovarianssimatriisin Σ jj:nnes alkio. [46]

Eri tunnuslukujen merkitsevyystasoa eli p-arvoa pidetään tärkeässä roolissa, sillä se on

todennäköisyysarvo, joka kertoo kuinka todennäköistä otoksesta on tehdä virhepäätelmä

perusjoukon suhteen.

Määritelmä 4.8. Raportoinnissa yleisesti käytettyjen p-arvojen rajat:

• P-arvoa pidetään tilastollisesti melkein merkitsevänä, kun p < 0,05.

• P-arvoa pidetään tilastollisesti merkitsevänä, kun p < 0,01.

• P-arvoa pidetään tilastollisesti erittäin merkitsevänä, kun p < 0,001. [47]

Joitakin matematiikan käsitteitä oletetaan jo etukäteen tunnetuiksi eikä niitä sen vuoksi

avata tässä työssä tarkemmin.
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4.2 Regressioanalyysi

Regressioanalyysi on joustava ja monipuolinen menetelmä eri muuttujien välisten yhteyk-

sien tutkimiseen. Sen avulla voidaan tutkia yhden tai useamman selittävän muuttujan vai-

kutusta selitettävään muuttujaan, kun riippuvuus on tilastollista. [48] [49] Mahdollisuus

tutkia useaa selittävää muuttujaa samaan aikaan onkin mallin merkittävä etu [49]. Tut-

kimista varten rakennetaan tilastollinen malli, jota kutsutaan regressiomalliksi. Mallin ta-

voitteena on selittää selitettävän tekijän tai muuttujan havaittujen arvojen vaihtelu tiettyjen

selittävien tekijöiden tai muuttujien havaittujen arvojen vaihtelun perusteella. [48]

Yleisen lineaarisen mallin helpompaa tarkastelua varten tehdään muuttujista kaksi perus-

oletusta. Perusoletukset ovat seuraavat:

• Selitettävä muuttuja y on suhdeasteikollinen satunnaismuuttuja.

• Selittävät muuttujat x1, x2, ..., xk ovat ei-satunnaisia eli kiinteitä muuttujia.

Tällöin yleinen lineaarinen regressiomalli voidaan määritellä seuraavasti

Määritelmä 4.9. Yleinen lineaarinen regressiomalli on muotoa

yi = β0 + β1 · xi1 + β2 · xi2 + ...+ βk · xik + ϵi, i = 1, 2, ..., n

jossa

yi = selitettävän muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikössä

i

xij = selittävän muuttujan xj ei-satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikös-

sä i, j = 1, 2, ..., k

ϵi = jäännös- eli virhetermin ϵ satunnainen ja ei-havaittu arvo havaintoyksi-

kössä i

β0 = ei-satunnainen ja tuntematon vakio, joka on vakioselittäjän regressioker-

roin

β1 = ei-satunnainen ja tuntematon vakio, joka on selittävän muuttujan xj

regressiokerroin, j = 1, 2, ..., k

Yleinen lineaarinen regressiomalli voidaan ilmaista myös matriisimuodossa

y = X · β + ϵ (4.1)

missä

y =
[︂
y1 y2 · · · yn

]︂′
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eli n×1 -matriisi, joka koostuu selitettävän muuttujan havaituista arvoista yi, i = 1, 2, ..., n,

X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 x11 x12 · · · x1k

1 x21 x22 · · · x2k

...
...

...
...

1 xn1 xn2 · · · xnk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
eli ykkösten ja selittävän muuttujan havaittujen arvojen xij, i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., k

muodostama n× (k + 1) -matriisi,

β =
[︂
β0 β1 β2 · · · βk

]︂′
eli (k + 1)× 1 -matriisi, joka muodostuu regressiokertoimista βj, j = 1, 2, ..., k ja

ϵ =
[︂
ϵ1 ϵ2 · · · ϵn

]︂′
eli jäännöstermien ϵi, i = 1, 2, ..., n muodostama n× 1 -matriisi. Koska matriisissa X on

ykkösten muodostama ensimmäinen sarake, niin mallissa on vakioselittäjä. Tätä vakiose-

littäjää vastaa regressiokerroin β0. [50]

Tehdään mallista viisi oletusta, joita kutsutaan myös standardioletuksiksi. Näiden oletuk-

sien tarkastaminen on keskeinen osa regressioanalyysia. Standardioletukset ovat:

• Matriisin X alkiot ovat kiinteitä

• Matriisi X on täysiasteinen eli sen sarakevektoreiden tulee olla lineaarisesti riippu-

mattomia:

rank(X) = k + 1

• Jokaisella jäännöstermillä ϵi on sama odotusarvo:

E(ϵi) = 0, i = 1, 2, ..., n

• Jäännöstermit ovat korreloimattomia ja niillä on sama kovarianssi:

Cov(ϵ) = σ2I,
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missä I on n× n -yksikkömatriisi:

I =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
• Jäännöstermi ϵ noudattaa multinormaalijakaumaa:

ϵ ∼ Nn(0,σ
2I)

Jäännöstermin ϵ noudattaessa multinormaalijakaumaa, myös selitettävän muuttujan y

havaittujen arvojen vektori y noudattaa multinormaalijakaumaa

y ∼ Nn(Xβ,σ2I).

Yleensä vektorin β regressiokertoimet βj, j = 1, 2, ..., k ovat tuntemattomia, joten ne

on estimoitava muuttujien X ja y havaituista arvoista [48]. Estimoinnin tarkoituksena on

löytää regressiokertoimille sellaiset arvot, että ne selittäisivät mahdollisimman hyvin seli-

tettävän muuttujan vektorin y havaittujen arvojen vaihtelun [51].

Estimointia varten on tarjolla useita menetelmiä. Esitellään seuraavaksi niistä yleisin, jo-

ka on PNS-estimointi. Pienimmän neliösumman menetelmässä PNS-estimaattorit saa-

daan minimoimalla jäännöstermien ϵi neliösumma regressiokertoimien β0, β1, β2, ..., βk

suhteen seuraavasti:

ϵ′ϵ =
n∑︂

i=1

ϵ2i = (y −Xβ)′(y −Xβ) (4.2)

Minimointi tapahtuu derivoimalla neliösumma vektorin β suhteen ja merkitsemällä deri-

vaatta nollaksi. Tällöin saadaan ratkaistua regressiokertoimien vektorin β PNS-estimaattori

b. Kirjoitetaan ensin kaavan 4.2 neliösumma avatussa muodossa

ϵ′ϵ = y′y − y′Xβ − β′X′y + β′X ′Xβ.

Derivoidaan yhtälö vektorin β′ suhteen ja merkitään derivaatan arvo nollaksi
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∂

∂β′ϵ
′ϵ = −X′y +X ′Xβ = 0

Tällöin yhtälö voidaan kirjoittaa muodossa

X′Xβ = X′y

Standardioletuksestamme rank(X) = k + 1 seuraa, että rank(X′X) = k + 1, joka

tarkoittaa matriisin X′X olevan kääntyvä. Kertomalla yhtälö puolittain käänteismatriisilla

(X′X)−1, saadaan ratkaistua regressiokertoimien vektorin β PNS-estimaattori b

β = b = (X′X)−1X′y.

Olkoon

b = (b0, b1, b2, ..., bk) = (b0,b1)

yleisen lineaarisen mallin regressiokertoimien vektorin β PNS-estimaattoreiden muodos-

tama vektori, missä b0 on vakioselittäjän eli matriisin X ykkösiä sisältävän sarakkeen

regressiokertoimen β0 PNS-estimaattori ja

b1 = (b1, b2, ..., bk)

on selittäjien x1, x2, ..., xk regressiokertoimien β1, β2, ..., βk PNS-estimaattoreiden muo-

dostama vektori. Vakioselittäjä ei ole samalla tavalla aito selittäjä kuin muuttujat x1, x2, ..., xk,

sillä se koostuu vain ykkösiä sisältävästä sarakkeesta. [50] Estimoitua regressiotasoa var-

ten määritellään vektori

z = (1,x)

missä vektori x = (x1, x2, ..., xk) ∈ Rk. Estimoidun regressiotason yhtälö saadaan nyt

kirjoitettua muodossa

y = b′z = b0 + b′
1x = b0 + b1x1 + b2x2 + ...+ bkxk

Regressiotason määritteleminen on olennaista analysoinnin kannalta. Mallin hyvyyttä tut-

kittaessa käytetään apuna estimoidun mallin sovitteita ja residuaaleja. Mitä lähempänä

estimoidun mallin sovitteet yî ovat selitettävän muuttujan y havaittuja arvoja, sitä parem-
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min regressiomalli selittää selitettävän muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun. Selitettä-

vän muuttujan havaittujen arvojen vaihtelu selittyy parhaiten, kun estimoidun mallin re-

siduaalien ei arvot ovat mahdollisimman pieniä. Residuaalit ei kuvaavat siis yksittäisten

havaintojen arvojen etäisyyttä regressiotasosta. [48] [49] Estimoidun mallin sovite ŷ voi-

daan kirjoittaa muodossa

ŷ = Xb = X(X′X)−1X′y = Py, (4.3)

missä P on n× n -projektiomatriisi

P = X(X′X)−1X′. (4.4)

Lause 4.1. Olkoon P = X(X′X)−1X′. Tällöin P on projektiomatriisi.

Todistus. Koska

P′ = [X(X′X)−1X′]′ = X(X′X)−1X′ = P,

niin P on symmetrinen, ja koska

P2 = [X(X′X)−1X′][X(X′X)−1X′]

= XI(X′X)−1X′

= X(X′X)−1X′

= P,

niin P on idempotentti. Koska P on sekä symmetrinen että idempotentti, niin se on pro-

jektiomatriisi. □

Matriisin P aste on

rank(P) = k + 1.

Estimoidun mallin residuaali e voidaan kirjoittaa sovitetta (kaava 4.3) hyödyntäen seuraa-

vissa muodoissa

e = y − ŷ

= y −Xb

= y −X(X′X)−1X′y.

Ottamalla y yhteiseksi tekijäksi saadaan residuaali e muotoon
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e = (I−X(X′X)−1X′)y.

Kaavaa 4.4 hyödyntäen saadaan residuaali e edelleen muotoon

e = (I−P)y

= My,

missä matriisi M

M = I−P

on projektiomatriisi.

Muistetaan yleisen lineaarisen regressiomallin matriisimuoto (kaava 4.1), jonka myötä

residuaali e voidaan kirjoittaa myös muodossa

e = M(Xβ + ϵ).

Koska

MX = (I−P)X

= X−PX,

niin muistamalla matriisin P yhteyden matriisin X kanssa (kaava 4.4), saadaan

MX = X−X(X′X)−1X′X

= X−X

= 0.

Residuaali e voidaan siis kirjoittaa myös muodossa

e = Mϵ.
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4.2.1 Tunnusluvut

Eri tunnusluvuilla on keskeinen merkitys regressioanalyysissa. Jokaisen selittävän muut-

tujan yhteys selitettävään muuttujaan selvitetään regressioanalyysin yhteydessä t-testin

avulla. t-testistä saatavan t-arvon tulee olla korkea, noin kaksi tai enemmän, jotta selittävä

muuttuja on luotettava. Tämä ei kuitenkaan tarkoita, että kyseinen muuttuja välttämättä

selittäisi kovinkaan paljoa mallissa. Laskettu t-arvo on kuitenkin oleellinen nimenomaan ti-

lastollisissa regressiomenetelmissä, sillä t-arvoa vastaavan p-arvon suuruudesta voidaan

päätellä, onko kyseinen muuttuja tilastollisesti merkitsevä, jonka perusteella päätetään

otetaanko muuttuja mukaan regressiomalliin. [52] Usein 95 prosentin luottamustasoa pi-

detään hyvänä, mikä tarkoittaa, että t-testin tuottamat p-arvot, jotka ovat pienempiä kuin

0,05, nähdään riskitasoltaan riittävän alhaiseksi, jotta nollahypoteesi voidaan hylätä [49].

T-testille on useita sovellutuksia, joiden avulla voidaan testata esimerkiksi nollahypoteesin

H0 paikkansa pitävyyttä. Regressioanalyysissa valitaan usein nollahypoteesiksi H0, että

regressiokerroin βk on nolla eli

H0 : βk = 0.

Tällöin vaihtoehtoinen hypoteesi H1 on

H1 : βk ̸= 0,

sillä nollahypoteesi ja vaihtoehtoinen hypoteesi sulkevat aina toisensa pois. Mikäli nolla-

hypoteesi pitää paikkansa eli regressiokerroin βk on nolla, tarkoittaa se, että kyseessä

oleva selittäjä ei selitä mallissa mitään. Selittäjä puolestaan on mallin kannalta tärkeä, jos

nollahypoteesi ei pidä paikkaansa eli regressiokerroin βk ̸= 0. Lineaarisessa regressio-

analyysissa t-arvo lasketaan kaavalla

t =
bk − βk

SE(bk)
,

missä bk on regressiokertoimen βk estimoitu arvo ja SE(bk) on sen keskivirhe. Jos nol-

lahypoteesi jää voimaan, niin testisuure t noudattaa t-jakaumaa vapausasteella n − 2.

[53]

R2-luku ja F-testi kuvaavat regressioanalyysin selitysvoimaa. R2-luku on aina nollan ja

ykkösen välillä kertoen kuinka suuren osuuden selittävät muuttujat pystyvät selittämään

selitettävän muuttujan arvojen vaihtelusta. Jos R2-luku on suuri, niin selittävät muuttu-

jat selittävät paljon selitettävän muuttujan vaihtelusta. [49] R2-lukua kutsutaan mallin se-

litysasteeksi. Sen laskemisessa käytetään hyödyksi neliösummia. Muuttujaan y liittyvä
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neliösumma (SST) kertoo yksittäisten havaintojen yi poikkeaman koko muuttujan y kes-

kiarvosta ȳ korotettuna neliöön

SST =
n∑︂

i=1

(yi − ȳ)2.

Selitettävään muuttujaan y liittyvä kokonaisneliösumma (SST) voidaan jakaa kahteen

osaan

SST = SSM + SSE,

missä SSM on regressiomallin selittämä osa ja SSE on selittymätön eli residuaalien muo-

dostama osa. Regressiomallin selittämä osa saadaan laskettua havaintojen odotusarvo-

jen ŷi ja muuttujan y keskiarvon ȳ erotuksen neliöstä

SSM =
n∑︂

i=1

(ŷi − ȳ)2

ja residuaalien muodostama osa jo kaavassa 4.2 mainitun jäännöstermien ϵi neliösum-

man avulla

SSE =
n∑︂

i=1

ϵ2i =
n∑︂

i=1

(yi − ŷ)2.

R2-luku lasketaan neliösummien avulla seuraavasti

R2 =
SSM

SST
= 1− SSE

SST
,

jossa SST on selitettävään muuttujaan y liittyvä kokonaisneliösumma, SSM on regres-

siomallin selittämään osaan liittyvä mallineliösumma ja SSE on jäännöstermiin liittyvä

jäännöstermien neliösumma. [50] [52]

Mikäli kahden regressioanalyysin tuloksia halutaan verrata keskenään, tulee käyttää kor-

jattua R2-lukua, jota merkataan R2
a. Korjattuun lukuun vaikuttaa selittävien muuttujien lu-

kumäärä. Selittävien muuttujien lukumäärän lisääminen kasvattaa aina R2-lukua, minkä

vuoksi korjattua lukua R2
a pitää käyttää, vaikka lisätyt muuttujat eivät oikeasti parantaisi-

kaan mallin selityskykyä. [49] [52] Korjattu selitysaste lasketaan kaavalla

R2
a = R2 − p(1−R2)

N − p− 1
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jossa p on muuttujien määrä ja N on otoskoko.

Tilastollisella F-testillä testataan, pystyykö regressioanalyysissa olevilla muuttujilla selit-

tämään selitettävän muuttujan vaihtelua. On mahdollista, että F-testi on tilastollisesti mer-

kittävä, vaikka yksikään selittävä muuttuja ei kykenisi selittämään selitettävän muuttujan

arvojen vaihtelua. Tällöin selittävät muuttujat selittävät yhdessä selitettävän muuttujan ar-

vojen vaihtelun. [49] Mikäli nollahypoteesi on

H0 : β1 = β2 = ... = βk = 0

niin sen pitäessä paikkansa selitettävä muuttuja y ei riipu lineaarisesti yhdestäkään ai-

dosta selittäjästä x1, x2, ..., xk. Jos taas ainakin yksi regressiokertoimen β arvoista eroaa

nollasta, niin F-arvo hylkää nollahypoteesin. Tämä ei vielä tarkoita, että malli olisi sinäl-

lään hyvä, mutta kertoo regression olemassaolosta. [50] [52] F-arvo voidaan laskea jo

mainittujen neliösummien ja niiden vapausasteiden n− k − 1 ja k avulla seuraavasti

F =
n− k − 1

k
· SSM
SSE

.

Funktio noudattaa F-jakaumaa nollahypoteesin pitäessä paikkansa. [50]

Neljäs olennainen regressiomallin toimivuutta kuvaava tunnusluku on estimaatin keski-

virhe σest. Estimaatin keskivirhe kertoo regressiomallin residuaalien keskihajonnan. Mal-

lin tarkkuus paranee estimaatin keskivirheen pienentyessä. Estimaatin keskivirheen suu-

ruusluokka riippuu aina myös selitettävän muuttujan suuruudesta. [49] Määritellään esti-

maatin keskivirhe

σest =

√︃∑︁n
i=1(ei − e′i)

2

N
,

missä σest on estimaattorin keskivirhe, ei residuaalin todellinen arvo, e′i on residuaalin

ennustettu arvo ja N on otoskoko [54]. Estimaattoria, jonka odotusarvo on sama kuin

parametrin todellinen arvo, sanotaan harhattomaksi estimaattoriksi. Mikäli estimaattorin

odotusarvo ei ole sama kuin parametrin todellinen arvo, niin puhutaan harhaisesta es-

timaattorista. Estimaatti on täsmällinen, jos estimaattien arvot ovat lähellä parametrien

arvoja. Täsmällisyys on usein toivottavaa, mutta estimaattorin ollessa selvästi harhainen,

saattaa epätäsmällinen, mutta harhaton estimaattori olla parempi valinta. Estimaattorin

tarkkuus on usein päätavoite, ja se ottaa huomioon sekä harhan että täsmällisyyden. Tar-

kan estimaattorin estimaatit ovat lähellä parametria. [51]
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4.2.2 Multinomiaalinen logistinen regressioanalyysi

Logistinen regressioanalyysi on tutkimusmenetelmä, jolla pyritään selvittämään parhaat

selittävät muuttujat, kun selitettävä muuttuja on luokittelumuuttuja saaden yleensä arvoik-

seen 0 tai 1. Tilanteita, joissa logistista regressioanalyysia voidaan käyttää, on ainakin

kolme. Ensimmäinen tilanne on, että laajan muuttujajoukon keskeltä etsitään tekijöitä, jot-

ka kykenevät yhdessä selittämään jotakin muuttujaa. Toinen tapaus on, että tutkitaan jo

aiemmin merkittäviksi tunnettujen muuttujien osuutta selittävinä tekijöinä. Kolmas tilanne

on, että testataan, onko joku muuttuja parempi selittäjä kuin muut. [52] Multinomiaalinen

logistinen regressioanalyysi on logistisen regressioanalyysin laajennus. Sen avulla voi-

daan tutkia, mallintaa ja ennustaa tilanteita, joissa selitettävä muuttuja voi saada arvoja

kolme tai enemmän. [55]

Multinomiaalisen logistisen regressioanalyysin avulla saadaan selitettävän muuttujan Ŷ

todennäköisyys laskettua kaavalla

Ŷ =
1

1 + e−Z
,

missä e on neperin luku ja Z koostuu selittävistä muuttujista X ja niihin liittyvistä regres-

siokertoimista β. Z määritellään seuraavasti

Z = β0 + β1X1 + β2X2 + ...+ βiXi,

missä β0 on vakio ja β1, β2, ..., βi ovat kaavaan liittyviä painokertoimia, joita on yhtä paljon

kuin selittäviä muuttujia X1, X2, ..., Xi. [52]

PNS-estimoinnin sijaan logistisessa regressiossa käytetään suurimman uskottavuuden

-menetelmää. Parametrin β hyvyyttä arvioidaan Waldin testisuureen avulla. Waldin tes-

tisuure saadaan laskettua jakamalla parametri β keskivirheellään ja korottamalla sitten

toiseen potenssiin

Wald =

(︃
β

SE(β)

)︃2

.

Waldin testisuuretta vastaava p-arvo on pieni, kun kerroin eroaa nollasta tilastollises-

ti merkitsevästi. Mikäli nollahypoteesi pitää paikkaansa, niin testisuure noudattaa χ2-

jakaumaa. [52]

Mallin ja havaitun arvon suhdetta kuvaava tunnusluku on likelihood. Kun siitä otetaan

logaritmi ja se kerrotaan luvulla -2, saadaan tunnusluku yleisesti käytetyssä muodossa
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−2LL = −2
∑︂(︂

Y ln(Ŷ ) + (1− Y ) ln(1− Ŷ )
)︂
,

missä Y viittaa havaittuun arvoon ja Ŷ estimoituun arvoon. Goodness-of-fit -tunnuslukuja

on useita. χ2-jakaumaa hyödyntävällä testisuureella pystytään testaamaan, tuoko yksittäi-

sen muuttujan lisääminen lisäselitystä malliin tai viekö yksittäisen muuttujan poistaminen

mallin selityskykyä huonompaan suuntaan. Testisuure saadaan laskettua kaavalla

χ2 = 2[LL(β)− LL(0)], (4.5)

missä LL(β) kuvaa koko mallille laskettua log-likelihood -arvoa ja LL(0) kuvaa log-

likelihood -arvoa, joka on laskettu niin sanotulle nollamallille, jossa on vain vakio selit-

täjänä. [52]

Mallin hyvyyttä arvioi myös likelihood-arvoa hyödyntävä Nagelkerken testi. Nagelkerken

testillä saadun testisuureen eli Nagelkerken mitan R̃ arvo kertoo, kuinka suuren osuuden

havaitusta malli pystyy selittämään. Nagelkerken mitta R̃ saadaan laskettua seuraavasti

R̃ =
R2

1− e(2/N)LL(0)
,

missä R2 on Coxin ja Snellin testisuure, josta Nagelkerken mitta on johdettu ja jakajatermi

on malliin liittyvä maksimiarvo. Coxin ja Snellin testisuure R2 lasketaan kaavalla

R2 = 1− e

N
χ2,

missä e on Neperin luku, N on otoskoko ja χ2 on kaavan 4.5 mukaisesti laskettu testi-

suureen arvo. [52]

4.3 Pääkomponenttianalyysi

Pääkomponenttianalyysin voidaan ajatella kuuluvan analyysimenetelmänä käyttötarkoi-

tuksensa vuoksi faktorianalyysiperheeseen, vaikka matemaattisesti ja filosofisesti pää-

komponenttianalyysi eroaakin faktorianalyysistä [52]. Pääkomponenttianalyysin pyrkimyk-

senä on yleensä tiivistää informaatiota. Tämä tapahtuu vähentämällä aineiston muuttu-

jien määrää niin, että uudet muuttujat selittävät kuitenkin mahdollisimman hyvin aineiston

vaihtelun. Perusajatus on siis muuntaa alkuperäiset muuttujat uusiksi korreloimattomiksi

muuttujiksi, joita kutsutaan pääkomponenteiksi. [52] [56]

Pääkomponentit järjestetään usein suurimmasta pienimpään [52]. Ensimmäinen pääkom-

ponentti määräytyy kovarianssimatriisin Σ suurinta ominaisarvoa λ1 vastaavan ominais-
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vektorin β1 mukaan [56]. Ominaisarvot saadaan neliömatriisin tapauksessa ratkaisemalla

karakterisen polynomin pΣ juuret yhtälöstä

pΣ(λ) = |λI−Σ| = 0,

missä pΣ(λ) on n × n -matriisin Σ karakteristinen polynomi ja λ on ominaisarvoista

[λ1, λ2, ..., λn] koostuva vaakavektori, jolloin λI on ominaisarvoista koostuva diagonaa-

limatriisi. Karakteristisella yhtälöllä, joka on n:ttä astetta, on juuria eli ominaisarvoja n-

kappaletta, jotka voivat olla myös kompleksisia. Mikäli matriisi on kuitenkin symmetrinen,

niin sen kaikki ominaisarvot ovat reaalisia. [45]

Pääkomponenttianalyysin käyttökelpoisuuden tutkimiseksi on useita menetelmiä. Niistä

käytetyimpiä on Bartlettin sväärisyystesti, joka tutkii onko korrelaatiomatriisin arvot nollia.

[52] Standardoidun aineiston kovarianssimatriisi Σ on sama kuin alkuperäisen aineiston

korrelaatiomatriisi. Standardoidussa aineistossa jokainen muuttuja on keskitetty omalla

keskiarvollaan ja jaettu omalla keskihajonnallaan. [56]

Bartlettin testi testaa onko eri muuttujien variansseissa eroa. Testisuure χ2 saadaan las-

kettua seuraavalla kaavalla

χ2 =
−2 log µ

C
,

missä

−2 log µ = N log s2 −
k∑︂

i=1

(Ni − log s2i )

ja

C = 1 +
1

3(k − 1)

(︄
k∑︂

i=1

(︃
1

Ni

− 1

N

)︃)︄
,

kun N on otoskoko, Ni on i:nnen komponentin otoskoko, s2 on yhdistetty jäännösva-

rianssi, s2i on i:nnen komponentin varianssi ja k on komponenttien lukumäärä. [57] P-

arvo ilmoittaa erehtymisriskin, jos nollahypoteesi päätetään hylätä. Mikäli p-arvo on pieni,

niin tulos on vahvasti ristiriidassa nollahypoteesin kanssa, mikä kannustaa hylkäämään

nollahypoteesin. Mitään tiukkaa rajaa p-arvolle ja pääkomponenttianalyysin käytölle on

kuitenkaan mahdotonta sanoa, vaan tilannetta tulee aina harkita tapauskohtaisesti. [52]

Myös Kaiserin testillä testataan, onko aineisto ylipäätään sovelias pääkomponenttiana-

lyysiin. Tämä tapahtuu laskemalla korrelaatioiden ja korrelaatioiden sekä osittaiskorre-
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laatioiden välinen suhde seuraavasti

KMOj =

∑︁
i ̸=j(r

2
ij)∑︁

i ̸=j(r
2
ij) +

∑︁
i ̸=j(u

2
ij)

,

missä arvot rij ovat korrelaatiomatriisin R arvoja ja arvot uij ovat osittaiskorrelaatiomat-

riisin U arvoja. Yleinen KMO-arvo saadaan laskemalla yllä olevan kaavan mukaisesti

summa korrelaatiomatriisin R arvojen rij neliöistä ja jakamalla se korrelaatiomatriisin R

arvojen rij neliöiden summan ja osittaiskorrelaatiomatriisin U arvojen uij neliöistä koos-

tuvan summan yhteenlaskun tuloksella. Summissa lasketaan yhteen kaikki sellaiset yh-

distelmät, joissa alkiot rij ja uij eivät ole diagonaalialkiolla eli, kun i ̸= j. Mitä pienempiä

osittaiskorrelaation arvot ovat, niin sitä lähempänä Kaiserin testin KMO-arvo on arvoa 1.

Mitä lähempänä KMO-arvo on arvoa 1, niin sitä paremmin se soveltuu pääkomponent-

tianalyysiin. KMO-arvon ollessa 0,6 tai enemmän, pidetään sitä yleisesti soveliaana pää-

komponenttianalyysiin. Sellaiset muuttujat, jotka eivät korreloi muiden muuttujien kanssa

tai joiden varianssi on pieni, voidaan poistaa analyysista jo aiemmin. [52]

Olkoon y = [y1, y2, ..., yp] pääkomponenteista koostuva vektori, X = [X1,X2, ...,Xp] sa-

tunnaismuuttujista koostuva satunnaisvektori ja β1 kovarianssimatriisin Σ suurinta omi-

naisarvoa vastaava ominaisvektori. Ensimmäinen pääkomponentti y1 määritellään tällöin

lineaarikombinaation avulla seuraavasti

y1 = β1
′X = β11X1 + β12X2 + ...+ β1pXp.

Ensimmäinen pääkomponentti muodostuu siitä lineaarikombinaatiosta β′X, jolla on suu-

rin varianssi. Vastaavasti toinen pääkomponentti y2 saadaan seuraavasti

y2 = β2
′X = β21X1 + β22X2 + ...+ β2pXp,

missä β2 on kovarianssimatriisin Σ toiseksi suurinta ominaisarvoa vastaava ominaisvek-

tori. Toinen pääkomponentti on se lineaarikombinaatio β2
′X, jolla on suurin varianssi niin,

että se ei korreloi ensimmäisen lineaarikombinaation β1
′X kanssa. Vastaavasti määritel-

lään loputkin pääkomponentit, joita voidaan saada niin monta kuin alkuperäisessä aineis-

tossa on muuttujia. [56]

Pääkomponenttien latauksiksi kutsutaan kovarianssimatriisin ominaisarvoja, jotka saa-

daan maksimoimalla kaavan 4.7 mukainen varianssi. Latausten perusteella voidaan ar-

vioida pääkomponenttien hyvyyttä, sillä lataukset kertovat sekä komponentin että muuttu-

jan hyvyydestä. [52] Ensimmäisen pääkomponentin lataus lasketaan maksimoimalla va-

rianssi Var(β1
′X). Latauksen ratkaisemiseksi tarvitaan jokin ehto, joka voi olla esimerkik-

si se, että muuttujan β1 neliösumma on yksi. Ehto on tällöin matemaattisessa muodossa
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β1
′β1 = 1.

Varianssi voidaan kirjoittaa

Var(β1
′X) = β1

′Σβ1,

missä Σ on satunnaisvektorin X tunnettu kovarianssimatriisi ja β1 on kovarianssimatriisin

suurinta ominaisarvoa vastaava vektori. [56]

Maksimointiongelma saadaan ratkaistua Lagrangen kertoimia hyödyntäen. Lagrangen

funktio on muotoa

L(X,β1, λ) = β1
′Σβ1 − λ(β1

′β1 − 1),

missä λ on Lagrangen kerroin. Ääriarvokohdat saadaan yhtälöstä

Σα1 − λα1 = (Σ− λIp)α1 = 0, (4.6)

missä α1 on kovarianssimatriisin Σ ominaisvektori, λ on kovarianssimatriisin Σ ominai-

sarvo ja Ip on p× p -identiteettimatriisi. Kaavan 4.6 toisesta yhtälömuodosta huomataan,

että kyseessä on yhtälö, jonka avulla voidaan määrittää kovarianssimatriisin Σ ominaisar-

vo λ. Maksimoitu varianssi voidaan nyt kirjoittaa ominaisarvon ominaisuuksia hyödyntäen

V ar(β1
′X) = β1

′Σβ1 = β1
′λβ1 = λβ1

′β1 = λ (4.7)

niin, että λ on mahdollisimman suuri. Koska β1
′ on suurinta ominaisarvoa vastaava omi-

naisvektori, niin suurin ominaisarvo merkitään yleensä λ1:ksi. Yleisesti muidenkin pää-

komponenttien lataukset saadaan laskettua vastaavasti

V ar(βk
′X) = λk,

missä λk on kovarianssimatriisin Σ k:nneksi suurin ominaisarvo, joka kertoo k:nnen pää-

komponentin varianssin suuruuden, ja βk on tätä ominaisarvoa vastaava ominaisvektori.

[56]

Muuttujat eivät usein ole optimaalisessa asennossa pääkomponenttien suhteen, minkä

vuoksi akseleita voidaan kääntää tarkoituksena saada muuttujat latautumaan mahdolli-

simman hyvin pääkomponenteille. Kääntö tapahtuu erilaisten rotaatioiden avulla. SPSS-

ohjelmisto valitsee automaattisesti oikean käsittelytavan, mikäli rotaatio halutaan suorit-
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taa. Suorakulmaista rotaatiota käytettäessä oletetaan dimensioiden olevan toisistaan riip-

pumattomia. Vinokulmainen rotaatio puolestaan mahdollistaa dimensioiden keskinäisen

korrelaation. [52]

4.4 Mediaanien eroa mittaavat testit

Keskiarvojen erojen testaamiseen voidaan käyttää sekä parametrisia että parametritto-

mia testejä riippuen tutkimustilanteesta. Yleisesti parametrittomat testit soveltuvat parem-

min pienille otosko’oille, kun taas parametrisia testejä suositaan suurempien otoksien ta-

pauksissa. Parametriset testit, kuten t-testi, edellyttävät muun muassa otoksen populaa-

tion olevan normaalijakautunut. Mikäli otoksen populaation normaalisuudesta ei voida olla

varmoja, niin varmin keino on käyttää non-parametrisia testejä. [52] Tässä tutkimuksessa

käytettiin non-parametrisia Mann-Whitneyn, Wilcoxonin ja Kruskal-Wallisin testejä. Näi-

den testien käyttötarkoitukset ja keskeisimmät tunnusluvut on esitetty alaluvuissa 4.4.1,

4.4.2 ja 4.4.3.

4.4.1 Wilcoxonin testi

Wilcoxonin testillä mitataan kahden riippuvan otoksen välistä eroa. Tämä tarkoittaa esi-

merkiksi alkutesti-lopputesti -tilanteita, joissa saman otoksen tulosta tietyssä ominaisuu-

dessa tarkastellaan kaksi kertaa.

Wilcoxonin testisuureen T ratkaisemiseksi kahden testituloksen väliset erotukset järjes-

tetään itseisarvojensa mukaan suuruusjärjestykseen. Tämän jälkeen lasketaan yhteen

positiivisten erotusten järjestysnumerot, jolloin saadaan ratkaistua summa
∑︁

R+. Vas-

taavasti lasketaan myös negatiivisten erotusten järjestysnumerot yhteen, jolloin saadaan

summa
∑︁

R−. Wilcoxonin testin testisuureeksi T valitaan aina pienempi luvuista
∑︁

R−

ja
∑︁

R+. [58]

Kun otoskoko on yli 20, ajatellaan otoksen olevan normaalijakautunut. Tällöin keskiarvo

x̄T lasketaan kaavalla

x̄T =
N(N + 1)

4
, (4.8)

missä N on otoskoko. Keskihajonta sT puolestaan saadaan seuraavasti

sT =

√︃
N(N + 1)(2N + 1)

24
, (4.9)

kun N kuvaa otoskokoa. Sekä keskiarvoa että keskihajontaa tarvitaan Wilcoxonin tes-

tin z-arvon laskemiseen. z-arvo on tärkeä, koska se kertoo, voidaanko nollahypoteesi eli
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Wilcoxonin testin tapauksessa se, että ryhmän suoriutumisessa alkutestissä ja loppu-

testissä ei ole eroa, hylätä tietyllä luottamustasolla. z-arvoa käytetään myös efektikoon

laskemiseen. Wilcoxonin testin z-arvo saadaan laskettua kaavalla

z =
T − x̄T

sT
,

missä T on se järjestyslukujen summa, kumpi on pienempi, x̄T on kaavan 4.8 mukaan

laskettu keskiarvo ja sT on kaavan 4.9 mukaan laskettu keskihajonta. [58]

4.4.2 Mann-Whitneyn U-testi

Mann-Whitneyn U-testiä käytetään, kun mitataan kahden vertailtavan ryhmän välistä eroa

riippuvassa muuttujassa, joka on vähintään järjestysasteikollinen. Erityisesti järjestysas-

teikollisten muuttujien tapauksessa Mann-Whitneyn U-testiä pidetään todella tehokkaana.

[52]

Testisuureen U ratkaisemiseksi koko aineisto laitetaan tutkittavan muuttujan suhteen suu-

ruusjärjestykseen. Tämän jälkeen jokaiselle havainnolle annetaan oma järjestysnumero

R. [52] [58] Vertailtavista ryhmistä ensimmäisen U -arvo saadaan ratkaistua seuraavasti

U1 = N1N2 +
N1(N1 + 1)

2
−
∑︂

R1,

missä N1 on ensimmäisen ryhmän otoskoko, N2 on toisen ryhmän otoskoko ja
∑︁

R1

on ensimmäisen ryhmän järjestysnumeroiden summa. Toisen ryhmän U-arvo lasketaan

vastaavasti

U2 = N1N2 +
N2(N2 + 1)

2
−
∑︂

R2,

missä N1 on ensimmäisen ryhmän otoskoko, N2 on toisen ryhmän otoskoko ja
∑︁

R2 on

toisen ryhmän järjestysnumeroiden summa. Testiarvoksi valitaan aina pienempi luvuista

U1 ja U2. [58]

Otoskokojen ollessa suuret, käytetään merkitsevyystason laskuissa usein apuna normaa-

lijakaumaa [52] [58]. Mann-Whitneyn testin kannalta olennaisen z-arvon laskemiseen tar-

vitaan keskiarvoa x̄U ja keskihajontaa sU . z-arvo kertoo, voidaanko nollahypoteesi eli

Mann-Whitneyn testin tapauksessa se, että ryhmien välillä ei ole eroa, hylätä tietyllä luot-

tamustasolla. Keskiarvo x̄U lasketaan seuraavasti

x̄U =
N1N2

2
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ja keskihajonta saadaan kaavasta

sU =

√︃
N1N2(N1 +N2 + 1)

12
,

missä N1 ja N2 ovat ryhmien otoskoot.

Haluttu z-arvo saadaan nyt laskettua seuraavasti

z =
min(U1, U2)− x̄U

sU
.

Nollahypoteesin hylkäämispäätöksen lisäksi z-arvoa voidaan käyttää myös efektikoon las-

kemiseen. [58]

4.4.3 Kruskal-Wallisin H-testi

Kruskal-Wallisin H-testiä käytetään, kun mitataan useamman kuin kahden vertailtavan

ryhmän välistä eroa riippuvassa muuttujassa, joka on vähintään järjestysasteikollinen.

Testi soveltuu siis vastaavanlaisten tilanteiden tarkasteluun kuin Mann-Whitneyn U-testi,

mutta Kruskal Wallisin H-testillä vertaillaan useamman kuin kahden ryhmän välistä eroa.

Testisuureen H ratkaisemiseksi koko aineisto laitetaan tutkittavan muuttujan suhteen suu-

ruusjärjestykseen, minkä jälkeen jokaiselle havainnolle annetaan oma järjestysnumero R.

Testisuure H saadaan ratkaistua kaavalla

H =
12

N(N + 1)

k∑︂
i=1

R2
i

n2
i

− 3(N + 1),

missä N on koko otoksen otoskoko, Ri on i:nnen ryhmän järjestysnumeroiden summa ja

ni on i:nnen ryhmän otoskoko. [58]

Mikäli aineistossa on paljon samoja arvoja, minkä vuoksi useampi ryhmien jäsen saa

samoja järjestysnumeroita, on testisuureelle H syytä tehdä korjaus. Tämä tapahtuu kor-

jaustermin CH avulla. Korjaustermi lasketaan seuraavasti

CH = 1−
∑︁

(T 3 − T )

N3 −N
,

missä T on niiden arvojen lukumäärä, jotka saavat saman järjestysnumeron ja N on

koko otoksen otoskoko. Korjattu testisuure Hc saadaan ratkaistua jakamalla alkuperäinen

testisuure H korjaustermillään CH seuraavasti
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Hc =
H

CH

.

Kun tiedetään vapausaste, joka on Kruskal-Wallisin testissä k−1, missä k on vertailtavien

ryhmien määrä ja haluttu luottamustaso α, niin tiedetään myös kriittinen arvo korjatulle

testisuurelle Hc. Mikäli kriittinen arvo on pienempi tai yhtä suuri kuin korjatun testisuureen

arvo Hc, niin nollahypoteesi voidaan hylätä, mikä tarkoittaa ryhmien välillä olevan eroa.

[58]
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5. TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

Tässä luvussa esitellään tutkimuksen kulku. Ensimmäiseksi perehdytään tutkimuksen

kohteena olleiden opintojaksojen järjestelyihin, sillä osa opiskelijoista osallistui perintei-

seen luentototeukseen, kun puolestaan osa osallistui niin sanottuun flippausopetukseen.

Tässä luvussa esitellään myös tutkimusaineisto, joka sisältää muun muassa näillä opin-

tojaksoilla osaamisen tason mittauksessa tenttien ohella käytetyt testit, joita ovat pe-

rustaitotesti Insinöörimatematiikan perusteet -kurssilla ja lähtötasotesti Differentiaali ja

-integraalilaskennan kurssilla. Näiden lisäksi tässä luvussa kerrotaan missä tilanteissa

mitäkin tutkimusmenetelmiä käytettiin.

5.1 Opintojaksojen järjestelyt

Insinöörimatematiikan perusteet -opintojakso sekä Differentiaali- ja integraalilaskenta -

opintojakso järjestettiin sekä luentototeutuksena että flippaustoteutuksena. Molemmat

opintojaksot kestivät yhden periodin eli kahdeksan viikon ajan, joista viimeisellä viikol-

la oli enää tentti. Suuri ero luentototeutuksen ja flippaustoteutuksen välillä oli se, että

flippaustoteutuksella varsinaisia luentoja ei järjestetty. Sen sijaan flippaustoteutuksessa

opettaja keskusteli jokaisen kuudesta kymmeneen henkilön kokoisen pienryhmän kanssa

viikoittain 30 minuuttia, joka mahdollisti opiskelijoille paremmin itselle epäselviksi jääneis-

tä aiheista kysymisen. Molempien toteutuksien opiskelijat tekivät sekä Insinöörimatema-

tiikan perusteet -kurssiin liittyvän perustaitotestin että Differentiaali- ja integraalilaskenta

-kurssiin liittyvän lähtötasotestin.

Luentototeutukseen osallistuneilla opiskelijoilla oli molemmilla kursseilla kolme kahden

tunnin tunnin luentoa ja yhdet kahden tunnin laskuharjoitukset viikossa. Kurssin arvo-

sana Insinöörimatematiikan perusteet -opintojaksolla määräytyi joko pelkän tentin perus-

teella tai tentin ja harjoituspisteiden yhteistuloksena, jolloin sekä harjoituspisteet että tent-

ti muodostivat 50% opiskelijan arvosanasta. Differentiaali- ja integraalilaskenta -kurssilla

puolestaan arvostelu perustui viikkoharjoituksiin, välikokeisiin ja harjoitustyöhön, joista

viikkoharjoitusten osuus oli noin puolet arvosanasta. Molemmilla kursseilla oli tehtävänä

sekä paperi- että verkkotehtäviä. Insinöörimatematiikan perusteet -kurssilla oli tehtävänä

kuusi tehtävää viikossa niin paperille kuin verkkoonkin, kun taas Differentiaali- ja integraa-

lilaskennan kurssilla oli paperitehtäviä viikoittain kahdeksan ja verkkotehtäviä kymmenen.
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Molemmilla kursseilla myös itsearvioitiin ja vertaisarvioitiin tehtäviä viikoittain.

Flippaustoteutuksessa opiskelijat opiskelivat uuden asian kotonaan kirjan, luentomonis-

teen tai opetusvideoiden avulla, jonka jälkeen tehtäviä voitiin tehdä pienissä ryhmissä

vielä laskuharjoituksissa. Suuressa roolissa olivat esimerkiksi käsitteenmuodostustehtä-

vät, jotka sisältyivät verkkotehtäviin. Käsitteenmuodotustehtävien avulla opiskelijat pyrit-

tiin saamaan perehtymään käsiteltävään aihepiiriin ja materiaaliin itsenäisesti. Näiden

tehtävien vastauksia seuraamalla pystyi huomaamaan hyvin, ovatko opiskelijat ymmärtä-

neet käsitteiden merkityksen. Ylipäätään opiskelijoille annettu tehtävien määrä flippausto-

teutuksessa oli selkeästi suurempi kuin luentototeutuksessa. Suurempi tehtävien määrä

perusteltiin sillä, että näiden tekemiseen kuluva aikaa korvaa luentototeutuksella luen-

toihin kuluneen ajan. Flippaustoteutuksessa Insinöörimatematiikan perusteet -kurssilla

kurssin aikana tehty portfolio ja tehtävät arviointeineen tuottivatkin 70% kurssin arvosa-

nasta ja tentti näin ollen vain 30% kurssin arvosanasta. Vastaavasti Differentiaali- ja inte-

graalilaskennan kurssin arvosanaan vaikuttivat flippaustoteutuksen opiskelijoilla kurssilla

tehdyt tehtävät, harjoitustyö sekä osaamistestien tulokset. Flippaustoteutuksessa oppimi-

nen oli enemmän opiskelijalähtöistä kuin luentototeutuksessa, jossa oppiminen on varsin

opettajajohtoista.

5.2 Tutkimusaineisto

Tutkimuksessa käytetty aineisto koostuu lukuvuoden 2020-2021 alussa ensimmäisen ma-

tematiikan kurssin yhteydessä tehdystä perustaitotestistä, ensimmäisen matematiikan

kurssin eli Insinöörimatematiikan perusteet -kurssin tenttiarvosanoista, kolmannen ma-

tematiikan kurssin eli Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssin kurssiarvosanoista se-

kä sen yhteydessä tehdystä lähtötasotestistä vuoden 2021 alussa. Ensimmäisen mate-

matiikan kurssin alussa tehty perustaitotesti ja kolmannen matematiikan kurssin alussa

suoritettu lähtötasotesti koostuivat 16 tehtävästä, joista kahdeksan eli puolet oli samoja

molemmissa testeissä. Tehtävien vastaavuudet on esitetty taulukossa 5.1.

Perustaitotestin kaikki tehtävät olivat lukiotasoisia, kun taas lähtötasotestissä mitattiin

myös yliopistossa eteen tulleiden uusien aihepiirien hallintaa. Jokaisesta tehtävästä oli

mahdollista saada enintään yksi piste, mutta osa tehtävistä sisältää myös alakohtia, jon-

ka vuoksi niistä oli mahdollista saada myös kokonaisluvuista poikkeavia pistemääriä. Yksi

versio perustaitotestistä on esitetty liitteessä A ja yksi versio lähtötasotestistä on esitet-

ty liitteessä B. Tutkimuksen tuloksia on käsitelty anonyymisti ja vain niiden opiskelijoiden

osalta, jotka antoivat tutkimusluvan sitä kysyttäessä.

Tutkimuksen lopullisessa aineistossa on vain niiden opiskelijoiden tulokset, jotka olivat

vastanneet sekä perustaitotestiin ja Insinöörimatematiikan perusteiden tenttiin että lähtö-

tasotestiin ja Differentiaali- ja integraalikurssin tenttiin. Näiden lisäksi opiskelijalta tarvittiin

tutkimuslupa. Tarkemmat tiedot tutkimukseen osallistuneiden opiskelijoiden määrästä on
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Taulukko 5.1. Perustaitotestin (PTT) ja lähtötasotestin (LTT) toisiaan vastaavat tehtävät.

PTT:n tehtävä LTT:n tehtä-
vä

3 1

6 2

8 3

12 4

13 5

14 6

15 7

16 8

esitetty taulukossa 5.2.

Taulukko 5.2. Tietoja tutkimukseen osallistuneista opiskelijoista.

Opiskelijoiden
lukumäärä

Miehet Naiset

Luentototeutus 183 127 56

Flippaustoteutus 237 172 64

Yhteensä 420 299 120

Yksi vastaajista ei halunnut kertoa sukupuoltaan. Taulukosta nähdään, että flippaustoteu-

tukseen osallistui suhteellisesti tarkasteltuna hieman enemmän miehiä kuin luentototeu-

tukseen. Miesten osuus flippaustoteutuksen osallistujista oli noin 73% ja luentototeutuk-

sen osallistujista noin 70%, kun naisilla vastaavat luvut puolestaan olivat 27% ja 30%.

5.3 Tutkimusmenetelmät

Aluksi perustaitotestin ja lähtötasotestin tehtävät jaoteltiin ryhmiin oman tehtävätyyppi-

tarkastelun ja pääkomponenttianalyysin avulla. Tällä tavalla saatiin kaksi vaihtoehtoista

ryhmittelyä tehtäville, joita voitiin käyttää apuna myöhemmin muissa analysointiosioissa

tarpeen mukaan.

Tämän jälkeen eri tehtävätyyppien vaikeutta vertailtiin eri osa-alueiden tehtävistä saa-

tujen pistekeskiarvojen avulla. Tätä varten luotiin keskiarvosummamuuttujat eri tehtävä-

tyyppien tehtäville sekä perustaitotestin että lähtötasotestin tehtävien osalta. Pistekes-

kiarvoja ja niiden eroja vertailtiin myös eri toteutuksien ja sukupuolien välillä, jotta nähtiin

olivatko tietyt tehtävätyypit vaikeampia tietylle ryhmälle tai sukupuolelle. Tähän tarkoituk-

seen käytettiin Mann-Whitneyn U-testiä. Mann-Whitneyn testi on parametriton ja toimii

näin ollen, vaikka kyseessä ei olekaan normaalijakauma. [52]
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Opiskelijoiden kehityksen mittaamiseen käytettiin Wilcoxonin testiä, jolla mitattiin saman

ihmisryhmän tuloksia samoista tehtävistä kahdella eri suorituskerralla. Kehitystä arvioi-

tiin pistekeskiarvojen ja testistä saatujen p-arvojen sekä testitulosten pohjalta laskettu-

jen efektikokojen avulla. Eri toteutustapojen ja sukupuolien välisen kehityseron vertailuun

käytettiin Mann-Whitneyn U-testiä.

Opiskelijoiden menestymistä differentiaali- ja integraalikurssilla pyrittiin ennustamaan pe-

rustaitotestin ja lähtötasotestin tuloksien perusteella. Ennustamista varten luotiin malli

multinomiaalisella logistisella regressioanalyysilla. Malli luotiin sekä käyttäen selittävinä

muuttujina kaikkia perustaitotestin ja lähtötasotestin tehtäviä että hyödyntäen aiemmin

pääkomponenttianalyysin avulla saatuja ryhmiä selittävinä muuttujina.

Menestymistä kursseilla tarkasteltiin myös jakamalla perustaitotestin ja lähtötasotestin

tuloksien perusteella opiskelijat kolmeen tasoryhmään. Kruskal-Wallisin H-testillä pyrittiin

selvittämään onko näiden tasoryhmien välillä eroa kurssimenestyksessä. Lisäksi menes-

tymistä sekä insinöörimatematiikan perusteet -kurssilla että differentiaali- ja integraalilas-

kennan opintojaksolla tarkasteltiin jakamalla opiskelijat perustaitotestin ja lähtötasotestin

yksittäisten tehtävien osaamisen perusteella kahteen ryhmään. Ryhmien välisiä osaami-

seroja kurssien osaamista mittaavissa testeissä ja kurssiarvosanoissa tarkasteltiin Mann-

Whitneyn U-testillä.
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6. TUTKIMUKSEN TULOKSET JA NIIDEN ANALYSOINTI

Tässä luvussa esitellään tutkimuksen tulokset ja tutustutaan niihin tarkemmin. Ensimmäi-

sessä alaluvussa jaotellaan perustaitotestin (PTT) ja lähtötasotestin (LTT) tehtävät eri ka-

tegorioihin niiden tehtävätyypin mukaan, jotta voidaan tarkastella opiskelijoiden osaamis-

tasoa ja kehitystä eri aihepiirien välillä. Ensimmäisessä alaluvussa vastataan myös en-

simmäiseen tutkimuskysymykseen eli siihen, mitkä matematiikan osa-alueet olivat opis-

kelijoille vaikeimpia perustaitotestissä ja lähtötasotestissä. Toisessa alaluvussa paneu-

dutaan opiskelijoiden mahdolliseen kehitykseen perustaitotestin ja lähtötasotestin välillä

sekä tarkastellaan, onko luento- ja flippaustoteutus tai sukupuoli vaikuttanut opiskelijoi-

den kehitykseen eri tavoin. Kolmannessa alaluvussa pohditaan vielä perustaitotestin ja

lähtötasotestin tuloksien yhteyttä matematiikan kursseilla menestymiseen.

6.1 Opiskelijoiden matematiikan taidot osa-alueittain

Perustaitotestin ja lähtötasotestin tehtävät jaoteltiin eri osa-alueisiin sekä pääkomponent-

tianalyysin että tutkijan suorittaman tehtävätyyppitarkastelun keinoin. Pääkomponenttia-

nalyysin avulla 32 alkuperäisestä muuttujasta saatiin muodostettua 12 pääkomponent-

tia, jotka selittävät 57,0 % muuttujien varianssista, kun ominaisarvon raja-arvoksi valit-

tiin yleisesti käytetty arvo 1,0. Pääkomponenttianalyysissa käytettiin muuttujina testien

sisältämiä 32 tehtävää. Puolet muuttujista olivat siis perustaitotestin tehtäviä (P1-P16) ja

puolet muuttujista koostuivat lähtötasotestin tehtävistä (L1-L16). Korrelaatiomatriisin so-

veltuvuutta pääkomponenttianalyysiin testattiin Kaiserin testillä (0,713) ja Bartlettin svää-

risyystestillä (p < 0,001). Kyseisten testien teoriaa avattiin tarkemmin sivuilla 36-37. Tes-

tien tuottamien arvojen mukaan korrelaatiomatriisi soveltuu hyvin pääkomponenttianalyy-

siin. Kommunaliteetti on luku nollan ja yhden väliltä, joka kertoo, kuinka suuren osuuden

muuttuja selittää jostakin pääkomponentista. Se lasketaan eri pääkomponenteille tulevien

yksittäisten muuttujien latausten neliöiden summana. Mitä lähempänä kommunaliteetti on

arvoa 1, sitä paremmin kyseinen muuttuja selittää kyseistä pääkomponenttia. Muuttujien

kommunaliteeteiksi saatiin varsin korkeita arvoja, jotka vaihtelivat välillä 0,34 - 0,73, mikä

tarkoittaa muuttujien mittaavan pääkomponentteja varsin luotettavasti. [52] Kuvassa 6.1

on esitetty kaikkien komponenttien ominaisarvot suuruusjärjestyksessä.

Kuten kuvasta 6.1 havaitaan, niin ominaisarvojen suuruudessa ei tapahdu missään koh-
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Kuva 6.1. Pääkomponenttien ominaisarvot suuruusjärjestyksessä.

dassa selkeää pudotusta, minkä vuoksi ei kannata pysyä juuri 12:sta komponentin va-

linnassa kiinni kovin tiukasti. Esimerkiksi nostamalla ominaisarvon raja-arvo arvoon 1,5

saataisiin 32 muuttujaa jaettua vain kolmeen pääkomponenttiin, mutta tällöin kommuna-

liteetit laskevat niin alhaisiksi, että pääkomponenttien tarkastelu ei ole kovin luotettavaa.

Tämän vuoksi pitäydyttiin 12 pääkomponentin valinnassa, jolloin suorakulmaisen Varimax

-rotaation avulla saatu rotatoitu komponenttimatriisi oli taulukon 6.1 mukainen.

Taulukosta 6.1 nähdään, että osa muuttujista on jakautunut useammalle kuin yhdelle

pääkomponentille hyväksyessämme vain lataukset, joiden arvo on suurempi kuin 0,30.

Kun muuttuja on latautunut useammalle pääkomponentille, on pohdittava, mille pääkom-

ponentille muuttuja halutaan sijoittaa. Lähtökohtaisesti muuttuja kannattaa sijoittaa sille

komponentille, missä sen lataus on arvoltaan suurin, ja niin tehtiin tälläkin kerralla. Tau-

lukossa on tummennettu niiden alkioiden arvot, joille muuttujat sijoitettiin. On myös syytä

huomioida, että kahdennentoista komponentin latauksista kaksi on negatiivisia. Kompo-

nentti olisi mahdollista kääntää, jolloin latausten arvojen merkit muuttuisivat, mutta nyt

sitä ei tehdä, koska halutaan pitää itseisarvoltaan suurin lataus positiivisena. Pääkompo-

nenttianalyysilla testien tehtävät saatiin siis jaettua taulukon 6.2 mukaisiin ryhmiin.

Taulukosta 6.2 nähdään, että pääkomponenttianalyysin tuloksena saadut ryhmät koostu-

vat 1-5 tehtävästä. Usea muuttuja on kuitenkin latautunut kahdelle tai kolmelle komponen-

tille varsin tasaisesti, jonka takia kyseisen muuttujan sijoittaminen vain yhteen ryhmään

on hieman kyseenalaista. Kuvassa 6.2 on havainnollistettu pääkomponenteille latautunei-

den muuttujien sijaintia.

Tarkastelemalla kuvaa 6.2 huomataan, kuinka lähellä toisiaan muuttujat oikeasti ovat.
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Taulukko 6.1. Rotatoitu komponenttimatriisi.

Komponentti

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P1 ,750

P2 ,548

P3 ,407 ,311 ,339

P4 ,747

P5 ,447 ,336

P6 ,303

P7 ,802

P8 ,691

P9 ,485 ,379

P10 ,561 -,340

P11 ,533

P12 ,762

P13 ,677

P14 ,486 ,375

P15 ,549

P16 ,481

L1 ,689

L2 ,394 ,362

L3 ,673

L4 ,680

L5 ,722

L6 ,623

L7 ,461

L8 ,318 ,473

L9 ,407 ,392

L10 ,732

L11 ,410 ,309 -,463

L12 ,673

L13 ,446

L14 ,327 ,656

L15 ,606

L16 ,758

Koska muuttujat ovat niin lähellä toisiaan, ei niistä saa muodostettua kovinkaan selkeäs-
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Taulukko 6.2. Perustaitotestin (P) ja lähtötasotestin (L) tehtävät jaoteltuna pääkompo-
nenttianalyysin avulla.

Ryhmä Tehtävä

R1 P3, P12, P13, P16

R2 P15, L7, L11, L12, L13

R3 L2, L9, L10, L15, L16

R4 L4, L5

R5 L3, L6

R6 P5, P8, P9

R7 P2, P6, L1, L8

R8 P4

R9 P10, L10

R10 P1, P14

R11 P7, P11

R12 L14

ti toisistaan eroavia pääkomponentteja. Niinpä perustaitotestin ja lähtötasotestin tehtävät

jaoteltiin pääkomponenttianalyysin tuottamien komponenttien sijaan kymmeneen eri aihe-

piiriin oman tehtävätyyppitarkastelun perusteella. Tämän perusteella testit jakautuivat ai-

hepiireihin, jotka ovat peruslaskutoimitukset, itseisarvolaskut, funktiot, yhdistetyt funktiot,

yhtälöt, eksponenttiyhtälöt, trigonometria, derivointi, integrointi ja matriisilaskenta. Perus-

laskutoimitukset käsittävät sijoittamis- ja sieventämistehtäviä luvuilla laskemisen lisäksi.

Taulukossa 6.3 on esitetty molempien testien tehtävät jaoteltuna eri matematiikan osa-

alueisiin.

Taulukko 6.3. Perustaitotestin (P) ja lähtötasotestin (L) tehtävät osa-alueittain.

Osa-alue Tehtävä

Peruslaskutoimitukset P1, P2, P5, P11

Itseisarvolaskut P3, L1

Funktiot P4, L9, L10

Yhdistetyt funktiot P6, L2

Yhtälöt P7, P8, P9, P10, L3

Eksponenttiyhtälöt P16, L8, L11

Trigonometria P12, P13, L4, L5

Derivointi P14, L6, L12

Integrointi P15, L7, L13

Matriisilaskenta L14, L15, L16

Kuten taulukosta nähdään, niin tehtävätyypit vaihtelevat perustaitotestin ja lähtötasotes-
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Kuva 6.2. Muuttujien sijainti rotatoidussa avaruudessa.

tin välillä. Esimerkiksi kaikki tutkimuksessa peruslaskutoimitusten alle määritellyt tehtävät

ovat perustaitotestin tehtäviä. Vastaavasti kaikki matriiseihin liittyvät tehtävät ovat lähtö-

tasotestin tehtäviä, sillä ne tulevat yliopistossa opiskelijoille uutena asiana, jonka vuoksi

niiden hallintaa ei testata ollenkaan vielä yliopisto-opintojen alkuvaiheen perustaitotestis-

sä. Muista osa-alueista on kuitenkin tehtäviä niin perustaitotestissä kuin lähtötasotestis-

säkin. On kuitenkin muistettava, että vaikka puolet testien tehtävistä vastaavatkin toisia,

niin kaikki tehtävät perustaitotestin ja lähtötasotestin välillä eivät ole vaatimustasoltaan

vastaavia, vaan lähtötasotestissä oletetaan opiskelijoiden omaksuneen jo joitain asioita

kahden ensimmäisen yliopistossa käydyn matematiikan kurssin jäljiltä.

Luvussa 3.4 esiteltiin Kilpatrickin ym. matemaattisen osaamisen malli, jossa matemaat-

tinen osaaminen jaettiin viiteen osa-alueeseen: käsitteelliseen ymmärtämiseen, prose-

duraaliseen sujuvuuteen, strategiseen kompetenssiin, mukautuvaan päättelyyn ja yritte-

liäisyyteen. Perustaitotesti ja lähtötasotesti koostuvat kuitenkin vain tehtävätyypeistä, jot-

ka opiskelijan oletetaan jo entuudestaan hallitsevan varsin hyvin ja toisaalta opiskelijal-

ta vaaditaan vain oikeaa vastausta kattavien perustelujen sijaan, koska testit on haluttu
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tehdä automaattisesti arvioitaviksi. Niinpä nämä testit mittaavat oikeastaan vain käsitteel-

lisen ymmärtämisen ja proseduraalisen sujuvuuden taitoja. Käsitteellistä ymmärtämistä

opiskelija tarvitsee tiedostaakseen, mitä häneltä kysytään ja miten eri käsitteet ovat yh-

teydessä toisiinsa. Entuudestaan tuttujen aihepiirien tehtävien ratkaiseminen puolestaan

testaa proseduraalista sujuvuutta eli sitä, kuinka hyvin opiskelija osaa käyttää omia tai-

tojaan joustavasti erilaisissa tilanteissa, kun testiin käytettävä aika on rajallinen. Strategi-

nen kompetenssi, mukautuva päättely ja yritteliäisyys jäävät näissä testeissä sivurooliin,

vaikka etenkin opiskelijat, joilla on puutteita joidenkin aihealueiden tehtävien hallinnassa,

saattavatkin joutua turvautumaan myös näihin matemaattisen osaamisen osa-alueisiin.

Taulukossa 6.4 on esitetty sekä perustaitotestin että lähtötasotestin tulokset aritmeettisen

keskiarvon x̄ avulla niin miesten, naisten kuin koko otoksen osalta aihepiireittäin. Lisäksi

taulukossa on miesten ja naisten välistä eroa kuvaava p-arvo, joka on laskettu Mann-

Whitneyn U-testillä.

Taulukko 6.4. Miesten ja naisten menestyminen perustaitotestin (PTT) ja lähtötasotestin
(LTT) eri osa-alueissa tarkasteltuna aritmeettisen keskiarvon x̄ avulla.

PTT LTT

Tehtävätyyppi x̄,
kaikki

x̄,
mie-
het

x̄,
nai-
set

p x̄,
kaikki

x̄,
mie-
het

x̄,
nai-
set

p

Peruslaskutoimitukset 0,8984 0,8946 0,9068 0,474 - - - -

Itseisarvolaskut 0,8167 0,7993 0,8583 0,159 0,9214 0,9298 0,9083 0,456

Funktiot 0,8857 0,8763 0,9083 0,352 0,4768 0,4676 0,4996 0,309

Yhdistetyt funktiot 0,7357 0,7157 0,7833 0,157 0,9024 0,9064 0,9000 0,842

Yhtälöt 0,8685 0,8579 0,8938 0,108 0,9071 0,9064 0,9083 0,950

Eksponenttiyhtälöt 0,5833 0,5786 0,5917 0,806 0,7417 0,7157 0,8083 0,009

Trigonometria 0,4214 0,4214 0,4208 0,965 0,6750 0,6906 0,6417 0,264

Derivointi 0,9286 0,9331 0,9167 0,556 0,7905 0,7876 0,8000 0,595

Integrointi 0,3571 0,3311 0,4250 0,070 0,5262 0,5167 0,5500 0,342

Matriisilaskenta - - - - 0,4308 0,4360 0,4193 0,423

Yhteensä 0,7636 0,7554 0,7829 0,070 0,6527 0,6504 0,6608 0,430

Taulukosta 6.4 nähdään, että perustaitotestissä erityisen vaikeita osa-alueita opiskelijoille

olivat integrointi (0,36) ja trigonometria (0,42). Myös eksponenttiyhtälöt (0,58) ja yhdis-

tetyt funktiot (0,74) erottuvat muita osa-alueita alhaisemmilla tuloksillaan. Myllykosken,

Mattilan, Alilöytyn, Kaarakan ja Viron tekemän tutkimuksen mukaan vuosina 2010-2017

trigonometria, derivointi ja logaritmit ovat olleet vaikeimpia osa-alueita perustaitotestissä

[19]. Tätä tietoa vasten opiskelijoiden vaikeudet trigonometriassa ja eksponenttiyhtälöis-

sä olivat varsin odotettuja. Kuitenkin verrattuna vuosien 2010-2017 tuloksiin näyttää siltä,

että perustaitotestin kohdalla integrointitehtävät ovat menneet poikkeuksellisen heikosti
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vuonna 2020, kun puolestaan aikaisemmin vaikeuksia tuottaneet derivointitehtävät on-

nistuivat opiskelijoilta todella hyvin. Kehitys on siinä mielessä kummallinen, että vuosien

2010-2017 aikana eri osa-alueiden osaamisjärjestys on säilynyt suurin piirtein samana,

vaikka vuositasolla tehtävien suorituksessa onkin ollut suuria eroja.

Lähtötasotestin tuloksia tarkasteltaessa puolestaan funktiot (0,48), integrointi (0,53) ja

matriisilaskenta (0,43) nousevat esiin heikoimmin hallittavina osa-alueina. Funktiotehtä-

vien keskiarvopisteiden romahdus perustaitotestistä lähtötasotestiin johtunee siitä, että

lähtötasotestissä funktioiden osaamista testattiin tehtävillä, joissa opiskelijalta vaadittiin

hyvää käsitteellistä ymmärtämistä, kun puolestaan perustaitotestissä funktioiden osaa-

mista mittaavassa tehtävässä opiskelijalta ei vaadittu kuin valmiin lausekkeen arvon rat-

kaisemista. Integrointitehtävät puolestaan olivat vaikeita jo perustaitotestissä. Lähtötaso-

testissä integrointitehtävistä saatujen pisteiden keskiarvo nousi kuitenkin huomattavasti

perustaitotestin arvosta 0,33 arvoon 0,53, mikä kertoo integrointiosaamisen parantumi-

sesta yliopisto-opintojen aikana. Eri osa-alueiden tulosten kehittymisestä tarkemmin lu-

vussa 6.2. Matriisilaskenta tuli yliopistossa toisella matematiikan kurssilla opiskelijoille

uutena asiana, joten sitä ei testattu ollenkaan perustaitotestissä. Heikot tulokset lähtö-

tasotestissä kuitenkin kertovat, että aihepiirin hallinta ei kuitenkaan yhden opintojakson

jäljiltä ollut vielä kovinkaan hyvällä tasolla. Matriisitehtävien heikkoihin tuloksiin vaikut-

taa todennäköisesti se, että tehtävissä vaadittiin opiskelijoilta käsitteellistä ymmärtämistä

proseduraalisen sujuvuuden sijaan. Myöskin tehtävien sijoittelulla lähtötasotestin kolmek-

si viimeiseksi tehtäväksi saattaa olla oma tuloksia heikentävä vaikutuksensa.

Vertailtaessa miesten ja naisten eroja perustaitotestin tehtävissä, huomataan naisten kes-

kiarvotulosten olevan hieman parempia kuin miesten. Suurimmat erot naisten eduksi ovat

itseisarvolaskujen (0,059), yhdistettyjen funktioiden (0,068) ja integraalien (0,094) osaa-

misessa. P-arvot kuitenkin kertovat, että naisten ja miesten välinen ero osaamisessa ei

ole perustaitotestissä ollut millään osa-alueella tilastollisesti merkittävää. Lähtötasotestin

keskiarvoja vertailtaessa havaitaan, että miesten ja naisten keskiarvot ovat keskimäärin

vielä lähempänä toisiaan kuin perustaitotestissä. Kuitenkin ainoastaan eksponenttiyhtä-

löiden osaamisessa naiset olivat tilastollisesti merkitsevästi miehiä edellä.

Vertaamalla flippaustoteutukseen ja luentototeutukseen osallistuneiden opiskelijoiden pe-

rustaitotestin tuloksia, voidaan havaita, onko toisen kurssitoteutuksen opiskelijoilla ollut

korkeampi matemaattisen osaamisen taso yliopistoon tultaessa. Kun on tarkasteltu luen-

tototeutuksen ja flippaustoteutuksen opiskelijoiden menestymistä heti yliopisto-opintojen

alkuvaiheessa suoritetussa perustaitotestissä, on kiinnostavaa nähdä vastaavat tulokset

myös kolmannen matematiikan kurssin alussa suoritetussa lähtötasotestissä, jolloin kurs-

sin toteutustapa on mahdollisesti vaikuttanut opiskelijoiden oppimiseen. Taulukossa 6.5

on esitetty perustaitotestin ja lähtötasotestin osa-aluekohtaiset tulokset niin, että voidaan

tarkastella erikseen flippaustoteutukseen ja luentototeutukseen osallistuneiden opiskeli-

joiden menestystä kyseisissä testeissä.



55

Taulukko 6.5. Flippaustoteutukseen ja luentototeutukseen osallistuneiden opiskelijoiden
menestyminen perustaitotestin (PTT) ja lähtötasotestin (LTT) eri osa-alueissa.

PTT LTT

Tehtävätyyppi x̄, Flip-
paus

x̄,
Luento

p x̄, Flip-
paus

x̄,
Luento

p

Peruslaskutoimitukset 0,8950 0,9027 0,871 - - -

Itseisarvolaskut 0,8397 0,7869 0,166 0,9072 0,9399 0,217

Funktiot 0,8608 0,9180 0,068 0,4759 0,4780 0,951

Yhdistetyt funktiot 0,6835 0,8033 0,006 0,8945 0,9126 0,537

Yhtälöt 0,8470 0,8962 0,005 0,9030 0,9126 0,737

Eksponenttiyhtälöt 0,5738 0,5956 0,654 0,7363 0,7486 0,746

Trigonometria 0,4008 0,4481 0,299 0,6540 0,7022 0,197

Derivointi 0,9241 0,9344 0,683 0,7827 0,8005 0,412

Integrointi 0,3502 0,3661 0,736 0,4895 0,5738 0,011

Matriisilaskenta - - - 0,4338 0,4269 0,638

Yhteensä 0,7501 0,7810 0,025 0,6427 0,6657 0,031

Taulukosta huomataan, että luentototeutukseen osallistuneiden opiskelijoiden menestys

oli perustaitotestissä keskimäärin 0,031 -yksikköä parempaa kuin flippaustoteutukseen

osallistuneilla opiskelijoilla. Ero osaamistasossa oli tilastollisesti tarkasteltuna melkein

merkitsevä. Osaaminen ei ollut kuitenkaan tasaisesti hieman parempaa jokaisella osa-

alueella, vaan tilanne osa-alueittain vaihteli. Tilastollisesti merkitsevää ero oli vain yhdis-

tettyjen funktioiden ja yhtälöiden osaamisessa, jotka molemmat olivat vahvempia osa-

alueita luentototeutukseen osallistuneille opiskelijoille.

Lähtötasotestissä luentototeutukseen osallistuneiden opiskelijoiden keskimääräiset pis-

teet olivat 0,023 -yksikköä korkeammat kuin flippaustoteutukseen osallistuneiden opiske-

lijoiden. Tilanne ei siis merkittävästi muuttunut perustaitotestin tuloksista ja kyse on edel-

leen tilastollisesti melkein merkitsevästä erosta. Menestyminen eri osa-alueissa oli varsin

tasaista, sillä integrointi oli ainoa osa-alue, jossa oli tilastollisesti edes melkein merkitse-

vää eroa luentototeutuksen opiskelijoiden eduksi.

Vertailtaessa perustaitotestin ja lähtötasotestin tuloksia flippaustoteutuksen ja luentoto-

teutuksen osalta nousee esiin erityisesti kaksi asiaa. Perustaitotestissä luentototeukseen

osallistuneiden opiskelijoiden menestyminen yhdistettyihin funktioihin liittyvissä tehtävis-

sä oli keskimäärin 0,120 -yksikköä parempaa, mutta lähtötasotestissä tämä ero oli enää

0,018 -yksikköä. Toinen merkittävä muutos oli integraalitehtävien osaamisessa tapahtu-

nut muutos, joka oli luentototeutuksen opiskelijoilla vielä huomattavasti flippaustotetuksen

opiskelijoita suurempi. Integrointitehtävien pisteiden keskiarvo parani flippaustoteutuksen

opiskelijoilla 0,139 -yksikköä ja luentototeutuksen opiskelijoilla peräti 0,208 -yksikköä. On
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kuitenkin huomioitava, että integrointitehtävistä saatujen pisteiden määrä on noususta

huolimatta varsin alhainen.

6.2 Matematiikan taitojen kehittyminen yliopisto-opintojen alussa

Kuten luvun 6.1 yhteistuloksista nähdään, niin kokonaispisteiden keskiarvo on laske-

nut perustaitotestistä. Tämä ei johdu kuitenkaan opiskelijoiden matemaattisen osaami-

sen tason yleisestä putoamisesta vaan siitä, että perustaitotestin ja lähtötasotestin toisis-

taan eroavat tehtävät ovat lähtötasotestissä huomattavasti haastavampia. Parempi arvio

osaamistason kehittymisestä voidaankin tehdä ottamalla huomioon vain ne kahdeksan

tehtävää, jotka olivat molemmissa testeissä samat. Näiden tehtävien tuloksia vertailtiin

Wilcoxonin testin avulla ja taulukossa 6.6 on esitetty perustaitotestin ja lähtötasotestin

toisiaan vastaavat tehtävät, tehtävien välinen keskiarvotulosten erotus vähentäen lähtö-

tasotestin keskiarvosta perustaitotestin keskiarvon, Wilcoxonin testistä saadut raportoita-

vat luvut z ja p sekä efektikokoa kuvaava r-arvo, joka saatiin laskettua kaavalla

r =
z√
2N

,

missä z on testistä saatu z-arvo ja N on otoskoko. Efektikoko kertoo, kuinka suuri on

keskiarvojen välinen ero eli efekti. Kun 0, 1 < r < 0, 3, niin efekti on pieni. Efekti on

kohtalainen, kun 0, 3 < r < 0, 5. Efekti on puolestaan suuri, kun r > 0, 5. [59]

Taulukko 6.6. Opiskelijoiden matemaattisen osaamisen tason kehitys perustaitotestin ja
lähtötasotestin toisiaan vastaavissa tehtävissä.

PTT:n tehtävä / LTT:n tehtävä x̄ (erotus) z p r

3 / 1 (itseisarvolaskut) 0,1047 -4,690 <0,001 0,1618

6 / 2 (yhdistetyt funktiot) 0,1667 -6,614 <0,001 0,2282

8 / 3 (yhtälöt) 0,0452 -2,165 0,030 0,0747

12 / 4 (trigonometria) 0,2667 -8,348 <0,001 0,2880

13 / 5 (trigonometria) 0,2405 -7,426 <0,001 0,2562

14 / 6 (derivointi) 0,0381 -2,596 0,009 0,0896

15 / 7 (integrointi) 0,3858 -11,023 <0,001 0,3803

16 / 8 (eksponenttiyhtälöt) 0,2334 -8,002 <0,001 0,2761

Tarkasteltaessa perustaitotestin ja lähtötasotestin toisiaan vastaavia tehtäviä huomataan,

että opiskelijoiden tulokset ovat parantuneet perustaitotestistä lähtötasotestiin. Opiskeli-

joiden kehittyminen oli tilastollisesti erittäin merkitsevää tehtävissä 3/1 (itseisarvot), 6/2

(yhdistetyt funktiot), 12/4 (trigonometria), 13/5 (trigonometria), 15/7 (integrointi) ja 16/8

(eksponenttiyhtälöt). Tehtävässä 14/6 (derivointi) kehitys oli tilastollisesti merkitsevää. Ai-

noa tehtävä, jossa kehitys ei ollut tilastollisesti merkitsevää, oli yhtälöiden hallitsemista
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mitannut tehtävä 8/3, jossa kehitys oli vain tilastollisesti melkein merkitsevää. Efektikoko

puolestaan kertoo, että integrointitaitoa mitanneessa tehtävässä 15/7 kehitys on vaiku-

tukseltaan kohtalaista. Efekti on pieni tehtävissä 3/1, 6/2, 12/4, 13/5 ja 16/8. Tehtävissä

8/3 ja 14/6 vaikutus ei ole r-arvon mukaan merkittävää.

Vertaamalla flippaus- ja luentototeutuksien opiskelijoiden välisiä tuloksia, voidaan havaita

onko opintojakson toteutustavalla ollut vaikutusta matemaattisen osaamisen kehittymi-

seen testitehtävissä. Taulukossa 6.7 on esitetty taulukkoa 6.6 vastaavat tiedot luento- ja

flippaustoteutukseen osallistuneiden opiskelijoiden osalta.

Taulukko 6.7. Luento- (L) ja flippaustoteutukseen (F) osallistuneiden opiskelijoiden ma-
temaattisen osaamisen tason kehitys perustaitotestin ja lähtötasotestin välillä.

PTT:n
tehtävä
/ LTT:n
tehtävä

Toteutus x̄ (erotus) z p r

3 / 1 L 0,1530 -4,542 <0,001 0,2374

F 0,0675 -2,263 0,024 0,1039

6 / 2 L 0,1093 -3,162 0,002 0,1653

F 0,2110 -5,893 <0,001 0,2707

8 / 3 L -0,0109 -0,378 0,705 0,0198

F 0,0887 -3,000 0,003 0,1378

12 / 4 L 0,2732 -5,661 <0,001 0,2959

F 0,2616 -6,139 <0,001 0,2820

13 / 5 L 0,2350 -4,778 <0,001 0,2498

F 0,2447 -5,687 <0,001 0,2612

14 / 6 L 0,0164 -0,728 0,467 0,0381

F 0,0548 -2,837 0,005 0,1303

15 / 7 L 0,3935 -7,507 <0,001 0,3924

F 0,3798 -8,082 <0,001 0,3712

16 / 8 L 0,2241 -5,338 <0,001 0,2790

F 0,2405 -5,975 <0,001 0,2744

Huomataan, että kehitys tehtävässä 15/7 on ollut tilastollisesti erittäin merkitsevää ja vai-

kutukseltaan kohtalaista sekä luento- että flippaustoteutuksen opiskelijoilla. Molempien

kurssitoteutusten osalta kehitys on ollut tilastollisesti erittäin merkitsevää ja vaikutuksel-

taan pientä tehtävissä 12/4, 13/5 ja 16/8. Tehtävässä 3/1 kehitys on ollut luentototeutuk-

seen osallistuneilla opiskelijoilla tilastollisesti erittäin merkitsevää ja vaikutukseltaan pien-

tä, kun puolestaan flippaustoteutukseen osallistuneilla opiskelijoilla kehitys on ollut vain

tilastollisesti melkein merkitsevää ja vaikutukseltaan pienen ja merkityksettömän rajoil-

la. Tehtävässä 6/2 kehitys on ollut molempien toteutuksien osalta vaikutukseltaan pientä,
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mutta flippaustoteutuksen osalta tilastollisesti erittäin merkitsevää ja luentototeutuksen

osalta tilastollisesti merkitsevää. Tehtävissä 8/3 ja 14/6 ei tapahtunut luentototeutuksen

opiskelijoilla tilastollisesti merkittävää kehitystä, kun puolestaan flippaustoteutuksen osal-

ta kehitys oli tilastollisesti merkitsevää, mutta vaikutukseltaan pientä.

Vastaavissa tehtävissä menestymistä vuotta aikaisemman (2019-2020) opiskelijaryhmän

osalta tutkittiin Karjalaisen Pro gradu -tutkielmassa [60]. Erona vuonna 2019-2020 teh-

neeseen opiskelijaryhmään oli, että vuonna 2020-2021 opiskelijat tekivät testit etänä

moodle-tenttinä, kun vuonna 2019-2020 testit tehtiin yliopistolla valvotussa EXAM-luokassa.

Testien tekeminen etänä mahdollistaa erilaiset huijaukset, mutta toisaalta tämä sama hui-

jausmahdollisuus säilyi molemmissa testeissä, joten siinä mielessä lähtökohdat molem-

piin testeihin olivat kunkin opiskelijan kohdalla samat riippumatta siitä minä vuonna opis-

kelijat testit suorittivat.

Karjalainen havaitsi tutkimuksessaan tilastollisesti merkitsevää kehityseroa luento- ja flip-

paustotetukseen osallistuneiden opiskelijoiden välillä tehtävien 3/1, 6/2 ja 16/8 kohdalla.

Tehtävän 15/7 kohdalla kehitysero oli tilastollisesti melkein merkitsevää. Tehtävässä 6/2

kehitys oli flippaustoteutukseen osallistuneilla opiskelijoilla suurempaa, kun taas tehtä-

vissä 3/1, 15/7 ja 16/8 kehitys oli parempaa luentoteutukseen osallistuneilla opiskelijoil-

la. Vuonna 2020-2021 luento- ja flippaustoteutukseen osallistuneiden opiskelijoiden vä-

lillä havaittiin testien välillä vain tilastollisesti melkein merkitsevää kehityseroa, ja sitäkin

vain tehtävissä 6/2 ja 8/3. Näissä molemmissa tehtävissä flippaustoteukseen osallistu-

neet opiskelijat kehittyivät enemmän. Näiden tutkimusten pohjalta voinee siis vetää joh-

topäätöksen, että kurssin toteutustavalla ei ole suurta merkitystä opiskelijoiden kehittymi-

seen perustaitotestin ja lähtötasotestin välillä käsitteellistä ymmärtämistä ja proseduraa-

lista sujuvuutta mittaavissa tehtävissä.

Vastaavanlaisen tarkastelu voidaan tehdä myös sukupuolijaoteltuna, jolloin nähdään, on-

ko kehittyminen ollut erilaista miesten ja naisten välillä. Taulukossa 6.8 on esitetty tauluk-

koa 6.7 vastaavat tulokset niin, että vertailu tehdään kurssitoteutuksen sijaan sukupuolten

välillä.

Havaitaan, että edelleen tehtävässä 15/7 kehitys on ollut tilastollisesti erittäin merkitsevää

ja vaikutukseltaan kohtalaista kummankin tarkasteltavan ryhmän osalta. Tehtävässä 12/4

kehitys on ollut molempien sukupuolien osalta tilastollisesti erittäin merkitsevää, mutta

miesten kohdalla vaikutukseltaan kohtalaista ja naisten kohdalla pientä. Tehtävässä 13/5

kehitys on ollut molempien sukupuolien kohdalla tilastollisesti erittäin merkitsevää ja vai-

kutukseltaan pientä. Myös tehtävässä 16/8 kehitys on ollut tilastollisesti erittäin merkitse-

vää molempien sukupuolien osalta, mutta naisten kohdalla vaikutukseltaan kohtalaista ja

miesten kohdalla pientä. Tehtävässä 3/1 ei ole tapahtunut naisten kohdalla tilastollisesti

merkitsevää kehitystä, kun puolestaan miesten kohdalla kehitys on tilastollisesti erittäin

merkitsevää, mutta vaikutukseltaan pientä. Tehtävässä 6/2 kehitys on ollut sekä miehil-
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Taulukko 6.8. Miesten ja naisten matemaattisen osaamisen tason kehitys perustaitotes-
tin ja lähtötasotestin välillä.

PTT:n
tehtävä
/ LTT:n
tehtävä

Sukupuoli x̄ (erotus) z p r

3 / 1 mies 0,1305 -4,914 <0,001 0,2009

nainen 0,0500 -1,225 0,221 0,0791

6 / 2 mies 0,1907 -6,333 <0,001 0,2590

nainen 0,1167 -2,556 0,011 0,1650

8 / 3 mies 0,0602 -2,364 0,018 0,0965

nainen 0,0083 -0,229 0,819 0,0148

12 / 4 mies 0,2910 -7,433 <0,001 0,3040

nainen 0,2167 -4,012 <0,001 0,2590

13 / 5 mies 0,2475 -6,490 <0,001 0,2654

nainen 0,2250 -3,641 <0,001 0,2350

14 / 6 mies 0,0335 -1,961 0,050 0,0802

nainen 0,0500 -1,732 0,083 0,1118

15 / 7 mies 0,4147 -9,928 <0,001 0,4060

nainen 0,3083 -4,817 <0,001 0,3109

16 / 8 mies 0,2274 -6,484 <0,001 0,2652

nainen 0,2500 -4,743 <0,001 0,3062

lä että naisilla vaikutukseltaan pientä, mutta miehillä tilastollisesti erittäin merkitsevää ja

naisilla tilastollisesti melkein merkitsevää. Tehtävässä 8/3 havaittiin miesten osalta tilas-

tollisesti melkein merkitsevää, mutta vaikutukseltaan hyvin pientä ellei merkityksetöntä

kehitystä, kun naisten osalta tilastollisesti merkitsevää kehitystä ei voitu havaita. Tehtä-

vässä 14/6 ei kummankaan sukupuolen kohdalla havaittu tilastollisesti merkitsevää kehi-

tystä. Miesten ja naisten välisen kehityksen vertailua varten tehtiin myös Mann-Whitneyn

U-testi, jonka perusteella kehityksessä ei havaittu tilastollisesti merkitsevää eroa miesten

ja naisten välillä missään tehtävässä.

6.3 Testituloksien yhteys opintojaksoilla menestymiseen

Lineaarisen regressioanalyysin sijaan päädyttiin käyttämään multinomiaalista logistista

regressioanalyysia, joka on erityistyyppi tavallisesta regressioanalyysista, sillä muuttu-

jat eivät olleet normaalijakautuneita. Multinomiaalisella logistisella regressioanalyysilla

luotiin malli, joka kertoo, onko perustaitotestin tai lähtötasotestin tehtävissä menestymi-

sellä vaikutusta Differentiaali- ja integraali kurssin arvosanaan. Kuvassa 6.3 on esitetty
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Differentiaali- ja integraalikurssin arvosanajakauma.

Kuva 6.3. Differentiaali- ja integraalikurssin arvosanajakauma.

Kuvasta 6.3 huomataan, että arvosanat ovat painottuneet korkeampia arvosanoja kohti,

millä ei sinänsä ole merkitystä, mutta se on silti hyvä huomioida. Ensimmäiseksi tehtiin

multinomiaalinen logistinen regressioanalyysi niin, että valittiin muuttujiksi kaikki perustai-

totestin ja lähtötasotestin tehtävät erikseen eli yhteensä 32 muuttujaa. Multinomiaalisella

logistisella regressiolla luodun mallin arvot (−2LL = 966, 003 & χ2 = 346, 080) kerto-

vat, kuinka hyvin ennuste vastaa havaittua todellisuutta. Pieni p-arvo (p < 0, 001) kertoo,

että malli toimii parhaiten, kun otetaan huomioon kaikki muuttujat eikä käytetä ainoas-

taan niin kutsuttua nollamallia, jossa on mukana pelkkä vakio. Sovittamalla data saatiin

Nagelkerken R̃-arvoksi 0, 587, joka kertoo, että muuttujien avulla voidaan selittää 58, 7%

Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssiarvosanojen varianssista.

Vertaamalla χ2-arvojen eroja malliin liittyvässä −2LL:ssä täydellisen mallin ja mallin,

josta puuttuu yksi muuttuja välillä, havaitaan, mitkä muuttujat ovat tilastollisesti merkitse-

viä mallin kannalta. Tilastollisesti merkitseviä muuttujia ovat P5, P6, P14, L2, L9, L11,

L13, L14 ja L15. Eri arvosanat differentiaali- ja integraalikurssista saaneita ryhmiä verrat-

tiin arvosanan 5 saaneeseen ryhmään Waldin testiä käyttäen. Taulukkoon 6.9 on koottu

testin tulokset (regressiokerroin β, sen keskivirhe, Waldin testisuure, p-arvo & eβ), kun

Waldin testin tuottamaksi p-arvoksi saatiin ainakin tilastollisesti melkein merkitsevä tulos

(p < 0, 05).

Taulukosta 6.9 huomataan, että regressiokertoimen β arvot ovat kahta poikkeusta lukuun

ottamatta negatiivisia, mikä on odotettua, sillä arvosanaryhmiä verrataan ryhmään, jotka

saivat Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssista arvosanan 5. Tämä tarkoittaa, että

muiden arvosanaluokkien opiskelijat saivat kyseisistä tehtävistä heikompia pisteitä kuin
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Taulukko 6.9. Differentiaali- ja integraalilaskennan eri arvosanaryhmien vertailu arvosa-
nan 5 saaneeseen ryhmään tehtävittäin.

Parametrien estimaatit

Arvosana Muuttuja β Keskivirhe Wald p eβ

0 P5 -1,843 0,811 5,164 0,023 0,158

L9 -2,273 1,132 4,032 0,045 0,103

L15 -3,966 1,284 9,544 0,002 0,019

1 P5 -2,830 0,812 12,147 <0,001 0,059

P7 -2,782 1,257 4,898 0,027 0,062

L11 -1,958 0,709 7,635 0,006 0,141

L13 -2,366 1,202 3,875 0,049 0,094

L14 -2,254 1,064 4,492 0,034 0,105

L15 -3,453 1,245 7,695 0,006 0,032

L16 -2,193 0,857 6,552 0,010 0,112

2 P5 -1,290 0,587 4,833 0,028 0,275

P6 -1,900 0,480 15,637 <0,001 0,150

P13 -1,317 0,545 5,838 0,016 0,268

L14 -1,628 0,737 4,878 0,027 0,196

L15 -2,968 0,750 15,673 <0,001 0,051

3 P10 -1,014 0,515 3,868 0,049 0,363

P13 -0,835 0,414 4,075 0,044 0,434

L2 1,705 0,767 4,940 0,026 5,499

L11 -0,928 0,383 5,861 0,015 0,395

L14 -1,074 0,486 4,892 0,027 0,342

L15 -1,757 0,578 9,233 0,002 0,173

4 L7 0,772 0,377 4,201 0,040 2,164

L13 -0,799 0,311 6,580 0,010 0,450

L14 -0,968 0,379 6,523 0,011 0,380

arvosanan 5 saaneet opiskelijat. Mitä negatiivisempi regressiokertoimen β arvo on, si-

tä suurempi ero tehtävässä menestymisessä on arvosanaluokkaan 5. Taulukosta havai-

taan, että yleensä arvosanan parantuessa myös tehtäväkohtainen ero arvosanaluokkaan

5 pienenee. Tämä huomataan parhaiten tarkastelemalla selittäjää L15. Arvosanan 0 saa-

neilla opiskelijoilla regressiokertoimen β arvo on −3, 966, arvosanan 1 saaneilla −3, 453,

arvosanan 2 saaneilla −2, 968 ja arvosanan 3 saaneilla −1, 757, kun puolestaan arvo-

sanan 4 saaneella ryhmällä ei ollut tilastollisesti merkitsevää eroa kyseisessä tehtävässä

verrattuna arvosanan 5 saaneeseen luokkaan.

Multinomiaalisen logistisen regressiomallin avulla ennustettiin opiskelijoiden Differentiaali-
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ja integraalilaskennan kurssin arvosana perustaitotestin ja lähtötasotestin tuloksien pe-

rusteella. Taulukossa 6.10 on esitetty mallin avulla ennakoitujen arvosanojen ja todelli-

suudessa havaittujen arvosanojen toteutumat.

Taulukko 6.10. Arvosanojen luokittelutaulu.

Ennustettu arvosana

Havaittu arvo-
sana

0 1 2 3 4 5 Prosenttia
oikein

0 8 0 4 2 3 1 44,4%

1 1 12 4 2 4 2 48,0%

2 1 2 20 8 10 7 41,7%

3 3 7 2 23 18 17 32,9%

4 1 3 9 6 39 45 37,9%

5 1 1 3 10 21 120 76,9%

Prosenttiosuus 3,6% 6,0% 10,0% 12,1% 22,6% 45,7% 52,9%

Taulukosta 6.10 nähdään, että mallin avulla pystyttiin sijoittamaan 52,9% opiskelijoista

oikeaan arvosanaluokkaan perustaitotestin ja lähtötasotestin tehtävien perusteella. Par-

haiten malli toimi arvosanan 5 saaneiden opiskelijoiden kohdalla. Arvosanan 5 saaneista

opiskelijoista kyettiin mallin avulla sijoittamaan oikeaan arvosanaluokkaan 76,9%. Heikoi-

ten kyettiin ennustamaan arvosanan 3 saaneiden opiskelijoiden arvosana, mutta tämä-

kin onnistui 32,9% todennäköisyydellä. Malli ennustaa alempien arvosanojen lukumää-

rän varsin lähelle toteutunutta. Tutkimusaineistosta arvosanan 3 differentiaali- ja integraa-

lilaskennan kurssista sai 16,7% opiskelijoista ja arvosanan 4 24,5% opiskelijoista. Vas-

taavasti arvosanan 5 sai todellisuudessa 37,1% opiskelijoista. Malli ennustaa siis hieman

liian paljon kaikista korkeimpia arvosanoja arvosanojen 3 ja 4 sijaan.

Vastaava malli rakennettiin myös niin, että selittäjiksi valittiin pääkomponenttianalyysin

avulla saadut 12 tehtäväryhmää. Tällöin mallin ja havaitun arvon välistä suhdetta kuvaa-

vaksi tunnusluvuksi saatiin −2LL = 1132, 689 ja khiin neliöksi χ2 = 179, 394 p-arvon

ollessa p ≤ 0, 001. Nagelkerken R̃-arvoksi saatiin 0,364 eli kyseisten selittäjien avulla

kyetään selittämään 36,4% kurssiarvosanojen varianssista.

Vertaamalla jälleen χ2-arvojen eroja malliin liittyvässä −2LL:ssä täydellisen mallin ja

mallin, josta puuttuu yksi muuttuja välillä, havaitaan mitkä selittäjät ovat tilastollisesti mer-

kitseviä mallin kannalta. Tilastollisesti merkitseviksi selittäjiksi saatiin ryhmät R2, R3, R6,

R10 ja R12. Eri arvosanan Differentiaali- ja integraalikurssista saaneita ryhmiä verrattiin

arvosanan 5 saaneeseen ryhmään Waldin testiä käyttäen kuten aiemminkin. Taulukkoon

6.11 on koottu testin tulokset (regressiokerroin β, sen keskivirhe, Waldin testisuure, p-

arvo & eβ), kun Waldin testin tuottamaksi p-arvoksi saatiin ainakin tilastollisesti melkein

merkitsevä tulos (p < 0, 05).
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Taulukko 6.11. Differentiaali- ja integraalilaskennan eri arvosanaryhmien vertailu arvosa-
nan 5 saaneeseen ryhmään pääkomponenteittain.

Parametrien estimaatit

Arvosana Muuttuja β Keskivirhe Wald p eβ

0 R2 -4,153 1,248 11,068 <0,001 0,016

R3 -6,378 1,710 13,915 <0,001 0,002

1 R2 -2,603 1,134 5,269 0,022 0,074

R3 -5,120 1,539 11,061 <0,001 0,006

R5 4,082 1,631 6,265 0,012 59,237

R6 -3,178 0,870 13,349 <0,001 0,042

R8 -1,447 0,718 4,060 0,044 0,235

R10 5,470 2,389 5,241 0,022 237,380

2 R3 -3,460 1,092 10,039 0,002 0,031

R7 -2,763 1,026 7,253 0,007 0,063

R10 3,819 1,643 5,404 0,020 45,561

R12 -1,438 0,652 4,872 0,027 0,237

3 R2 -1,375 0,673 4,171 0,041 0,253

R3 -2,192 0,902 5,913 0,015 0,112

R12 -0,930 0,426 4,766 0,029 0,395

4 R12 -0,873 0,344 6,443 0,011 0,418

Taulukosta 6.11 havaitaan, että erityisesti selittäjissä R2, R3 ja R12 näyttää olevan eroa

verrattuna differentiaali- ja integraalilaskennan kurssista arvosanan 5 saaneeseen ryh-

mään. Vaikuttaa myös siltä, että näiden tehtävien kohdalla ero on sitä suurempi, mitä

heikomman arvosanan kurssista on saanut. Tämä on varsin ymmärrettävää, sillä selit-

täjät R2, R3 ja R12 mittaavat pääsääntöisesti lähtötasotestin jälkimmäisen puolikkaan

tehtäviä, jotka vaativat opiskelijalta hieman parempaa ymmärrystä aihealueista. Tehtä-

vät sisältävät muun muassa jatkuvuus-, logaritmi-, integrointi- ja matriisilaskuja, joista vii-

meisintä opiskeltiin yliopiston toisella matematiikan kurssilla. Koska nämä tehtävät vaati-

vat opiskelijalta enemmän, niin niissä korostuu parhaiten erot parempien ja heikompien

osaajien välillä. Ehkä hieman yllättäen voidaan kuitenkin havaita, että arvosanan 1 tai

2 Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssista saaneet opiskelijaryhmät menestyvät ar-

vosanan 5 saanutta opiskelijaryhmää paremmin selittäjässä R10, joka mittaa osaamista

helpoissa sijoitustehtävässä P1 ja derivointitehtävässä P14.

Taulukossa 6.12 on esitetty pääkomponenttianalyysin mukaisten luokkien avulla luodun

mallin ennakoimien arvosanojen ja todellisuudessa havaittujen arvosanojen toteutumat.

Siitä nähdään, että mallin avulla pystyttiin sijoittamaan 41,9% opiskelijoista oikeaan ar-

vosanaluokkaan perustaitotestin ja lähtötasotestin tehtävien perusteella, kun vastaava
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Taulukko 6.12. Arvosanojen luokittelutaulu pääkomponenttianalyysia hyödyntävää mallia
käyttäen.

Ennustettu arvosana

Havaittu arvo-
sana

0 1 2 3 4 5 Prosenttia
oikein

0 4 1 3 1 7 2 22,2%

1 2 8 4 0 8 3 32,0%

2 0 4 9 3 14 18 18,8%

3 0 6 5 6 16 37 8,6%

4 0 3 8 4 28 60 27,2%

5 0 1 8 6 20 121 77,6%

Prosenttiosuus 1,4% 5,5% 8,8% 4,8% 22,1% 57,4% 41,9%

osuus oli kaikki tehtävät erillisinä selittäjinä 52,9%. Tämäkin malli toimi parhaiten arvosa-

nan 5 saaneiden opiskelijoiden kohdalla, sillä arvosanan 5 saaneista opiskelijoista kyettiin

mallin avulla sijoittamaan oikeaan arvosanaluokkaan 77,6%. Heikoiten kyettiin ennusta-

maan arvosanan 3 saaneiden opiskelijoiden arvosana, mikä onnistui tämän mallin avulla

vain 8,6% todennäköisyydellä. Mallin ongelma vaikuttaa olevan, että se ennustaa arvo-

sanat vielä voimakkaammin yläkanttiin kuin aikaisempi malli.

Testituloksien yhteyttä opintojaksoilla menestymiseen selvitettiin myös Kruskal-Wallisin

H-testin ja Mann-Whitneyn U-testin avulla. Testien avulla pyrittiin selvittämään vaikuttaa-

ko perustaitotestin tai lähtötasotestin tehtävissä menestyminen Differentiaali- ja integraa-

lilaskennan tai insinöörimatematiikan perusteet -opintojaksoilla menestymiseen. Testien

avulla selvitettiin myös vaikuttiko jossain perustaitotestin tai lähtötasotestin tehtävässä

menestyminen erityisesti jonkun tietyn Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssin osaa-

mistestin tai Insinöörimatematiikan perusteet -kurssin tenttitehtävän osaamiseen.

Taulukkoon 6.13 on sijoitettu Kruskal-Wallisin H-testillä saadut tulokset, kun arvioitiin opis-

kelijoiden menestystä Insinöörimatematiikan perusteet -kurssin ja Differentiaali- ja inte-

graalilaskennan kurssin parissa perustaitotestin ja lähtötasotestin tuloksien perusteella.

Perustaitotestin ja lähtötasotestin tehneet opiskelijat jaettiin tätä tarkastelua varten kol-

meen tasoryhmään (1: 0-8 pistettä testistä, 2: 8,01-12 pistettä testistä & 3: 12,01-16 pis-

tettä testistä).

Kaikki testin antamat tulokset olivat tilastollisesti merkitseviä. Taulukon Mean Rank -arvo

kertoo ryhmän järjestysnumeroiden keskiarvon. Mitä suurempi tämä Mean Rank -arvo

on, sitä suurempia järjestysnumeroita ryhmän opiskelijat ovat saaneet. Kuten taulukosta

nähdään, niin opiskelijat, jotka menestyivät hyvin perustaitotestissä ja lähtötasotestissä,

menestyivät hyvin myös molemmilla kursseilla. Vastaavasti opiskelijat, jotka menestyivät

heikommin testeissä, menestyivät heikommin myös opintojaksoilla.
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Taulukko 6.13. Opiskelijoiden menestys testeissä ja kursseilla.

Ryhmä N IMP:
Mean
Rank

DIL:
Mean
Rank

PTT: 1 21 120,83 124,76

PTT: 2 188 185,65 182,67

PTT: 3 211 241,57 243,83

LTT: 1 73 139,64 145,33

LTT: 2 225 201,22 196,32

LTT: 3 122 270,01 275,65

Mann-Whitneyn testiä varten opiskelijat jaettiin kahteen ryhmään kunkin perustaitotes-

tin ja lähtötasotestin tehtävän kohdalla. Toinen ryhmä sisälsi opiskelijat, jotka vastasivat

tehtävään täysin oikein, ja toinen ryhmä sisälsi opiskelijat, jotka vastasivat tehtävään täy-

sin väärin. Näiden kahden ryhmän välistä menestystä vertailtiin sekä Insinöörimatema-

tiikan perusteiden kurssiarvosanassa ja kussakin tenttitehtävässä että Differentiaali- ja

integraalilaskennan opintojakson kurssiarvosanassa ja osaamistestien tehtävissä.

Taulukon 6.14 ensimmäiseen sarakkeeseen on listattu erillisiksi kohdiksi Insinöörimate-

matiikan perusteet -kurssin tenttitehtävät (IMP1, IMP2, IMP3, IMP4, IMP5), Differentiaali-

ja integraalilaskennan opintojakson osaamistestien tehtävät (DIL11, DIL12, DIL21, DIL22,

DIL31, DIL32) ja molempien kurssien kurssiarvosanat. Taulukon 6.14 toisessa sarakkees-

sa on ne perustaitotestin ja lähtötasotestin tehtävät, joissa menestymisen mukaan luotu-

jen ryhmien välillä havaittiin tilastollisesti merkitsevää eroa saman rivin ensimmäisessä

sarakkeessa olevan tehtävän osaamisessa tai kurssiarvosanassa. Tummennus tehtävän

kohdalla tarkoittaa, että ryhmä, joka ei osannut perustaitotestin tai lähtötasotestin teh-

tävää pärjäsi paremmin kyseisessä tehtävässä tai kurssilla. Mikäli tehtävää ei ole tum-

mennettu, niin perustaitotestin tai lähtötasotestin tehtävän osannut ryhmä oli tilastollisesti

merkitsevästi parempi.

Kuten taulukosta 6.14 nähdään, niin perustaitotestin ja lähtötasotestin osaamisen perus-

teella jaettujen ryhmien välillä oli tilastollisesti merkitsevää eroa niin Insinöörimatema-

tiikan perusteet kurssin tenttitehtävissä ja arvosanassa kuin Differentiaali- ja integraali-

laskennan kurssin osaamistesteissä ja arvosanassa. Erityisesti perustaitotestin ja lähtö-

tasotestin tehtävät osanneet opiskelijat menestyivät paremmin kursseilla, kun verrataan

kurssiarvosanoja. Myös tenttitehtävissä ja osaamistestin tehtävissä eroa oli useamman

eri tehtävän perusteella jaetun ryhmän kesken. Mielenkiintoinen huomio on, että tehtä-

vän P8 oikein saaneet opiskelijat menestyivät huonommin lähes jokaisessa differentiaali-

ja integraalilaskennan kurssin osaamistestin tehtävässä kuin ne opiskelijat, jotka eivät

saaneet tehtävää P8 oikein. Opiskelijoita, jotka eivät saaneet tehtävää P8 oikein oli 58
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Taulukko 6.14. PTT:n ja LTT:n tehtävät osanneiden ja ei-osanneiden ryhmien osaamise-
rot kursseilla, tentissä ja osaamistesteissä.

IMP1 P3, P7, L2, L3, L4, L5, L9, L10, L11, L13, L15

IMP2 P3, P5, P6, L2, L6, L7, L8, L9, L11, L12

IMP3 P5, L4, L7, L14

IMP4 P3, P16, L9, L11, L13, L15, L16

IMP5 P3, P6, L7, L9, L10, L13, L16

IMP-arvosana P3, P5, P6, P8, P9, P10, P11, P12, P13, P15, P16, L1,
L2, L3, L4, L5, L7, L9, L10, L11, L12, L13, L14, L15, L16

DIL11 P3, P5, P8, L9, L15, L16

DIL12 P3, P5, P13, L9, L14, L15, L16

DIL21 P3, P5, P8, P9, L9, L15, L16

DIL22 P3, P5, P8, L9, L11, L15, L16

DIL31 P3, P5, P8, L9, L15

DIL32 P3, P5, P8, L2, L9, L14, L15, L16

DIL-arvosana P3, P5, P6, P12, P13, P15, P16, L2, L4, L5, L8, L9, L11,
L12, L13, L14, L15, L16

ja oikein saaneita 362, joka saattaa osaltaan vaikuttaa tulokseen. Perustaitotestin teh-

tävien P1, P2, P4 ja P14 tehtävien osaaminen ei vaikuttanut tilastollisesti merkitsevästi

osaamiseen kummallakaan kurssilla minkään tehtävän osalta.
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7. YHTEENVETO

Tässä luvussa käsitellään tutkimuksen luotettavuutta, pohditaan saatuja tuloksia ja teh-

dään johtopäätökset koko tutkimusprosessista. Ensimmäisessä alaluvussa käsitellään

luotettavuuden mittareita reliabiliteettia ja validiteettia. Toisessa alaluvussa mietitään tut-

kimuksen tuloksiin vaikuttavia tekijöitä kuten luotettavuutta. Kolmannessa alaluvussa ki-

teytetään tutkimustuloksien perusteella tehdyt johtopäätökset ja mietitään mahdollisia jat-

kotutkimusmahdollisuuksia.

7.1 Tutkimuksen luotettavuus

Tutkimuksen luotettavuutta kuvaavat reliabiliteetti ja validiteetti. Reliabiliteetti kuvaa tutki-

muksen toistettavuutta. Mikäli tutkimus on mahdollista suorittaa uudestaan samalla mit-

tarilla, ja tällöin saadaan samankaltaisia tuloksia kuin aiemmalla kerralla, niin mittari on

reliaabeli. Vaihtoehtoja reliaabeliuden tarkastamiseen on esimerkiksi rinnakkaismittaus ja

toistomittaus, jossa kuitenkin on otettava huomioon, että aikaväli ei kasva liian suureksi,

koska silloin tulokseen vaikuttavat jo muut tekijät. Onkin sanottu, että aikavälin mittausten

välillä tulisi olla noin kaksi viikkoa. [52]

Validiteetti kuvaa, mitataanko oikeasti sitä asiaa, jota on tarkoituskin mitata. On helppoa

kuvitella mittaavansa ominaisuutta X, mutta todellisuudessa mitatakin jotakin ominaisuu-

teen X välillisesti yhteydessä olevaa tekijää. Validiteetti jaetaan usein sisäiseen ja ulkoi-

seen validiteettiin. Sisäinen validiteetti kertoo tutkimuksen omasta luotettavuudesta eli sii-

tä onko tutkimuksen teoria valittu oikein, käsitteet määritelty oikein, mittarit muodostettu

järkevästi ja mitattu sitä, mitä on tavoiteltukin. Ulkoinen validiteetti puolestaan kertoo tutki-

muksen yleistettävyydestä, jolloin olennaista on tutkimusasetelma. Saadut tulokset eivät

välttämättä ole yleistettävissä eri ihmisryhmille, ajalle tai paikalle. [52]

Tutkimuksen ensimmäisenä tavoitteena oli selvittää, mitkä matematiikan aihealueet olivat

ensimmäisen vuoden opiskelijoille haastavimpia lukuvuonna 2020-2021. Mittarina toimi-

vat testit olivat tältä osin melko reliaabeleja, sillä tutkimus on mahdollista toteuttaa uudes-

taan samanlaisilla tehtävillä lukuarvoja muutellen. Näin itse asiassa jo tehdäänkin Tam-

pereen yliopistossa, jotta opiskelijoiden matemaattisen osaamisen tason kehittymistä yli-

opistoon tullessa eri lukuvuosien välillä voidaan seurata. Tehtävien jakaminen erillisiin

aihealueisiin pelkästään yksittäisten tehtävien tarkastelun sijaan tosin hieman heiken-
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tää toistettavuutta, sillä osa-alueisiin jako on kuitenkin aina tutkijan päätettävissä. Tut-

kimuksessa onnistuttiin mittaamaan matemaattisten aihealueiden osaamista varsin on-

nistuneesti, joskin vain käsitteellisen ymmärtämisen ja proseduraalisen sujuvuuden nä-

kökulmista. Täten ei voi yleistää, että opiskelija osaisi aihealueen matemaattisesti todella

kattavasti, vaikka hän saisikin testien tehtävistä täysiä pisteitä.

Toinen tutkimuksen tavoite oli selvittää kehittyvätkö opiskelijat millä tavoin perustaitotes-

tin ja lähtötasotestin välillä ja vaikuttaako kehitykseen opintojakson suoritustapa tai opis-

kelijan sukupuoli. Tutkimuksen reliaabelius on edelleen hyvä, sillä molemmat testit on

mahdollista toistaa useita kertoja uudelleen lukuarvoja muutellen. Opiskelijoiden kehitty-

mistä pystyttiin arvioimaan luotettavasti, sillä testit sisälsivät osittain täysin samoja tehtä-

viä, joiden vertailu on mielekästä. Toisaalta on huomioitava, että testit eivät kuitenkaan

mitanneet kokonaisvaltaisesti opiskelijoiden matemaattista osaamista, koska tehtävistä

haluttiin automaattisesti tarkastettavia. Tämän vuoksi tietyssä osa-alueessa kehittyminen

tarkoittaakin lähinnä käsitteellisen ymmärtämisen ja proseduraalisen sujuvuuden taitojen

kehittymistä. Vertailu kurssitoteutuksien välillä oli myös luotettavaa kurssien suoritusten

tapahtuessa samaan aikaan. Koska molemmilla kursseilla oli vähintään 183 opiskelijaa,

joiden tulokset saatiin mukaan tutkimukseen, ja koska molempien sukupuolien edustajia

oli tutkimusotoksessa vähintään 120, niin tutkimuksen tulos kurssien sekä sukupuolien

välisessä vertailussa on varsin luotettava. Saadut tutkimustulokset edustavat kuitenkin

vain lukuvuonna 2020-2021 testit tehnyttä ryhmää, ja mikäli tulos haluttaisiin yleistää tu-

levienkin vuosien uusiin opiskelijaryhmiin, pitäisi tarkastella myös aiempien vuosien tu-

loksia selvittääkseen onko tilanne säilynyt samanlaisena pidempään.

Kolmantena tutkimuksen tavoitteena oli selvittää, pystytäänkö testituloksien avulla en-

nustamaan opiskelijoiden menestymistä matematiikan kursseilla. Ennustamiseen valittiin

mielivaltaisesti multinomiaalinen logistinen regressiomalli, jonka toimivuudesta ei ollut ta-

keita. Tämän mallin avulla kyettiin parhaimmillaan ennustamaan 52,9 % arvosanoista oi-

kein. Pelkästään tämän mallin perusteella on kuitenkin hyvin vaikea sanoa luotettavasti,

kuinka hyvin oikeasti on mahdollista ennustaa opiskelijoiden menestymistä matematiikan

kursseilla pelkkien testituloksien perusteella, koska yksittäinen malli voi olla joko hyvä tai

huono. Kruskal-Wallisin H-testin ja Mann-Whitneyn U-testin avulla pystyttiin kuitenkin ha-

vaitsemaan, että menestyminen testeissä ennakoi myös menestymistä Insinöörimatema-

tiikan perusteet -kurssilla sekä Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssilla. Näiden tes-

tien luotettavuus ei kuitenkaan välttämättä jokaisessa tilanteessa ollut parhaasta päästä,

sillä vaikka suurin osa aineistoista oli oletusten mukaan silmämääräisesti samoin jakau-

tuneita, niin kaikissa tilanteissa näin ei ollut.

Tutkimuksen luotettavuuden ja yleistettävyyden kannalta merkityksellistä on myös se, et-

tä tutkimukseen osallistuminen oli vapaaehtoista. Lisäksi otokseen valittiin lopulta vain ne

opiskelijat, jotka olivat vastanneet perustaitotestiin ja lähtötasotestiin sekä osallistuneet

Insinöörimatematiikan perusteet -kurssille ja Differentiaali- ja integraalilaskennan opinto-
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jaksolle. Näiden rajausten myötä lopullisen aineiston ko’oksi tuli 420 henkilöä, kun esi-

merkiksi perustaitotestin tulokset oli saatavilla 629 henkilöltä. On myös hyvä muistaa,

että vertailu ja arviointi tehtiin tutkimuksessa vain yksittäisten testi- ja tenttitehtävien pe-

rusteella. Testien ja tenttien tehtävät valikoituvat aina niiden laatijan näkemyksen mukaan,

jonka vuoksi ne mittaavat laatijan oleellisimpina pitämiä ominaisuuksia. Joku toinen ten-

tin tai testin laatija saattaisi painottaa tehtäviä eri tavalla. Joka tapauksessa opiskelijan

on kuitenkin mahdotonta näyttää kaikkea osaamistaan yksittäisessä tentissä tai testissä,

etenkin jos tehtävässä halutaan vain oikeaa vastausta perustelujen sijaan.

7.2 Pohdinta

Tutkimuksen ensimmäisenä tavoitteena oli selvittää, mitkä matematiikan aihepiirit ovat

opiskelijoille vaikeimpia yliopistoon tullessa (perustaitotesti) ja noin puolen vuoden opiske-

lun jälkeen (lähtötasotesti). Toisen tutkimuskysymyksen avulla pyrittiin selvittämään testi-

tuloksien perusteella, ovatko opiskelijat kehittyneet kyseisissä aihepiireissä ensimmäisen

puolen vuoden opiskelun aikana, ja toisaalta onko opiskelijan sukupuolella tai kurssin

toteutustavalla vaikutusta menestykseen. Kolmanneksi kokeiltiin vielä etsiä, onko testitu-

loksien ja kurssiarvosanojen välillä jokin yhteys eli voidaanko testituloksien perusteella

ennustaa menestymistä kyseisillä matematiikan kursseilla.

Ensimmäisen tutkimuskysymyksen ratkaisemiseksi tuli perustaitotestin ja lähtötasotestin

tehtävät jaotella omiin ryhmiin. Tehtävien jakaminen ryhmiin tapahtui sekä tutkijan suo-

rittaman tehtävätyyppitarkastelun että pääkomponenttianalyysin avulla, joista tässä vai-

heessa päädyttiin käyttämään ensimmäiseksi mainitun jaottelun mukaisia ryhmiä. Keski-

määräisiä tehtäväkohtaisia pisteitä tarkastelemalla havaittiin, että yliopistoon tullessa eri-

tyisesti trigonometria ja integrointi ovat opiskelijoille erittäin haastavia osa-alueita. Myös

eksponenttiyhtälöiden osaaminen on huomattavasti muita osa-alueita (pois lukien trigono-

metria, integrointi) heikompaa. Vaikeudet eksponenttiyhtälöissä ja trigonometriassa olivat

ihan odotettuja, sillä Myllykosken ja kumppaneiden tekemän tutkimuksen mukaan vuosi-

na 2010-2017 trigonometria, derivointi ja logaritmit olivat säännöllisesti vaikeimpia aihe-

piirejä opiskelijoille perustaitotestissä. Mielenkiintoista lukuvuoden 2020-2021 tuloksissa

onkin, että derivointi onnistui opiskelijoilta poikkeuksellisen hyvin, kun integrointi puoles-

taan osoittautui erityisen vaikeaksi, vaikka näiden kahden osa-alueen osaamisen voisi

ajatella kulkevan jokseenkin yhteydessä toisiinsa. Integrointitehtävän poikkeuksellisen al-

haisille pisteille onkin vaikea keksiä järjellistä selitystä, sillä tehtävä ei kuitenkaan ollut eri-

tyisen vaikean oloinen. Sen takia on hyvin mielenkiintoista nähdä, miten integrointitehtävä

onnistuu seuraavien lukuvuosien opiskelijoilta.

Kolmannen matematiikan kurssin alkupuolella suoritetussa lähtötasotestissä vaikeimmik-

si osa-alueiksi osoittautuivat funktiot, integrointi ja matriisilaskenta. Funktiotehtävien heik-

ko osaaminen lähtötasotestissä johtuu varmasti siitä, että tehtävissä vaadittiin myös hy-
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vää käsitteellistä ymmärtämistä, joka saattaa usein olla opiskelijoilla hieman vajavaista.

Integrointitehtävä puolestaan meni jo perustaitotestissä heikosti, joten huono, joskin pe-

rustaitotestiä selkeästi parempi, tulos lähtötasotestissä oli hyvin odotettu. Matriisilasken-

nan heikko tulos puolestaan kertoo siitä, että aihepiirin hallinta yhden yliopistokurssin

jäljiltä ei ollut vielä erityisen vahvalla tasolla. Tosin myös matriisitehtävissä opiskelijalta

vaadittiin käsitteellistä ymmärtämistä proseduraalisen sujuvuuden sijaan, joka vaikutta-

nee tuloksiin negatiivisesti. Aihepiirien välisen osaamisen vertailu ei siinä mielessä ole

täysin reilua, että tämä tapahtuu yksittäisten tehtävien perusteella, joista jotkut on joka ta-

pauksessa hieman vaikeampia kuin toiset. Kokonaisuudessaan tehtävät olivat kuitenkin

selkeähköjä automaattitarkastustehtäviä, mutta osassa tehtävistä vaadittiin vain prosedu-

raalista sujuvuutta, kun joissain pääpaino oli käsitteellisessä ymmärtämisessä. Syytä on

myös muistaa, että matemaattinen osaaminen voidaan jakaa viiteen osa-alueeseen (kts.

luku 3.4), joista perustaitotesti ja lähtötasotesti testaavat lähinnä vain proseduraalista su-

juvuutta ja käsitteellistä ymmärtämistä.

Toisen tutkimuskysymyksen avulla pyrittiin selvittämään, onko opiskelijoiden matematii-

kan taidot kehittyneet perustaitotestin ja lähtötasotestin suorittamisen välisenä aikana, ja

onko opiskelijan sukupuoli tai kurssin toteutustapa vaikuttanut kehitykseen millä tavoin.

Koska testit koostuivat osin samoista tehtävistä, käytettiin tason kehittymisen analysoin-

nissa vain niiden tehtävien tuloksia, jotka suoritettiin sekä perustaitotestissä että lähtö-

tasotestissä, jotta tulosta ei voi kyseenalaistaa tehtävien erilaisuuden perusteella. Testi-

tuloksien perusteella voidaan päätellä, että opiskelijoiden matemaattisen osaamisen ta-

so parani selkeästi perustaitotestin ja lähtötasotestin välisenä aikana kaikilla osa-alueilla.

Merkittävintä kehitys oli integrointitehtävässä, mikä on ihan luontevaa, koska integroin-

titehtävän lähtötaso oli niin heikko. Toisaalta integrointitaito on tärkeä monilla tekniikan

aloilla, joten ensimmäisen puolen vuoden aikana ainakin suurin osa opiskelijoista pääsi

harjoittelemaan integrointia eri kurssien parissa. Kuten jo aiemmin todettiin, niin on syytä

muistaa, että pelkästään testitehtävien tuloksia tarkastelemalla ei pystytä tekemään koko-

naisvaltaista arviota opiskelijoiden matematiikan osaamisen tasosta, mutta ainakin auto-

maattitarkastettavien suhteellisen suoraviivaisten tehtävien kohdalla opiskelijat kykenivät

ottamaan askeleita eteenpäin ensimmäisen puolen vuoden opiskelun aikana.

Jotta kurssin suoritustavan vaikutuksen tai sukupuolien välinen vertailu olisi mielekäs-

tä, selvitettiin aluksi onko ryhmien välisessä lähtötasossa (perustaitotesti) eroa. Huomat-

tiin, että luentototeutukseen osallistunut ryhmä sai perustaitotestistä keskimäärin hieman

parempia pisteitä kuin flippaustoteutukseen osallistunut ryhmä, ollen tilastollisesti mer-

kitsevästi parempi yhdistetyissä funktioissa ja yhtälöissä. Sekä flippaus- että luentoto-

teutukseen osallistunut ryhmä vaikutti kehittyvän tasaisesti eri osa-alueiden tehtävissä.

Flippaustoteutuksen opiskelijat kehittyivät tilastollisesti melkein merkitsevästi enemmän

ainoastaan yhdistettyjen funktioiden ja yhtälöiden osaamista mittaavissa tehtävissä, mut-

ta tähän varsin luonnollinen selitys löytyy hieman alhaisemmasta lähtötasosta. Voitanee
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sanoa, että kurssin toteutustapa ei vaikuttanut kehityksen määrään ainakaan testitehtä-

vien tulosten perusteella. Miesten ja naisten välisessä osaamisessa ei ollut tilastollisesti

merkitsevää eroa perustaitotestin eri osa-alueissa eikä myöskään ryhmien välisessä ke-

hityksessä havaittu tilastollisesti merkitsevää eroa missään tehtävässä.

Testituloksien ja kurssiarvosanojen välisen yhteyden selvittämiseksi luotiin multinomiaali-

sen logistisen regressioanalyysin avulla malli, joka ennusti testitulosten perusteella opis-

kelijoiden arvosanat Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssilla. Luotu malli ennusti

opiskelijoiden arvosanat hieman yläkanttiin osuen kuitenkin oikeaan 52,9 % kohdalla. Tu-

loksen hyvyys on tietenkin suhteellista, mutta ainakin kohtalaisen hyvään arvioon kyet-

tiin multinomiaalisen logistisen regressiomallin avulla. Malli voisi toimia vielä paremmin,

jos testitulokset jakautuisivat hieman tasaisemmin koko arvosteluasteikolle niiden painot-

tuessa nyt korkeimpiin pisteisiin testien ollessa kuitenkin suhteellisen helppoja. Testien

verrattain korkeat pistemäärät näkyvät myös mallissa, joka tarjoaa hieman liian paljon

korkeita arvosanoja korkeahkojen testipistemäärien perusteella.

Testituloksien ja kurssiarvosanojen välistä yhteyttä arvioitiin myös jakamalla testien pe-

rusteella opiskelijat kolmeen tasoryhmään, ja vertailemalla näiden tasoryhmien välisiä

tenttiarvosanoja niin Insinöörimatematiikan perusteet -kurssilla kuin Differentiaali- ja inte-

graalilaskennan kurssilla. Vaikka testien tehtävät testaavatkin vain proseduraalista suju-

vuutta ja käsitteellistä ymmärtämistä, niin havaittiin odotetusti, että opiskelijat, jotka me-

nestyivät testeissä hyvin, saivat myös parempia arvosanoja kursseilta. Tulos viittaa sii-

hen, että hyvät testitulokset korreloivat hyvän kurssimenestyksen kanssa, joten testeissä

heikosti menestyneille olisi arvokasta keksiä tukikeinoja, jotta menestys kursseilla ei jäisi

kiinni ainakaan perusasioiden sisäistämisestä ja osaamisesta.

Kun testituloksien ja kurssiarvosanojen välillä havaittiin olevan yhteyttä, tutkittiin vaikuttaa-

ko jonkin yksittäisen perustaito- tai lähtötasotestin tehtävän osaaminen erityisen paljon

opiskelijan menestymiseen Insinöörimatematiikan perusteet -kurssilla tai Differentiaali-

ja integraalilaskennan kurssilla. Opiskelijat jaettiin kahteen ryhmään kunkin testitehtä-

vän kohdalla: niihin jotka osasivat tehtävän ja niihin jotka eivät osanneet tehtävää. Ryh-

mien välisiä tuloksia vertailtiin Insinöörimatematiikan perusteet -kurssin tenttitehtävissä,

Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssin osaamistestien tehtävissä ja kurssien arvo-

sanoissa. Havaittiin odotetusti, että lähes aina tehtävän osannut ryhmä menestyi parem-

min tai vähintään yhtä hyvin kursseilla ja kurssien osaamista mittaavissa tehtävissä. Poik-

keuksena tähän on kuitenkin perustaitotestin tehtävä 8 (liite A), jossa väärin tehneiden

ryhmä menestyi paremmin viidessä Differentiaali- ja integraalilaskennan kuudesta osaa-

mistestin tehtävästä. Tähän tulokseen vaikuttanee kuitenkin enemmän väärin tehneiden

ryhmän huomattavasti pienempi koko (58 vs. 362) kuin se, että perustaitotestin tehtävän

osaaminen vaikuttaisi negatiivisesti menestymiseen kyseisissä osaamistestin tehtävissä.

Huomioitavaa on myös, että perustaitotestin tehtävien 1, 2, 4 ja 14 osaaminen ei vai-

kuttanut tilastollisesti merkitsevästi kurssiarvosanoihin tai kurssin osaamista testaavien
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tehtävien osaamiseen. Tämä johtunee siitä, että kyseiset perustaitotestin tehtävät oli-

vat todella yksinkertaisia, minkä vuoksi väärin tehtävän tehneiden ryhmän kohdalla syy

osaamattomuuteen ei välttämättä ole niinkään tehtävän osaamisessa vaan esimerkiksi

huolimattomuusvirheessä tai hutiloimisessa.

7.3 Johtopäätökset ja jatkotutkimus

Tutkimuksessa selvitettiin opiskelijoille vaikeimpia matematiikan osa-alueita, opiskelijoi-

den kehitystä perustaitotestin ja lähtötasotestin välillä sekä testitulosten yhteyttä kursseil-

la menestymiseen. Testien mittaamat automaattitarkastettavat tehtävät antoivat kuitenkin

vastauksia Kilpatrickin ja kumppaneiden sekä Joutsenlahden mukaisen matemaattisen

mallin mukaan vain opiskelijoiden proseduraalisen sujuvuuden ja käsitteellisen ymmärtä-

misen taidoista.

Vaikeimpia osa-alueita opiskelijoille olivat ensimmäisen lukuvuoden alussa perustaito-

testissä integrointi, trigonometria ja eksponenttiyhtälöt. Puolen vuoden opiskelun jälkeen

lähtötasotestissä vaikeimmiksi osa-alueiksi osoittautuivat funktiot, integrointi sekä uutena

osa-alueena mukaan tarkasteluun tullut matriisilaskenta. Lähtötasotestin funktio- ja mat-

riisitehtävissä opiskelijoilta vaadittiin kuitenkin käsitteellistä ymmärtämistä enemmän kuin

monien muiden osa-alueiden tehtävissä.

Opiskelijat kehittyivät testien välillä kaikissa osa-alueissa, joita pystyttiin luotettavasti mit-

taamaan (itseisarvot, yhdistetyt funktiot, yhtälöt, trigonometria, derivointi, integrointi, eks-

ponenttiyhtälöt). Suurin kehitys tapahtui lähtötasoltaan heikoimmassa integroinnissa, kun

puolestaan pienintä kehitys oli lähtötasoltaan jo varsin korkeissa yhtälöissä ja derivoinnis-

sa. Kehityksen määrään ei vaikuttanut opiskelijan sukupuoli tai kurssitoteutus.

Testituloksien avulla pystyttiin ennakoimaan opiskelijoiden menestymistä kyseisillä ma-

tematiikan kursseilla. Paremmat pisteet testeissä indikoivat parempia kurssiarvosanoja.

Kuitenkaan menestymisellä aivan helpoimmissa perustaitotestin tehtävissä (P1, P2, P4,

P14) ei vaikuttanut olevan merkitystä opintomenestykseen.

Jatkotutkimusta ajatellen olisi mielenkiintoista saada testeihin jotain päättelyä vaativia

tehtäviä ja mielipidekysymyksiä opiskelijan matematiikkaan liittyvistä uskomuksista, jot-

ta opiskelijoiden matematiikan taidoista voitaisiin saada vielä kokonaisvaltaisempi kuva.

Myös opiskelijoiden menestystä toisiinsa jokseenkin liittyvissä derivoinnissa ja integroin-

nissa olisi kiinnostavaa tarkastella enemmän, sillä vuoden 2020-2021 opiskelijoilla deri-

vointi onnistui todella hyvin integroinnin ollessa poikkeuksellisen haastavaa. Olisi myös

mielenkiintoista tietää, kuinka tarkasti testituloksien perusteella voitaisiin kyetä ennusta-

maan opiskelijoiden menestymistä kursseilla, sillä sattumalta valitulla multinomiaalisella

logistisella regressiomallilla kyettiin parhaimmillaan ennustamaan 52,9 % opiskelijoiden

Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssin arvosanoista oikein.
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