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perustaitojen hallintaa. Tutkimuksessa tarkastellaan miten ndma taidot kehittyvat ensimmaisen
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kurssien alussa teetettyjen séhkoisten testien tulosten perusteella.

Tydssa tutustutaan myds ihmisen tiedonkasittelyprosessiin, joka on olennaisesti yhteydessa
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This research deals with the competence of basic skills in various areas of mathematics for
students starting their engineering studies. The study examines how these skills develop during
the first six months and whether the student’s gender or the way the course is implemented affects
the development of mathematical skills. In addition, it is considered whether students’ success in
mathematics courses can be predicted based on the results of electronic tests carried out at the
beginning of the courses.

The work also introduces the human data processing process, which is essentially linked to
learning. In addition, the work presents the constructivist concept of learning often used in the
teaching of mathematics and the factors influencing learning. The thesis also focuses on on the
concepts of mathematical thinking and mathematical competence, so that students’ competences
can be examined in a more diverse way.

The electronic tests used in the study consisted of 16 tasks that dealt with different aspects
of mathematics. The tasks of the electronic tests were divided into their own groups by means
of principal component analysis and a task type examination performed by the researcher. The
research was only able to examine two dimensions of mathematical competence due to the na-
ture of electronic tasks that are automatically checked. The students’ success was examined by
comparing the average scores for tasks in each subdivision. The Mann-Whitney U-test was used
to compare women and men and students who participated in the lecture implementation and the
flip implementation of the course.

The development between the tests was analysed based on the results of the Wilcoxon test
for the sample as a whole and for both course implementations and genders. The relationship
between the test results and the course grades was assessed using the Kruskal-Wallis H-test and
Mann-Whitney U-test by creating different confrontations. In addition, a model for prediction was
created by multinomial regression.

Integration, trigonometry and exponent equations were the most difficult parts of mathematics
at the beginning of the studies. The students developed in every area that could be measured
reliably during the first six months. The way the course was implemented or the gender of the
student did not affect the development in any way. Good results in electronic tests indicate good
success in the courses.

Keywords: mathematical skills, learning, engineering mathematics

The originality of this thesis has been checked using the Turnitin OriginalityCheck service.



ALKUSANAT

Saapuessani uuden opiskelijan orientaatioviikolle elokuussa 2017 tuntui diplomityd vie-
1& kovin kaukaiselle asialle. Viiden opiskeluvuoden hujahtaessa vauhdilla sitéd kuitenkin
huomasi yllattaden paédsseensa siihen pisteeseen, etta tutkinto alkaakin olla valmis.

Diplomityén kirjoittaminen oli opettavainen, mutta mielenkiintoinen projekti, joka eteni
omalta osaltani varsin suunnitellusti 1ahtépisteestd aina maaliin saakka. Haluankin osoit-
taa kiitokset diplomityén ohjaamisesta ohjaajilleni Terhi Kaarakalle ja Jussi Kankaalle,
joiden kanssa yhteistyd sujui erinomaisesti alusta loppuun.

Lisaksi haluan kiittdd koko yliopistotaipaleesta niin vanhoja kuin uusiakin ystavid, jotka
ovat auttaneet eteenpdin vaikeammillakin hetkilld tehden yliopistoajasta ikimuistoisen.
Haluan kiittdd myds vanhempiani ja sisaruksiani kaikesta tuesta ja mielenkiinnosta opin-
tojani kohtaan seka erityisesti Kaisaa diplomityéprosessini kestdmisesta.

Tampereella, 20. toukokuuta 2022

Miika Haljoki



SISALLYSLUETTELO

Johdanto.
2. Tutkimuksen taustatiedot ja tavoitteet.
2.1 Tutkimuksen opintojaksojen esittely
2.1.1 Insinddérimatematiikan perusteet .
2.1.2 Differentiaali- ja integraalilaskenta
2.2 Matemaattisen osaamisen taso Suomessa
2.3 Tutkimuksen tavoitteet .
3. Tutkimuksen pedagoginen tausta .
3.1 Oppiminen Coe
3.1.1 lhmisen tiedonkasittely .
3.1.2 Oppimiseen vaikuttavat tekijat .
3.2 Konstruktivistinen oppimiskasitys
3.3 Matemaattinen ajattelu
3.4 Matemaattinen osaaminen .
4. Tutkimuksen matemaattinen teoria.
4.1 Keskeiset maaritelmat .
4.2 Regressioanalyysi
4.2.1 Tunnusluvut . Coe
4.2.2 Multinomiaalinen logistinen regressioanalyysi .
4.3 Paakomponenttianalyysi .
4.4 Mediaanien eroa mittaavat testit .
4.41 Wilcoxonin testi.
4.4.2 Mann-Whitneyn U-testi.
4.4.3 Kruskal-Wallisin H-testi.
5. Tutkimuksen toteutus .
5.1 Opintojaksojen jarjestelyt
5.2 Tutkimusaineisto .
5.3 Tutkimusmenetelmat .
6. Tutkimuksen tulokset ja niiden analysointi .
6.1 Opiskelijoiden matematiikan taidot osa-alueittain .
6.2 Matematiikan taitojen kehittyminen yliopisto-opintojen alussa
6.3 Testituloksien yhteys opintojaksoilla menestymiseen .
7. Yhteenveto . Coe
7.1 Tutkimuksen luotettavuus

© 00 W W MM MDD DD =

O O g b~ DA DA DA DA A BB P OOWOWWODNDMNDDDN=2 =2 2 22
N N O OO 6000 O PR DN 2 OO0 0 0T OO W w wowow o N O O



7.2 Pohdinta .

7.3 Johtopaatdkset ja jatkotutkimus .

Lahteet .
Liite A: Perustaitotesti
Liite B: Lahtotasotesti.

. 69
.72
. 73
. 79
. 81



LYHENTEET JA MERKINNAT

DIL Differentiaali- ja integraalilaskennan opintojakso

IMP Insinddrimatematiikan perusteet -opintojakso

NAEP  Yhdysvaltojen koulutuksen tason arviointiin keskittyva jarjestd
(engl. National Assessment of Educational Progress)

OECD taloudellisen yhteistydén ja kehityksen jarjestd (engl. Organisation
for Economic Co-operation and Development)

PISA kansainvalinen koulutuksen tilan tutkimusohjelma (engl. Program-
me for International Student Assessment)

PNS pienimman neliGsumman menetelma (engl. ordinary least squares,
OLS)

R reaaliluvut

SEFI kansainvalinen voittoatavoittelematon insinéérien koulutuksen ke-
hittdmiseen keskittynyt organisaatio (engl. European Society for
Engineering Education)

SPSS tilastotieteelliseen analysointiin suunniteltu ohjelmisto (engl. Statis-
tical Package for the Social Sciences)

SSE estimoidun mallin jddnnésneliésumma

SSM estimoidun mallin mallineliésumma

SST selitettdvan muuttujan vaihtelua kuvaava kokonaisneliGsumma

TIMSS kansainvélinen matematiikan ja luonnontieteiden osaamisen ar-

viointitutkimus (engl. Trends in International Mathematics and
Science Study)

vi



1. JOHDANTO

Matematiikan osaaminen auttaa ymmartdmaan paremmin ymparéivan maailman ilmioi-
ta, ja on sen vuoksi merkityksellistd. Matematiikka on erityisen tarkea taito insinddéreille,
mutta matematiikkaa tarvitsevat kaikki ihmiset jokapaivaisessa elaméassaan esimerkiksi
talouden hallitsemiseen ja ruoan laitto-ohjeiden noudattamiseen. [1] On huolestuttavaa,
ettd matematiikan osaamisen taso Suomessa on heikentynyt niin peruskoulussa kuin lu-
kiossakin, mika nakyy vaistamattd myods korkeakouluissa tason putoamisena [2] [3] [4].

Matematiikan osaamisen tason parantuminen tapahtuu tiedostamalla ongelmakohdat ja
paneutumalla niihin. Tata ty6ta tehdaan myds Tampereen yliopistossa muun muassa mit-
taamalla opiskelijoiden matematiikan osaamisen l&htétasoa sahkoiselld perustaitotestilla
ja jarjestamalla opintojen alussa tukiopetusta niille opiskelijoille, jotka eivdt menestyneet
perustaitotestissa riittdvan hyvin. TAma vaikuttaa olevan tarpeen, silla esimerkiksi vuon-
na 2010-2012 Tampereen teknillisessa yliopistossa aloittaneista opiskelijoista alle 60%
sai suoritettua kahden ensimmaisen vuoden matematiikan peruskurssit ajallaan. [5]

Taman tutkimuksen tavoitteena on selvittdd ovatko aiemmissa tutkimuksissa vaikeaksi
koetut aihepiirit vaikeimpia myds vuonna 2020-2021 ensimmaista lukuvuottaan opiske-
leville opiskelijoille, ja onko kurssin suoritustavalla tai sukupuolella vaikutusta opiskelijan
matematiikan taitojen kehittymiseen yliopisto-opintojen alkuvaiheessa. Lisédksi tutkimuk-
sessa koitetaan selvittaa, pystyyké opiskelijan menestymisesta jossakin matematiikan pe-
rustaitotestin osa-alueessa ennustamaan menestymista myés matematiikan kursseilla.

Luvussa 2 esitelladn opintojaksot, joihin tutkimus pohjautuu. Tdman jéalkeen luvussa 2
kaydaan lapi matemaattisen osaamisen tason kehitystd Suomessa, jonka jalkeen kol-
mannessa alaluvussa vield esitelladn tutkimuskysymykset, joihin pyritdan vastaamaan.
Luvussa 3 perehdytaan oppimiseen liittyvaan teoriaan pedagogisesta nakékulmasta lah-
tien liilkkeelle hieman yleisemmalté tasolta keskittyen lopulta tarkemmin nimenomaan ma-
temaattiseen ajatteluun ja osaamiseen. Taman jalkeen luvussa 4 esitelladn matemaattis-
ta teoriaa, johon tutkimusmenetelméat perustuvat.

Luvussa 5 perehdytaan opintojaksojen jarjestelyihin, tutkimusaineistoon ja tutkimuksessa
kaytettyihin tutkimusmenetelmiin. Luvussa 6 puolestaan esitelldan ja analysoidaan tutki-
muksen tuloksia. Luvussa 7 tarkastellaan tutkimuksen luotettavuutta, pohditaan luvun 6
tuloksia ja tehdaan johtopaatéksid muun muassa mahdollista jatkotutkimusta varten.



2. TUTKIMUKSEN TAUSTATIEDOT JA TAVOITTEET

Tassé luvussa perehdytaan tutkimuksen taustatekijéihin. Luvussa esitelldan tutkimuksen
kannalta olennaisten opintojaksojen sisaltéalueet ja osaamistavoitteet. Taman liséksi lu-
vussa taustoitetaan suomalaista matemaattisen osaamisen tasoa eri ndkékulmista, ja esi-
telladn tutkimuskysymykset, joihin pyritdan vastaamaan.

2.1 Tutkimuksen opintojaksojen esittely

Tutkimus pohjautuu kahteen tavanomaisesti ensimmaisena opiskeluvuonna kaytavaan
Dl-opiskelijoille suunnattuun matematiikan kurssiin Insinéérimatematiikan perusteisiin se-
k& Differentiaali- ja integraalilaskentaan. Namé kurssit kuuluvat pakollisina rakennustek-
niikan, ymparistd- ja energiatekniikan, tuotantotalouden, tietojohtamisen, materiaalitek-
niikan, automaatiotekniikan, konetekniikan, sahkdtekniikan seka tietotekniikan tutkinto-
ohjelmien opiskelijoille. Opintojaksot sisaltyvat myds kestavan kehityksen seka biotekno-
logian ja biolddketieteen kandidaatin ohjelmiin. [6] [7]

2.1.1 Insiné6rimatematiikan perusteet

Insin6érimatematiikan perusteet -kurssi kasittelee matematiikan osa-alueita, joita tarvi-
taan mybhemmissé tekniikan opinnoissa. Tdma opintojakso aloitetaan yleensa heti en-
simmaisen lukuvuoden alkaessa elokuun lopulla. Monia kurssin asioita on késitelty hie-
man jo lukiossa, mutta talla kurssilla useissa aihealueissa mennaén lukiotasoa pidem-
malle sekd opetellaan taysin uusia asioita.

Opintojakso sisaltdd muun muassa joukko-opin peruskasitteiden sekd matemaattisen to-
distamisen perusteiden harjoittelua. Kurssin aikana tutustutaan myds kattavasti erilaisiin
reaalifunktioihin kuten hyperbolisiin funktioihin ja niiden kaanteisfunktioihin. Lis&ksi opin-
tojaksolla kasitelladn funktioiden raja-arvoa ja jatkuvuutta, jonka kautta paastaan myds
derivoinnin ja integroinnin maailmaan. Kokonaan uusina aihepiireind mukaan tulevat aina-
kin usean muuttujan funktiot ja kompleksiluvut. Kurssin oppimateriaalina toimii Edwardsin
ja Penneyn kirja Calculus 6e, Early Transcendentals, Matrix Version, joka ei ole iimaiseksi
saatavilla verkossa, mutta on lainattavissa Tampereen yliopiston kirjastosta. [6]

Kurssin osaamistavoitteissa on sanottu, etta opiskelijan tulisi kurssin suoritettuaan osata



matematiikan reaalilukujen osajoukkojen tulkitseminen ja kirjoittaminen yhdisteiden, leik-
kausten, komplementtien ja erotusten avulla. Opiskelijan tulisi osata hahmotella funktioi-
den kuvaajia, maarittda raja-arvoja, laskea derivaattoja seka osata tehda funktion kayttay-
tymisesté johtopaatdksia derivaatan avulla. Opiskelijan taytyisi myds pystya ilmaisemaan
kompleksilukuja seké napakoordinaatti ettd eksponenttimuodossa ja suorittamaan lasku-
toimituksia molempia tapoja kayttaen. Lisaksi opiskelijan tulee myds tietaa integraalifunk-
tion ja maaratyn integraalin kasitteet sekd pystya ratkaisemaan pinta-ala integroimalla.
Ratkaisuja tulee pystya esittdmaan seka kirjallisesti etta suullisesti. [6]

2.1.2 Differentiaali- ja integraalilaskenta

Differentiaali- ja integraalilaskenta on jarjestyksessaan kolmas ensimmaisen vuoden nel-
jasta pakollisesta matematiikan opintojaksosta. Sen esitietovaatimuksina on kaksi aikai-
semmin kaytyd matematiikan kurssia Insind6rimatematiikan perusteet seka Vektorit ja
matriisit [7].

Opintojakso koostuu integraaleista, differentiaaliyhtaléistd, lukujonoista ja sarjoista. Kurs-
silla kasitellaan aluksi integraalifunktiota ja maarattya integraalia, jonka jalkeen vuorossa
ovat ensimmaisen ja toisen kertaluvun differentiaaliyhtélét. Opintojakson loppupuolella
opetellaan vield lukujonojen ja erilaisten sarjojen, kuten potenssisarjan, ominaisuuksia ja
kayttaytymista. Opintojakson oppimateriaalina toimii sama kirja kuin Insiné6rimatematii-
kan perusteet -kurssillakin. [7]

Opintojakson osaamistavoitteissa on mainittu, etta opiskelijan on yksinkertaisissa tilan-
teissa osattava kayttaa sijoituksia, laskea rationaalifunktioiden integraalifunktioita ja osit-
taisintegroida seka tutkia epaoleellisen integraalin suppenemista. Opiskelijan tulisi myds
osata ensimmaisen kertaluvun separoituvien ja lineaarisien differentiaaliyhtaléiden ratkai-
seminen. Toisen kertaluvun differentiaaliyhtaléista opiskelijan tulisi kyetd muodostamaan
homogeenisen lineaarisen yhtalén lineaarisesti riippumattomista ratkaisuista yleinen rat-
kaisu, ja toisaalta pystya ratkaisemaan vakiokertoiminen toisen kertaluvun homogeeninen
yhtalé sekd hakemaan yksittaisratkaisu epahomogeeniselle yhtalélle. Opiskelijan pitaisi
pystya tutkimaan lukujonon raja-arvoa ja sen olemassaoloa seka positiivitermisen sar-
jan suppenemista integraalitestilla, suhdetestilla ja vertailuperiaatteella. Opiskelijan tulee
osata laskea geometrisen suppenevan sarjan summa, selvittda potenssisarjan suppene-
misvali, muodostaa funktion Taylorin polynomeja ja selkeimmissa tapauksissa Taylorin
sarja. Ratkaisut tulee pystya esittamaan seka suullisesti etta kirjallisesti. [7]

2.2 Matemaattisen osaamisen taso Suomessa

PISA (Programme for International Student Assessment) on kansainvéalinen OECD-maiden
ohjelma, joka mittaa 15-vuotiaiden nuorten lukemisen, matematiikan ja luonnontieteiden



taitoja arkielaméssa parjadmisen nakdkulmasta. Ensimmainen kansainvalinen PISA-testi
tehtiin vuonna 2000, jonka jalkeen noin 3 miljoonaa oppilasta ja yli 80 maata ovat osal-
listuneet PISA-tutkimuksiin. [8] Suomi on osallistunut PISA-tutkimukseen heti vuodesta
2000 alkaen, ja kolmen ensimmaisen testikerran eli vuosien 2000, 2003 ja 2006 tulokset
kertoivat, ettd Suomi oli parhaiten tutkimuksessa menestynyt maa. Vuoden 2009 tutki-
muksessa Suomen kehityssuunta kuitenkin kaantyi, ja PISA 2012 -tulokset sekd kansal-
liset tutkimukset osoittivat, ettd osaamisen lasku muutaman vuoden aikana on ollut mer-
kittdvaa. Matematiikan osaamisen keskiarvo PISA-tutkimuksissa putosi vuodesta 2003
vuoteen 2012 tultaessa perati 25 pisteelld 544:std 519:sta, mika oli toiseksi suurin tason
pudotus heti Ruotsin jalkeen. [9] Kuvassa 2.1 on esitetty Suomen ja OECD-maiden hei-
koimmille ja parhaimmille matematiikan suoritustasoille paatyneet oppilaat sekad vuonna
20083 ettd 2012.

Suomi (matematiikan suoritustasolle 1 ja m
sen alle suoriutuneet oppilaat) 12%
OECD-maat (matematiikan suoritustasolle 1 _21 %
ja sen alle suoriutuneet oppilaat) 22%

Suomi (matematiikan suoritustasoille 5 ja 6 - 239
sijoittuneet oppilaat) 15%
OECD-maat (matematiikan suoritustasoille - 15 %
5 ja 6 sijoittuneet oppilaat) 13%

0% 5% 10% 15% 20% 25%

EPISA 2003 MEPISA 2012

Kuva 2.1. Matematiikan heikoimmille ja parhaimmille suoritustasoille p&éatyneiden oppi-
laiden osuuden kehitys vuodesta 2003 vuoteen 2012. [9]

Kuvasta nghdaan, ettd matematiikan suoritustasolle 1 ja sen alle ja&neiden oppilaiden
maara kasvoi Suomessa huomattavasti muita OECD-maita enemman. Samoin korkeim-
mille tasoille 5 ja 6 sijoittuneiden oppilaiden mééara putosi Suomessa merkittavasti enem-
man kuin muissa OECD-maissa. Kuten kuvasta kuitenkin havaitaan, niin matemaattinen
osaaminen Suomessa oli yha edelleen korkeammalla tasolla kuin muissa OECD-maissa
keskimaarin, mutta suunta naytti huolestuttavalta.

Vuoden 2015 PISA-tulokset kertovat, etta oppimistulokset Suomessa niin matematiikas-
sa kuin muillakin osa-alueilla olivat edelleen jatkaneet laskusuuntaisesti. Matematiikan
osaaminen ei ollut kuitenkaan pudonnut vuoden 2012 tasosta merkittavasti, vaikka tu-



los Suomen historian alhaisin olikin. Suomi oli matematiikassa edelleen seitseménneksi
paras OECD-maista. [10] Uusin PISA-testi jarjestettiin vuonna 2018, silld 2021 vuoden
testi siirrettiin koronapandemian takia vuoteen 2022. Vuoden 2018 PISA-tulokset osoitta-
vat, ettd matemaattisen osaamisen taso oli sdilynyt samana vuodesta 2015 eteenpéin eli
Suomi on edelleen selkeasti OECD-maiden keskiarvoa parempi matematiikassa, vaikka
2000-luvun huippuvuosista onkin tultu merkittavasti alaspain. [2]

Hyvista PISA-tuloksista huolimatta suomalaisissa yliopistoissa ja ammattikorkeakouluis-
sa on jo pitkd&n 2000-luvun alkupuolelta saakka oltu huolissaan uusien opiskelijoiden hei-
kentyneistd matematiikan taidoista. PISA-tutkimuksen mitatessa lahinna arkielaman ma-
tematiikan taitoja, ja&a sellainen matematiikka, jota korkeakouluissa tarvitaan, kokonaan
arvioinnin ulkopuolelle. PISA-tulokset eivét siis kerro osaavatko oppilaat esimerkiksi las-
kea murtoluvuilla, tehda geometrisia paattelyita tai kasitella algebran lausekkeita, vaan
I&hinnd matemaattisesta lukutaidosta, joka sekin on toki arvokasta itsessdan. Matemaat-
tinen lukutaito ei kuitenkaan pelkdstaan riitd arvioimaan nuorten matemaattisen osaami-
sen tasoa jatko-opintoja varten. Peruskoulussa saadun matemaattisen pohjan riittamat-
tdmyys hankaloittaa uusien vaikeampien asioiden omaksumista myéhemmin lukiossa ja
sitten korkeakouluissa. [3]

TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) tutkii puolestaan 4.
luokkalaisten ja 8. luokkalaisten oppilaiden matematiikan ja luonnontieteiden osaamista.
TIMSS:ssé arviointi perustuu kuitenkin enemman matematiikan ja luonnontieteiden ope-
tussuunnitelmiin kuin PISA-tutkimuksessa. TIMSS-tutkimuksia on tehty vuodesta 1995 al-
kaen neljan vuoden valein, ja viimeisimmassa eli vuoden 2019 tutkimuksessa oli mukana
jo 71 maata tai aluetta. [11]

Matemaattinen osaaminen oli uusimmassa 4. luokkalaisten TIMSS-tutkimuksessa jaotel-
tu kolmeen sisadltdéalueeseen, jotka olivat luvut ja laskutoimitukset, geometriset muodot ja
mittaaminen seka tietoaineistot. Nama siséaltbalueet olivat suomalaisilla oppilailla tasai-
sesti hallussa. [12] 8. luokkalaisten tehtavat oli puolestaan jaoteltu neljaan sisaltdéaluee-
seen, jotka olivat luvut ja laskutoimitukset, algebra, geometria seka tilastot ja todennakéi-
syys. Naistd osa-alueista algebran tehtavéat sujuivat suomalaisilta merkittavasti heikom-
min kuin muut. [13] T&ma on ongelmallista etenkin siksi, koska algebra on peruskoulun
jalkeisten matematiikan opintojen tarkein yksittdinen osa-alue. [3]

Myés uusimmista TIMSS-tutkimuksista on nahtévissa ainakin hieman laskeva trendi Suo-
men osalta, vaikka matematiikan osaaminen Suomessa on TIMSS-tutkimuksenkin mu-
kaan varsin hyvalld tasolla. Suomen edelld on 4. luokkalaisten tutkimuksessa 13 maata
ja 8. luokkalaisten tutkimuksessa 9 maata. [12] [13] Kuvassa 2.2 on esitetty matematii-
kan pisteiden kehitys TIMSS-tutkimuksessa suomalaisten osalta vuodesta 2011 vuoteen
2019.

Kuvasta nahdaan, etta 4. luokkalaisten matematiikan osaamisen taso on pysynyt melko
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Kuva 2.2. Matemaattisen osaamisen kehitys 4. luokkalaisilla ja 8. luokkalaisilla TIMSS-
tutkimuksen mukaan vuodesta 2011 vuoteen 2019. [11]

samana neljdn vuoden takaiseen tulokseen verrattuna, mutta laskua vuoden 2011 tu-
lokseen on huomattavasti. 8. luokkalaiset puolestaan osallistuivat tutkimukseen edellisen
kerran vuonna 2011, ja heidan kohdalla tulos on laskenut hieman vuoden 2011 tulokses-
ta, mutta ei kuitenkaan tilastollisesti merkittéavéasti.

PISA- ja TIMSS -menestyksestd huolimatta lukioissa on tarvittu tukikursseja pienentéa-
maan kynnysté peruskoulun ja lukion valille. Samaan ratkaisuun on paadytty myds ma-
tematiikkaa vaativilla aloilla korkeakouluissa, silla opettajat ovat kokeneet opiskelijoiden
matemaattisen osaamisen tason heikentyneen. Ongelmaa hankaloittaa se, etta pitkén
matematiikan kirjoittajien maara ei riitd tayttdmaéan kaikkia avoimia opiskelupaikkoja, joi-
ta oli 17 000 vuonna 2004, kun pitkdn matematiikan kirjoittajia oli 12 500. [4] Vuonna
2021 tekniikan alan korkeakoulupaikkoihin paatyi 15 300 uutta opiskelijaa. [14] [15] Pit-
k&n matematiikan osaamisesta on kuitenkin hydtyda myds esimerkiksi kauppatieteiden,
luonnontieteiden, ladketieteen, tietojenkasittelyn ja maa- ja metsatalousalan opinnoissa,
joten pitk&n matematiikan kirjoittajia paatyy paljon muillekin aloille.

SEFI:n (European Society for Engineering Education) raportin mukaan matemaattisen
osaamisen taso ympari Eurooppaa on laskenut. Matematiikan taitotason heikkeneminen
on ongelma erityisesti insinddrialoille, joissa matematiikan hallitseminen on edellytys me-
nestymiselle. Samalla matematiikan taitajista yha useampi on paatynyt muille koulutus-
aloille, jonka vuoksi insinddrialoille on ollut vaikeaa saada tarpeeksi suurta riittadvat mate-
matiikan pohjataidot osaavaa opiskelijajoukkoa. [16]

Suomessa kansallinen Opetushallituksen luoma luonnontieteisiin ja matematiikkaan kes-



kittyvd LUMA-hanke (1996-2002) otti tavoitteekseen nostaa lukion pitkdn matematiikan
kirjoittajien maaran noin 12 000:sta 17 000 opiskelijaan. [4] TAma ei kuitenkaan toteutu-
nut vield 2000-luvun alussa, mutta yliopistojen sopiessa uusista pisteytysmalleista vuon-
na 2018, kasvoi pitkdn matematiikan kirjoittajien maara huomattavasti, koska siitd saa
erityisen paljon pisteitd todistusvalinnassa haettaessa lukion jalkeen jatkokoulutukseen.
[17] Taman uudistuksen vaikutusta eri aineiden osaamiseen on viela lilan aikaista arvioi-
da, mutta sen vaikutus aineiden valintaan lukiossa on jo nyt ndhtavissa. Kuvassa 2.3 on
esitetty pitkdn seka lyhyen matematiikan kirjoittajien maaran kehittyminen vuodesta 2012
vuoteen 2021.

limoittautuneet eri kokeisiin tutkintokerroittain 2012-2021

Matematiikka, pitk Lkm 10917 10806 10865 10631 10536 10718 11716 11977 13760 14895
Lkm 1397 1431 1399 1325 1077 1063 1967 1865 4183 3219

Yhteens3 Lkm 12314 12237 12264 11956 11613 11781 13683 13842 17948 18114

Miehet % 556 559 557 548 520 517 495 50,6 467 46,6

Naiset % 444 441 443 452 480 483 505 494 533 534

Matematiikka, lyhyt Lkm 12110 12624 12673 12519 11663 11898 11934 9349 11999 13067
Lkm 5123 5289 5151 5986 4745 4837 6511 4245 5841 5727

Yhteensi Lkm 17233 17913 17824 18505 16408 16735 18445 13594 17840 18794

Miehet % 441 447 443 432 439 439 422 456 408 39,3

Naiset % 559 553 557 568 561 561 578 544 592 60,2

Kuva 2.3. Matematiikan kirjoittajat lukiossa vuodesta 2012 vuoteen 2021. [18]

Kuten kuvasta nahdéaéan, niin pitkdn matematiikan kirjoittajien maéara nousi huomattavasti
vuodesta 2017 vuoteen 2018 mentdesséd, mutta sitdkin selkedmmin vuoteen 2020 saa-
vuttaessa. Kuvasta nahdaan myds, kuinka naisten osuus pitkdn matematiikan kirjoittajista
on kasvanut tasaisesti 2010-luvun aikana.

Tampereen yliopistossa tekniikan opiskelijoiden matematiikan osaamista testataan pe-
rustaitotestilla, josta tarkemmin luvussa 5.2. Perustaitotestin tarkoituksena on selvittaa,
kuinka hyvin yliopistoon opiskelemaan paésseet opiskelijat osaavat eri aihepiirien lukio-
tason tehtavid. Perustaitotesti on suoritettu jo ainakin vuodesta 2004 I&htien, joten sen
perusteella on helppo seurata uusien opiskelijoiden matemaattisen osaamisen tason ke-
hittymista, koska tehtavien vaikeustaso on pyritty pitimaan vuodesta toiseen samana.
Vuodesta 2010 asti on keratty tehtavakohtaista dataa, jonka avulla voidaan huomata tiet-
tyjen osa-alueiden olevan haasteellisimpia. Vaikeimpia aihealueita ovat olleet erityises-
ti insin66rien kayttamat logaritmit, trigonometria ja derivaatta. Samojen tehtavatyyppien
pysyminen vuodesta toiseen vaikeimpana kertoo siita, etta lukiomatematiikan painotukset
eivat tue naiden aiheiden oppimista tarpeeksi hyvin. Perustaitotestin tulokset heikkenivat
huomattavasti vuodesta 2013 vuoteen 2015, mutta kdantyivat tdman jalkeen kuitenkin
noususuuntaan. [19]



2.3 Tutkimuksen tavoitteet

Tutkimuksen tavoitteena on selvittdd, ettd ovatko samat tehtavatyypit olleet vaikeimpia
opiskelijoille vuonna 2020-2021 kuin aikaisemminkin. Tutkimuksessa pyritdan myds tar-
kastelemaan, etta pystyykd perustaitotestin ja DIL:n (Differentiaali- ja integraalilaskennan
opintojakso) yhteydessa suoritettavan 1ahtétasotestin (tarkemmin luvussa 5.2) tuloksien
avulla ennakoimaan opiskelijoiden tulevaa menestysta kyseisilla matematiikan kursseilla.
Lisaksi tutkimuksessa selvitetddn, ettd minkalaista opiskelijoiden mahdollinen kehitys on
ollut perustaitotestin ja lahtétasotestin valilla.

Tutkimuskysymyksiksi valikoituivat seuraavat:

1. Mitkd matematiikan osa-alueet olivat opiskelijoille vaikeimpia perustaitotestissa ja lah-
tétasotestissé lukuvuonna 2020-20217

2. Minkalaista opiskelijoiden kehitys on ollut perustaitotestin ja lahtétasotestin valilla ja
vaikuttiko kurssin toteutustapa tai opiskelijan sukupuoli kehitykseen?

3. Milla tavoin perustaitotestin ja lI&htétasotestin tuloksista voidaan ennustaa opiskelijan
tulevaa menestysta kyseisilla matematiikan kursseilla®?

Ensimmaiseksi jaotellaan testien tehtavat tehtavatyypeittain, ja tarkastellaan opiskelijoi-
den menestysté eri tehtéavéatyypeissa. Toisessa tutkimuskysymyksessa tarkastellaan pe-
rustaitotestin ja lahtétasotestin vélista opiskelijoiden kehityskaarta tarkemmin. Kolman-
nessa kysymyksessa haetaan vastausta siihen, ettd pystytddnké perustaitotestin ja lah-
tétasotestin tulosten avulla tekemaan johtopaatdksia tulevasta menestyksesta, ja tulisiko
naihin tuloksiin reagoida jollain tavalla koulun opetuksen suunnittelussa.



3. TUTKIMUKSEN PEDAGOGINEN TAUSTA

Tassé luvussa paneudutaan oppimiseen pedagogisesta nakdékulmasta. Luvussa esitel-
Iaan ensin, mitd oppimisen ajatellaan olevan, jonka jalkeen tutkitaan tarkemmin ihmi-
sen tiedonkasittelya ja oppimiseen vaikuttavia tekijéita. Konstruktivistiseen oppimiskasi-
tykseen tutustutaan tarkemmin, silla se on merkittdvassa roolissa erityisesti matematii-
kan ja luonnontieteiden opetuksessa. Lisaksi tdssd luvussa kasitellddn matemaattisen
ajattelun ja matemaattisen osaamisen kasitteita, jotka on tarkeda tietdd ymmartdékseen
oppimisprosessia paremmin.

3.1 Oppiminen

Martonin ja Saljén tutkimuksen (2005) mukaan ihmiset kokevat oppimisen ja yrittavat op-
pia eri tavoilla. Tutkimuksessa selvitettiin opiskelijoiden ajatuksia oppimisesta ja oppimi-
sen tehokkuutta muun muassa kysymalla opiskelijoilta erilaisia kysymyksié heidéan luke-
mastaan tekstista seka pyytamalla opiskelijoita pitdmaan esitys aiheesta tekstin luettu-
aan. Ihmiset pitivat oppimisena muun muassa lisdysté tiedon maarassa, késitteiden ym-
martamista ja asioiden muistamista. Oppimisena kasitettiin myds soveltamiskyky ja kyky
toistaa jo opittu asia uudestaan. Osa ihmisistd naki oppimisena my6s ihmisen kehitys-
prosessin. [20] Myds Valijarven, Mannosen, Huttusen, Ojasen ja Koskelon toteuttama
kyselytutkimus, jossa annettiin ihmisten puhua vapaasti omista oppimiskokemuksistaan,
osoittaa, ettéd oppiminen voidaan ndhda monin eri tavoin. Tutkimuksessa haastateltiin 72
henkil6a, jotka olivat idltdan 8-82 -vuotiaita, joten kansalaisten nakemyksista saatiin var-
sin kattava poikkileikkauskuva. [21]

Kuten ylla olevista tutkimuksista jo voidaan paéatella, niin oppimista on vaikea maaritelld
vain yhdell tietylla tavalla. Ihmiset ymmartavat, ettd oppiminen on tarke&a, mutta omaa-
vat erilaisia ndkemyksia siitd, mitkd asiat ovat syitd ja seurauksia oppimisprosessissa.
Mitaan kaikkien teoreetikkojen, tutkijoiden ja tieteenharjoittajien hyvaksymaa kansainva-
lisesti hyvaksyttyd maaritelmaa oppimiselle ei ole olemassa [22]. Rauste-von Wright ja
von Wright maarittelevat, ettd ihmisen informaation prosessointi, joka johtaa muutoksiin
esimerkiksi tiedoissamme, taidoissamme, kasityksissdmme tai tunteissamme, ja kestaa
pidempaan kuin hetken, on oppimista [23]. Behavioristit nakevét, ettd oppimista tapahtuu,
kun ihmisen tai eldimen kayttdytyminen muuttuu. Muutos kayttaytymisessa perustuu sii-
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hen, ettad ihminen tai eldin saa oppimistilanteessa joko palkinnon toivotuista ratkaisuista
tai rangaistuksen vaarista valinnoista. Kognitiivisesta nakékulmasta oppimista tarkastele-
vat taas ovat sitd mielta, etta oppimista tapahtuu ihmisten puhuessa, kirjoittaessa tai teh-
dessa asioita. Nakemyksen mukaan ihmiset kuitenkin oppivat tiedot, taidot, uskomukset
ja kayttaytymismallit osoittamatta niité viela itse oppimistapahtuman aikana. [22] [24]

3.1.1 lhmisen tiedonkasittely

Elaimet saavat tietoa aistiensa avulla. Kehittyneilla elaimilla on myds kyky vastaanottaa
seka hybddyntad ymparistdstdédn saamaansa tietoa, ja kayttaa sitd hyvakseen omassa toi-
minnassaan. Tata varten tarvitaan kuitenkin erityinen tiedonkasittelyjarjestelma. [25] Tie-
donkasittelyjarjestelmamme on kuitenkin rajallinen, jonka vuoksi emme pysty vastaanot-
tamaan kaikkea informaatiota ymparistéstamme, vaikka pitkdaikaiseen muistiimme onkin
mahdollista varastoida tietoa hyvin paljon. [23]

Muistin rakenteesta on saatu viime vuosikymmenina huomattavasti uutta tietoa, ja nyky-
kasityksen mukaan muisti jakautuu useisiin yhdessa toimiviin muistijarjestelmiin. [25] Tie-
toja tallentavaan jarjestelmaamme kuuluu ainakin kolme osaa, jotka ovat havaintomuisti,
lyhytaikainen muisti ja pitkdaikainen muisti. Nama keskendan erilliset muistijarjestelmat
toimivat kuitenkin vuorovaikutuksessa toistensa kanssa, ja pitkdaikaiseen muistiin paa-
tyékseen, tiedon on siirryttava sinne havaintomuistin ja lyhytaikaisen muistin kautta. [23]
[26] Havaintomuisti on naista kestoltaan lyhin, vain noin sekunnin mittainen [26].

Lyhytaikainen muisti eli tydmuisti on aktiivisessa kdytdssa, kun opetellaan uutta. Tydmuisti
on kestoltaan noin 1-30 sekunnin pituinen. [26] Tyémuistin kapasiteetti on noin seitseman
yksikdén pituinen. Miller paatyi tdhan tulokseen muistin pituutta tutkivassa artikkelissaan
(1956), kun erilaisten kokeiden tulokset antoivat samankaltaisia vastauksia. [27] Mielen-
kiintoista tyOmuistin kayttaytymisesséa on, ettd ihminen muistaa tuntemattoman numero-
tai kirjainsarjan nadhdess&éan vain noin seitseman numeroa, mutta ndhdessamme tuttu-
ja sanoja, kykenemme muistamaan niitédkin noin seitseman kerrallaan, vaikka ne voivat
sisdltda useita kymmenia kirjaimia. Informaation rakenteella onkin suuri vaikutus omaan
hahmottamiskykyymme, ja sitd kautta muistin kapasiteettiin. [23] [25] Tydmuistin rajalli-
suutta kuvaa hyvin se, etté sanalistoja muisteltaessa ensimmaiset ja viimeiset sanat ovat
usein helpoimpia palauttaa takaisin mieleen [25].

Pitkdaikainen muisti voi olla pituudeltaan vain minuuteista koko elinikdan [26]. Pitkaaikai-
nen muisti on kaikista suurin ihmisen tietovarastoista, silla siella sailyy kaikki kokemukset
elaman varrelta. Kaikkien pitkdaikaisessa muistissa olevien tietojen mieleen palauttami-
sen on kuitenkin huomattu olevan vaikeaa, vaikka ne selvasti vaikuttavatkin ihmisen kayt-
taytymiseen. Pitk&aikaista muistia kuitenkin tarvitaan, silla lyhytaikaisen muistin kapasi-
teetti on hyvin rajallinen ja altis pienillekin hairitekijéille. [25] Pitkaaikaisen muistin sisalté
vaikuttaa vahvasti siihen, mitd havainnoimme ja miten prosessoimme havainnoimaamme
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tydmuistissa. Tama puolestaan vaikuttaa oleellisesti siihen, missd muodossa varastoim-
me uuden tiedon pitkaaikaiseen muistimme. Vuorovaikutus eri muistijarjestelmien valilla
on siis ilmeinen. [26]

Ennen kuin tieto ylipdatadan paatyy pitkakestoiseen muistiin, tapahtuu ihmisen tiedonka-
sittelyprosessissa useita asioita. Eri muistitoimintojen sijoittaminen tietyille kohdille tie-
donkasittelyprosessia on haastavaa ellei mahdotonta. [25] Tarkastellaan siis nyt tiedon-
kasittelyprosessin muita osia kiinnittdmatta sen enempaa huomiota siihen, mika muisti-
toiminnon vaihe millakin hetkella mahdollisesti vaikuttaa missakin roolissa.

Ihmisen tiedonkasittelyprosessi lahtee liikkeelle havaitsemisesta. Kuitenkin esimerkiksi
siitd, kuinka paljon havaitseminen edellyttdd aisti-informaation aktiivista muokkaamista,
on useita ngdkemyksia. Klassisen havaintopsykologisen konstruktivismin mukaan nakojar-
jestelman on kaytettava tietoista paattelyd muistuttavia prosesseja havainnointiin, koska
silman verkkokalvolle muodostuva kuva on puutteellinen. [25] James Gibsonin mieles-
ta taas minkaanlaista informaation muokkaamista ei tarvita, silla havaitseminen tapahtuu
valittdémasti ymparistéa tarkkailtaessa [28].

Ihminen ei pysty keskittym&an samanaikaisesti kuin rajattuun maaraan asioita, joten sen
on jollain tavalla valikoitava, mihin kiinnittdd huomionsa. Valikoivan tarkkaavaisuuden voi-
daankin ajatella olevan ihmisen tiedonk&sittelyprosessin seuraava osa havaitsemisen jal-
keen. [25] Tarkkaavaisuutta ohjaa seka sisaiset etta ulkoiset tekijat. Ulkoisia tekijoitd on
esimerkiksi kirkkaat, dédnekkaat tai yhtékkiset arsykkeet, jotka kiinnittavat helposti ihmi-
sen huomion. Siséisia tekij6itd puolestaan on esimerkiksi tunnetilat ja odotukset. Pelok-
kaassa tilassa olevan ihmisen tarkkaavaisuutta ohjaa siis erityisesti vaaran merkit, kun
taas nalkaista ihmistd ruoan merkit. [23] Oman nimemme kuuleminen kiinnittda usein
huomiomme, vaikka keskittymisemme olisi samaan aikaan toisaalla [23] [25].

Mielikuvilla on myés oma merkityksellinen roolinsa tiedonkasittelyprosessissa, koska ne
nahdaan muistamiseen ja ajatteluun liittyvana osatekijana. Erityisesti voimakkaita tunteita
herattavien asioiden ajatellaan liittyvan vahvasti mielikuviin. Mielikuvien ero havaintoihin
on se, etta ne eivat vaadi ulkoista arsyketta, vaan ne pystytddn muodostamaan muistitie-
don pohjalta. Kokeellisissa tutkimuksissa on myds osoitettu, ettd mielikuvien muodostami-
nen auttaa muistamaan sanalistoja paremmin. Muistaminen tehostuu, koska mielikuvien
avulla pystytaan luomaan kielellisen koodin tueksi myés kuvallinen koodi. Mielikuvista on-
kin suuri apu ajattelussa. [25]

Viela ennen ajatteluvaihetta tapahtuu apperseptio [25]. Apperseptio tarkoittaa uuden asian
mieltdmista aikaisempaan tietoon [29]. Tassa vaiheessa syntyy ajatteluprosesseja, joissa
ajattelun pohjana oleva tietoesitys saa sisalténsa. Apperseptioprosessin aikana siis vali-
koidaan, mitka tietosisallét ovat olennaisia ja epaolennaisia, jonka perusteella keskitytaan
my6&hemmin ajatteluvaiheessa tietenkin itsemme kannalta olennaisimpiin asioihin. [25]
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Tiedonkasittelyprosessin viimeisené vaiheena voidaan pitda ajattelua. Ajattelua tarvitaan
kategoriointia, paatdksentekoa, paattelya ja ongelmanratkaisua edellyttavissa tilanteissa.
Kategorioinnissa ihmisen on kyettava luokittelemaan kappaleita tai esineita oikeisiin loke-
roihin. Paatdksenteossa ajattelua tarvitaan, jotta pystytaan valitsemaan useista vaihtoeh-
doista se, jolla saavutetaan paras lopputulema. Tarkkaa lopputulemaa harvoin tiedetdan
etukateen, joten valintaan liittyy aina pientd epavarmuutta. Paattelytilanteita puolestaan
edustaa esimerkiksi formaalin logiikan tehtavét, joiden ratkaiseminen menee vaikeam-
malle tasolle niiden monimutkaistuessa. Ongelmanratkaisutilanteita tulee arjessa eteen
jatkuvasti. Valmiiksi kaytdssa olevat keinot eivat kuitenkaan riita niiden ratkaisemiseen,
joten ajattelua tarvitaan uusien menettelytapojen keksimiseksi, jotta tilanne saataisiin rat-
kaistua. [25]

Ihmisen tiedonkasittelyprosessi muistijarjestelmineen on kokonaisuudessaan todella mo-
nimutkainen. Muistijarjestelméan toimintaa voidaan kuitenkin kuvata esimerkiksi kuvan 3.1
mukaisella yksinkertaisella mallilla.

Mieleen palauttaminen

Saapuva itka i
: . Tiedonkasittely Pitkakestoinen
informaatio muisti

Kuva 3.1. Yksinkertainen malli muistijariestelmén toiminnasta.[25]

Muistijarjestelmd toimii yksinkertaistetusti siis niin, ettd ensimmaiseksi ihminen havait-
see ymparistdssaan jotain. Tdman informaation ihminen kasittelee, kuten ylempéana jo
kuvattiin, keskittyen vain sen olennaisimpiin kohtiin. Prosessiin vaikuttaa todellisuudessa
kuitenkin monet tekijat, kuten esimerkiksi mielikuvat. Aktiivisessa prosessoinnissa olevat
asiat paatyvat tydémuistiin, jossa ne sailyvat kuitenkin vain 1-30 sekunnin ajan. Osa nais-
ta asioista saattaa paasta pitkaaikaiseenkin muistiin, josta niitd pystyy jalleen ottamaan
aktiiviseen kayttéoén tarpeen mukaan.

3.1.2 Oppimiseen vaikuttavat tekijat

Oppimiseen vaikuttavia tekij6éitd on useita ja eri oppimiskasityksissa nahdaan eri tekijoi-
den vaikutukset oppimiseen erilaisina. Behavioristisissa teorioissa ajatellaan esimerkik-
si oppilaiden erilaisuudella olevan vahemman merkitystd oppimiseen kuin kognitiviisis-
sa teorioissa. [22] Tynjala jakaa oppimiseen vaikuttavat taustatekijat kahteen ryhmaan:
henkil6kohtaisiin tekijéihin ja oppimisymparistodn. Henkildkohtaisiin tekijéihin kuuluu ai-
kaisemmat tiedot ja taidot, kyvyt, alykkyys, persoonallisuus ja kotitausta. Oppimisympa-
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ristddn siséltyy puolestaan opetussuunnitelma, oppiaine, opettaja, opetusmenetelmat ja
arviointimenetelmat. [30] Seuraavassa esitelladn muutamia tekijéita, joilla on keskeinen
rooli oppimisessa.

Motivaation vaikutusta oppimiseen pidetaén selkedna [22] [23]. Rauste-von Wrightin ja
von-Wrightin mukaan motivaatiota voisi nykytutkimuksen nakékulmasta kuvata niin, etta
motivaatio kuvastuu toiminnan tavoitteissa, jotka voivat olla joko tietoisia tai tiedostamat-
tomia. Tavoitteet puolestaan saatelevat sita, mitd ihminen pyrkii tekemaan, mutta oppi-
mista saatelee lopulta se, mitd ihminen todellisuudessa tekee, ja hdnen tekemisistaan
saama palaute. Oppimisen kannalta tavoitteiden liséksi olennaista on siis myds keinot,
joiden avulla tavoitteisiin pyritaan. [23] Seka Novak ettd Tynjala korostavat mielekkéiden
tehtavien merkitysta. Kun tehtévat ovat oppilaille henkilékohtaisesti merkityksellisid, niin
motivaatio tehtdvid ja oppimista kohtaan kasvaa huomattavasti. Talloin asiat jadvat myos
paremmin oppilaiden mieleen. [26] [30] Tehtavien tulisi siis olla sopivan tasoisia, vaihte-
levia ja monipuolisia. Liséksi tydmuotoja olisi hyva vaihdella erilaisten oppilaiden vuoksi.
[30]

Suuri osa oppimisesta tapahtuu vuorovaikutuksen alaisena. Sosiaalisella ymparistdlla on-
kin valtava merkitys oppimiseen. [23] Oppimiseen vaikuttaa seka oppilaan suhde muihin
oppilaisiin ettd suhde opettajaan. Mikali luokassa vallitsee oppilaita kannustava ilmapiiri
ja oppitunnit ovat selkeéasti rakennettuja, sitoutuvat oppilaat paremmin opiskeluun. Myds
opettajan systemaattinen ja jatkuva ohjaus vaikuttaa oppilaiden tyéskentelyyn myéntei-
sesti. [31] Myds yhteistoiminnallisen oppimisen on huomattu vaikuttavan positiivisesti op-
pimiseen. Yhteistoiminnallisessa oppimisessa oppilaat oppivat yhdessa tehden ja poh-
tien. [32] Tall6in oppilaat joutuvat perustelemaan omia kasityksiaan ja ratkaisujaan, mika
kehittdd omaa argumentointitaitoa, ja antaa muille oppilaille tilaisuuden oppia. Myds op-
pilaiden kognitiivinen taakka kevenee yhteistoiminnallisessa oppimisessa, mika saattaa
auttaa joitain oppimisessa. [23] [32]

Fyysinen toimintaymparistokin vaikuttaa oppimiseen. Koska oppiminen on edelleen useim-
mille oppijoille vain tiedon muistamista, olisi luokkatilojen hyva olla vaihtelevia. Tall4 ta-
valla rikottaisiin hieman oppilaiden tottumista tiettyyn ja samaan sekd mahdollistettaisiin
vuorovaikutteisempi toimintatapa. [26] Oppimiseen vaikuttavat myés monet muut efektit
luokkatilassa. Naita ovat esimerkiksi kuulo- ja nakdarsykkeet, valon vari, huoneen vari-
maailma ja oppilaiden keskindiset etdisyydet. Erilaiset &rsykkeet saattavat vieda tarkkaa-
vaisuuden pois olennaisesta asiasta, mika vaikuttaa heikentavasti oppimiseen. [33]

Liikunta vaikuttaa olevan myés merkittdvé oppimiseen vaikuttava tekija. Lilkkunnan ja oppi-
misen valinen yhteys nayttaisi perustuvan liikunnan positiivisen vaikutukseen aivojen ai-
neenvaihdunnassa, rakenteessa ja toiminnassa. Aivojen rakenteen ja toiminnan muutok-
set tapahtuvat erityisesti ihmisen tiedollisen toiminnan alueella. Liikunta vahentad myds
sairauspoissaolojen maaraa seka tukee psyykkista ja sosiaalista kehitystd, mika on po-
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sitiivista oppimisen kannalta. Liikunnan positiiviset vaikutukset ovat nékyneet erityisesti
matemaattisissa aineissa, vaikka kaikissa tutkimuksissa liikunnan ja paremman koulume-
nestyksen vélista yhteytta ei olekaan havaittu. [34] Sdannéllinen liikunta parantaa myds
aikuisten oppimista ja vaikuttaa positiivisesti aivotoimintaan vanhemmalla ialla [35].

3.2 Konstruktivistinen oppimiskasitys

Konstruktivistinen oppimiskasitys tai konstruktivismi ei ole mikaan yhtenainen teoria, vaan
sisaltda useita suuntauksia. Se voidaankin mieltda jopa enemman tiedon olemusta kasit-
televéksi paradigmaksi kuin oppimisteoriaksi. [22] [30] On siis aina hyva selventad, mista
nakdkulmasta konstruktivismia tarkastellaan, koska konstruktivismin kasite on epadmaa-
rdinen ja saa eri tilanteissa eri merkityksia [36]. Yhteista konstruktivismin kaikissa suun-
tauksissa kuitenkin on, etta ihminen ei opi passiivisesti tietoa vastaanottamalla, vaan ak-
tiilvisesti toimien. Uutta tietoa ihminen prosessoi aina hanen aikaisempien tietorakentei-
densa pohjalta. [22] [30] [36]

Eri suuntauksia on useita, ja niistd kaytetaan kirjallisuudessa hyvin vaihtelevia nimityk-
sid. Yleisimmin konstruktivismin maaritellddn jakautuvan neljdan eri haaraan, jotka ovat
radikaali konstruktivismi, sosiokulttuuriset lahestymistavat, symbolinen interaktionismi ja
sosiaalinen konstruktivismi. Nama eivat kuitenkaan ole ainoita konstruktivismin suuntauk-
sia, joten kirjallisuudessa saattaa térmata muihinkin suuntauksiin tai niiden nimityksiin. Eri
suuntauksien valilla on tiettyja painotuseroja, jonka vuoksi niissa tarkastellaan oppimista
hieman eri ndkodkulmista. Karkeasti jako voidaan tehda yksilékonstruktivismiin ja sosiaa-
liseen konstruktivismiin sen perusteella, tarkasteleeko suuntaus oppimista enemman yk-
sildllisesta vai sosiaalisesta ngdkdkulmasta. Matematiikan ja luonnontieteiden oppimisen
ja opetuksen tutkimuksessa erityisesti radikaalin konstruktivismin vaikutus on ollut suuri,
joten keskitytdan seuraavassa siihen hieman laheisemmin. [30]

Radikaali konstruktivismi eroaa muista suuntauksista tulkinnallaan, jonka mukaan ihmi-
nen ei pysty todistamaan jonkin tiedon vastaavan taydellisesti todellisuutta. Koska ih-
miset tulkitsevat asiat eri tavoin, ei yksikasitteista todellisuutta ole olemassa. [22] [30]
Tama perustuu konstruktivismin ndkemykseen, jonka mukaan oppimistilanne ei ole tie-
don kopiointia tai siirtdmistd, vaan tieto muuntuu aina oppijan oman tulkinnan mukaan.
Tiedon oikeellisuutta arvioidaan sen mukaan, kuinka hyvin se vastaa olemassa olevaa
todellisuutta, silld objektiivista tietoa ei ole saatavilla. Yksilén ndkemyksen oikeellisuut-
ta voidaan siis arvioida vertaamalla sitd yleisiin yhteisesti hyvaksyttyihin normeihin. [30]
Puolimatka pitaa radikaalin konstruktivismin heikkoutena nimenomaan sen totuuskasitys-
td. Hanen mukaansa oletukset havaintojen epaluotettavuudesta seké luotettavan tiedon
saannin mahdottomuudesta eivat sovi yhteen oman kokemuksemme kanssa eika niita
myo6skéaan pysty perustelemaan filosofisesti. [36]

Radikaalin konstruktivismin oppimispsykologista suuntausta nimitetddn usein myés kog-
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nitiiviseksi konstruktivismiksi. Kognitiivisen toimintamme tehtavana on talldin luoda jarjes-
tysta epamaaraisiin havaintoihimme. Jarjestyksen luominen on aina seurausta vuorovai-
kutuksesta yksilon ja ympéaristdn valilla. Yksilén rakentama maailma on kokemuksellinen,
jossa uudet havainnot ja informaatio jarjestetdan ja tulkitaan aina aiempien tietojen ja
uskomusten pohjalta. [30]

Keskeisia kasitteita kognitiivisessa konstruktivismissa ovat assimilaatio, akkommodaatio
ja skeema. Skeemat ovat toiminta- tai tietokokonaisuuksia, joita ihmiset muodostavat ha-
vaintojensa perusteella. Skeemojen muodostuminen mahdollistaa tiedon jérjestymisen
jarkeviin kokonaisuuksiin jasentyméattéman informaatiomassan sijaan. Assimilaatio taas
tarkoittaa sulauttamista. Se viittaa taitoon, jonka avulla ihminen pystyy muuntamaan ja
jarjestelemaan omaa tietokasitystaan. Assimilaatiossa siis ulkopuoliset tapahtumat ja ko-
kemukset pystytddn yhdistamaan omaan aiempaan tietokantaan eli skeemaan. Akkom-
modaatio puolestaan on ikdan kuin assimilaation vastakohta ja se voidaan suomentaa
mukauttamiseksi. Mukauttamista tapahtuu silloin, kun ihminen kohtaa uudenlaisia havain-
toja ja kokemuksia, joita han ei pysty yhdistdmaan aiempiin skeemoihinsa. Inmisen on tal-
I6in sovellettava aktiivista skeemaansa luodakseen itselleen uudenlaisen tietorakenteen.
[24] [30]

Konstruktivistinen oppimiskasitys korostaa joustavuutta ja oppijan valmiuksia painottavaa
opetusstrategiaa. Sen vuoksi konstruktivistisesta nakdkulmasta tarkasteltuna opetustoi-
minnan kehykset ja tavoitteet eivat voi olla kovinkaan tarkkapiirteisia. [23] Seuraavassa
on esitelty muutamia merkittavimpia konstruktivismin pedagogisia seurauksia.

1. Oppijat oppivat uusia asioita omien aiemmin opittujen kasitysten ja skeemojen poh-
jalta. Oppijoiden aikaisemmat kasitykset saattavat kuitenkin olla suuressakin risti-
riidassa kouluopetuksen tieteellisen tiedon kanssa. Taman vuoksi opettajan olisikin
hyva tiedostaa oppijoiden eri oppimiskasitykset, jotta oppijoiden oppimisprosessia
pystyttaisiin tehostamaan.

2. Koska oppiminen on oppijan aktiivista toimintaa, niin opettamista ei ndhda tiedon
siirtAmisend, vaan oppimisprosessin ohjaamisena. Keskeistd oppimisessa onkin
oppijan tekeminen ja toiminta. Opettajan roolissa téarkeinta on kyeta luomaan op-
pimistilanteesta mahdollisimman hyvin oppijan oppimisprosessia tukeva.

3. Ymmartdminen on tarkeda merkityksellisten tietorakenteiden luomisessa. Ulkoa
opittuja asioita ei pystyta hyddyntamaan juuri missaan tilanteissa.

4. Oppiminen on aina sidoksissa oppimistilanteeseen. Uudet asiat opitaan siis aina
tietyn kontekstin ja kulttuurin vaikutuksen alaisina eika niista irrallisina.

5. Transfer eli kyky kayttaa opittua tietoa uusissa tilanteissa on tarkeaa. Oppimisen
kontekstisidonnaisuuden vuoksi on olennaista kasitella opiskeltua asiaa monista
eri nakékulmista ja monilla eri tavoilla, jotta oppilaiden tietorakenteisiin kehittyy mo-
nipuolisia kytkentéja. Talldin opittua tietoa pystyy soveltamaan useammissa tilan-
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teissa.

6. Sosiaalinen vuorovaikutus on keskeisessa asemassa konstruktivismissa. Sen avul-
la oppija pystyy reflektoimaan omia ajatuksiaan itsekseen sekd muiden kanssa.
Vuorovaikutuksellisena toimintana voidaan ndhda myds oppijan ja oppikirjan teks-
tin valinen vuorovaikutus, jonka takia kaytanndssa kaikki oppiminen nahdéan sosi-
aalisena toimintana.

7. Konstruktivismin ndkékulmasta arviointi on ongelmallista, silla oppimisen eri strate-
gioita hyddyntamalla opitaan laadullisesti eri asioita. Arvioinnilla on kuitenkin suuri
vaikutus oppimisprosessiin, silla esimerkiksi monivalintatentit tukevat enemman yk-
sityiskohtaisten tietojen ulkoa opettelua kuin laajempien asiakokonaisuuksien ym-
martamista. Arvioinnin tulisikin konstruktivismin mukaan perustua koko oppimispro-
sessiin erillisen koetilanteen sijaan. [23] [30]

Edellda mainittujen tietojen perusteella on helppoa paatelld, etté kiinteiden ja yksityiskoh-
taisten opetussuunnitelmien luominen on vaikeaa konstruktivismin pohjalta. Tama johtuu
siita, ettd oppiminen on enemman oppija- kuin sisaltdkeskeista. Konstruktivismin pohjalta
opetussuunnitelmia luodessa merkittavin ero perinteisiin opetussuunnitelmiin olisikin var-
masti eri oppiaineiden keskeisten sisaltdjen ja ongelma-alueiden maarittely yksityiskoh-
taisten opetuksen tavoitteiden ja sisaltdjen sijaan. [23] [30] Yhtend mahdollisuutena on
nahty ongelmaléahtbiset opetusuunnitelmat, jotka eivat nojaudu oppiaineiden pohjalle. Ta-
ma saattaisi mahdollistaa aidompien opiskelutilanteiden luomisen, joissa oppijat pystyvat
hyédyntamaan omia tietojaan paremmin erilaisten ongelmien parissa. [30]

3.3 Matemaattinen ajattelu

Matemaattinen ajattelu on kasite, jolle ei ole 16ytynyt yksiselitteistéd sanatarkkaa kuvaus-
ta. Matemaattisen ajatteluun vaikuttavien tekijéiden merkitys vaihtelee paljon riippuen tut-
kimuksen lahtdkohdista. Taman vuoksi matemaattisen ajattelun luonteestakin on synty-
nyt useita toisistaan poikkeavia nakékulmia. [37] Dehaenen mukaan ihmisen matemaatti-
sen ajattelun taito on vahvasti yhteydessa aivojen rakenteeseen. Koska matemaattiseen
ajatteluun osallistuvat monet aivojen osa-alueet, on tarkeda hyédyntda useita eri aisti-
kanavia oppimisessa. Aivojen rakenteen joustavuus mahdollistaa ajattelun kehittymisen
ymparistdn tarpeita vastaavaksi. [38] Masonin, Burtonin ja Staceyn mukaan matemaat-
tisessa ajattelussa on kyse matemaattisista prosesseista. Matemaattinen ajattelu on eri-
tyisen tarkeda ratkaistessamme ongelmia, joihin sisaltyy matemaattisia symboleita, kielta
tai struktuureja, vaikka matemaattinen ajattelu auttaakin ymmartamaan myds maailmaa
paremmin. [39] Joutsenlahti puolestaan ndkee matemaattiseen ajatteluun liittyvan erityi-
sesti viisi kasitettd, jotka ovat uskomukset, kulttuuri, matemaattiset kyvyt, informaation
prosessointi ja ongelmanratkaisu [37].

Masonin ym. mukaan matemaattinen ajattelu on dynaaminen prosessi, jonka avulla voim-
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me késitelld monimutkaisempia asioita ja laajentaa ymmarrystdmme. Olennaisimmat pro-
sessit matemaattisessa ajattelussa ovat tdsmentaminen, otaksuminen, yleistdaminen ja
vakuuttaminen. [39]

Tdsmentdminen on prosessi, jota tapahtuu tutustuttaessa tehtavaan esimerkkien ja mal-
lien avulla, tavoitteena paasté kasittelemaan tehtévassa olevia elementteja. Otaksumista
puolestaan tapahtuu, kun tarpeeksi esimerkkeja on tutkittu, jolloin asioiden valiset yhtey-
det pystytdén arvaamaan tai paattelemaéan jo lahes automaattisesti. Tallin paras arvaus
otaksutaan oikeaksi. Yleistdminen puolestaan tarkoittaa sita, etta pystytadan tunnistamaan
saanndllisyyksia tilanteissa ja yleistdmaan sita kautta ratkaisu. Talléin voidaan luoda tie-
dolle uusi merkitys, ja kehittdd omaa tietorakennettamme. Neljas prosessi on vakuutta-
minen. Tutkimalla ja testaamalla ratkaisua monipuolisesti siitd saadaan vakuuttava. Va-
kuuttamisella on kolme tasoa, jotka ovat itsensé vakuuttaminen, samalla puolella olevan
henkilén vakuuttaminen ja vastakkaisen ndkemyksen omaavan henkilén vakuuttaminen.
Vakuuttamisprosessin avulla tieto liikkuu henkildiden ja sitd kautta yhteisdjenkin valilla.
[39]

Joutsenlahden mukaan matemaattista ajattelua tarkasteltaessa on syyta keskittya erityi-
sesti viiteen osa-alueeseen, jotka on esitetty kuvassa 3.2.

Uskomukset

Ongelmanratkaisu Kulttuuri

Matemaattinen

ajattelu

Informaation Matemaattiset
prosessointi

Kuva 3.2. Keskeiset osa-alueet matemaattisen ajattelun tarkastelussa. [37]
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Affektiivisen alueen tekijat vaikuttavat ajatteluun ja toimintaan. Niinpa uskomuksilla, asen-
teilla ja tunnetiloilla, kuten myés kasityksilla, ndkemyksilla, itseluottamuksella, itsetunnol-
la, matematiikkapelolla ja kunnianhimolla on oma vaikutuksensa opiskelijan motivaatioon,
suoritukseen ja oppimiseen. [37] Uskomukset ndhdaan usein ihmisen subjektiivisena tie-
tdmyksena. Ne sijoittuvat kognitiivisen ja affektiivisen alueen valiin, silla niissd on kom-
ponentteja molemmista alueista. Tutkimukset ovat osoittaneet, ettéd uskomuksilla on suuri
merkitys matematiikan oppimiseen. Oppilaat, joilla on negatiiviset uskomukset matema-
tiikkaa ja sen opiskelua kohtaan, tulevat helpommin passiivisiksi oppijoiksi pyrkien mie-
luummin muistamaan kuin ymmartdmaan asioita. Uskomuksen ja tietdmyksen rajan ol-
lessa hailyva, on selvaa, ettad kayttdessdan matemaattista tietdmystaédn myds oppilaan
uskomukset vaikuttavat vahvasti taustalla. [40]

Kulttuuri vaikuttaa ihmisten kaytanteisiin, tietoihin, ammattikieleen ja koodeihin, joiden
merkitys matematiikassa on suuri. Muun muassa toimintatavat, sosiaaliset kontekstit ja
kielen rakenne, jotka muodostavat osaltaan kulttuurin, jossa elamme, vaikuttaa merkitta-
vasti oppimiseen. [37] Esimerkiksi matematiikka, jota tarvitsemme kauppareissulla Suo-
messa on nykyaan enemman sita, etta tarkistetaan laskuttiko maksukone oikein, kun puo-
lestaan kehitysmaissa maksukoneiden suorittama lasku saatetaan joutua laskemaan ka-
sin, jolloin asiakkaan olisi hyva kyeta tarkastamaan laskun oikeellisuus. Matemaattinen
ajattelu, jota tarvitaan, on siis muodoltaan erilaista erilaisissa kulttuureissa. On myés tut-
kittu, ettd kulttuureissa, joissa sanat ovat loogisempia ja yksinkertaisempia, ovat myés
matematiikan taidot parempia nimenomaan kielellisen edun myéta. [41]

Matemaattiset kyvyt koostuvat matematiikassa olennaisten ajatteluprosessien osaami-
sesta. Matemaattisia kykyja ovat muun muassa kyky loogiseen ajatteluun ja visuaalinen
havaintokyky, kuten myos ylipaataan kyky ymmartada seka esittéda kirjoitettua ja suullis-
ta matemaattista tietoa. Matemaattiset kyvyt ovat yksiléllisid, joskin suhteellisen muuttu-
mattomia, ja niiden kayttdminen optimaalisella tasolla ei ole mitenkdén itsestaan selvaa,
vaan vaatii ty6ta. Matemaattinen ajattelu on matemaattisten kykyjen saateleméan proses-
sin seurausta. [37]

Ongelmanratkaisutaitoa on useiden tutkijoiden mukaan pidetty koko matemaattisen ajat-
telun ytimena. Matematiikassa lyhytta ja ytimekasta esitystapaa pidetdéan yleensa kau-
neimpana, vaikka ratkaisun voikin usein esittdd monilla tavoilla. Matematiikan ongelmat
voivat olla esimerkiksi algebrallisessa, graafisessa tai tilastollisessa muodossa, minka
vuoksi oppilaat, jotka pystyvat I6ytam&an naiden vélille yhteyksid, onnistuvat todennakéi-
simmin ratkaisemaan ongelmia. Niiden oppilaiden matemaattisen ajattelun taso on kor-
keampi, jotka osaavat hahmottaa faktojen valisid suhteita sekd omaksua matemaattisten
kasitteiden struktuureja, silla ndma ovat merkittava osa matemaattista ajattelua. [37]

Informaation prosessointi on tarkeda ajattelun ja oppimisen kannalta myds matematiikas-
sa samoin kuin muillakin osa-alueilla. Ihmisen tiedonkasittelyprosessista on kerrottu tar-
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kemmin luvussa 3.1.1. Konnektionismia, joka perustuu assosaatioteoriaan, pidetaan hy-
vana mallina matemaattisen ajattelun kuvaamiseen, koska molemmat perustuvat tiedon
rakentumisen prosessiin. Ongelmanratkaisun avulla voidaan tutkia ymmartamistd, joka
on yhteydessa tietoon. Strategiat, metakognitiot ja tunnepuolen tekijat ovat puolestaan
prosessin ohjauksessa merkityksellisia. [37]

3.4 Matemaattinen osaaminen

Tutkijat ovat kayttaneet matematiikan taitojen mittaamisessa useita eri nimityksia, kuten
NAEP:n (The National Assessment of Educational Progress) testeissa kaytetty mate-
maattinen suorituskyky, PISA-tutkimuksessa kaytetty matemaattinen kompetenssi ja ma-
temaattinen taito tai Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin kdyttdma kasite matemaattinen
osaaminen. Kaikki edelld mainitut kasitteet pitavat kuitenkin sisalldén taitoja, jotka voi-
daan liittdd matemaattisen ajattelun kasitteeseen. [37] Tarkastellaan seuraavassa tarkem-
min matemaattisen osaamisen kasitetta Kilpatrickin ym. mallin pohjalta.

Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin teorian mukaan matemaattinen osaaminen koostuu
viidesta osa-alueesta. Nama osa-alueet ovat:

Kasitteellinen ymmartaminen (conceptual understanding): matemaattisten kasitteiden,
operaatioiden ja relaatioiden ymmartaminen.

Proseduraalinen sujuvuus (prosedural fluency): taito kayttaa proseduureja joustavasti,
tarkasti, tehokkaasti ja tarkoituksenmukaisesti.

Strateginen kompetenssi (strategic competence): kyky muodostaa, esittédé ja ratkaista
matemaattisia ongelmia.

Mukautuva paattely (adaptive reasoning): kyky loogiseen ajatteluun, pohtimiseen, selit-
tdmiseen ja perustelemiseen.

Yrittelidisyys (productive disposition): taipumus nahda matematiikka jarkevana, hyodyl-
lisena ja arvokkaana yhdistettynd uskoon ahkeruuden merkityksesté ja omista taidoista.
[42]

Nama osa-alueet, tai saikeet kuten Kilpatrick ym. niitd kutsuvat, eivat ole itsenaisia vaan
kietoutuvat vahvasti toisiinsa muodostaen monimutkaisen kokonaisuuden. Koska mate-
maattinen osaaminen ei ole mydskaan yksiulotteista, niin sitd ei voi saavuttaa keskitty-
malla vain joihinkin tiettyihin saikeisiin. T&ma on hyva tiedostaa, jotta ymmartda mate-
maattisen osaamisen koostuvaan niin tiedoista, taidoista, uskomuksista kuin kyvyistakin.
Oppijoiden esittamis- ja tietojen yhdistelemiskyky ovat avaintekij6itd asioiden syvallisen
ymmartamisen kannalta, joka puolestaan on edellytys ongelmanratkaisutehtavissd me-
nestymiselle. Myds kognitiivisen tieteen tutkimus tarjoaa tukea viiden saikeen mallille.
Tutkimuksissa on huomattu tietdmyksen oman ajattelun ja ymmartamisen tasosta vaikut-
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tavan ongelmanratkaisukykyyn. Nama taidot kuvaavat hyvin Kilpatrickin ym. mallin osa-
alueista strategisen kompetenssin ja mukautuvan paattelyn merkitysta. Oppimiseen vai-
kuttaa myds oma motivaatio, joka kuuluu saiemallissa yrittelidisyyden kategoriaan. [42]

Késitteellinen ymmartaminen kuvaa oppijan kykya ymmartaa oppimiaan asioita ja niiden
valisia yhteyksia. Opitut asiat siis jasentyvat yhteen eivatka ole vain toisistaan erillisia
faktoja. Oppija, kenelld on hyva kasitteellisen ymmartamisen taso, pystyy oppimaan hel-
pommin uusia asioita, jotka ovat yhteydessa siihen, mité han jo osaa. Tama perustuu sii-
hen, ettd aiemmin hyvin sisaistettyjen asioiden palauttaminen muistiin on tehokkaampaa
kuin asioiden, joita ei aiemmin osattu yhdistda millek&d&an paikalle omassa tietokannassa.
Kasitteellisen ymmartamisen taidon avulla oppijat nédkevéat, minkalaisessa tilanteessa ky-
seinen matemaattinen ajatus on hyodyllinen. Kasitteellinen ymmartdminen antaa oppijoil-
le myds paremman kyvyn argumentoida, minka vuoksi jokin asia seuraa jostain toisesta
asiasta. Taman oppija pystyy perustelemaan, kun han ymmartaa eri kasitteiden, operaa-
tioiden ja relaatioiden valisid yhteyksid. Kasitteelliseltd ymmarrykseltdan taitavat oppijat
pystyvat myds esittamaan matemaattisia ongelmia useammilla tavoilla ja ndkemaan, mi-
ka keino sopii parhaiten mihinkin tilanteeseen. [42]

Proseduraalinen sujuvuus kuvaa oppijan kykya kayttaa proseduureja tehokkaasti, tarkas-
ti, joustavasti ja tarkoituksenmukaisesti. Proseduraalisesti sujuva oppija hallitsee ja osaa
laskea peruslaskutoimitukset oikein ilman apuvélineita tehokkaasti ja tarkasti. Joustavuus
merkitsee sitd, ettd oppija kykenee suoriutumaan tilanteista, on kéytdssa sitten ohjelmis-
to ja monimutkaisempia matemaattisia ongelmia tai yksinkertaisempia ongelmia ja las-
kutoimituksia, joista tulee kuitenkin selviytyd ilman mitdan apuvalineita. Tarkoituksenmu-
kaisuus kuvaa sita, ettd oppijan on kyettava valitsemaan kussakin tilanteessa mielekas
ratkaisuvaihtoehto ongelmalle, silld ei ole esimerkiksi mielek&dsta laskea yksinkertaisia
laskuja raskailla ohjelmistoilla tai painvastoin. Proseduraalinen sujuvuus linkittyykin tal-
ta osin kasitteelliseen ymmartdmiseen, silla sujuvampien proseduurien valitseminen on
helpompaa, mikéli osaa hahmottaa tilanteen tarpeen paremmin. [42]

Strategista kompetenssia nimitetddn usein ongelmanratkaisutaidoksi matemaattisessa
kirjallisuudessa. Strateginen kompetenssi kertoo taidosta muodostaa, esittda ja ratkaista
matemaattisia ongelmia. TAma taito on vahvasti yhteydesséa kasitteelliseen ymmartami-
seen ja proseduraaliseen sujuvuuteen, silld muodostaakseen, esittddkseen tai ratkais-
takseen ongelmia, tarvitsee oppijalla olla mainitut osa-alueet hallussa mahdollisimman
hyvin. Ongelmanratkaisussa on tarkedd ymmartaa yhteydet sanojen ja numeroiden valil-
1& seka pystya ajattelemaan tilannetta monelta kantilta. Joissain ongelmissa saattaa ol-
la useampiakin ratkaisuvaihtoehtoja, jolloin monipuoliseen tarkasteluun kykeneva oppija
pystyy ratkaisemaan tilanteita joustavammin kuin muut. [42]

Mukautuva paattely kertoo ihmisen kyvysta loogiseen ajatteluun, pohtimiseen, selittami-
seen ja perustelemiseen. Tutkimukset nayttavat, etta oppilaat kykenisivat kayttdamaan mu-
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kautuvaa paattelykykyaan silloin, kun heilld on riittdva pohjatieto aiheesta, tehtédvéa on
ymmarrettdva ja motivoiva seka konteksti on tuttu. Mukautuvaa paattelyéd kaytetaén eri-
tyisesti oikean ratkaisutavan perustelemiseen. Sen voidaan myds nahda sitovan kaikki
aiemmin mainitut osa-alueet yhteen ja taten ohjaavan koko oppimisprosessia. [42]

Viimeinen Kilpatrickin ym. mallin matemaattisen osaamisen osa-alueista on yrittelidisyys.
Ihmiset, jotka nakevat matematiikan hyédyllisenad ja tarkeénd, uskovat todennékdisem-
min omaan kykyynsa oppia matematiikkaa. Mikali henkild hallitsee ylempand mainitut
nelja osa-aluetta hyvin, kokee han sitakin kautta matematiikan olevan ymmarrettavaa ja
mahdollista oppia. Oppilaiden ajatukset omasta osaamisen tasosta vaikuttavat suuresti
heidan yrittelidisyyteen. Mikali matematiikka tuottaa onnistumisen kokemuksia, niin usko
omaan oppimiseen ja mielenkiinto aiheeseen lisdantyy, mutta mikali kokemukset mate-
matiikasta ovat vain negatiivisia, niin oppilaiden on vaikea rakentaa hyvaa itseluottamusta
omaa tekemistaan kohtaan. Itseluottamuksen puute puolestaan johtaa siihen, ettéd mate-
matiikkaa valtelldan, ja sitd ei nahda niin merkittdvana. Opettajalla onkin suuri rooli siina,
ettéd han saa luotua oppilaille positiivisen asenteen matematiikkaa kohtaan. [42] Kuvassa
3.3 on esitetty osa-alueet, jotka liittyvat Kilpatrickin ym. mallin mukaan matemaattiseen
osaamiseen.

Kasitteellinen
ymmartaminen

Proseduraalinen
SUjuvuuSs

Matemaattinen
osaaminen

Mukautuva Strateginen
paattely kompetenssi

Kuva 3.3. Kilpatrickin ym. mallin mukaiset matemaattisen osaamisen osa-alueet. [42]
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Kuten kuvassa 3.3 on havainnollistettu ja aiemmin jo sivuttiin, niin matemaattisen osaami-
sen osa-alueet kasitteellinen ymmartaminen, proseduraalinen sujuvuus, strateginen kom-
petenssi, mukautuva paattely ja yrittelidisyys vaikuttavat toinen toisiinsa. Matematiikassa
kehittyminen vaatii aikaa, mutta sita tapahtuu menestyksekkaimmin, kun kaikki osa-alueet
otetaan huomioon. Yrittelidisyys on pohjana kehittymiselle muissa osa-alueissa, ja se on
merkitykseltaan tarked. Tassa tutkimuksessa olennaiset osassa olevat séhkoiset testit,
perustaitotesti ja lahtétasotesti, mittaavat 1ahinna késitteellisen ymmartamisen ja prose-
duraalisen sujuvuuden taitoja.
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4. TUTKIMUKSEN MATEMAATTINEN TEORIA

Erilaisia tutkimusmenetelmid on olemassa lukuisia. Téssa luvussa esitellddn ensiksi muu-
tamia keskeisid maaritelmia analysointimenetelmien matemaattisen teorian ymmartami-
sen kannalta. Taman jalkeen tutustutaan sellaisten tutkimusmenetelmien matemaattiseen
teoriaan, joita kaytetddn mydhemmin tutkimusaineiston analysoinnissa. Tutkimusmene-
telmiksi valikoituivat lopulta tavallisen lineaarisen regressioanalyysin sijaan multinomiaa-
linen logistinen regressioanalyysi ja padkomponenttianalyysi sekd mediaanien eroa tes-
taavat Wilcoxonin testi, Mann-Whitneyn U-testi ja Kruskal-Wallisin H-testi.

4.1 Keskeiset maaritelmat

Keskeisia kasitteita liittyen analysointimenetelmiin on muun muassa multinormaalijakau-
ma, kdantyva matriisi ja projektiomatriisi. Nama kasitteet madritelldén téssa alaluvussa,
koska niiden ymmartaminen on olennaista seuraavien alalukujen ymmartdmisen kannal-
ta.

Multinormaalijakauma on yksiulotteisesta normaalijakaumasta moniulotteiseen avaruu-
teen tehty yleistys. Silla on keskeinen rooli monimuuttujamenetelmien teoriassa.

Maaritelma 4.1. k-ulotteinen satunnaisvektori X noudattaa multinormaalijakaumaa
X ~ Nk’(“’a 2)7

missd p on satunnaisvektorin X odotusarvo ja 3 on satunnaisvektorin X positiivisesti
definiitti kovarianssimatriisi. Satunnaisvektorilla X on sama todennakdisyysjakauma kuin
vektorilla p +LZ, kun ¥ = LI/ jaZ = (7, Zs, ..., Zx)', jonka alkiot ovat normaalijakau-
maa N (0, 1) noudattavia riippumattomia satunnaismuuttuijia. [43]

Seuraavat maaritelméat koskevat matriisien ominaisuuksia.

Maaritelma 4.2. Jos A on n x n -matriisi, niin matriisia A kutsutaan kdantyvéksi, jos on
olemassa matriisi A1, jolle
AATT=ATTA=1

misséd I on n x n -yksikkdmatriisi. [44]

Maaritelma 4.3. m x n-matriisin A transpoosi on n x m-matriisi A’, joka saadaan vaih-
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tamalla matriisin A rivit sarakkeiksi, niin etta matriisin A i:nnes rivi on matriisin A’ i:nnes
sarake. [44]

Maaritelma 4.4. Nelidmatriisi A on symmetrinen, jos
A=A

mika tarkoittaa, ettd A on sama kuin sen oma transponoitu matriisi eli transpoosi A’. [44]

Maaritelma 4.5. Nelidmatriisi A on idempotentti, jos
A=A

eli kun matriisin A nelié on sama kuin matriisi A itse. [45]
Matriisi on projektio silloin, kun se on symmetrinen ja idempotentti.

Paakomponenttianalyysissa kovarianssimatriisi 3 ja korrelaatiomatriisi R ovat tarkeas-
sa roolissa. Kovarianssimatriisi 32 lasketaan padkomponenttianalyysissa keskiarvollaan
keskitetyn datamatriisin X avulla seuraavasti

1

n—1

=

/
CX07

kun keskiarvollaan keskitetty datamatriisi on muotoa

T11 — X1 T2 —Tp -+ Tip — Tp

Tol —T1 Tog — Ty -+ Top — Tp
XC - )

Tpl — jl Tp2 — 3%2 st Tpp — f%p

missa x;; on kyseisen alkion arvo ja x; on kyseisen sarakkeen keskiarvo.

Maaritelma 4.6. Kovarianssimatriisi > on muotoa

S11 S12 - Sip

S21 S22t Sop
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miss& matriisin X jk:nnes alkio

jossa
1 n
ij = E Z Tij-
=1

Jos kovarianssimatriisi tunnetaan, saadaan myés korrelaatiomatriisi ratkaistua. Mikali kor-
relaatiomatriisi tunnetaan, saadaan kovarianssimatriisi ratkaistua, jos hajonnat tiedetaan.
Korrelaatiomatriisi m&aritelld&n seuraavasti.

Maaritelma 4.7. Korrelaatiomatriisi R on muotoa

1 T2 - Tip

21 To2 -+ Top
R =

["p1 Tp2 Tpp |

Korrelaatiomatriisin alkioiden arvot saadaan laskettua kaavalla

Sij

miss4 s;; on kovarianssimatriisin X ij:nnes alkio, s;; on kovarianssimatriisin X ii:nnes alkio

Tij:

ja s;j; on kovarianssimatriisin 3 jj:nnes alkio. [46]

Eri tunnuslukujen merkitsevyystasoa eli p-arvoa pidetédén tarkeéssa roolissa, silla se on
todennakdisyysarvo, joka kertoo kuinka todennakoista otoksesta on tehda virhepaatelma
perusjoukon suhteen.

Maaritelma 4.8. Raportoinnissa yleisesti kaytettyjen p-arvojen rajat:

» P-arvoa pidetaan tilastollisesti melkein merkitsevand, kun p < 0,05.
» P-arvoa pidetaan tilastollisesti merkitsevéand, kun p < 0,01.

» P-arvoa pidetéan tilastollisesti erittdin merkitsevédné, kun p < 0,001. [47]

Joitakin matematiikan kasitteita oletetaan jo etukateen tunnetuiksi eika niitd sen vuoksi
avata tassa tyéssa tarkemmin.
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4.2 Regressioanalyysi

Regressioanalyysi on joustava ja monipuolinen menetelma eri muuttujien valisten yhteyk-
sien tutkimiseen. Sen avulla voidaan tutkia yhden tai useamman selittdvan muuttujan vai-
kutusta selitettdvadn muuttujaan, kun riippuvuus on tilastollista. [48] [49] Mahdollisuus
tutkia useaa selittdvad muuttujaa samaan aikaan onkin mallin merkittava etu [49]. Tut-
kimista varten rakennetaan tilastollinen malli, jota kutsutaan regressiomalliksi. Mallin ta-
voitteena on selittaa selitettavan tekijan tai muuttujan havaittujen arvojen vaihtelu tiettyjen
selittavien tekijéiden tai muuttujien havaittujen arvojen vaihtelun perusteella. [48]

Yleisen lineaarisen mallin helpompaa tarkastelua varten tehdaan muuttujista kaksi perus-
oletusta. Perusoletukset ovat seuraavat:

» Selitettdva muuttuja y on suhdeasteikollinen satunnaismuuttuja.

+ Selittavat muuttujat 1, x», ..., T ovat ei-satunnaisia eli kiinteitd muuttujia.
Talléin yleinen lineaarinen regressiomalli voidaan maaritella seuraavasti

Maaritelma 4.9. Yleinen lineaarinen regressiomalli on muotoa

Yi=PBo+B1-xin+ P2 Tio+ ...+ BT+, =1,2,...n

jossa

y; = selitettdvdn muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksik6sséa
1

x;; = selittdvan muuttujan x; ei-satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikos-
sdi,j=1,2,...,k

€; = jadnnds- eli virhetermin e satunnainen ja ei-havaittu arvo havaintoyksi-
kdssa ¢

Bo = ei-satunnainen ja tuntematon vakio, joka on vakioselittdjan regressioker-
roin

p1 = ei-satunnainen ja tuntematon vakio, joka on selittdvan muuttujan z;
regressiokerroin, 7 = 1,2,.... k

Yleinen lineaarinen regressiomalli voidaan ilmaista myds matriisimuodossa

y=X-8+c¢€ (4.1)

missa

Y=\y1 Y2 - UYn
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elinx1 -matriisi, joka koostuu selitettdvan muuttujan havaituista arvoista y;,2 = 1,2, ..., n,

1 211 212 -0 z1p

1 w1 w2 -+ @
X =

1 Tp1t Tp2 - Tnk

eli ykkosten ja selittdvan muuttujan havaittujen arvojen z;;,7 = 1,2,...,n,j = 1,2, ...,k
muodostama n x (k + 1) -matriisi,

13:[50 B Ba - 54/

eli (k + 1) x 1 -matriisi, joka muodostuu regressiokertoimista 3;,j = 1,2, ...,k ja

/
€ = |:€1 62 oo eni|

eli jadnndstermien ¢;,7 = 1,2,...,n muodostama n x 1 -matriisi. Koska matriisissa X on
ykkdsten muodostama ensimmainen sarake, niin mallissa on vakioselittaja. Tata vakiose-
littdjaa vastaa regressiokerroin Sy. [50]

Tehdaan mallista viisi oletusta, joita kutsutaan my6s standardioletuksiksi. Naiden oletuk-
sien tarkastaminen on keskeinen osa regressioanalyysia. Standardioletukset ovat:

» Matriisin X alkiot ovat kiinteita

» Matriisi X on taysiasteinen eli sen sarakevektoreiden tulee olla lineaarisesti riippu-
mattomia:
rank(X) =k +1

+ Jokaisella jaanndstermilla ¢; on sama odotusarvo:

E(e;) =0,i=1,2,...,n

« Jaanndstermit ovat korreloimattomia ja niilld on sama kovarianssi:

Cov(e) = 071,



28

missé I on n x n -yksikkdmatriisi:

100 - 0

010 --- 0
I=|l001 --- 0
00O 1

+ Jaanndstermi e noudattaa multinormaalijakaumaa:

€ ~ N,(0,5°T)

Jaanndstermin e noudattaessa multinormaalijakaumaa, myds selitettdvan muuttujan y
havaittujen arvojen vektori y noudattaa multinormaalijakaumaa

y ~ N, (X3, 0'21).

Yleensé& vektorin 3 regressiokertoimet 3;,7 = 1,2,...,k ovat tuntemattomia, joten ne
on estimoitava muuttujien X ja y havaituista arvoista [48]. Estimoinnin tarkoituksena on
I6ytaa regressiokertoimille sellaiset arvot, etta ne selittaisivat mahdollisimman hyvin seli-
tettdvan muuttujan vektorin y havaittujen arvojen vaihtelun [51].

Estimointia varten on tarjolla useita menetelmia. Esitellaan seuraavaksi niista yleisin, jo-
ka on PNS-estimointi. Pienimméan neliGSsumman menetelméassa PNS-estimaattorit saa-
daan minimoimalla ja&dnndstermien ¢; neliGsumma regressiokertoimien Sy, 51, B2, ..., Bk
suhteen seuraavasti:

n

fe=> e =(y—XB)(y—Xp) (4.2)

i=1

Minimointi tapahtuu derivoimalla neliGsumma vektorin 3 suhteen ja merkitsemalla deri-
vaatta nollaksi. Talldin saadaan ratkaistua regressiokertoimien vektorin S PNS-estimaattori
b. Kirjoitetaan ensin kaavan 4.2 neliésumma avatussa muodossa

e€e=yy—-yXpB-8Xy+8X'Xp.

Derivoidaan yhtalé vektorin (3" suhteen ja merkitdén derivaatan arvo nollaksi
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%e'e = Xy+X'XB=0

Talléin yhtalé voidaan kirjoittaa muodossa
X'X3 =Xy

Standardioletuksestamme rank(X) = k + 1 seuraa, ettd rank(X'X) = k + 1, joka
tarkoittaa matriisin X’X olevan kaéntyva. Kertomalla yhtél6 puolittain k&danteismatriisilla
(X'X)~", saadaan ratkaistua regressiokertoimien vektorin 3 PNS-estimaattori b

B=b=(XX)"'Xy.

Olkoon

b = (bOablab27 7bk‘) = (boabl)

yleisen lineaarisen mallin regressiokertoimien vektorin 3 PNS-estimaattoreiden muodos-
tama vektori, missa by on vakioselittdjan eli matriisin X ykkdsia siséltdvan sarakkeen
regressiokertoimen 3, PNS-estimaattori ja

bl — (bla b27 LR} bk‘)

on selittdjien x, xo, ..., ) regressiokertoimien (31, s, ..., B PNS-estimaattoreiden muo-
dostama vektori. Vakioselittdja ei ole samalla tavalla aito selittaja kuin muuttujat =1, xo, ..., xx,
silld se koostuu vain ykkdsia sisaltavasta sarakkeesta. [50] Estimoitua regressiotasoa var-
ten maaritelldan vektori

z = (1,x)

missé vektori x = (1, 29, ..., 1) € R*. Estimoidun regressiotason yhtlé saadaan nyt
kirjoitettua muodossa

Yy = b,Z = b() + bIIX = bo + bll'l —f- bQZL'Q —f- —I— bkl’k

Regressiotason maaritteleminen on olennaista analysoinnin kannalta. Mallin hyvyytta tut-
kittaessa kaytetddn apuna estimoidun mallin sovitteita ja residuaaleja. Mitd 1&hempana
estimoidun mallin sovitteet y; ovat selitettdvan muuttujan y havaittuja arvoja, sitad parem-
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min regressiomalli selittda selitettdvan muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun. Selitetta-
van muuttujan havaittujen arvojen vaihtelu selittyy parhaiten, kun estimoidun mallin re-
siduaalien e; arvot ovat mahdollisimman pienid. Residuaalit e; kuvaavat siis yksittéisten
havaintojen arvojen etdisyytta regressiotasosta. [48] [49] Estimoidun mallin sovite y voi-
daan kirjoittaa muodossa

¥y = Xb = X(X'X) X'y = Py, (4.3)

missd P on n x n -projektiomatriisi

P = X(X'X) !X (4.4)

Lause 4.1. Olkoon P = X(X'X)~'X". T4lléin P on projektiomatriisi.

Todistus. Koska
P = [X(X’X)’lX’}’ = X(X’X)’IX’ =P,

niin P on symmetrinen, ja koska
P? = [X(X'X)'X']X(X'X)*X']
= XI(X'X)'X’
= X(X'X)'X
= P,
niin P on idempotentti. Koska P on sek& symmetrinen ettd idempotentti, niin se on pro-
jektiomatriisi. [J

Matriisin P aste on

rank(P) =k + 1.

Estimoidun mallin residuaali e voidaan kirjoittaa sovitetta (kaava 4.3) hyddyntaen seuraa-
vissa muodoissa

e = y—y
= y—Xb
= y - X(X'X) ' X'y.

Ottamalla y yhteiseksi tekijaksi saadaan residuaali e muotoon
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e=(I-X(X'X)'X)y.

Kaavaa 4.4 hyddyntden saadaan residuaali e edelleen muotoon

e = (I-Py
= My,
missa matriisi M
M=I-P

on projektiomatriisi.

Muistetaan yleisen lineaarisen regressiomallin matriisimuoto (kaava 4.1), jonka myo6ta
residuaali e voidaan kirjoittaa mydés muodossa

e=M(X3+e).
Koska
MX = (I-P)X
= X -—-PX,

niin muistamalla matriisin P yhteyden matriisin X kanssa (kaava 4.4), saadaan

MX = X-X(X'X)'X'X
- X-X
= 0.

Residuaali e voidaan siis kirjoittaa my6s muodossa

e = Me.
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4.2.1 Tunnusluvut

Eri tunnusluvuilla on keskeinen merkitys regressioanalyysissa. Jokaisen selittdvan muut-
tujan yhteys selitettdvddn muuttujaan selvitetdén regressioanalyysin yhteydessa t-testin
avulla. t-testistd saatavan t-arvon tulee olla korkea, noin kaksi tai enemman, jotta selittava
muuttuja on luotettava. Tama ei kuitenkaan tarkoita, ettd kyseinen muuttuja valttamatta
selittaisi kovinkaan paljoa mallissa. Laskettu t-arvo on kuitenkin oleellinen nimenomaan ti-
lastollisissa regressiomenetelmissa, silla t-arvoa vastaavan p-arvon suuruudesta voidaan
paatelld, onko kyseinen muuttuja tilastollisesti merkitsevd, jonka perusteella paatetaan
otetaanko muuttuja mukaan regressiomalliin. [52] Usein 95 prosentin luottamustasoa pi-
detdan hyvana, mika tarkoittaa, etta t-testin tuottamat p-arvot, jotka ovat pienempia kuin
0,05, nahdaan riskitasoltaan riittavan alhaiseksi, jotta nollahypoteesi voidaan hylata [49].

T-testille on useita sovellutuksia, joiden avulla voidaan testata esimerkiksi nollahypoteesin
H, paikkansa pitéavyytta. Regressioanalyysissa valitaan usein nollahypoteesiksi H, etta
regressiokerroin (3 on nolla eli

Hoiﬁk:().

Talldin vaihtoehtoinen hypoteesi H; on

leﬁk#oa

silla nollahypoteesi ja vaihtoehtoinen hypoteesi sulkevat aina toisensa pois. Mikali nolla-
hypoteesi pitdd paikkansa eli regressiokerroin ;. on nolla, tarkoittaa se, ettd kyseessa
oleva selittdja ei selitd mallissa mitdan. Selittaja puolestaan on mallin kannalta tarkea, jos
nollahypoteesi ei pida paikkaansa eli regressiokerroin 55, # 0. Lineaarisessa regressio-
analyysissa t-arvo lasketaan kaavalla

:bk—ﬁk

L= 5B

missé by, on regressiokertoimen [, estimoitu arvo ja SE(b;) on sen keskivirhe. Jos nol-
lahypoteesi jaa voimaan, niin testisuure t noudattaa t-jakaumaa vapausasteella n — 2.
[53]

R2-luku ja F-testi kuvaavat regressioanalyysin selitysvoimaa. R2-luku on aina nollan ja
ykkdsen valilla kertoen kuinka suuren osuuden selittdvat muuttujat pystyvat selittdmaan
selitettdvan muuttujan arvojen vaihtelusta. Jos R2-luku on suuri, niin selittdvat muuttu-
jat selittavat paljon selitettdvan muuttujan vaihtelusta. [49] R2-lukua kutsutaan mallin se-
litysasteeksi. Sen laskemisessa kaytetddn hyddyksi nelibGsummia. Muuttujaan y liittyva
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neliGssumma (SST) kertoo yksittdisten havaintojen y; poikkeaman koko muuttujan y kes-
kiarvosta y korotettuna neliédn

n

SST = (v —9)*
i=1
Selitettdvadn muuttujaan y liittyvd kokonaisneliésumma (SST) voidaan jakaa kahteen
osaan

SST = SSM + SSE,

missd SSM on regressiomallin selittdma osa ja SSE on selittymétén eli residuaalien muo-
dostama osa. Regressiomallin selittdma osa saadaan laskettua havaintojen odotusarvo-
jen g, ja muuttujan y keskiarvon ¥ erotuksen nelidsta

n
- —\2
SSM => (4 - p)
=1
ja residuaalien muodostama osa jo kaavassa 4.2 mainitun jaanndstermien ¢; neliGsum-
man avulla

n n
2 ~\2
SSE = Zei = Z(yi—y) :
=1 =1
R?-luku lasketaan nelidsummien avulla seuraavasti

R SSM . SSE
- SST SST’

jossa SST on selitettdvaan muuttujaan y liittyva kokonaisneliésumma, SSM on regres-
siomallin selittdmaan osaan liittyvéd mallineliéSsumma ja SSE on jaanndstermiin liittyva
jaanndstermien nelibsumma. [50] [52]

Mikali kahden regressioanalyysin tuloksia halutaan verrata keskenaan, tulee kayttaa kor-
jattua R*-lukua, jota merkataan R?2. Korjattuun lukuun vaikuttaa selittdvien muuttujien lu-
kumé&ara. Selittdvien muuttujien lukumaéran lisdaminen kasvattaa aina R2-lukua, mink&
vuoksi korjattua lukua R? pitad kayttaa, vaikka lisatyt muuttujat eivat oikeasti parantaisi-
kaan mallin selityskykya. [49] [52] Korjattu selitysaste lasketaan kaavalla

p(1 — R?)

R2 = R® -
“ N-p-—1
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jossa p on muuttujien maéara ja N on otoskoko.

Tilastollisella F-testilla testataan, pystyykd regressioanalyysissa olevilla muuttujilla selit-
taméaan selitettdvan muuttujan vaihtelua. On mahdollista, etta F-testi on tilastollisesti mer-
kittdva, vaikka yksikaan selittdvd muuttuja ei kykenisi selittdmaén selitettdvan muuttujan
arvojen vaihtelua. Tall6in selittavat muuttujat selittavat yhdessé selitettdvan muuttujan ar-
vojen vaihtelun. [49] Mikali nollahypoteesi on

Hy:pr=p2=..=p=0

niin sen pitdessé paikkansa selitettdva muuttuja y ei riipu lineaarisesti yhdestékaan ai-
dosta selittdjasta =1, xo, ..., x%. Jos taas ainakin yksi regressiokertoimen 3 arvoista eroaa
nollasta, niin F-arvo hylkaa nollahypoteesin. Tama ei viela tarkoita, ettd malli olisi sinal-
Ida&n hyva, mutta kertoo regression olemassaolosta. [50] [52] F-arvo voidaan laskea jo
mainittujen nelidsummien ja niiden vapausasteiden n — k£ — 1 ja k avulla seuraavasti

p_n—k—1 SSM
Tk SSE

Funktio noudattaa F-jakaumaa nollahypoteesin pitdessa paikkansa. [50]

Neljas olennainen regressiomallin toimivuutta kuvaava tunnusluku on estimaatin keski-
virhe o.4. Estimaatin keskivirhe kertoo regressiomallin residuaalien keskihajonnan. Mal-
lin tarkkuus paranee estimaatin keskivirheen pienentyessa. Estimaatin keskivirheen suu-
ruusluokka riippuu aina myoés selitettdvan muuttujan suuruudesta. [49] Maéaritelldan esti-
maatin keskivirhe

n )2
Oost = \/Zzl(j\lf ez) 7

missad 0.5 on estimaattorin keskivirhe, e; residuaalin todellinen arvo, €. on residuaalin
ennustettu arvo ja /N on otoskoko [54]. Estimaattoria, jonka odotusarvo on sama kuin
parametrin todellinen arvo, sanotaan harhattomaksi estimaattoriksi. Mikali estimaattorin
odotusarvo ei ole sama kuin parametrin todellinen arvo, niin puhutaan harhaisesta es-
timaattorista. Estimaatti on tdsmallinen, jos estimaattien arvot ovat 1&dhelld parametrien
arvoja. Tasmallisyys on usein toivottavaa, mutta estimaattorin ollessa selvasti harhainen,
saattaa epatdsmallinen, mutta harhaton estimaattori olla parempi valinta. Estimaattorin
tarkkuus on usein paatavoite, ja se ottaa huomioon seka harhan ettéd tasmallisyyden. Tar-
kan estimaattorin estimaatit ovat lahella parametria. [51]
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4.2.2 Multinomiaalinen logistinen regressioanalyysi

Logistinen regressioanalyysi on tutkimusmenetelma, jolla pyritdén selvittdmaan parhaat
selittdvat muuttujat, kun selitettdva muuttuja on luokittelumuuttuja saaden yleensé arvoik-
seen 0 tai 1. Tilanteita, joissa logistista regressioanalyysia voidaan kayttda, on ainakin
kolme. Ensimmainen tilanne on, etta laajan muuttujajoukon keskelté etsitaan tekijoita, jot-
ka kykenevat yhdessé selittdm&éan jotakin muuttujaa. Toinen tapaus on, ettd tutkitaan jo
aiemmin merkittaviksi tunnettujen muuttujien osuutta selittavina tekijéind. Kolmas tilanne
on, ettd testataan, onko joku muuttuja parempi selittaja kuin muut. [52] Multinomiaalinen
logistinen regressioanalyysi on logistisen regressioanalyysin laajennus. Sen avulla voi-
daan tutkia, mallintaa ja ennustaa tilanteita, joissa selitettdvd muuttuja voi saada arvoja
kolme tai enemman. [55]

Multinomiaalisen logistisen regressioanalyysin avulla saadaan selitettdvan muuttujan Y
todennakdisyys laskettua kaavalla

1

V=——+
1+e 4’

missa e on neperin luku ja Z koostuu selittavistd muuttujista X ja niihin liittyvista regres-
siokertoimista 5. Z maaritelladn seuraavasti

Z = Bo+ 51Xy + B Xo + ... 4 Bi X,

missé 3, on vakio ja 31, (s, ..., 3; ovat kaavaan liittyvia painokertoimia, joita on yhta paljon
kuin selittdvia muuttujia X1, Xo, ..., X;. [52]

PNS-estimoinnin sijaan logistisessa regressiossa kaytetddn suurimman uskottavuuden
-menetelmaa. Parametrin S hyvyytta arvioidaan Waldin testisuureen avulla. Waldin tes-
tisuure saadaan laskettua jakamalla parametri 3 keskivirheellaan ja korottamalla sitten
toiseen potenssiin

Wald = (SEL(@) 2 .

Waldin testisuuretta vastaava p-arvo on pieni, kun kerroin eroaa nollasta tilastollises-
ti merkitsevasti. Mikéli nollahypoteesi pitda paikkaansa, niin testisuure noudattaa -
jakaumaa. [52]

Mallin ja havaitun arvon suhdetta kuvaava tunnusluku on likelihood. Kun siitd otetaan
logaritmi ja se kerrotaan luvulla -2, saadaan tunnusluku yleisesti kaytetyssa muodossa
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—2LL=-2)" (Y In(Y)+(1=Y)In(1 - Y)) )

missa Y viittaa havaittuun arvoon ja Y estimoituun arvoon. Goodness-of-fit -tunnuslukuja
on useita. y?-jakaumaa hyddyntavalla testisuureella pystytaén testaamaan, tuoko yksittéi-
sen muuttujan lisddminen liséselitystd malliin tai viekd yksittaisen muuttujan poistaminen
mallin selityskykya huonompaan suuntaan. Testisuure saadaan laskettua kaavalla

x* = 2[LL(B) — LL(0)], (4.5)

missd LL(J) kuvaa koko mallille laskettua log-likelihood -arvoa ja LL(0) kuvaa log-
likelihood -arvoa, joka on laskettu niin sanotulle nollamallille, jossa on vain vakio selit-
tajana. [52]

Mallin hyvyyttd arvioi myés likelihood-arvoa hyédyntava Nagelkerken testi. Nagelkerken
testilla saadun testisuureen eli Nagelkerken mitan R arvo kertoo, kuinka suuren osuuden
havaitusta malli pystyy selittamaan. Nagelkerken mitta R saadaan laskettua seuraavasti

- R?
R=——icr7r,
1 — e(2/N)LL(0)

missé 122 on Coxin ja Snellin testisuure, josta Nagelkerken mitta on johdettu ja jakajatermi
on malliin liittyv& maksimiarvo. Coxin ja Snellin testisuure R? lasketaan kaavalla

(&
R2 =1 — 27
NX
missé e on Neperin luku, N on otoskoko ja x? on kaavan 4.5 mukaisesti laskettu testi-
suureen arvo. [52]

4.3 Paakomponenttianalyysi

Paakomponenttianalyysin voidaan ajatella kuuluvan analyysimenetelmana kayttétarkoi-
tuksensa vuoksi faktorianalyysiperheeseen, vaikka matemaattisesti ja filosofisesti paa-
komponenttianalyysi eroaakin faktorianalyysista [52]. Padkomponenttianalyysin pyrkimyk-
sena on yleensa tiivistdd informaatiota. T&ma tapahtuu vahentdmalld aineiston muuttu-
jien maaraa niin, ettd uudet muuttujat selittavat kuitenkin mahdollisimman hyvin aineiston
vaihtelun. Perusajatus on siis muuntaa alkuperaiset muuttujat uusiksi korreloimattomiksi
muuttujiksi, joita kutsutaan paakomponenteiksi. [52] [56]

Paakomponentit jarjestetdén usein suurimmasta pienimpéan [52]. Ensimmainen paakom-
ponentti maaraytyy kovarianssimatriisin 32 suurinta ominaisarvoa \; vastaavan ominais-
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vektorin 8, mukaan [56]. Ominaisarvot saadaan nelidmatriisin tapauksessa ratkaisemalla
karakterisen polynomin ps; juuret yhtaldsta

pgo\) = |)\I - Z’ == 0,

missé px(y) on n X n -matriisin 3 karakteristinen polynomi ja A on ominaisarvoista
[A1, A2, ..., A\, ] koostuva vaakavektori, jolloin AI on ominaisarvoista koostuva diagonaa-
limatriisi. Karakteristisella yhtalélla, joka on n:ttd astetta, on juuria eli ominaisarvoja n-
kappaletta, jotka voivat olla myés kompleksisia. Mikali matriisi on kuitenkin symmetrinen,
niin sen kaikki ominaisarvot ovat reaalisia. [45]

Paakomponenttianalyysin kayttékelpoisuuden tutkimiseksi on useita menetelmia. Niista
kaytetyimpia on Bartlettin svaarisyystesti, joka tutkii onko korrelaatiomatriisin arvot nollia.
[52] Standardoidun aineiston kovarianssimatriisi > on sama kuin alkuperadisen aineiston
korrelaatiomatriisi. Standardoidussa aineistossa jokainen muuttuja on keskitetty omalla
keskiarvollaan ja jaettu omalla keskihajonnallaan. [56]

Bartlettin testi testaa onko eri muuttujien variansseissa eroa. Testisuure x? saadaan las-
kettua seuraavalla kaavalla

o _ —2logp
X - C Y
missa
k
—2log ;t = Nlog s* — Z(Nl —log s7)
i=1
ja

et (S -4):

=1

kun N on otoskoko, IN; on i:nnen komponentin otoskoko, s on yhdistetty jaédnnésva-
rianssi, s? on i:nnen komponentin varianssi ja k& on komponenttien lukumaara. [57] P-
arvo ilmoittaa erehtymisriskin, jos nollahypoteesi paatetdan hylata. Mikali p-arvo on pieni,
niin tulos on vahvasti ristiriidassa nollahypoteesin kanssa, mika kannustaa hylkdamaan
nollahypoteesin. Mitdan tiukkaa rajaa p-arvolle ja padkomponenttianalyysin kaytélle on
kuitenkaan mahdotonta sanoa, vaan tilannetta tulee aina harkita tapauskohtaisesti. [52]

Myds Kaiserin testilla testataan, onko aineisto ylipdatdan sovelias padkomponenttiana-
lyysiin. Tama tapahtuu laskemalla korrelaatioiden ja korrelaatioiden seka osittaiskorre-
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laatioiden valinen suhde seuraavasti

Zi;ﬁj (r%)
D i (T5) + 20z (ud)

missé arvot r;; ovat korrelaatiomatriisin R arvoja ja arvot u;; ovat osittaiskorrelaatiomat-

KMO; =

riisin U arvoja. Yleinen KMO-arvo saadaan laskemalla yll& olevan kaavan mukaisesti
summa korrelaatiomatriisin R arvojen r;; nelidista ja jakamalla se korrelaatiomatriisin R
arvojen r;; nelididen summan ja osittaiskorrelaatiomatriisin U arvojen u;; neliéisté koos-
tuvan summan yhteenlaskun tuloksella. Summissa lasketaan yhteen kaikki sellaiset yh-
distelmat, joissa alkiot 7;; ja u;; eivat ole diagonaalialkiolla eli, kun i # j. Mita pienempia
osittaiskorrelaation arvot ovat, niin sita lahempana Kaiserin testin KMO-arvo on arvoa 1.
Mita lahempana KMO-arvo on arvoa 1, niin sitd paremmin se soveltuu padkomponent-
tianalyysiin. KMO-arvon ollessa 0,6 tai enemman, pidetaan sita yleisesti soveliaana paa-
komponenttianalyysiin. Sellaiset muuttujat, jotka eivat korreloi muiden muuttujien kanssa
tai joiden varianssi on pieni, voidaan poistaa analyysista jo aiemmin. [52]

Olkoon y = [y1, ¥, .., Y] PAdkomponenteista koostuva vektori, X = [X;, X, ..., X,] sa-
tunnaismuuttujista koostuva satunnaisvektori ja 3; kovarianssimatriisin 3 suurinta omi-
naisarvoa vastaava ominaisvektori. Ensimmainen pdadkomponentti y; maaritelldan talléin
lineaarikombinaation avulla seuraavasti

v = F1'X =B X1+ BraXo + ... + B1pX,p.

Ensimmainen paékomponentti muodostuu siit4 lineaarikombinaatiosta 3'X, jolla on suu-
rin varianssi. Vastaavasti toinen paakomponentti ¢, saadaan seuraavasti

Yo = B2’ X = B X1 + BoaXo + ... + BapXp,

missa (32 on kovarianssimatriisin 3 toiseksi suurinta ominaisarvoa vastaava ominaisvek-
tori. Toinen paékomponentti on se lineaarikombinaatio 32'X, jolla on suurin varianssi niin,
ettd se ei korreloi ensimmaisen lineaarikombinaation (3;'X kanssa. Vastaavasti mééritel-
laan loputkin padkomponentit, joita voidaan saada niin monta kuin alkuperaisessa aineis-
tossa on muuttujia. [56]

Paakomponenttien latauksiksi kutsutaan kovarianssimatriisin ominaisarvoja, jotka saa-
daan maksimoimalla kaavan 4.7 mukainen varianssi. Latausten perusteella voidaan ar-
vioida padkomponenttien hyvyytta, silld lataukset kertovat sek&d komponentin ettd muuttu-
jan hyvyydesta. [52] Ensimmaisen padkomponentin lataus lasketaan maksimoimalla va-
rianssi Var(3;'X). Latauksen ratkaisemiseksi tarvitaan jokin ehto, joka voi olla esimerkik-
si se, ettd muuttujan 3, nelibsumma on yksi. Ehto on talldin matemaattisessa muodossa
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BB =1.

Varianssi voidaan kirjoittaa

Var(ﬁl’X) = ﬁ1/251,

miss& > on satunnaisvektorin X tunnettu kovarianssimatriisi ja 3; on kovarianssimatriisin
suurinta ominaisarvoa vastaava vektori. [56]

Maksimointiongelma saadaan ratkaistua Lagrangen kertoimia hydédyntden. Lagrangen
funktio on muotoa

L(X,B1,\) = 81361 — MNB1/'B1 — 1),

missd A on Lagrangen kerroin. Adriarvokohdat saadaan yhtalosta

Eal - )\al = (2 - )\Ip>a1 = 0, (46)

miss& oy on kovarianssimatriisin 3 ominaisvektori, A on kovarianssimatriisin 32 ominai-
sarvo ja I, on p x p -identiteettimatriisi. Kaavan 4.6 toisesta yhtalémuodosta huomataan,
ettd kyseessa on yhtald, jonka avulla voidaan maarittda kovarianssimatriisin X2 ominaisar-
vo \. Maksimoitu varianssi voidaan nyt kirjoittaa ominaisarvon ominaisuuksia hyédyntaen

Vm“(,@l/x) = 31361 = B1'\B1 = AB1/B1 = A (4.7)

niin, ettd \ on mahdollisimman suuri. Koska (3;" on suurinta ominaisarvoa vastaava omi-
naisvektori, niin suurin ominaisarvo merkitdan yleensa \;:ksi. Yleisesti muidenkin paa-
komponenttien lataukset saadaan laskettua vastaavasti

Var <ﬁk/X) = >\k )

missé@ A\, on kovarianssimatriisin 2 k:nneksi suurin ominaisarvo, joka kertoo k:nnen paa-
komponentin varianssin suuruuden, ja 3 on tatd ominaisarvoa vastaava ominaisvektori.
[56]

Muuttujat eivat usein ole optimaalisessa asennossa paadkomponenttien suhteen, minka
vuoksi akseleita voidaan kdantéa tarkoituksena saada muuttujat latautumaan mahdolli-
simman hyvin pddkomponenteille. K&anté tapahtuu erilaisten rotaatioiden avulla. SPSS-
ohjelmisto valitsee automaattisesti oikean kasittelytavan, mikali rotaatio halutaan suorit-
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taa. Suorakulmaista rotaatiota kaytettdessa oletetaan dimensioiden olevan toisistaan riip-
pumattomia. Vinokulmainen rotaatio puolestaan mahdollistaa dimensioiden keskindisen
korrelaation. [52]

4.4 Mediaanien eroa mittaavat testit

Keskiarvojen erojen testaamiseen voidaan kayttaa seka parametrisia ettd parametritto-
mia testeja riippuen tutkimustilanteesta. Yleisesti parametrittomat testit soveltuvat parem-
min pienille otosko’oille, kun taas parametrisia testeja suositaan suurempien otoksien ta-
pauksissa. Parametriset testit, kuten t-testi, edellyttdvat muun muassa otoksen populaa-
tion olevan normaalijakautunut. Mikali otoksen populaation normaalisuudesta ei voida olla
varmoja, niin varmin keino on kayttaa non-parametrisia testeja. [52] Tassa tutkimuksessa
kaytettiin non-parametrisia Mann-Whitneyn, Wilcoxonin ja Kruskal-Wallisin testeja. Nai-
den testien kayttdtarkoitukset ja keskeisimmat tunnusluvut on esitetty alaluvuissa 4.4.1,
4.4.2ja4.4.3.

4.4.1 Wilcoxonin testi

Wilcoxonin testilla mitataan kahden riippuvan otoksen valistd eroa. TAma tarkoittaa esi-
merkiksi alkutesti-lopputesti -tilanteita, joissa saman otoksen tulosta tietyssa ominaisuu-
dessa tarkastellaan kaksi kertaa.

Wilcoxonin testisuureen T ratkaisemiseksi kahden testituloksen véliset erotukset jarjes-
tetdan itseisarvojensa mukaan suuruusjarjestykseen. Taman jalkeen lasketaan yhteen
positiivisten erotusten jarjestysnumerot, jolloin saadaan ratkaistua summa »_ R, . Vas-
taavasti lasketaan my6s negatiivisten erotusten jarjestysnumerot yhteen, jolloin saadaan
summa ) | R_. Wilcoxonin testin testisuureeksi 7" valitaan aina pienempi luvuista > R_

jay Ri.[58]

Kun otoskoko on yli 20, ajatellaan otoksen olevan normaalijakautunut. Talldin keskiarvo
T lasketaan kaavalla

N(N
Tr = %, (4.8)

missd N on otoskoko. Keskihajonta st puolestaan saadaan seuraavasti

o \/N(N+1)(2N+1) 4.9)

24 ’

kun N kuvaa otoskokoa. Seka keskiarvoa ettéd keskihajontaa tarvitaan Wilcoxonin tes-
tin z-arvon laskemiseen. z-arvo on tarked, koska se kertoo, voidaanko nollahypoteesi eli
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Wilcoxonin testin tapauksessa se, ettd ryhman suoriutumisessa alkutestissa ja loppu-
testissa ei ole eroa, hylata tietylld luottamustasolla. z-arvoa kaytetddn myds efektikoon
laskemiseen. Wilcoxonin testin z-arvo saadaan laskettua kaavalla

missa 1" on se jarjestyslukujen summa, kumpi on pienempi, z7 on kaavan 4.8 mukaan
laskettu keskiarvo ja s on kaavan 4.9 mukaan laskettu keskihajonta. [58]

4.4.2 Mann-Whitneyn U-testi

Mann-Whitneyn U-testia kdytetdan, kun mitataan kahden vertailtavan ryhmén valista eroa
riippuvassa muuttujassa, joka on vahintaan jarjestysasteikollinen. Erityisesti jarjestysas-
teikollisten muuttujien tapauksessa Mann-Whitneyn U-testia pidetaan todella tehokkaana.
[52]

Testisuureen U ratkaisemiseksi koko aineisto laitetaan tutkittavan muuttujan suhteen suu-
ruusjarjestykseen. Taman jalkeen jokaiselle havainnolle annetaan oma jarjestysnumero
R. [52] [58] Vertailtavista ryhmista ensimmaisen U-arvo saadaan ratkaistua seuraavasti

N{(N;+1
U1=N1Nz+¥—231,

miss& N; on ensimmaisen ryhmén otoskoko, N, on toisen ryhman otoskoko ja > R;
on ensimmaisen ryhman jarjestysnumeroiden summa. Toisen ryhman U-arvo lasketaan
vastaavasti

No(Ny + 1
U2:N1N2+¥_ZR27

miss& N1 on ensimmaisen ryhman otoskoko, s on toisen ryhman otoskoko ja >~ Rs on
toisen ryhman jarjestysnumeroiden summa. Testiarvoksi valitaan aina pienempi luvuista
Uy ja Us. [58]

Otoskokojen ollessa suuret, kaytetdan merkitsevyystason laskuissa usein apuna normaa-
lijakaumaa [52] [58]. Mann-Whitneyn testin kannalta olennaisen z-arvon laskemiseen tar-
vitaan keskiarvoa Ty ja keskihajontaa sy. z-arvo kertoo, voidaanko nollahypoteesi eli
Mann-Whitneyn testin tapauksessa se, etta ryhmien valilla ei ole eroa, hylata tietylla luot-
tamustasolla. Keskiarvo z;; lasketaan seuraavasti

NN,
2

Ty
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ja keskihajonta saadaan kaavasta

NiNy(Ny+ Ny +1)
12 ’

Sy =

missa N; ja N, ovat ryhmien otoskoot.

Haluttu z-arvo saadaan nyt laskettua seuraavasti

min(Ul, Uz) — i‘U

SU

z =

Nollahypoteesin hylkdamispaatdksen lisaksi z-arvoa voidaan kayttda myds efektikoon las-
kemiseen. [58]

4.4.3 Kruskal-Wallisin H-testi

Kruskal-Wallisin H-testia kaytetdan, kun mitataan useamman kuin kahden vertailtavan
ryhman vélistd eroa riippuvassa muuttujassa, joka on vahintdan jarjestysasteikollinen.
Testi soveltuu siis vastaavanlaisten tilanteiden tarkasteluun kuin Mann-Whitneyn U-testi,
mutta Kruskal Wallisin H-testilla vertaillaan useamman kuin kahden ryhmén valista eroa.

Testisuureen H ratkaisemiseksi koko aineisto laitetaan tutkittavan muuttujan suhteen suu-
ruusjarjestykseen, minka jalkeen jokaiselle havainnolle annetaan oma jarjestysnumero R.
Testisuure H saadaan ratkaistua kaavalla

k 2

12 R
2 N vy
H N(N+1)Zn2 SN +1),

=1

missd N on koko otoksen otoskoko, R; on i:nnen ryhman jarjestysnumeroiden summa ja
n; on i:nnen ryhman otoskoko. [58]

Mikali aineistossa on paljon samoja arvoja, mink& vuoksi useampi ryhmien jasen saa
samoja jarjestysnumeroita, on testisuureelle H syyta tehda korjaus. Tama tapahtuu kor-
jaustermin C'y avulla. Korjaustermi lasketaan seuraavasti

(T - 1)
A

missa 7' on niiden arvojen lukumaard, jotka saavat saman jarjestysnumeron ja N on
koko otoksen otoskoko. Korjattu testisuure [, saadaan ratkaistua jakamalla alkuperéinen
testisuure H korjaustermilladn C'y seuraavasti
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H

H = —.
Cu

Kun tiedeta&n vapausaste, joka on Kruskal-Wallisin testissa k£ — 1, missa k on vertailtavien
ryhmien maéara ja haluttu luottamustaso «, niin tiedetaan myés kriittinen arvo korjatulle
testisuurelle H.. Mikali kriittinen arvo on pienempi tai yht& suuri kuin korjatun testisuureen
arvo H., niin nollahypoteesi voidaan hylata, mika tarkoittaa ryhmien vélilla olevan eroa.
[58]
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5. TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

T&ssa luvussa esitelldén tutkimuksen kulku. Ensimmadiseksi perehdytdan tutkimuksen
kohteena olleiden opintojaksojen jarjestelyihin, silld osa opiskelijoista osallistui perintei-
seen luentototeukseen, kun puolestaan osa osallistui niin sanottuun flippausopetukseen.
Tassé luvussa esitellddn myds tutkimusaineisto, joka sisaltdd muun muassa nailla opin-
tojaksoilla osaamisen tason mittauksessa tenttien ohella kaytetyt testit, joita ovat pe-
rustaitotesti Insindérimatematiikan perusteet -kurssilla ja lahtétasotesti Differentiaali ja
-integraalilaskennan kurssilla. Naiden lisaksi tassd luvussa kerrotaan missa tilanteissa
mitékin tutkimusmenetelmia kaytettiin.

5.1 Opintojaksojen jarjestelyt

Insinddrimatematiikan perusteet -opintojakso sek& Differentiaali- ja integraalilaskenta -
opintojakso jarjestettiin sekd luentototeutuksena ettd flippaustoteutuksena. Molemmat
opintojaksot kestivat yhden periodin eli kahdeksan viikon ajan, joista viimeisella viikol-
la oli endd tentti. Suuri ero luentototeutuksen ja flippaustoteutuksen valilla oli se, etta
flippaustoteutuksella varsinaisia luentoja ei jarjestetty. Sen sijaan flippaustoteutuksessa
opettaja keskusteli jokaisen kuudesta kymmeneen henkildn kokoisen pienryhman kanssa
viikoittain 30 minuuttia, joka mahdollisti opiskelijoille paremmin itselle epaselviksi jaaneis-
ta aiheista kysymisen. Molempien toteutuksien opiskelijat tekivat seka Insiné6érimatema-
tiilkan perusteet -kurssiin liittyvan perustaitotestin ettd Differentiaali- ja integraalilaskenta
-kurssiin liittyvan lahtétasotestin.

Luentototeutukseen osallistuneilla opiskelijoilla oli molemmilla kursseilla kolme kahden
tunnin tunnin luentoa ja yhdet kahden tunnin laskuharjoitukset viikossa. Kurssin arvo-
sana Insindérimatematiikan perusteet -opintojaksolla maéraytyi joko pelkan tentin perus-
teella tai tentin ja harjoituspisteiden yhteistuloksena, jolloin sek& harjoituspisteet ett tent-
ti muodostivat 50% opiskelijan arvosanasta. Differentiaali- ja integraalilaskenta -kurssilla
puolestaan arvostelu perustui viikkoharjoituksiin, valikokeisiin ja harjoitustyéhén, joista
viikkoharjoitusten osuus oli noin puolet arvosanasta. Molemmilla kursseilla oli tehtavana
seka paperi- ettd verkkotehtavid. Insind6rimatematiikan perusteet -kurssilla oli tehtdvana
kuusi tehtavaa viikossa niin paperille kuin verkkoonkin, kun taas Differentiaali- ja integraa-
lilaskennan kurssilla oli paperitehtavi viikoittain kahdeksan ja verkkotehtavia kymmenen.
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Molemmilla kursseilla myds itsearvioitiin ja vertaisarvioitiin tehtavia viikoittain.

Flippaustoteutuksessa opiskelijat opiskelivat uuden asian kotonaan kirjan, luentomonis-
teen tai opetusvideoiden avulla, jonka jalkeen tehtavia voitiin tehda pienissa ryhmissa
vield laskuharjoituksissa. Suuressa roolissa olivat esimerkiksi kasitteenmuodostustehta-
vat, jotka sisaltyivat verkkotehtaviin. Kasitteenmuodotustehtavien avulla opiskelijat pyrit-
tiin saamaan perehtymaan kasiteltdvaan aihepiiriin ja materiaaliin itsenaisesti. Naiden
tehtavien vastauksia seuraamalla pystyi huomaamaan hyvin, ovatko opiskelijat ymmarta-
neet kasitteiden merkityksen. Ylipaataan opiskelijoille annettu tehtédvien maéra flippausto-
teutuksessa oli selkeédsti suurempi kuin luentototeutuksessa. Suurempi tehtavien maara
perusteltiin silla, ettd naiden tekemiseen kuluva aikaa korvaa luentototeutuksella luen-
toihin kuluneen ajan. Flippaustoteutuksessa Insin66rimatematiikan perusteet -kurssilla
kurssin aikana tehty portfolio ja tehtavéat arviointeineen tuottivatkin 70% kurssin arvosa-
nasta ja tentti ndin ollen vain 30% kurssin arvosanasta. Vastaavasti Differentiaali- ja inte-
graalilaskennan kurssin arvosanaan vaikuttivat flippaustoteutuksen opiskelijoilla kurssilla
tehdyt tehtavat, harjoitusty6 sekd osaamistestien tulokset. Flippaustoteutuksessa oppimi-
nen oli enemman opiskelijalahtdista kuin luentototeutuksessa, jossa oppiminen on varsin
opettajajohtoista.

5.2 Tutkimusaineisto

Tutkimuksessa kaytetty aineisto koostuu lukuvuoden 2020-2021 alussa ensimmaisen ma-
tematiikan kurssin yhteydessa tehdystad perustaitotestista, ensimmaisen matematiikan
kurssin eli Insindérimatematiikan perusteet -kurssin tenttiarvosanoista, kolmannen ma-
tematiikan kurssin eli Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssin kurssiarvosanoista se-
k& sen yhteydessa tehdysta lahtotasotestistd vuoden 2021 alussa. Ensimmaisen mate-
matiikan kurssin alussa tehty perustaitotesti ja kolmannen matematiikan kurssin alussa
suoritettu Iahtbtasotesti koostuivat 16 tehtavastd, joista kahdeksan eli puolet oli samoja
molemmissa testeissa. Tehtavien vastaavuudet on esitetty taulukossa 5.1.

Perustaitotestin kaikki tehtavat olivat lukiotasoisia, kun taas ldht6tasotestissa mitattiin
myds yliopistossa eteen tulleiden uusien aihepiirien hallintaa. Jokaisesta tehtavasta oli
mahdollista saada enintdan yksi piste, mutta osa tehtavista sisaltdd myds alakohtia, jon-
ka vuoksi niista oli mahdollista saada my6s kokonaisluvuista poikkeavia pistemaaria. Yksi
versio perustaitotestistd on esitetty liitteessa A ja yksi versio lahtdtasotestista on esitet-
ty litteessé B. Tutkimuksen tuloksia on kasitelty anonyymisti ja vain niiden opiskelijoiden
osalta, jotka antoivat tutkimusluvan sita kysyttdessa.

Tutkimuksen lopullisessa aineistossa on vain niiden opiskelijoiden tulokset, jotka olivat
vastanneet seka perustaitotestiin ja Insindéérimatematiikan perusteiden tenttiin ettéa 1ahto-
tasotestiin ja Differentiaali- ja integraalikurssin tenttiin. Naiden lisksi opiskelijalta tarvittiin
tutkimuslupa. Tarkemmat tiedot tutkimukseen osallistuneiden opiskelijoiden méarasta on
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Taulukko 5.1. Perustaitotestin (PTT) ja ldhtbtasotestin (LTT) toisiaan vastaavat tehtdvét.

PTT:n tehtava | LTT:n tehta-
va

12
13
14
15
16

0o N o oA WD =

esitetty taulukossa 5.2.

Taulukko 5.2. Tietoja tutkimukseen osallistuneista opiskelijoista.

Opiskelijoiden| Miehet Naiset
lukumaara
Luentototeutus 183 127 56
Flippaustoteutus | 237 172 64
Yhteensa 420 299 120

Yksi vastaajista ei halunnut kertoa sukupuoltaan. Taulukosta ndhdaan, ettéa flippaustoteu-
tukseen osallistui suhteellisesti tarkasteltuna hieman enemman miehid kuin luentototeu-
tukseen. Miesten osuus flippaustoteutuksen osallistujista oli noin 73% ja luentototeutuk-
sen osallistujista noin 70%, kun naisilla vastaavat luvut puolestaan olivat 27% ja 30%.

5.3 Tutkimusmenetelmat

Aluksi perustaitotestin ja |&ht6tasotestin tehtavat jaoteltiin ryhmiin oman tehtavatyyppi-
tarkastelun ja pddkomponenttianalyysin avulla. Talla tavalla saatiin kaksi vaihtoehtoista
ryhmittelyd tehtéville, joita voitiin kdyttdd apuna mybhemmin muissa analysointiosioissa
tarpeen mukaan.

Taman jalkeen eri tehtavatyyppien vaikeutta vertailtiin eri osa-alueiden tehtavista saa-
tujen pistekeskiarvojen avulla. Tata varten luotiin keskiarvosummamuuttujat eri tehtava-
tyyppien tehtaville sekd perustaitotestin ettéd Iaht6étasotestin tehtavien osalta. Pistekes-
kiarvoja ja niiden eroja vertailtiin myés eri toteutuksien ja sukupuolien valilla, jotta ndhtiin
olivatko tietyt tehtavatyypit vaikeampia tietylle ryhmalle tai sukupuolelle. Téhan tarkoituk-
seen kaytettiin Mann-Whitneyn U-testid. Mann-Whitneyn testi on parametriton ja toimii
nain ollen, vaikka kyseessa ei olekaan normaalijakauma. [52]
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Opiskelijoiden kehityksen mittaamiseen kaytettiin Wilcoxonin testia, jolla mitattiin saman
ihmisryhman tuloksia samoista tehtavistd kahdella eri suorituskerralla. Kehitysta arvioi-
tiin pistekeskiarvojen ja testistd saatujen p-arvojen seka testitulosten pohjalta laskettu-
jen efektikokojen avulla. Eri toteutustapojen ja sukupuolien valisen kehityseron vertailuun
kaytettiin Mann-Whitneyn U-testia.

Opiskelijoiden menestymisté differentiaali- ja integraalikurssilla pyrittiin ennustamaan pe-
rustaitotestin ja Iahtétasotestin tuloksien perusteella. Ennustamista varten luotiin malli
multinomiaalisella logistisella regressioanalyysilla. Malli luotiin sekd kayttden selittaving
muuttujina kaikkia perustaitotestin ja I&ht6tasotestin tehtavid ettda hyddyntden aiemmin
paakomponenttianalyysin avulla saatuja ryhmié selittdvind muuttujina.

Menestymistéd kursseilla tarkasteltin myds jakamalla perustaitotestin ja I&ht6tasotestin
tuloksien perusteella opiskelijat kolmeen tasoryhmaéan. Kruskal-Wallisin H-testilla pyrittiin
selvittdmaan onko naiden tasoryhmien vélilla eroa kurssimenestyksessa. Lisdksi menes-
tymisté sekd insindérimatematiikan perusteet -kurssilla etta differentiaali- ja integraalilas-
kennan opintojaksolla tarkasteltiin jakamalla opiskelijat perustaitotestin ja Iahtétasotestin
yksittaisten tehtdvien osaamisen perusteella kahteen ryhmaan. Ryhmien valisia osaami-
seroja kurssien osaamista mittaavissa testeissa ja kurssiarvosanoissa tarkasteltiin Mann-
Whitneyn U-testilla.
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6. TUTKIMUKSEN TULOKSET JA NIIDEN ANALYSOINTI

Tassa luvussa esitelldan tutkimuksen tulokset ja tutustutaan niihin tarkemmin. Ensimmai-
sessa alaluvussa jaotellaan perustaitotestin (PTT) ja Iahtétasotestin (LTT) tehtavat eri ka-
tegorioihin niiden tehtavatyypin mukaan, jotta voidaan tarkastella opiskelijoiden osaamis-
tasoa ja kehitysta eri aihepiirien valilla. Ensimmaisessa alaluvussa vastataan myés en-
simmaiseen tutkimuskysymykseen eli siihen, mitkd matematiikan osa-alueet olivat opis-
kelijoille vaikeimpia perustaitotestissé ja l&ahtétasotestissd. Toisessa alaluvussa paneu-
dutaan opiskelijoiden mahdolliseen kehitykseen perustaitotestin ja I&htbtasotestin valilla
sekd tarkastellaan, onko luento- ja flippaustoteutus tai sukupuoli vaikuttanut opiskelijoi-
den kehitykseen eri tavoin. Kolmannessa alaluvussa pohditaan vield perustaitotestin ja
Iaht6tasotestin tuloksien yhteyttd matematiikan kursseilla menestymiseen.

6.1 Opiskelijoiden matematiikan taidot osa-alueittain

Perustaitotestin ja |ahtétasotestin tehtavat jaoteltiin eri osa-alueisiin seka paadkomponent-
tianalyysin etta tutkijan suorittaman tehtavatyyppitarkastelun keinoin. PAdkomponenttia-
nalyysin avulla 32 alkuperéisestd muuttujasta saatiin muodostettua 12 paadkomponent-
tia, jotka selittavat 57,0 % muuttujien varianssista, kun ominaisarvon raja-arvoksi valit-
tiin yleisesti kaytetty arvo 1,0. PA4akomponenttianalyysissa kaytettiin muuttujina testien
sisdltamia 32 tehtavaa. Puolet muuttujista olivat siis perustaitotestin tehtavia (P1-P16) ja
puolet muuttujista koostuivat 1&dhtétasotestin tehtévista (L1-L16). Korrelaatiomatriisin so-
veltuvuutta padkomponenttianalyysiin testattiin Kaiserin testilla (0,713) ja Bartlettin svaa-
risyystestilla (p < 0,001). Kyseisten testien teoriaa avattiin tarkemmin sivuilla 36-37. Tes-
tien tuottamien arvojen mukaan korrelaatiomatriisi soveltuu hyvin padkomponenttianalyy-
siin. Kommunaliteetti on luku nollan ja yhden valilta, joka kertoo, kuinka suuren osuuden
muuttuja selittda jostakin pAdkomponentista. Se lasketaan eri pddkomponenteille tulevien
yksittaisten muuttujien latausten nelididen summana. Mitéa lahempanéd kommunaliteetti on
arvoa 1, sitéd paremmin kyseinen muuttuja selittda kyseista padkomponenttia. Muuttujien
kommunaliteeteiksi saatiin varsin korkeita arvoja, jotka vaihtelivat valilla 0,34 - 0,73, mika
tarkoittaa muuttujien mittaavan padkomponentteja varsin luotettavasti. [52] Kuvassa 6.1
on esitetty kaikkien komponenttien ominaisarvot suuruusjarjestyksessa.

Kuten kuvasta 6.1 havaitaan, niin ominaisarvojen suuruudessa ei tapahdu missaan koh-
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Komponentti

Kuva 6.1. Pddkomponenttien ominaisarvot suuruusjérjestyksessa.

dassa selkeda pudotusta, minka vuoksi ei kannata pysya juuri 12:sta komponentin va-
linnassa kiinni kovin tiukasti. Esimerkiksi nostamalla ominaisarvon raja-arvo arvoon 1,5
saataisiin 32 muuttujaa jaettua vain kolmeen paakomponenttiin, mutta talléin kommuna-
liteetit laskevat niin alhaisiksi, ettd pddkomponenttien tarkastelu ei ole kovin luotettavaa.
Taman vuoksi pitaydyttiin 12 paddkomponentin valinnassa, jolloin suorakulmaisen Varimax
-rotaation avulla saatu rotatoitu komponenttimatriisi oli taulukon 6.1 mukainen.

Taulukosta 6.1 ndhdaan, ettd osa muuttujista on jakautunut useammalle kuin yhdelle
paakomponentille hyvédksyessamme vain lataukset, joiden arvo on suurempi kuin 0,30.
Kun muuttuja on latautunut useammalle paddkomponentille, on pohdittava, mille padkom-
ponentille muuttuja halutaan sijoittaa. Lahtdkohtaisesti muuttuja kannattaa sijoittaa sille
komponentille, missa sen lataus on arvoltaan suurin, ja niin tehtiin tallakin kerralla. Tau-
lukossa on tummennettu niiden alkioiden arvot, joille muuttujat sijoitettiin. On myés syyta
huomioida, ettd kahdennentoista komponentin latauksista kaksi on negatiivisia. Kompo-
nentti olisi mahdollista kdantaa, jolloin latausten arvojen merkit muuttuisivat, mutta nyt
sita ei tehda, koska halutaan pitaa itseisarvoltaan suurin lataus positiivisena. Padkompo-
nenttianalyysilla testien tehtavét saatiin siis jaettua taulukon 6.2 mukaisiin ryhmiin.

Taulukosta 6.2 ndhdaan, ettd padkomponenttianalyysin tuloksena saadut ryhmét koostu-
vat 1-5 tehtavasta. Usea muuttuja on kuitenkin latautunut kahdelle tai kolmelle komponen-
tille varsin tasaisesti, jonka takia kyseisen muuttujan sijoittaminen vain yhteen ryhmaéan
on hieman kyseenalaista. Kuvassa 6.2 on havainnollistettu padkomponenteille latautunei-
den muuttujien sijaintia.

Tarkastelemalla kuvaa 6.2 huomataan, kuinka lahelld toisiaan muuttujat oikeasti ovat.



Taulukko 6.1. Rotatoitu komponenttimatriisi.
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Koska muuttujat ovat niin |ahella toisiaan, ei niistd saa muodostettua kovinkaan selkeas-
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Taulukko 6.2. Perustaitotestin (P) ja ldhtétasotestin (L) tehtdvét jaoteltuna pddkompo-
nenttianalyysin avulla.

Ryhma | Tehtava

R1 P3, P12, P13, P16
R2 P15, L7, L11, L12, L13
R3 L2, L9, L10, L15,L16
R4 L4, L5

R5 L3, L6

R6 P5, P8, P9

R7 P2, P6, L1, L8

R8 P4

R9 P10, L10

R10 P1, P14

R11 P7, P11

R12 L14

ti toisistaan eroavia padkomponentteja. Niinpa perustaitotestin ja lahtdtasotestin tehtavat
jaoteltiin padkomponenttianalyysin tuottamien komponenttien sijaan kymmeneen eri aihe-
piiriin oman tehtavatyyppitarkastelun perusteella. Taman perusteella testit jakautuivat ai-
hepiireihin, jotka ovat peruslaskutoimitukset, itseisarvolaskut, funktiot, yhdistetyt funktiot,
yhtalét, eksponenttiyhtalét, trigonometria, derivointi, integrointi ja matriisilaskenta. Perus-
laskutoimitukset kasittavat sijoittamis- ja sieventamistehtavia luvuilla laskemisen lisaksi.
Taulukossa 6.3 on esitetty molempien testien tehtavat jaoteltuna eri matematiikan osa-
alueisiin.

Taulukko 6.3. Perustaitotestin (P) ja ldht6tasotestin (L) tehtdvét osa-alueittain.

Osa-alue Tehtava
Peruslaskutoimitukset | P1, P2, P5, P11
Itseisarvolaskut P3, L1

Funktiot P4, L9, L10
Yhdistetyt funktiot P6, L2

Yhtalot P7, P8, P9, P10, L3
Eksponenttiyhtalot P16, L8, L11
Trigonometria P12, P13, L4, L5
Derivointi P14, L6, L12
Integrointi P15, L7, L13
Matriisilaskenta L14, L15,L16

Kuten taulukosta ndhdaan, niin tehtavatyypit vainhtelevat perustaitotestin ja lahtétasotes-
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12

Kompone

Kuva 6.2. Muuttujien sijainti rotatoidussa avaruudessa.

tin valilla. Esimerkiksi kaikki tutkimuksessa peruslaskutoimitusten alle maéritellyt tehtavat
ovat perustaitotestin tehtavia. Vastaavasti kaikki matriiseihin liittyvat tehtavat ovat 1&ht6-
tasotestin tehtavia, silla ne tulevat yliopistossa opiskelijoille uutena asiana, jonka vuoksi
niiden hallintaa ei testata ollenkaan viela yliopisto-opintojen alkuvaiheen perustaitotestis-
sa. Muista osa-alueista on kuitenkin tehtavia niin perustaitotestissa kuin lahtétasotestis-
sakin. On kuitenkin muistettava, etta vaikka puolet testien tehtavistd vastaavatkin toisia,
niin kaikki tehtévat perustaitotestin ja lahtétasotestin valilla eivat ole vaatimustasoltaan
vastaavia, vaan lahtdtasotestissa oletetaan opiskelijoiden omaksuneen jo joitain asioita
kahden ensimmaisen yliopistossa kdydyn matematiikan kurssin jaljilta.

Luvussa 3.4 esiteltiin Kilpatrickin ym. matemaattisen osaamisen malli, jossa matemaat-
tinen osaaminen jaettiin viiteen osa-alueeseen: kasitteelliseen ymmartamiseen, prose-
duraaliseen sujuvuuteen, strategiseen kompetenssiin, mukautuvaan paattelyyn ja yritte-
lidisyyteen. Perustaitotesti ja Iahtétasotesti koostuvat kuitenkin vain tehtavatyypeista, jot-
ka opiskelijan oletetaan jo entuudestaan hallitsevan varsin hyvin ja toisaalta opiskelijal-
ta vaaditaan vain oikeaa vastausta kattavien perustelujen sijaan, koska testit on haluttu
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tehda automaattisesti arvioitaviksi. Niinpa nama testit mittaavat oikeastaan vain kasitteel-
lisen ymmartédmisen ja proseduraalisen sujuvuuden taitoja. Kasitteellistd ymmartamista
opiskelija tarvitsee tiedostaakseen, mitd haneltd kysytdan ja miten eri kasitteet ovat yh-
teydessa toisiinsa. Entuudestaan tuttujen aihepiirien tehtavien ratkaiseminen puolestaan
testaa proseduraalista sujuvuutta eli sitd, kuinka hyvin opiskelija osaa kayttaa omia tai-
tojaan joustavasti erilaisissa tilanteissa, kun testiin kdytettava aika on rajallinen. Strategi-
nen kompetenssi, mukautuva paattely ja yrittelidisyys jaavat naissa testeissa sivurooliin,
vaikka etenkin opiskelijat, joilla on puutteita joidenkin aihealueiden tehtavien hallinnassa,
saattavatkin joutua turvautumaan myds naihin matemaattisen osaamisen osa-alueisiin.
Taulukossa 6.4 on esitetty sekad perustaitotestin etta lahtétasotestin tulokset aritmeettisen
keskiarvon z avulla niin miesten, naisten kuin koko otoksen osalta aihepiireittain. Liséksi
taulukossa on miesten ja naisten valistd eroa kuvaava p-arvo, joka on laskettu Mann-
Whitneyn U-testill&.

Taulukko 6.4. Miesten ja naisten menestyminen perustaitotestin (PTT) ja ldhtbtasotestin
(LTT) eri osa-alueissa tarkasteltuna aritmeettisen keskiarvon x avulla.

PTT LTT
Tehtavatyyppi z, z, z, p Z, Z, Z, p
kaikki | mie- | nai- kaikki | mie- | nai-
het set het set
Peruslaskutoimitukset | 0,8984| 0,8946| 0,9068| 0,474 | - - - -
ltseisarvolaskut 0,8167| 0,7993| 0,8583| 0,159 | 0,9214| 0,9298| 0,9083| 0,456
Funktiot 0,8857| 0,8763| 0,9083| 0,352 | 0,4768| 0,4676| 0,4996| 0,309
Yhdistetyt funktiot 0,7357| 0,7157| 0,7833| 0,157 | 0,9024| 0,9064| 0,9000| 0,842
Yhtalot 0,8685| 0,8579| 0,8938| 0,108 | 0,9071| 0,9064| 0,9083| 0,950
Eksponenttiyhtalot 0,5833| 0,5786| 0,5917| 0,806 | 0,7417| 0,7157| 0,8083| 0,009
Trigonometria 0,4214| 0,4214| 0,4208| 0,965 | 0,6750| 0,6906| 0,6417| 0,264
Derivointi 0,9286| 0,9331| 0,9167| 0,556 | 0,7905| 0,7876| 0,8000| 0,595
Integrointi 0,3571| 0,3311| 0,4250| 0,070 | 0,5262| 0,5167| 0,5500| 0,342
Matriisilaskenta - - - - 0,4308| 0,4360| 0,4193| 0,423
Yhteensa 0,7636| 0,7554| 0,7829| 0,070 | 0,6527| 0,6504| 0,6608| 0,430

Taulukosta 6.4 ndhdaan, etté perustaitotestissa erityisen vaikeita osa-alueita opiskelijoille
olivat integrointi (0,36) ja trigonometria (0,42). Myds eksponenttiyhtalét (0,58) ja yhdis-
tetyt funktiot (0,74) erottuvat muita osa-alueita alhaisemmilla tuloksillaan. Myllykosken,
Mattilan, Aliléytyn, Kaarakan ja Viron tekeman tutkimuksen mukaan vuosina 2010-2017
trigonometria, derivointi ja logaritmit ovat olleet vaikeimpia osa-alueita perustaitotestissa
[19]. Tata tietoa vasten opiskelijoiden vaikeudet trigonometriassa ja eksponenttiyhtaldis-
sa olivat varsin odotettuja. Kuitenkin verrattuna vuosien 2010-2017 tuloksiin nayttaa silta,
ettd perustaitotestin kohdalla integrointitehtavat ovat menneet poikkeuksellisen heikosti
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vuonna 2020, kun puolestaan aikaisemmin vaikeuksia tuottaneet derivointitehtavat on-
nistuivat opiskelijoilta todella hyvin. Kehitys on siind mielessa kummallinen, etta vuosien
2010-2017 aikana eri osa-alueiden osaamisjarjestys on sailynyt suurin piirtein samana,
vaikka vuositasolla tehtavien suorituksessa onkin ollut suuria eroja.

Lahtétasotestin tuloksia tarkasteltaessa puolestaan funktiot (0,48), integrointi (0,53) ja
matriisilaskenta (0,43) nousevat esiin heikoimmin hallittavina osa-alueina. Funktiotehta-
vien keskiarvopisteiden romahdus perustaitotestistd |ahtdtasotestiin johtunee siitd, etta
lahtétasotestissa funktioiden osaamista testattiin tehtévilla, joissa opiskelijalta vaadittiin
hyvaa kasitteellistd ymmartamistd, kun puolestaan perustaitotestissé funktioiden osaa-
mista mittaavassa tehtdvassa opiskelijalta ei vaadittu kuin valmiin lausekkeen arvon rat-
kaisemista. Integrointitehtavat puolestaan olivat vaikeita jo perustaitotestissa. Lahtdtaso-
testisséd integrointitehtavista saatujen pisteiden keskiarvo nousi kuitenkin huomattavasti
perustaitotestin arvosta 0,33 arvoon 0,53, mik& kertoo integrointiosaamisen parantumi-
sesta yliopisto-opintojen aikana. Eri osa-alueiden tulosten kehittymisesta tarkemmin lu-
vussa 6.2. Matriisilaskenta tuli yliopistossa toisella matematiikan kurssilla opiskelijoille
uutena asiana, joten sitd ei testattu ollenkaan perustaitotestissa. Heikot tulokset 1aht6-
tasotestissa kuitenkin kertovat, ettd aihepiirin hallinta ei kuitenkaan yhden opintojakson
jaljiltd ollut vielda kovinkaan hyvalla tasolla. Matriisitehtévien heikkoihin tuloksiin vaikut-
taa todennakdisesti se, etta tehtavissa vaadittiin opiskelijoilta kasitteellistd ymmartamista
proseduraalisen sujuvuuden sijaan. Mydskin tehtavien sijoittelulla 1&htétasotestin kolmek-
si viimeiseksi tehtavéksi saattaa olla oma tuloksia heikentava vaikutuksensa.

Vertailtaessa miesten ja naisten eroja perustaitotestin tehtavissa, huomataan naisten kes-
kiarvotulosten olevan hieman parempia kuin miesten. Suurimmat erot naisten eduksi ovat
itseisarvolaskujen (0,059), yhdistettyjen funktioiden (0,068) ja integraalien (0,094) osaa-
misessa. P-arvot kuitenkin kertovat, ettd naisten ja miesten valinen ero osaamisessa ei
ole perustaitotestissé ollut millaan osa-alueella tilastollisesti merkittdvaa. Lahtétasotestin
keskiarvoja vertailtaessa havaitaan, ettd miesten ja naisten keskiarvot ovat keskimaarin
vielad 1dhempéana toisiaan kuin perustaitotestissa. Kuitenkin ainoastaan eksponenttiyhta-
I6iden osaamisessa naiset olivat tilastollisesti merkitsevasti miehia edella.

Vertaamalla flippaustoteutukseen ja luentototeutukseen osallistuneiden opiskelijoiden pe-
rustaitotestin tuloksia, voidaan havaita, onko toisen kurssitoteutuksen opiskelijoilla ollut
korkeampi matemaattisen osaamisen taso yliopistoon tultaessa. Kun on tarkasteltu luen-
tototeutuksen ja flippaustoteutuksen opiskelijoiden menestymista heti yliopisto-opintojen
alkuvaiheessa suoritetussa perustaitotestissa, on kiinnostavaa nahda vastaavat tulokset
my6s kolmannen matematiikan kurssin alussa suoritetussa lahtétasotestissd, jolloin kurs-
sin toteutustapa on mahdollisesti vaikuttanut opiskelijoiden oppimiseen. Taulukossa 6.5
on esitetty perustaitotestin ja |ahtdtasotestin osa-aluekohtaiset tulokset niin, etta voidaan
tarkastella erikseen flippaustoteutukseen ja luentototeutukseen osallistuneiden opiskeli-
joiden menestysta kyseisissa testeissa.
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Taulukko 6.5. Flippaustoteutukseen ja luentototeutukseen osallistuneiden opiskelijoiden
menestyminen perustaitotestin (PTT) ja ldhtbtasotestin (LTT) eri osa-alueissa.

PTT LTT
Tehtavatyyppi z, Flip- | z, p z, Flip- | 7, p
paus Luento paus Luento

Peruslaskutoimitukset | 0,8950 | 0,9027 | 0,871 - - -

ltseisarvolaskut 0,8397 | 0,7869 | 0,166 | 0,9072 | 0,9399 | 0,217
Funktiot 0,8608 | 0,9180 | 0,068 | 0,4759 | 0,4780 | 0,951
Yhdistetyt funktiot 0,6835 | 0,8033 | 0,006 | 0,8945 | 0,9126 | 0,537
Yhtélot 0,8470 | 0,8962 | 0,005 | 0,9030 | 0,9126 | 0,737
Eksponenttiyhtalot 0,5738 | 0,5956 | 0,654 | 0,7363 | 0,7486 | 0,746
Trigonometria 0,4008 | 0,4481 | 0,299 | 0,6540 | 0,7022 | 0,197
Derivointi 0,9241 | 0,9344 | 0,683 | 0,7827 | 0,8005 | 0,412
Integrointi 0,3502 | 0,3661 | 0,736 | 0,4895 | 0,5738 | 0,011
Matriisilaskenta - - - 0,4338 | 0,4269 | 0,638
Yhteensa 0,7501 | 0,7810 | 0,025 | 0,6427 | 0,6657 | 0,031

Taulukosta huomataan, ettd luentototeutukseen osallistuneiden opiskelijoiden menestys
oli perustaitotestissd keskimaarin 0,031 -yksikk6a parempaa kuin flippaustoteutukseen
osallistuneilla opiskelijoilla. Ero osaamistasossa oli tilastollisesti tarkasteltuna melkein
merkitseva. Osaaminen ei ollut kuitenkaan tasaisesti hieman parempaa jokaisella osa-
alueella, vaan tilanne osa-alueittain vaihteli. Tilastollisesti merkitsevaa ero oli vain yhdis-
tettyjen funktioiden ja yhtaléiden osaamisessa, jotka molemmat olivat vahvempia osa-
alueita luentototeutukseen osallistuneille opiskelijoille.

Lahtbtasotestissa luentototeutukseen osallistuneiden opiskelijoiden keskimaaraiset pis-
teet olivat 0,023 -yksikkda korkeammat kuin flippaustoteutukseen osallistuneiden opiske-
lijoiden. Tilanne ei siis merkittdvasti muuttunut perustaitotestin tuloksista ja kyse on edel-
leen tilastollisesti melkein merkitsevasta erosta. Menestyminen eri osa-alueissa oli varsin
tasaista, silla integrointi oli ainoa osa-alue, jossa oli tilastollisesti edes melkein merkitse-
vaa eroa luentototeutuksen opiskelijoiden eduksi.

Vertailtaessa perustaitotestin ja l1ahtétasotestin tuloksia flippaustoteutuksen ja luentoto-
teutuksen osalta nousee esiin erityisesti kaksi asiaa. Perustaitotestissa luentototeukseen
osallistuneiden opiskelijoiden menestyminen yhdistettyihin funktioihin liittyvissa tehtavis-
sé oli keskim&arin 0,120 -yksikk6a parempaa, mutta lahtdtasotestissd tama ero oli enda
0,018 -yksikkda. Toinen merkittdva muutos oli integraalitehtavien osaamisessa tapahtu-
nut muutos, joka oli luentototeutuksen opiskelijoilla viela huomattavasti flippaustotetuksen
opiskelijoita suurempi. Integrointitehtévien pisteiden keskiarvo parani flippaustoteutuksen
opiskelijoilla 0,139 -yksikk®a ja luentototeutuksen opiskelijoilla perati 0,208 -yksikk6a. On
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kuitenkin huomioitava, ettd integrointitehtavistd saatujen pisteiden maara on noususta
huolimatta varsin alhainen.

6.2 Matematiikan taitojen kehittyminen yliopisto-opintojen alussa

Kuten luvun 6.1 yhteistuloksista nahd&aan, niin kokonaispisteiden keskiarvo on laske-
nut perustaitotestistd. TAma ei johdu kuitenkaan opiskelijoiden matemaattisen osaami-
sen tason yleisesta putoamisesta vaan siitd, ettd perustaitotestin ja |aht6tasotestin toisis-
taan eroavat tehtavat ovat lahtétasotestissa huomattavasti haastavampia. Parempi arvio
osaamistason kehittymisestéd voidaankin tehda ottamalla huomioon vain ne kahdeksan
tehtavaa, jotka olivat molemmissa testeisséd samat. Naiden tehtavien tuloksia vertailtiin
Wilcoxonin testin avulla ja taulukossa 6.6 on esitetty perustaitotestin ja lahtétasotestin
toisiaan vastaavat tehtavat, tehtavien valinen keskiarvotulosten erotus vahentaen 1ahto-
tasotestin keskiarvosta perustaitotestin keskiarvon, Wilcoxonin testistéd saadut raportoita-
vat luvut z ja p seka efektikokoa kuvaava r-arvo, joka saatiin laskettua kaavalla

missd z on testistd saatu z-arvo ja N on otoskoko. Efektikoko kertoo, kuinka suuri on
keskiarvojen valinen ero eli efekti. Kun 0,1 < r < 0, 3, niin efekti on pieni. Efekti on
kohtalainen, kun 0,3 < r < 0, 5. Efekti on puolestaan suuri, kun r > 0, 5. [59]

Taulukko 6.6. Opiskelijoiden matemaattisen osaamisen tason kehitys perustaitotestin ja
l&dhtdtasotestin toisiaan vastaavissa tehtavissa.

PTT:ntehtava/LTT:n tehtava | z (erotus) | z p r

3 /1 (itseisarvolaskut) 0,1047 -4,690 <0,001 0,1618
6 / 2 (yhdistetyt funktiot) 0,1667 -6,614 <0,001 0,2282
8/ 3 (yhtalot) 0,0452 -2,165 0,030 0,0747
12 / 4 (trigonometria) 0,2667 -8,348 <0,001 0,2880
13/ 5 (trigonometria) 0,2405 -7,426 <0,001 0,2562
14 / 6 (derivointi) 0,0381 -2,596 0,009 0,0896
15/ 7 (integrointi) 0,3858 -11,023 | <0,001 0,3803
16 / 8 (eksponenttiyhtalot) 0,2334 -8,002 <0,001 0,2761

Tarkasteltaessa perustaitotestin ja Iahtétasotestin toisiaan vastaavia tehtavia huomataan,
etté opiskelijoiden tulokset ovat parantuneet perustaitotestista lahtétasotestiin. Opiskeli-
joiden kehittyminen oli tilastollisesti erittédin merkitsevaa tehtavissa 3/1 (itseisarvot), 6/2
(yhdistetyt funktiot), 12/4 (trigonometria), 13/5 (trigonometria), 15/7 (integrointi) ja 16/8
(eksponenttiyhtalét). Tehtdvassa 14/6 (derivointi) kehitys oli tilastollisesti merkitsevaa. Ai-
noa tehtava, jossa kehitys ei ollut tilastollisesti merkitsevad, oli yhtaldiden hallitsemista
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mitannut tehtava 8/3, jossa kehitys oli vain tilastollisesti melkein merkitsevaa. Efektikoko
puolestaan kertoo, ettéd integrointitaitoa mitanneessa tehtavassa 15/7 kehitys on vaiku-
tukseltaan kohtalaista. Efekti on pieni tehtavissa 3/1, 6/2, 12/4, 13/5 ja 16/8. Tehtavissa
8/3 ja 14/6 vaikutus ei ole r-arvon mukaan merkittavaa.

Vertaamalla flippaus- ja luentototeutuksien opiskelijoiden valisi& tuloksia, voidaan havaita
onko opintojakson toteutustavalla ollut vaikutusta matemaattisen osaamisen kehittymi-
seen testitehtavissd. Taulukossa 6.7 on esitetty taulukkoa 6.6 vastaavat tiedot luento- ja
flippaustoteutukseen osallistuneiden opiskelijoiden osalta.

Taulukko 6.7. Luento- (L) ja flippaustoteutukseen (F) osallistuneiden opiskelijoiden ma-
temaattisen osaamisen tason kehitys perustaitotestin ja ldhtbtasotestin valilla.

PTT:n Toteutus | z (erotus) | z p r

tehtava

/ LTT:in

tehtava

3/1 L 0,1530 -4,542 <0,001 0,2374
F 0,0675 -2,263 0,024 0,1039

6/2 L 0,1093 -3,162 0,002 0,1653
F 0,2110 -5,893 <0,001 0,2707

8/3 L -0,0109 -0,378 0,705 0,0198
F 0,0887 -3,000 0,003 0,1378

12/4 L 0,2732 -5,661 <0,001 0,2959
F 0,2616 -6,139 <0,001 0,2820

13/5 L 0,2350 -4,778 <0,001 0,2498
F 0,2447 -5,687 <0,001 0,2612

14/6 L 0,0164 -0,728 0,467 0,0381
F 0,0548 -2,837 0,005 0,1303

15/7 L 0,3935 -7,507 <0,001 0,3924
F 0,3798 -8,082 <0,001 0,3712

16/8 L 0,2241 -5,338 <0,001 0,2790
F 0,2405 -5,975 <0,001 0,2744

Huomataan, etta kehitys tehtédvéssa 15/7 on ollut tilastollisesti erittdin merkitsevaa ja vai-
kutukseltaan kohtalaista seka luento- ettd flippaustoteutuksen opiskelijoilla. Molempien
kurssitoteutusten osalta kehitys on ollut tilastollisesti erittdin merkitsevad ja vaikutuksel-
taan pienté tehtavissa 12/4, 13/5 ja 16/8. Tehtavéassa 3/1 kehitys on ollut luentototeutuk-
seen osallistuneilla opiskelijoilla tilastollisesti erittdain merkitsevaa ja vaikutukseltaan pien-
ta, kun puolestaan flippaustoteutukseen osallistuneilla opiskelijoilla kehitys on ollut vain
tilastollisesti melkein merkitsevaa ja vaikutukseltaan pienen ja merkityksettdbman rajoil-
la. Tehtavassa 6/2 kehitys on ollut molempien toteutuksien osalta vaikutukseltaan pienta,
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mutta flippaustoteutuksen osalta tilastollisesti erittdin merkitsevaa ja luentototeutuksen
osalta tilastollisesti merkitsevad. Tehtavissa 8/3 ja 14/6 ei tapahtunut luentototeutuksen
opiskelijoilla tilastollisesti merkittdvaa kehitysta, kun puolestaan flippaustoteutuksen osal-
ta kehitys oli tilastollisesti merkitsevaa, mutta vaikutukseltaan pienta.

Vastaavissa tehtdvissd menestymistd vuotta aikaisemman (2019-2020) opiskelijaryhman
osalta tutkittiin Karjalaisen Pro gradu -tutkielmassa [60]. Erona vuonna 2019-2020 teh-
neeseen opiskelijaryhmaan oli, ettd vuonna 2020-2021 opiskelijat tekivat testit etana
moodle-tentting, kun vuonna 2019-2020 testit tehtiin yliopistolla valvotussa EXAM-luokassa.
Testien tekeminen etdnd mahdollistaa erilaiset huijaukset, mutta toisaalta tdma sama hui-
jausmahdollisuus sailyi molemmissa testeissa, joten siind mielessa lahtékohdat molem-
piin testeihin olivat kunkin opiskelijan kohdalla samat riippumatta siitd mina vuonna opis-
kelijat testit suorittivat.

Karjalainen havaitsi tutkimuksessaan tilastollisesti merkitsevaa kehityseroa luento- ja flip-
paustotetukseen osallistuneiden opiskelijoiden valilla tehtavien 3/1, 6/2 ja 16/8 kohdalla.
Tehtavan 15/7 kohdalla kehitysero oli tilastollisesti melkein merkitsevaa. Tehtavassa 6/2
kehitys oli flippaustoteutukseen osallistuneilla opiskelijoilla suurempaa, kun taas tehta-
vissa 3/1, 15/7 ja 16/8 kehitys oli parempaa luentoteutukseen osallistuneilla opiskelijoil-
la. Vuonna 2020-2021 luento- ja flippaustoteutukseen osallistuneiden opiskelijoiden va-
lilla havaittiin testien valilla vain tilastollisesti melkein merkitsevaa kehityseroa, ja sitékin
vain tehtévissa 6/2 ja 8/3. Naissd molemmissa tehtéavissa flippaustoteukseen osallistu-
neet opiskelijat kehittyivdt enemman. Naiden tutkimusten pohjalta voinee siis vetaa joh-
topaatdksen, ettd kurssin toteutustavalla ei ole suurta merkitysté opiskelijoiden kehittymi-
seen perustaitotestin ja Iahtétasotestin valilla kasitteellistd ymmartamista ja proseduraa-
lista sujuvuutta mittaavissa tehtavissa.

Vastaavanlaisen tarkastelu voidaan tehda myds sukupuolijaoteltuna, jolloin ndhdaan, on-
ko kehittyminen ollut erilaista miesten ja naisten valilla. Taulukossa 6.8 on esitetty tauluk-
koa 6.7 vastaavat tulokset niin, etta vertailu tehdaan kurssitoteutuksen sijaan sukupuolten
valilla.

Havaitaan, etté edelleen tehtdvasséa 15/7 kehitys on ollut tilastollisesti erittdin merkitsevaa
ja vaikutukseltaan kohtalaista kummankin tarkasteltavan ryhmén osalta. Tehtavassa 12/4
kehitys on ollut molempien sukupuolien osalta tilastollisesti erittdin merkitsevaa, mutta
miesten kohdalla vaikutukseltaan kohtalaista ja naisten kohdalla pienta. Tehtavassa 13/5
kehitys on ollut molempien sukupuolien kohdalla tilastollisesti erittdin merkitsevaa ja vai-
kutukseltaan pienta. Myds tehtavassa 16/8 kehitys on ollut tilastollisesti erittédin merkitse-
vaa molempien sukupuolien osalta, mutta naisten kohdalla vaikutukseltaan kohtalaista ja
miesten kohdalla pientd. Tehtédvéassa 3/1 ei ole tapahtunut naisten kohdalla tilastollisesti
merkitsevaa kehitysta, kun puolestaan miesten kohdalla kehitys on tilastollisesti erittain
merkitsevaa, mutta vaikutukseltaan pientd. Tehtavéassa 6/2 kehitys on ollut seka miehil-
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Taulukko 6.8. Miesten ja naisten matemaattisen osaamisen tason kehitys perustaitotes-
tin ja ldhtétasotestin valilla.

PTT:n Sukupuoli | x (erotus) | z p r

tehtava

/ LTT:n

tehtava

3/1 mies 0,1305 -4,914 <0,001 0,2009
nainen 0,0500 -1,225 0,221 0,0791

6/2 mies 0,1907 -6,333 <0,001 0,2590
nainen 0,1167 -2,556 0,011 0,1650

8/3 mies 0,0602 -2,364 0,018 0,0965
nainen 0,0083 -0,229 0,819 0,0148

12/4 mies 0,2910 -7,433 <0,001 0,3040
nainen 0,2167 -4,012 <0,001 0,2590

13/5 mies 0,2475 -6,490 <0,001 0,2654
nainen 0,2250 -3,641 <0,001 0,2350

14/6 mies 0,0335 -1,961 0,050 0,0802
nainen 0,0500 -1,732 0,083 0,1118

15/7 mies 0,4147 -9,928 <0,001 0,4060
nainen 0,3083 -4,817 <0,001 0,3109

16/8 mies 0,2274 -6,484 <0,001 0,2652
nainen 0,2500 -4,743 <0,001 0,3062

|a ettd naisilla vaikutukseltaan pienta, mutta miehilld tilastollisesti erittdin merkitsevaa ja
naisilla tilastollisesti melkein merkitsevaa. Tehtavassa 8/3 havaittiin miesten osalta tilas-
tollisesti melkein merkitsevaa, mutta vaikutukseltaan hyvin pienta ellei merkitykseténta
kehitysta, kun naisten osalta tilastollisesti merkitsevaa kehitysté ei voitu havaita. Tehta-
vassa 14/6 ei kummankaan sukupuolen kohdalla havaittu tilastollisesti merkitsevaa kehi-
tysta. Miesten ja naisten valisen kehityksen vertailua varten tehtiin myés Mann-Whitneyn
U-testi, jonka perusteella kehityksessa ei havaittu tilastollisesti merkitsevaa eroa miesten
ja naisten valilla missdan tehtavassa.

6.3 Testituloksien yhteys opintojaksoilla menestymiseen

Lineaarisen regressioanalyysin sijaan paadyttiin kayttamaan multinomiaalista logistista
regressioanalyysia, joka on erityistyyppi tavallisesta regressioanalyysista, silla muuttu-
jat eivat olleet normaalijakautuneita. Multinomiaalisella logistisella regressioanalyysilla
luotiin malli, joka kertoo, onko perustaitotestin tai l1ahtétasotestin tehtavissa menestymi-
selld vaikutusta Differentiaali- ja integraali kurssin arvosanaan. Kuvassa 6.3 on esitetty
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Differentiaali- ja integraalikurssin arvosanajakauma.
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Kuva 6.3. Differentiaali- ja integraalikurssin arvosanajakauma.

Kuvasta 6.3 huomataan, ettd arvosanat ovat painottuneet korkeampia arvosanoja kohti,
milla ei sindnsa ole merkitysta, mutta se on silti hyvéd huomioida. Ensimmaiseksi tehtiin
multinomiaalinen logistinen regressioanalyysi niin, etta valittiin muuttujiksi kaikki perustai-
totestin ja l1ahtdtasotestin tehtavat erikseen eli yhteensa 32 muuttujaa. Multinomiaalisella
logistisella regressiolla luodun mallin arvot (—2LL = 966,003 & x* = 346, 080) kerto-
vat, kuinka hyvin ennuste vastaa havaittua todellisuutta. Pieni p-arvo (p < 0,001) kertoo,
ettd malli toimii parhaiten, kun otetaan huomioon kaikki muuttujat eikd kayteta ainoas-
taan niin kutsuttua nollamallia, jossa on mukana pelkka vakio. Sovittamalla data saatiin
Nagelkerken R-arvoksi 0, 587, joka kertoo, ettd muuttujien avulla voidaan selittda 58, 7%
Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssiarvosanojen varianssista.

Vertaamalla y2-arvojen eroja malliin littyvéssd —2L L:ssa taydellisen mallin ja mallin,
josta puuttuu yksi muuttuja valilla, havaitaan, mitk& muuttujat ovat tilastollisesti merkitse-
via mallin kannalta. Tilastollisesti merkitsevid muuttujia ovat P5, P6, P14, L2, L9, L11,
L13, L14 ja L15. Eri arvosanat differentiaali- ja integraalikurssista saaneita ryhmia verrat-
tiin arvosanan 5 saaneeseen ryhmaan Waldin testia kayttden. Taulukkoon 6.9 on koottu
testin tulokset (regressiokerroin 3, sen keskivirhe, Waldin testisuure, p-arvo & ¢”), kun
Waldin testin tuottamaksi p-arvoksi saatiin ainakin tilastollisesti melkein merkitseva tulos
(p < 0,05).

Taulukosta 6.9 huomataan, etta regressiokertoimen [ arvot ovat kahta poikkeusta lukuun
ottamatta negatiivisia, mik& on odotettua, silla arvosanaryhmia verrataan ryhmaan, jotka
saivat Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssista arvosanan 5. Tama tarkoittaa, etta
muiden arvosanaluokkien opiskelijat saivat kyseisista tehtavistd heikompia pisteitd kuin
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Taulukko 6.9. Differentiaali- ja integraalilaskennan eri arvosanaryhmien vertailu arvosa-
nan 5 saaneeseen ryhméaan tehtavittain.

Parametrien estimaatit

Arvosana| Muuttuja | 3 Keskivirhe| Wald P e’

0 P5 -1,843 0,811 5,164 0,023 0,158
L9 -2,273 1,132 4,032 0,045 0,103
L15 -3,966 1,284 9,544 0,002 0,019

1 P5 -2,830 0,812 12,147 <0,001 0,059
P7 -2,782 1,257 4,898 0,027 0,062
L11 -1,958 0,709 7,635 0,006 0,141
L13 -2,366 1,202 3,875 0,049 0,094
L14 -2,254 1,064 4,492 0,034 0,105
L15 -3,453 1,245 7,695 0,006 0,032
L16 -2,193 0,857 6,552 0,010 0,112

2 P5 -1,290 0,587 4,833 0,028 0,275
P6 -1,900 0,480 15,637 <0,001 0,150
P13 -1,317 0,545 5,838 0,016 0,268
L14 -1,628 0,737 4,878 0,027 0,196
L15 -2,968 0,750 15,673 <0,001 0,051

3 P10 -1,014 0,515 3,868 0,049 0,363
P13 -0,835 0,414 4,075 0,044 0,434
L2 1,705 0,767 4,940 0,026 5,499
L11 -0,928 0,383 5,861 0,015 0,395
L14 -1,074 0,486 4,892 0,027 0,342
L15 -1,757 0,578 9,233 0,002 0,173

4 L7 0,772 0,377 4,201 0,040 2,164
L13 -0,799 0,311 6,580 0,010 0,450
L14 -0,968 0,379 6,523 0,011 0,380

arvosanan 5 saaneet opiskelijat. Mitd negatiivisempi regressiokertoimen (5 arvo on, si-
ta suurempi ero tehtdvassd menestymisessa on arvosanaluokkaan 5. Taulukosta havai-
taan, ettd yleensa arvosanan parantuessa myds tehtédvakohtainen ero arvosanaluokkaan
5 pienenee. Tama huomataan parhaiten tarkastelemalla selittdjaa L15. Arvosanan 0 saa-
neilla opiskelijoilla regressiokertoimen S arvo on —3, 966, arvosanan 1 saaneilla —3, 453,
arvosanan 2 saaneilla —2,968 ja arvosanan 3 saaneilla —1, 757, kun puolestaan arvo-
sanan 4 saaneella ryhmalla ei ollut tilastollisesti merkitsevaa eroa kyseisessa tehtdvassa
verrattuna arvosanan 5 saaneeseen luokkaan.

Multinomiaalisen logistisen regressiomallin avulla ennustettiin opiskelijoiden Differentiaali-
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ja integraalilaskennan kurssin arvosana perustaitotestin ja lahtétasotestin tuloksien pe-
rusteella. Taulukossa 6.10 on esitetty mallin avulla ennakoitujen arvosanojen ja todelli-
suudessa havaittujen arvosanojen toteutumat.

Taulukko 6.10. Arvosanojen luokittelutaulu.

Ennustettu arvosana
Havaittu arvo- | 0 1 2 3 4 5 Prosenttia
sana oikein
0 8 0 4 2 3 1 44,4%
1 1 12 4 2 4 2 48,0%
2 1 2 20 8 10 7 41,7%
3 3 7 2 23 18 17 32,9%
4 1 3 9 6 39 45 37,9%
5 1 1 3 10 21 120 76,9%
Prosenttiosuus| 3,6% 6,0% 10,0% | 12,1% |22,6% |45,7% |52,9%

Taulukosta 6.10 nahdaan, ettd mallin avulla pystyttiin sijoittamaan 52,9% opiskelijoista
oikeaan arvosanaluokkaan perustaitotestin ja l1ahtétasotestin tehtavien perusteella. Par-
haiten malli toimi arvosanan 5 saaneiden opiskelijoiden kohdalla. Arvosanan 5 saaneista
opiskelijoista kyettiin mallin avulla sijoittamaan oikeaan arvosanaluokkaan 76,9%. Heikoi-
ten kyettiin ennustamaan arvosanan 3 saaneiden opiskelijoiden arvosana, mutta tama-
kin onnistui 32,9% todennakdisyydelld. Malli ennustaa alempien arvosanojen lukumaa-
ran varsin lahelle toteutunutta. Tutkimusaineistosta arvosanan 3 differentiaali- ja integraa-
lilaskennan kurssista sai 16,7% opiskelijoista ja arvosanan 4 24,5% opiskelijoista. Vas-
taavasti arvosanan 5 sai todellisuudessa 37,1% opiskelijoista. Malli ennustaa siis hieman
liian paljon kaikista korkeimpia arvosanoja arvosanojen 3 ja 4 sijaan.

Vastaava malli rakennettiin myds niin, ettd selittajiksi valittin padkomponenttianalyysin
avulla saadut 12 tehtavaryhmaa. Talléin mallin ja havaitun arvon valista suhdetta kuvaa-
vaksi tunnusluvuksi saatiin —2LL = 1132,689 ja khiin nelidksi x> = 179,394 p-arvon
ollessa p < 0,001. Nagelkerken R-arvoksi saatiin 0,364 eli kyseisten selittajien avulla
kyetdan selittamaan 36,4% kurssiarvosanojen varianssista.

Vertaamalla jélleen y2-arvojen eroja malliin littyvassd —2L L:ss& taydellisen mallin ja
mallin, josta puuttuu yksi muuttuja valilla, havaitaan mitka selittgjat ovat tilastollisesti mer-
kitsevid mallin kannalta. Tilastollisesti merkitseviksi selittdjiksi saatiin rynméat R2, R3, R6,
R10 ja R12. Eri arvosanan Differentiaali- ja integraalikurssista saaneita ryhmia verrattiin
arvosanan 5 saaneeseen ryhmaan Waldin testia kayttden kuten aiemminkin. Taulukkoon
6.11 on koottu testin tulokset (regressiokerroin 3, sen keskivirhe, Waldin testisuure, p-
arvo & ), kun Waldin testin tuottamaksi p-arvoksi saatiin ainakin tilastollisesti melkein
merkitseva tulos (p < 0, 05).
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Taulukko 6.11. Differentiaali- ja integraalilaskennan eri arvosanaryhmien vertailu arvosa-
nan 5 saaneeseen ryhméan padkomponenteittain.

Parametrien estimaatit

Arvosana| Muuttuja | 3 Keskivirhe| Wald P e’

0 R2 -4,153 1,248 11,068 <0,001 0,016
R3 -6,378 1,710 13,915 <0,001 0,002

1 R2 -2,603 1,134 5,269 0,022 0,074
R3 -5,120 1,539 11,061 <0,001 0,006
R5 4,082 1,631 6,265 0,012 59,237
R6 -3,178 0,870 13,349 <0,001 0,042
R8 -1,447 0,718 4,060 0,044 0,235
R10 5,470 2,389 5,241 0,022 237,380

2 R3 -3,460 1,092 10,039 0,002 0,031
R7 -2,763 1,026 7,253 0,007 0,063
R10 3,819 1,643 5,404 0,020 45,561
R12 -1,438 0,652 4,872 0,027 0,237

3 R2 -1,375 0,673 4,171 0,041 0,253
R3 -2,192 0,902 5,913 0,015 0,112
R12 -0,930 0,426 4,766 0,029 0,395

4 R12 -0,873 0,344 6,443 0,011 0,418

Taulukosta 6.11 havaitaan, etta erityisesti selittdjissa R2, R3 ja R12 nayttéda olevan eroa
verrattuna differentiaali- ja integraalilaskennan kurssista arvosanan 5 saaneeseen ryh-
maan. Vaikuttaa myds silta, ettd naiden tehtavien kohdalla ero on sitd suurempi, mité
heikomman arvosanan kurssista on saanut. Tama on varsin ymmarrettavaa, silla selit-
tajat R2, R3 ja R12 mittaavat padsaantdisesti lahtétasotestin jalkimmaisen puolikkaan
tehtavia, jotka vaativat opiskelijalta hieman parempaa ymmarrysta aihealueista. Teht&-
vat sisaltdvat muun muassa jatkuvuus-, logaritmi-, integrointi- ja matriisilaskuja, joista vii-
meisinta opiskeltiin yliopiston toisella matematiikan kurssilla. Koska ndma tehtavét vaati-
vat opiskelijalta enemman, niin niissa korostuu parhaiten erot parempien ja heikompien
osaajien valilla. Ehk& hieman yllattden voidaan kuitenkin havaita, ettd arvosanan 1 tai
2 Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssista saaneet opiskelijaryhméat menestyvat ar-
vosanan 5 saanutta opiskelijaryhmaa paremmin selittajassa R10, joka mittaa osaamista
helpoissa sijoitustehtavassa P1 ja derivointitehtavassa P14.

Taulukossa 6.12 on esitetty padkomponenttianalyysin mukaisten luokkien avulla luodun
mallin ennakoimien arvosanojen ja todellisuudessa havaittujen arvosanojen toteutumat.
Siitd ndhdaan, ettd mallin avulla pystyttiin sijoittamaan 41,9% opiskelijoista oikeaan ar-
vosanaluokkaan perustaitotestin ja lahtétasotestin tehtavien perusteella, kun vastaava
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Taulukko 6.12. Arvosanojen luokittelutaulu pddkomponenttianalyysia hyédyntdvaa mallia
kéyttaen.

Ennustettu arvosana

Havaittu arvo- | 0 1 2 3 4 5 Prosenttia
sana oikein

0 4 1 3 1 7 2 22,2%

1 2 8 4 0 8 3 32,0%

2 0 4 9 3 14 18 18,8%

3 0 6 5 6 16 37 8,6%

4 0 3 8 4 28 60 27,2%

5 0 1 8 6 20 121 77,6%
Prosenttiosuus| 1,4% 5,5% 8,8% 4,8% 22,1% | 57,4% | 41,9%

osuus oli kaikki tehtavéat erillisina selittajind 52,9%. Tamakin malli toimi parhaiten arvosa-
nan 5 saaneiden opiskelijoiden kohdalla, silld arvosanan 5 saaneista opiskelijoista kyettiin
mallin avulla sijoittamaan oikeaan arvosanaluokkaan 77,6%. Heikoiten kyettiin ennusta-
maan arvosanan 3 saaneiden opiskelijoiden arvosana, mika onnistui tdman mallin avulla
vain 8,6% todenndkéisyydelld. Mallin ongelma vaikuttaa olevan, ettd se ennustaa arvo-
sanat vield voimakkaammin ylédkanttiin kuin aikaisempi malli.

Testituloksien yhteyttd opintojaksoilla menestymiseen selvitettiin myds Kruskal-Wallisin
H-testin ja Mann-Whitneyn U-testin avulla. Testien avulla pyrittiin selvittdmé&éan vaikuttaa-
ko perustaitotestin tai lahtétasotestin tehtavissd menestyminen Differentiaali- ja integraa-
lilaskennan tai insinddrimatematiikan perusteet -opintojaksoilla menestymiseen. Testien
avulla selvitettiin myds vaikuttiko jossain perustaitotestin tai l1ahtétasotestin tehtavassa
menestyminen erityisesti jonkun tietyn Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssin osaa-
mistestin tai Insindérimatematiikan perusteet -kurssin tenttitehtdvan osaamiseen.

Taulukkoon 6.13 on sijoitettu Kruskal-Wallisin H-testilla saadut tulokset, kun arvioitiin opis-
kelijoiden menestysta Insindérimatematiikan perusteet -kurssin ja Differentiaali- ja inte-
graalilaskennan kurssin parissa perustaitotestin ja I1&ahtétasotestin tuloksien perusteella.
Perustaitotestin ja lahtétasotestin tehneet opiskelijat jaettiin tata tarkastelua varten kol-
meen tasoryhm&éan (1: 0-8 pistetta testista, 2: 8,01-12 pistetta testista & 3: 12,01-16 pis-
tetté testista).

Kaikki testin antamat tulokset olivat tilastollisesti merkitsevia. Taulukon Mean Rank -arvo
kertoo ryhman jarjestysnumeroiden keskiarvon. Mitd suurempi tdma Mean Rank -arvo
on, sitd suurempia jarjestysnumeroita ryhman opiskelijat ovat saaneet. Kuten taulukosta
nahdaan, niin opiskelijat, jotka menestyivat hyvin perustaitotestissa ja lahtétasotestissa,
menestyivat hyvin myés molemmilla kursseilla. Vastaavasti opiskelijat, jotka menestyivét
heikommin testeissa, menestyivat heikommin myds opintojaksoilla.
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Taulukko 6.13. Opiskelijoiden menestys testeissé ja kursseilla.

Ryhma | N IMP: DIL:
Mean Mean
Rank Rank
PTT: 1 21 120,83 | 124,76
PTT:2 | 188 185,65 | 182,67
PTT:3 | 211 241,57 | 243,83
LTT: 1 73 139,64 | 145,33
LTT: 2 225 201,22 | 196,32
LTT: 3 122 270,01 275,65

Mann-Whitneyn testia varten opiskelijat jaettiin kahteen ryhméén kunkin perustaitotes-
tin ja l1ahtétasotestin tehtdvan kohdalla. Toinen ryhma sisélsi opiskelijat, jotka vastasivat
tehtavaan taysin oikein, ja toinen ryhma sisalsi opiskelijat, jotka vastasivat tehtavaan tay-
sin vaarin. Naiden kahden ryhman vélistd menestysta vertailtiin seké Insinéérimatema-
tiikan perusteiden kurssiarvosanassa ja kussakin tenttitehtadvassa ettd Differentiaali- ja
integraalilaskennan opintojakson kurssiarvosanassa ja osaamistestien tehtavissa.

Taulukon 6.14 ensimmaiseen sarakkeeseen on listattu erillisiksi kohdiksi Insin6&rimate-
matiikan perusteet -kurssin tenttitehtavat (IMP1, IMP2, IMP3, IMP4, IMP5), Differentiaali-
ja integraalilaskennan opintojakson osaamistestien tehtavat (DIL11, DIL12, DIL21, DIL22,
DIL31, DIL32) ja molempien kurssien kurssiarvosanat. Taulukon 6.14 toisessa sarakkees-
sa on ne perustaitotestin ja Iahtétasotestin tehtavat, joissa menestymisen mukaan luotu-
jen rynhmien valilla havaittiin tilastollisesti merkitsevda eroa saman rivin ensimmaisessa
sarakkeessa olevan tehtdvan osaamisessa tai kurssiarvosanassa. Tummennus tehtavan
kohdalla tarkoittaa, ettd ryhma, joka ei osannut perustaitotestin tai lahtétasotestin teh-
tavaa parjasi paremmin kyseisessa tehtavassa tai kurssilla. Mikali tehtavaa ei ole tum-
mennettu, niin perustaitotestin tai Iaht6tasotestin tehtdvan osannut ryhma oli tilastollisesti
merkitsevasti parempi.

Kuten taulukosta 6.14 ndhdaan, niin perustaitotestin ja lahtdtasotestin osaamisen perus-
teella jaettujen ryhmien valilla oli tilastollisesti merkitsevaa eroa niin Insinéérimatema-
tilkkan perusteet kurssin tenttitehtdvissa ja arvosanassa kuin Differentiaali- ja integraali-
laskennan kurssin osaamistesteissa ja arvosanassa. Erityisesti perustaitotestin ja 1aht6-
tasotestin tehtavat osanneet opiskelijat menestyivat paremmin kursseilla, kun verrataan
kurssiarvosanoja. Myos tenttitehtavissa ja osaamistestin tehtavissa eroa oli useamman
eri tehtdvan perusteella jaetun ryhman kesken. Mielenkiintoinen huomio on, etta tehta-
van P8 oikein saaneet opiskelijat menestyivat huonommin lahes jokaisessa differentiaali-
ja integraalilaskennan kurssin osaamistestin tehtdvéssa kuin ne opiskelijat, jotka eivat
saaneet tehtdvaa P8 oikein. Opiskelijoita, jotka eivat saaneet tehtavaa P8 oikein oli 58
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Taulukko 6.14. PTT:n ja LTT:n tehtdvét osanneiden ja ei-osanneiden ryhmien osaamise-
rot kursseilla, tentissé ja osaamistesteissa.

IMP1 P3, P7, L2, L3, L4, L5, L9, L10, L11, L13, L15
IMP2 P3, P5, P6, L2, L6, L7, L8, L9, L11, L12
IMP3 P5,L4,L7, L14

IMP4 P3, P16, L9, L11, L13, L15,L16

IMP5 P3, P6, L7, L9, L10, L13, L16

IMP-arvosana P3, P5, P6, P8, P9, P10, P11, P12, P13, P15, P16, L1,
L2, L3, L4, L5,L7, L9, L10,L11,L12,L13,L14,L15,L16

DIL11 P3, P5, P8, L9, L15, L16

DIL12 P3, P5, P13, L9, L14, L15, L16
DIL21 P3, P5, P8, P9, L9, L15, L16
DIL22 P3, P5, P8, L9, L11, L15,L16
DIL31 P3, P5, P8, L9, L15

DIL32 P3, P5, P8, L2, L9, L14, L15,L16

DIL-arvosana P3, P5, P6, P12, P13, P15, P16, L2, L4, L5, L8, L9, L11,
L12,L13, L14, L15,L16

ja oikein saaneita 362, joka saattaa osaltaan vaikuttaa tulokseen. Perustaitotestin teh-
tavien P1, P2, P4 ja P14 tehtavien osaaminen ei vaikuttanut tilastollisesti merkitsevasti
osaamiseen kummallakaan kurssilla minkaan tehtavan osalta.



67

7. YHTEENVETO

Té&ssa luvussa kasitellddn tutkimuksen luotettavuutta, pohditaan saatuja tuloksia ja teh-
daan johtopaatdkset koko tutkimusprosessista. Ensimmaisessa alaluvussa kasitelldan
luotettavuuden mittareita reliabiliteettia ja validiteettia. Toisessa alaluvussa mietitdan tut-
kimuksen tuloksiin vaikuttavia tekij6itd kuten luotettavuutta. Kolmannessa alaluvussa ki-
teytetdan tutkimustuloksien perusteella tehdyt johtopéaatékset ja mietitidn mahdollisia jat-
kotutkimusmahdollisuuksia.

7.1 Tutkimuksen luotettavuus

Tutkimuksen luotettavuutta kuvaavat reliabiliteetti ja validiteetti. Reliabiliteetti kuvaa tutki-
muksen toistettavuutta. Mikali tutkimus on mahdollista suorittaa uudestaan samalla mit-
tarilla, ja talléin saadaan samankaltaisia tuloksia kuin aiemmalla kerralla, niin mittari on
reliaabeli. Vaihtoehtoja reliaabeliuden tarkastamiseen on esimerkiksi rinnakkaismittaus ja
toistomittaus, jossa kuitenkin on otettava huomioon, ettad aikavéli ei kasva liian suureksi,
koska silloin tulokseen vaikuttavat jo muut tekijat. Onkin sanottu, etta aikavalin mittausten
valilla tulisi olla noin kaksi viikkoa. [52]

Validiteetti kuvaa, mitataanko oikeasti sita asiaa, jota on tarkoituskin mitata. On helppoa
kuvitella mittaavansa ominaisuutta X, mutta todellisuudessa mitatakin jotakin ominaisuu-
teen X vélillisesti yhteydessé olevaa tekijaa. Validiteetti jaetaan usein sisdiseen ja ulkoi-
seen validiteettiin. Sisédinen validiteetti kertoo tutkimuksen omasta luotettavuudesta eli sii-
ta onko tutkimuksen teoria valittu oikein, kasitteet maaritelty oikein, mittarit muodostettu
jarkevasti ja mitattu sita, mité on tavoiteltukin. Ulkoinen validiteetti puolestaan kertoo tutki-
muksen yleistettdvyydesta, jolloin olennaista on tutkimusasetelma. Saadut tulokset eivat
valttamatta ole yleistettavissa eri ihnmisryhmille, ajalle tai paikalle. [52]

Tutkimuksen ensimmaisena tavoitteena oli selvittda, mitkd matematiikan aihealueet olivat
ensimmaisen vuoden opiskelijoille haastavimpia lukuvuonna 2020-2021. Mittarina toimi-
vat testit olivat télta osin melko reliaabeleja, silla tutkimus on mahdollista toteuttaa uudes-
taan samanlaisilla tehtavilla lukuarvoja muutellen. Nain itse asiassa jo tehdaankin Tam-
pereen yliopistossa, jotta opiskelijoiden matemaattisen osaamisen tason kehittymista yli-
opistoon tullessa eri lukuvuosien valilla voidaan seurata. Tehtavien jakaminen erillisiin
aihealueisiin pelkdstdan yksittaisten tehtavien tarkastelun sijaan tosin hieman heiken-
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taa toistettavuutta, silla osa-alueisiin jako on kuitenkin aina tutkijan paatettavissa. Tut-
kimuksessa onnistuttiin mittaamaan matemaattisten aihealueiden osaamista varsin on-
nistuneesti, joskin vain késitteellisen ymmartamisen ja proseduraalisen sujuvuuden na-
kékulmista. Taten ei voi yleistaa, etta opiskelija osaisi aihealueen matemaattisesti todella
kattavasti, vaikka han saisikin testien tehtavista taysia pisteita.

Toinen tutkimuksen tavoite oli selvittaa kehittyvatkd opiskelijat milla tavoin perustaitotes-
tin ja l1ahtétasotestin valilla ja vaikuttaako kehitykseen opintojakson suoritustapa tai opis-
kelijan sukupuoli. Tutkimuksen reliaabelius on edelleen hyva, silla molemmat testit on
mahdollista toistaa useita kertoja uudelleen lukuarvoja muutellen. Opiskelijoiden kehitty-
mista pystyttiin arvioimaan luotettavasti, silla testit sisélsivat osittain taysin samoja tehta-
via, joiden vertailu on mielekdsta. Toisaalta on huomioitava, etta testit eivat kuitenkaan
mitanneet kokonaisvaltaisesti opiskelijoiden matemaattista osaamista, koska tehtavista
haluttiin automaattisesti tarkastettavia. Téman vuoksi tietyssé osa-alueessa kehittyminen
tarkoittaakin I&hinna kasitteellisen ymmartamisen ja proseduraalisen sujuvuuden taitojen
kehittymista. Vertailu kurssitoteutuksien valilla oli my6s luotettavaa kurssien suoritusten
tapahtuessa samaan aikaan. Koska molemmilla kursseilla oli vahintdan 183 opiskelijaa,
joiden tulokset saatiin mukaan tutkimukseen, ja koska molempien sukupuolien edustajia
oli tutkimusotoksessa vahintdan 120, niin tutkimuksen tulos kurssien sek& sukupuolien
valisessa vertailussa on varsin luotettava. Saadut tutkimustulokset edustavat kuitenkin
vain lukuvuonna 2020-2021 testit tehnyttd ryhmag, ja mikali tulos haluttaisiin yleistaa tu-
levienkin vuosien uusiin opiskelijaryhmiin, pitaisi tarkastella myds aiempien vuosien tu-
loksia selvittddkseen onko tilanne sailynyt samanlaisena pidempaan.

Kolmantena tutkimuksen tavoitteena oli selvittda, pystytdankd testituloksien avulla en-
nustamaan opiskelijoiden menestymistd matematiikan kursseilla. Ennustamiseen valittiin
mielivaltaisesti multinomiaalinen logistinen regressiomalli, jonka toimivuudesta ei ollut ta-
keita. Taman mallin avulla kyettiin parhaimmillaan ennustamaan 52,9 % arvosanoista oi-
kein. Pelkastaan taman mallin perusteella on kuitenkin hyvin vaikea sanoa luotettavasti,
kuinka hyvin oikeasti on mahdollista ennustaa opiskelijoiden menestymistd matematiikan
kursseilla pelkkien testituloksien perusteella, koska yksittdinen malli voi olla joko hyva tai
huono. Kruskal-Wallisin H-testin ja Mann-Whitneyn U-testin avulla pystyttiin kuitenkin ha-
vaitsemaan, ettd menestyminen testeissad ennakoi myds menestymista Insiné6érimatema-
tiilkan perusteet -kurssilla seka Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssilla. Naiden tes-
tien luotettavuus ei kuitenkaan valttdmatta jokaisessa tilanteessa ollut parhaasta paasta,
silld vaikka suurin osa aineistoista oli oletusten mukaan silmamaaraisesti samoin jakau-
tuneita, niin kaikissa tilanteissa nain ei ollut.

Tutkimuksen luotettavuuden ja yleistettavyyden kannalta merkityksellistd on myés se, et-
ta tutkimukseen osallistuminen oli vapaaehtoista. Liséksi otokseen valittiin lopulta vain ne
opiskelijat, jotka olivat vastanneet perustaitotestiin ja I1&htdtasotestiin seka osallistuneet
Insinddrimatematiikan perusteet -kurssille ja Differentiaali- ja integraalilaskennan opinto-
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jaksolle. Naiden rajausten my6ta lopullisen aineiston ko’oksi tuli 420 henkil6ad, kun esi-
merkiksi perustaitotestin tulokset oli saatavilla 629 henkilltd. On myds hyva muistaa,
ettd vertailu ja arviointi tehtiin tutkimuksessa vain yksittéisten testi- ja tenttitehtévien pe-
rusteella. Testien ja tenttien tehtévét valikoituvat aina niiden laatijan nékemyksen mukaan,
jonka vuoksi ne mittaavat laatijan oleellisimpina pitdmid ominaisuuksia. Joku toinen ten-
tin tai testin laatija saattaisi painottaa tehtavia eri tavalla. Joka tapauksessa opiskelijan
on kuitenkin mahdotonta nayttdé kaikkea osaamistaan yksittaisessé tentissa tai testissa,
etenkin jos tehtavassa halutaan vain oikeaa vastausta perustelujen sijaan.

7.2 Pohdinta

Tutkimuksen ensimmaisend tavoitteena oli selvittda, mitk& matematiikan aihepiirit ovat
opiskelijoille vaikeimpia yliopistoon tullessa (perustaitotesti) ja noin puolen vuoden opiske-
lun jalkeen (l&ahtbtasotesti). Toisen tutkimuskysymyksen avulla pyrittiin selvittdmaan testi-
tuloksien perusteella, ovatko opiskelijat kehittyneet kyseisissé aihepiireissa ensimmaisen
puolen vuoden opiskelun aikana, ja toisaalta onko opiskelijan sukupuolella tai kurssin
toteutustavalla vaikutusta menestykseen. Kolmanneksi kokeiltiin vield etsia, onko testitu-
loksien ja kurssiarvosanojen valilla jokin yhteys eli voidaanko testituloksien perusteella
ennustaa menestymista kyseisilla matematiikan kursseilla.

Ensimmaisen tutkimuskysymyksen ratkaisemiseksi tuli perustaitotestin ja Iahtétasotestin
tehtavat jaotella omiin ryhmiin. Tehtavien jakaminen ryhmiin tapahtui seka tutkijan suo-
rittaman tehtavatyyppitarkastelun ettd padkomponenttianalyysin avulla, joista tassa vai-
heessa paadyttiin kdyttdmaan ensimmaiseksi mainitun jaottelun mukaisia ryhmia. Keski-
maaraisia tehtdvakohtaisia pisteita tarkastelemalla havaittiin, ettd yliopistoon tullessa eri-
tyisesti trigonometria ja integrointi ovat opiskelijoille erittain haastavia osa-alueita. Myds
eksponenttiyhtéldiden osaaminen on huomattavasti muita osa-alueita (pois lukien trigono-
metria, integrointi) heikompaa. Vaikeudet eksponenttiyhtaléissa ja trigonometriassa olivat
ihan odotettuja, silla Myllykosken ja kumppaneiden tekeman tutkimuksen mukaan vuosi-
na 2010-2017 trigonometria, derivointi ja logaritmit olivat sd&nnéllisesti vaikeimpia aihe-
piireja opiskelijoille perustaitotestissa. Mielenkiintoista lukuvuoden 2020-2021 tuloksissa
onkin, etta derivointi onnistui opiskelijoilta poikkeuksellisen hyvin, kun integrointi puoles-
taan osoittautui erityisen vaikeaksi, vaikka naiden kahden osa-alueen osaamisen voisi
ajatella kulkevan jokseenkin yhteydessa toisiinsa. Integrointitehtavan poikkeuksellisen al-
haisille pisteille onkin vaikea keksia jarjellista selitysta, silla tehtava ei kuitenkaan ollut eri-
tyisen vaikean oloinen. Sen takia on hyvin mielenkiintoista ndhda, miten integrointitehtava
onnistuu seuraavien lukuvuosien opiskelijoilta.

Kolmannen matematiikan kurssin alkupuolella suoritetussa lahtétasotestissa vaikeimmik-
si osa-alueiksi osoittautuivat funktiot, integrointi ja matriisilaskenta. Funktiotehtavien heik-
ko osaaminen lahtétasotestissa johtuu varmasti siita, etta tehtévissa vaadittiin myés hy-
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vaa kasitteellistd ymmartamists, joka saattaa usein olla opiskelijoilla hieman vajavaista.
Integrointitehtava puolestaan meni jo perustaitotestissa heikosti, joten huono, joskin pe-
rustaitotestia selkedsti parempi, tulos Iaht6tasotestisséa oli hyvin odotettu. Matriisilasken-
nan heikko tulos puolestaan kertoo siita, ettd aihepiirin hallinta yhden yliopistokurssin
jaljilta ei ollut viela erityisen vahvalla tasolla. Tosin myds matriisitehtavissa opiskelijalta
vaadittiin kasitteellistd ymmartamista proseduraalisen sujuvuuden sijaan, joka vaikutta-
nee tuloksiin negatiivisesti. Aihepiirien valisen osaamisen vertailu ei siind mielessé ole
taysin reilua, ettd tdma tapahtuu yksittaisten tehtavien perusteella, joista jotkut on joka ta-
pauksessa hieman vaikeampia kuin toiset. Kokonaisuudessaan tehtavat olivat kuitenkin
selkedhkdja automaattitarkastustehtavia, mutta osassa tehtévisté vaadittiin vain prosedu-
raalista sujuvuutta, kun joissain paapaino oli kasitteellisessa ymmartamisessa. Syyta on
my6s muistaa, ettd matemaattinen osaaminen voidaan jakaa viiteen osa-alueeseen (kts.
luku 3.4), joista perustaitotesti ja Iahtétasotesti testaavat 1ahinna vain proseduraalista su-
juvuutta ja kasitteellistd ymmartamista.

Toisen tutkimuskysymyksen avulla pyrittiin selvittdmaan, onko opiskelijoiden matematii-
kan taidot kehittyneet perustaitotestin ja lahtdtasotestin suorittamisen vélisena aikana, ja
onko opiskelijan sukupuoli tai kurssin toteutustapa vaikuttanut kehitykseen milla tavoin.
Koska testit koostuivat osin samoista tehtavista, kaytettiin tason kehittymisen analysoin-
nissa vain niiden tehtavien tuloksia, jotka suoritettiin seka perustaitotestissa etta lahto-
tasotestissa, jotta tulosta ei voi kyseenalaistaa tehtavien erilaisuuden perusteella. Testi-
tuloksien perusteella voidaan paatelld, etta opiskelijoiden matemaattisen osaamisen ta-
so parani selkedsti perustaitotestin ja lahtétasotestin valisena aikana kaikilla osa-alueilla.
Merkittavinta kehitys oli integrointitehtavassa, mika on ihan luontevaa, koska integroin-
titehtavan lahtétaso oli niin heikko. Toisaalta integrointitaito on tédrked monilla tekniikan
aloilla, joten ensimmaisen puolen vuoden aikana ainakin suurin osa opiskelijoista paasi
harjoittelemaan integrointia eri kurssien parissa. Kuten jo aiemmin todettiin, niin on syyta
muistaa, etta pelk&staan testitehtavien tuloksia tarkastelemalla ei pystyta tekemaan koko-
naisvaltaista arviota opiskelijoiden matematiikan osaamisen tasosta, mutta ainakin auto-
maattitarkastettavien suhteellisen suoraviivaisten tehtévien kohdalla opiskelijat kykenivat
ottamaan askeleita eteenpain ensimmaisen puolen vuoden opiskelun aikana.

Jotta kurssin suoritustavan vaikutuksen tai sukupuolien véalinen vertailu olisi mielekas-
ta, selvitettiin aluksi onko ryhmien véalisessa lahtétasossa (perustaitotesti) eroa. Huomat-
tiin, ettd luentototeutukseen osallistunut ryhma sai perustaitotestista keskimééarin hieman
parempia pisteitd kuin flippaustoteutukseen osallistunut ryhma, ollen tilastollisesti mer-
kitsevasti parempi yhdistetyissé funktioissa ja yhtaldissa. Seka flippaus- ettad luentoto-
teutukseen osallistunut ryhma vaikutti kehittyvan tasaisesti eri osa-alueiden tehtavissa.
Flippaustoteutuksen opiskelijat kehittyivat tilastollisesti melkein merkitsevasti enemman
ainoastaan yhdistettyjen funktioiden ja yhtaléiden osaamista mittaavissa tehtavissa, mut-
ta tdhan varsin luonnollinen selitys I6ytyy hieman alhaisemmasta lahtétasosta. Voitanee
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sanoa, etta kurssin toteutustapa ei vaikuttanut kehityksen méaaraan ainakaan testitehta-
vien tulosten perusteella. Miesten ja naisten valisessa osaamisessa ei ollut tilastollisesti
merkitsevaa eroa perustaitotestin eri osa-alueissa eikd mydskadan ryhmien valisessa ke-
hityksesséa havaittu tilastollisesti merkitsevaa eroa missdan tehtavassa.

Testituloksien ja kurssiarvosanojen vélisen yhteyden selvittdmiseksi luotiin multinomiaali-
sen logistisen regressioanalyysin avulla malli, joka ennusti testitulosten perusteella opis-
kelijoiden arvosanat Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssilla. Luotu malli ennusti
opiskelijoiden arvosanat hieman ylakanttiin osuen kuitenkin oikeaan 52,9 % kohdalla. Tu-
loksen hyvyys on tietenkin suhteellista, mutta ainakin kohtalaisen hyvaan arvioon kyet-
tiin multinomiaalisen logistisen regressiomallin avulla. Malli voisi toimia viela paremmin,
jos testitulokset jakautuisivat hieman tasaisemmin koko arvosteluasteikolle niiden painot-
tuessa nyt korkeimpiin pisteisiin testien ollessa kuitenkin suhteellisen helppoja. Testien
verrattain korkeat pistemaarat nakyvat myoés mallissa, joka tarjoaa hieman liian paljon
korkeita arvosanoja korkeahkojen testipistemaarien perusteella.

Testituloksien ja kurssiarvosanojen valistd yhteytta arvioitiin myés jakamalla testien pe-
rusteella opiskelijat kolmeen tasoryhmaan, ja vertailemalla ndiden tasoryhmien vélisia
tenttiarvosanoja niin Insind6rimatematiikan perusteet -kurssilla kuin Differentiaali- ja inte-
graalilaskennan kurssilla. Vaikka testien tehtavat testaavatkin vain proseduraalista suju-
vuutta ja kasitteellistd ymmartamista, niin havaittiin odotetusti, etta opiskelijat, jotka me-
nestyivat testeissa hyvin, saivat myés parempia arvosanoja kursseilta. Tulos viittaa sii-
hen, ettd hyvét testitulokset korreloivat hyvan kurssimenestyksen kanssa, joten testeissa
heikosti menestyneille olisi arvokasta keksia tukikeinoja, jotta menestys kursseilla ei jéisi
kiinni ainakaan perusasioiden sisdistdmisesta ja osaamisesta.

Kun testituloksien ja kurssiarvosanojen valilla havaittiin olevan yhteyttd, tutkittiin vaikuttaa-
ko jonkin yksittdisen perustaito- tai Iahtétasotestin tehtdvan osaaminen erityisen paljon
opiskelijan menestymiseen Insinbérimatematiikan perusteet -kurssilla tai Differentiaali-
ja integraalilaskennan kurssilla. Opiskelijat jaettiin kahteen ryhm&an kunkin testitehta-
van kohdalla: niihin jotka osasivat tehtavan ja niihin jotka eivat osanneet tehtavaa. Ryh-
mien valisid tuloksia vertailtiin Insin66rimatematiikan perusteet -kurssin tenttitehtavissa,
Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssin osaamistestien tehtavissa ja kurssien arvo-
sanoissa. Havaittiin odotetusti, ettd lahes aina tehtavan osannut ryhma menestyi parem-
min tai vahintdan yhta hyvin kursseilla ja kurssien osaamista mittaavissa tehtavissa. Poik-
keuksena tdhan on kuitenkin perustaitotestin tehtava 8 (liite A), jossa vaarin tehneiden
ryhma menestyi paremmin viidessa Differentiaali- ja integraalilaskennan kuudesta osaa-
mistestin tehtdvésta. Tahan tulokseen vaikuttanee kuitenkin enemman véarin tehneiden
ryhman huomattavasti pienempi koko (58 vs. 362) kuin se, etta perustaitotestin tehtédvan
osaaminen vaikuttaisi negatiivisesti menestymiseen kyseisissa osaamistestin tehtavissa.
Huomioitavaa on myds, ettd perustaitotestin tehtavien 1, 2, 4 ja 14 osaaminen ei vai-
kuttanut tilastollisesti merkitsevésti kurssiarvosanoihin tai kurssin osaamista testaavien
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tehtdvien osaamiseen. Tama johtunee siita, ettd kyseiset perustaitotestin tehtavat oli-
vat todella yksinkertaisia, mink& vuoksi vaéarin tehtdvan tehneiden ryhméan kohdalla syy
osaamattomuuteen ei valttdmatta ole niinkdan tehtadvan osaamisessa vaan esimerkiksi
huolimattomuusvirheessa tai hutiloimisessa.

7.3 Johtopaatokset ja jatkotutkimus

Tutkimuksessa selvitettiin opiskelijoille vaikeimpia matematiikan osa-alueita, opiskelijoi-
den kehitysta perustaitotestin ja lahtétasotestin valilla seka testitulosten yhteytta kursseil-
la menestymiseen. Testien mittaamat automaattitarkastettavat tehtavat antoivat kuitenkin
vastauksia Kilpatrickin ja kumppaneiden sekd@ Joutsenlahden mukaisen matemaattisen
mallin mukaan vain opiskelijoiden proseduraalisen sujuvuuden ja kasitteellisen ymmarta-
misen taidoista.

Vaikeimpia osa-alueita opiskelijoille olivat ensimma&isen lukuvuoden alussa perustaito-
testissé integrointi, trigonometria ja eksponenttiyhtalét. Puolen vuoden opiskelun jalkeen
lahtbtasotestissa vaikeimmiksi osa-alueiksi osoittautuivat funktiot, integrointi seka uutena
osa-alueena mukaan tarkasteluun tullut matriisilaskenta. Lahtétasotestin funktio- ja mat-
riisitehtévissa opiskelijoilta vaadittiin kuitenkin kasitteellistd ymmartamistd enemman kuin
monien muiden osa-alueiden tehtavissa.

Opiskelijat kehittyivat testien valilla kaikissa osa-alueissa, joita pystyttiin luotettavasti mit-
taamaan (itseisarvot, yhdistetyt funktiot, yhtalét, trigonometria, derivointi, integrointi, eks-
ponenttiyhtalét). Suurin kehitys tapahtui lahtétasoltaan heikoimmassa integroinnissa, kun
puolestaan pieninta kehitys oli I1dhtétasoltaan jo varsin korkeissa yhtaldissa ja derivoinnis-
sa. Kehityksen maaraan ei vaikuttanut opiskelijan sukupuoli tai kurssitoteutus.

Testituloksien avulla pystyttiin ennakoimaan opiskelijoiden menestymista kyseisilla ma-
tematiikan kursseilla. Paremmat pisteet testeissa indikoivat parempia kurssiarvosanoja.
Kuitenkaan menestymisella aivan helpoimmissa perustaitotestin tehtavissa (P1, P2, P4,
P14) ei vaikuttanut olevan merkitysta opintomenestykseen.

Jatkotutkimusta ajatellen olisi mielenkiintoista saada testeihin jotain p&attelyd vaativia
tehtavia ja mielipidekysymyksié opiskelijan matematiikkaan liittyvistd uskomuksista, jot-
ta opiskelijoiden matematiikan taidoista voitaisiin saada viela kokonaisvaltaisempi kuva.
Myds opiskelijoiden menestysta toisiinsa jokseenkin liittyvissa derivoinnissa ja integroin-
nissa olisi kiinnostavaa tarkastella enemman, silla vuoden 2020-2021 opiskelijoilla deri-
vointi onnistui todella hyvin integroinnin ollessa poikkeuksellisen haastavaa. Olisi myds
mielenkiintoista tietdd, kuinka tarkasti testituloksien perusteella voitaisiin kyeta ennusta-
maan opiskelijoiden menestymista kursseilla, silla sattumalta valitulla multinomiaalisella
logistisella regressiomallilla kyettiin parhaimmillaan ennustamaan 52,9 % opiskelijoiden
Differentiaali- ja integraalilaskennan kurssin arvosanoista oikein.
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LIITE A: PERUSTAITOTESTI

Perustaitojen testi

Kysymys 1 Laske lausekkeen z° + z? arvo, kun = = 4.
Ei vield vastatiu

Vastaus:
Kokonaispisteist
Kysymys 2 Mika on luvun 3 kaanteisluvun vastaluku?
Ei vield datiu

e Anna vastaus murtolukuna, ei desimaalilukunal
Kokonaispistaist
41,00 Vastaus:
Kysymys 3 Sievenna seuraava lauseke:
Ei viela vastattu
R 16 — /5] + 1 — /5| =
41,00
T Merkitse
St kysymys | Suorita
Kysymys 4 Laske fnki + 7 5 s o
— —— ki)

R e funktion f(z) = /T . arvo, kun muutiuja = saa arvon
Kokonaispisleist x = 49. Anna vastaus tarkkana arvonal!
81,00

5(49) =
 Merkitse

Siisti kysyn
Kysymys 5 . . |]l.2 — 81 P T
T Sievenné lauseke =9 " (Olettaen, ettd nimittaja ei ole 0.)
Kokonaispistetst a® — 81
41,00 - =
a—9
6 Siisti kysymys | Suorita lestitapa
Kysymys Olkoon f(x) = 2z + 4. Laske yhdistetyn funktion ( f o f)(z) arvo pistees-
Ei viald vastattu six =2
Kokonaispisteist
e (fo @) =
Kysymys 7 Ratkaise 1. asteen yhtalo 2z + 7 = 0.
Ei vield vastatt
R st Anna vastaus tarkkana arvona murtolukumuodossal
Kokonalspistedst
a1,00 T =
8 Sitstl kysymyys | Suorita testitapa

Kysymys Ratkaise 3. asteen yhtals 5z* — 50 & = 0. Vastaukseksi wlee kolme muut-
Ei viela vastattu tujan = arvoa. Anna ratkaisut tarkkoina arvoina!
:T;mﬂimt Huom. Neligjuuri a:sta merkitaan sqn(a), esim. +/2 kirjoitetaan sqri(2).
¥ Merkitse T =
kysymys

Ty =
£ Muokkaa
kysymysid

T3 =
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Kyaymys 9
i wild vacLady

RS i)
Al

F Mirkiss
yEyTy
T Muskios

Kysymys 10
Ei visid vastatty

Kokonaispisos?
8100

T Merhitsn

Eysymys 11
Ei vl vastaty

Kokoraispistent
a1.00

T Maorkilsa
kysyerys

B Muokias
Eyiyriryala

Hysymys 12
i visth wastaftis
Hokanaspsins]
A 1,00

P Markiso
Ieymymmys
£ Muskian

Kysymys 13
Ei wisla vastatiu
Hisnnatspistist
41,00

T Markilss

Kysymys 14
Ei wieddd viastaihu

Heporaas !
& 1,00

Kysymys 15
Ei visll vastan

Kok s pes lives |
81,00

" Markitss
iy

Kysymys 16
Ei wiedd vttty
: ] .

a1,00
¥ Moriitso

A ey | S testtanay
Mmﬂuﬂmf’—+3=ﬂ.

‘Vastaukseksl tulee kaksi muttujan T arvoa, Anna vastaukset tarkkoina arvoi-
na.

Ty =
3 =

S byaTys | Suoria e
Ratkaize ensimmbisen asieen epayhtiia 32 + 2 < 0.

Adina vastauksesi muwddossa "x < 87 L "x > a7, missd a o juuren tarkka ar-
Wi,

Vastaus:

Lkl gy | Suoii eallige
Laske seuraavien lausekkeiden arvol, kuna = —3 jabh = —3.

Anna vastaukset tarkkoina arvoina, larviaessa muriclukuna XY, missa X ja
' ovak kokonatshioga.

(-af =

=

/i Sl iwpys | Suria tewi
Laake yhidlén sin(z) = = rafkaisu, joka on ensimmiisessh neljannek-
gossdi o) < ¥ < %.mmmm.wmum

lukua & ﬁmma.m% kirjoitetaan pifd.
& =

S WS | Suniind nestlanas
limoita yhiaion cos(d 2) = —— ratiaisuista pienin, joka on ensimmaisessd

1ai toisessa neljanneksessd, el 0 < = < @ Anna vastaus radiaaneissa,
Markitse vastauksessa lukua & kifjoittamalla pi,

Sant
Derival fiz) = B2 + 3.

Esimerkki: lauseke 327 4+ 5z -+ 1 kirjoitetaan 3*x*2+5*x+1.
Fl=) =
-5as KysyTys | Sunvia lesd

2
Lﬂtnwmuilf (-2 + 22" +2)dx.
=B
Anna vastaus tarkkana arvona, tanvittaessa murbolukuena,

]
f[—:!:"'+2=’+2]d:=
=5

ShE kywyyE | Raoria st

Ratkaise eksponenttiyhiils T° = 10.

Luonnollinen loganitmi sybtetasn vastauksean komennolla In() kifoittarmalla
lagaritmin argumentti sulkupen sisaan, esimarkiks In(32).

&=
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LIITE B: LAHTOTASOTESTI

Differentiaali- ja integraalilaskenta: LihtGtasotesti
Kysymys 1 Sigvenni seuraava lauseke:
Ei wiisld vl
S—— I8 — V71 + 11 - /7|
a1.00
T Morkise
2 SESb kTS | ol lesliage
Kysymys Olkoon fiz) = Sz + 3. Laske yhdistetyn funktion [ f o f)(x) arvo pistess-
Eil visld vastatiu sir= 2.
e B
Konooapatest  (fof)(2) =
Sast ysymys | Suorta lesitaps
Hysymys 3 Fatkaise 3. astean yMald 32 — 36 = 0. Vastauksaksi wlee kolme muut-
Ei wiel vaslan tujan & arvoa. Anna ratkaisol arkkoina anoinal
:T;“"M Huom. Melitjuuri a:sta merkitaan sqri(a), esim. +/2 kifjoitetaan sqrti2).
¥ Merkitss Ty =
kyEy .
£ Muokkaa 3
syl Ty =
St ywyrrrn | Sucrits leslity
Kysymys 4 B v"ﬁ N
e Laske yhtalon sin(z) = 3 ratkaisu, joka on ensimmalsessa neljannek-
L
Hikanampisteis sessaalil < z < E Anna vastaus radiaaneissa. Merkitse vastauksessa
— lukua 7 kirjoittamalla pi. Esimerkiksi 3 Kkirjoitetaan pild,
., &
O Muskiaa
5859 ks | Suora tesita
Kysymys 3 limoita yheakin cos(3 ) = —1 ratkaksulsta plenin, joka on ensimmdéisessa
Ei visla vastatiu tal iedsessa neljanneksessd, el 0 < x < m. Anna vasiaus radiaaneissa,
Haoknnaispisteist Merkitse vastauksessa lukua 7 kifoittamalla pi,
a100
T =
T Mariiise
S by
Kysymys & Derival f(z) = 7= + 6.
B vl Esimerkii: lauseke 3x° + 5 + 1 kifjoitetsan 3 k2«5 1.
Hokoraispesiodt
81,00 Fi=) =
Sl iy | Sooila i
Kysymys T &
gy l.i:lwnrﬁnimriﬂw#fs[az‘+-5x’ —1)d=.
:Tm : Anna vastaus tarkkana anona, larnvittaessa muriolukuna,
b
L . / (3z' +52 —1)de =
kysymys 5
Shntl ysymys | Suoria lesiiy
HKysymys 8 Ratkaise eksponenttiyhtals 3° = 12,
e Luonnofinen logaritmi sydtetién vastaukseen komennalla In) kirjittamalla
P logaritmin argumentti sullujen sisaan, esimerkiksi In(32).

T Markilss

®=



Kysymys 9
i wield vastathy
W phonamperiet
& 1,00

¥ Meriitsa
EymyTy

ﬂ'li.mu
Ry st

Kysymys 10
Ei vindd vttty

K -
a1.00

T Morkitsn
L ]

& Muckkaa
kiRt

H\ll-rmrl"l'l
Ei vield vastatiu
oo onasansisl
a1

¥ Markitss
keysyTTyS

Kysymys 12
Ei vieldh visatati

Hysymys 13
Ei vl waskabiu

a1
T Markitss

@ Muckdaa

Kysymys 14
Ei wisla vasta®

a1,00

Sl kywyys | Sucrta lesttaps
Oilkoon

M1 kun s < 2,
flz) = =—12

ar® —br+2 km2<z<3,
Sr—a+h kun x > 3.

Maarita vakiciden a € B ja b € B arvot siten, etts funktio f on jatkuva jokai-
salla 2 € B

Jos vastaus & ole kokonaisiuku, esith s& murtslukuna, 8 kEyta dessmaalilu-
kuja tai sekalukuja,

o=
b=

GRS YNy | G eiana
Onko viite tosi vai epatosi? Valitse vastaus pudotusvalikosta,

Jos tunktio [ e cle jatkuva pistessss a, niin funktiolla f el ole raja-area pis-
teessd 8. Eivastatiu =

Funkticn f : B — K raja-arvo pisteess a on clemassa, jos toispuoieiset
raja-arvod ovat clemassa ja ne ovat samat. Bl vastatie =

Jos funkticlla | on kidnteisfunktio, funkiic f on aidost monatoninen.

Ei vastatiu 2
Ratkalse y yhiakista
e = grt _ B,
Sybioa vanen esim. e = &*xjalnx = ln(x).
Vastaus on i =

Dernoi f(z) = In((a* + 10z + 27)")

Derivaatta on f'(z) =
it iy | Sl e
Etsi funkion
flz) = =8 /2:5 12
s6 integraifunktio F(z) = f;{:}n,mmy: Flz) kukee
pistesn (1, 0] kautta.

Kyseinen integraalifunkiio on Fx) =

Sanl WyayTins | Suorilh Mg
Matriisin A ominaisarvot ovat Ay = 1ja Ay = § ja ndith vastaavat ominais-

ot [g] =[]

Laskn A%, kam X = [_;]'

A% =
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Kysymys 16
Ei viblal vasiatiu

4100
L]

& Muoskiaa

Kysymys 16
Ei wisia vastatiy
B rhcearipeahail
41,00

T Markilss

Ky syTTIS

B Muckina
kysyrTiyetd

83

Siindl Ioywyrirys. | Guoeita lesditag
Olkoon A 3 »x 3-matriisi, jolle det(A4) = 2.

* Laske det(2A - 2B), kun det(B) = 2.
+ Mika on matriisin A nolla-avarueden dimensio?

* Kuinka monta ratiassua on matriisiyhtalala Ax = 07
» Voidaanko jokainen avaruuden B vektor lausua matriisin A sarakkeiden
lineaarikombinaationa? Eivastatuy =

* Onkg nolla matriisin A ominaisarve?  Ei vastathy 2

* Onko matriisi A kidintyvd? Eivastatty @

fnk gy | fionda entdapan
Tarkastellaan matriisia [I, joka saadaan vaakarivimuunnoksilla kaantyvasta

mafriisista T

Voiko matriisin B saada vaakarivimuunnoksilla ykkasmatriisiksi (eli yksikki-
matrilsiksl el identiteatlimatrilsiksl)? Ei vastatiu :

Voidaanko joku matriisin [ sarake lausua muiden sarakkeiden Eneaarikombi-
naatiena?  El vastatiu =
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