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Tutkielmassa tarkastellaan jonojen ja osajonojen suppenemista metrisissi avaruuksis-
sa. Lopuksi tarkastellaan jonojen ja pistejoukkotopologian kisitteiden avulla mairi-
tettyd funktion raja-arvoa metristen avaruuksien tapauksessa. Tutkielmassa esiteltyja
madritelmid ja lauseita havainnollistetaan esimerkkien, kuvien ja kuvaajien avulla.
Toinen luku siséltdd vaadittavia esitietoja metristen avaruuksien jonojen ja funk-
tioiden tarkasteluun. Luvussa miiritelldédn itse metrinen avaruus ja timéin madritte-
lemiseen tarvittava etdisyysfunktio, metriikka. Etdisyysfunktion tulee tiyttda tietyt
ominaisuudet, jotta etdisyysfunktio yhdessd epdtyhjin joukon kanssa muodostavat
metrisen avaruuden. Samassa luvussa madritelldadn metrinen aliavaruus, jota tarvi-
taan tutkielmassa myohemmin tulosten osoittamiseksi. Luvun lopuksi pistejoukkoto-
pologian kisitteitd laajennetaan késittdméain reaaliavaruuksien lisdksi mielivaltainen
metrinen avaruus.

Tutkielman luvussa 3 madritellddn jonot ja tarkastellaan niiden suppenemista
metrisissd avaruuksissa. Metrisen avaruuden jonon osoitetaan suppenevan kohti yk-
sikdsitteistd pistettd avaruuden joukossa. Lisdksi médritellidn metrisen jonon ha-
jaantuvan, jos tillaista pistettd ei ole olemassa. Luvussa madritelldéin osajonot ja
niiden suppeneminen, sekd osoitetaan jonon suppenevan, jos ja vain jos sen jokai-
nen osajono suppenee. Lisdksi tarkastellaan Cauchyn jonoja metrisissd avaruuksissa
hyodyntdmalla reaalianalyysista tuttua Cauchyn suppenemisehtoa. Ennen siirtymista
funktioiden raja-arvon miiritelmaédn, miiritellddn vield avaruuden ja aliavaruuden
taydellisyys Cauchyn jonojen ja suppenemisen avulla. Samalla toteamme jokaisen
euklidisen avaruuden olevan tdydellinen.

Tutkielmassa esitellddn viimeisend funktion raja-arvo metrisessid avaruudessa.
Funktion raja-arvo voidaan maiirittdd kahdella eri tavalla: kasautumispisteiden ja

jonojen avulla reaalianalyysista tuttuna epsilon-delta-mééritelménad, sekd palloym-



paristojen avulla. Ndiden mééritelmien todetaan olevan keskenédén ekvivalentteja.

Avainsanat: Metrinen avaruus, euklidinen avaruus, metriikka, raja-arvo,

suppeneminen, pistejoukkotopologia
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1 Johdanto

Tutkielmassa késitellddn metrisid avaruuksia ja jonojen suppenemista niissi. Tutkiel-
massa madritelldiin my0os osajonot ja ndiden avulla tutkielma etenee Cauchyn jonoi-
hin. Jonojen lisdksi tutkielmassa tarkastellaan funktioiden raja-arvon maardytymista
metrisissd avaruuksissa.

Tutkielman luku 2 kattaa metrisen avaruuden miéritelmin ja pistejoukkotopolo-
gian kisitteiston tdydentdmisen metrisiin avaruuksiin. Metrinen avaruus on epityhja
joukko yhdessi etdisyysfunktion, metriikan, kanssa. Pistejoukkotopologian késitteita
tarvitaan tutkielman myohemmaissi vaiheessa jonojen suppenemisen ja funktioiden
raja-arvojen esittimiseen ja osoittamiseen. Metristen avaruuksien ominaisuuksia ja
pistejoukkotopologiaa metrisissi avaruuksissa havainnollistetaan kuvien ja esimerk-
kien avulla.

Luvussa 3 tarkastellaan jonoja ja niiden ominaisuuksia metrisissd avaruuksissa.
Ensimmaiseksi maaritellddn metrisen avaruuden jonot ja ndiden suppeneminen. Sit-
ten jonojen suppenemiselle osoitetaan useita ominaisuuksia, kuten jonojen ja niiden
osajonojen suppenevan yksikisitteistd pistettd kohti. Osajonojen miiritelmaén jilkeen
tutkielmassa esitelldin Cauchyn jonot metrisissd avaruuksissa hyodyntimélla reaa-
lianalyysista tuttua Cauchyn suppenemisperiaatetta. Tutkielmassa méadritelladn myos
avaruuden tiydellisyys Cauchyn jonojen avulla. Todistetaan euklidisen avaruuden R"
taydellisyys. Viimeisend asiana mééritellddn funktioiden raja-arvot metrisissd ava-
ruuksissa jonojen ja pistejoukkotopologian avulla. Niitd on havainnollistettu kuvien
avulla.

Lukijalta oletetaan tunnetuksi reaalianalyysista pistejoukkotopologian kisitteet,
Bolzano-Weierstrassin lause ja Cauchyn suppenemisperiaate. Tutkielmassa kiytetdin
pailahteend Apostolin kirjaa Mathematical Analysis, Second Edition. Sivulidhteena

toimii Shiralin ja Vasudevan kirja Metric Spaces.



2 Metrisen avaruuden ominaisuuksia

Luvussa 2 seurataan ldhdetta [1, s. 60—-63].

2.1 Metriset avaruudet

Mairitelmé 2.1. Metrinen avaruus on epityhjid joukko M yhdessé etdisyysfunk-
tion d kanssa. Etdisyysfunktiolle kdytetddn myoOs nimitystd metriikka, mutta tissa
tutkielmassa kiytetddn sille nimitystd etdisyysfunktio. Etdisyysfunktio on kuvaus
d: M x M — R. Lisiksi etdisyysfunktio toteuttaa seuraavat nelja ominaisuutta kai-

kille pisteille x, y, z joukossa M:
1. d(x,x) =0.
2. d(x,y) >0,josx # y.
3. d(x,y) =d(y,x).
4. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).

Ei-negatiivista lukua d(x, y) ajatellaan etdisyyteni pisteestd x pisteeseen y. Nel-
jattd ominaisuutta kutsutaan kolmioepidyhtiloksi. Metriselle avaruudelle voidaan
kayttdd myos merkintdd (M, d), josta ilmenee, ettd metrisen avaruuden maéritti-

miseen tarvitaan sekd joukko M etti etdisyysfunktio d.

Mairitelma 2.2. Olkoon M = R", jossa n on positiivinen kokonaisluku, ja etdisyys-
funktio d(x, y) = ||x — y||. Tati etdisyysfunktiota kutsutaan euklidiseksi metriikaksi.
Titd joukon ja etdisyysfunktion muodostamaa avaruutta (R”, d) kutsutaan euklidi-
seksi avaruudeksi ja sitd merkitddn yksinkertaisemmin R”. Kun kisitellddn euklidis-
ta avaruutta R", voidaan oletettaa etdisyysfunktion olevan euklidinen metriikka ellei

toisin mainita.

Miaritelma 2.3. Olkoon (M, d) metrinen avaruus ja olkoon S joukon M epityhji os-
ajoukko. Jos avaruudelle (S, d) pitee vastaava lahtdjoukoltaan rajattu etdisyysfunktio

d: §x S — R, titd kutsutaan metrisen avaruuden (M, d) metriseksi aliavaruudeksi.

Esimerkki 2.1. Olkoon (S, d) metrinen avaruus, missi S = R? ja etiisyysfunktio

d(x,y) = \/(Xl —y1)? +6(x2 = y2)%, missi x = (x1,x2) jay = (y1,y2). Tillgin



metrinen avaruus (S, d) ei ole euklidisen avaruuden R? metrinen aliavaruus, silld

avaruuksien etdisyysfunktiot eroavat toisistaan.

Esimerkki 2.2. Olkoon M = { (x,y) | x2 + y? = 1 } yksikkdympyrin pisteisti koos-
tuva joukko avaruudessa R? ja olkoon d(x, y) lyhin etiisyys joukon M kahden pisteen

vililld yksikkdympyrin kaarta pitkin. Kuvassa 2.1 on havainnollistettu tilannetta.

d(x,y)

Kuva 2.1. Yksikkdympyri esimerkin 2.2 etdisyysfunktiolla.

2.2 Pistejoukkotopologiaa metrisessa avaruudessa

Pistejoukkotopologian kisitteet voidaan laajentaa kisittimédin mielivaltainen met-
rinen avaruus (M, d). Tassd pykildssa esiteltyd palloa ja sen ominaisuuksia tarvi-
taan tutkielman myohemmissi vaiheissa, kun miiritelldédn jonojen suppeneminen ja

funktion raja-arvo.

Mairitelmi 2.4. Olkoon metrinen avaruus (M, d). Jos a € M, niin pallo B(a,r)
keskipisteelld a ja siteelld r > 0 mdidritellddn olevan kaikkien pisteiden x € M
muodostama joukko siten, ettd

d(x,a) <r.

Pallosta kdytetdédn toisinaan merkintdd By (a, r), josta ilmenee pisteiden kuulu-
van joukkoon M. Jos S on joukon M osajoukko, on pallo Bg(a, r) leikkaus joukon S

ja pallon By (a, r) valilla.

Miaritelma 2.5. Olkoon M metrisen avaruuden (M, d) joukko. Jos S C M, pistetta
a € S kutsutaan joukon S sisdpisteeksi, jos jonkin pallon By (a,r) kaikki pisteet

sisdltyvit joukkoon S.



Esimerkissi 2.3 havainnollistetaan sisdpisteen kisite.
Mairitelmi 2.6. Olkoon M metrisen avaruuden (M, d) joukko.

1. Joukko S on avoin joukossa M, jos kaikki sen pisteet ovat sisdpisteitd.

2. Joukko S on suljettu joukossa M, jos M \ S on avoin joukossa M.

Lause 2.1. Olkoon (S, d) metrisen avaruuden (M, d) metrinen aliavaruus, ja olkoon
X joukon S osajoukko. Tdlloin X on avoin joukossa S, jos ja vain jos X = AN S

jollekin joukolle A, joka on avoin joukossa M.

Todistus. (=): Oletetaan joukon X olevan avoin joukossa S. Osoitetaan, etti
X = A N S jollekin avoimelle joukolle A joukossa M. Koska X on avoin, jokai-
selle alkiolle x € X on olemassa pallo Bg(x,r,), joka sisdltyy joukkoon X. Nyt
Bgs(x,ry) = By(x,ry) NS, joten jos
A=) Bulxr),
xeX

niin A on avoin joukossa M. Koska dskeisen perusteella joukko A sisiltdad kaikki
joukon X pisteetja X € S,niin AN S = X.

(&): Oletetaan joukon A olevan avoin joukossa M ja olkoon X = A N S. Jos

x € X, niin x € A. Siis erdille pallolle By, (x,r) € A jollakin r > 0. Tdll6in
Bs(x,r) =By(x,r)NSCANS =X,
joten X on avoin joukossa S. O

Lause 2.2. Olkoon (S, d) metrisen avaruuden (M, d) metrinen aliavaruus, ja olkoon
Y joukon S osajoukko. Tilloin Y on suljettu joukossa S, jos ja vain jos Y = BN S

Jjollekin joukolle B, joka on suljettu joukossa M.

Todistus. (<): Oletetaan ettd Y = BN .S jollekin joukolle B, joka on suljettu joukossa
M. Silloin B on muotoa M \ A, jossa A on avoin. Nyt

Y=BNS=SNB=SN(M\A) =S5\ A4,

joten Y on suljettu joukossa S.
(=): Oletetaan, ettd Y on suljettu joukossa S. Olkoon X = §'\ Y. Nyt X on avoin

joukossa §. Télloin X = A N S, missd A on jokin joukon M avoin osajoukko, ja
Y=S\X=5S\(AnS)=S\A=SNn(M\A)=SnNB,

missd B = M \ A on suljettu joukossa M. O



Miaritelmi 2.7. Olkoon (M, d) metrinen avaruus ja (S, d) sen metrinen aliavaruus.
Talloin S € M.

1. Joukon M pistettd x kutsutaan joukon S kosketuspisteeksi, jos jokainen pallo

By (x, r) sisdltdd vihintdan yhden pisteen joukosta S.

2. Jos piste x koskettaa joukkoa S \ x niin pistettd x kutsutaan joukon S kasautu-

mispisteeksi.

3. Joukon S sulkeuma S on kaikkien joukon S kosketuspisteiden muodostama

joukko.

4. Johdettu joukko S’ on kaikkien joukon S kasautumispisteiden muodostama

joukko.

Mairitelmisti huomataan, etti S = S U §’. Seuraavassa esimerkissi havainnol-

listetaan sisa- ja kosketuspisteita.

Esimerkki 2.3. Olkoon piste a; joukon S C M sisipiste. Talloin pisteelle a; on
olemassa ry siten, ettd kaikki pallon B (a1, r1) pisteet ovat joukon S pisteitd. Olkoon a,
joukon § € M kosketuspiste. Tilloin jokainen pisteessi a; sijaitseva pallo B(az, 2)
sisdltdd vdhintddn yhden joukon § pisteen. Kuvassa 2.2 on havainnoitu esimerkin

tapaus.

Kuva 2.2. Pallot B(aj,r) ja B(az, ).



3 Jonot metrisissa avaruuksissa

3.1 Jonot

Miaritelmé 3.1 (vrt. [2, s. 38]). Olkoon (M, d) metrinen avaruus. Joukon M pis-
teistd koostuva jono on funktio f: N — M. Jono kuvaa jokaiselle luvulle n € N

yksikdsitteisen alkion joukosta M. Jos f(n) = x,, kdytetdin jonolle merkintdd {x,}.

Miaritelméa 3.2 (vrt. [1, s. 70]). Metrisen avaruuden (M, d) pisteistd koostuvan

jonon {x,} sanotaan suppenevan, jos joukossa M on olemassa piste p seuraavasti:
Jokaiselle luvulle € > 0 on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku ng, etti

d(xn, p) < &, kunn > ny.

Télloin jonon {x,} sanotaan suppenevan kohti pistettd p ja merkitddn x,, — p, kun

n — oo, tai lyhyemmin x,, — p.

Esimerkki 3.1. Olkoon {x,} metrisen avaruuden (M, d) pisteistd koostuva jono.
Olkoon nyt piste p sen (yksikdsitteinen, kuten myohemmin osoitetaan) suppenemis-
piste. Talloin jono {x, } on suppeneva, joten x,, — p.Kuvassa 3.1 on havainnollistettu

suppenemista.

Kuva 3.1. Jonon suppeneminen metrisessa avaruudessa.

Miaéritelmé 3.3 (vrt. [1, s. 71]). Jos joukossa M ei ole maéritelmén 3.2 mukaista

pistettd p, lukujonon {x,} sanotaan hajaantuvan.
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Huomataan, ettd suppenemisen médritelmén perusteella
Xn — P, jos ja vain jos d(x,, p) — 0.

Euklidisessa avaruudessa R” lukujonon {x,} sanotaan olevan kasvava, jos x, <
xn+1 kaikille luvuille n € N. Jos kasvava lukujono on ylhéiltd rajoitettu, eli on
olemassa M > O siten, ettd x, < M kaikille luvuille n, niin {x,} suppenee kohti
lukujonon pieninti yldrajaa. Lukujonon pieninti yldrajaa kutsutaan supremumiksi, ja

talle kdytetddn merkintda sup {x;, }.

Esimerkki 3.2. Euklidisen avaruuden R kasvava reaalilukujono {s,} = {%} suppe-

nee kohti arvoa 2. Olkoon metrinen avaruus (M, d) missi M = Rjad(x,y) = |x — y|.

2n

Téssd (M, d) on siis itse asiassa euklidinen avaruus R. Olkoon jono {x,} = {m

metrisessd avaruudessa (M, d). Talloin jono {x,} suppenee médritelmian mukaisesti

kohti arvoa 2, silla

d(x,,2) =|x,=2| = - —2| > 0,kunn — co.
1+z

2
n _2‘:
n+1

Nyt jono {d(x,,2)} suppenee kohti pistettd 0. Kuvassa 3.2 on havainnollistettu
tdmén jonon suppeneminen. Kuvassa 3.3 on havainnollistettu jonojen {x,} ja {s,}

suppeneminen.

3.
5l
1—7-. d(Z,2)

5 10 15 20

Kuva 3.2. Jonon suppeneminen metrisessd avaruudessa.

Vastaavasti lukujonon {x,} sanotaan olevan vdhenevd, jos x,+1 < x, kaikille
n € N. Jokainen alhaalta rajoitettu vihenevid lukujono suppenee kohti lukujonon
suurinta alarajaa. Lukujonon suurinta alarajaa kutsutaan infimumiksi, ja tille kiyte-

tadan merkintdd inf {x,}.
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Kuva 3.3. Lukujonon suppeneminen euklidisessa avaruudessa.

Esimerkki 3.3. Euklidisen avaruuden R vihenevi reaalilukujono {s,} = {ﬁ} sup-
penee kohti arvoa 0. Olkoon metrinen avaruus (M, d), missa M = R ja d(x,y) =
|x — y|. Tassd (M, d) on siis itse asiassa euklidinen avaruus R. Olkoon jono {x,} =
{n%} metrisessd avaruudessa (M, d). Talloin jono {x,} suppenee méadritelmin mu-

kaisesti kohti arvoa 0, silla
1
d(x,,0) = |x, - 0| = ‘— —O‘ — 0, kun n — oo.
n+1

Kuvassa 3.4 on havainnollistettu lukujonon suppeneminen euklidisessa avaruudes-
sa sekd metrisessd avaruudessa. Kuvista havaitaan tdssd tapauksessa lukujonojen
suppenevan kohti samaa pistettd euklidisessa ja metrisessd avaruudessa.
1 -
0.8 |
0.6 |
0.4 |
0.2 |

0

-0.2

Kuva 3.4. Lukujonon suppeneminen euklidisessa ja metrisessi avaruu-

dessa.

Aiemmista esimerkeistd huomataan jonojen suppenevan yksikésitteistd pistetti

12



p kohti metrisessd avaruudessa. Seuraavassa lauseessa osoitetaan timén pitevin

kaikille suppeneville jonoille metrisessd avaruudessa.

Lause 3.1. Metrisen avaruuden (M, d) jono {x,} suppenee korkeintaan yhtd joukon

M pistettd kohti.

Todistus (vrt. [1, s. 71]). Oletetaan, ettd x, — p ja x, — ¢. Todistetaan tdmin
olevan mahdollista tismélleen silloin, kun p = ¢. Kéyttimailld kolmioepayhtilod

saadaan

0 S d(p, C]) S d(p’xl’l) + d(x}’h Q)

Koska d(p,x,) — 0jad(x,,q) — 0, niin d(p,q) =0, joten p = q. O

Miaéritelmi 3.4 (vrt. [1, s. 71]). Jos jono {x,} on suppeneva, pistettd jota kohti jono
suppenee kutsutaan jonon {x,} raja-arvoksi ja tille kdytetdin merkintdd lim x,, tai

lim x,.

n—oo

Seuraavassa esimerkissd nahdéén, ettd jono voi olla suppeneva euklidisessa ava-

ruudessa R olematta kuitenkaan suppeneva metrisesséd avaruudessa.

Esimerkki 3.4. Olkoon jono {2} euklidisessa avaruudessa R. Nyt lim 2 = 0, eli

n—oo

jono suppenee euklidisessa avaruudessa R. Nyt jos euklidisen avaruuden R metrisen
aliavaruuden arvojoukko on 7' =0, 1], jono ei kuitenkaan suppene, silld jonon raja-

arvo 0 ei kuulu metrisen aliavaruuden arvojoukkoon 7.

Lause 3.2. Olkoon {x,} metrisen avaruuden (M, d) jono, ja olkoon sen arvojoukko

T = {x1,x2,x3...}. Oletetaan, ettd x, — p. Tdlloin
1. Arvojoukko T on rajoitettu.
2. Piste p on arvojoukon T kosketuspiste.

Todistus (vrt. [1,s. 71-72)). 1. Olkoon ng raja-arvon madritelmasta valitun luvun
& = 1 mukainen positiivinen kokonaisluku. Télloin jokainen piste x, jonosta
{x,} jolle on voimassan > ng sijaitsee palloymparistossd B(p, 1). Siis jokainen

arvojoukon T piste sijaitsee palloympéaristossd B(p, r), missa
r=1+max{d(p,x1),....d(p,Xpy-1}.

Téten T on rajoitettu.
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2. Koska jokaisessa palloympiristossda B(p, €) on piste arvojoukosta 7, on piste
p arvojoukon T kosketuspiste madritelman mukaan.

O

Seuraavassa lauseessa osoitetaan lauseen 3.2 kohdan (2.) pitevan myos kdédntei-

sesti.

Lause 3.3. Olkoon metrinen avaruus (M, d) ja sen joukon M osajoukko T C M.
Jos joukon M piste p on arvojoukon T kosketuspiste, on olemassa pistettdi p kohti

suppeneva jono {x,}, joka koostuu arvojoukon T pisteistd.

Todistus (vrt. [1, s. 72]). Jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle » > 1 on olemassa
arvojoukon T piste x,, jolle pitee d(p, x,) > % Talloin d(p, x,) — 0, joten x,, —

p. i

3.2 Osajonot

Mairitelmi 3.5 (vrt. [2, s. 48]). Olkoon {x,} metrisen avaruuden (M, d) jono ja
olkoon indeksi nj positiivisista kokonaisluvuista koostuva jono siten, etti n; < ny <
n3y < ..., kun k € Z,. Tilloin jonoa {x,,} kutsutaan jonon {x,} osajonoksi. Jos
osajono {x,,} on suppeneva, sen raja-arvoa kutsutaan jonon {x,} osajonon raja-

arvoksi.

Osajonolle {x,, } voidaan my0s kayttdd merkintdd {xy(,}. Téssd tutkielmassa

kuitenkin kiytetddn osajonolle midritelmédn mukaista merkintid {x,, }.

Lause 3.4. Metrisessd avaruudessa (M, d) jono {x,} suppenee kohti pistettdi p, jos

Jja vain jos jonon {x,} jokainen osajono {x,,} suppenee kohti pistettd p.

Todistus (vrt. [1, s. 72]). (=): Oletetaan, ettd lukujonolle {x,} pitee x, — p. Vali-
taan sen mielivaltainen osajono {x,, }. Tilloin jokaiselle luvulle £ > O on olemassa
no siten, ettd kun n > ng, niin d(x,, p) < €. Koska {x,,} on osajono, on olemassa
positiivinen kokonaisluku m siten, ettd ny > ng, kun n > m. Téten, kun n > m, niin
d(x,,, p) < &, mikd raja-arvon méiritelmin mukaan tarkoittaa, ettd x,, — p.

(<): Todistus on triviaali, silld {x,} on itse osajono. O

3.3 Cauchyn jonot

Pykaildssd 3.3 seurataan ldahdettd [1, s. 72-74].
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Reaalianalyysista tuttua Cauchyn suppenemisperiaatetta (jos lukujono {x,} sup-
penee kohti raja-arvoa p, sen termien tulee ldhestyd pistettd p ja titen ldhestyd
toisiansa) voidaan hyodyntdd myos metristen avaruuksien jonojen suppenemisessa.
Periaatteen avulla voidaan todistaa jonon suppeneminen ilman aiempaa tietoa sen

raja-arvosta.

Lause 3.5. Oletetaan, ettd jono {x, } suppenee metrisessd avaruudessa (M, d). Til-

loin jokaiselle luvulle € > 0 on olemassa no € Z, siten, ettd
d(x,,xy) < € aina, kun n,m > ny.

Todistus. Olkoon lukujonon {x,} raja-arvo p. Valitaan mielivaltainen luku & > 0.
Olkoon ng positiivinen kokonaisluku siten, ettd d(x,, p) < 5 aina, kun n > no.
Télloin d(x,, p) < 5,jos m > ng. Jos n > ng jam > ng saadaan kolmioepiyhtdldn

nojalla

d(xp, Xm) < d(xy, p)+d(p,xn) < g + g =e.

O

Miaritelméa 3.6. Metrisen avaruuden (M, d) lukujonoa {x,} kutsutaan Cauchyn
Jjonoksi, jos se toteuttaa Cauchyn suppenemisehdon:

Jokaiselle luvulle € > 0 on olemassa ng € Z, siten, etti
d(x,,xn) < € aina, kun n > ng jam > ny.

Lauseen 3.5 perusteella jokainen suppeneva jono on myos Cauchyn jono. Jokai-
nen Cauchyn jono ei kuitenkaan ole suppeneva metrisessid avaruudessa (esimerkki

3.4).

Miaritelmé 3.7. Metrisen avaruuden (M, d) sanotaan olevan tdydellinen, jos jo-
kainen Cauchyn jono joukossa M suppenee joukossa M. Joukon M osajoukkoa T

kutsutaan tdydelliseksi, jos metrinen aliavaruus (7, d) on tdydellinen.

Lause 3.6. Olkoon R" euklidinen avaruus. Jokainen Cauchyn jono avaruudessa R"

on suppeneva.

Todistus. Olkoon {x,} Cauchyn jono euklidisessa avaruudessa R”. Olkoon 7' =
{x1,x2, ...} reaalilukujonon {x,} arvojoukko. Jos arvojoukko 7" on direllinen, niin
kaikki paitsi ddrellinen méard jonon {x,} termeistd ovat yhtdsuuria. Tédten lukujono

{x,} suppenee kohti kyseisti arvoa.
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Oletetaan arvojoukon 7 olevan ddreton. Osoitetaan Bolzano-Weierstrassin
lauseella, ettd arvojoukolla 7" on kasautumispiste p, ja osoitetaan lukujonon {x,}
suppenevan kohti pistettd p. Cauchyn ehdon perusteella arvojoukko 7" on rajoitettu.
Jos valitaan € = 1, on olemassa sellainen ng € N, etti kunn > ng, niin ||x, —x,,[| < 1.
Tiéten kaikki pisteet x,,, joillan > ng, ovat pallossa jonka sdde on 1 ja jonka keskipiste
on x,,. Télloin arvojoukko 7 on pallossa jonka side on 1 + M ja jonka keskipiste on
0, kun M suurin arvoista ||xq||, . .., ||x,,||. Koska arvojoukko T on rajoitettu déreton
joukko, Bolzano-Weierstrassin lauseen mukaan silld on kasautumispiste p eukli-
disessa avaruudessa R”. Osoitetaan seuraavaksi lukujonon {x,} suppenevan kohti
pistettd p.

Kun & > 0, on olemassa ny siten, ettd [|x, — x|l < 5, kunn > ng jam > ny.

Pallo B(p, %) sisdltdd pisteen x,,, jossa m > ng. Titen, kun n > ng, niin

E E
”xn _p” < ”xn _xm” + ”xm —]9” < 5 + E =é&,
eli limx, = p. O

Esimerkki 3.5. Olkoon R" euklidinen avaruus ja olkoon n € N. Téll6in lauseen 3.6
perusteella tiedetdin, ettd avaruus R” on tdydellinen. Tamén perusteella jokainen

euklidinen avaruus R" on taydellinen.

3.4 Funktion raja-arvo metrisessa avaruudessa

Pykaldssd 3.4 seurataan ldhdettd [1, s. 74-76].

Tassd pykildssd kdytetddn funktion raja-arvon tarkasteluun kahta metristd ava-
ruutta (M, dyy) ja (T, dr), missd dyy ja dy ovat avaruuksia vastaavat etdisyysfunktiot.
Lisiksi kdytetddn tarkasteluun joukon M osajoukkoa A. Funktiolla f tarkoitetaan jat-

kossa kuvausta f: A — T.
Mairitelmi 3.8. Jos p on joukon A kasautumispiste ja jos b € T, niin merkinnalla
(3.1 )}l_rg fx)=b
tarkoitetaan seuraavaa:
Jokaiselle luvulle £ > 0 on olemassa luku ¢ > O siten, etti

dr(f(x),b) <& aina,kunx € A, x # p,jady(x,p) <9.
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Maiiritelmastd ndhdéén, ettd f(x) tulee mielivaltaisen ldhelle pistettd b valitse-
malla mielivaltainen piste x tarpeeksi lidheltd kasautumispistettd p. Pisteen p tulee
olla joukon A kasautumispiste, jotta joukossa A on pisteitd x tarpeeksi ldhelld pistet-
td p kuitenkin siten, ettd x # p. Pisteen p ei kuitenkaan tarvitse kuulua funktion f
maddrittelyjoukkoon eikd pisteen b tarvitse olla funktion f arvojoukossa.

Miiritelma voidaan myos esittdd palloymparistdjen avulla. Siis (3.1) pétee, jos ja
vain jos jokaiselle pallolle By (b) on olemassa pallo By (p, r) siten, ettd By (p,r)NA

on epityhja joukko ja siten, ettd
f(x) € Br(b) aina, kunx € By (p,r) N Ajax # p.

Kuvassa 3.5 on havainnollistettu palloympaéristdjen avulla esitettyéd funktion raja-

arvon maaritelmaa.

Kuva 3.5. Funktion raja-arvo metrisessad avaruudessa.

Lause 3.7. Oletetaan pisteen p olevan joukon A kasautumispiste ja oletetaan, ettd
b e T. Tilloin

(3.2) lim f(x) = b,
xX—p

jos ja vain jos

(3.3) lim f(x,)=0b,
n—oo

Jokaiselle joukon A\ {p} pisteisti koostuvalle jonolle {x,}, joka suppenee kohti
pistettd p.

Todistus. (=):Jos (3.2) pitee, niin miiritelméan mukaan jokaiselle luvulle € > 0 on

olemassa 0 > 0 siten, ettd

(3.4) dr(f(x),b) <& aina,kunx € Aja0 <ds(x,p) <o
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Olkoon {x, } mielivaltainen pistettid p kohti suppeneva jono joukossa A\ {p}. Kohdan
(3.4) luvulle 6 on olemassa ng € Z, siten, ettd jos n > ng , niin ds(x,, p) < . Talldin
(3.4) perusteella dr(f(x,), b) < &), kun n > ng, ja tdlloin jono {f(x,)} suppenee
kohti pistettd b.

(&): Osoitetaan toiseen suuntaan kéyttdmalla ristiriitaa. Oletetaan kohdan (3.3)
patevin ja oletetaan, ettd kohta (3.2) ei tdlloin pade. Jos (3.2) ei pade, niin jollekin

& > 0jakaikille 6 > 0 on olemassa piste x joukossa A siten, ettd
0<ds(x,p) <6 mutta dr(f(x),b) > e.

Valitsemalla 6 = %, kun n = 1,2,..., on dskeisen perusteella oltava olemassa

vastaava joukon A \ {p} pisteistd koostuva jono {x,} siten, ettd
1
0<ds(xp,p) <—, mutta dr(f(x,),b) > e.
n

Maiiritelméin mukaan {x,} suppenee kohti pistettd p mutta oletuksen mukaan jono
{f(x,)} ei suppene kohti pistettd b. Talloin syntyy ristiriita kaavan (3.3) kanssa,
joten (3.2) seuraa kohdasta (3.3). O
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