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Vaikutuksen maksimointi sosiaalisessa verkostossa on hyvin laajasti ja pitkaén tutkittu ongel-
ma, jonka merkitys on sosiaalisen median kaytén yleistyesséa korostunut. Ongelma on hyvin tarked
erityisesti markkinatalouden, mutta myés poliittisen vaikuttamisen nakékulmasta. Ongelman tutki-
minen ja ratkaisutapojen kehittdminen antavat keinoja kokonaisvaltaiselle ja tehokkaalle vaikuttami-
selle. Taméan tydn tavoitteena on selvittda, mita vaikutuksen maksimointi sosiaalisessa verkostossa
tarkoittaa ja miten ongelma voidaan mééaritelld matemaattisesti. Tydn lopussa perehdytdén ongel-
man ratkaisuymparistéon ja sen vaativuustasoon. Tutkielmaan perehtyvélta odotetaan matematii-
kan perusasioiden tuntemusta sek& matemaattisten yliopistoalojen ensimmaisten vuosien kerrytta-
m&é& matemaattista osaamista.

Tyén ensimmaisesséd osiossa kaydaan lyhyesti 1api graafiteoriaa seka esitelldan yksi tiedon le-
vidmisen malli Independent Cascade. Toisessa osiossa maaritelladn tydssa tutkittava ongelma ma-
temaattisesti seka todistetaan vaikutusfunktion submodulaarisuus ja monotonisuus. Submodulaari-
suuden todistamista varten osiossa esitellaén Independent Cascade -malliin liittyva live-edge -malli.
Lopuksi tarkastellaan ongelman ratkaisuymparistéd muun muassa Greedy-algoritmin kautta.

Vaikutuksen maksimointi sosiaalisessa verkostossa tarkoittaa yksinkertaisuudessaan sita, etta
verkostosta pyritdan |6ytdmaan sellainen jollain tekijalla rajoitettu joukko ihmisia tai sosiaalisen me-
dian sovellusten tapauksessa kayttajia, joiden levittdmén tiedon avulla verkostossa saadaan enim-
maismaara ihmisid muuttamaan mieltdan tai kayttaytymistdan haluttuun suntaan. Ongelmaa tar-
kastellaan tassé tydssé Independent Cascade -mallin avulla.

Tuloksina saadaan ongelman NP-tydellisyys seka rajallinen argoritminen tehokkuus. Ratkai-
sun etsiva algoritmi patee hyvin kohtuullisen kokoisille graafeille, mutta mitd suurempia graafeja
kasitella&n, sitd huonompi on algoritmin tehokkuus.

Avainsanat: sosiaalinen verkosto, vaikutuksen maksimointi, graafiteoria, Independent Cascade, vai-
kutusfunktio
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1. JOHDANTO

Tiedon leviiminen verkostoissa on laajasti tutkittu ilmi6 ja sen kuvaamiseen on kehitetty useita
erilaisia matemaattisia malleja. Oikeanlaisen mallin valinta sovelluskohteen tulkintaa varten riip-
puu erityisesti verkoston rakenteesta ja tiedon leviimisen todellisesta kdyttdytymisestéd. Erilaisia
todellisen maailman verkostoja on huomattava maira ja siksi onkin tarkedd tehdd ero tdssd tyossa

tarkasteltavan sosiaalisen verkoston ja muiden verkostojen valill4.

Sosiaalisessa verkostossa solmuina ovat ihmiset ja kaarina ihmisten viliset yhteydet, kuten kave-
risuhteet, sukulaissuhteet tai vaikkapa tyosuhteet. Sosiaalisessa verkostossa tieto levidd ihmisten
toiminnan seurauksena muun muassa suullisesti tai viestikanavien vilitykselld. Sosiaalinen ver-
kosto eroaa esimerkiksi kartastosta hyvin monella tapaa. Kartastoa voidaan ajatella vaikkapa siten,
ettd solmuina ovat kaupungit ja kaarina tiet kaupunkien vililld. Kartastossa tiedon kulkeutuminen
voisi olla vaikka autojen siirtyminen eri kaupunkien vilill4. Toisaalta myos sosiaaliset verkostot
voidaan luokitella esimerkiksi sosiaalisen median sisidltdmiin verkostoihin ja reaalimaailman ver-
kostoihin. Tiedon levidminen sosiaalisessa mediassa on huomattavasti helpompaa ja nopeampaa.

Keskitytdén tdssa tyossd tarkastelemaan juuri sosiaalisen median verkostoja.

Ongelma, jota tyossi tarkastellaan, on vaikutuksen maksimointi sosiaalisessa verkostossa. Vaiku-
tus tarkoittaa yksinkertaisuudessaan sitd, ettd tiedon levidmisen seurauksena verkostossa tapahtuu
ajatus- tai kdyttaytymismallin muutoksia. Tétd ilmi6ta havainnollistaa hyvin yritysmaailmasta tuttu
kisite markkinointiviestintd. Ulkoisiin sidosryhmiin kohdistuvan markkinointiviestinnén tarkoitus
on saada aikaan kysyntdd tai kysyntddn myoOnteisesti vaikuttavia ilmioitd [7]. Vaikutuksen mak-
simoinnin avulla kohderyhmassé vallitsevaa myonteistd mielipidettd kyseessd olevaa palvelua tai

tuotetta kohtaan voidaan liséta.

Ongelman ratkaisut pyritddn 10ytdméédn sellaisten algoritmien avulla, jotka etsivit kaikista graa-
fin solmuista ne, jotka maksimoivat vaikutuksen graafissa. Kaksi keskeisintd ongelmaan liittyvai
haastetta ovat siis: "Miten kehittdd sellainen malli, jolla voidaan kuvata vaikutuksen levidmista
sosiaalisessa verkostossa? ja "Miten kehittidd tehokas algoritmi, joka 16ytdd mahdollisimman op-
timaalisen ratkaisun ongelmalle?" Ongelmalle onkin saatu kehitettyd algoritmeja, jotka kykenevit
Ioytamiin ratkaisun kohtuullisen kokoiselle verkostolle. Kuitenkaan vield ei ole loydetty algo-
ritmia, joka toimisi yhtd tehokkaasti myds paljon suuremmille graafeille. Kymmenien tuhansien
solmujen graafeille 50 solmun sy6tejoukon 16ytaminen vie uusimmillakin tietokoneilla tunteja [13].
Liséksi ongelman NP-tdydellisyyden vuoksi jokainen ratkaisualgoritmi tuottaa vain likiméérédisen

arvion ongelman ratkaisulle.

Tyossd kidytetddn useita eri ldhteitd liittyen vaikutuksen maksimointiin, sosiaalisiin verkostoihin



sekd graafiteoriaan. Tarkeimmat tydssd kdytetyt ldhteet ovat Kempe er al. kirjoittama artikkeli
Maximizing the spread of influence through a social network (2003), Lu et al. kirjoittama artikkeli
Scalable influence maximization under independent cascade model (2003) sekd Shakarian et al.
kirjoittama kirja Diffusion in Social Networks (2015). Lisidksi tydssd on kdytetty muita aiheeseen

liittyvid artikkeleita ja kirjoja, joitain enemmin ja joitain vain yhden mééritelmén verran.



2. SOSIAALINEN VERKOSTO -GRAAFITEORIA

Verkko -eli graafiteoria on matematiikan osa-alue, joka pyrkii mallintamaan asioiden vilisid suh-
teita erilaisissa verkoissa. Verkko tai verkosto miiritelldéin tietorakennetyyppind, joka koostuu
yhteen liitetyisti jirjestelmisté. Esitelldadn tdassd luvussa perustietoa graafeista seki yksi tavallisesti

kiytettiva tiedon levidmisen malli Independent Cascade.

2.1 Yleista graafeista

Graafi on pari G = (V,E), missd V on joukko solmuja ja E joukko kaaria. Jokainen kaari
on solmuista muodostuva pari, jonka alkiot ovat kaaren piitepisteitd. Jos parit ovat jarjestettyja,
puhutaan suunnatusta ja muussa tapauksessa suuntaamattomasta graafista. Maaritelldin tissa tyossd
graafi suunnattuna graafina siten, ettd kunkin kaaren ¢ = (v, u) € E suunta on solmusta v solmuun
u. Talléin (v,u) # (u,v). Solmujen lisdksi myOs kaarissa voi olla dataa, jota kutsutaan kaaren

painoksi. [12, s. 1]

Havainnollisesti graafi voidaan esittdi diagrammina, jossa solmut ovat pisteitd tai ympyroitd ja
kaaret pisteitd tai ympyroitd yhdistivid viivoja. Suunnatun graafin tapauksessa viivat voidaan

esittdd nuolina. [12, s.2]

Madritellddn seuraavaksi asian hahmottamisen kannalta muutamia tirkeitd seikkoja graafeihin

liittyen.

Madiritelmé 2.1. [12] Graafi on pari (V, E), missd V on joukko solmuja ja E € V X V joukko
kaaria. Jos on lisdksi annettu kuvaus w : E — R, kutsutaan kolmikkoa (V, E, w) painotetuksi

graafiksi. Suuretta w(e) kutsutaan kaaren e painoksi.

Madéritelma 2.2. [12, s. 1] Silmukka on kaari, joka yhdistdda solmun siihen itseend. Esimerkiksi

kaari e = (v, v) on silmukka solmussa v.

Madéritelma 2.3. [12, s. 1-2] Solmun aste on solmuun liittyvien kaarien miird. Jos aste on 0,

solmua sanotaan erilliseksi.

Miaritelma 2.4. [1, s. 29] Graafissa G polku on sellainen jono solmuja {vg,vi,...,v,}, ettd
jokaiselle luvulle i =0, 1,2, ...,n pitee v; € V ja lisdksi jokaiselle luvulle i = 1,2, 3, ..., n pitee

(vi-1,vi) € E.



Sosiaalinen verkosto on yksi kiytdnnon esimerkki siitd, mihin graafiteoriaa voidaan soveltaa. Sosi-
aalinen verkosto voidaan ajatella graafina, jonka solmuina ovat ihmiset ja kaarina ihmisten véliset
sosiaaliset yhteydet. Sosiaalisia verkostoja voivat olla esimerkiksi sosiaalisen median palveluis-
sa luodut kaveri- tai seuraajaverkostot, maantieteellisten valtioiden véliset sosiaaliset verkostot
tai tyopaikkojen tyontekijidverkostot. Tarkastellaan téssd tyOssa sosiaalista verkostoa, joka pohjau-
tuu Twitter-palvelun seuraussuhteisiin. Twitter-palvelun seuraajaverkosto on suunnattu graafi, silla
seuraajasuhteet ovat yksisuuntaisia. Kayttdjad saattaa seurata toista ilman, ettd hintd seurataan ta-
kaisin. On olemassa myos verkostoja, kuten Facebook, joissa kiyttédjien viliset suhteet ovat aina

molempiin suuntiin. Tdlloin kyseessd on suuntaamaton graafi. [9]

Otetaan esimerkiksi satunnaisesti valittu graafi T, jonka solmut ovat Twitter-palvelun kayttijid ja

kaaret seuraajasuhteita. Graafi on esitetty kuvassa 2.1.

Kuva 2.1. Piirros esimerkkigraafista T

Graafi T muodostuu siis kuudesta solmusta vy, vo, v3, V4, Vs ja vg. Kuvasta 2.1 ndhdddn solmujen
viliset suunnatut kaaret, jotka on esitetty nuolilla. Nuolen suunta kertoo kuka vaikuttaa kehenkin.
Twitterin tapauksessa seurattava kiyttdja vaikuttaa seuraajaan. Graafi T kertoo esimerkiksi sen, etta
kayttdjat v, ja v3 seuraavat toisiaan ja kdyttdjd v, seuraa kayttdjaa v, mutta kiyttdjd v ei seuraa

Kiyttdjis vy.

Miaritelma 2.5. [14, s. 22] Solmun v € V naapureiden joukko N(v) saadaan médrittelemalld
kuvaus N : V — 2V siten, etti N(v) = {u | (v,u) € E tai (u,v) € E}.

Tarkastellaan esimerkin vuoksi edelld midriteltyd graafia 7. Méiritelmédn 2.5 mukaan solmun
v3 naapureiden joukko on N(v3) = {vy,v2,ve} ja vastaavasti solmun v; naapureiden joukko on
N(v1) = {v2,v3,va}.

Mairitelma 2.6. [14, s. 23] Midritelldén erikseen solmuun tulevat ja solmusta ldhtevét naapurit.
Tulevien naapureiden joukko N;,(v) saadaan midrittelemilld kuvaus N;, : V — 2V siten, etti
Nin(v) ={u | (u,v) € E}. Vastaavasti ldhtevien naapureiden joukko N, (v) saadaan miérittele-

milld kuvaus N, : V — 2V siten, ettid Ny, (v) = {u | (v,u) € E}.

Maiéritelmin 2.6 perusteella graafin T solmuun vj tulevien naapureiden joukko on Ny, (v3) =

{v1,v2, ve} ja vastaavasti solmusta v3 ldhtevien naapureiden joukko on Ny, (v3) = {va}.



Mairitelmi 2.7. [2, Médritelmd D.1.4, s. 121]. Olkoon G = (V, E) graafi ja G’ = (V’, E’) toinen
graafi. G’ on graafin G aligraafi, jos ja vain jos V' C VjaE’' C E.

2.2 Independent Cascade -malli

Independent Cascade (IC) on diffuusiomalli, jota kdytetdéan paljon tiedon levidmiseen liittyvisséd on-
gelmissa. Sen lisdksi on muitakin yleisesti kaytettyja malleja, kuten esimerkiksi Linear Threshold,

mutta perehdytéén tissé tyossd tarkemmin vain IC -malliin. [14]

IC-mallissa sosiaalinen verkosto esitetddn suunnattuna vaikutusgraagina (influence graph). Vai-
kutusgraafissa kaaren suunta kertoo kuka vaikuttaa kehenkin. Kaaren ldhtésolmulla on vaikutus
kohdesolmuun. Toisin sanoen solmulla on vaikutus sen ldhteviin naapureihin ja toisaalta solmuun
kohdistuu vaikuttamista sen tulevilta naapureilta. Twitter-palvelun tapauksessa vaikutusgraafina
voidaan kdyttdd suoraan verkoston rakennetta, silld seuraajasuhteet ovat yksisuuntaisia. Suuntaa-
mattomien graafien tapauksessa vaikutusgraafi eroaa verkoston rakenteesta siten, ettd solmujen
vélilld oleva suuntaamaton kaari erotellaan kahdeksi vastakkaisiin suuntiin kulkevaksi kaareksi.
[14,s. 21]

Lahteen [14, s. 22] mukaan vaikutusgraafin solmuilla on kolme mahdollista tilaa: epdaktiivinen,
positiivinen ja negatiivinen, joista aktiivisia tiloja ovat positiivinen ja negatiivinen. Yksinkertaiste-
taan ongelmaa kuitenkin téssi ty0ssa siten, ettd maaritetddan solmulle vain kaksi mahdollista tilaa:

epdaktiivinen (I) ja aktiivinen (A).

Maaéritelma 2.8. [14, s. 22] Solmun tila M(v) saadaan kuvauksesta M : V — {A, I} siten, etti
M(v) € {AI}.

Jaetaan aktiiviset solmut vield kahdeksi erilliseksi joukoksi SIR -mallin [3] mukaan: juuri akti-
voituneiden solmujen joukoksi, jonka solmut ovat kykenevid tartuttamaan muita solmuja. ja aikai-
semmin aktivoituneiden solmujen joukoksi, jonka solmut eivit enéé tartuta muita solmuja. Tami
malli noudattaa siis muun muassa ldhteessd [3] mainittua Susceptible-Infected-Recovered (SIR)
-mallia eli suomennettuna Altis - Tartutettu - Toipunut -mallia. Malli jakaa graafin solmut kolmeen
erilliseen joukkoon, missd ensimmdiinen joukko S (susceptible) on tartunnalle alttiiden eli toisin
sanoen solmujen joukko, toinen joukko I (infected) on juuri tartunnan saaneiden solmujen joukko,
jonka solmut kykenevit vield vaikuttamaan muihin solmuihin, ja kolmas joukko R (recovered) on

aikaisemmin aktivoituneiden solmujen joukko, jonka solmut eivit enii vaikuta muihin solmuihin.

Merkitién tassd tyossd graafin kaikkien juuri aktivoituneiden solmujen joukkoa H, muiden aktiivis-
ten eli toipuneiden solmujen joukkoa R ja kaikkien epidaktiivisten solmujen joukkoa S. Merkitiddn

nditd joukkoja ajanhetkelld t: H;, R; ja S;.

Tiedon leviaminen IC-mallissa tapahtuu solmujen aktivoitumisten kautta. Kun juuri aktivoituneella
solmulla v € H on vihintdén yksi naapurisolmu u € Ny, (v), se voi laittaa tiedon levidméén naa-
purilleen, joka niin altistuu vaikutukselle. Jos altistuminen johtaa naapurisolmun aktivoitumiseen,
puhutaan tartunnasta. Se, miten tieto levidd ja mitd aktivoituminen tarkoittaa riippuu sovellus-

kohteesta. Sosiaalisessa mediassa tieto voi levitid esimerkiksi julkaisujen kautta, jolloin julkaisijan



seuraajat altistuvat julkaisun siséltimaélle tiedolle. Jos seuraajat sitten muuttavat kayttiytymistdaan
tai ajatuksiaan tiedon perusteella, voidaan sanoa, ettd seuraajat saavat tartunnan ja niin aktivoituvat
graafissa. Esimerkiksi jonkin taudin tartuntaverkostoja tutkittaessa aktivoituminen voisi olla taudin
tarttuminen henkil6stéd toiseen. Toisaalta sosiaalisen median kanavissa aktivoituminen voitaisiin

ndhdi vaikkapa vaikuttavan kdyttdjan julkaisun jakamisena. [4]

IC-mallissa diffuusioprosessi etenee diskreetteind aika-askelina t = 0, 1, 2, 3, .... Diffuusioproses-
sin edetessd aktiivisilla solmuilla on mahdollisuus aktivoida niiden epéaktiiviset ldhtevit naapu-
rinsa. [10, s. 35] Toisaalta epdaktiivisilla solmuilla on mahdollisuus aktivoitua niiden tulevien

naapureiden vaikuttamina.

Seuraavat midritelmaét ja tulokset on pienin muutoksin otettu ldhteestd [10].

Mairitelma 2.9. Syotejoukko Hy on kaikkien aktiivisten solmujen joukko graafissa G = (V, E)
ajanhetkelld ¢ = 0.

Oletetaan, ettd solmu voi prosessin aikana muuttua epdaktiivisesta aktiiviseksi, mutta ei toiseen
suuntaan. Tilloin puhutaan progressiivisesta tai monotonisesta prosessista. Ei-progressiivisessa

prosessissa aktiiviset solmut voivat muuttua takaisin epédaktiivisiksi.

Diffuusioprosessi aloitetaan valitsemalla jokin syotejoukko Hy. Sen jidlkeen jokainen juuri aktivoi-
tunut solmu v € H yrittdd vaikuttaa epdaktiivisiin ldhteviin naapureihinsa. Jokaisella solmulla v on
vain yksi mahdollisuus vaikuttaa kuhunkin ldhtevdin naapuriinsa. Vaikutusyrityksen seurauksena
solmu u € Ny, (v) joko aktivoituu tai ei aktivoidu. Prosessi jatkuu, kunnes uusia aktivoitumisia ei

endd tapahdu.

IC-mallissa vaikutusgraafi on painotettu graafi G = (V, E, w), jossa jokaisen kaaren ¢ = (u,v) € E

paino w(e) on todennékoisyys, jolla solmu u aktivoi solmun v.

Miaritelma 2.10. Olkoon H; ajanhetkelld ¢ tartuttavien solmujen joukko. Ajanhetkelld 7 jokainen

solmu v € H, tartuttaa epdaktiiviset naapurinsa u € N, (v) todenndkoisyydelld w(u, v).

Mairitelmi 2.11. Olkoon G = (E, V,w) painotettu graafi. Graafi G on vaikutusgraafi jos ja vain

jos jokaisen kaaren (u, v) painolle w(u, v) pitee 0 < w(u,v) < 1.

Todennékoisyysfunktio w voi midrdytyd tilanteesta ja aktivoitumistavasta riippuen esimerkiksi
solmujen vilisen vuorovaikutuksen tai maantieteellisen etdisyyden perusteella [10, s. 34]. Jos
aktivoituminen tarkoittaa esimerkiksi taudin tarttumista henkilostd toiseen, on maantieteelliselld
etdisyydelld suuri vaikutus tartunnan todennékdisyyteen. Jos henkil6t eivit ikind kohtaa fyysi-
sesti, on todennékoisyys sille, ettd toinen toinen henkild tartuttaa toisen 0. Toisaalta jos henkilot
esimerkiksi tyOskentelevit samassa tilassa péivittidin, on tartunnan mahdollisuus olemassa. Tal-
16in todenndkoisyysfunktiota w médriteltdessd, otetaan huomioon henkildiden vilinen fyysinen

etdisyys.



Maiiéritetddn pseudokoodina algoritmi, joka kuvaa IC-prosessin etenemisti graafissaG = (V, E, w).
Algoritmissa 1 R; on kaikkien toipuneiden solmujen joukko, H; kaikkien tartuttavien solmujen ja

S; kaikkien epdaktiivisten solmujen joukko graafissa G ajanhetkelld i.

Algorithm 1 Independent Cascade
1:i=0
2: annettu Hy
3: while H; # 0 do
4: forv € H; do

5: for u € N,,,;(v) do

6: if u € S; then

7: todennékoisyydelld w (v, u)
8: lisdd u € H;y1 ja aktivoi u
9: end if

10: end for

11: lisdd v € R4

12: end for

13: i=i+1

14: end while

Esimerkki 2.1. Kuvassa 2.2 on esimerkki diffuusioprosessista IC -mallissa. Juuri aktivoituneet
solmut on esitetty esimerkissé keltaisella, muut aktiiviset solmut harmaalla ja vield epdaktiiviset

solmut valkoisella. Kuvasta ndhdddan myos tartuntojen todennékdisyydet, eli kaarien painot.

(c)t=2 @dit=3

Kuva 2.2. Kolmen aika-askeleen pituinen diffuusioprosessi graafissa T



Kuvasta 2.2a nidhdddn diffuusioprosessin syotejoukko Hy = {vs}. Prosessin alussa ajanhetkelld
t = 0, solmulla v5 on mahdollisuus aktivoida sen ainoa ldhteva naapuri ve. Kuvasta 2.2b ndhdién,
ettd tartunta on onnistunut ja solmu vg on muuttunut aktiiviseksi. Samalla aktiivinen solmu vs
muuttuu harmaaksi. Seuraavalla ajan hetkelld + = 1 solmulla v¢ on mahdollisuus aktivoida sen
naapurit v4 ja v3. Kuvasta 2.2¢ ndhdién, ettd solmut v3 ja v4 aktivoituvat ja muuttuvat keltaisiksi.
Samalla tartuttanut solmu v¢ muuttuu harmaaksi. Ajanhetkelld t = 2, solmulla v3 on mahdollisuus
aktivoida solmu v,, mutta kuten kuvasta 2.2d ndhdain, aktivointi ei onnistu ja solmu v, jai
epdaktiiviseksi. Kuvasta 2.2d nidhddin myds, ettd juuri aktivoituneita solmuja ei ole enii jiljelld,

joten diffuusioprosessi pysahtyy.

Kuvasta 2.2 huomataan myds, ettd solmulla v; ei ole yhtiddn naapuria joukossa N;,(v1), joten silla
ei ole kyseisessd prosessissa mahdollisuutta aktivoitua. Lisédksi tapauksessa, jossa jonkin solmun
ldhtevd naapuri on aktivoitunut jo jonkun muun solmun tartuttamana ei kyseiselld solmulla ole

endd mahdollisuutta vaikuttaa naapuriinsa.



3. VAIKUTUKSEN MAKSIMOINTI -ONGELMA

3.1 Vaikutuksen maksimointi IC-mallin avulla

Vaikutuksen maksimoinnissa (IM) (influence maximization) yritetdéan 16ytaa sellainen syotejouk-
ko IC-prosessille, ettd prosessissa aktivoituvien solmujen lukumééri olisi mahdollisimman suuri.
Syotejoukko on se joukko solmuja, jotka asetetaan aktiivisiksi ennen kuin prosessissa on tapahtu-
nut yhtdén vaikuttamisyritysti. Syotejoukko on siis kaikkien aktiivisten solmujen joukko graafissa
ennen, Kuin tieto siina alkaa levitd. [4] Syotejoukko valitaan usein joidenkin merkittyjen solmujen
joukosta, silld sen valitsemiseen liittyy poikkeuksetta jokin lukumdiérain liittyvi rajoite. Jos ra-
joitetta ei olisi, vaikutuksen maksimoinnin ongelma olisi melko yksinkertainen: asetettaisiin vain
kaikki solmut alussa aktiivisiksi ja maksimaalinen vaikutus olisi saatu. Toinen ddripéd4 olisi vali-
ta syotejoukoksi tyhja joukko, jolloin graafissa ei intuitiivisestikaan ajateltuna voi tapahtua uusia

aktivoitumisia.

Ajatellaan esimerkin vuoksi tilannetta, jossa yritys haluaa markkinoida uutta tuotettaan tietylle
kohderyhmalle jonkin budjetin rajoissa. Markkinoidakseen tuotetta yritys péattad valita tunnettu-
ja somevaikuttajia tuotekokeiluun. Suostuakseen mainontaan somevaikuttajat haluavat vastineeksi
rahaa. Yrityksen budjetti ei riitéd siihen, ettd jokaiselle kohderyhmén jdsenelle maksettaisiin tuot-
teen kokeilusta. Sen sijaan yrityksen on l0ydettidvd somevaikuttajien joukosta sellainen budjetin

kokoinen joukko, jonka vaikutus kohderyhméén olisi mahdollisimman suuri.

Madritelldédn syotejoukon Hy vaikutus (influence) IC-prosessissa aktivoituvien solmujen lukumaia-

rian odotusarvona seuraavasti.

Madéritelmi 3.1. Olkoon Hj syotejoukko graafissa G = (V, E). Prob[v|Hy] on todennékdisyys,
jolla solmu v aktivoituu IC-prosessissa, kun prosessin syotejoukko on Hy. Vaikutusfunktio o-(Hgp) on
aktiivisten solmujen lukumaéérin odotusarvo IC-prosessin jidlkeen. Toisin sanoen vaikutusfunktio

on

o (Ho) = )" Prob[v|Hy]. 3.1)
veV

Vaikutuksen maksimoinnissa tavoitteena on 16ytéda sellainen sy6tejoukko, jolle vaikutus on kaikista

suurin. Seuraavassa midritelméssé 3.2 kuvataan matemaattisesti tdssd tyossi tarkasteltava ongelma.
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Mairitelmi 3.2. Olkoon Hy syotejoukko graafissa G = (V, E). Lisiksi on annettu luku & siten, ettd
|Hy| < k. Vaikutuksen maksimoinnin ongelma voidaan ratkaista 16ytdmalla sellainen syotejoukko
Hy, jolle

o (Hp) = Z Prob[v|Ho] (3.2)
vev

on mahdollisimman suuri.

Joissain tapauksissa IM-ongelma on hyvin yksinkertainen ja oikea syotejoukko voidaan néhda
melko suoraan. Otetaan esimerkiksi tilanne, jossa valittavassa syodtejoukossa voi olla korkeintaan

yksi solmu ja graafi on kuvan 3.1 mukainen.

ONO

® ®
O \@

Kuva 3.1. Yksinkertainen tapaus vaikutuksen maksimoinnille

Kuvasta 3.1 ndhdééin, ettid solmulla vs on vaikutus kaikkiin muihin solmuihin, joten valitsemalla
syotejoukoksi Hy = {vs} saadaan suurin arvo o (Hy). T4ll6in huonoimmassa tapauksessa aktii-
visten solmujen lukuméird prosessin lopuksi on H = {vs} ja parhaassa tapauksessa H = V.
Valitsemalla syotejoukoksi miké tahansa muu solmu saadaan parhaassakin tapauksessa aktiivisten

solmujen lukumaéériksi vain |H| = 1.

Toisaalta usein sosiaalisissa verkostoissa on huomattava maara solmuja ja yhteyksid, jolloin esimer-

kiksi kuvan 3.2 kaltaisesta graafista on lihes mahdotonta valita parasta sytejoukkoa intuitiivisesti.

Kuva 3.2. Kuva graafista, jossa on suuri mddrd solmuja [11].
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3.2 Vaikutusfunktion submodulaarisuus

Vaikutuksen maksimoinnin ongelmalle voidaan kehittdd algoritmeja, jotka etsivit graafista sellai-
sen syotejoukon, jolle vaikutusfunktion arvo on mahdollisimman suuri. Téllainen algoritmi voi-
daan kehittdd muun muassa vaikutusfunktion submodulaarisuuden kautta [4]. Tarkastellaan siis

seuraavaksi IC-mallin vaikutusfunktion submodulaarisuutta.

Madritellddn ensiksi submodulaarinen funktio. Submodulaarisuuden mééritelma 3.3 Ioytyy esi-
merkiksi ldhteestd [8].

Madéritelma 3.3. Jos Q on ddrellinen joukko niin submodulaarinen funktio on joukkofunktio
f 129, missid 29 on kaikkien joukon Q alijoukkojen joukko (sisiltien myos joukon ), joka

tayttdd jonkun seuraavista ehdoista:

1. Jokaiselle X,Y C Q, kun X C Y, ja jokaiselle x € Q\Y pitee f(X U {x}) - f(X) = f(Y U
{xh) - f().
2. Jokaiselle S, T C Q pitee f(S)+ f(T) = f(SUT)+ f(SNT)

3. Jokaiselle X C Q ja x;,xp € Q\X, kun x; # pitee f(X U {x1}) + f(X U {x2}) = f(X U
{x1,x2}) + f(X).

Seuraavat madritelmait, lauseet ja tulokset luvussa 3.2 on kirjoitettu lahes yksinomaan ldhteen [4]

pohjalta.
Lause 3.1. Mielivaltaiselle IC-mallille vaikutusfunktio o () on submodulaarinen.

Submodulaarisuus voidaan siis todistaa tarkastelemalla erotusta o-(Hy U v) — o (Hp), missd Hy
on mielivaltainen syotejoukko ja v jokin solmu graafissa. Toisin sanoen halutaan tarkastella sitid
muutosta vaikutusfunktiossa, joka saadaan, kun solmu v liséitidén syotejoukkoon. Tdtd muutosta
on vaikea analysoida suoraan, silld vaikutusfunktion suuruutta voi olla vaikea arvioida. Vaikeaksi
arvioinnin tekee esimerkiksi se, ettd ei ole madritetty sitd jdrjestystd, milld tietylld ajanhetkelld

olevat tartuttavat solmut yrittavit aktivoida naapureitaan.

Lause 3.1 on todistettu ldhteessd [4] ja kdydddn todistus myOs tdssd tydssd ldpi. Mééritellddn
kuitenkin ensin todistusta varten tarvittava live-edge-malli. Live-edge-mallissa ndkokulma IC-
prosessin kulkuun poikkeaa hieman aiemmin esitellystd algoritmista 1, mutta ei muuta prosessin
tulosta. Live-edge -mallin avulla on kuitenkin helpompi nihdi, etti tietylld ajanhetkelld tartuttavien
solmujen vaikuttamisjérjestykselld ei ole vilid. Tastd tuleekin IC-malliin nimeen liitetty sana

independent eli riippumaton.

Tarkastellaan sellaista kohtaa prosessissa, jossa tartuttava solmu v yrittad aktivoida sen naapurisol-
mun u € Ny, (v). Ajatellaan aktivoimisyritys tapahtumana, jossa heitetdidn painotettua kolikkoa
niin, ettd solmun u aktivoivan puolen todennikoisyys on w(v, u). Jos kolikonheiton tulos katsotaan
vasta vaikuttamishetkelld, heiton ajankohdalla ei ole merkitystd. Voidaan siis pééttdd, ettd jokai-

selle graafin kaarelle (u, v) kolikko painotuksella w(u, v) on heitetty jo aivan prosessin alussa ja
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heiton tulos on tallennettu muistiin. Kunkin heiton tulos katsotaan vasta tilanteessa, jossa solmu
v on tartuttava solmu ja u epdaktiivinen solmu. Jos jokaisen kaaren kohdalla kolikko heitetdén jo
aivan prosessin alussa, voidaan prosessia kuvata seuraavasti: kaikki ne kaaret, joille kolikon heitta-
minen tuottaa solmun aktivoitumisen graafissa G ovat live-kaaria ja kaikki loput kaaret ovat bloc-
ked-kaaria. Jos siis heitetdin kaikki kolikot ja aktivoidaan sydtejoukko prosessin alussa, voidaan

aktiivisten solmujen joukko prosessin jilkeen maéritelld melko helposti.

Miaritelma 3.4. Olkoon Hj syotejoukko graafissa G = (V, E). Solmu v € V aktivoituu IC-
prosessissa jos ja vain jos solmuun v on olemassa sellainen polku jostain solmusta u € Hy, joka

koostuu vain live-kaarista. Midritelldin téllainen polku live-edge-polkuna.

Esimerkki 3.2. Otetaan esimerkiksi kuvan 3.3 mukainen graafi. Kuva on graafin tilanne aivan
prosessin alussa, kun kaikkien kaarien kohdalla on heitetty kaaren painolla painotettu kolikko.
Painoja ei ole merkitty kuvaan, mutta kaaren véri kertoo kolikon heiton tuloksen. Vihrei kaari on
live-kaari ja punainen kaari puolestaan blocked-kaari. Graafiin on merkitty keltaisilla solmuilla

prosessin syotejoukko.

Kuvan 3.3 graafista ndhdiin kaikki live-edge-polut, jolloin voidaan helposti méérittdd prosessin
aikana aktivoituvat solmut. Kaikki live-edge polut ovat (E, F), (E, F,K), (E,G), (G, J), (G,J,I)
ja (C, H), joten lopussa aktiivisten solmujen joukko on {E,G,C, F,K,J, I, H}. Liséksi kuvasta
voidaan nédhda, ettd vaikka kaari (B, A) onkin live-kaari, ei solmu A voi aktivoitua, silld siihen ei

ole olemassa live-edge-polkua yhdestikédédn syotejoukon solmusta.

Kuva 3.3. Esimerkkipiirros graafista, jonka kaarille on suoritettu live-edge-mallin mukainen koli-
konheitto. Kuvasta néhddcdn kaikki live- ja blocked -kaaret.

Madritellaan todennédkdisyysavaruus, jossa jokainen piste on mahdollinen tulosjoukko tapahtumal-
le, jossa jokaisen kaaren kolikko heitetiéin. Olkoon X yksi piste tidssd otosavaruudessa. Mééritelldén
ox(Hy) kaikkien prosessissa aktivoituneiden solmujen joukkona, kun Hy on prosessin syotejouk-
ko ja X kaikkien kolikonheittojen tulosjoukko. Koska joukko X on jo muodostettu, ox (Hp) on itse

asiassa deterministinen suure, jonka arvo voidaan ilmaista seuraavasti: Olkoon R(v, X) kaikkien
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niiden solmujen joukko, joihin on olemassa live-edge-polku solmusta v. Médritelmén 3.4 perus-
teella ox(Hp) on niiden solmujen joukko, joihin on olemassa live-edge-polku jostain solmusta

v € Hy, ja sen kardinaalisuus on ekvivalentti yhdisteen U, ¢, R(v, X) kardinaalisuuden kanssa.

Todistus lauseelle 3.1 Olkoon X yksi mahdollinen kolikonheittojen tuottama tulosjoukko. Viitetdin
ensin, ettd jokaiselle tulosjoukolle X, vaikutusfunktio ox(A) on submodulaarinen ja yritetddn
todistaa tdmid. Olkoot S ja T solmujoukkoja siten, ettd S C T. Tarkastellaan erotusta ox (S U
{v}) — ox(§). Tdma erotus on siis kaikkien niiden solmujen # € R(v, X) lukumiéri, jotka eivit
ole vield yhdisteessd U, s R (u, X). Toisin sanoen erotus ox (S U {v}) — 0x(S) on vihintdén yhta
suuri kuin niiden solmujen u# € R(v, X) lukuméiéri, jotka eivit ole vield yhdisteessd U, e R (u, X).
Tastd seuraa ox (SU{v}) —ox(S) = ox(T U{v}) — ox(T), miki todistaa vaikutusfunktion oy (-)
submodulaarisuuden. Vaikutusfunktio o-(H) saadaan kaikkien mahdollisten vaikutusfunktioiden

ox(Hp) painotettuna keskiarvona seuraavasti:

o (Hp) = Z Prob[X] - ox (Ho) (3.3)
kaikki tulosjoukot X

Koska submodulaaristen funktioiden epénegatiivinen lineaarikombinaatio on myos submodulaari-

nen, niin vaikutusfunktio o-(-) on submodulaarinen. O

3.3 Algoritmit

Vaikutuksen maksimoinnin ongelmalle on kehitetty useita algoritmeja, jotka yrittavit 10ytdd mah-
dollisimman hyvin ratkaisun. Léahteessé [4] nédytetdén, ettd optimaalisen ratkaisun loytdminen on
NP-tdydellinen ongelma ja siksi algoritmit perustuvatkin odotusarvojen laskentaan ja Monte-Carlo-
simulointiin. Esitelldin tdssd luvussa algoritmi, joka pohjautuu David Kempen kehittiméan alku-
perdiseen Greedy-algoritmiin [4]. Kempe kehitti Greedy-algoritmin tuottamaan approksimaation
syotejoukosta, joka maksimoi vaikutuksen IC-prosessissa. Sen jilkeen algoritmin tehokkuutta on
yritetty parantaa ja useita algoritmeja onkin kehitetty, esimerkkeind lahteessi [6] esitetyt algoritmit

CascadeDiscount ja ScoreCumulate.

Aiemmin osoitettiin, ettd vaikutusfunktio o-(-) on submodulaarinen. Niytetddn nyt, ettd funktio on

myO0s monotoninen.

Miaritelma 3.5. Olkoon S ja T joukkoja siten, ettd S C T. Joukkofunktio f on monotoninen, jos
sille pitee f(S) < f(T).

Lause 3.3. Mielivaltaiselle IC-mallille vaikutusfunktio o () on monotoninen. [13]

Todistus lauseelle 3.3. Kdytetddn todistuksessa apuna osiossa 3.2 médriteltyd todennikoisyysava-
ruutta ja live-edge-mallia. Olkoon ox (Hp) kaikkien prosessissa aktivoituneiden solmujen joukko,
kun Hj on prosessin syotejoukko ja X kaikkien kolikonheittojen tulosjoukko. Viitetdén ensin, ettd
jokaiselle tulosjoukolle X ja syotejoukolle Hy, vaikutusfunktio ox (Hy) on monotoninen ja todiste-

taan tamd. Oletetaan, ettd solmu v kuuluu jo syotejoukkoon Hy. Jos lisdtdén syotejoukkoon solmu
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v, vaikutusfunktion ox (Hp) arvo pysyy samana. Oletetaan sitten, ettd solmu v ei kuulu vield syo-
tejoukkoon. Selvisti ndhd&én, ettéd lisadmalld v syotejoukkoon saadaan ox (Hg) < ox(Ho U {v}).
Vaikutusfunktio ox on siis monotoninen. Kuten lauseen 3.1 todistuksessa niytettiin, vaikutus-
funktio o (Hy) saadaan kaikkien tulosjoukkojen X funktioiden ox(Hp) lineaarikombinaationa.
Koska monotonisten funktioiden epinegatiivinen lineaarikombinaatio on myds monotoninen, niin

vaikutusfunktio o (-) on monotoninen. O

Léhteen [13] mukaan jokaiselle sekd submodulaariselle etti monotoniselle funktiolle f, jolle
f(0) = 0, saadaan k solmun kokoinen syotejoukko approksimoitua yksinkertaisella Greedy-

algoritmilla. Algoritmi on esitetty algoritmissa 2.

Algoritmi 2 on niin kutsuttu ahne algoritmi, mika tarkoittaa sitd, ettd algoritmi pyrkii ratkaisemaan
ongelman tekemailld jokaisessa vaiheessa mahdollisimman optimaalisen, mutta lyhytnikoisen pda-
toksen [5]. Algoritmissa on k kierrosta. Aluksi syotejoukko Hj alustetaan tyhjiksi ja jokaisella
kierroksella algoritmi pyrkii lisddmiin syotejoukkoon yhden solmun v € V, joka maksimoi vai-
kutusfunktioon kohdistuvan lisdyksen o-(Hy U {v}) — o-(Hp). [13] Algoritmi 2 on otettu ldhes

sellaisenaan ldhteesta [13].

Algorithm 2 Greedy Algorithm
1: Alusta Hy =0
2: fori=1tokdo
3: valitse v = argmax, g, (07 (Ho U {u}) — o (Hop))
4
5

Hy = Hy U {v}
: end for

Todellisuudessa algoritmin 2 siirtiminen kiytdntdon on tietenkin hiukan monimutkaisempaa kuin
miltd ndyttdd. Ennen kuin parhaat mahdolliset solmut kyetéén valitsemaan, on tehtéivi suuri méiéra
Monte-Carlo -simulaatioita ja suoritettava muun muassa todennédkoisyyksiin perustuvia laskutoi-
mituksia. [13] Kéytdnnosséd algoritmi joutuu jokaisella kierroksella kdyméain ldpi Monte-Carlo
-simulaatioilla tuotettuja aligraafeja, kun se laskee odotusarvoja solmujen vaikutuksille. Tami
selittid myos algoritmin tehokkuutta suurikokoisten graafien tapauksissa. Lahteen [6] mukaan
Greedy-algoritmin laskennallinen tehokkuus O-notaatiolla ilmaistuna on O (kR|V||E|), missd R
on Monte-Carlo -simulaatioiden lukumééri ja |V| ja |E| solmujen ja kaarien lukuméérit graafissa.

Tamai tehokkuus tekee algoritmista tosielamén verkostoihin sovellettuna hyvin epéakéytidnnollisen.

Vaikutuksen maksimoinnille kehitettyjen algoritmien laskennallinen teho suurikokoisille graafeille
on edelleen kehityksestd huolimatta huono. Lihteen [13] mukaan esimerkiksi vuoden 2009 tutki-
muksessa kehitetylld lazy-forward -algoritmilla menee useita tunteja valita 50 solmun syotejoukko

muutaman tuhannen solmun graafista.
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4. YHTEENVETO

Graafiteoriaa voidaan soveltaa sosiaalisiin verkostoihin niin sosiaalisen median kuin todellisenkin
elamin tapauksissa. Sosiaalisiin verkostoihin liittyy aina tiedon kulkeutumista ihmisten vililld ja
titd tutkimalla voidaan johonkin verkostoon yrittii levittdd haluttua vaikutusta. Vaikutuksen mak-
simointi tahtdi siihen, ettd mahdollisimman suuri osa ihmisié jossain tietyssi verkostossa saadaan
muuttamaan mieltdin tai kdyttdytymistdin haluttuun suuntaan. Taméin tutkiminen matemaattisesti

ja ratkaisutapojen esittdminen ovatkin olleet timén tyon tarkoituksena.

Taulukossa 4.1 on tiivistetty yhteenveto tistd tutkielmasta. Taulukossa on lueteltuna tyon siséltd

lyhyiden avainsanojen avulla.

Taulukko 4.1. Tiivistetty yhteenveto tutkielmasta

Ongelma Vaikutuksen maksimointi graafissa

Sovellusalue Sosiaalinen verkosto

Kiytetyt mallit Independent Cascade, Live-Edge

Olennaiset lauseet Vaikutusfunktion submodulaarisuus ja
monotonisuus

Ratkaisumallit Greedy-algoritmi

Haastavuus Ongelman NP-tiydellisyys, algoritmien huono
tehokkuus suurikokoisille graafeille

Tyon alussa esiteltiin yleistd teoriaa graafeista ja pyrittiin kertomaan, miten graafiteoriaa voidaan
soveltaa sosiaaliseen verkostoon. Todettiin esimerkiksi se, ettd sosiaaliset verkostot voivat erota
toisistaan monella tapaa. Kuitenkin moniin verkostoihin voidaan hyddyntdid jo olemassa olevia
tiedon levidmisen malleja, joista yksi on Independent Cascade. IC-malliin perehdyttiin luvussa 2.2

ja olennaista on, ettd kyseessid on diskreetteini aika-askelina etenevi prosessi, jonka jokaisessa
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vaiheessa aktiiviset solmut pyrkivit vaikuttamaan l&hteviin naapureihinsa. Prosessi jatkuu, kunnes

uusia aktivoitumisia ei enii tapahdu.

Luvussa 3 méiriteltiin varsinainen ongelma IC-mallin kautta. Kappaleessa todistettiin vaikutus-
funktion submodulaarisuus ja monotonisuus, jotka ovat olennaisia seikkoja ratkaisualgoritmeja
muodostettaessa. Submodulaarisuus todistettiin /ive — edge -mallin avulla, miki osoitti my0s sen,

ettd solmujen aktivoitumiset voidaan ajatella toisistaan riippumattomina tapahtumina.

Lopulta aliluvussa 3.3 paddyttiin tarkastelemaan ongelman ratkaisemista. Saatiin tulos, ettd on-
gelma on NP-tidydellinen ja, ettid suurikokoisille graafeille algoritmien suorittaminen saattaa vieda
edelleen useita tunteja. Ongelmalle on kuitenkin kehitetty algoritmeja, jotka pyrkivit 10ytdméain
sellaisen jollain annetulla luvulla k rajoitetun syotejoukon, jolle vaikutusfunktio saadaan maksimoi-
tua. Luvussa 3.3 esitetty yksinkertainen Greedy-algoritmi laskee jokaisella kierroksella solmun,

joka tuottaa suurimman lisdyksen vaikutusfunktioon ja lisdd sen syotejoukkoon.
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