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Téssd tutkielmassa kasittelemme LU-hajotelmaa, joka on yksi matriisihajotelmista.
Hajotelman avulla tutkittava matriisi voidaan esittdd kahden kolmiomatriisin tulo-
na. Ndiden kolmiomatriisien muoto, yksinkertaisuus ja ominaisuudet mahdollistavat
alkuperdisen matriisin tutkimisen ja analysoimisen, sekd matriisia vastaavan lineaa-
risen yhtdloryhmin ratkaisemisen tehokkaasti. Tutkielmassa keskitytddn pddasias-
sa neliomatriiseihin, silld hajotelman muodostamiseen kaytettivd algoritmi on nédin
helpompi ymmartaa ja sisdistdd. LU-hajotelma on luonteeltaan hyvin mekaaninen
metodi, jonka seurauksena tutkielman teoreettinen osuus ei ole kovin haastava. Tasta
johtuen tutkielmassa esiteetddn laskennallisia esimerkkejd, jotka tuovat esiin LU-
hajotelman kéytannollisyyden eri tapauksissa.

Rakenteeltaan tutkielma jakaantuu kolmeen kisittelylukuun seki johdantoon. En-
simmaisessa kisittelyluvussa, eli luvussa 2, esitetdédn tutkielman kannalta olennaisia
esitietoja matriisilaskennan ja lineaarialgebran osalta. Esitietojen sisdistiminen antaa
lukijalle hyvit ldhtokohdat tutkielman padaiheen ymmartdmiseen.

Luvussa 3 puolestaan syvennytididn tarkemmin tutkielman piddaiheeseen. Luvun
ensimmadisessd aliluvussa esitetidin LU-hajotelman méiritelma ja havainnollistetaan
sitd esimerkin avulla. Toisessa aliluvussa esitetdin kolme erilaista menetelméa hajo-
telman muodostamiseksi ja esitetddn havainnollistava esimerkki jokaiselle menetel-
malle. Kolmannessa aliluvussa esitetdin, kuinka matriisin determinantti voidaan las-
kea helposti hyodyntaen LU-hajotelman muodostavien kolmiomatriisien ominaisuuk-
sia. Lopuksi luvun viimeisessi aliluvussa perehdytidin siihen, kuinka LU-hajotelmaa
hyodyntdmalld voidaan ratkaista lineaarisia yhtdloryhmid. Tami onkin yksi yleisim-
mistd LU-hajotelman sovelluskohteista.

Tutkielman viimeisessd luvussa, eli luvussa 4, esitelldédn taloustieteessd paljon

hyodynnetty panos-tuotos-malli. Mallin matemaattinen idea ja analysointi on suo-



rassa yhteydessd lineaarialgebraan, joten esitimmekin mahdollisia LU-hajotelman
hyodyntamiskohteita malliin liittyen.

Tutkielman laskennallinen luonne mahdollistaa asian ymmartimisen ilman vah-
vaa teoreettista taustatuntemustakin. Lahtotietoina lukijalta oikeastaan odotetaan vain

lineaarialgebran perusteiden hallitsemista.

Avainsanat: lineaarialgebra, matriisi, LU-hajotelma

Tadmaén julkaisun alkuperdisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Jokainen neliomatriisi voidaan esittdd kahden kolmiomatriisin tulona, eli toisin sa-
noen neliomatriisille voidaan muodostaa LU-hajotelma. Tdmén hajotelman avul-
la pystymme muokkaamaan matriisin yksinkertaisempaan muotoon, jonka avulla
voimme ratkaista yhtdloryhmii ja muita matriisin ominaisuuksia. Tassé tutkielmassa
tarkastelemme, kuinka LU-hajotelma muodostetaan, ja miten sitd voidaan hyodyntaa
eri tapauksissa.

Luvussa 2 kdymme ldpi muutamia kisitteitd ja tuloksia, joita vaaditaan LU-
hajotelmaa hyodyntidessd ja muodostettaessa. Ndiden ymmartdmiseksi edellytimme
lukijalta lineaarialgebran perustietojen tuntemista, varsinkin matriisien osalta.

Luvussa 3 tutkimme LU-hajotelman olemassaoloa sekd sen muodostamista eri
tilanteissa. Luvun lopussa esitimme algoritmin sille, kuinka LU-hajotelmalla voidaan
ratkaista matriisin determinantti sekd yhtaloryhmia.

Lopuksi esittelemme luvussa 4 taloustieteessa kiytetyn tuotos-panos-analyysin,
jossa erilaisia talouden systeemejd voidaan esittdd matriisimuodossa. Tallin niihin
liittyvid ongelmia voidaan ratkaista hyodyntden LU-hajotelmaa.

Luvuissa 2 ja 3 kiytimme ldhteind Kenneth Kuttlerin kirjoja Elementary Linear
Algebra ja Linear Algebra, Theory And Applications sekd Howard Antonin ja Chris
Rorresin kirjaa Elementary Linear Algebra: Applications Version. Tuotos-panos-
analyysia késitellessimme paildhteindmme toimivat Wassily Leontiefin kirja Input-

Output Economics sekd Rupinder Sekhonin teos Applied Finite Mathematics.



2 Esitietoja

Téssd luvussa esittelemme tutkielman aihetta tarkasteltaessa tarvittavia tuloksia ja
menetelmid. Ensimmadiseksi tutustumme yli- ja alakolmiomatriisien maédritelmaan.
Seuraavassa alaluvussa esittelemme matriisitulon laskukaavan seké lineaaristen yh-
taloryhmén muodostamisen matriisiksi. Viimeisessd alaluvussa esittelemme Gaussin
algoritmin, jota hyodyntimailld saadaan muokattua tarkasteltava matriisi haluttuun

muotoon LU-hajotelmaa varten.

2.1 Yla- ja alakomiomatriist

Téssd alaluvussa esittelemme neliomatriisien ala- ja yladkolmiomatriisin késitteet.

Mairitelma 2.1. Neliomatriisi on matriisi, jonka rivien ja sarakkeiden lukumaéara

on sama. Alla on nelidmatriisi, jonka sarakkeiden ja rivien lukumaééri on 3:

app apz as
A=lay axn axa
asz) daszz ass
Maaritelma 2.2. Ylikolmio matriisi U on matriisi, jonka kaikki diagonaaliakselin

alapuolella olevat alkiot saavat arvokseen 0. Siis 3 X 3-tapauksessa

Uyl U U3
U=10 ux uxn
0 0 us33

Mairitelma 2.3. Alakolmiomatriisi L on matriisi, jonka diagonaaliakselin akselin

yldpuolella olevien alkioden arvo on 0. Siis 3 X 3-tapauksessa

liih 0 O
L=l In O

l31 13 I33

2.2 Matriisitulo ja lineaarisen yhtaloryhmin esittaminen

Lineaariset yhtdlorymét voidaan esittdd matriisien tuloina. Silloin Ax = b on line-

aarinen yhtdloryhmad, jonka ratkaisut x voidaan ratkaista vektorin b sekd matriisin



A avulla. Jotta kyseinen esitystapa on mahdollinen, meiddn on ymmarrettdvd miten
matriisitulo toimii laskutoimituksena ja miti vaatimuksia sillda on keskendén kerrot-

tavien matriisien muodoille.

Miiritelmi 2.4. Olkoon matriisi A muotoa r X m ja matriisi B muotoa m X n. Silloin
ndiden kahden matriisin tulo on matriisi C, joka on muotoa r X n. Téalldin matriisin

C alkiot ¢;; saadaan laskettua seuraavasti:

n
Cij = Z a,-kbkj.
k=1
Vrt. [2, s. 42]

Huomautus. Matriisien A ja B vilinen kertolasku on mahdollinen vain silloin, kun
kerrottavan matriisin B rivien mééra on yhtasuuri kuin kertojan A sarakkeiden maéra.
Ks. [1, s. 30]

Esimerkki 2.1. Lasketaan matriisien

123 12
A=|2 1 2| ja B=|2 1
2 3 1 2 3

tulo.

Nihdadn matriisien A ja B muodoista, ettd niiden tulon muodostama matriisi C
tulee olemaan muotoa 3 X 2 oleva matriisi. Siis mééritelmin 2.4 mukaan
aybi +anba +aizbzr anbia+anbxn +aizbs
AB = anby +anbyy +axpbsz;  axbia +anbxn +axpbi;
asz1byy + axnbay +aszbsy  azibiy +aszby +aszbas
1-142-243-2 1-242-1+3-3\ (11 13
=|2-14+1-2+2-2 2-2+1-1+2-3|=(8 11|=C.
2-14+3-2+1-2 2-24+43-1+1-3 10 10

Huomautus. Matriisien kertolasku ei ole kommutatiivinen. Esimerkiksi BA ei ole

laskettavissa, silla B:n sarakkeiden lukumaéairi on eri kuin A:n riven lukumaara.

Mairitelmai 2.5. Lineaarinen yhtdloryhmad Ax = b, jossa A on muotoa n X m ja x

muotoa m X 1, voidaan esittda seuraavasti matriisien tulona:

aip a2 ... amm\[Xx1 anxy +apxy -+ aimxm by
az axp ... ayllx2 az1xy +axx -+ aypXy by
Ax = = . = X = b.
apl 4ap2 ... Aum) \Xm Ap1X1 +ap2X2 -+ -+ ApymXm by
vrt. [1, s. 3]



2.3 Gaussin algoritmi

Gaussin algoritmi, ts. Gaussin eliminointimenetelma, jossa matriisin rivioperaatio-
den avulla voidaan muokata tai ratkaista yhtdloryhma yksinkertaisempaan muotoon.
Mairitelmai 2.6. Matriisin rivioperaatiot:

1. Kahden rivin vaihto kesken&in.
2. Rivin kertominen 0:sta eroavalla skalaarikertoimella.

3. Rivin korvaaminen summamalla siihen toinen rivi kerrottuna O:sta eroavalla

skalaarikertoimella.
Ks. [3, s. 63]
Huomautus. Niiden operaatioiden avulla matriisi voidaan aina muuttaa yldkolmio-
matriisiksi.
Esimerkki 2.2. Ratkaistaan yhtaloryhma
xX+2y+3z=5
2x+6y+z=12
4x + 8y + 10z = 25.

Muutetaan yhtdloryhmé augmentoiduksi matriisiksi:

x 2y 3z 5
2x 6y z 12].
4x 8y 10z 25

Toteutetaan seuraavat rivioperaatiot, jotta saadaan matriisi helposti ratkaistavaan
muotoon:
Ensimmadiseksi viahennetiddn matriisin toisesta rivistd ensimmadinen rivi kerrottu-
na 2:lla. Tdlloin matriisi tulee muotoon:
x 2y 3z 5
0 2y -5z 2
4x 8y 10z 25

Seuraavaksi vihennetdidn matriisin kolmannesta rivistd ensimmaéinen rivi kerrottuna
4:11a:

x 2y 3z 5
0 2y -5z 2].
0 0 -2z 5



Nyt olemme saaneet matriisin haluttuun muotoon, josta voimme helposti ratkaista
muuttujien x, y, z arvot. Alimmalta riviltd saamme yhtédlostd —2z = 5 muuttujan z
arvoksi —%. Tatd hyodyntden ratkaisemme toiselta riviltd y:n arvoksi —2741, ja titen
saamme ensimmaiseltd riviltd x:n arvoksi 23. Ndin olemme ratkaisseet yhtdloryhmén

hyodyntdmaélld Gaussin algoritmia.

Mairitelma 2.7. Alkeismatriisit ovat matriiseja, jotka voidaan muodostaa identi-
teettimatriisista kdyttimélld yhtd rivioperaatiota. Kun rivioperaatio vaihtaa matrii-
sin rivien paikkaa keskenadn, kdytettyd matriisia kutsutaan permutaatiomatriisiksi.

Ks.[1, s.52]

2 3 4 0 01
Esimerkki 2.3. Kerrotaan matriisi A=|1 2 3 |permutaatiomatriisilla|1 0 0].
4 3 1 010
Téstd saadaan
0 0 1\(2 3 4 4 3 1
1 0 0|1 2 3|=(2 3 4
01 0/\4 31 1 23



3 Lineaaristen yhtaloryhmien ratkaiseminen

LU-hajotelmalla

Téssd luvussa tutustumme matriisin LU-hajotelmaan ja sithen, kuinka sitd kdyttamal-
14 voidaan ratkaista lineaarisia yhtdloryhmii. Ensimmaiiseksi esitimme mééritelmén
LU-hajotelmalle. Sen jdlkeen tutkimme missa tapauksissa LU-hajotelma on olemassa
jakuinka se muodostetaan matriisille. Viimeiseksi esitimme kuinka LU-hajotelmalla

voidaan ratkaista lineaarisia yhtdloryhmii.

3.1 LU-hajotelma

LU-hajotelma on yksi matriisihajotelmista, jonka avulla matriisi voidaan esittii ala-

kolmiomatriisin L ja yldkolmiomatriisin U tulona.

Mairitelma 3.1. Matriisi A voidaan esittdd alakolmiomatriisin L ja ylikolmiomat-
riisin U tulona, A = LU. Téata esitysta kutsutaan matriisin A LU-hajotelmaksi. Ks.
[1,s.491]

Lause 3.1. Matriisin A ollessa neliomatriisi, joka voidaan rivioperaatioiden, pois-
lukien rivienvaihto, avulla muokata yldikolmiomatriisiksi U, jonka diagonaalialkiot

# 0, sille voidaan muodostaa LU-hajotelma.

Todistus. Ks. [1,s. 494] |

2
Esimerkki 3.1. Matriisin A = (
1

1 0
LU-hajotelma on matriisien L = ( . ) ja
2

1-2+0-0 1-1+0-

2 1 1
U= tulo. Eli toisin sanoen LU =
1:2+41-0 L-1+1-

5
0 3

DL Bl
S —
1]
—
N
[ I
S —
1]

3.2 LU-hajotelman muodostaminen

Matriisin LU-hajotelma voidaan muodostaa pelkastdadn tarkastelemalla tutkittavaa
matriisia, matriisin kertomien avulla tai hyodyntdmalld Gaussin eliminointimenetel-
mid. Ensimmadiseksi mainittu menetelmé toimii yksinkertaisten matriisien kanssa,
mutta jalkimmainen menetelmé on huomattavasti kdytannollisempi, varsinkin matrii-

sien koon kasvaessa. On myos mahdollista, ettd matriisille ei 10ydy ylikomiomatriisia
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ndilld keinoilla. Talldisissd tapauksissa hajotelma muodostetaan permutaatiomatrii-

seja hyodyntéen.

3.2.1 LU-hajotelman muodostaminen matriisia tarkastelemalla

Yksinkertaisten matriisien LU-hajotelma voidaan muodostaa hyodyntdmalla yla- ja
alakolmiomatriisien muotojen yksinkertaisuutta. Tdlloin matriisien alkioista ratkais-
taan haluttavien muuttujien arvot, jotka sijoitetaan sitten niitd vastaavien alkioiden

paikoille yld- ja alamatriiseihin.

Esimerkki 3.2. Muodostetaan matriisin A LU-hajotelma ilman Gaussin eliminoin-

timenetelmid hyodyntien tietoa yld- ja alakolmiomatriisien muodoista seuraavasti:

1 2 2 1 0 O\[fa d e a d e
A=12 3 1|=|x 1 Off0 b f|=|xa xd+b xe+ f
312 y z 1J\0 0 ¢ va yd+zb ye+zf+c

Ratkaistaan saadusta matriisista eri muuttujien arvot, joilla ne toteuttavat alkupe-
rdisen matriisin A vastaavien alkioiden arvot. Tédten siis ndemme, ettd ensimmaisen
rivin muuttujien arvot ovat a = 1, d = 2 ja e = 2. Toisen rivin ratkaisemattoimien
muuttujien arvot I0ydetddn ratkaisemalla yhtdlot xa = 2, xd + b =3 jaxe + f = 1.
Titen saamme muuttujien arvoiksi x = 1, b = —1 ja f = —3. Viimeisesta rivisti
saamme vastaavanlaisesti muuttujien arvoiksi y = 3, z = 5 ja ¢ = 11. Sijoitetaan
nyt saadut muuttujien arvot niitd vastaaviin yla- ja alakolmiomatriisien paikkoihin.

Tidten ndemme, ettd matriisin A LU-hajotelma on muotoa

1 0 0\f1l 2 2
21 0]|0 -1 -3
35 1/\0 0 11

vrt. [3,s. 214, 10.2.1]

3.2.2 LU-hajotelman muodostaminen Gaussin eliminointimenetelméii hyodyn-

taen

Toinen tapa muodostaa matriisin LU-hajotelma, joka on paljon kdytdnnollisempi kuin
edellisessd alaluvussa mainittu tapa, on hyodyntda Gaussin eliminointimenetelmaa ja
rivioperaatioden kertoimia hajotelmaa muodostettaessa. Tatd menetelméd on helpoin

havainnollistaa esimerkin avulla.
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2 1 2
Esimerkki 3.3. Muodostetaan LU-hajotelma matriisille A =4 1 2].

6 3 1
Kirjoitetaan ensimmaiiseksi matriisi A identiteettimatriisin kanssa vierekkéin:

1 0 0}(2 1 2
01 off4 1 2{.
0 0 1/\6 3 1

Seuraavaksi aloitetaan muokkaamaan tutkittavaa, eli oikeanpuoleista, matriisia por-
rasmuotoiseksi ylikolmiomatriisiksi Gaussin eliminointimentelmai hydodyntéen. Sa-
manaikaisesti muokkaamme vasemmanpuoleisen matriisin vastaavia sarakkeita kayt-
tdmillamme kertoimilla. Ensimmaiseksi lisdidmme oikeanpuoleisen matriisin toiseen
riviin sen ensimmadisen rivin kerrottuna -2:1la. Tamin jélkeen lisddmme kertoimen
vastaluvun vasemmanpuoleisen matriisin toisen rivin ensimmadiseen sarakkeeseen,

jolloin saadaan:

1 0 0\(2 1 2
2 1 00 -1 -=-2{.
00 1/\6 3 1

Seuraavaksi teemme vastaavan rivioperaation oikeanpuoleisen matriisin kolmannelle
riville lisddmaélla sithen ensimmaisen rivin kerrottuna -3:1la. Sen jalkeen lisidmme
luvun 3 vasemmanpuoleisen matriisin kolmannen rivin ensimmaiseen sarakkeeseen,

jolloin saadaan:
1 0 0\(2 1 2

2 1 0ff0 -1 =-2{.
30 1/\0 0 -5

Téten ylla saatu tulos on matriisin A LU-hajotelma, silld

1 0 0\(2 1 2 21 2
2 1 0f|0 -1 =2|=|4 1 2|=A.
30 1/\0 0 -5 6 3 1

Y1I4 annettu esimerkki havainnollistaa kuinka kaytinnollinen Gaussin eliminon-
timenetelméd on LU-hajotelmaa muodostaessa. Esimerkki ei kuitenkaan itsessdin
avaa, miki oikeuttaa timéin menettelytavan kdyttamisen hajotelmaa muodostettaes-
sa.

Kuten aikaisemmin ja lauseessa 3.1 todetaan, nelidmatriisin ollessa muokatta-

vissa pelkilld rivioperaatiolla ilman rivien paikkojen vaihtoa sellaiseksi yldkolmio-
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matriisiksi, jonka diagonaalialkiot # 0, niin sille on mahdollista muodostaa LU-
hajotelma. Matriisien kertolaskusdinnon mukaan, tutkittava matriisi on siis muokat-

tavissa ylikolmiomatriisiksi alkeismatriisien avulla vastaavanlaisesti:
E,---E,E1A=U.

Alkeismatriisien ollessa kidédntyviid, eli niilld on kéddnteismatriisi, voimme ratkaista

ylld olevasta kaavasta A:n seuraavanlaisesti:
_ p-lp-1 -1
A — El E2 A Ek U.

Lyhyemmin ilmaistuna
A=LU,

joten siis
L=E{'E;'- - EL
Vrt. [1, s. 494]
Matriisilla voi olla useampi LU-hajotelma eli LU-hajotelma ei itsessédin ole yk-

sikdsitteinen. Olkoon nyt

111 0 0 1 uip U1z
A=LU=|Ily Il 0|0 1 ux|.
131 132 133 0 0 1

Nyt jos alakolmiomatriisin L diagonaalialkiot ovat nollasta eroavia, nii voimme vaih-

taa diagonaalialkioita alakolmiomatriisista ylakolmiomatriisiin seuraavanlaisesti:

1 0 0\fl4;;y O 0 I upp ups
LU= 1 0|[0 n 0[0 1 ux
Bozogflo o flo 0 1

1 I

I 0 O\[ln lhwuiz Lius

= L 0|0 In Inups|=A

Iy 1

non Y\o 0 s

Niin olemme saaneet samalle matriisille A kaksi eri LU-hajotelmaa. Vrt. [1, 5.498]

3.2.3 Hajotelman muodostaminen permutaatiomatriisin avulla

Kaikille matriiseille ei 10ydy LU-hajotelmaa. Yksi syy télle on se, ettd ylikolmio-

matriisin diagonaaliakselille tulee rivioperaatioiden johdosta alkio, jonka arvo on
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0. Tdmin seurauksena on kuitenkin mahdollista muodostaa hajotelma hyddyntiden
permutaatiomatriiseja. Tatd hajotelmaa kutsutaan nimelld PLU-hajotelma, jossa P
tarkoittaa juurikin permutaatiomatriisia. Permutaatimatriisi saadaan muodostettua

identiteettimatriisista permutoimalla sen rivejd ja sarakkeita.

343
Esimerkki 3.4. Muodostetaan PLU-hajotelma matriisille A =3 4 0].

6 2 2
Aloitetaan matriisin muokkaaminen yli- ja alakolmiomatriiseiksi rivioperaatioden

avulla. Ensimmadiseksi vdhennetdin matriisin toisesta rivistd ensimmaiinen rivi ja
sen jdlkeen kolmannesta rivistd ensimmadinen rivi kerrottuna 2:1la, jolloin saamme

seuraavat matriisit

1 0 0\(3 4 3
1 1 0j]]0 0 -3
2 0 1/\0 -6 -4

Huomamme oikeanpuoleisesta matriisista, ettei se ole ylikolmiomatriisi.
Aloitetaan hajotelman muodostaminen alusta vaihtamalla toisen ja kolmannen rivin

paikkoja permutaatiomatriisia hyodyntéden. Téalloin saamme, ettd

1 0 0\(3 4 3 343
0 0 1|[3 4 0f[=|6 2 2|=PA.
01 0/\6 2 2 340

Suoritetaan seuraavaksi vastaavat rivioperaatiot, kuin ensimmaiselld yritykselld, huo-

mioiden rivien paikkoijen muuttamisen. Talloin saamme seuraavaa:

1 0 O0\f(L 0 O\(3 4 3 343
PLU=|0 0 1|[2 1 O[]0 -6 —4|=|3 4 0|=A.
01 0f/\l 0 1/\0O O -3 6 2 2

Niin olemme saaneet muodostettua matriisin A PLU-hajotelman.

3.3 Determinantin etsiminen LU-hajotelman avulla

Neliomatriisin determinantin laskeminen perinteiselld tavalla kofaktoreja hyodynté-
maélld on varsinkin kisin laskiessa tyoldstd matriisin koon kasvaessa. Tehokkaampi
tapa selvittda tutkittavan matriisin determinantti on hyodyntda kolmiomatriisin deter-
minantin ja samaa muotoa olevien matriisien tulon determinantin laskusaantod. Talla

tavalla matriisin determinantin laskiessa LU-hajotelma on hyodyllinen apuviline.

14



Lause 3.2. Matriisn A ollessa muotoa n X n kolmiomatriisi, niin sen determinantti

on sen diagonaalialkioiden tulo, det(A) = ajjan . . . ayy,.

Vrt. [1, s.110]

Lause 3.3. Kun neliomatriisit A ja B ovat saman muotoiset, niin matriisin AB
determinantti on matriisen A ja B determinanttien tulo, eli det(AB) = det(A) det(B).
Vrt. [1, s.121]

Esimerkki 3.5. Ratkaistaan matriisin A determinantti LU-hajotelman avulla.

Muodostetaan matriisin A LU-hajotelma seuraavilla rivioperaatioilla: ensimmaéisek-
si lisatdadn toiseen riviin ensimmainen rivi kerrottuna -2:1la, seuraavaksi kolmanteen
riviin lisidtddn ensimmaéinen rivi kerrottuna -2:1la ja viimeiseksi lisdtdin viimeiseen

riviin toinen rivi. Ndin saadaan seuraavanlainen hajotelma:

2 1 0 0\(2 4 2
A=[4 2 1|=LU=(2 1 0|0 -6 -3
4 14 6 2 -1 1J\0 0 -1

Nyt voimme kolmiomatriisin determinantin laskusdidnnolld laskea matriisien L ja
U determinantit, jolloin saadaan, ettd det(L) = 1 ja det(U) = 12. Nyt hyodyntden
kahden samanmuotoisen matriisin determinanttien tulon saantod saadaan det(A) =
det(L) det(U) = 12.

3.4 Yhtaloryhmien ratkaiseminen LU-hajotelmaa hyodyntien

LU-hajotelman yksi kaytetyimmistéd sovelluskohteista on lineaaristen yhtidloryhmien
ratkaisemisessa. Hajotelman avulla lineaarisen yhtdloryhmén saa ratkaistua tehok-

kaasti ja nopeasti verrattuna moniin muihin ratkaisutapoihin.

Huomautus. Yhtdloryhma voidaan esittdd kahden matriisin tulona, jossa toisen mat-

riisin alkioina ovat muuttujien kertoimet ja toisen alkioina ovat itse muuttujat seu-

raavasti:
a1x1+b1x2+c1X3:y1 ai bl c1\[xi Vi
ax1+baxy +cox3 =y, & |ax by cr||x2|=|»2
aszxy + b3xo + c3x3 = y3 az by c3/\x3 V3

Huomautus. LU-hajotelman hyodyntaminen lineaarisen yhtdloryhmidn Ax = b rat-

kaisemisessa.
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1. Kirjoitetaan yhtidloryhmi LU-hajotelmaa hyodyntéden.
Ax=LUx=b

2. Madritellddn uusi apumatriisi y silla tavalla, ettd Ux = y.

3. Kiéytetdin muodostettua apumatriisia, kirjoitetaan kohdan 1 yhtidlo muotoon

Ly = b jaratkaistaan y.
4. Sijoitetaan y kohdan 2 yhtdl6on ja ratkaistaan sieltd x.

Vaikka tdlla tavalla joudutaan ratkaisemaan kaksi eri yhtaloryhmaa Ux = yjaLy = b,
ratkaisussa tarvittavat matriisit ovat kuitenkin kolmiomatriiseja, joten laskennallisesti

tama tapa on tehokas. Vrt. [1, 5.492]
Esimerkki 3.6. Ratkaistaan yhtdloryhma

2X1+X2—2X3 =3
xX1—xp—x3=0
X1 +XQ+3)C3 =12

hyodyntdmalld LU-hajotelmaa.

Aloitetaan esittiméilld yhtdloryhma matriisimuodossa Ax = b:

2 1 =2\(x 3
Ax=[1 -1 -1|{x|=|0]|=0.
11 3\ \12

Seuraavaksi ratkaistaan matriisin A LU-hajotelma. Kirjoitetaan identiteettimatriisi
ja matriisi A vierekkdin ja suoritetaan tarvittavat rivioperaatiot hajotelman muodos-

tamiseksi. Aluksi siis:
1 0 0\/2 1 =2

01 offt -1 -1{.

00 1/\1 1 3
Jotta oikeanpuoleisen matriisin toisen rivin ensimmaiseksi alkioksi saadaan 0, niin
lisdtddn toiseen riviin ensimmdiinen rivi kerrottuna luvulla —% ja lisdtddn vastaavalle

paikalle vasemmanpuoleiseen matriisiin % Talloin saamme seuraavaa:

1 -2

S NI— —
= =)
- O O
—_— O N

=3
> 0
1 3
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Seuraavaksi lisdtiddn oikeanpuoleisen matriisin kolmanteen riviin ensimmaéinen rivi
kerrottuna luvulla — % , jotta kolmannen rivin ensimmaiseksi alkioksi tulee 0. Lisatiéin

myOs vasemmanpuoleisen matriisin vastaavaan alkioon % Talloin saamme siis:

1o o\f2 1 -2
1 =3
11 olfo 2 o
1 1
Loi1flo I 4

Viimeiseksi vield lisidmme oikeanpuoleisen matriisin kolmanteen riviin toisen ri-
vin kerrottuna luvulla % ja lisidmme vasenmanpuoleisen matriisin kolmannen rivin
toiseen alkioon —%, jolloin olemme muodostaneet LU-hajotelman tutkittavalle mat-

riisille. Hajotelma on siis muotoa

-2
0
4

i —
- O O
S O N
(e»] Nl‘l) —_

Rl— = —
|
_

Muodostetaan seuraavaksi miiritelman 3.4 kohdan 2 mukainen apumatriisi y seu-

raavasti:
2 1 =2\ [x 1 Y1

Ux:0%3 O llx2|=]|y2|=y
0 0 4 /\x3 v3

Kirjoitetaan nyt titd apumatriisia hyddyntden matriisitulo Ly = b seuraavasti:

1 0 0\[y
21 0l[»|=]0
23 1\ys) \12

Tistd saamme ratkaistua arvot matriisin y alkioille. Taten siis y; = 3, yo = _73 ja

y3 = . Ratkaistaan nyt matriisin x arvot matriisitulosta Ux = y. Télloin saamme
seuraavaa:
2 1 =2\[x; 3
-3 —|=3
0 3 0 X2 | = 35
0 0 4 /\x3 10
Tastd saamme x; arvoiksi seuraavat: x; = %,xz = 1,x3 = % Nyt sijoittamalla

alkuperiiseen yhtdloryhméédn saadut arvot niemme ratkaisun olevan oikea.
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4 Panos-tuotos-analyysi

Panos-tuotos-analyysi (input-output analysis) on taloustieteen analysointimenetel-
mi panos-tuotos-mallille, jolla kuvataan taloudellisen systeemin eri sektorien valistd
suhdetta ja miten eri sektorien tuotokset ovat panoksia toisille sektoreille . Mallia
voidaann hyodyntdd niin kansallisessa ja alueellisessa talouden systeemissd, kuin
suurissa yksityisissdkin systeemeissd. Mallin ja sen analyysin yhtend tirkeimmisti
kehittdjistd oli venildissyntyinen taloustieteiliji Wassily Leontief (1906-1999), jo-
ka palkittiin kyseisesen analyysin kehittamisesti taloustieteen Nobelin palkinnolla

vuonna 1973. Leontief hyodynsi matriiseja panos-tuotos-mallin esittamisessa.[5]

4.1 Panos-tuotos-taulukko

Panos-tuotos-taulukolla kuvataan hyodykkeiden sekid palveluiden virtoja systeemin
yksittdisten sektorien vililld tietyn ajanjakson aikana. Havainnollistetaan tatd yksin-
kertaisella esimerkilld, jossa meilld on kolme eri sektoria; maatalous, joka tuotti 100
yksikkod viljaa, teollisuus, joka tuotti 50 yksikkod vaatteita, ja kotitaloudet, jotka

tuottivat 300 tuntia tyovoimaa.

Taulukko 4.1

Maatalous Teollisuus Kotitaloudet Kokonaistuotos

Maatalous 25 20 55 100
Teollisuus 14 6 30 50
Kotitaloudet 80 180 40 300

Taulukosta 4.1 ndemme, ettd maatalouden tuottamasta sadasta yksikosta viljaa
25 yksikkod kaytettiin maataloudessa itsessddn, 20 toimitettiin teollisuudelle ja 55
kotitalouksille. Taulukon rivit siis kuvastavat sitd, kuinka tuotokset jakautuvat eri
sektorien vililld. Sarakkeet puolestaan kuvaavat sitd, kuinka paljon panoksia kukin
sektori tarvitsee tuottaakseen halutun kokonaistuotoksen. Esimerkiksi teollisuus tar-
vitsee 20 yksikkod viljaa, 6 yksikkod kangasta ja 30 tuntia tyovoimaa tuottaakseen
50 yksikkod kangasta. [4, s.135]

Vaikka eri sektorien tuotoksen méaarillinen kuvaaminen on varteenotettava tapa

kuvata panos-tuotos-mallia, niin kdytinnosséd taulukon arvot annetaan ldhes aina
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rahallisina arvoina. Talloin vastaavanlainen taulukko saadaan kertomalla eri panosten
madrd niiden arvoilla. Olkoon nyt viljan yksikkdarvo 2€, kankaan yksikkoarvo 5€
ja kotitalouksien tuottaman tyon yksikkoarvo 1€. Talloin maarillisid arvoja vastaava

taulukko olisi tapauksessamme seuraavanlainen. Taulukon viimeisen rivin viimeinen

Taulukko 4.2

Maatalous Teollisuus Kotitaloudet Kokonaistuotos euroissa

Maatalous 50€ 40€ 110€ 200€
Teollisuus 70€ 30€ 150€ 250€
Kotitaloudet 80€ 180€ 40€ 300€

alkio 300€ kuvaa siis kotitalouksilta hankitun tyon arvoa, joka siis kuvastaa kyseisen

taloudellisen systeemin kokonaistuloa tarkasteltavana ajanjaksona. [4, s.136]

4.2 Panoskerroinmatriisi

Panoskerroinmatriisilla kuvataan talouden eri sektorien niin sanottua kidyttoastetta eri
tuotoksista omana panoksenaan, eli siis sitd kuinka suuren osuuden tietyn sektorin
tuotoksesta toinen sektori kdyttdd omana panoksenaan oman kokonaistuotoksensa
tuottamiseen. Tdméan matriisin alkiot ovat muotoa a;; = %’ , jossa x; on tarkasteltavan
sektorin kokonaistuotos ja x;; kuvaa mairad, jonka tarkasteltava sektori i kayttdi
sektorin j tuotosta omana panoksenaan. Alla on esitettyné taulukkoa 4.1 vastaava

panoskerroinmatriisi A.

25 20 55
14 6 30 | =
80 180 40

[4,s.138]

4.3 Suljettu ja avoin malli

Panoskerroinmatriisin sekid kokonaistuotosten avulla voimme muodostaa matriisin
kuvaamaan yhtédloryhmaa, jolla pystymme ratkaisemaan erilaisia pulmia liittyen sul-
jettuihin sekd avoimiin malleihin. Suljetussa mallissa systeemin kokonaistuotos ku-
lutetaan mallin sisélld. Aikaisemmin esittimdmme taulukot kuvaavat juuri téllaista

mallia. Suljettu malli esitetdin tuotos-panos-analyysissa yleensd muodossa X = AX.

19



Tiassd X kuvaa vektoria, jonka alkiot ovat jokaisen alan kokonaistuotosta, ja A on
tutkittavan systeemin panoskerroinmatriisi. Huomaamme ylemmisti taulukoista, et-
td matriisi A tulee olemaan aina muoto n X n, jolloinka yhtdloryhméa koskevia eri
ongelmia ratkaistaessa pystymme hyodyntamiin LU-hajotelmaa, jolloin yhtdlo tulee
vain muotoon X = LUX. Suljettua mallia realistisempi tapaus on avoin malli, jossa
mallin sektorien kokonaistuotos ei jakaudu pelkistddn niiden kesken, vaan myos ul-
koinen kysynté otetaan huomioon. Talloin saamamme muotoa X = AX + D muotoa
olevan yhtdlon, jossa vektori D kuvaa ulkoista kysyntdd. Jos haluamme ratkaista tasta
tarvittava eri sektorien kokonaistuotannon tason, jotta ulkoinen kysynti tiytettdisiin

moukkaamme yhtidlon muotoon
(I-A)X=D
X=({-A7'D.
[6, s.73]

Pystymme jilleen muodostamaan matriisille (/ — A)~! LU-hajotelman, jonka avulla
pystymme ratkaisemaan erilaisia ongelmia liittyen malliin. Esimerkki tédllaisesta on-
gelmasta on 10ytdd ulkoisen kysynnén taso eri sektorien hyodykkeille, jolla annettu

kokonaistuotanto on tasapainossa.
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