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Tama tutkielma kisittelee reaalilukujen tiettyjd luonnollisia laajennuksia: komplek-
silukuja ja kvaternioita. Tutkielmassa esitetdéin kompleksiluvuille ja kvaternioneille
maiiritelmait, erilaisia esitystapoja, joitakin niiden ominaisuuksia seki lyhyesti niiden
historiaa.

Johdantoa seuraava luku kasittelee kompleksilukuja. Luku alkaa kompleksi-
lukujen historiaa kisittelevdlld alaluvulla. Historiaosuutta seuraavassa alaluvussa
kompleksilukujen joukolle ja niitd koskeville laskusdidnnoille annetaan méairitelmait,
seki todistetaan, ettd kompleksiluvut muodostavat nidilld laskusdinnoilld varustetun
kunnan. Alaluvussa todistetaan my0s se, ettd reaalilukujen kunta on kompleksiluku-
jen kunnan alikunta sek se, etti toisen asteen polynomilla on aina ratkaisu komplek-
silukujen joukossa. Kolmannessa kompleksilukuja késittelevidssa alaluvussa esite-
tddn erilaisia esitystapoja kompleksiluvuille: matriisiesitys, origokeskeinen esitys ja
eksponenttiesitys. Alaluvussa myos todistetaan niiden olevan isomorfiset kompleksi-
lukujen mééritelmaistd johdetun esityksen kanssa. Lisdksi alaluku kisittelee lyhyesti
kompleksilukuja, joiden etdisyys origosta on yksi, seki erdita kompleksilukujen omi-
naisuuksia, esimerkiksi miten kompleksilukujen avulla voi méérittda sinin ja kosinin
arvot.

Viimeinen luku késittelee kvaternioita. Luku on rakenteeltaan toisen luvun kans-
sa saman kaltainen. Aiheen késittely alkaa kvaternioiden historiaa esittelevélld ala-
luvulla. Lisiksi tuodaan esille myos muutama matematiikkaa hyodyntéva ala, jossa
kvaternioita kiytetddn. Toisessa alaluvussa esitetddn tarvittavat mééritelmat ja todis-
tus sille, ettd kvaterniot muodostavat vinokunnan. Viimeisessi alaluvussa kuvataan
kvaternioille lisda esitystapoja, kuten matriisiesitys. Edellisessd esitetdin myos kva-
terniot, joiden etdisyys origosta on yksi.

Lukijan oletetaan tuntevan erindisid algebrallisia rakenteita, kuten kunta, vino-



kunta ja rengas ja myOs niiden ominaisuuksia ja perusmatriisilaskentaa.
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kvaternioidenjoukko
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1 Johdanto

Tama tutkielma kisittelee reaalilukujen tiettyjd luonnollisia laajennuksia: komplek-
silukuja ja kvaternioita. Tutkielmassa esitetddn kompleksiluvuille ja kvaternioneille
maiiritelmait, erilaisia esitystapoja, joitakin niiden ominaisuuksia seki lyhyesti niiden
historiaa.

Luku 2 kisittelee kompleksilukuja. Luku alkaa kompleksilukujen historialla 2.1,
mitd seuraa alaluku 2.2, missd kompleksilukujen joukolle ja niitd koskeville las-
kusddnnoille annetaan méairitelmit, seké todistetaan, ettd kompleksiluvut muodos-
tavat ndilld laskusddnnoilla varustetun kunnan ja se, ettd reaalilukujen kunta on
kompleksilukujen kunnan alikunta. Kolmannessa kompleksilukuja kisittelevissa
alaluvussa 2.3 esitetdén erilaisia esitystapoja kompleksiluvuille ja todistetaan nii-
den olevan isomorfiset kompleksilukujen mééritelmaistd johdetun esityksen kanssa.
Lisdksi luku késitellee lyhyesti kompleksilukuja, minké etdisyys origosta on yksi ja
paria muuta kompleksilukujen ominaisuutta.

Viimeinen luku 3 kisittelee kvaternioita ja se on rakenteeltaan toisen luvun
2 kanssa saman kaltainen. Luku alkaa kvaternioiden historialla 3.1, mitd seuraa
tarvittavat madritelmait ja todistus sille, ettd kvaterniot muodostavat vinokunnan 3.2.
Viimeisessd aliluvussa 3.3 esitetddn kvaternioille lisdd esitystapoja ja kvaterniot
joidenka etdisyys origosta on yksi.

Lukijan oletetaan tuntevan erindisid algebrallisia rakenteita, kuten kunta, vino-
kunta ja rengas, sekd niiden ominaisuuksia sekd perusmatriisilaskentaa. Paédldhteend
on kéytetty Jiirg Kramerin ja Anna-Maria von Pippichin kirjaa From Natural Num-
bers to Quaternions. Muina ldhteind on lan Stewartin ja David Tallin kirjaa The
Foundations of Mathematics sekd muutamia erindisid muita tietoldhteitd historiao-

suutta koskien.



2 Kompleksiluvut

2.1 Kompleksilukujen historiaa lyhyesti

Luku V-1 on tullut matemaatikoille vastaan monta kertaa jo yli 2000 vuotta, mutta
sitd pidetiin pitkdan mahdottomana, jirjenvastaisena tai turhana lukuna.

Vuonna 1572 Rafael Bombelli kdytti kompleksilukuja laskiesaan kuutiojuuria
ja sai niitd kdyttden reaalilukutuloksia teoksessaan L’Algebra. Héan osoittaa, ettd
imagindirilukuja pystyi kisiteleméiin algebran perussddntdjen mukaisesti.

Vuonna 1637 René Descartes nimesi luvun V—1 imaginaariluvuksi ja keksi
kompleksiluvuille @ + bV—1 -muotoisen esityksen teoksessa La Géométrie. René
Descartes ei kuitenkaan pitdnyt kompleksiluvuista ja oletti, etti jos niitd ilmeni las-
kuissa ongelmalla ei ollut ratkaisua.

Kompleksiluvuille tehtiin ensimmaéisen kerran geometrin enesitys vuonna 1685
kun John Wallis julkaisi teoksen Algebra, missid John Wallis ei kuitenkaan esittanyt
kompleksilukuja tasopisteind, mutta esitti niild olevan tasopistemaisid ominaisuuksia.

Leonhard Euler antoi oman osuutensa kompleksiluvuille muummuassa kéyttaen
luvulle V-1 symbolilla i vuonna 1777.

Vuonna 1797 Caspar Wessel kirjoitti tutkielman Om directionens analytiske be-
tegning, jossa hin kiytti kompleksilukuja tasopisteind néyttden, kuinka kompleksi-
lukuja voi esittidd tasossa. Caspar Wesselin esitys jdi kuitenkin huomiotta pitkiksi
aikaa.

Vuonna 1806 Jean Robert Argand kéytti uudelleen kompleksilukuja tasopistei-
na esseessd Essai sur une maniere de représenter les quantités imaginaires dans
les constructions géométriques. Han ei kuitenkaan ollut tietoinen Caspar Wesselin
tehneen tamén yhdeksédn vuotta aikaisemmin.

Vuonna 1825 Augustin-Louis Cauchy Kkirjoitti tutkielman Mémoire sur les inté-
grales définies, prises entre des limites imaginaires, jossa hin laittoi aluilleen komplek-
silukuanalyysin.

Carl Friedrich Gauss sai nostettua Argandin esityksen suosioon vuonna 1831.
Lisidksi Gauss antoi merkinnille nimen a + bi, kutsuen tillaisia lukuja kompleksilu-

vuiksi. [3, 4]



2.2 Kompleksilukujen perusominaisuuksia

Miaéritelmi 2.1. Luku i on luku, mille pitee, etta i2=-1.
Mairitelma 2.2. Kompleksilukujen joukko on
C={a=ay-1+ax-i|aj,a eR}.

Merkinnén a; - 1 + a3 - i voi lyhentdd muotoon a; + aji. Liséksi lukua a; kutsutaan
kompleksiluvun reaaliosaksi ja sitd merkitddn Re(a) ja lukua a; kutsutaan komplek-
siluvun imaginéariosaksi ja sitd merkitddn Im(a). Kompleksilukuja, joilla Re(a) = 0

jaIm(a) # 0, kutsutaan puhtaasti imagindarisiksi.

Miiéritelmé 2.3. Kahden kompleksiluvun a = a; + azi ja b = by + bji vilinen

summa on
a+b = (Cl] +a2i) + (b] +b2i) = (a1 +b1) + (a2+b2)i.

Mairitelmi 2.4. Kahden kompleksiluvun a = a; + ai ja b = b + b;i vilinen tulo

on

a-b=(ay+ay)- (b + bri)
=(ay-by—ay-by)+(ay-by+ay-by)i

= (a1b1 — azbz) + (a1bz + azby)i.
Miiéritelma 2.5. Kompleksiluvun a = a; + a;i kompleksikonjugaatti on
a=a;—ajl.

Mairitelma 2.6. Kompleksiluvun a itseisarvo on

2

+a2

_ = _ N )
la| = Va-a-= \/alal +azax + (ajay — azay)i = 4Jaj

Lause 2.1. Matemaattinen rakenne (C, +, ) on kunta, jonka ykkosalkio on 1 + Oi.

Todistus. Summan liitdnniisyys:

a+(b+c)=a+ ((by+cy)+ (by+2)i)
= (a1 + (b1 +c1)) + (a2 + (b2 + c2))i
= ((a1+b1) +c1) + ((az + b2) + c2)i
= ((a1+b1) + (a2 +by)i) + ¢

=(a+Db)+c.



Summan neutraalialkio:
a+0+0i=a;+ayi+0+0i=(a;+0)+ (ax +0)i =a; +azi = a.
Vasta-alkio:
a+(—a)=ay+azyi+ (—a; —azi) =a; —a; + (ay —ay)i =0+ 0i.
Summan vaihdannaisuus:
a+b=(a;+b))+(ar+br)i=(by+a))+(br+ar)i=b+a.
Tulon liitdnniisyys:

a-(b-c)=(a+azi) - ((bicy = baca) + (b1ca + bacy)i)
= (ai1(bicy = baca) — az(bica + bacy))
+(a1(bica+ bacy) + az(bici — baca))i
= (a1bicy — a1bycy — axbicy — azbacy)
+ (a1bicy +aibycy + axbicy — azbac)i
= ((a1b1 — azby)cy — (a1by + azby)c2)
+ ((a1by — axbz)car + (arby + azby)cy)i
= ((a1b1 — azbz) + (a1ba + az2by1)i) - (c1 + c2i)

=(a-b)-c.
Tulon neutraalialkio:
(ay +azi)- (1+0i) = (a;l —ax0) + (a10+azl)i = a; + asi.
Tulon kéanteisalkio, kun a # 0 + O::

(a1 +a2i) : (b1 +b2i) =1+0i

(= (a1b1 - azbz) + (a1b2 +a2b1)i =1+0f

aj
—d2—

—a2b1 a?+a? —an
a1b2+a2b1:0<:)b2= (= ! 2";)[)2: 3 )
o a a aj +a;
ab ai
albl—a2b2:1®a1b1+a2 :1C>b1= ) )
ai aj +a;
ai -ay . a .
S b= + 1 = =a
2 2 2 2 2
aj+a; aj+a; la|



Tulon vaihdannaisuus:

a-b= (a1b1 - azbz) + (a1b2 + azbl)i
= (b1ay — byaz) + (braz + byay)i

=b-a.

Osittelulaki:

a-(b+c) (a1+a2i)-(b1+b2i+c1+czi)

a1b1 + albzi + azibl - azbz

+ajci1+ajcri +azicy —azcy

aiby —axby + (a1by + arb)i
+ajc1 —ascy + (6116‘2 +Cl2C1)i
=a-b+a-c. O

Lause 2.2. Reaalilukujen kunta (R, +, -) on kompleksilukujen kunnan (C,+, ) ali-

kunta.

Todistus (vrt. [1, s. 185]). Oletetaan tunnetuksi reaalilukujen kunta (R, +, -). Kéyt-

tamalld kuvausta ¢ : (R, +,-) — (C, +,-), missd a; — a + 0i, saadaan

Y(ai+by))=a+b1+0i=a; +0i+b; +0i

=y (ar) +y(b)
ja
Y(ay-by) =ab;+0i
=(aitb1—=0-0)+(a;-0+0-by)i
=y (a1) - ¢ (b1)
seka

w(1) =1 +0i.

Lisdksi ker(y) = {0}. Taten kuvaus ¢ on siis injektiivinen rengashomomorfismi
kunnasta (R, +, -) kuntaan (C, +, -). Tahédn perustuen reaalilukujen kuntaa voidaan

pitdd kompleksilukujen kunnan alikuntana. O
Lause 2.3. Toisen asteen polynomilla
ax> +bx+c=0

on aina ratkaisu joukossa C, kun a, b, ¢ € R.



Todistus. Toisen asteen yhtidlon ratkaisukaava

—b + Vb? — 4ac
2.1) >
a

on selvisti ratkaistavissa joukossa R, kun b? — 4ac > 0. Kun b% — 4ac < 0, niin

~b Vb2 —dac —b++(-1)|b2 —4ac| _—b +iy|b? - dac|

2a 2a 2a ’
ja koska i+/|b? — 4ac| € C, niin yhtilolld on aina ratkaisu joukossa C. O

2.3 Kompleksilukujen eri esitystapoja ja yksikkonormiset komplek-

siluvut

Tarkastellaan ei-kommutoivaa rengasta (M;(R), +, ) tavallisilla matriisien yhteen-

a az
as ag
Lause 2.4. Kuvaus f : (C,+,-) > (M2(R), +, -), missd

. ap az
a=aj+aym— ,

—az ai
on injektiivinen rengashomomorfismi, jonka kuva

ay az
aj,ar € R
—d d

muodostaa kunnan ja kuntien C ja im( f) vdlilld on isomorfismi C = im(f), minkd

ja kerto laskuilla, missi

M;(R) = {A =

ap,ar,as, a4 € R}.

im(f) = {A=

perusteella joukon im( f) jdsenid voi pitdd kompleksiluvun matriisiesityksend.

Todistus (vrt. [1, s. 188]). Oletetaan tunnetuksi rengashomomorfialause ja se, etti
jos f : (A, +4,-4) — (B, +, -p) on rengashomomorfismi, niin ker( f) on renkaan A
alirengas ja im( f) on renkaan B alirengas, seki sen, ettd jos f on kuvaus renkaasta
(A, +4,-4)jaker(f) =04, niin A/ker(f) = A.

Todistetaan ensin, ettd f on injektiivinen rengashomomorfismi. Olkoot a,b € C.
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Titen

fla+Db) = f((ar +b1) + (az + by)i)

aj +b1 a2+b2
—(az+b2) aj+b;

al an b1 b2
+
—dy aj —bz b]

= f(a) + f(b)

ja

fla-b) =f((a1b) —azby) + (a1by + azby)i)

( a1b1 —a2b2 a1b2+a2b1)
—(a1by +azby) aiby —axb,

aq an ) bl b2
—dy daj —b2 b]
= f(a) - f(b).

Lisdksi f(1+0i) = I jaker(f) = {0+ 0i}. Taten on osoitettu, ettd f on injektiivinen

ay az
ap,ar € Rp.
—d ai

Nyt oletuksen perusteella im( /) muodostaa renkaan (M, (R), +, -) alirenkaan.

rengashomomorfismi, minkd kuva on

im(f) = {A =

Lopulta koska ker( f) = {0+0i}, niin C/ker( f) = C, joten homomorfismilauseen

perusteella saadaan isomorfismi
C = im(f).

Lis#ksi koska C on kunta, on myos kuvan im( f) oltava kunta. O
Mairitelmi 2.7. Ortogonaaliryhmé O, (R) on médritelty seuraavasti

02(R)={A e My(R) |A-A" =1},
erityinen ortogonaaliryhmé SO, (R) on miiritelty seuraavasti

SO2(R) = {A € O2(R) | det(A) = 1}
ja olkoon yksikkénormisten kompleksilukujen joukko S' méiritelty seuraavasti

S'={aeC|lal=1}.

11



Lause 2.5. On olemassa ryhmdisomorfismi
(Sl, ) = (SOZ(R)’ )

Todistus (vrt. [1, s. 189]). Olkoon kuvaus f sama kuin lauseessa 2.4. Nyt kaikilla

mielivaltaisilla matriiseilla A € im( f) pitee, ettd det(A) = a% + a% ja

2+ 2 0
ai az).(al az):(al a5 ) =det(A) - I.

—a> aj —ay a 0 a%+a2

A-A'=

Jos a = a; + axi € S' eli |a| = 1, niin selvisti myos |a|> = a% + a% = 1. Tamin
perusteella jos A = f(a), missi a € S!, saadaan det(A) = a% + a% =ljaAd-A"=
det(A) - I = I. Taten A € SO,(R). Tastd seuraa, ettd kuvaus f indusoi injektiivisen

ryhmidhomomorfismin g = f|g1 : S — SO,(R), minki kuva on
im(g) = {A € im(f) | det(A) = 1} € SO»(R).

Lisaksi olkoon B mielivaltainen matriisi siten, etti

Matriisille B siis pitee, etti B - B’ = I, joten B’ = B! ja det(B) = 1. Lisiksi

tiedetdan, etta

-az a

Téten a4 = a ja a3 = —ap, miki osoittaa, ettd B € im( f) eli
SO,(R) € {A € im(f) | det(A) =1} =im(g).
Nyt siis on osoitettu, ettd
im(g) € SO, (R)
ja
SO,(R) C im(g).

Titen on oltava (S',-) = (SO»(R), ). O

Seuraus 2.1. Jokainen kompleksiluku a € C \ {0} voi esittdd yksikdsitteisesti muo-
dossa

a = |a|- (cos(0) +1i-sin(h))

jollakin 6 € [0, 2n].

12



Todistus (vrt. [1, s. 190]). Lauseen 2.5 perusteella kaikki matriisit A € SO, (R) ovat

ay a2
b
—az aj

missd aj,ar € R, ja tiedetddn, ettd a% + a% = 1. Tdten ay,a, € [1,-1], joten on

muotoa

A=

olemassa yksikisitteinen 6 € [0, 27| siten, ettd a; = cos(6) ja ap = sin(#). Koska
a/la| € S! kaikilla a € C, on my6s oltava yksikisitteinen 6 € [0, 27 [ siten, etti

a .

H =cos(f) +i - sin(H).

a

Tamin perustella on olemassa yksikésitteinen 6 € [0, 27| siten, ettd
a = |a| - (cos(@) +1i-sin(H)). O

Lause 2.6. Kaikki kompleksiluvut a € C\ {0} voi esittid muodossa |a| - ' jollakin
0 eR\{0}.

Todistus (vrt. [2, s. 239]). Oletetaan tunnetuksi, ettd

ix_
nzOn‘
ja
( 1)n92n+1
9 —
sin(6) = §:(M+1y
seka )
( 1)}’16}’!
6
cos(0) = Z )]
Nyt
)" 0)?  (i9)3
Z(z) L g, G020
! 2! 3!
6)? 6)* 0)3  (i0)
:1+u+(l) +...+i6)+(l) +(l) +
21 4! 3! 5!
. (=ne* e (- &
=1+ o1 +E+"'+16+l 3 +z§+

_ & 1)n92n ( 1)n92n+1
_Z (2n)! ZO (2n+1)!
= cos(0) +isin(6).

Timin yhtisuuruuden perusteella |a|- e = |a|- (cos(#)+i-sin(6)), miki seurauksen

2.1 perusteella on esitys luvulle a € C \ {0}. O

13



Lause 2.7. Jos 6, ¢ € R, niin

P O+0) _ ,i0 | ,id

Todistus (vrt. [2, s. 242]). Sinin ja kosinin ominaisuudet oletetaan tunnetuiksi. Sil-

loin saadaan

¢+ = cos(0 + @) +isin(6 + §)
= cos(8) cos(¢) — sin(0) sin(¢) + i(cos() sin(¢p) + sin(f) cos(¢))
= (cos(0) +isin(6))(cos(¢p) +isin(¢))

=7 . 7, O

Lause 2.8. Jos 0 € R, niin

ol 4 p=if i _ =it
cos() = ————, sin(0) =
() = —5—. sin(6) = —

Todistus (vrt. [2, s. 246]). Sinin ja kosinin ominaisuudet oletetaan tunnetuiksi. Sil-
loin saadaan
e + ¢ cos(0) +isin(6) + cos(8) — i sin(6)
2 2
_ 2cos(0)
2
= cos(0)

ja

't — 710 _ cos(6) +isin(f) — cos(6) +1isin(6)
2% 2i
_ 2isin(6)
2

= sin(6). O
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3 Kvaterniot

3.1 Kvaternioiden historiaa lyhyesti

William Rowan Hamilton keksi kvaterniot, yrittdessidin keksid kolmiulotteista laajen-
nusta kompleksiluvuille. Hamilton yritti saada kolmiulotteiset luvut toimimaan pit-
kén aikaa, mutta kertolasku sai aina aikaan ristiriitoja. Hanen poikansa usein kysyivit
hineltd aamuisin, oliko hén keksinyt, kuinka kertoa kolmikoilla. Tdhédn hén vastasi,
ettd ei vield. Erddnd pdivind ollessaan kivelylld vaimonsa kanssa. Hén sai idean lisdta
neljdnnen ulottuvuuden ja kaiversi ideansa Dublinin Broome -siltaan vuonna 1843.
Monet eivit kuitenkaan pitineet kvaternioista erityisesti kertolaskun vaihdannaisuu-
den puutteen vuoksi. Myohemmin kvaternioita aletiin kdytaa tietotekniikka-alalla.
kun tarvitsi kuvata pyordahdyksid kolmiulotteisessa avaruudessa. Nykydidn kvater-
nioita kdytetddn myos kvanttimekaniikassa, missd usein kappaleen pitidd pyordhtaa
kaksi kertaa akselin ympari palatakseen aluperdiseen tilaan, miki on tavallista kva-

ternioilla. [5]

3.2 Kvaternioiden perusominaisuuksia

Mairitelma 3.1. Luvut i, j, k ovat sellaisia, ettd niille pétee

Tédstd saa johdettua, ettd i - j-k=—-1 —i-j=ksekdi-j-k=-1—>k=—j-i
elii-j =k = —j-i. Samaan tapaan on johdettavissa, ettd j - k =i = —k - j ja
k-i=j=—i-k.

Mairitelmi 3.2. Kvaternioiden joukko on
H={a=a;-1+ay-i+az-j+aq-k|aj,azas, a4 €R}.

Tassd merkinndn a; - 1 +as -i+ a3 - j +ay - k voi lyhentdd muotoon a; + asi +asj +
ask. Liséksi lukua a; kutsutaan kvaternion reaaliosaksi ja sitd merkitddn Re(a), ja
jarjestettyd reeaalilukukolmikkoa (a», as, a4) kutsutaan kvaternion imaginiiriosaksi
ja sitd merkitddn Im(a). Kvaternioita, joilla Re(a) = 0 ja Im(a) # 0, kutsutaan

puhtaasti imaginaérisiksi.
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Mairitelma 3.3. Kahden kvaternion a = a+ajzi+asj+ask jab = by+byi+b3j+bsk

valinen summa on
a+b= (a1 +b1) + (a2+b2)i+ (a3 +b3)j+ (a4+b4)k.

Miiéritelmi 3.4. Kahden kvaterniona = aj+ajzi+azj+askjab = bi+boi+b3j+bak
vilinen tulo on
a-b=(a;-by—ay-by—asz-by—ay-by)
+(ay-by+ay-by+az-by—ay-b3)i
+(ay-bs—ay -bg+asz-by+ay-by)j
+(ay-bgs+ay-bs—as-by+ay-b)k
= (a1b1 — apby — azbz — asby) + (a1by + arb + azby — asb3)i

+ (a1bs — arbyg + azby + agby)j + (a1 by + azbs — azby + ash))k.
Mairitelma 3.5. Kvaternion a = a; + asi + a3j + a4k kvaterniokonjugaatti on
a=ay—ay—aszj — ask.
Mairitelmi 3.6. Kvaternion a itseisarvo on

la| = Va-E:\/a%+a§+a§+a2

4

Lause 3.1. Matemaattinen rakenne (H, +, -) on vinokunta, jonka ykkosalkio on 1 +
0i +0j + Ok.

Todistus. Summan liitdnndisyys:
a+(b+c)=a+((by+cy)+(bay+cr)i+ (b3+c3)j+ (bs+cy)k)
= (a1 + (b1 +c1)) + ((az + (b2 + 2))i
+ (a3 + (b3 +c3))j+ (as + (bs +c4))k
= (a1 +by) +c1) + ((a2 + by) +c2)i
+ (a3 + b3) + C3)j + (a4 + b4) + C4)k
=(a+b)+c.
Summan nautraalialkio:
a+0+0i+0j+0k=(a;+0)+ (a2 +0)i+ (a3 +0)j + (ag +0)k

=a|+azi+azj+ask =a.
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Vasta-alkio:

a+(—a)=(ay+(-ay)) + (a2 + (-a2))i+ (a3 + (—az))j + (as + (—as))k
=ay—ay+ (a2 —az)i+(az —az)j + (ag — ag)k

=0+0i+0j +Ok.
Summan vaihdannaisuus:

a+b=(ar+b))+ (ay+by)i+ (az+b3)j+ (as+by)k
= (b1 +a1) + (ba+ar)i+ (bs+az)j+ (bst+ask

=b+a.
Tulon liitdnniisyys:

a-(b-c)=(a;+azi+asj+ask)

- ((b1c1 = baca — bacs — bacy) + (bica + bacy + bycy — bac3)i
+ (bic3 — bacg + bycy + bacy)j + (bicg + bacs — bicy + bycy)k)

= (ai(bic1 — bacy — bzcz — bycy) — az(bicy + bycy + bicy — bycy)
—az(bics — bacy + b3y + bacy) — as(bicy + byrcsz — bicy + bacy))
+ (ai(bica + bacy + bzcy — bacz) +ax(bicy — bacy — bacs — bacy)
+asz(bicq + bycs — bscy + bycy) — ag(bics — bacy + bycy + bycy))i
+ (ai1(bics — bacy + bycy + bacy) —az(bicg + bacy — bycy + bycy)
+az(bicy — bacy — b3cs — bycy) +as(byca + bacy + bicy — byci))j
+ (ai(bicg + bycs — bycy + bacy) +ar(bicy — bacy + bicy + byco)
—a3(bicy + bycy + b3cq — bac3) + as(bicy — baca — bics — bacy))k

= (a1bic1 — a1bacy — arbzcs — aybscy — azbicr
—asbacy — azbicyg + arsbgcy — aszbicy + asbacy
—aszbsc) — azbycy — agbicqy — agbrcs + agbscy — azbacy)
+ (a1bicy +aybycy +aybscqy — arbacs + arbicy
— asbacy — arbzcs — arbaca + azbica + azbacs
—aszbscy + azbycy — agbic3 + agbycy — agbzcy — agbycy)i
+ (a1bic3 — aibacy + aybscy + ajbacy — azbicy

— a2b2C3 + a2b3C2 - a2b4c1 + a3b1c1 - a3b202
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—aszbscs — azbgcy + agbicr + agbycy + agbzcy — agbycs)j
+ (a1bics + arbycy —aybzcy + arbgcy + arbics
—asbycs +arbscy + arbscyr — azbico — azbacy
—azbszcq + azbycs + asbicy — asbycy — asbszcy — agbycy)k
= ((a1b1 — axby — azbz — asbs)cy — (a1by + arby + azby — asbs)c
— (a1b3z — axbs + azby + asby)c3 — (a1bs + arbz — azby + asby)ca)
+ ((a1b1 — azby — azbz — asbg)cy + (a1by + azby + azby — ashs)cy
+ (a1by — ayby + asby + agbs)cy — (a1bg + arbs — aszby + agby)cs)i
+ ((a1by — axby — azbz — asbs)cz — (a1by + arby + azbs — asbsz)cy
+ (a1bs — arby + azby + azby)cy + (ar1bg + arbs — azby + asby)cy)j
+ ((a1by — azby — a3bz — asbs)ca + (a1by + asby + azbs — asbs)c3
— (a1bz — azbs + azby + asbr)cy + (a1bg + arbs — azby + ashbi)cy)k
= ((a1by — azby — azbz — asbys) + (a1by + aby + azby — asb3)i
+ (a1bs — ayby + azby + ashs)j + (a1bg + azbs — azbs + ashy)k)
- (c1 + cpi + c3] + cqk)

=(a-b)-c.

Tulon neutraalialkio:

(ay +azi+asj +agk) - (1+0i+0j+0k)
= (a11 - 6120 - a30 - Cl40) + (a10+a21 +a30 - a40)i
+ (a10 - a20+a31 +a40)j + (a10+a20 - a30+a41)k

=a1+a2i+a3j+a4k.

Tulon kéénteisalkio, kun a # 0+ 0i + 07 + Ok:

-1 a (a1 + azi + asj +ask) - (a; — azi —aszj — ask)
a-a =da- =75 = 2. 2., 2.2
|a| ay+a;+a; +a;
at+aj+ak+a; o
== 2:1+Oz+0]+0k.
aj+a;+a;+a;

Osittelulaki:

a-(b+c)=(ay+ay+asj+ask)

'(b1+b2i+b3j+b4k+cl+C2i+C3j+C4k)
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=a1(b1+b2i+b3j+b4k+cl+C2i+63j+C4k)
+ayi(by + bai + b3j + bak + c1 + ol + c3] + c4k)
+asj(by+byi+b3j+byk +cy+cri +c3]+cak)
+ a4k(b1 + bzi + b3j + b4k +cCc|+ Czi + C3j + C4k)

= a1b1 + albzi + a1b3j + a1b4k + azbli + a2b2i2 + azb3ij + a2b4ik
+ a3b1j + a3b2ji + a3b3j2 + a3b4jk
+asbik + asbrki + asbskj + a4b4k2
+ajci+aicri+ajcizj+aicek +azeqi + a2c2i2 + asciij + arcqik
+ a36‘1j + 613C2ji + a36‘3j2 + a3C4jk
+ a401k + a402ki + a403kj + 614C4k2

= a1b1 + albzi + a1b3j + a1b4k + azbli - (lzbz + a2b3k - a2b4j
+aszb1j — azbrk — azbz + azbai + asb1k + asbyj — asbsi — asby
+ajci+aicri+ajcij+aicak +azci —ayer +ayezk —aseaj
+ a36‘1j - a36‘2k —aszcs +ascyi + a4c1k + Cl4C2j — a4c3l — a4c4

= ((a1by — axby — azbz — asbs) + (a1ba + azby + azby — asbs)i
+ (a1b3 - a2b4 + a3b1 + a4b2)j + (a1b4 + a2b3 — a3b2 + a4b1)k)
+ ((ajc1 — apcyp — azcs — ageq) + (ajcr + arey + azcq — agcs)i
+ (ajc3 — azeq + azey +ager)j + (ajcq + azes — ascy + aqey)k)

=a-b+a-c. |
3.3 Kvaternioiden eri esitysmuotoja ja yksikkonormiset kvater-
niot

Tarkastellaan ei-kommutoivaa rengasta (M;(C), +, -) tavallisilla matriisien yhteen-

ja kerto laskuilla, missi

My(C) = {A =

a b
a,b,c,d e C
c d

Lause 3.2. Kuvaus f : (H,+,-) = (My(C), +, -), missd

ay+azi az+agi
b
—az+aysl ay—ajl

a:a1+a2i+a3j+a4k|—>(
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on injektiivinen rengashomomorfismi, jonka kuva

p q)
-q P

muodostaa vinokuntien H ja im( f) vdlille isomorfismin H = im( f), minkd perus-

im(f) = {A -

p,qu}

teella joukon im( ) jdsenid voi pitid kvaternioiden matriisiesityksend.

Todistus (vrt. [1, s. 224]). Oletetaan tunnetuksi rengashomomorfialause ja se, etti
jos f: (A, +4,-4) — (B, +, -p) on rengashomomorfismi, niin ker( f) on renkaan A
alirengas ja im( f) on renkaan B alirengas, seki se, ettd jos f on kuvaus renkaasta
(A,+4,-4)jaker(f) = {04}, niin A/ker(f) = A.

Todistetaan ensin, ettd f on injektiivinen rengashomomorfismi. Olkoot ¢ = a - b ja

a, b, c € H. Titen
fla+b)=f((ar+b1)+ (ar+b2)i+ (a3 + b3)j + (as + ba)k)

( (a1 +by1) +(ax+b2)i (a3 +b3)+ (as + b4)i)
—(az +b3) + (ag +bg)i (ay+by) — (az + by)i

ap+ax asz+agl b1+ bai b3+ byi
(—a3 +aul ap— azi) ¥ (—b3 +bai by — bzi)
= f(a) + f(b)
ja
fla-b)= f(c1+cai+c3j+cak)

( cr+cy  c3+ C4i)

—c3+c4l Cc1—cCpl

ap+axi asz+agl b1+ bai b3+ byi
B (—a3 +aql aj — azi) - (—b3 +bgi by — bzi)
= f(a)- f(b),
missd kolmannessa askeleessa kiytetiin yhtidsuuruuksia
c1+ cai = (ay + azi)(by + byi) — (a3 + aai) (b3 — bai),

c3+ cqi = (ay + azi) (b3 + bai) + (a3 + agi)(by — bri).

Lisdksi f(1+0i +0j +0k) = I jaker(f) = {0+ 0i +0j + Ok}. Téten on osoitettu,

ettd f on injektiivinen rengashomomorfismi, minkd kuva on
p_ z) p.q € C}.
-9 P
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Nyt oletuksen perusteella im( f) muodostaa renkaan (M;(C), +, -) alirenkaan. Lopul-
ta koska ker(f) = {0+0i+0j +0k}, niin H/ker( f) = H, joten homomorfismilauseen

perusteella saadaan isomorfismi

H = im(f).
Lisdksi koska H on vinokunta, on myds kuvan im( f) oltava vinokunta. |
Lause 3.3. Kvaterniot voi esitdd muodossa by + by j, missd by, by € C.

Todistus. Olkoon b = by + byj, missd by = ay;+azi € Cjaby; = az+aqi € C, ja

olkoon a| + azi + asj + ask = a € H. Saadaan yhtdsuuruus

b=b1+b2j
=a| +asi+ (az + agi)j
=a)+azi+azj+agij
:a1+a2i+a3j+a4k
=da.

Taten b € H. O

Miaritelméi 3.7. Unitaariryhmi U, (C) on méiritelty seuraavasti
Ua(C) ={A € My(C) | A-A' =1},
erityinen unitaariryhmd SO, (R) on mééritelty seuraavasti
SUL(C) ={A € U5(C) | det(A) =1}
ja olkoon yksikkonormisten kvaternioiden joukko S* miiritelty seuraavasti
S*={aecH]|lal =1}.
Lause 3.4. On olemassa ryhmdisomorfismi
(%) = (SU2(C), ).

Todistus (vrt. [1, s. 226]). Olkoon kuvaus f sama kuin lauseessa 3.2. Nyt kaikilla

mielivaltaisilla matriiseilla A € im( f) pitee, ettid det(A) = |p|> + |¢|* ja

. = _ 2 4L (g12
A_Ar:(p_ z)_p q):(lpl lq]
~q P

C ) ,| = det(a) - 1.
qg p 0 Ip|= + g
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Jos a = ay + azi +azj +ask € S* eli |a| = 1, niin selvéisti my®s |a|* = a? + a3 +
a% + aﬁ = 1. Taman perusteella jos A = f(a), missi a € S3, saadaan det(A) =
(a% +a%) + (a% +ai) =1ljaA A = det(A)-I =I.Titen A € SU,(C). Téstd seuraa,
etti kuvaus f indusoi injektiivisen ryhméhomomorfismin g = f|ss : S° — SU>(C),

minkd kuva on
im(g) ={A eim(f) | det(A) =1} € SU,(C).

Lisdksi olkoon B mielivaltainen matriisi siten, etta

a
B =
C

€ SU,(C).

Matriisille B siis pitee, etti B - B = I, joten B = B! ja det(B) = 1. Lisiksi
tiedetdan, etta
ol (d b

—C a

Titend =ajac = —b, miki osoittaa, etti B € im( f) eli
SU,(C) € {A €im(f) | det(A) =1} =im(g).

Nyt siis on osoitettu, etti

im(g) € SU>(C)
ja

SU,»(C) <€ im(g).

Téten on oltava (S3,-) = (SU,(C), -). O
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