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Tämä tutkielma käsittelee reaalilukujen tiettyjä luonnollisia laajennuksia: komplek-
silukuja ja kvaternioita. Tutkielmassa esitetään kompleksiluvuille ja kvaternioneille
määritelmät, erilaisia esitystapoja, joitakin niiden ominaisuuksia sekä lyhyesti niiden
historiaa.

Johdantoa seuraava luku käsittelee kompleksilukuja. Luku alkaa kompleksi-
lukujen historiaa käsittelevällä alaluvulla. Historiaosuutta seuraavassa alaluvussa
kompleksilukujen joukolle ja niitä koskeville laskusäännöille annetaan määritelmät,
sekä todistetaan, että kompleksiluvut muodostavat näillä laskusäännöillä varustetun
kunnan. Alaluvussa todistetaan myös se, että reaalilukujen kunta on kompleksiluku-
jen kunnan alikunta sekä se, että toisen asteen polynomilla on aina ratkaisu komplek-
silukujen joukossa. Kolmannessa kompleksilukuja käsittelevässä alaluvussa esite-
tään erilaisia esitystapoja kompleksiluvuille: matriisiesitys, origokeskeinen esitys ja
eksponenttiesitys. Alaluvussa myös todistetaan niiden olevan isomorfiset kompleksi-
lukujen määritelmästä johdetun esityksen kanssa. Lisäksi alaluku käsittelee lyhyesti
kompleksilukuja, joiden etäisyys origosta on yksi, sekä eräitä kompleksilukujen omi-
naisuuksia, esimerkiksi miten kompleksilukujen avulla voi määrittää sinin ja kosinin
arvot.

Viimeinen luku käsittelee kvaternioita. Luku on rakenteeltaan toisen luvun kans-
sa saman kaltainen. Aiheen käsittely alkaa kvaternioiden historiaa esittelevällä ala-
luvulla. Lisäksi tuodaan esille myös muutama matematiikkaa hyödyntävä ala, jossa
kvaternioita käytetään. Toisessa alaluvussa esitetään tarvittavat määritelmät ja todis-
tus sille, että kvaterniot muodostavat vinokunnan. Viimeisessä alaluvussa kuvataan
kvaternioille lisää esitystapoja, kuten matriisiesitys. Edellisessä esitetään myös kva-
terniot, joiden etäisyys origosta on yksi.

Lukijan oletetaan tuntevan erinäisiä algebrallisia rakenteita, kuten kunta, vino-
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kunta ja rengas ja myös niiden ominaisuuksia ja perusmatriisilaskentaa.

Avainsanat: kompleksiluku, kvaternio, kompleksilukujenjoukko,
kvaternioidenjoukko

Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Tämä tutkielma käsittelee reaalilukujen tiettyjä luonnollisia laajennuksia: komplek-
silukuja ja kvaternioita. Tutkielmassa esitetään kompleksiluvuille ja kvaternioneille
määritelmät, erilaisia esitystapoja, joitakin niiden ominaisuuksia sekä lyhyesti niiden
historiaa.

Luku 2 käsittelee kompleksilukuja. Luku alkaa kompleksilukujen historialla 2.1,
mitä seuraa alaluku 2.2, missä kompleksilukujen joukolle ja niitä koskeville las-
kusäännöille annetaan määritelmät, sekä todistetaan, että kompleksiluvut muodos-
tavat näillä laskusäännöillä varustetun kunnan ja se, että reaalilukujen kunta on
kompleksilukujen kunnan alikunta. Kolmannessa kompleksilukuja käsittelevässä
alaluvussa 2.3 esitetään erilaisia esitystapoja kompleksiluvuille ja todistetaan nii-
den olevan isomorfiset kompleksilukujen määritelmästä johdetun esityksen kanssa.
Lisäksi luku käsitellee lyhyesti kompleksilukuja, minkä etäisyys origosta on yksi ja
paria muuta kompleksilukujen ominaisuutta.

Viimeinen luku 3 käsittelee kvaternioita ja se on rakenteeltaan toisen luvun
2 kanssa saman kaltainen. Luku alkaa kvaternioiden historialla 3.1, mitä seuraa
tarvittavat määritelmät ja todistus sille, että kvaterniot muodostavat vinokunnan 3.2.
Viimeisessä aliluvussa 3.3 esitetään kvaternioille lisää esitystapoja ja kvaterniot
joidenka etäisyys origosta on yksi.

Lukijan oletetaan tuntevan erinäisiä algebrallisia rakenteita, kuten kunta, vino-
kunta ja rengas, sekä niiden ominaisuuksia sekä perusmatriisilaskentaa. Päälähteenä
on käytetty Jürg Kramerin ja Anna-Maria von Pippichin kirjaa From Natural Num-
bers to Quaternions. Muina lähteinä on Ian Stewartin ja David Tallin kirjaa The
Foundations of Mathematics sekä muutamia erinäisiä muita tietolähteitä historiao-
suutta koskien.
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2 Kompleksiluvut

2.1 Kompleksilukujen historiaa lyhyesti

Luku
√
−1 on tullut matemaatikoille vastaan monta kertaa jo yli 2000 vuotta, mutta

sitä pidetiin pitkään mahdottomana, järjenvastaisena tai turhana lukuna.
Vuonna 1572 Rafael Bombelli käytti kompleksilukuja laskiesaan kuutiojuuria

ja sai niitä käyttäen reaalilukutuloksia teoksessaan L’Algebra. Hän osoittaa, että
imaginäärilukuja pystyi käsitelemään algebran perussääntöjen mukaisesti.

Vuonna 1637 René Descartes nimesi luvun
√
−1 imaginaariluvuksi ja keksi

kompleksiluvuille 𝑎 + 𝑏
√
−1 -muotoisen esityksen teoksessa La Gêomêtrie. René

Descartes ei kuitenkaan pitänyt kompleksiluvuista ja oletti, että jos niitä ilmeni las-
kuissa ongelmalla ei ollut ratkaisua.

Kompleksiluvuille tehtiin ensimmäisen kerran geometrin enesitys vuonna 1685
kun John Wallis julkaisi teoksen Algebra, missä John Wallis ei kuitenkaan esittänyt
kompleksilukuja tasopisteinä, mutta esitti niilä olevan tasopistemäisiä ominaisuuksia.

Leonhard Euler antoi oman osuutensa kompleksiluvuille muummuassa käyttäen
luvulle

√
−1 symbolilla 𝑖 vuonna 1777.

Vuonna 1797 Caspar Wessel kirjoitti tutkielman Om directionens analytiske be-
tegning, jossa hän käytti kompleksilukuja tasopisteinä näyttäen, kuinka kompleksi-
lukuja voi esittää tasossa. Caspar Wesselin esitys jäi kuitenkin huomiotta pitkäksi
aikaa.

Vuonna 1806 Jean Robert Argand käytti uudelleen kompleksilukuja tasopistei-
nä esseessä Essai sur une manière de représenter les quantités imaginaires dans
les constructions géométriques. Hän ei kuitenkaan ollut tietoinen Caspar Wesselin
tehneen tämän yhdeksän vuotta aikaisemmin.

Vuonna 1825 Augustin-Louis Cauchy kirjoitti tutkielman Mémoire sur les inté-
grales définies, prises entre des limites imaginaires, jossa hän laittoi aluilleen komplek-
silukuanalyysin.

Carl Friedrich Gauss sai nostettua Argandin esityksen suosioon vuonna 1831.
Lisäksi Gauss antoi merkinnälle nimen 𝑎 + 𝑏𝑖, kutsuen tällaisia lukuja kompleksilu-
vuiksi. [3, 4]
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2.2 Kompleksilukujen perusominaisuuksia

Määritelmä 2.1. Luku 𝑖 on luku, mille pätee, että 𝑖2 = −1.

Määritelmä 2.2. Kompleksilukujen joukko on

ℂ = { 𝑎 = 𝑎1 · 1 + 𝑎2 · 𝑖 | 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℝ }.

Merkinnän 𝑎1 · 1 + 𝑎2 · 𝑖 voi lyhentää muotoon 𝑎1 + 𝑎2𝑖. Lisäksi lukua 𝑎1 kutsutaan
kompleksiluvun reaaliosaksi ja sitä merkitään Re(𝑎) ja lukua 𝑎2 kutsutaan komplek-
siluvun imaginääriosaksi ja sitä merkitään Im(𝑎). Kompleksilukuja, joilla Re(𝑎) = 0
ja Im(𝑎) ≠ 0, kutsutaan puhtaasti imaginäärisiksi.

Määritelmä 2.3. Kahden kompleksiluvun 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 ja 𝑏 = 𝑏1 + 𝑏2𝑖 välinen
summa on

𝑎 + 𝑏 = (𝑎1 + 𝑎2𝑖) + (𝑏1 + 𝑏2𝑖) = (𝑎1 + 𝑏1) + (𝑎2 + 𝑏2)𝑖.

Määritelmä 2.4. Kahden kompleksiluvun 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 ja 𝑏 = 𝑏1 + 𝑏2𝑖 välinen tulo
on

𝑎 · 𝑏 = (𝑎1 + 𝑎2𝑖) · (𝑏1 + 𝑏2𝑖)

= (𝑎1 · 𝑏1 − 𝑎2 · 𝑏2) + (𝑎1 · 𝑏2 + 𝑎2 · 𝑏1)𝑖

= (𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑖.

Määritelmä 2.5. Kompleksiluvun 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 kompleksikonjugaatti on

𝑎 = 𝑎1 − 𝑎2𝑖.

Määritelmä 2.6. Kompleksiluvun 𝑎 itseisarvo on

|𝑎 | =
√
𝑎 · 𝑎 =

√︁
𝑎1𝑎1 + 𝑎2𝑎2 + (𝑎1𝑎2 − 𝑎2𝑎1)𝑖 =

√︃
𝑎2

1 + 𝑎2
2

Lause 2.1. Matemaattinen rakenne (ℂ, +, ·) on kunta, jonka ykkösalkio on 1 + 0𝑖.

Todistus. Summan liitännäisyys:

𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 + ((𝑏1 + 𝑐1) + (𝑏2 + 𝑐2)𝑖)

= (𝑎1 + (𝑏1 + 𝑐1)) + (𝑎2 + (𝑏2 + 𝑐2))𝑖

= ((𝑎1 + 𝑏1) + 𝑐1) + ((𝑎2 + 𝑏2) + 𝑐2)𝑖

= ((𝑎1 + 𝑏1) + (𝑎2 + 𝑏2)𝑖) + 𝑐

= (𝑎 + 𝑏) + 𝑐.
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Summan neutraalialkio:

𝑎 + 0 + 0𝑖 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 0 + 0𝑖 = (𝑎1 + 0) + (𝑎2 + 0)𝑖 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 = 𝑎.

Vasta-alkio:

𝑎 + (−𝑎) = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + (−𝑎1 − 𝑎2𝑖) = 𝑎1 − 𝑎1 + (𝑎2 − 𝑎2)𝑖 = 0 + 0𝑖.

Summan vaihdannaisuus:

𝑎 + 𝑏 = (𝑎1 + 𝑏1) + (𝑎2 + 𝑏2)𝑖 = (𝑏1 + 𝑎1) + (𝑏2 + 𝑎2)𝑖 = 𝑏 + 𝑎.

Tulon liitännäisyys:

𝑎 · (𝑏 · 𝑐) = (𝑎1 + 𝑎2𝑖) · ((𝑏1𝑐1 − 𝑏2𝑐2) + (𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1)𝑖)

= (𝑎1(𝑏1𝑐1 − 𝑏2𝑐2) − 𝑎2(𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1))

+ (𝑎1(𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1) + 𝑎2(𝑏1𝑐1 − 𝑏2𝑐2))𝑖

= (𝑎1𝑏1𝑐1 − 𝑎1𝑏2𝑐2 − 𝑎2𝑏1𝑐2 − 𝑎2𝑏2𝑐1)

+ (𝑎1𝑏1𝑐2 + 𝑎1𝑏2𝑐1 + 𝑎2𝑏1𝑐1 − 𝑎2𝑏2𝑐2)𝑖

= ((𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2)𝑐1 − (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑐2)

+ ((𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2)𝑐2 + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑐1)𝑖

= ((𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑖) · (𝑐1 + 𝑐2𝑖)

= (𝑎 · 𝑏) · 𝑐.

Tulon neutraalialkio:

(𝑎1 + 𝑎2𝑖) · (1 + 0𝑖) = (𝑎11 − 𝑎20) + (𝑎10 + 𝑎21)𝑖 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖.

Tulon käänteisalkio, kun 𝑎 ≠ 0 + 0𝑖:

(𝑎1 + 𝑎2𝑖) · (𝑏1 + 𝑏2𝑖) = 1 + 0𝑖

⇔ (𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑖 = 1 + 0𝑖

⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 = 0 ⇔ 𝑏2 =

−𝑎2𝑏1
𝑎1

⇔
−𝑎2

𝑎1
𝑎2

1+𝑎
2
2

𝑎1
⇔ 𝑏2 =

−𝑎2

𝑎2
1 + 𝑎2

2

𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 = 1 ⇔ 𝑎1𝑏1 + 𝑎2
𝑎2𝑏1
𝑎1

= 1 ⇔ 𝑏1 =
𝑎1

𝑎2
1 + 𝑎2

2

⇔ 𝑏 =
𝑎1

𝑎2
1 + 𝑎2

2
+ −𝑎2

𝑎2
1 + 𝑎2

2
𝑖 =

𝑎

|𝑎 |2
= 𝑎−1.
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Tulon vaihdannaisuus:

𝑎 · 𝑏 = (𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑖

= (𝑏1𝑎1 − 𝑏2𝑎2) + (𝑏1𝑎2 + 𝑏2𝑎1)𝑖

= 𝑏 · 𝑎.

Osittelulaki:

𝑎 · (𝑏 + 𝑐) = (𝑎1 + 𝑎2𝑖) · (𝑏1 + 𝑏2𝑖 + 𝑐1 + 𝑐2𝑖)

= 𝑎1𝑏1 + 𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑎2𝑖𝑏1 − 𝑎2𝑏2

+ 𝑎1𝑐1 + 𝑎1𝑐2𝑖 + 𝑎2𝑖𝑐1 − 𝑎2𝑐2

= 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑖

+ 𝑎1𝑐1 − 𝑎2𝑐2 + (𝑎1𝑐2 + 𝑎2𝑐1)𝑖

= 𝑎 · 𝑏 + 𝑎 · 𝑐. □

Lause 2.2. Reaalilukujen kunta (ℝ, +, ·) on kompleksilukujen kunnan (ℂ, +, ·) ali-
kunta.

Todistus (vrt. [1, s. 185]). Oletetaan tunnetuksi reaalilukujen kunta (ℝ, +, ·). Käyt-
tämällä kuvausta 𝜓 : (ℝ, +, ·) → (ℂ, +, ·), missä 𝑎1 ↦→ 𝑎1 + 0𝑖, saadaan

𝜓(𝑎1 + 𝑏1) = 𝑎1 + 𝑏1 + 0𝑖 = 𝑎1 + 0𝑖 + 𝑏1 + 0𝑖

= 𝜓(𝑎1) + 𝜓(𝑏1)

ja

𝜓(𝑎1 · 𝑏1) = 𝑎1𝑏1 + 0𝑖

= (𝑎1𝑏1 − 0 · 0) + (𝑎1 · 0 + 0 · 𝑏1)𝑖

= 𝜓(𝑎1) · 𝜓(𝑏1)

sekä
𝜓(1) = 1 + 0𝑖.

Lisäksi ker(𝜓) = {0}. Täten kuvaus 𝜓 on siis injektiivinen rengashomomorfismi
kunnasta (ℝ, +, ·) kuntaan (ℂ, +, ·). Tähän perustuen reaalilukujen kuntaa voidaan
pitää kompleksilukujen kunnan alikuntana. □

Lause 2.3. Toisen asteen polynomilla

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0

on aina ratkaisu joukossa ℂ, kun 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ.
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Todistus. Toisen asteen yhtälön ratkaisukaava

(2.1)
−𝑏 ±

√
𝑏2 − 4𝑎𝑐
2𝑎

on selvästi ratkaistavissa joukossa ℝ, kun 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≥ 0. Kun 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0, niin

−𝑏 ±
√
𝑏2 − 4𝑎𝑐
2𝑎

=
−𝑏 ±

√︁
(−1) |𝑏2 − 4𝑎𝑐 |

2𝑎
=
−𝑏 ± 𝑖

√︁
|𝑏2 − 4𝑎𝑐 |
2𝑎

,

ja koska 𝑖
√︁
|𝑏2 − 4𝑎𝑐 | ∈ ℂ, niin yhtälöllä on aina ratkaisu joukossa ℂ. □

2.3 Kompleksilukujen eri esitystapoja ja yksikkönormiset komplek-
siluvut

Tarkastellaan ei-kommutoivaa rengasta (M2(ℝ), +, ·) tavallisilla matriisien yhteen-
ja kerto laskuilla, missä

M2(ℝ) =
{︄
𝑨 =

(︄
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4

)︄ |︁|︁|︁|︁|︁ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 ∈ ℝ

}︄
.

Lause 2.4. Kuvaus 𝑓 : (ℂ, +, ·) → (M2(ℝ), +, ·), missä

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 ↦→
(︄
𝑎1 𝑎2

−𝑎2 𝑎1

)︄
,

on injektiivinen rengashomomorfismi, jonka kuva

im( 𝑓 ) =
{︄
𝑨 =

(︄
𝑎1 𝑎2

−𝑎2 𝑎1

)︄ |︁|︁|︁|︁|︁ 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℝ

}︄
muodostaa kunnan ja kuntien ℂ ja im( 𝑓 ) välillä on isomorfismi ℂ ≅ im( 𝑓 ), minkä
perusteella joukon im( 𝑓 ) jäseniä voi pitää kompleksiluvun matriisiesityksenä.

Todistus (vrt. [1, s. 188]). Oletetaan tunnetuksi rengashomomorfialause ja se, että
jos 𝑓 : (𝐴, +𝐴, ·𝐴) → (𝐵, +𝐵, ·𝐵) on rengashomomorfismi, niin ker( 𝑓 ) on renkaan 𝐴

alirengas ja im( 𝑓 ) on renkaan 𝐵 alirengas, sekä sen, että jos 𝑓 on kuvaus renkaasta
(𝐴, +𝐴, ·𝐴) ja ker( 𝑓 ) = 0𝐴, niin 𝐴/ker( 𝑓 ) = 𝐴.
Todistetaan ensin, että 𝑓 on injektiivinen rengashomomorfismi. Olkoot 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ.
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Täten

𝑓 (𝑎 + 𝑏) = 𝑓 ((𝑎1 + 𝑏1) + (𝑎2 + 𝑏2)𝑖)

=

(︄
𝑎1 + 𝑏1 𝑎2 + 𝑏2

−(𝑎2 + 𝑏2) 𝑎1 + 𝑏1

)︄
=

(︄
𝑎1 𝑎2

−𝑎2 𝑎1

)︄
+

(︄
𝑏1 𝑏2

−𝑏2 𝑏1

)︄
= 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏)

ja

𝑓 (𝑎 · 𝑏) = 𝑓 ((𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑖)

=

(︄
𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1

−(𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1) 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2

)︄
=

(︄
𝑎1 𝑎2

−𝑎2 𝑎1

)︄
·
(︄
𝑏1 𝑏2

−𝑏2 𝑏1

)︄
= 𝑓 (𝑎) · 𝑓 (𝑏).

Lisäksi 𝑓 (1 + 0𝑖) = 𝑰 ja ker( 𝑓 ) = {0 + 0𝑖}. Täten on osoitettu, että 𝑓 on injektiivinen
rengashomomorfismi, minkä kuva on

im( 𝑓 ) =
{︄
𝑨 =

(︄
𝑎1 𝑎2

−𝑎2 𝑎1

)︄ |︁|︁|︁|︁|︁ 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℝ

}︄
.

Nyt oletuksen perusteella im( 𝑓 ) muodostaa renkaan (M2(ℝ), +, ·) alirenkaan.
Lopulta koska ker( 𝑓 ) = {0+0𝑖}, niinℂ/ker( 𝑓 ) = ℂ, joten homomorfismilauseen

perusteella saadaan isomorfismi

ℂ ≅ im( 𝑓 ).

Lisäksi koska ℂ on kunta, on myös kuvan im( 𝑓 ) oltava kunta. □

Määritelmä 2.7. Ortogonaaliryhmä O2(ℝ) on määritelty seuraavasti

O2(ℝ) = {𝑨 ∈ M2(ℝ) | 𝑨 · 𝑨𝑡 = 𝑰},

erityinen ortogonaaliryhmä SO2(ℝ) on määritelty seuraavasti

SO2(ℝ) = {𝑨 ∈ O2(ℝ) | det(𝑨) = 1}

ja olkoon yksikkönormisten kompleksilukujen joukko 𝕊1 määritelty seuraavasti

𝕊1 = {𝑎 ∈ ℂ | |𝑎 | = 1}.

11



Lause 2.5. On olemassa ryhmäisomorfismi

(𝕊1, ·) ≅ (SO2(ℝ), ·).

Todistus (vrt. [1, s. 189]). Olkoon kuvaus 𝑓 sama kuin lauseessa 2.4. Nyt kaikilla
mielivaltaisilla matriiseilla 𝑨 ∈ im( 𝑓 ) pätee, että det(𝑨) = 𝑎2

1 + 𝑎2
2 ja

𝑨 · 𝑨𝑡 =

(︄
𝑎1 𝑎2

−𝑎2 𝑎1

)︄
·
(︄
𝑎1 𝑎2

−𝑎2 𝑎1

)︄
=

(︄
𝑎2

1 + 𝑎2
2 0

0 𝑎2
1 + 𝑎2

2

)︄
= det(𝑨) · 𝑰.

Jos 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 ∈ 𝕊1 eli |𝑎 | = 1, niin selvästi myös |𝑎 |2 = 𝑎2
1 + 𝑎2

2 = 1. Tämän
perusteella jos 𝑨 = 𝑓 (𝑎), missä 𝑎 ∈ 𝕊1, saadaan det(𝑨) = 𝑎2

1 + 𝑎2
2 = 1 ja 𝑨 · 𝑨𝑡 =

det(𝑨) · 𝑰 = 𝑰. Täten 𝑨 ∈ SO2(ℝ). Tästä seuraa, että kuvaus 𝑓 indusoi injektiivisen
ryhmähomomorfismin 𝑔 = 𝑓 |𝕊1 : 𝕊1 → SO2(ℝ), minkä kuva on

im(𝑔) = {𝑨 ∈ im( 𝑓 ) | det(𝑨) = 1} ⊆ SO2(ℝ).

Lisäksi olkoon 𝑩 mielivaltainen matriisi siten, että

𝑩 =

(︄
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4

)︄
∈ SO2(ℝ).

Matriisille 𝑩 siis pätee, että 𝑩 · 𝑩𝑡 = 𝑰, joten 𝑩𝑡 = 𝑩−1 ja det(𝑩) = 1. Lisäksi
tiedetään, että

𝑩−1 =

(︄
𝑎4 −𝑎2

−𝑎3 𝑎1

)︄
.

Täten 𝑎4 = 𝑎1 ja 𝑎3 = −𝑎2, mikä osoittaa, että 𝑩 ∈ im( 𝑓 ) eli

SO2(ℝ) ⊆ {𝑨 ∈ im( 𝑓 ) | det(𝑨) = 1} = im(𝑔).

Nyt siis on osoitettu, että
im(𝑔) ⊆ SO2(ℝ)

ja
SO2(ℝ) ⊆ im(𝑔).

Täten on oltava (𝕊1, ·) ≅ (SO2(ℝ), ·). □

Seuraus 2.1. Jokainen kompleksiluku 𝑎 ∈ ℂ \ {0} voi esittää yksikäsitteisesti muo-
dossa

𝑎 = |𝑎 | · (cos(𝜃) + 𝑖 · sin(𝜃))

jollakin 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[.
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Todistus (vrt. [1, s. 190]). Lauseen 2.5 perusteella kaikki matriisit 𝑨 ∈ SO2(ℝ) ovat
muotoa

𝑨 =

(︄
𝑎1 𝑎2

−𝑎2 𝑎1

)︄
,

missä 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℝ, ja tiedetään, että 𝑎2
1 + 𝑎2

2 = 1. Täten 𝑎1, 𝑎2 ∈ [1,−1], joten on
olemassa yksikäsitteinen 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[ siten, että 𝑎1 = cos(𝜃) ja 𝑎2 = sin(𝜃). Koska
𝑎/|𝑎 | ∈ 𝕊1 kaikilla 𝑎 ∈ ℂ, on myös oltava yksikäsitteinen 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[ siten, että

𝑎

|𝑎 | = cos(𝜃) + 𝑖 · sin(𝜃).

Tämän perustella on olemassa yksikäsitteinen 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[ siten, että

𝑎 = |𝑎 | · (cos(𝜃) + 𝑖 · sin(𝜃)). □

Lause 2.6. Kaikki kompleksiluvut 𝑎 ∈ ℂ \ {0} voi esittää muodossa |𝑎 | · 𝑒𝑖𝜃 jollakin
𝜃 ∈ ℝ \ {0}.

Todistus (vrt. [2, s. 239]). Oletetaan tunnetuksi, että

𝑒𝑥 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!

ja

sin(𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝜃2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

sekä

cos(𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝜃2𝑛

(2𝑛)! .

Nyt

𝑒𝑖𝜃 =

∞∑︁
𝑛=0

(𝑖𝜃)𝑛
𝑛!

= 1 + 𝑖𝜃 + (𝑖𝜃)2

2!
+ (𝑖𝜃)3

3!
+ ...

= 1 + (𝑖𝜃)2

2!
+ (𝑖𝜃)4

4!
+ ... + 𝑖𝜃 + (𝑖𝜃)3

3!
+ (𝑖𝜃)5

5!
+ ...

= 1 + (−1)𝜃2

2!
+ 𝜃4

4!
+ ... + 𝑖𝜃 + 𝑖

(−1)𝜃3

3!
+ 𝑖

𝜃5

5!
+ ...

=

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝜃2𝑛

(2𝑛)! + 𝑖

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝜃2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

= cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃).

Tämän yhtäsuuruuden perusteella |𝑎 | ·𝑒𝑖𝜃 = |𝑎 | · (cos(𝜃) +𝑖 ·sin(𝜃)), mikä seurauksen
2.1 perusteella on esitys luvulle 𝑎 ∈ ℂ \ {0}. □
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Lause 2.7. Jos 𝜃, 𝜙 ∈ ℝ, niin

𝑒𝑖(𝜃+𝜙) = 𝑒𝑖𝜃 · 𝑒𝑖𝜙.

Todistus (vrt. [2, s. 242]). Sinin ja kosinin ominaisuudet oletetaan tunnetuiksi. Sil-
loin saadaan

𝑒𝑖(𝜃+𝜙) = cos(𝜃 + 𝜙) + 𝑖 sin(𝜃 + 𝜙)

= cos(𝜃) cos(𝜙) − sin(𝜃) sin(𝜙) + 𝑖(cos(𝜃) sin(𝜙) + sin(𝜃) cos(𝜙))

= (cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃)) (cos(𝜙) + 𝑖 sin(𝜙))

= 𝑒𝑖𝜃 · 𝑒𝑖𝜙. □

Lause 2.8. Jos 𝜃 ∈ ℝ, niin

cos(𝜃) = 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
, sin(𝜃) = 𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
.

Todistus (vrt. [2, s. 246]). Sinin ja kosinin ominaisuudet oletetaan tunnetuiksi. Sil-
loin saadaan

𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
=

cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃) + cos(𝜃) − 𝑖 sin(𝜃)
2

=
2 cos(𝜃)

2
= cos(𝜃)

ja

𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
=

cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃) − cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃)
2𝑖

=
2𝑖 sin(𝜃)

2𝑖
= sin(𝜃). □
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3 Kvaterniot

3.1 Kvaternioiden historiaa lyhyesti

William Rowan Hamilton keksi kvaterniot, yrittäessään keksiä kolmiulotteista laajen-
nusta kompleksiluvuille. Hamilton yritti saada kolmiulotteiset luvut toimimaan pit-
kän aikaa, mutta kertolasku sai aina aikaan ristiriitoja. Hänen poikansa usein kysyivät
häneltä aamuisin, oliko hän keksinyt, kuinka kertoa kolmikoilla. Tähän hän vastasi,
että ei vielä. Eräänä päivänä ollessaan kävelyllä vaimonsa kanssa. Hän sai idean lisätä
neljännen ulottuvuuden ja kaiversi ideansa Dublinin Broome -siltaan vuonna 1843.
Monet eivät kuitenkaan pitäneet kvaternioista erityisesti kertolaskun vaihdannaisuu-
den puutteen vuoksi. Myöhemmin kvaternioita aletiin käytää tietotekniikka-alalla.
kun tarvitsi kuvata pyörähdyksiä kolmiulotteisessa avaruudessa. Nykyään kvater-
nioita käytetään myös kvanttimekaniikassa, missä usein kappaleen pitää pyörähtää
kaksi kertaa akselin ympäri palatakseen aluperäiseen tilaan, mikä on tavallista kva-
ternioilla. [5]

3.2 Kvaternioiden perusominaisuuksia

Määritelmä 3.1. Luvut 𝑖, 𝑗 , 𝑘 ovat sellaisia, että niille pätee

𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖 · 𝑗 · 𝑘 = −1.

Tästä saa johdettua, että 𝑖 · 𝑗 · 𝑘 = −1 → 𝑖 · 𝑗 = 𝑘 sekä 𝑖 · 𝑗 · 𝑘 = −1 → 𝑘 = − 𝑗 · 𝑖
eli 𝑖 · 𝑗 = 𝑘 = − 𝑗 · 𝑖. Samaan tapaan on johdettavissa, että 𝑗 · 𝑘 = 𝑖 = −𝑘 · 𝑗 ja
𝑘 · 𝑖 = 𝑗 = −𝑖 · 𝑘 .

Määritelmä 3.2. Kvaternioiden joukko on

ℍ = { 𝑎 = 𝑎1 · 1 + 𝑎2 · 𝑖 + 𝑎3 · 𝑗 + 𝑎4 · 𝑘 | 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 ∈ ℝ }.

Tässä merkinnän 𝑎1 · 1 + 𝑎2 · 𝑖 + 𝑎3 · 𝑗 + 𝑎4 · 𝑘 voi lyhentää muotoon 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 +
𝑎4𝑘 . Lisäksi lukua 𝑎1 kutsutaan kvaternion reaaliosaksi ja sitä merkitään Re(𝑎), ja
järjestettyä reeaalilukukolmikkoa (𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) kutsutaan kvaternion imaginääriosaksi
ja sitä merkitään Im(𝑎). Kvaternioita, joilla Re(𝑎) = 0 ja Im(𝑎) ≠ 0, kutsutaan
puhtaasti imaginäärisiksi.

15



Määritelmä 3.3. Kahden kvaternion 𝑎 = 𝑎1+𝑎2𝑖+𝑎3 𝑗+𝑎4𝑘 ja 𝑏 = 𝑏1+𝑏2𝑖+𝑏3 𝑗+𝑏4𝑘

välinen summa on

𝑎 + 𝑏 = (𝑎1 + 𝑏1) + (𝑎2 + 𝑏2)𝑖 + (𝑎3 + 𝑏3) 𝑗 + (𝑎4 + 𝑏4)𝑘.

Määritelmä 3.4. Kahden kvaternion 𝑎 = 𝑎1+𝑎2𝑖+𝑎3 𝑗+𝑎4𝑘 ja 𝑏 = 𝑏1+𝑏2𝑖+𝑏3 𝑗+𝑏4𝑘

välinen tulo on

𝑎 · 𝑏 = (𝑎1 · 𝑏1 − 𝑎2 · 𝑏2 − 𝑎3 · 𝑏3 − 𝑎4 · 𝑏4)

+ (𝑎1 · 𝑏2 + 𝑎2 · 𝑏1 + 𝑎3 · 𝑏4 − 𝑎4 · 𝑏3)𝑖

+ (𝑎1 · 𝑏3 − 𝑎2 · 𝑏4 + 𝑎3 · 𝑏1 + 𝑎4 · 𝑏2) 𝑗

+ (𝑎1 · 𝑏4 + 𝑎2 · 𝑏3 − 𝑎3 · 𝑏2 + 𝑎4 · 𝑏1)𝑘

= (𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3 − 𝑎4𝑏4) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏4 − 𝑎4𝑏3)𝑖

+ (𝑎1𝑏3 − 𝑎2𝑏4 + 𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏2) 𝑗 + (𝑎1𝑏4 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏1)𝑘.

Määritelmä 3.5. Kvaternion 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘 kvaterniokonjugaatti on

𝑎 = 𝑎1 − 𝑎2𝑖 − 𝑎3 𝑗 − 𝑎4𝑘.

Määritelmä 3.6. Kvaternion 𝑎 itseisarvo on

|𝑎 | =
√
𝑎 · 𝑎 =

√︃
𝑎2

1 + 𝑎2
2 + 𝑎2

3 + 𝑎2
4.

Lause 3.1. Matemaattinen rakenne (ℍ, +, ·) on vinokunta, jonka ykkösalkio on 1 +
0𝑖 + 0 𝑗 + 0𝑘 .

Todistus. Summan liitännäisyys:

𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 + ((𝑏1 + 𝑐1) + (𝑏2 + 𝑐2)𝑖 + (𝑏3 + 𝑐3) 𝑗 + (𝑏4 + 𝑐4)𝑘)

= (𝑎1 + (𝑏1 + 𝑐1)) + ((𝑎2 + (𝑏2 + 𝑐2))𝑖

+ (𝑎3 + (𝑏3 + 𝑐3)) 𝑗 + (𝑎4 + (𝑏4 + 𝑐4))𝑘

= (𝑎1 + 𝑏1) + 𝑐1) + ((𝑎2 + 𝑏2) + 𝑐2)𝑖

+ (𝑎3 + 𝑏3) + 𝑐3) 𝑗 + (𝑎4 + 𝑏4) + 𝑐4)𝑘

= (𝑎 + 𝑏) + 𝑐.

Summan nautraalialkio:

𝑎 + 0 + 0𝑖 + 0 𝑗 + 0𝑘 = (𝑎1 + 0) + (𝑎2 + 0)𝑖 + (𝑎3 + 0) 𝑗 + (𝑎4 + 0)𝑘

= 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘 = 𝑎.
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Vasta-alkio:

𝑎 + (−𝑎) = (𝑎1 + (−𝑎1)) + (𝑎2 + (−𝑎2))𝑖 + (𝑎3 + (−𝑎3)) 𝑗 + (𝑎4 + (−𝑎4))𝑘

= 𝑎1 − 𝑎1 + (𝑎2 − 𝑎2)𝑖 + (𝑎3 − 𝑎3) 𝑗 + (𝑎4 − 𝑎4)𝑘

= 0 + 0𝑖 + 0 𝑗 + 0𝑘.

Summan vaihdannaisuus:

𝑎 + 𝑏 = (𝑎1 + 𝑏1) + (𝑎2 + 𝑏2)𝑖 + (𝑎3 + 𝑏3) 𝑗 + (𝑎4 + 𝑏4)𝑘

= (𝑏1 + 𝑎1) + (𝑏2 + 𝑎2)𝑖 + (𝑏3 + 𝑎3) 𝑗 + (𝑏4 + 𝑎4)𝑘

= 𝑏 + 𝑎.

Tulon liitännäisyys:

𝑎 · (𝑏 · 𝑐) = (𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘)

· ((𝑏1𝑐1 − 𝑏2𝑐2 − 𝑏3𝑐3 − 𝑏4𝑐4) + (𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1 + 𝑏3𝑐4 − 𝑏4𝑐3)𝑖

+ (𝑏1𝑐3 − 𝑏2𝑐4 + 𝑏3𝑐1 + 𝑏4𝑐2) 𝑗 + (𝑏1𝑐4 + 𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2 + 𝑏4𝑐1)𝑘)

= (𝑎1(𝑏1𝑐1 − 𝑏2𝑐2 − 𝑏3𝑐3 − 𝑏4𝑐4) − 𝑎2(𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1 + 𝑏3𝑐4 − 𝑏4𝑐3)

− 𝑎3(𝑏1𝑐3 − 𝑏2𝑐4 + 𝑏3𝑐1 + 𝑏4𝑐2) − 𝑎4(𝑏1𝑐4 + 𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2 + 𝑏4𝑐1))

+ (𝑎1(𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1 + 𝑏3𝑐4 − 𝑏4𝑐3) + 𝑎2(𝑏1𝑐1 − 𝑏2𝑐2 − 𝑏3𝑐3 − 𝑏4𝑐4)

+ 𝑎3(𝑏1𝑐4 + 𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2 + 𝑏4𝑐1) − 𝑎4(𝑏1𝑐3 − 𝑏2𝑐4 + 𝑏3𝑐1 + 𝑏4𝑐2))𝑖

+ (𝑎1(𝑏1𝑐3 − 𝑏2𝑐4 + 𝑏3𝑐1 + 𝑏4𝑐2) − 𝑎2(𝑏1𝑐4 + 𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2 + 𝑏4𝑐1)

+ 𝑎3(𝑏1𝑐1 − 𝑏2𝑐2 − 𝑏3𝑐3 − 𝑏4𝑐4) + 𝑎4(𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1 + 𝑏3𝑐4 − 𝑏4𝑐3)) 𝑗

+ (𝑎1(𝑏1𝑐4 + 𝑏2𝑐3 − 𝑏3𝑐2 + 𝑏4𝑐1) + 𝑎2(𝑏1𝑐3 − 𝑏2𝑐4 + 𝑏3𝑐1 + 𝑏4𝑐2)

− 𝑎3(𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1 + 𝑏3𝑐4 − 𝑏4𝑐3) + 𝑎4(𝑏1𝑐1 − 𝑏2𝑐2 − 𝑏3𝑐3 − 𝑏4𝑐4))𝑘

= (𝑎1𝑏1𝑐1 − 𝑎1𝑏2𝑐2 − 𝑎1𝑏3𝑐3 − 𝑎1𝑏4𝑐4 − 𝑎2𝑏1𝑐2

− 𝑎2𝑏2𝑐1 − 𝑎2𝑏3𝑐4 + 𝑎2𝑏4𝑐3 − 𝑎3𝑏1𝑐3 + 𝑎3𝑏2𝑐4

− 𝑎3𝑏3𝑐1 − 𝑎3𝑏4𝑐2 − 𝑎4𝑏1𝑐4 − 𝑎4𝑏2𝑐3 + 𝑎4𝑏3𝑐2 − 𝑎4𝑏4𝑐1)

+ (𝑎1𝑏1𝑐2 + 𝑎1𝑏2𝑐1 + 𝑎1𝑏3𝑐4 − 𝑎1𝑏4𝑐3 + 𝑎2𝑏1𝑐1

− 𝑎2𝑏2𝑐2 − 𝑎2𝑏3𝑐3 − 𝑎2𝑏4𝑐4 + 𝑎3𝑏1𝑐4 + 𝑎3𝑏2𝑐3

− 𝑎3𝑏3𝑐2 + 𝑎3𝑏4𝑐1 − 𝑎4𝑏1𝑐3 + 𝑎4𝑏2𝑐4 − 𝑎4𝑏3𝑐1 − 𝑎4𝑏4𝑐2)𝑖

+ (𝑎1𝑏1𝑐3 − 𝑎1𝑏2𝑐4 + 𝑎1𝑏3𝑐1 + 𝑎1𝑏4𝑐2 − 𝑎2𝑏1𝑐4

− 𝑎2𝑏2𝑐3 + 𝑎2𝑏3𝑐2 − 𝑎2𝑏4𝑐1 + 𝑎3𝑏1𝑐1 − 𝑎3𝑏2𝑐2
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− 𝑎3𝑏3𝑐3 − 𝑎3𝑏4𝑐4 + 𝑎4𝑏1𝑐2 + 𝑎4𝑏2𝑐1 + 𝑎4𝑏3𝑐4 − 𝑎4𝑏4𝑐3) 𝑗

+ (𝑎1𝑏1𝑐4 + 𝑎1𝑏2𝑐3 − 𝑎1𝑏3𝑐2 + 𝑎1𝑏4𝑐1 + 𝑎2𝑏1𝑐3

− 𝑎2𝑏2𝑐4 + 𝑎2𝑏3𝑐1 + 𝑎2𝑏4𝑐2 − 𝑎3𝑏1𝑐2 − 𝑎3𝑏2𝑐1

− 𝑎3𝑏3𝑐4 + 𝑎3𝑏4𝑐3 + 𝑎4𝑏1𝑐1 − 𝑎4𝑏2𝑐2 − 𝑎4𝑏3𝑐3 − 𝑎4𝑏4𝑐4)𝑘

= ((𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3 − 𝑎4𝑏4)𝑐1 − (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏4 − 𝑎4𝑏3)𝑐2

− (𝑎1𝑏3 − 𝑎2𝑏4 + 𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏2)𝑐3 − (𝑎1𝑏4 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏1)𝑐4)

+ ((𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3 − 𝑎4𝑏4)𝑐2 + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏4 − 𝑎4𝑏3)𝑐1

+ (𝑎1𝑏3 − 𝑎2𝑏4 + 𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏2)𝑐4 − (𝑎1𝑏4 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏1)𝑐3)𝑖

+ ((𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3 − 𝑎4𝑏4)𝑐3 − (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏4 − 𝑎4𝑏3)𝑐4

+ (𝑎1𝑏3 − 𝑎2𝑏4 + 𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏2)𝑐1 + (𝑎1𝑏4 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏1)𝑐2) 𝑗

+ ((𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3 − 𝑎4𝑏4)𝑐4 + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏4 − 𝑎4𝑏3)𝑐3

− (𝑎1𝑏3 − 𝑎2𝑏4 + 𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏2)𝑐2 + (𝑎1𝑏4 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏1)𝑐1)𝑘

= ((𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3 − 𝑎4𝑏4) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏4 − 𝑎4𝑏3)𝑖

+ (𝑎1𝑏3 − 𝑎2𝑏4 + 𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏2) 𝑗 + (𝑎1𝑏4 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏1)𝑘)

· (𝑐1 + 𝑐2𝑖 + 𝑐3 𝑗 + 𝑐4𝑘)

= (𝑎 · 𝑏) · 𝑐.

Tulon neutraalialkio:

(𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘) · (1 + 0𝑖 + 0 𝑗 + 0𝑘)

= (𝑎11 − 𝑎20 − 𝑎30 − 𝑎40) + (𝑎10 + 𝑎21 + 𝑎30 − 𝑎40)𝑖

+ (𝑎10 − 𝑎20 + 𝑎31 + 𝑎40) 𝑗 + (𝑎10 + 𝑎20 − 𝑎30 + 𝑎41)𝑘

= 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘.

Tulon käänteisalkio, kun 𝑎 ≠ 0 + 0𝑖 + 0 𝑗 + 0𝑘:

𝑎 · 𝑎−1 = 𝑎 · 𝑎

|𝑎 |2
=

(𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘) · (𝑎1 − 𝑎2𝑖 − 𝑎3 𝑗 − 𝑎4𝑘)
𝑎2

1 + 𝑎2
2 + 𝑎2

3 + 𝑎2
4

=
𝑎2

1 + 𝑎2
2 + 𝑎2

3 + 𝑎2
4

𝑎2
1 + 𝑎2

2 + 𝑎2
3 + 𝑎2

4
= 1 + 0𝑖 + 0 𝑗 + 0𝑘.

Osittelulaki:

𝑎 · (𝑏 + 𝑐) = (𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘)

· (𝑏1 + 𝑏2𝑖 + 𝑏3 𝑗 + 𝑏4𝑘 + 𝑐1 + 𝑐2𝑖 + 𝑐3 𝑗 + 𝑐4𝑘)
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= 𝑎1(𝑏1 + 𝑏2𝑖 + 𝑏3 𝑗 + 𝑏4𝑘 + 𝑐1 + 𝑐2𝑖 + 𝑐3 𝑗 + 𝑐4𝑘)

+ 𝑎2𝑖(𝑏1 + 𝑏2𝑖 + 𝑏3 𝑗 + 𝑏4𝑘 + 𝑐1 + 𝑐2𝑖 + 𝑐3 𝑗 + 𝑐4𝑘)

+ 𝑎3 𝑗 (𝑏1 + 𝑏2𝑖 + 𝑏3 𝑗 + 𝑏4𝑘 + 𝑐1 + 𝑐2𝑖 + 𝑐3 𝑗 + 𝑐4𝑘)

+ 𝑎4𝑘 (𝑏1 + 𝑏2𝑖 + 𝑏3 𝑗 + 𝑏4𝑘 + 𝑐1 + 𝑐2𝑖 + 𝑐3 𝑗 + 𝑐4𝑘)

= 𝑎1𝑏1 + 𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑎1𝑏3 𝑗 + 𝑎1𝑏4𝑘 + 𝑎2𝑏1𝑖 + 𝑎2𝑏2𝑖
2 + 𝑎2𝑏3𝑖 𝑗 + 𝑎2𝑏4𝑖𝑘

+ 𝑎3𝑏1 𝑗 + 𝑎3𝑏2 𝑗𝑖 + 𝑎3𝑏3 𝑗
2 + 𝑎3𝑏4 𝑗 𝑘

+ 𝑎4𝑏1𝑘 + 𝑎4𝑏2𝑘𝑖 + 𝑎4𝑏3𝑘 𝑗 + 𝑎4𝑏4𝑘
2

+ 𝑎1𝑐1 + 𝑎1𝑐2𝑖 + 𝑎1𝑐3 𝑗 + 𝑎1𝑐4𝑘 + 𝑎2𝑐1𝑖 + 𝑎2𝑐2𝑖
2 + 𝑎2𝑐3𝑖 𝑗 + 𝑎2𝑐4𝑖𝑘

+ 𝑎3𝑐1 𝑗 + 𝑎3𝑐2 𝑗𝑖 + 𝑎3𝑐3 𝑗
2 + 𝑎3𝑐4 𝑗 𝑘

+ 𝑎4𝑐1𝑘 + 𝑎4𝑐2𝑘𝑖 + 𝑎4𝑐3𝑘 𝑗 + 𝑎4𝑐4𝑘
2

= 𝑎1𝑏1 + 𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑎1𝑏3 𝑗 + 𝑎1𝑏4𝑘 + 𝑎2𝑏1𝑖 − 𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑏3𝑘 − 𝑎2𝑏4 𝑗

+ 𝑎3𝑏1 𝑗 − 𝑎3𝑏2𝑘 − 𝑎3𝑏3 + 𝑎3𝑏4𝑖 + 𝑎4𝑏1𝑘 + 𝑎4𝑏2 𝑗 − 𝑎4𝑏3𝑖 − 𝑎4𝑏4

+ 𝑎1𝑐1 + 𝑎1𝑐2𝑖 + 𝑎1𝑐3 𝑗 + 𝑎1𝑐4𝑘 + 𝑎2𝑐1𝑖 − 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑐3𝑘 − 𝑎2𝑐4 𝑗

+ 𝑎3𝑐1 𝑗 − 𝑎3𝑐2𝑘 − 𝑎3𝑐3 + 𝑎3𝑐4𝑖 + 𝑎4𝑐1𝑘 + 𝑎4𝑐2 𝑗 − 𝑎4𝑐3𝑖 − 𝑎4𝑐4

= ((𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3 − 𝑎4𝑏4) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏4 − 𝑎4𝑏3)𝑖

+ (𝑎1𝑏3 − 𝑎2𝑏4 + 𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏2) 𝑗 + (𝑎1𝑏4 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏1)𝑘)

+ ((𝑎1𝑐1 − 𝑎2𝑐2 − 𝑎3𝑐3 − 𝑎4𝑐4) + (𝑎1𝑐2 + 𝑎2𝑐1 + 𝑎3𝑐4 − 𝑎4𝑐3)𝑖

+ (𝑎1𝑐3 − 𝑎2𝑐4 + 𝑎3𝑐1 + 𝑎4𝑐2) 𝑗 + (𝑎1𝑐4 + 𝑎2𝑐3 − 𝑎3𝑐2 + 𝑎4𝑐1)𝑘)

= 𝑎 · 𝑏 + 𝑎 · 𝑐. □

3.3 Kvaternioiden eri esitysmuotoja ja yksikkönormiset kvater-
niot

Tarkastellaan ei-kommutoivaa rengasta (M2(ℂ), +, ·) tavallisilla matriisien yhteen-
ja kerto laskuilla, missä

M2(ℂ) =
{︄
𝑨 =

(︄
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︄ |︁|︁|︁|︁|︁ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℂ

}︄
.

Lause 3.2. Kuvaus 𝑓 : (ℍ, +, ·) → (M2(ℂ), +, ·), missä

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘 ↦→
(︄
𝑎1 + 𝑎2𝑖 𝑎3 + 𝑎4𝑖

−𝑎3 + 𝑎4𝑖 𝑎1 − 𝑎2𝑖

)︄
,
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on injektiivinen rengashomomorfismi, jonka kuva

im( 𝑓 ) =
{︄
𝑨 =

(︄
𝑝 𝑞

−𝑞 𝑝

)︄ |︁|︁|︁|︁|︁ 𝑝, 𝑞 ∈ ℂ

}︄
muodostaa vinokuntien ℍ ja im( 𝑓 ) välille isomorfismin ℍ ≅ im( 𝑓 ), minkä perus-
teella joukon im( 𝑓 ) jäseniä voi pitää kvaternioiden matriisiesityksenä.

Todistus (vrt. [1, s. 224]). Oletetaan tunnetuksi rengashomomorfialause ja se, että
jos 𝑓 : (𝐴, +𝐴, ·𝐴) → (𝐵, +𝐵, ·𝐵) on rengashomomorfismi, niin ker( 𝑓 ) on renkaan 𝐴

alirengas ja im( 𝑓 ) on renkaan 𝐵 alirengas, sekä se, että jos 𝑓 on kuvaus renkaasta
(𝐴, +𝐴, ·𝐴) ja ker( 𝑓 ) = {0𝐴}, niin 𝐴/ker( 𝑓 ) = 𝐴.
Todistetaan ensin, että 𝑓 on injektiivinen rengashomomorfismi. Olkoot 𝑐 = 𝑎 · 𝑏 ja
𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℍ. Täten

𝑓 (𝑎 + 𝑏) = 𝑓 ((𝑎1 + 𝑏1) + (𝑎2 + 𝑏2)𝑖 + (𝑎3 + 𝑏3) 𝑗 + (𝑎4 + 𝑏4)𝑘)

=

(︄
(𝑎1 + 𝑏1) + (𝑎2 + 𝑏2)𝑖 (𝑎3 + 𝑏3) + (𝑎4 + 𝑏4)𝑖
−(𝑎3 + 𝑏3) + (𝑎4 + 𝑏4)𝑖 (𝑎1 + 𝑏1) − (𝑎2 + 𝑏2)𝑖

)︄
=

(︄
𝑎1 + 𝑎2𝑖 𝑎3 + 𝑎4𝑖

−𝑎3 + 𝑎4𝑖 𝑎1 − 𝑎2𝑖

)︄
+

(︄
𝑏1 + 𝑏2𝑖 𝑏3 + 𝑏4𝑖

−𝑏3 + 𝑏4𝑖 𝑏1 − 𝑏2𝑖

)︄
= 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏)

ja

𝑓 (𝑎 · 𝑏) = 𝑓 (𝑐1 + 𝑐2𝑖 + 𝑐3 𝑗 + 𝑐4𝑘)

=

(︄
𝑐1 + 𝑐2𝑖 𝑐3 + 𝑐4𝑖

−𝑐3 + 𝑐4𝑖 𝑐1 − 𝑐2𝑖

)︄
=

(︄
𝑎1 + 𝑎2𝑖 𝑎3 + 𝑎4𝑖

−𝑎3 + 𝑎4𝑖 𝑎1 − 𝑎2𝑖

)︄
·
(︄
𝑏1 + 𝑏2𝑖 𝑏3 + 𝑏4𝑖

−𝑏3 + 𝑏4𝑖 𝑏1 − 𝑏2𝑖

)︄
= 𝑓 (𝑎) · 𝑓 (𝑏),

missä kolmannessa askeleessa käytetiin yhtäsuuruuksia

𝑐1 + 𝑐2𝑖 = (𝑎1 + 𝑎2𝑖) (𝑏1 + 𝑏2𝑖) − (𝑎3 + 𝑎4𝑖) (𝑏3 − 𝑏4𝑖),

𝑐3 + 𝑐4𝑖 = (𝑎1 + 𝑎2𝑖) (𝑏3 + 𝑏4𝑖) + (𝑎3 + 𝑎4𝑖) (𝑏1 − 𝑏2𝑖).

Lisäksi 𝑓 (1 + 0𝑖 + 0 𝑗 + 0𝑘) = 𝑰 ja ker( 𝑓 ) = {0 + 0𝑖 + 0 𝑗 + 0𝑘}. Täten on osoitettu,
että 𝑓 on injektiivinen rengashomomorfismi, minkä kuva on

im( 𝑓 ) =
{︄
𝑨 =

(︄
𝑝 𝑞

−𝑞 𝑝

)︄ |︁|︁|︁|︁|︁ 𝑝, 𝑞 ∈ ℂ

}︄
.
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Nyt oletuksen perusteella im( 𝑓 ) muodostaa renkaan (M2(ℂ), +, ·) alirenkaan. Lopul-
ta koska ker( 𝑓 ) = {0+0𝑖+0 𝑗 +0𝑘}, niin ℍ/ker( 𝑓 ) = ℍ, joten homomorfismilauseen
perusteella saadaan isomorfismi

ℍ ≅ im( 𝑓 ).

Lisäksi koska ℍ on vinokunta, on myös kuvan im( 𝑓 ) oltava vinokunta. □

Lause 3.3. Kvaterniot voi esitää muodossa 𝑏1 + 𝑏2 𝑗 , missä 𝑏1, 𝑏2 ∈ ℂ.

Todistus. Olkoon 𝑏 = 𝑏1 + 𝑏2 𝑗 , missä 𝑏1 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 ∈ ℂ ja 𝑏2 = 𝑎3 + 𝑎4𝑖 ∈ ℂ, ja
olkoon 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘 = 𝑎 ∈ ℍ. Saadaan yhtäsuuruus

𝑏 = 𝑏1 + 𝑏2 𝑗

= 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + (𝑎3 + 𝑎4𝑖) 𝑗

= 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑖 𝑗

= 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘

= 𝑎.

Täten 𝑏 ∈ ℍ. □

Määritelmä 3.7. Unitaariryhmä U2(ℂ) on määritelty seuraavasti

U2(ℂ) = {𝑨 ∈ M2(ℂ) | 𝑨 · 𝑨𝑡
= 𝑰},

erityinen unitaariryhmä SO2(ℝ) on määritelty seuraavasti

SU2(ℂ) = {𝑨 ∈ U2(ℂ) | det(𝑨) = 1}

ja olkoon yksikkönormisten kvaternioiden joukko 𝕊3 määritelty seuraavasti

𝕊3 = {𝑎 ∈ ℍ | |𝑎 | = 1}.

Lause 3.4. On olemassa ryhmäisomorfismi

(𝕊3, ·) ≅ (SU2(ℂ), ·).

Todistus (vrt. [1, s. 226]). Olkoon kuvaus 𝑓 sama kuin lauseessa 3.2. Nyt kaikilla
mielivaltaisilla matriiseilla 𝑨 ∈ im( 𝑓 ) pätee, että det(𝑨) = |𝑝 |2 + |𝑞 |2 ja

𝑨 · 𝑨𝑡
=

(︄
𝑝 𝑞

−𝑞 𝑝

)︄
·
(︄
𝑝 −𝑞
𝑞 𝑝

)︄
=

(︄
|𝑝 |2 + |𝑞 |2 0

0 |𝑝 |2 + |𝑞 |2

)︄
= det(𝑨) · 𝑰.
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Jos 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2𝑖 + 𝑎3 𝑗 + 𝑎4𝑘 ∈ 𝕊3 eli |𝑎 | = 1, niin selvästi myös |𝑎 |2 = 𝑎2
1 + 𝑎2

2 +
𝑎2

3 + 𝑎2
4 = 1. Täman perusteella jos 𝑨 = 𝑓 (𝑎), missä 𝑎 ∈ 𝕊3, saadaan det(𝑨) =

(𝑎2
1 + 𝑎

2
2) + (𝑎2

3 + 𝑎
2
4) = 1 ja 𝑨 · 𝑨𝑡

= det(𝑨) · 𝑰 = 𝑰. Täten 𝑨 ∈ SU2(ℂ). Tästä seuraa,
että kuvaus 𝑓 indusoi injektiivisen ryhmähomomorfismin 𝑔 = 𝑓 |𝕊3 : 𝕊3 → SU2(ℂ),
minkä kuva on

im(𝑔) = {𝑨 ∈ im( 𝑓 ) | det(𝑨) = 1} ⊆ SU2(ℂ).

Lisäksi olkoon 𝑩 mielivaltainen matriisi siten, että

𝑩 =

(︄
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︄
∈ SU2(ℂ).

Matriisille 𝑩 siis pätee, että 𝑩 · 𝑩𝑡
= 𝑰, joten 𝑩

𝑡
= 𝑩−1 ja det(𝑩) = 1. Lisäksi

tiedetään, että

𝑩−1 =

(︄
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

)︄
.

Täten 𝑑 = 𝑎 ja 𝑐 = −𝑏, mikä osoittaa, että 𝑩 ∈ im( 𝑓 ) eli

SU2(ℂ) ⊆ {𝑨 ∈ im( 𝑓 ) | det(𝑨) = 1} = im(𝑔).

Nyt siis on osoitettu, että
im(𝑔) ⊆ SU2(ℂ)

ja
SU2(ℂ) ⊆ im(𝑔).

Täten on oltava (𝕊3, ·) ≅ (SU2(ℂ), ·). □
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