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Tamén tyén aiheena on lohkomatriisien kdantdminen. Kaanteismatriisit ovat hyddyllisia tytka-
luja lineaariyhtaldiden ja muiden matemaattisten ongelmien ratkaisemisessa. Monissa tilanteissa
matriisin hajottaminen lohkoihin voi auttaa k&danteismatriisin ratkaisemisessa. Tyén tavoitteena on
esittdd menetelmia 2 x 2 lohkomatriisien kA&ntédmiseen.

Monessa lohkomatriisin kdantamiseen liittyvassa menetelmassa hyddynnetaan Schurin komple-
menttia. Schurin komplementin yhtald voidaan muodostaa tilanteissa, joissa matriisin johtava tai vii-
meinen lohko on ei-singulaarinen. Liséksi tydssa esitellddn Schurin determinanttia.

Ty6ssé esitellddn kolme erilaista tapaa kdantaa lohkomatriiseita: Banachiewicz-Schur muoto,
Drazin kdanteismatriisi ja Moore-Penrose k&anteismatriisi. Banachiewicz-Schur muotoa voidaan
kayttda matriiseille, joissa itse matriisi sekd sen johtava tai viimeinen lohko ovat ei-singulaarisia.
Drazin ja Moore-Penrose kaénteismatriisit ovat k&&nteismatriisien yksikasitteisia yleistyksia sellai-
sissa tilanteissa, joissa matriisi ei ole kdantyva. Drazin kdanteismatriisi voidaan mé&arittdé lohkomat-
riiseille, joiden johtava ja viimeinen lohko ovat nelidmatriiseja, mutta ne saavat olla singulaarisia.
Moore-Penrose k&anteismatriisi voidaan puolestaan maarittda mille tahansa lohkomatriisille.
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The subject of this work is the inversion of partitioned matrices also known as block matrices.
Inverse matrices are useful tools for solving linear equations and in other mathematical problems.
In many situations, partitioning the matrix can help solve the inverse matrix. The aim of this work is
to present methods for inverting 2 X 2 block matrices.

Many methods for inverting a block matrix utilize Schur complement. The equation for Schur
complement can be formed in situations where the leading or final block of the matrix is nonsingular.
In addition, the Schur determinant is introduced in the work.

The work presents three different methods to find the inverse of block matrix: The Banachiewicz-
Schur form, Drazin inverse and Moore-Penrose inverse. The Banachiewicz-Schur form can be used
for matrices in which the matrix itself and its leading or final block are nonsingular. The inverse
matrices of Drazin and Moore-Penrose are unique generalizations of inverse matrices applicable
for singular matrices. The Drazin inverse can be defined for block matrices whose leading and last
blocks are square matrices, but they can be singular. The Moore-Penrose inverse, in turn, can be
solved for any arbitrary block matrix.
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1. JOHDANTO

Matriisit ja niiden kdédnteismatriisit ovat tirkeiti tyovélineitd lineaariyhtiloiden ja monen muun ma-
temaattisen ongelman ratkaisemiseen. Suuria tai muuten monimutkaisia matriiseja voi olla vaikeaa
kaintda. Tosinaan matriisit eivit ole kiintyvii, jolloin voidaan hyodyntéa yleistettyjad kddnteismat-
riiseja. Monissa tilanteissa matriisin jakaminen lohkoihin voi auttaa kddnteismatriisin ratkaisemi-
sessa. Optimaalisessa tilanteessa jokin tai jotkut lohkot ovat esimerkiksi nolla-, identiteetti- tai

kolmiomatriiseja tai muuten helpommin kisiteltdvid kuin alkuperdinen matriisi.

Tdmin tyon tavoitteena on esitelld erilaisia menetelmid kadntdad lohkomatriiseja. Liséksi tavoit-
teena on perehtyd esiteltyjen menetelmien vaatimiin oletuksiin. Tyon matriisit on rajattu 2 X 2
lohkomatriiseihin. Lukijalta oletetaan perustietimystd matriisilaskennasta. Erityisesti perustieti-
mys matriisien kidntyvyydestad ja lohkomatriisien laskutoimituksista on hyvi hallita. Naihin voi
perehtyd esimerkiksi ldhteen [5 s. 16, 35-46] avulla.

Ty0ssd esitellddin ensin Schurin komplementti, joka on hyddyllinen apuvéline matriisien sovelluksia
ratkaistaessa. Erityisesti lohkomatriisin kddnteismatriiseja tutkittaessa Schurin komplementtia tar-
vitaan monen menetelmin kohdalla. Schurin komplementin johtamisen ja oletusten lisidksi ty0ssa

esitelldadn Schurin determinanttia.

Seuraavissa luvuissa esitellddn erilaisille lohkomatriiseille tarkoitettuja kdinteismatriisin ratkais-
tumenetelmid. Ensimméiisend esitellddn Banachiewicz-Schur muotoa, joka on toimiva menetelma

lohkomatriiseille, joiden johtava tai viimeinen lohko on ei-singulaarinen neliomatriisi.

Muut esitellyt menetelmit tuottavat yksikéasitteisid yleistyksid tavallisen kdanteismatriisin sijaan.
Drazin kdénteismatriisi sallii kdfinnettdvin matriisin ensimmadisen ja viimeisen nelidlohkon olevan
singulaarinen. Moore-Penrose kidinteismatriisi voidaan ratkaista mille tahansa mielivaltaiselle loh-
komatriisille. Ndiden kainteismatriisien ratkaisuyhtalot seki tarkempia ehtoja néille menetelmille

esitellddn luvuissa 4 ja 5.



2. SCHURIN KOMPLEMENTTI

Schurin komplementti liittyy 2 X 2 lohkomatriiseihin, joissa johtava lohko on kéédntyva. Vaikka
kaavan nimi paétyi Issai Schurille, tutki Emilie Haynesworth samaa asiaa jo viisikymmenti vuotta
aiemmin. Schur myos ndytti, miten Schurin komplementtia voidaan hyodyntdd lohkomatriisin
determinantin miérittdmisessd. Schurin matemaattinen tutkimus kisitteli padosin lineaarialgebraa
ja matriisilaskentaa [4, s. 1 ja 9]. Tassd luvussa esiteltdvd Schurin komplementti yhdistdd niitd

molempia.

Shcurin komplementti on térked apuviline useissa matriisianalyysiin liittyvissd ongelmissa, ja
se onkin erityisen hyddyllinen lohkomatriiseihin liittyvissi tapauksissa. Useat lohkomatriisien
kidntamiseen keskittyvit yhtidlot hyodyntdvit Schurin komplementtia tai sen johdannaisia. [4, s.
10]

Schurin komplementti voidaan ratkaista monella eri tavalla, kuten Gaussin eliminointimenetel-
mad mukaillen tai jakomenetelmalld. Naisti esitelldéin seuraavana Gaussin eliminointimenetelméaa

mukaillen ratkaistu Schurin komplementti.

2.1 Schurin komplementin ratkaisu mukaillen Gaussin

eliminointimenetelmaa

Téssa aliluvussa esitelty teoria 16ytyy lahteestd [4, s. 17-18]. Schurin komplementti voidaan rat-
kaista menetelméén soveltuvasta matriisista muuttamalla matriisi Gaussin eliminointimenetelmin
avulla ylikolmiomuotoon. Olkoon M matriisi, joka on kokoa n X n, jossa alkio m 11y eroaa nollasta.

Tutkitaan lineaarista yhtidloryhmaia

Mz =0, 2.1)
missd z on muuttujia siséltiva pystyvektori.
Kirjoitetaan matriisi M muotoon
a bT
M = ,
c D

jossa a on vakio, joka ei ole nolla (a # 0), b ja ¢ ovat kokoa n — 1 olevia sarakevektoreita ja D



on neliomatriisi, jonka koko on (n — 1) X (n — 1). Pyritdén saamaan matriisi alakolmio muotoon.

0
Tadmai onnistuu kertomalla alkuperdinen matriisi vasemmalta lohkomatriisilla ,jossa 0

—cal T
on vektorin b kokoinen nollavektori. Saadaan matriisi M muokattuun muotoon

1 0\[a T a bT
MO = = .
—ca' Il\c D 0 D-ca'p”

Matriisi M voidaan saattaa muotoon

a bT by
=0.
0 D-ca 1b"[\y

Talloin edellinen yhtilo on yhtédpitivi yhtédlon (2.1) kanssa. Koska matriisin vasemman alakulman
lohko on nolla, ratkaistava yhtilo voidaan yksinkertaistaa lineaarisesta nxn yhtdloryhmaésti kokoon

(n = 1) x (n — 1). Ratkaistava yhtilo on siis muotoa

(D -ca'bT)y =0.

Samaa menetelmé@d voidaan soveltaa matriiseille, kun ne jaetaan lohkoihin, jotka olkoot A, B, C ja

D. Talloin matriisi M voidaan esittdad muodossa

A B
M= . 2.2)
C D

Schurin komplementtia tutkittaessa olkoon lohko A ei-singulaarinen, eli se on kédédntyvi neliomat-

riisi. Sijoittamalla matriisi M yhtdloon (2.1) saadaan aikaan yhtidloryhmé

Ax+By=0
Cx+Dy=0.

Kuten yksittdisen matriisin tapauksessakin voidaan edellisen yhtédlon alempaan riviin lisédtd ylempi
rivi kerrottuna vasemmalta termilli —C A~!. T:ll6in siis lisittéivi termi on —Cx—CA~! By. Lisitiin

tdma termi yhtéloparin alempaan yhtdloon ja saadaan se muotoon

Cx—-Cx+Dy-CA'By=00+(D-CA'B)y=0
&(D-CA'B)y=0. (2.3)

Niin saadaan eliminoitua muuttuja x yhtdlostd ja ratkaistava yhtdld riippuu endd vain yhdesta

muuttujasta. Tdtd tulosta hyodynnetddn Schurin komplementin mééritelméssa.

Maiéritelma 2.1. Olkoon matriisi M yhtdlon (2.2) mukainen ja lohko A ei-singulaarinen. Schurin



komplementti matriisista M lohkon A suhteen on yhtilon (2.3) tapaan
M/A=S=D-CA™'B. (2.4)

Téll6in Schurin komplementtista kdytetdan merkint6jd M /A ja S. Vastaavasti olkoon matriisin M
yhtélon (2.2) mukainen ja sen lohko D ei-singulaarinen. Télldin Schurin komplementti matriisista
M lohkon D suhteen on

M/D=G=A-BD"'C. (2.5)

Schurin komplementtia voidaan hyddyntéd monissa lohkomatriiseihin ja niiden kidintdmiseen liit-
tyvissd yhtéldissd. Schurin komplementtia voidaan hyodyntédé esimerkiksi Aitken lohkodiagonali-
soinnissa, jossa Schurin komplementtia apuna kiyttaen lohkomatriisi voidaan hajottaa helpommin
kisiteltdvddan muotoon. Schurin komplementin hyédyntdmiseen lohkodiagonalisoinnissa voi tu-
tustua lisdd esimerkiksi ldhteessd [3, s. 291-294]. Scurin komplementti on hyddyllinen sovellus
myoOs esimerkiksi optimointi ongelmissa ja tilanteissa, joissa on monta muuttujaa [4, s. 2, 186].
Schurin komplementtia tarvitaan my0s useassa lohkomatriisien kiéntdmiseen liittyvissd yhtilossa.

Esitellddn niistd ensimmaiisend Banachiewiczin kéénteismatriisin yhtélo seuraavassa luvussa.

2.2 Schurin determinantti

Schurin determinantti tarjoaa apuvilineen lohkomatriisin determinantin laskemiseen. Seuraava-
na esiteltivd menetelméd pitee 2 x 2 kokoisille lohkomatriiseille, joiden johtava lohko on ei-

singulaarinen. Seuraava tulos ja sen todistus on ldhteessi [4, s. 4-5].

Lause 2.2. Olkoon matriisi M yhtdlon (2.2) mukainen, jossa lohkot A, B, C ja D ovat kokoa n X n
olevia matriiseja. Olkoot matriisit A ja C kommutoivia eli niiden tulo on vaihdannainen. Tdlloin

matriisin M determinantti det(M ) on yhtdsuuri kuin matriisin AD — CB determinantti.

Todistus. Oletetaan, ettd lauseen 2.2 mukaisen matriisin M lohkon A determinantti ei ole nolla.
Olkoon identiteetti matriisi / kokoa n X n. Esitetdéin matriisin M tulo toisen matriisin kanssa, joiden

tulon determinantti on determinantti Schurin komplementista. Tulo saadaan muotoon

A 0\[A B I Al

—cat 1)\c b/ \o p-ca'B)
Tulon determinantti voidaan laskea tulontekijoiden determinanttien tulona. Saadaan siis lauseke
det(A™!) - det(M) = det(D - CA™'B).

Timi lauseke voidaan jakaa lohkon A kiinteismatriisin determinantilla det(A™"), jolloin yhtild



saadaan muotoon
det(M) = det(A) - det(D — CA™'B) = det(AD — ACA™'B).
Koska matriisit A ja C ovat kommutoivia voidaan yhtélod sieventda edelleen muotoon
det(AD — CAA™'B) = det(AD — CB).
Tilanteessa, jossa lohkon A determinantti on nolla, muokataan matriisi M muotoon

A+Ix B
M, = ,
C D

missd x on muuttuja, jonka itseisarvo on nollasta poikkeava hyvin pieni luku. Termin /x lisdys
kddntymittdmain matriisiin A takaa ensimmaéisen lohkon determinantin olevan nollasta poikkeava
ja siten my0s kédantyva. Koska matriisit A ja C ovat kommutoivia, niin my0s matriisit A + Ix ja C
kommutoivat keskenddn. Nyt edellistd vastaavalla tavalla saadaan tulon determinantiksi det((A —
Ix) D — CB). Kun x ldhestyy nollaa on tulon determinantti tissékin tapauksessa det(AD —CB). [

Lauseen 2.2 perusteella voidaan maéritelld Schurin determinantti.

Seuraus 2.3. [4, 5. 5] Olkoon matriisi M yhtdlon (2.2) mukainen ja sen johtava lohko A ei-
singulaarinen. Tdlloin matriisin M determinantti voidaan esittdd johtavan lohkon A ja Schurin

komplementin S determinanttien avulla

det(M) = det(A) - det(S) = det(A) - det(D — CA™'B). (2.6)

Alunperin Schurin determinantin yhtilo on esitetty lauseen 2.2 oletuksilla. Kuitenkin seuraavassa
luvussa esitellyn Banachiewicz-Schur muodon kehittdja Banachiewicz on ndyttinyt, ettd yhtdlo
pitee myos silloin, kun matriisit A ja C eivdt kommutoi. Lauseen 2.2 todistuksen alkuosassa on

osoitettu Schurin determinantti tapaukselle, jossa matriisit A ja C eivdat kommutoi. [4, s. 10]

Schurin determinanttia voidaan hyodyntdd monissa matriiseihin liittyvissd yhtdloissd. Esimerkiksi
lausetta 2.2 kdyttamalld on pystytty saamaan determinanttikaavoja kompleksisille lohkomatriiseille.
[4,s.5].



3. BANACHIEWICZ-SCHUR MUOTO

Banachiewiczin kéédnteismatriisin yhtalo on kehitetty ei-singulaarisille lohkomatriiseille. Tadeusz
Banachiwicz ldhti liikkeelle Schurin determinanttikaavasta (2.6), jota hdan hyodynsi oman kdénteis-
matriisin yhtdlonsa johtamisessa. Hanen luomansa yhtélo lohkomatriisien kdintdmiselle tunnetaan

nimelld Banachiewiczin kdédnteismatriisin yhtalo tai Banachiewicz-Schur muoto. [4, s. 10-11]

Banachiewicz-Schur muotoon voidaan péastd kddnteismatriisin médritelmén kautta, kun hydodyn-
netéin Schurin komplementtia. Tiedetiin, etti matriisin ja sen kiinteismatriisin tulo MM ™' on
identiteetti matriisi /. Kun lohko A on kokoa n; X n; oleva matriisi ja lohko D on kokoa n; X ny

oleva matriisi, saadaan aikaan matriisiyhtdlo

A B\[Xx Y\ (I, ©
= ; (3.1)
c pj\z w) \o 1,

missé lohkot X, Y, Z ja W ovat muuttujia siséltdvid matriiseja. [1, $.79]

Yhtdlostd (3.1) voidaan ratkaista vasemmanpuoleinen matriisi kolmiomatriisiksi eliminoimalla loh-
koja sopivalla tavalla. Oletetaan, ettd lohko A ja sen Schurin komplementti S ovat ei-singulaarisia.
0

ny

-CA™' I,

Kertomalla matriisiyhtdlon molemmat puolet vasemmalta matriisilla saadaan mat-

riisiyhtdl6 muotoon

A B\[X Y I, 0
= : (3.2)
0 S/\z w| \-ca! 1,

Tastd yhtédlostd voidaan ratkaista lohkot X, Y, Z ja W. [1, s.79] Tdman yhtélon ratkaisu tunnetaan
Banachiewicz-Schur muotona. Esitellddn seuraavaksi tidlld menetelmailld saatava kddnteismatriisin

yhtilo.

Lause 3.1. /4, 5. 19] Olkoon matriisi M yhtdlon (2.2) mukainen ja ei-singulaarinen. Liscksi olkoon
Jjohtava lohko A ei-singulaarinen. Télloin myos Schurin komplementti S matriisista M lohkon A

suhteen on ei-singulaarinen ja matriisin M kddnteismatriisi on muotoa

. [AT'+ATIBSTIcATt —ATIBST
M= . 3.3)
-s7lca! s



TallGin matriisin M kédnteismatriisin M~ oikea alalohko on siis Schurin komplementin kdidinteis-

matriisi S7\.

A
Todistus. Yhtdlon (3.2) matriisi on kidntyvi tdsmilleen silloin kuin matriisit A ja S ovat
0 S

kiddntyvid. Tiedetdin, ettd matriisin ja sen kiifinteismatriisin tulo MM ~! on identitetti matriisi .
Olkoon matriisi M yhtdlon (2.2) mukainen ja ei-singulaarinen. Lisdksi olkoon johtava lohko A

ei-singulaarinen. Lasketaan matriisin M ja yhtilon (3.3) mukaisen kizinteismatriisin M~! tulo

U L A7'+A7'BSTIcA™! —AT1BS™
C D -s7'ca™! s

ja varmistetaan, etté tulo on identiteettimatriisi. Merkitdin tuloa matriisilla NV, jotta laskuvaiheen
merkinnét ovat tiiviimpié. Keskitytddn edellisen yhtdlon oikeaan puoleen ja saadaan tulon ratkai-

suksi

AAT'+ A7IBS'ICA™Y) + B(-S'cA™!) A(-A"'BS7!)+BS™! N 3.4)
C(A' +A'BSICA™ )+ D(-S"'CA™") C(-A"'BSM)y+ DS '

Sievennetddn matriisin N lohkojen lausekkeet erikseen, jotta laskujen eteneminen on mahdolli-

simman selkedd. Aloitetaan sieventimélld lohkon N (1) lauseke.

AA +ATIBSTIcA™ Yy + B(-=S7'cA™Y) =AaA + AA7IBsS IcA™! - BSTIcA™!
=I+BS7'CA™' - BS!cA™!
=]

Siis tulon vasen yldkulma on identiteetti matriisi /. Jatketaan sievennysté lohkon N1, lausekkeella.

A(-AT'BS Y +BS ' =- AA7'Bs™! + BS™!
=—BS'+BS!
=0

Tulon oikea ylidkulma on nollamatriisi. Sievennetidén seuraavaksi lohkon N(»1) lauseke.

C(A'+A'BST'ca™ Y+ D(-s"'cAa™)=cA ' +cA'BS'cA™' - DS 'cA™!
=ss~'ca'+cAa™'Bs'cA™ - Ds7IcA™!
=(S+CA'B-D)s'cA™!
=(S-(D-CA'B))S!cA™
=(S-5)s"'ca™!
=05 'ca™!
=0



Sievennyksessi on kerrottu ensimmiinen termi identiteettimatriisin muodolla 7 = SS~!, miki ei
muuta lausekkeen totuusarvoa. Liséksi yhtédlon (2.4) mukaisen Schurin komplementin lausekkeen
tilalle on sijoitettu S. Nidin myos tulon vasemmasta alakulmasta tulee nollamatriisi. Sievennetiin

vield matriisin viimeisend lohkon N5, lauseke.

C(-A"'BSHY+DS'=-cA'BS' + Ds™!
=(-CA™'B+D)s™!
=(D-CA™'B)s™!
=551
=]

Myos viimeisen lohkon sieventdmisessd hyodynnetdan Schurin komplementin yhtéléa (2.4). Tu-
lon oikeaan alakulmaan saadaan siis my0s identiteettimatriisi. Sijoitetaan osissa saadut tulokset

paikoilleen matriisituloon (3.4) ja saadaan tulos

it B A7'+A7'BSTICAT! —ATIBSTY (10 ;
c D —s7lca! st o 1)

Matriisin M ja annetun kizinteismatriisin M~! tulo on identiteettimatriisi, joten M~! todella on

matriisin M kdinteismatriisi. OJ

Vastaavanlaista menetelméd voidaan soveltaa, kun yhtilon (2.2) mukaisen matriisin D lohko on ei-
singulaarinen lohkon A sijaan. Tdllaisessa tilanteessa matriisiyhtdlostd (3.1) pyritdén saattamaan

lohko M 12) nollaksi. Nin ratkaistava matriisiyhtdlo sadaan muotoon

G 0\[Xx Y I,, —-BD™!
= : (3.5)
C Dl/\z w 0 I,

Tdmén yhtilon ratkaisu voidaan esittdd Banachiewiczin kddnteismatriisin yhtdlod mukaillen. Esi-
telldén seuraavaksi tdllda menetelmallé saatava kddnteismatriisin yhtilo. Seuraava tulos on l4hteesta
[4,s. 13].

Lause 3.2. Olkoon matriisi M yhtdlon (2.2) mukainen ja ei-singulaarinen Lisdiksi olkoon oikean
alakulman lohko D ei-singulaarinen. Tdll6in myds Schurin komplementti G matriisista M lohkon

D suhteen on ei-singulaarinen ja matriisin M kddnteismatriisi on muotoa

. G! -G~ 'BD! (3.6)
~G-'cp~' D'+D'cG'BD!| '

Tilloin matriisin M kéicinteismatriisin M~ johtava lohko on siis Schurin komplementin kéidinteis-

matriisi G\



Todistus. Lause 3.2 voidaan todistaa samaan tapaan kuin lause 3.1. Sivuutetaan kuitenkin varsi-

nainen todistus tille lauseelle edellisen lauseen samankaltaisen todistuksen vuoksi. O

Schurin komplementtien § ja G kddnteismatriiseille saadaan johdettua edellisten lauseiden avulla
yhtélot, kun lohkot A ja D ovat molemmat ei-singulaarisia [4, s. 165]. Télloin voidaan merkiti

yhtéloiden (3.3) ja (3.6) johtavat lohkot yhtdsuuriksi. Saadaan siis aikaan yhtilo, joka on muotoa
G'=Al+A7'BSICAT! 3.7)
Vastaavalla tavalla saadaan Schurin komplementin S kddnteismatriisi

s'=p'+cG'BD. (3.8)

Banachiewicz-Schur muoto on siis yksi tapa kéddntdda 2 x 2 lohkomatriisi, kun matriisi ja sen
johtava lohko ovat ei-singulaarisia. Matriisille voidaan esittdd matriisiyhtilo kéddnteismatriisin rat-
kaisemista varten. Yhtdlon ratkaisusta saadaan Banachiewicz-Schur muoto, jolla voidaan ratkaista
minké tahansa ehdot tiyttavin lohkomatriisin kddnteismatriisi. Samantapaista menetelméa voidaan

kiyttdaa, kun matriisin liséksi sen oikean alakulman lohko on ei-singulaarinen.
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4. DRAZIN KAANTEISMATRIISI

Drazin kéédnteismatriisi voidaan maédrittda lohkomatriisille, joka on nelid, mutta Banachiewicz-
Schur muodosta poiketen matriisin saa olla singulaarinen. Kun késitelldan yhtdlon (2.2) mukaista
lohkomatriisia, tulee lohkojen A ja D olla nelidmatriiseja. Drazin kédédnteismatriisi on yksikasittei-
nen matriisi, joka toteuttaa madritelmissa 4.1 annetut ehdot. Tallaisella yleistetyilld kddnteismat-

riisilla ei ole aivan kaikkia perinteisen kdénteismatriisin ominaisuuksia. [2, s. 18, 20]

Drazin kiénteismatriisin mééritelméén liittyy matriisin indeksi. Olkoon k pienin ei-negatiivinen
kokonaisluku, joka toteuttaa yhtéalon rank(M k+1y = rank(M¥), missi rank on matriisin astetta. Tar-
vitaan siis luku k, jolla matriisi korotettuna potenssiin k£ saa saman asteen kuin matriisi korotettuna

potenssiin £ + 1. Tdmin toteuttavaa lukua k, kutsutaan matriisin M indeksiksi. [2, s. 18]

Merkitiin matriisin M Drazin kédnteismatriisia merkinnilld M. Jos matriisin M indeksi k on
nolla ja matriisi M on kiiintyvi, on sen Drazin kiinteismatriisi M< tavallinen kizinteismatriisi

M~ [2, s. 18]. Drazin kiénteismatriisi toteuttaa seuraavan maritelmén ehdot.

Mairitelma 4.1. Olkoon M neliomatriisi, joka on kokoa n X n. Kun k on matriisin M indeksi, niin

Drazin kiiinteismatriisi M¢ on se yksikisitteinen matriisi, joka toteuttaa ehdot

M pmd =pk 4.1)
MMM =m? 4.2)
MM =M4M. 4.3)

Drazin kéddnteismatriisin ratkaisemiseksi on esitetty erilaisia tapoja, joissa on kullekin tavalle omi-
naisia ehtoja kiédnnettaville n X n lohkomatriisille. Muutamalla menetelmalld ehdot liittyvét osit-
tain luvussa 2 esitettyyn Schurin komplementtiin. [2, s. 20-21] Esitelld4n seuraavaksi kdfntamis-
menetelmad, jonka ehdoissa kdytetddn Schurin komplementtia. Lisdksi Drazin kédidnteismatriisin

ratkaisemisessa hyddynnetddn luvussa 3 esiteltyd Banachiewicz-Schur muotoa.

Tdmén luvun aikana Schurin komplementit S ja G annetaan yleisessd muodossa, jossa kdénteis-
matriisit korvataan Drazin kdinteismatriiseilla. Jos lohkot A ja D ovat neliomatriiseja, Schurin
komplementiksi lohkon A suhteen asetetaan S = D — CA? B. Vastaavasti Schurin komplementiksi
lohkon D suhteen asetetaan G = A — BDC. Lisiksi ehdoissa tarvitaan erotusta identiteettimat-
riisin ja matriisin ja Drazin kdinteismatriisin tulon vililld. Merkitdéan tdtd erotusta matriisille M
merkinnalli M™ =T — MM<.
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Lause 4.2. [2, 5. 21] Olkoon matriisi M yhtdilon (2.2) mukainen lohkomatriisi, missd lohkot A ja

D ovat neliomatriiseja, jotka toteuttavat ehdot
STCAY =0, A™BS? =0, STCA™ =0 ja A*BS™ = 0. (4.4)

Lisciksi on olemassa ei-negatiivinen kokonaisluku k, joka toteuttaa yhtilon M*P = 0, missi P on

Aﬂ
matriisi . Tiilloin voidaan esittiid Drazin kédnteismatriisi M4 muodossa

0 s~

4 A+ ABSICAY —A9BS
M = ) 4.5)
—sdcad sd

Todistus. Merkitaan

A4 + A1BSICAY —AdBS

-sdc A sd
Kun ehdot (4.4) toteutuvat, voidaan laskea matriisitulo

A B\[A?+ A9BS9CAY -A4BS
NM = =
C D —sdc A4 sd

AAL+ AAIBSICAY - BSICAT -AA‘BST 4 BS!) (4.6)
CA? + CA9BSICAY - DSICA? —CA9BS? + DS '

Merkitdin tuloa matriisilla 7', jotta laskuvaiheen merkinnit ovat tiiviimpié. Sievennetiddn matriisin
T lohkojen lausekkeet erikseen, jotta laskujen eteneminen on mahdollisimman selkeéé. Aloitetaan

sieventdmilld lohkon T{11) lauseke.

AA? + AAYBSYCA? - BSYCA? =AA? + (1 - A™)BSYCAY — BSICA?
=AA? + BSYCAY + ATBSYCA? — BS4cA?
=AA? + A*BSCAY
=AA? + 0CcA?
=AA?

Tulokseen pidsemiseksi on hyodynnetty A” miiritelmid seki ehtoa A*BS? = 0. Jatketaan sie-

vennystd lohkon 7(7) lausekkeella.

—AABS? + BSY =(A™ - I)BS? + BS“
=A"BS¢ - BS? + Bs?
=A™ BS?
=0
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Lohkon lauseketta sieventiiessi on hyddynnetty A™ miiritelmid sekd ehtoa A*BS? = 0. Sieven-

netdén seuraavaksi lohkon 7' lauseke.

CAY + CAYBSYCAY — DSYCAY =CA? + (D - §)S9CAY — DSCA?
=CA? + DSYCA? - $59CAY - DS4CA?
=CA? - 559cA4
=(I - $s%)ca
=s7CA4
=0

Sievennyksessi on hyodynnetty Schurin komplementin yhtilod seki ehtoa S*CA? = 0. Sievenne-

taén vield lopuksi lohkon 7(») lauseke.
~CAYBS? + DS = (D - CAYB)S§? = 584

Viimeisen lohkon sievennyksessi on hyddynetty Schurin komplementin miiritelméé. Sijoitetaan

osissa saadut tulokset paikoilleen matriisituloon 4.6 ja saadaan se muotoon

AAd 0
NM = .
0 Ss4
AAY 0
Vastaavasti saadaan laskettua MN = .
0 ss
Edellisen perusteella voidaan todistaa, etti
) A?A? BS4S
M*N = =M-MP.
CAAY DSS“

Niistd voidaan paitelld, ettda M**'N = M* vain jos M¥P = 0. Voidaan myos tulon avulla todistaa,
ettd NMN = N. Matriisi N siis toteuttaa Drazin kédédnteismatriisin ehdot ja on siis matriisin M

Drazin kiénteismatriisi M<. O

Vastaava yhtidlo Drazin kéddnteismatriisin 10ytdmiseksi voidaan muodostaa lohkon D ja siihen

liittyvdn Schurin komplementin G avulla.

Lause 4.3. [2, 5. 21] Olkoon matriisi M yhtdilon (2.2) mukainen lohkomatriisi, missd lohkot A ja

D ovat neliomatriiseja, jotka toteuttavat ehdot
G™BD% =0, D*CG? =0, GYBD™ =0 ja D'CG™ =0. 4.7

Lisdiksi on olemassa ei-negatiivinen kokonaisluku k, joka toteuttaa yhtilon M*Q = 0, missi Q on
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Gﬂ'
matriisi . Kun kaikki edelliset ehdot toteutuvat, voidaan Drazin kiicinteismatriisi M¢
0 D~
esittdada muodossa
4 G4 -G4BD?
MY = . 4.8)
-picG? DY+ D4CcGYBD?

Todistus. Lause 4.3 voidaan todistaa samaan tapaan kuin lause 4.2. Sivuutetaan kuitenkin varsi-

nainen todistus tille lauseelle edellisen lauseen samankaltaisen todistuksen vuoksi. O

Koska Drazin kédénteismatriisi on yksikésitteinen, niin se on aina sama laskettiin se milld kaavalla

hyvinsd. Tédsséd on kyseessi se, ettd milloin molemmat kaavoista ovat yhti aikaa voimassa.

Drazin matriisien yhtdlot (4.5) ja (4.8) ovat yhté aikaa voimassa, kun matriisin M lohkot ja Schurin

komplementit toteuttavat ehdot
S*C=0, A"TB=0, CA" =0, BS"=0jaD"™ =S§". 4.9

Téssa tyossi ei kuitenkaan perehdytd muotojen yhden aikaiseen voimassaoloon ja jitetddn tapauk-

sen esittely tdhin.

Drazin kdidnteismatriisi voidaan ratkaista vain neliomatriiseille. Kuitenkin poiketen normaalin
kiinteismatriisin tapauksesta nelidmatriisin ei tarvitse olla ei-singulaarinen. Drazin kdinteismat-
riisi voidaan ratkaista yhtdlon (2.2) mukaiselle lohkomatriisille, kun sen lohkot A ja D ovat nelio-
matriiseita. Lohkon ja Schurin komplementin Drazin kid4inteismatriisien avulla voidaan maarittad

koko matriisin Drazin kddnteismatriisi yhtédlon (4.5) tai yhtalon (4.8) mukaisesti. [2, s. 20-22]
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5. MOORE-PENROSE KAANTEISMATRIISI

Moore-Penrose kiidnteismatriisi on olemassa kaikille mielivaltaisille matriiseille M, eikd matrii-
sin tarvitse siis vilttdméttd olla neliomatriisi. Moore-Penrose kidnteismatriisi on Drazin kéin-
teismatriisin tapaan yksikésitteinen kddnteismatriisin yleistys. Moore-Penrose kiinteismatriisilla
on tietyt seuraavassa maaritelmassi esitellyt ehdot, jotka sen tulee tayttdd. Merkitdan matriisin M
Moore-Penrose kaédnteismatriisia merkinnilld M*. Jos matriisi M on kéddntyvd, sen Moore-Penrose

kisnteismatriisi M* on tavallinen kédnteismatriisi M~'. [2, s. 18—19]

Maaritelma 5.1. Olkoon matrisii M mielivaltainen matriisi. Matriisin M Moore-Penrose kain-

teismatriisi M* on se yksikésitteinen matriisi, joka toteuttaa ehdot

MM*M =M (5.1)
M*MM* = M* (5.2)
(MM*)* = MM* (5.3)
(M*M)* = M*™M. (5.4)

Téllaisen matriisin I0ytdminen voi olla haastavaa n X n lohkomatriisille ainoastaan madritelmén 5.1
perusteella. Eri ldhteissé onkin esitetty erilaisia ehtoja matriisille M, milloin Moore-Penrose kéén-
teismatriisin l0ytdminen yksinkertaistuu. Tdssd tyossd keskitytddan Banachsiewicz-Schur muotoa

mukailevaan tapaan esittid Moore-Penrose kédédnteismatriisi, miké on tullut jo tutuksi luvussa 3.

Téssd luvussa Schurin komplementit S ja G annetaan yleisessd muodossa, jossa kiddnteismatrii-
sit korvataan Moore-Penrose kidénteismatriiseilla. Matriisien lohkoihin A ja D liittyvit Schurin
komplementit asetetaan siis muotoihin S = D — CA*B jaG = A — BD*C. Lisiksi ehdoissa oleel-
lisessa osassa on erotus identiteettimatriisin ja matriisin ja Moore-Penrose kddnteismatriisin tulon
vililld. Merkitddn niitd erotuksia matriisille M merkinnéillda Epy = I — M*M ja Fpy =1 — MM™.
[2,s. 18]

Moore-Penrose kiddnteismatriisi esitetddn muodossa

A*+ A*BSTCA* —-A*BS*
M= , 5.5
-S*CA* S*

kun ehdot

FaB=0, CE4=0, BEg=0jaFsC=0 5.6)
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toteutuvat. Moore-Penrose kaidntesimatriisi voidaan esittdd muodossa

o G+ _G*BD* 5
_D*CG* D*+D*CG*BD* '

kun ehdot
FDC = 0, BED = 0, CEG = Oja FGB =0. (58)

toteutuvat. [2, s. 19-20]

Lause 5.2. [2, 5. 19] Olkoon matriisi M yhtdlon (2.2) mukainen lohkomatriisi, joka toteuttaa ehdot
FaB=0, CE;4=0, FpC =0, BEp =0, BEg =0 ja FsC = 0. 5.9)
Edelldi esitellyt Moore-Penrose kéicnteismatriisin M* esitysmuodot (5.5) ja (5.8) ovat yhtd suuret:

e [ATATBSTCAT —A*BS* G* _G*BD* 510,
_STCA* S+ _D*CG* D*+D*CG*BD*| ‘

Todistus. Tassi esitettiva todistus mukailee ldhdettd [2, s. 19-20]. Pyritiin siis todistamaan, ettid
molempien muotojen yhteiset ehdot (5.9) kattavat my0s erillisten muotojen ehdot (5.6) ja (5.8).
Oletetaan molempien muotojen yhteiset ehdot (5.9) voimassaoleviksi. Todistetaan, ettd molempien
lauseessa esitettyjen muotojen johtavat lohkot ovat samat G* = A" + A*BS*CA*. Merkitdin

H = A" + A*BS*CA™" lausekkeiden yksinkertaisempaa merkitsemistd varten. Saadaan aikaan

yhtilo

GH =(A - BD*C)(A* + A*BS*CA")
=AA* + AA*BS*CA* - BD*CA* - BD*CA*BS*CA*
=AA* + BS*CA* - BD*CA* - BD*(D - S)S*CA*
=AA* + BS*CA* - BD*CA* — BD*DS*CA* + BD*SS*CA*
=AA* + BS*CA* — BD*CA* - BS*CA* + BD*CA*
—AA*.

Tulon sievennyksessé on kéytetty Schurin komplementin kaavaa S = D — CA*B. Lisiksi sivennyk-
sessd on kdytetty rivin (5.9) ehtoja F4 B = 0, BEp = 0ja FsC = 0, jotka oletettiin voimassaoleviksi.
Ehdosta F4B = 0 saadaan muoto B = AA™ B ja vastaavasti kahdesta seuraavasta ehdosta saadaan
BD*D = B ja SS*C = C, mitki voidaan sijoittaa lausekkeeseen.

Samaan tapaan eri ehtoja hyodyntimalld voidaan todistaa myos, ettd HG = A*A. Vaatimukset
HGH = H ja GHG = G seuraavat suoraviivaisesti tuloksista GH = AA™ ja HG = A*A sekid
Moore-Penrose kédédnteismatriisin médritelmistd. Matriisi H siis toteuttaa Moore-Penrose kdénteis-

matriisin ehdot ja on siis Schurin komplementin G Moore-Penrose kéinteismatriisi G*. Huoma-
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taan, ettd G*G = A*A ja GG* = AA". Tistid seuraa, ettd lauseen ehdot FoB =0 ja CE4 = 0, voi-
daan esittdd myos muodoissa FgB = 0 ja CEg = 0. Niin ollen siis ehdot (5.9) kattavat molempien

muotojen erilliset ehdot. O

Lauseen 5.2 alkuperiisistd ehdoista seuraa jo aiemmin todistetut G*G = A*A ja GG = AA™.
Liséksi ehdoista seuraa, ettd S*S = D*D ja SS* = DD*. Ehdoista voidaan my0s selvittda Schurin
komplementtien S ja G Moore-Penrose kéédnteismatriisit lohkojen D ja A Moore-Penrose kéén-

teismatriisien avulla. Ndmaé yht4lot voidaan esittdd muodossa

S*=D*+D*CG*BD" (5.11)
G*=A"+A"BSTCA". (5.12)

Edelliset seuraukset ovat voimassa myos, jos lauseen 5.2 nelji ensimmdistd ehtoa FaB = 0,
CE4 =0, FpC =0 ja BEp = 0 ovat voimassa ja matriisin M aste on lohkojen A ja D asteiden
summa [2, s. 20]. Huomataan, ettd Schurin komplementtien Moore-Penrose kididntesimatriisien
yhtél6t ovat samaa muotoa kuin Schurin komplementtien tavalliset kddnteismatriisit yhtiloissa
(3.7) ja (3.8). Ainoana erona aiemmin saatuihin tuloksiin on, ettd Schurin komplementtien S ja G

kainteismatriisit ovat nyt Moore-Penrose kééinteismatriiseita.

Moore-Penrose kdidnteismatriisi on monikayttdinen, silld se voidaan 16ytéa kaikille matriiseille M.
Menetelmé on erityisen hyddyllinen matriisille, josta voidaan muodostaa lohkomatriisi. Matrii-
si voi olla ei singulaarinen, ja diagonaalin lohkojen ei tarvitse vilttadmaittd olla neliditd. Sopivin
valinnoin Moore-Penrose kiinteismatriisi tarvitsee 10ytid alkuperdistd kokoa pienemmaille matrii-
sille eli johtavalle lohkolle M1y = A tai viimeiselle lohkolle M (25 = D. Lohkon Moore-Penrose
kainteismatriisin avulla voidaan méirittdd Scurin komplementin Moore-Penrose kiinteismatrii-
si. Nédiden avulla voidaan méérittdd koko matriisin Moore-Penrose kddnteismatriisi yhtidlon (5.10)
mukaisesti. [2, s. 18-20]
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6. YHTEENVETO

Tissd tydssi tarkasteltiin erilaisia tapoja etsid lohkomatriisille kiddnteismatriisi. Kdinteismatriisit
ovat hyvin tarpeellisia monenlaisissa matemaattisissa analyyseissa. Monissa tilanteissa matriisin
jakamisesta lohkoihin on paljon hyotya tehokkuuden kannalta. Ndin on usein myds matriisien

kddnteismatriisien 10ytdmisen suhteen.

Ty0ssi esiteltiin ja johdettiin yhtidlo Schurin komplementille, joka on hyddyllinen apuviline loh-
komatriisien kidntdmisessd monen muun lohkomatriiseihin liittyvén sovelluksen ohessa. Schurin
komplementti voidaan laskea 2 x 2 lohkomatriisille, kun matriisin johtava tai viimeinen lohko
on ei-singulaarinen. Tilloin Schurin komplementti on yhtilon (2.4) tai yhtédlon (2.5) mukainen.

Lisaksi tyossd esiteltiin Schurin determinanttia.

Ensimmaiseni lohkomatriisin kddntdmiseen tarkoitetuista menetelmista esiteltiin Banachiewicz-
Schur muoto. Tdtd menetelmid kdidnteismatriisin ratkaisuun voidaan kiyttad, kun matriisi M ja
sen lohko M) tai M(27) ovat ei-singulaarisia. Banachiewicz kédinteismatriisit voidaan ratkaista

yhtéloilla (3.3) tai (3.6) riippuen siitd kumpi edelld mainituista lohkoista oli ei-singulaarinen.

Ty0ssd tutustuttiin myos Moore-Penrose ja Drazin kididnteismatriiseihin. Nami molemmat mene-
telmét ovat yksikasitteisia kddnteismatriisien yleistyksid, eivitka ne siis valttimattd toimi kaikissa
tilanteissa tavallisen kédédnteismatriisin tapaan. Yleistettyjen kddnteismatriisien etuna kuitenkin on
se, ettd voimme luopua oletuksesta, ettd matriisi ja lohkomatriisien tapauksessa myos johtava lohko

ovat ei-singulaarisia.

Drazin kidédnteismatriisi voidaan maéérittdd lohkomatriiseille, joiden lohkot M1y tai M(y;) ovat
neliomatriiseja, mutta ne saavat olla singulaarisia. TAten my0s matriisi M on nelidmatriisi. Drazin
kddnteismatriisin voidaan ratkaista yhtalolla (4.5) tai (4.8). Tarkemmat ehdot yhtdldiden toteutu-

miselle esitettiin tydssa.

Moore-Penrose kiddnteismatriisi voidaan puolestaan ratkaista mille tahansa mielivaltaiselle lohko-
matriisille. Tdimén menetelmén mukainen matriisi voidaan esittdd yhtilon (5.10) perustella. Myos

Moore-Penrose kiddnteismatriisin tarkemmat ehdot esitettiin tydssd yhtilon esittelyn yhteydessa.

TyoOssa esiteltiin siis laajemmin kolme erilaista tapaa kdintda lohkomatriiseja. Menetelmilld on
useita, paikoin suhteellisen tiukkoja, ehtoja, jotta niitd voidaan hyddyntdd. Kaikille lohkomat-
riiseille ei siis vélttamittd ole kovin helppoa 16ytda kddnteismatriisia. Toisaalta lohkomatriisien
kaintdmiseen liittyvét yhtdlot voivat helpottaa matriisin kdantdmistd merkittdvisti. Lohkoihin ja-
kaminen voi tuottaa matriisista sopivia pienempid matriiseja, kuten nolla- tai kolmimatriiseja tai

muuten helpommin kisiteltdvid matriiseja. Téllaisissa tilanteissa lohkomatriisn kddntdminen paljon
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