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Ulkomitta on kuvaus, joka liitt44 perusjoukon jokaiseen osajoukkoon epénegatiivisen lu-
vun. T4ll&d tavoin joukolle mééritetain koko. Mittateoria, joka kehitettiin 1800-luvun lopul-
la, perustuu joukko-oppiin. Siihen aikaan oli tarve ratkaista integrointiin ja raja-arvoihin
liittyvid kysymyksid. Mittateoria on itsendinen matematiikan ala, mutta sen soveltues-
sa erinomaisesti integrointiin ne esitellaén lihes poikkeuksetta yhdessd. Matemaatikoista
varsinkin Henri Lebesgue edisti mitta- ja integraaliteoriaa.

Tavoitteena on tutkia mitan derivaatan ominaisuuksia ja sovelluskohteita. Diplomity6
on luonteeltaan kirjallisuusselvitys ja paildhteeksi on valittu teos Measure Theory And
Fine Properties Of Functions (Evans & Gariepy, 2015). Aihepiiristd on etsitty sopivia kir-
joja alkaen 1960-luvulta. N&in saadaan myos historiallista ndkokulmaa. Verkosta 16ytyvas
matemaattista pohdintaa — erityisesti todistusten ideoita — on hytdynnetty runsaasti.

Perusjoukon tietyt osajoukot ovat mitallisia: sellaiset joukot kayttaytyvat loogisesti ul-
komitan suhteen. Mitallinen joukko jakaa mink& tahansa osajoukon kahteen osaan, joiden
ulkomittojen summa on yhta suuri kuin jaettavan osajoukon ulkomitta. Nadmé& mitalliset
joukot muodostavat o-algebran, joka on erés joukkoperhe. Jos ulkomitan ldhtéjoukko ra-
joitetaan mitallisiin joukkoihin, niin ulkomitan asemesta puhutaan mitasta. Borelin perhe
on pienin o-algebra, joka siséltdéd perusjoukon avoimet osajoukot. Ulkomitta luokitellaan
sen mukaan, miten se suhtautuu Borel-joukkoihin. Erés luokka on Radon-mitta: jokainen
Borel-joukko on mitallinen ja jokaisen kompaktin joukon mitta on d&rellinen.

Mittateoreettinen integrointi perustuu mitalliseen kuvaukseen, jonka alkukuva jokai-
sesta avoimesta joukosta on mitallinen joukko. Rationaaliluvuilla ja numeroituvuudella
on erityisasema mitta- ja integraaliteoriassa: maineikkaan tuloksen mukaan rationaalilu-
kujen joukko on nollamittainen Lebesgue-ulkomitan suhteen. Nollamittaisen osajoukon
komplementtiin viitataan sanaparilla melkein kaikkialla.

Peitelauseiden avulla tutkitaan mitan derivaattaa, joka mééritellddn suljetun pallon
Radon-mittojen osaméérin raja-arvona. Vitalin ja Besicovitchin peitelauseet pelkistavit
tietyt peitteet numeroituviksi n-ulotteisessa euklidisessa avaruudessa. Osoittautuu, etti
mitan derivaatta on olemassa #érellisend melkein kaikkialla. Se on my6s mitallinen kuvaus.
Kuvauksen derivoinnille k#&nteinen operaatio on integrointi; vastaavasti mitan derivaatalle
se on integraali jalkimméisen mitan suhteen. Radonin-Nikodymin lause todistaa tdmén.

Erés sovellus mitan derivaatasta on Lebesguen differentioituvuuslause. Sen mukaan lo-
kaalisti integroituvan funktion arvojoukko on ldhes vakio, kun ldhtéjoukkona on melkein
kaikki pisteet pienesté pallosta. Lauseen erikoistapaus johdattelee kisitteeseen tiheyspis-
te, joka on mittateorian vastine metrisen avaruuden sisépisteelle. Tiheyspisteen avulla
maéaaritelty approksimatiivinen raja-arvo on melkein kaikkialla voimassa oleva raja-arvo.

Avainsanat: Radon-mitta, derivaatta, Lebesguen differentioituvuuslause, Vitalin peite-
lause, Borel-joukko, approksimatiivinen raja-arvo

Tamén julkaisun alkuperéisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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Outer measure maps every subset of a given set to a non-negative number. In this way,
size is assigned to a set. Measure theory, developed in the end of the 19*" century, is based
on set theory. At that time, there was a need to solve some open questions regarding
integration and limits. Measure theory is an independent field of mathematics, but due
to its exceptional applicability to integration, these are introduced together very often.
Among mathematicians, it was especially Henri Lebesgue who contributed to the theory
of measure and integration.

Objective is to examine the properties and applications of the derivative of measure.
Thesis identifies as a literature review, and the main source is Measure Theory And Fine
Properties Of Functions (Evans & Gariepy, 2015). To conduct review, relevant books were
gathered from the beginning of 1960s. Thus, historical viewpoints are acquired. Online
mathematical resources — particularly proof-related — have been widely utilized.

Some subsets of a given set are measurable: such sets behave logically with respect
to the outer measure. A measurable set divides any other subset to two such parts, that
the outer measure of entire subset equals to the sum of outer measures of parts. These
measurable sets form a o-algebra, a certain family of sets. If the domain of outer measure
is restricted to the measurable sets, then outer measure is actually a measure. Borel
algebra is the smallest o-algebra containing the open subsets of a given set. An outer
measure is categorized according to its relation to the Borel sets. One such class is the
Radon measure: every Borel set is measurable and every compact set has a finite measure.

Measure theoretical integration is based on measurable map, whose preimage obtained
from any open set is a measurable set. Rational numbers and countability have a special
role in measure and integration: a famous result states that the set of rational numbers
has Lebesgue outer measure zero. The complement of a measure zero set is referred with
the phrase almost every.

Covering theorems provide means to study the derivative of measure, which is defined
as the limit of the quotient of Radon measures over a closed ball. Vitali covering lemma
and Besicovitch covering theorem reduce certain covers to countable in the n-dimensional
Euclidean space. It turns out that the derivative of measure exists finitely almost ev-
erywhere. It is a measurable map, too. The inverse operation of differentiating a map
is integration; for the derivative of measure it is the integral with respect to the latter
measure. Radon-Nikodym theorem proves it.

An application of the derivative of measure is Lebesgue differentiation theorem. It
states that a locally integrable function has range close to a constant, when the domain
comprises of almost every point in a small ball. The special case of the theorem leads to
the concept of density point, which in measure theory corresponds to the interior point
of a metric space. Approximate limit, defined through density point, is a limit that holds
almost everywhere.

Keywords: Radon measure, derivative, Lebesgue differentiation theorem, Vitali covering
lemma, Borel set, approximate limit

The originality of this thesis has been checked using the Turnitin OriginalityCheck service.
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ALKUSANAT

Keviaalla 2021 osallistuin Measure and Integration -kurssille Tampereen yliopis-
tossa. Aihe oli hyvin kiinnostava. Etsiessdni diplomityopaikkoja kesén alussa ky-
syin myos lehtori Janne Kauhaselta mahdollisuutta kirjoittaa diplomityo yliopis-
tolle. Poydélla oli monenlaisia aiheita, joihin perehtyd: muun muassa vektorimitta,
Hausdorff-mitta, muuttujanvaihtokaavat, erilaiset integraalit (Bochner, Lebesgue-
Stieltjes, Henstock-Kurzweil ja Pettis), todenndkoisyysmitta yhdistettyna konvek-
sisuuteen ja Brunn-Minkowskin lause. Lopulta padddyimme aiheeseen mitan deri-
vaatta. Jo alusta alkaen oli selvéa, ettéd integraaliteorian késittely sivuutettaisiin. Se

kasiteltiin yliopiston kurssilla ja lisédksi diplomityon laajuutta piti rajoittaa.

Alkuvaiheessa tarkoitus oli kirjoittaa myos Lipschitz-jatkuvuudesta ja konveksisuu-
desta. Tyon péaitavoitteena oli aluksi todistaa Aleksandrovin lause, koska Rademac-
herin lauseesta on jo kirjoitettu pro gradu -tutkielma vuonna 2008. Ensiksi mainit-
tu osoittautui kuitenkin liian vaikeaksi, joten tyon aihe muokkautui syksyn aikana.

Olen kuitenkin tyytyvéinen lopputulokseen: tyossé oli haastetta.

Ensisijaisen ldhteen, Evansin ja Gariepyn kirjan, todistukset olivat hyvin niukko-
ja, joten suurin osa ajasta meni niiden ymmaéartdmiseen. Hyédynsin paljon verkon
keskustelupalstoja, kun en keksinyt itse todistuksia. Sen sijaan Axlerin kirjan todis-

tukset olivat hyvin selkeité ja niinpé néihin on usein vain viittaus.

Marraskuussa huomasin, ettd diplomityosta tulee melko pitkd. On vaikeaa olla kir-
joittamatta mielenkiintoisista aiheista, joihin on hieman pééssyt sisdédn. Matemaat-
tinen ymmaérrys rakentuu pikkuhiljaa ja kahteen suuntaan: toisaalta pureudutaan
ldhtokohtiin ja aksioomiin yh& syvemmin ja toisaalta valloitetaan uusia alueita yhéa

ennakkoluulottomammin.

Kiitos lehtori Janne Kauhaselle diplomityon ohjaamisesta. Koin sd&nnollisesti tois-
tuvat ohjauspalaverit erittdin tuloksellisina. Kiitos myos ystéaville. Teité ei ole kos-
kaan liikaa. Erityisesti tahdon kiittdd kolmea térkedd kaveria: ystdvyys kanssanne
muutti elaméni. Kiitos perhevéelle. Olette antaneet tukea, turvaa ja huumoria lapi
vuosien. Vaikka kondensaattorit ja transistorit ovat mainioita kapistuksia, niin ep-
silon on kuitenkin suurempaa kuin nolla. Kiitos rakkaalle morsiamelleni. Sun hymys

korvaa auringon. Suurin kiitos kuuluu Jeesukselle Kristukselle, joka on Herra!

Tampereella, 16. joulukuuta 2021

Pauli Huusari
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1. JOHDANTO

Mittateorian kehitys alkoi 1800-luvun lopulla, kun matemaatikot huomasivat, etta
Riemann-integraali on epasopiva tilanteisiin, jotka sisédltavét raja-arvoja. Lisdksi
rajoittamaton funktio ei ole Riemann-integroituva suljetulla ja rajoitetulla reaali-
lukuvililld, ja integraalit ddrettomilla tai puoliddrettomilla reaalilukuvéleilld eivat
vélttamatta suppene. [1, s. 114, 119-120] Muun muassa Camille Jordan, Emile Bo-
rel, William Henry Young ja Henri Lebesgue olivat tutkimuksen kérjessa. Viimeisek-
si mainitun teoria osoittautui parhaimmaksi. [2, s. 150-151][3, s. 862-864][4, s. 38-39]

Lebesguen integrointi vuodelta 1901 perustuu mittateoriaan [2, s. 264-266], jonka
avulla joukolle méaéritetddan koko. Hieman aiemmin, 1800-luvun loppupuolella, Georg
Cantor oli kehittanyt joukko-opin [5, s. 734-735][6, s. 534], jota Lebesgue sovelsi on-
nistuneesti mittateoriaan. [2, s. 237] Samoin kuin Cantor, Lebesgue sai osakseen
kritiikkid, koska mittateoria poikkesi valtavirran ndkemyksista [3, s. 860-861]. Vaik-
ka joukko-opista 16ydettiin epdjohdonmukaisuuksia, muun muassa Russellin para-
doksi, se ei haitannut mittateorian kehitystd. Edelld mainittu paradoksi ratkaistiin
Zermelo-Fraenkelin aksioomajdrjestelmdlli vuonna 1930 [5, s. 810-814], joka sisaltaa
myo0s valinta-aksiooman. Sen mukaan mistéd tahansa epétyhjien ja erillisten joukko-
jen kokoelmasta voidaan valita osajoukko, joka siséltéa tdsmélleen yhden alkion jo-
kaisesta joukosta. [2, s. 168-170, 343-344, 428]

Lebesgue méaritteli erityisen Lebesgue-mitan, mutta yleisempéaé mittateoriaa kehitti
Constantin Carathéodory. Huomattiin, ettd tietyt joukot perusjoukosta ovat mital-
lisia, minka avulla méariteltiin mitallinen funktio. Uusi integrointitapa perustuu
néihin mitallisiin funktioihin ja funktion arvojoukon jaotukseen. Tdmé& menetelmé
on laajennus Riemannin integrointiin [4, s. 28], silld jokainen Riemann-integroituva
funktio on Lebesgue-integroituva [7, s. 93]. [7, s. 9-12|[8, s. 5-6][9, s. 115-116, 125]

Téarkein kokoelma mittateoriassa on Borelin perhe, joka méaritelman mukaan on pie-
nin o-algebra, joka siséltda perusjoukon kaikki avoimet joukot. Tavanomaisessa reaa-
lianalyysissé késitellddn yksinomaan Borel-joukkoja. Mitallisuus voidaan méaritell&
suhteessa Borelin perheeseen. Mittateorian kehittyessd mittoja luokiteltiin niiden

ominaisuuksien mukaan ja luotiin myds uusia mittoja. Erés oleellinen késite on



Radon-mitta, jolla on useita tédrkeitd ominaisuuksia. Tunnetuin Radon-mitoista on

n-ulotteinen Lebesgue-mitta. 7, s. 51-55]

Diplomityossa tutkitaan mitan derivaattaa toisen mitan suhteen. Térkein kysymys
on, millaisia ominaisuuksia silld on. Integraaliteoria oletetaan tunnetuksi. Mitan de-
rivaatta maédaritellidn kahdelle Radon-mitalle. Kyseesséd on raja-arvo samoin kuin
tavallisessa derivaatassa. Sanaa tiheys kaytetddn synonyyminéd derivaatalle, silld
Radonin-Nikodymin lauseen nojalla mitallisen joukon mitta ensimmaéisen mitan suh-

teen on yhtd suuri kuin integraali tiheydesté toisen mitan suhteen.

Diplomity6 on kirjallisuustutkielma ja siind keskitytdédn mééritelmiin ja lauseiden
todistuksiin. Ensisijaisena lahteené on kédytetty Evansin ja Gariepyn kirjaa Measure
Theory And Fine Properties Of Functions [10]. Jos lahdetta ei erikseen mainita, niin
voidaan olettaa, ettéd lihteend on ollut edelld mainittu kirja. Aiheen rajauksen joh-
dosta lahdekirjallisuudesta on sivuutettu muutamia aiheita muun muassa m-systeem:
ja A-systeemi, joka tunnetaan myo6s nimelld Dynkin systeemi. Lahteisiin on merkitty
myos sellaiset verkkolédhteet, joista on kopioitu todistusten ideat kokonaan tai ldhes

kokonaan.

Luvussa 2 rakennetaan pohjaa koko diplomityélle. Tutkittavia aiheita ovat muun
muassa numeroituvuus, n-ulotteisen euklidisen avaruuden ominaisuudet, rationaali-
lukujen ominaisuudet ja Zornin lemma. Viimeiseksi mainittu liittyy jarjestysteoriaan,
joka eroaa huomattavasti muusta diplomityosté. Se on kuitenkin tarpeellinen, kun
tutkitaan Vitalin peitelausetta. Luvussa 3 perehdytdin ulkomittoihin, mitallisuu-
teen, o-algebroihin ja topologisiin avaruuksiin. Eréds tarkea lause on Carathéodoryn
ehto, joka liittyy Borel-joukkoihin. Luvussa 4 tutkitaan joukkojen peitteitd, erityi-
sesti Vitalin ja Besicovitchin peitelauseita. Jalkimmaéisen todistus on sangen pitka,
joten diplomityossd esitetddn vain kommentteja todistukseen [10, s. 39-45]. Peite-
lauseiden sovelluksia hyodynnetéén valittoméasti luvussa 5, jossa késitellidn mitan
derivaattaa toisen mitan suhteen. Derivaatan ominaisuuksia tarvitaan, kun tutki-
taan Lebesque-pistetti ja approksimativiisia raja-arvoja. Luvussa 6 esitetddn yh-

teenveto diplomityon tuloksista ja ehdotetaan aiheita tuleviin opinnéytteisiin.

Diplomityon lukemiseksi olisi hyvéa olla perustietdmys reaalianalyysistd. Erityisen
tarke&d olisi hallita jonot ja ed-todistukset. Diplomityossa késitelldan ldhes yksino-

maan n-ulotteista euklidista avaruutta.

Kerrottakoon viela muutama sana merkinnéisté ja termeista. Vaikka sanat joukko ja
kokoelma ovat synonyymejé, niin sanalla kokoelma tarkoitetaan joukkoa, jonka al-
kiot ovat joukkoja. Sanoja kuvaus ja funktio kiytetdan synonyymeina. Méaritelmien

ympaérilld on reunaviiva, jotta ne erottuisivat leipatekstista.



2. POHJATIEDOT

Mittateoriaan liittyy olennaisesti muun muassa numeroituvuus, joukko-oppi ja avoi-
muus. Tarkastellaan muutamia tarpeellisia tuloksia naisté aihepiireisté. Todistetaan

myo0s Zornin lemma, jota tarvitaan luvussa 4, kun tutkitaan peitteita.

2.1 Numeroituvuus

Joukko on alkioiden kokoelma. Joukon koko tarkoittaa sen alkioiden lukumé&araé ja

sithen liittyy seuraava mééaritelma.

Maaritelma 2.1. Joukko A on numeroituva, jos on olemassa injektiivinen ku-

vaus

f:A=SZT.

Numeroituvassa joukossa on yhtd monta alkiota kuin joukossa B C Z* eli numeroi-

tuvan joukon alkiot voidaan luetella. Tyhja joukko @ on numeroituva.
Esimerkki 2.2. Jos A on numeroituva, niin jokainen osajoukko B C A on nume-
roituva. Lahtojoukkoa voidaan rajoittaa asettamalla

f|BiB—>Z+,

joka on injektio. T&ll6in B on numeroituva. [

Numeroituvuudesta seuraa hyodyllisid ominaisuuksia. Tarkastellaan numeroituvien

joukkojen yhdistettd ja karteesista tuloa.
Lause 2.3. Kahden numeroituvan joukon yhdiste on numeroituva.

Todistus. Todistus on ldhteesti [11]. Olkoot A ja B numeroituvia joukkoja. Talloin
on olemassa injektiiviset kuvaukset f : A — Z% ja g : B — Z*. Mééritellddn funktio
h:AUB — Z" seuraavasti

2f(x), josx € A,
hz) = f(z) j
2g(z)+ 1, josz € B.



Osoitetaan h injektioksi. Valitaan sellaiset alkiot a,b € A U B, ettd a # b. Jos
a,b € A, niin

h(a) = 2f(a) # 2f(b) = h(b).

Jos a,b € B, niin
h(a) =2g(a) +1 # 2g(b) + 1 = h(b).

Oletetaan sitten, ettd a € A ja b € B. Téalloin h(a) on parillinen, mutta h(b) pariton
eli h(a) # h(b). Toisaalta jos a € B ja b € A, niin talléin h(a) on pariton, mutta
h(b) parillinen eli h(a) # h(b). Nyt h on injektio, mistd seuraa, ettdi A U B on

numeroituva. U

Lausetta 2.3 voi soveltaa induktiivisesti dérellisen monelle joukolle. Vaatisi hieman
lisétyota osoittaa, ettd numeroituva yhdiste numeroituvista joukoista on numeroi-

tuva [7, s. 26][12]. Seuraava lause tulisi tarpeen siiné todistuksessa.
Lause 2.4. Kahden numeroituvan joukon karteesinen tulo on numeroituva.

Todistus. Todistus on ldahteesté [13]. Olkoot A ja B numeroituvia joukkoja. Talloin
on olemassa injektiiviset kuvaukset f : A — ZT ja g : B — Z'. Tarkastellaan
kuvausta h : A x B — (Z7)?, joka médritelldéan h(z,y) = (f(z),g(y)). Valitaan
(x,y) € Ax Bja(z,w) € Ax B. Talloin

h(z,y) = h(z,w) (f(2):9(m)) = (f(2), 9(w))
fl)=1f(z) ja g(y) = g(w)

r=z ja y=w

(x,y) = (z,w).

A

Kuvaus h on siis injektio. Aritmetiikan peruslauseen nojalla jokaisella positiivisella
kokonaisluvulla on yksikésitteinen alkulukuesitys. Tutkitaan seuraavaksi kuvausta
k:(ZT)* — Z7*, joka méiritelldin

k(n,m) = 2"3™.

Jos (z,y),(2,w) € (Z*)* ovat eri alkiot, niin k(x,y) = 273¥ # 223¥ = k(z,w).
Kuvaus k on injektio. Koska kahden injektiivisen kuvauksen yhdiste on injektiivinen,
kuvaus ko h : A x B — Z* on injektiivinen. [

Myds lausetta 2.4 voi soveltaa useaan kertaan. Koska joukko @Q on numeroituva,
myos joukot Q2 = Q x Q, Q® =QxQ xQ = (Q x Q) x Q,... ovat numeroitu-
via. Jatkossa tarvitaan tietoa, ettd joukko Q™ on numeroituva jokaista positiivista
kokonaislukua n kohti. [4, s. 3-4] Seuraava esimerkki osoittaa, etti joukko Q ei ole

merkittava bijektiivisissd kuvauksissa.



Esimerkki 2.5. Kuvaus f : R — R\ Q, joka méaéritellaan

f(a) q+ (kE+1)V2, josx=q+ k2 eriiti ¢ € Q ja k € Z* U {0} kohti,
€Tr) =

x, muulloin,

on bijektio [14]. Tehtéva on Axlerin kirjasta [15, s. 34]. O

Esimerkki 2.5 kuvastaa reaali- ja rationaalilukujen viélistd suhdetta. Jollain tavalla
ja joissakin tilanteissa jalkimmaéinen joukko voidaan jattad huomiotta. Mittateorian
klassinen tulos on, ettd joukon Q Lebesgue-mitta on nolla [7, s. 15]. Lebesgue-mitta

maaritellaan aliluvussa 3.1.

Lause 2.6 (De Morganin lait). Olkoon A kokoelma joukon X osajoukkoja. Tdlloin

X\ |JE=[xX\E) ja X\ N e=x\B).

EcA EcA EcA EcA

Todistus. [15,s. 31]. O

Augustus De Morgan (1806-1871) oli Lontoon yliopistossa matematiikan professori-
na lahes 40 vuotta [5, s. 681]. Hinen mukaansa matematiikan tulkinta oli tarkeAmp&a
kuin aukottomat aksioomajarjestelmit. [3, s. 812-813] De Morganin lait ovat erittéin

tarkeitéd, kun aliluvussa 3.2 tutkitaan eriitd tiettyja kokoelmia, o-algebroja.
Lause 2.7. Tarkastellaan joukkoa R™.

a) Mikd tahansa avoimien joukkojen yhdiste on avoin.

(
(

)
b) Adrellisen monen avoimen joukon leikkaus on avoin.
(¢) Mikd tahansa suljettujen joukkojen leikkaus on suljettu.
)

(d) Adrellisen monen suljetun joukon yhdiste on suljettu.
Todistus. [15, s. 28 ja 32] tai [16, s. 30 ja 47]. O

Rationaalilukujen ominaisuuksien nojalla todistetaan seuraavat tulokset, joita tar-

vitaan aliluvussa 3.1, kun perehdytéaén ulkomittoihin.

Lause 2.8. Joukko U C R™ on avoin, jos ja vain jos se on numeroituva yhdiste

avoimia palloja.

Todistus. Todistuksen idea on ldhteesté [17]. Olkoon U avoin ja x € U. Téalloin on
olemassa sellainen avoin pallo B(z,e) = {y € R" : ||y — z|| < €}, ettd B(z,e) C U.
Koska erisuuruisten reaalilukujen vilissd on rationaaliluku [15, s. 18], 1oydetddn
sellainen piste p € Q", etta

19
0< — < =
lp =l <3



ja sellainen luku ¢ € Q, etté

19 < < g
3955

Muodostetaan sitten avoin pallo B(p,q) = {y € R" : ||y — p|| < ¢}. Huomataan,
ettd [[p—z| = [[x—p|| < § < ¢, joten z € B(p, q). Osoitetaan, ettd B(p,q) C B(z,e).
Olkoon z € B(p, q). Télloin kolmioepédyhtélon nojalla

5
lz =2l =llz=p+p -zl <llz=pll +p -2l <g+ 5 <e
eli B(p,q) C B(x,e). Nyt siis jokainen joukon U alkio voidaan peittaéd avoimella
pallolla B(p,q) C U eli

ve U B 29)
peQ™NU
q€Qn(e/3,e/2)

Lauseen 2.4 nojalla yhtdlon (2.9) yhdiste on numeroituva. Toinen suunta seuraa
lauseesta 2.7(a). O

Evans ja Gariepy kayttavat suljettuja palloja méaéritelmissé ja lauseissa. Sen takia

muokataan edellinen lause kéayttokelpoisempaan muotoon.

Lause 2.10. Jos joukko U C R™ on avoin, niin se on numeroituva yhdiste suljettuja

palloja.

Todistus. Olkoon U avoin. Lauseen 2.8 nojalla on olemassa numeroituva jono avoimia
palloja, joiden yhdiste on joukko U. Lauseen 2.3 jélkeisen pohdinnan nojalla riitt&a
osoittaa, ettd jokainen avoin pallo on numeroituva yhdiste suljettuja palloja. Olkoon

B(p, q) erds avoimista palloista. Tutkitaan suljettujen pallojen yhdistetta

UE(%LQ)'

=1

Olkoon 0 < € < q. Osoitetaan, ettd yhdistejoukon séde péidsee hyvin ldhelle lukua
g, miké tarkoittaa, ettéd lopputuloksena on avoin joukko. Jos i € Z* : 1 > ’—qs;s-‘ +1,
niin ’
7
—e< —q<gq.
q it 1q q

Koska luku ;27¢ on eréén yhdistejoukkoon kuuluvan suljetun pallon séde paételladn,

etta -
_ i
B | 1B(p.—q) .
(p,q) U (p, Py 1q)

Paatetdan aliluku 2.1 reaalilukujen térkedan ominaisuuteen, tdaydellisyysaksioomaan
[1,s. 4][2, s. 400][15, s. 9]. Erés tapa konstruoida reaaliluvut on Dedekindin leikkauk-

set [15, s. 12-16], mutta niiden esittely sivuutetaan.



Aksiooma 2.11 (Taydellisyysaksiooma). Jos epityhja joukko A C R on

ylh&alta rajoitettu, silla on supremum eli pienin yléraja.

Avoimesta reaalilukuvilisti ei 10ydy suurinta arvoa, mutta suljetusta ja rajoitetus-
ta vélista 10ytyy. Téaydellisyysaksiooma on siis erityisen hyodyllinen, kun tutkitaan
avoimia joukkoja. Mittateoriassa aksioomaa 2.11 kaytetddn yhtapitdvassd muodos-
sa, jonka mukaan epétyhjélla, alhaalta rajoitetulla joukolla on infimum, suurin ala-
raja [15, s. 19].

2.2 Zornin lemma

Luku poikkeaa muista muista osista. Se on mukana, jotta saadaan perusteltua mak-
simaalisen alkion olemassaolo Vitalin peitelauseessa 4.3. Lahteené on kaytetty Jussi
Viisélan kirjaa Topologia 11 [18, s.181-184]. Esitys seuraa hyvin tarkasti edelld mai-
nittua kirjaa. Zornin lemma mainitaan myos muissa lahteissé [7, s. 176][9, s. 5]. Aloi-

tetaan seuraavalla méaaritelméllé, jota jotkut matemaatikot pitéavét kiistanalaisena
[5, s. 809-810][7, s. 23][18, s. 181].

Mairitelméa 2.12 (Valinta-aksiooma). Olkoot J epétyhjé joukko ja joukot
A; epétyhjid jokaista j € J kohti. On olemassa sellainen valintakuvaus f : J —
Ujej A;, ettd f(j) € A, jokaista j € J kohti.

Valinta-aksiooma tarkoittaa, ettd jokaisesta joukosta A; voidaan valita tdsmélleen
yksi alkio [2, s. 402]. Zornin lemma késittelee osittain jarjestettyja joukkoja, joka

médritelldén seuraavasti [2, s. 174].

Maaritelmia 2.13. Joukon H relaatio < on osittainen jdarjestys, jos jokaista

a,b,c € H kohti on voimassa seuraavat ehdot.
(a) a <a.
(b) Josa <bjab<a,nina=>.
(¢) Josa<bjab<c nina<c.

Jos ehtojen (a)-(c) lisdksi on voimassa, etta
(d) jokoa <btaib<a,

niin relaatiota < kutsutaan tdydeksi jarjestykseksi.

Paria (H, <) kutsutaan osittain jarjestetyksi joukoksi. Jos a < b ja a # b, niin
merkitddn a < b. Osittainen jérjestys < periytyy jokaiselle osajoukolle K C H. Jos

< on taysi jarjestys, niin joukkoa K kutsutaan joukon H ketjuksi.

Esimerkki 2.14. Olkoon X joukko. Talloin relaatio C on osittainen jérjestys jou-



kossa P(X). Jos joukossa X on enemmén kuin yksi alkio, relaatio C ei ole téysi

jérjestys. Jos nimittéin a,b € X, niin

{a} ¢ {b} ja {b} ¢ {a}, vaikka {a}, {b} € P(X).

Jos X =R, niin erés ketju on {[~a,a] : a >0}. O

Osittain jérjestettyyn joukkoon liittyy useita késitteita.

Maéaritelméa 2.15. Olkoon (H, <) osittain jarjestetty joukko ja A C H. Alkio
b € H on joukon A yldraja, jos a < b jokaista a € A kohti. Jos liséksi b € A,
niin b on joukon A suurin alkio. Alkio ¢ € A on joukon A maksimaalinen alkio,
jos ei ole olemassa sellaista a € A, ettd ¢ < a. Késitteet alaraja, pienin alkio ja

manimaalinen alkio maaritelladn vastaavasti.

Huomataan, ettd ylarajan ei tarvitse olla osajoukon A alkio. Joukossa A voi olla
vain yksi suurin ja yksi pienin alkio. Jos nimittdin b € A ja ¢ € A ovat joukon A

suurimpia alkioita, niin
c<b ja b<c eli b=c.

Sen sijaan maksimaalisia ja minimaalisia alkioita voi olla enemmén kuin yksi. Suurin

alkio on aina maksimaalinen ja pienin alkio minimaalinen.

Esimerkki 2.16. Joukon P(R) osajoukon A = {[0,2],[1, 3]} molemmat alkiot ovat

sekéd maksimaalisia ettd minimaalisia joukon A alkioita. [

Pienintd yldrajaa merkitdén sup(A), kun taas suurinta alarajaa merkitddn inf(A).
Jos A C P(X) on kokoelma osajoukkoja, niin sup(A) = (J,. 4 A. Yhdistejoukko
on todella yldraja kokoelmalle A. Se on myés pienin, silld yhdisteesta ei voi poistaa
mitddn. Muuten se ei endé vilttamétté olisi ylaraja. Vastaavasti inf(A) = (1,4 4.
Jos leikkausjoukkoon liséisi jotain, niin lisétty osa ei valttaméatta kuuluisi mihinkaéan
joukoista A € A. Sovitaan erikoistapauksina, ettd mikali @ € A, niin yhdisteissa
UJ(@) = & ja leikkauksissa [)(2) = X.

Lause 2.17 (Zornin lemma). Olkoon (H, <) sellainen osittain jdrjestetty joukko,
etti H on epdtyhji ja joukon H jokaisella ketjulla K on pienin yliraja sup(K) € H.

Tdalloin joukossa H on ainakin yksi maksimaalinen alkio.

Todistus. Oletetaan, ettéd joukossa H ei ole maksimaalista alkiota ja johdetaan siita

ristiriita. Méaaritelldsn jokaista z € H kohti
S(x)={ye H :y>ux}.

Koska maksimaalista alkiota ei ole olemassa, joukko S(x) on epédtyhja jokaista



r € H kohti. Lisiksi S(x) C H. Sovelletaan valinta-aksioomaa joukkoihin S(z)
ja indeksijoukkoon H. On olemassa sellainen kuvaus f : H — |,y S(x) C H, etté
f(z) € S(z) eli f(z)> z jokaista x € H kohti. Tdmé& on todistuksen térkein kohta.

Kiinnitetaén alkio ag € H todistuksen ajaksi. Zornin joukko on joukko Z C H, joka

toteuttaa seuraavat ehdot.
(a) ap € Z.
(b) Jos x € Z, niin f(z) € Z.
(c) Jos K on epityhji ketju ja K C Z, niin sup(K) € Z.
Esimerkiksi joukko
W={zxe€H:z>a}

on Zornin joukko. Maéiritelmén nojalla ag > ag, joten ag € W. Jos x € W C H, niin
f(z) € S(xz) C H. Téllsin f(x) > x > ay, joten f(x) € W. Kohdassa (c) huomataan,
ettéd olipa K C W C H mika tahansa epéatyhja ketju, niin lauseen oletuksen mukaan

sup(K) € H. Koska sup(K') on joukon K yldraja, niin
sup(K) >z,  jokaista x € K kohti.

Koska K C W, niin on oltava sup(K) > x > ag. Télloin sup(K) € W,

Olkoon Z; kaikkien Zornin joukkojen leikkaus. Télloin Z; C W. Osoitetaan, ettd Z,
on Zornin joukko. Koska ay on jokaisen Zornin joukon alkio, ag € Zy. Jos xz € Z,
niin z kuuluu jokaiseen Zornin joukkoon Z C H. Kohdan (b) nojalla f(z) kuuluu
jokaiseen Zornin joukkoon Z eli f(z) € Zy. Jos K on epatyhji ketju ja K C Zg, niin
K C Z jasup(K) € Z jokaista Zornin joukkoa Z kohti. T&ll6in sup(K) € Zj, joten

Zy on Zornin joukko.

Todistuksen padmaéaédriana on osoittaa joukko Zy ketjuksi, silld silloin muodostuu ris-

tiriita lauseen oletuksen kanssa. Sitd ennen todistetaan kaksi véitettd. Maaritellaan
A={a€Zy:jos z€Z ja x<a,niin f(z)<a}.
Jokaista a € A kohti merkitain
Bla)={z€Zy:x<a tai z> f(a)}.

Viite 1. B(a) = Z, jokaista a € A kohti.

Olkoon a € A. Koska B(a) C Z, riittda osoittaa, ettd B(a) on Zornin joukko, silld
talloin Zy C B(a).

(a) Aiemmin osoitettiin, ettd joukko W on Zornin joukko. Koska a € A C Zy C W,

niin ap < a. Talloin ap € B(a). Joukon A ehtoa ei tarvitse tarkastella, silla se tieto
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riittad, ettd joukon A alkiot ovat joukon Zj alkioita.
(b) Olkoon = € B(a) C Z. Talloin on kolme mahdollisuutta joukon B(a) ehdon
mukaisesti.

1. Jos x < a, niin joukon A méiritelmén nojalla f(z) < a.

2. Jos x = a, niin f(z) = f(a).

3. Jos > f(a), niin valintakuvauksen nojalla f(z) > = > f(a).

Koska = € Zy, niin f(x) € Zy, joten edellisten kohtien nojalla f(x) € B(a).
(¢) Olkoon K epétyhja ketju ja K C B(a) C Zy. Koska Zy on Zornin joukko,
sup(K) € Zy. Tarkastellaan kaksi eri tapausta.

1. Jos a on ketjun K yldraja, niin pienimmén yldrajan médritelmén nojalla
sup(K) < a. Nyt sup(K) € B(a).

2. Jos a ei ole ketjun K yldraja, niin on olemassa sellainen b € K, ettd a < b.
Koska b € K C B(a), on oltava b > f(a). Talloin sup(K) > b > f(a) eli
sup(K) € B(a).

Viite 1 on todistettu.
Viite 2. A = Z,.
Samoin perustein kuin véitteen 1 alussa riittdé osoittaa, ettd A on Zornin joukko.

(a) Koska A C Z; C W, niin jokainen joukon A ja Z; alkio z toteuttaa ehdon x > ay.
Tiedetaén, ettd ag € Zy. Joukon A ehdosta alkiolle ag tulee identtisesti epétosi, silld
samaan aikaan olisi

r>ay ja x<ag.

Loogisesti epétodesta voi seurata mitd tahansa, joten jo tdmén nojalla ay € A.

Tarkastellaan kuitenkin joukon A ehdon kontrapositiota alkiolle aq eli
jos f(x) >ag, niin x & Z, tai z>ayp.

Valintakuvauksen nojalla on seuraavat kaksi mahdollisuutta.
1. Jos f(z) > x > ag, niin & > ag eli ag € A.
2. Jos f(x) > ag >z, niin € Zj eli ag € A.

Siis ag € A.

(b) Olkoon a € A C Z,. Télloin f(a) € Zy. Osoitetaan, ettd f(a) € A. Sitd varten
oletetaan, ettd x € Zy ja ettd x < f(a), joukon A ehdon mukaan. Viitteen 1 nojalla
Zy = B(a), joten x € B(a) eli on oltava = < a. Jos x < a, niin joukon A méaaritelméan
nojalla f(z) < a < f(a). Jos taas x = a, niin f(z) = f(a). Voidaan siis kirjoittaa
f(z) < f(a), joten oletuksista seuraa, etta f(a) € A.
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(c) Olkoon K epityhji ketju ja K C A C Zj. Osoitetaan, ettd sup(K) € A. Koska
Zy on Zornin joukko, niin sup(K) € Zy. Olkoot = € Zj ja < sup(K), joukon A

ehdon mukaan. Jaetaan tarkastelu kahteen osaan.

1. Jos on olemassa sellainen b € K C A, ettd < b, niin f(z) < b < sup(K).
Tallin sup(K) € A.

2. Kohdassa 1 esitettyéd alkiota b ei ole olemassa. Osoitetaan, ettd tamé véiite

johtaa ristiriitaan.

Viitteen 1 nojalla jokaista k € K C A kohti on voimassa Z, = B(k). Télloin
x € B(k). Koska kohdassa 1 esitettyd alkiota b ei ole olemassa, paatelldén,

ettd jokaista k € K kohti on voimassa
r=Fk tai x> f(k)>k.

Toisin sanoen k < x jokaista k € K kohti eli alkio x on ketjun K ylédraja. Mutta
télloin sup(K) < x, mikéd on vastoin oletusta. Kohdan 2 mukaista tilannetta
ei esiinny.

Viite 2 on todistettu.

Viite 3. Z; on ketju.

Valitaan a,b € Zy. Viitteen 2 nojalla a € A, joten viitteen 1 nojalla B(a) on
médritelty. Viitteen 1 nojalla b € B(a). Télloin

joko b<a tai b > f(a) > a.

Joukko Z; on ketju.

Vaite 3 on todistettu.

Johdetaan nyt ristiriita. Zornin joukon ehdosta (c) seuraa, ettd sup(Zy) € Zy C H,
joten ehdon (b) nojalla f(sup(Zg)) € Zy. Tasté seuraa, etti f(sup(Zg)) < sup(Zy).
Mutta se on mahdotonta, koska valintakuvauksen nojalla f(sup(Zy)) > sup(Zp).

Padtelldan, ettd sup(Zy) € H.

On siis 16ydetty epétyhjéasté joukosta H ketju, jolla ei ole pieninté yldrajaa joukossa
H. Tulokseen paiadyttiin oletuksesta, ettd joukossa H ei ole maksimaalista alkiota.

Koska vastaviite johti ristiriitaan oletuksien kanssa, alkuperéinen véite on tosi. [

Zornin lemman kanssa yhtépitavia véitteitd ovat Hausdorffin maksimaalisuusperi-
aate, valinta-aksiooma, Tthonovin lause ja hyvdn jarjestyksen lause. Ensiksi mainit-
tu on hyvin samantyyppinen kuin Zornin lemma késitellen jérjestettyja joukkoja.
Tihonovin lause taas liittyy kompakteihin avaruuksiin, ja hyvéan jarjestyksen lause
luonnollisiin lukuihin. [8, s. 87][18, s. 184-185]
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3. MITTATEORIA

Edellisen luvun alussa pohdittiin joukon kokoa sen alkioiden lukumé&érin kautta.
Mittateoria yleistdd pohdinnan joukon koosta, silld erds mitta on lukumddrdimitta
(engl. counting measure). Luvussa késitelladn sekéd abstrakteja perusjoukkoja ettd

n-ulotteista euklidista avaruutta.

3.1 Ulkomitta

Loogisesti ajateltuna joukon koon kuuluisi olla epédnegatiivinen. On siis jarkevaé

maaritella ulkomitta seuraavasti.

Madritelméi 3.1 (Ulkomitta). Olkoon X joukko. Kuvaus p : P(X) — [0, o0]
on ulkomitta joukossa X, jos

(a) p(@) =0, ja

(b) Jos A C Ui, Av, niin u(4) < 552, ulAy).

Mééritelmén 3.1 (b)-kohtaa kutsutaan subadditiivisuudeksi. Myohemmin mééritel-
ladn myos mitta ja aliluvussa 5.2, tarkemmin lauseessa 5.23, osoitetaan, ettd mitta
voidaan laajentaa ulkomitaksi. Erona on se, missid joukossa kuvaus mééritelldéan.
Ulkomitta on méaéritelty jokaiselle joukon X osajoukolle. Joskus on hyoddyllisté ra-

joittua johonkin osajoukkoon.

Maiaritelmi 3.2. Olkoon i ulkomitta joukossa X ja C' C X. Talloin ulkomitan

W rajoittuma joukossa C', jota merkitdan
plC,
on ulkomitta, joka mééaritellaan

(L C)(A) =pu(ANC) jokaista A C X kohti.

Madritelméssa 3.2 esitelty ulkomitan rajoittuma p L C todella on ulkomitta, koska
CNAcCCnUg, Ax = Ui— (CNAy). Vaikka ulkomitta on mééritelty jokaista jou-

kon X osajoukkoa kohti, on olemassa erityinen kokoelma niistéd osajoukoista. Naita
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joukkoja kutsutaan p-mitallisiksi, joka mééritelladn joukko-operaatioiden avulla.

Maéaritelméa 3.3 (Mitallinen joukko). Joukko A C X on p-mitallinen, jos
i(B) = m(BNA)+pu(B\A),

jokaista B C X kohti. Jos ulkomitta p on asiayhteydesté selvé, puhutaan mi-

tallisesta joukosta.

Mitallinen joukko jakaa mink& tahansa joukon sellaisiin osiin, ettd jaetun joukon
mitta on yhta suuri kuin osiensa mittojen summa. Joukon mitallisuus méaaritellaan
joskus ulkomitan ja sisdmitan yhtasuuruudella [4, s. 13]. Sisémitta on niiden jouk-

kojen, jotka sisdltyvdt mitattavaan joukkoon, mittojen supremum [19, s. 70].

Joukoille A, B C X on voimassa, ettd B C (BN A) U (B\ A), joten méadritelmén
3.1(b) nojalla joukon A mitallisuuden osoittamiseen riittéé, ettd todistetaan epé-
yhtélo p(B) > (BN A) 4+ u(B\ A) todeksi.

Lause 3.4. Olkoon p ulkomitta joukossa X.

(a) Jos AC B C X, niin p(A) < u(B).
(b
(c

(d) Jos C' C X, niin jokainen p-mitallinen joukko on myds pl_ C-mitallinen.

Joukko A on p-mitallinen, jos ja vain jos X \ A on p-mitallinen.
Joukot @ ja X ovat p-mitallisia. Jos p(A) =0, niin A on u-mitallinen.

)
)
)
)

Todistus. (a) Méadritelmén 3.1 mukaan valitaan A; = B ja Ay = &, kun k& > 2.
Talloin

ACB:GAk,

k=1

joten pu(A) < 377, w(Ax) = u(B).
(b) Olkoon A p-mitallinen ja B C X. Mééritelmén 3.3 nojalla

u(B) = u(B N A) + u(B\ A) = u(B\ (X\ 4)) + u(BN (X\ 4).

Huomataan, ettd X \ A on p-mitallinen. Toinen suunta seuraa samasta yhtalosté.

(c) Joukkojen @ ja X p-mitallisuus seuraa maaritelméasta 3.3. Olkoot pu(A) = 0 ja
B C X. Riittd4 osoittaa, ettd u(B) > u(BNA) + u(B\ A). Koska BN A C A, niin
kohdan (a) nojalla

w(BMNA) < p(A)=0,

joten u(B N A) = 0. Edelleen (a)-kohdan nojalla

u(B) = W(B\A) = p(BNA) + u(B\ A).
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Koska p(B) = (BN A) + u(B\ A), joukko A on p-mitallinen.
(d) Olkoon A p-mitallinen ja B C X. Télloin

(LLC)(B) =pu(BNC)

p(BNCO)NA)+p((BNC)\ A)
p((BNA)NC)+u((B\A)NC)
= (WL O)BNA)+ (uL C)(B\A),

joten joukko A on pL C-mitallinen. [

Perehdytédén hieman tarkemmin ulkomittaan ja mitallisuuteen. Seuraava esimerkki
on muokattu lahteestd [20, s. 22].

Esimerkki 3.5. Olkoon p ulkomitta joukossa X. Jos A, B C X ovat sellaisia jouk-
koja, etta
ACB ja  p(A)=uB) <oo,

niin u(ANC) = pu(B N C) jokaista p-mitallista joukkoa C' kohti.

Todistus. Koska joukkojen A ja B ulkomitta on déarellinen, todistuksessa ei esiinny

tilannetta oo — oo. Olkoon C' p-mitallinen. Téll6in

Monotonisuuden nojalla saadaan arviot

p(ANC) <u(BNC)  ja
u(A\C) = p(B\C) <0,

joista ensimméinen todistaa véitteen toiseen suuntaan. Koska p(A) = u(B), saadaan

arvio

p(BNC) =pp(ANC) 4+ u(A\C) — u(B\C) < p(ANC),
joten u(ANC)=pu(BNC). O

Lauseen 3.4 nojalla huomataan, ettd ulkomitta on monotoninen: osajoukon ulko-
mitta on korkeintaan alkuperdisen joukon ulkomitta. Tadmé vaikuttaa loogiselta.
Komplementin p-mitallisuutta tarvitaan, kun tutkitaan o-algebroja. Myds nume-

roituvat yhdisteet ja leikkaukset ovat silloin avainasemassa.
Lause 3.6. Olkoon A, C X p-mitallinen jokaista k € Z* kohti.

(a) Joukot Up—, Ax ja (e, Ak ovat p-mitallisia.
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(b) Jos joukot Ay ovat erillisid, niin 1 (Upe; Ak) = > pey 11(Ag).
(c) Jos Ay C Ay C -+, miin limy_oo p(Ay) = (Upey Ax)-
(d) Jos Ay D Ay D -+ ja p(Ar) < oo, niin limy_,o p(Ax) = p((Npey Ak)-

Todistus. (a) Olkoon B C X. Tutkitaan aluksi &érellistd yhdistetta ja leikkausta.

Subadditiivisuuden nojalla riittda osoittaa, etté
w(B) Z,u(BﬂUAk> —l—,u(B\ UAk> ,  jossam € ZT.
k=1 k=1
Huomataan, ettd BN (A; U Ay) C (BN A;) U ((B\ A1) N Ay). Joukkojen A; ja A,

p-mitallisuuksien nojalla saadaan arvio

1(B)

n(BN A+ pu(B\A)
(BN ALY+ p((B\ A1) N Az) +u((B\ A\ Az)
> p(BN(A1UA)) 4+ p(B\ (AU A)).

Viimeiselld rivilla hyodynnettiin De Morganin lakia jalkimmaéiseen termiin. Joukko
A UA, on siis p-mitallinen. Matemaattisen induktion nojalla joukko (J,_, A, jossa

n € Z*, on p-mitallinen. De Morganin lain
n

X\ ﬂAk = U(X\Ak)»

k=1
lauseen 3.4(b) ja joukon |J;_, Ay p-mitallisuuden nojalla myos joukko X\ (;_, Ay
on p-mitallinen. Jilleen lauseen 3.4(b) nojalla joukko (,_, Ay on g-mitallinen. On
osoitettu, ettd ddrelliset yhdisteet ja leikkaukset ovat pu-mitallisia. Jatketaan (a) koh-

dan todistusta mychemmin.

(b) Olkoon j € Z*. Mééritellaan

Kohdan (b) tulos on siis voimassa, jos erillisid joukkoja on &érellinen méadra. Koska
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joukko Ui:1 Ay on p-mitallinen, saadaan arvio

00 J 00 J J
k=1 k=1 k=j+1 k=1 k=1
Y114 oleva epiyhtild on voimassa jokaista j € Z™1 kohti, joten

p (U Ak> > lim > p(Ax) =) pu(Ag).

Raja-arvo on olemassa joko ddrellisend tai ddrettoméand. Mikéli u(Ay) = oo jollakin

k € ZT, niin epiyhtilo toteutuu muodossa oo > oo. Méiritelmén 3.1 nojalla saa-
daan yhtdlo p (Upe; Ak) = D ey 1(Ag).
(c) Oletuksen mukaan edellinen joukko siséltyy aina seuraavaan, joten muodoste-

taan erotusjoukkojono. Silloin sen alkiot ovat erillisia ja

o (G Ak> = U (Al U G Ak\Ak_1>

= (A1) + D (A \ Axa)

= lim (M(Al) +ZM(Ak\Ak—1)>

]—)OO 2
J
= lim p <A1 Ul Ak\Ak_1>
j*)OO k;:2
= lim 4 (4;) .
J—0

(d) Koska seuraava joukko sisiltyy aina edelliseen, padtellddn, ettéd jokaista k € Z+

kohti A, = A; N Ag. Joukkojen A p-mitallisuuksien nojalla

(A1) — p(Ag) = p(Ar\ Ag).
Nyt kohdan (c) ja De Morganin lain nojalla

p(Ar) = i p(Ag) = lim (p(A1) = p(Ar)) = lim p(Ar\ Ap)

k—o0

= (U(Al \Ak)>

k=1

(i

k=1

> p(Ar) — p (Al N ﬁ Ak)

k=1

= p(Ar) —p <ﬂ Ak) :
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Toiseksi viimeinen rivi seuraa subadditiivisuudesta ja oletuksesta p(A;) < oco. Nyt
siis limg o0 p(Axk) < p(Npey Ak). Huomataan, etté jokaista j € Z* kohti

ﬁAkCAj,

k=1

joten p (Mpe; Ax) < p(A;). Talloin myds p((Npey Ak) < limjoo u(A4;). Kohta (d)
on todistettu.

Palataan kohtaan (a). Joukkojonon {Ak}zozl ei tarvitse olla erillinen, kasvava tai
vihenevd. Merkitdén B; = J]_, Ak, joka on p-mitallinen jokaista j € Z* kohti.
Valitaan sellainen B C X, jolle u(B) < oco. Hyddyntéen lausetta 3.4(d) saadaan

M(BHDAk>+u(B\GAk> :H<BmDBk>+M<B\ DBk>

k=1 k=1 k=1 k=1

Zu(BmgBk> +u<Bﬂ (X\QBkz))

= (uLB) (U Bk> (nLB) (ﬁ(X\Bw)

k=1

= lim (uL B)(By) + lim (uL B)(X '\ By)

= lim ((uL B)(X N By) + (uL B)(X \ By))
= lim (uL B)(X)

= (X N B) = pu(B).

Jos p(B) = oo, niin p-mitallisuus seuraa siitd, ettd minké tahansa joukon ulkomitta

on korkeintaan &éreton. Siis
u(BﬂUAk) +N<B\ UAk> < oo = u(B),
k=1 k=1
ja toinen suunta subadditiivisuuden ja monotonisuuden nojalla

oo:u(B)§u<BﬁGAk>+u<B\ DAk> §u<BﬂGAk>+u(B):oo.

Joukko |J;—; Aj on siis p-mitallinen. De Morganin lain ja lauseen 3.4(b) nojalla

my6s (o, Ax on p-mitallinen. O

Tietyt osajoukot ovat siis p-mitallisia. Herdékin kysymys, onko olemassa sellaista
joukkoa, joka ei ole y-mitallinen? Téllainen joukko todella on ja sitéd varten esitelldéin

konkreettinen ulkomitta, Lebesgue-ulkomitta.
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Maaritelméa 3.7 (Halkaisija). Joukon A C R" halkaisija mééritellain

diam(A) = sup {||z — y|| : =,y € A}.

Avoimen pallon B(z,7), suljetun pallon B(z,r) ja pallopinnan S(z,r) halkaisijat
ovat 2r. Méadritelmén 3.7 supremum mahdollistaa seuraavan tuloksen [1, s. 300].

Esimerkki 3.8. Jos A C R”, niin diam(A) = diam(A).

Todistus. Todistus on lidhteestii [21]. Tiedetiifin, ettd A C A [7, s. 149]. Tillsin

diam(A) < diam(A), koska joukkoa laajentamalla supremum voi vain kasvaa.

Olkoon ¢ > 0. Valitaan z,y € A. T#llsin on olemassa sellaiset alkiot a,b € A, ettd

3

- <
o —all < £

€
j —b| < =.
iy bl <
Kolmioepéayhtélon nojalla saadaan arvio

e —yll = llz —a+a—b+b—y| <z —al +|la =0l + [y — bl
< |la=0b|]| + & < diam(A) + ¢,

joten mééritelmén 3.7 nojalla diam(A) < diam(A) +e¢. O

Lebesgue-ulkomitan méairitelméssa joukko A C R peitetddn numeroituvalla méasril-
14 palloja (eli osavilejd) C; C R, minké jélkeen pallojen halkaisijat summataan. Sit-
ten pallojen ldpimittaa pienennetdén niin paljon, ettd joukko A yhé peittyy, mutta

palloja ei voi endé pienentéd. Yleisempi médritelmé ei aseta rajoituksia joukoille C;.

Mairitelméa 3.9 (Lebesgue-ulkomitta). (a) Lebesgue-ulkomitta joukossa
R on

=1 =1

jokaista A C R kohti.

(b) Lebesgue-ulkomitta joukossa R™ on

Lr=rrtxt=r0txox Lot

Lebesgue-ulkomitan yksityiskohtiin voi perehtyd tarkemmin seuraavista ldhteisté
[7, s. 14-17, 116-145][22, s. 2-6]. Aiheen rajauksen vuoksi n-ulotteisen Lebesgue-
ulkomitan ominaisuudet oletetaan tunnetuiksi |7, s. 136-141][23, s. 87-89]. Térkein
tieto on, ettd Lebesgue-ulkomitta todella on ulkomitta mééritelmén 3.1 mukaan.

Kun hyédynnetéén valinta-aksioomaa, padadytiaéan tilanteeseen

LYAUB) # LY (A) + £Y(B),
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jossa A, B C R ovat erillisid [7, s. 21-23]. Tamé& néyttiisi olevan ristiriita lauseen
3.6(b) kanssa, mutta joukoista A ja B ei oletettu, ettd ne ovat L'-mitallisia. TAmé

huomio johtaa seuraavaan aiheseen.

3.2 Mitallinen avaruus

Eréds mittateorian peruskasitteistd on o-algebra, joka on kokoelma perusjoukon X

osajoukoista. Sen avulla voidaan siirtyad ulkomitasta mittaan.

Madritelmé 3.10 (o-algebra). Olkoon X joukko ja & € P(X). Kokoelma S

on o-algebra, jos seuraavat ehdot tayttyvit:
(a) o €S8.
(b) Jos E € S, niin X\ E € S.

(c) Jos Ey, Es,. .. on jono kokoelman S alkioita, niin |-, E € S.

Maéritelméstd 3.10 huomataan, ettd o-algebra on aina epétyhji, se sisdltdd aina
alkioidensa komplementit ja numeroituvat yhdisteet. Ensimmaéinen esimerkki pe-

rustuu alkeisjoukko-oppiin.

Esimerkki 3.11. Olkoot § o-algebra joukossa X ja A C X. Talloin kokoelma
Sy={FeS:ACF tai ANE =0}

on o-algebra joukossa X.

Todistus. Tiedoista @ € S ja AN = O seuraa, ettd F € Sy. Olkoon E € Sy.
Jos A C E, niin AN (X\FE) =, joten X\ FE € Sy. Jos taas AN E = &, niin
A C (X\E), joten my6s télloin X \ E € Sy.

Olkoon Ej, Es,... jono kokoelman S, alkioita. Jos AN E, = & jokaista n € Z*

kohti, niin

AN GEn: G(AmEn):@,
n=1 n=1

joten | J>2, E,, € Sa. Jos A C Ej jollain k € Z*, niin

AC GEn,

n=1

misté seuraa, ettéd | J, -, E, € Sa. Kaikki kolme ehtoa méaéritelmésté 3.10 tayttyvét,

joten S on o-algebra. [

Seuraava lause esittelee o-algebran hyddyllisid ominaisuuksia. Todistukset seuraavat

maédritelméstéd 3.10 ja De Morganin laeista.
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Lause 3.12. Olkoon S joukon X o-algebra.
(a) X €S.
(b) Jos D,E€ S, niim DUE €S, DNEecS jaD\EE€S.
(c) Jos En, Es, ... on jono kokoelman S alkioita, niin (\,_, E, € S.

Todistus. [7,s.27]. O

Aiemmin ollaan mééritelty joukon p-mitallisuus. Sanaa mitallisuus kiytetadn myos
o-algebran alkioista, silld ne tarkoittavat oikeastaan samaa asiaa. Tamé huomataan

lauseessa 3.14.

Mairitelma 3.13 (Mitallinen avaruus). Jérjestetty pari (X, S), jossa X
on joukko ja S sen c-algebra, on mitallinen avaruus. Kokoelman & alkiota

kutsutaan S-mitalliseksi tai lyhyemmin mitalliseksi joukoksi.

Seuraava lause on hyvin térked, silla se yhdistda ulkomitan p ja o-algebran.
Lause 3.14. Jos p on ulkomitta epdtyhjissd joukossa X, kokoelma p-mitallisista
joukoista A C X on o-algebra.

Todistus. Tulos seuraa lauseista 3.4 ja 3.6. [

Lauseen 3.14 mukaan joukosta X voidaan valita osajoukkojen kokoelma, jonka al-
kiot ovat p-mitallisia ja joka on o-algebra. Jos rajoitutaan o-algebraan, ulkomitta

muuttuu mitaksi. Ulkomitta on siis erdénlainen laajennus mitalle.

Maéritelmé 3.15 (Mitta). Olkoon (X, S) mitallinen avaruus. Téllin kuvaus
v:S — [0,00] on mitta jarjestetylle parille (X, S), jos v(&) =0 ja

14 (U Ek> = ZIJ(E;C),

jossa {E;}72, on miké tahansa jono erillisid kokoelman S alkioita. Kolmikkoa

(X, S, v) kutsutaan mitta-avaruudeksi.

Mitan lahtojoukko on o-algebra S C P(X), kun taas ulkomitan lihtojoukko on po-
tenssijoukko P(X). Mitta on o-additiivinen eli erillisten joukkojen yhdisteen mitta
on summa joukkojen mitoista. Pohdittaessa o-algebroja huomataan, etta niissd on
alkioita todella paljon. Miten niisté voisi karsia ikdéan kuin yliméaéraiset alkiot pois ja

keskittyé erddnlaiseen ydinjoukkoon? Seuraava lause johdattelee Borel-joukkoihin.

Lause 3.16 (Pienin c-algebra). Olkoon X joukko ja A C P(X). Tdlldin

Su= N S
S on o-algebra joukossa X ,

. AcCS
on o-algebra joukossa X .
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Todistus. Todistus perustuu Axlerin kirjaan [7, s. 28]. Leikkausjoukko on epétyhja,
koska jokainen g-algebra sisdltédd tyhjéan joukon. Témé osoittaa, ettd @ € S 4. Olkoon
E € §,. Talloin E on jokaisessa joukon X o-algebrassa S, joille A C S§. Maaritelméan
3.10(b) nojalla joukko X \ E on jokaisessa joukon X oc-algebrassa S, joille A C S.
Siispd X \ E € S4.

Numeroituva yhdiste kuuluu kokoelmaan S, samanlaisen padttelyn nojalla kuin

komplementin tapauksessa. [J

Lauseen 3.16 kokoelmaa S4 kutsutaan pienimmdksi o-algebraksi, joka sisaltéda ko-
koelman A. Toisinaan puhutaan myos kokoelman A virittdmdstd o-algebrasta. Seu-
raava esimerkki yhdistdd numeroituvuuden ja pienimmén o-algebran. Siihen tarvi-

taan apulausetta.

Apulause 3.17. Olkoon X joukko. Tdlloin kokoelma
T = {E C X : E on numeroituva tai X \ £ on numeroituva}

on o-algebra joukossa X .

Todistus. Todistus perustuu kurssin Measure and Integration -muistiinpanoihin.
Koska @ on numeroituva, @ € 7. Olkoon E € T. Jos X\ E on numeroituva,

niin X \ £ € T. Jos taas E on numeroituva, niin
X\(X\E)=F

on numeroituva eli talléinkin X \ £ € T. Olkoon { Ej } 32, jono kokoelman 7 alkioita.

Jos Ej, on numeroituva jokaista k € Z* kohti, niin

U= (Us)
k=1 k=1

on numeroituva lauseen 2.3 nojalla eli | J;-, Ej € T. Toisaalta jos joukko X \ E,, on

numeroituva jollakin n € Z*, niin (), (X \ Ex) on numeroituva, silld

D)

(X\ E,) C X\ E,.

k=1

Tallsin ()~ (X \ Ex) € T. Komplementin ja De Morganin lain nojalla

GEk:X\ (ﬁ(X\Ek)> eT.

k=1

Kokoelma 7T on c-algebra. [
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Edellisen todistuksen viimeisessd kohdassa hyodynnettiin todistuksen aiempaa koh-
taa. Oleellista onkin, missé jarjestyksessé todistus kirjoitetaan. Numeroituvan yh-
disteen kuuluminen kokoelmaan 7 vaati siis tiedon, ettd jokaisen alkion F € T

komplementti kuuluu kokoelmaan 7. Jatketaan nyt varsinaiseen esimerkkiin.

Esimerkki 3.18. Olkoot X joukko ja
A={{z} : v € X}

eli A on joukon X yksialkioisten osajoukkojen kokoelma. T#ll6in pienin o-algebra

joukossa X, joka siséltda kokoelman A, on

T = {E C X : E on numeroituva tai X \ £ on numeroituva}.

Todistus. Todistus on lihteestd [24]. Kokoelma 7 on o-algebra joukossa X apu-

lauseen 3.17 nojalla. Merkitédéan

Sy = N S. (3.19)
S on o-algebra joukossa X,

ACS

Osoitetaan, ettd Sy, = T, misté viite seuraa.

Koska jokainen yksié on numeroituva, paatellaén, ettd A C 7. Téalloin yhtédlon (3.19)
nojalla S4 C T.

Valitaan B € T. Jos B on numeroituva, niin sille on esitys B = | J;-,{zx}, missa
{z} € A jokaista k € ZT kohti. Koska S4 on leikkaus niisté o-algebroista, jotka
sisaltavit kokoelman A, ja koska B on numeroituva yhdiste, paétellain, ettd B € S4.
Jos taas X \ B on numeroituva, niin vastaavasti paitelldin, ettd X \ B € S4. Talloin

o-algebran ominaisuuksien nojalla B € S4. On siis voimassa 7 C S4. U

Joukossa R™ on erés o-algebra, jolla on erityisasema ja myds erityinen nimi.

Maéiritelméa 3.20 (Borel-joukko). (a) Pienintd o-algebraa joukossa R™, jo-
ka siséltdd joukon R™ avoimet joukot, kutsutaan Borelin perheeksi. Sen

alkiota kutsutaan Borel-joukoksi.

(b) Joukon R™ ulkomittaa p kutsutaan Borel-mitaksi, jos jokainen Borel-

joukko on p-mitallinen.

Borelin perhettd merkitdan B,,. Se voitaisiin méaritelld myos suljettujen joukkojen
kautta, koska suljettu joukko on avoimen joukon komplementti ja o-algebran al-
kion komplementti kuuluu o-algebraan [7, s. 29]. Ulkomitta voidaan osoittaa Borel-
mitaksi Carathéodoryn ehdolla 3.23. Maéaritellddn ensin, mitd tarkoittaa kahden

joukon vélinen etéisyys.
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Maaritelméa 3.21 (Etéisyys). Joukkojen A ja B vilinen etdisyys

dist(4, B) = inf {|lx —y|| : 2 € A, y € B}.

Etdisyyden madritelméssa on kéytetty suurinta alarajaa, infimumia, ja epadnegatii-
visten lukujen infimum on aina epénegatiivinen. Etéisyys on siis epédnegatiivinen.
Jos joukoilla A ja B on ainakin yksi yhteinen piste, niin dist(A, B) = 0. Kdénteinen
tulos ei ole voimassa, minké todistaa esimerkiksi joukot [0,1) C R ja [1,2] C R.
Etdisyys pisteestd a € R mééritelldsn dist(a, B) = dist({a}, B). [16, s. 24][20, s. 7]

Apulause 3.22. Olkoon A C R" ja x € R™. Tdlloin
dist(z, A) = 0, jos ja vain jos x € A.

Todistus. Todistus perustuu lédhteeseen [25]. Jos dist(z, A) = 0, niin jokaista positii-

vista kokonaislukua n € Z* kohti on olemassa sellainen alkio y,, € A, etti
1
[z —ynll < —
n

Téama tarkoittaa, ettd on olemassa sellainen jono {y,}>2; C A, etté lim,, o Yn = .
Tallsin © € A. [7, s. 149] Toisaalta, jos 2 € A, niin on olemassa sellainen jono
{zn}22, C A, ettd lim,_,o 2, = x. Nyt jokaista £ > 0 kohti on olemassa sellainen

positiivinen kokonaisluku N € Z*, etté

|z —zn]| <e, kunn > N.

Koska z, € A jokaista n € Z* kohti, saadaan tulos

dist(z, A) =inf {|lz —y[| : y€ A} =0. O

Edellinen lause on térked, silla suljettu joukko C' on yhtenevi sulkeumansa kanssa
eli C = C [7,s. 149]. Apulause 3.22 esiintyy Axlerin kirjassa [7, s. 224] ja hieman eri-
laisena Trenchin kirjassa [1, s. 301]. Seuraavan lauseen todistus Evansin ja Gariepyn

kirjasta on hyvin samanlainen kuin Bogachevin kirjassa [19, s. 47].

Lause 3.23 (Carathéodoryn ehto). Olkoon p ulkomitta joukossa R™. Jos jokai-
sia joukkoja A, B C R™ kohti

(AU B) = pu(A) + p(B)  aina kun dist(A, B) > 0,
nin (1 on Borel-mitta.

Todistus. Lauseen 3.14 nojalla p-mitallisten joukkojen kokoelma on o-algebra. Ta-

voitteena on osoittaa, ettéd jokainen suljettu joukko on p-mitallinen eli ettéd o-algebra
T ={ACR" : Aon p-mitallinen}

sisaltad kaikki suljetut joukot. Koska jokainen Borel-joukko kuuluu joukon R™ pie-
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nimpddn o-algebraan, joka sisaltda suljetut joukot, véite seuraa eli B, C T .

Olkoot A, C C R™ ja liséksi C' on suljettu. Subadditiivisuuden nojalla riittda osoit-

taa, etta
p(A) = p(ANC) + u(A\C). (3.24)

Jos pu(A) = oo, yhtélo (3.24) toteutuu. Oletetaan, ettd pu(A) < co. Méaritellaan

1
Cn = {xER” s dist(x, C) < E}’ neZzZ’.

Joukot C,, muodostavat ik&dn kuin kiristyvin silmukan joukon C' ympérille. Osoi-
tetaan, ettd C, on suljettu. Tarkastellaan joukkoa R™\ C,. Olkoon a € R"™\ C,.
Tavoitteena on osoittaa, ettd on olemassa sellainen r > 0, ettd B(a,r) C R"\ C,,.
Valitaan
dist(a,C) — <
r=———5 > 0.

Olkoon z € B(a,r) jay € C. Télloin kaénteisen kolmioepayhtélon nojalla

Iz =yl = lla =y + 2 —all > [lla =yl = |z = all| > lla = yll = |2 = al

2 dist
> dist(a, C) — ||z - al| > dist(a,C) + = w

2 dist(a,C) _ 2
/>
n 2 n

joten dist(z,C) > 2 > L. Tllsin z € R\ C,, eli B(a,r) C R"\ C,. Koska R"\ C,
on avoin, C,, on suljettu. Huomataan, ettd C' C C, jokaista n € Z* kohti, joten
dist(A\ Cp, ANC) > < > 0. Oletuksen ja monotonisuuden nojalla

AN Cn) + (AN C) = p((A\Cr) U (AN C)) < p(A). (3.25)

Viite 1. lim, o p(A\ C) = u(A\C).

Asetetaan

1 1
= D i < - .
Ry, {xEA k+1<dlst(a:,C)_k}, kelZ

Joukot Ry ovat joukon A alkioista muodostettuja renkaita, jotka ovat joukon C
ympérilli. Huomataan, etté |-, Re = {z € A : 0 < dist(z,C) < 2}. Koska C on
suljettu, apulauseen 3.22 nojalla A\ C = {z € A : 0 < dist(z,C)}. Koska myds C,,

on suljettu,

(A\C,) ={z e A:0<dist(z,C,)} = {ZL“EA : %<dist(a:,0)},
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jolloin A\ C = (A\ C},) UU,—,, Rx. Monotonisuuden nojalla saadaan arvio

AN Cn) < p(A\C) < p(A\Co) + > p(Ry).

k=n

Jos voidaan osoittaa, ettéa Z,Zozl p(Ry) < oo, niin sarjan suppenevuudesta seuraa,

etta

JLIQOZM(RIC) = lim (Z p(Ry) — iﬂ(&:)) =0.

Talloin olisi lim,, o u(A\ Cp) = p(A\ C).

Todistetaan, ettéd sarja on rajoitettu. Huomataan, etta dist(R;, R;) > 0, jos j > i+2,
silld renkaiden véliin ja4 ainakin rengas R; ;. Infimum ei voi siis menné nollaan. Nyt

lauseen oletuksen mukaan parillisille indekseille

(B2 U Ry) = p(R2) + pu(Ra).

Induktio-oletus on, ettd pu (UZ;I Ryi) = St ju(Ray), kun m € ZF. Koska yh-
distejoukon etéisyys joukosta Rs,, on positiivinen, lauseen oletuksesta seuraa, etta
(Ui Rok) = > pey i(Ray). Joukkojen Ry médrittelyn ja monotonisuuden nojalla

padtelldan, etta
> i(Raoy) = pu <U R%) < u(A).
k=1 k=1

Parittomat indeksit késitelladn vastaavasti. Nyt

Z“(Rk) < 2u(A) < oo, jokaista m € Z* kohti,
k=1

joten > 07 p(Ry) = limy, oo D gy i(Ry) < limy, o0 20(A) = 2u(A) < 0.

Palataan yhtaloon (3.24). Yhtélon (3.25) ja viitteen 1 nojalla saadaan arvio

pANC) + p(ANC) = Tim p(A\Cp) +p(ANC)
= lim [p(A\C,) +pu(ANC)] < lim p(A) = p(A).

n—oo n—oo
Suljettu joukko C' on siis pg-mitallinen, mikd todistaa véitteen. [J

Caratheodoryn ehto eli lause 3.23 on oikeastaan tyyppié jos ja vain jos [9, s. 57-59]
[20, s. 10][22, s. 33]. Jos siis u on Borel-mitta, niin jokainen avoin joukko U C R™
on p-mitallinen. Oletetaan, ettd joukoille A, B C R"™ on voimassa dist(A4, B) > 0.

Télloin on olemassa sellainen € > 0, etté

0 < e < dist(A, B).
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Peitetéddn joukko A sellaisilla avoimilla palloilla, etté joukkoa B ei leikata eli asete-

taan
VzUB(a,Z).

acA

Vastaavasti voitaisiin peittaéd joukko B. Nyt joukko V' C R™ on avoin lauseen 2.7(a)
nojalla ja p-mitallisuuden nojalla

w(AUB) = pu((AUB)NV) + n((AUB)\ V) = u(A) + u(B).

Erés mittateorian tekniikoista on joukkojen arviointi toisilla joukoilla joko sisé- tai
ulkopuolelta. Jos erotusjoukko on mitaltaan hyvin pieni, niin voidaan sanoa, etté

joukot ovat samat. T&ata varten maéritelladn erityisid ulkomittoja.

Mairitelma 3.26.  (a) Ulkomitta p joukossa X on sddnndllinen, jos jokaista

joukkoa A C X kohti on olemassa sellainen p-mitallinen joukko B, etté

AcB ja  p(A)=p(B).

(b) Ulkomitta p joukossa R™ on Borel-sidnndllinen, jos p on Borel-mitta ja
jos jokaista joukkoa A C R™ kohti on olemassa sellainen Borel-joukko B,
etta

AcB  ja  p(A)=p(B).
(c¢) Ulkomitta p joukossa R™ on Radon-mitta, jos p on Borel-sddnnollinen ja
jos
pu(K) < oo

jokaista kompaktia joukkoa K C R™ kohti.

Borel-mitalle ja sen my6ta myos Borel-sdannollisyydelle on olemassa erilaisia méaéari-
telmié. Esimerkiksi késitteet Radon-mitta ja Borel-sddnnollinen tarkoittavat eri lah-
teissd samaa asiaa. Médritelméassd 3.26 on seurattu Evansia ja Gariepyta [10, s. 25].
[20, s. 9][22, s. 20][26] Kompaktius tarkoittaa, ettd joukko A C R™ on suljettu ja
rajoitettu [8, s. 36][16, s. 99]. Kompaktius voidaan méaritelld myos peitteiden avulla

[2, s. 203]. Peitteisiin tutustutaan luvussa 4.

Lause 3.27. Olkoon p sadnndéllinen ulkomitta joukossa X. Jos Ay C Ay C -+, niin
hm pu(Ag) = <U Ak> )

Todistus. Koska p on sédnnollinen, on olemassa sellainen p-mitallinen jono {C’k }Zozp
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ettd Ay C C ja u(Agx) = u(Cy) jokaista k € Z* kohti. Lisiksi huomataan, etti

A, C O}, kun j > k, koska jono {A;}72, on kasvava. Asetetaan kasvava jono
By =()C;.
Jj=k

Talloin joukot By ovat u-mitallisia ja Ay C By C Cy, joten

1(Ar) < p(Bg) < pu(Cy).

Koska pu(Ax) = p(Cy), saadaan yhtélo pu(Ag) = u(By), joten lauseen 3.6(c) nojalla

klgn pu(Ag) = hm wu(Bg) = (U Bk> > (U Ak) ;

koska A, C By. Toinen suunta seuraa monotonisuudesta. [J

Lauseessa 3.27 joukkojen Ay ei tarvitse olla p-mitallisia. Seuraavan lauseen avulla

Borel-sdannollisesta ulkomitasta voidaan muodostaa Radon-mitta.

Lause 3.28. Olkoot i Borel-sddnnéllinen ulkomitta joukossa R"™ ja A C R™ sellai-
nen p-mitallinen joukko, ettd p(A) < oo. Tdlloin L A on Radon-mitta.

Todistus. Olkoon K C R"™ kompakti joukko. Huomataan, ettd ulkomitan rajoit-
tumalle (uL A)(K) = p(K N A) < u(A) < oo. Lauseen 3.4(d) nojalla jokainen

p-mitallinen joukko on myos p L A-mitallinen, jolloin my6s L. A on Borel-mitta.

Osoitetaan, ettd joukon A voidaan olettaa olevan Borel-joukko. Koska p on Borel-
sdaannollinen, mééritelmén 3.26(b) nojalla on olemassa sellainen Borel-joukko B,
ettd A C B ja u(A) = u(B) < oo. Joukon A p-mitallisuuden nojalla

u(B\A) = pu(B) — p(A) =0.

Olkoon C' C R™. Koska (C' N B)\ A C B\ A, saadaan epayht&lo

(kL B)(C) = u(C'N B)

:(CmBmm+w«Cmm\@
u(CNA)+u(B\A)
ﬂu@@-

Toinen suunta seuraa monotonisuudesta. Nyt L B = ulL_ A, joten voidaan olettaa,

ettd A on Borel-joukko.

Osoitetaan, ettd L. A on Borel-sdénnollinen. Olkoon C' C R”. Koska p on Borel-
sdannollinen, on sellainen Borel-joukko F, ettd ANC C E ja pu(E) = u(AnC).
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Olkoon D = E'U (R™\ A). Koska joukot A ja E ovat Borel-joukkoja, myos joukko

D on Borel-joukko. Lisiksi huomataan, etta
Cc(AnC)uUR"\A)cD ja DNA=EnNA.
Tutkittaessa joukkoja C' ja D saadaan yht#lo
(WL A)D) =w(DNA)=pu(ENA) <u(E) =p(CNA) = (ul A)(C).

Toinen suunta seuraa monotonisuudesta. Ulkomitta ul A on siis Radon-mitta. [

Jos lauseessa 3.28 joukko A on Borel-joukko, niin ulkomitta u L A on ainoastaan
Borel-sdénnollinen. Tadma tulos on voimassa myos, jos u(A) = oo. Témé huomataan,
kun ylla olevasta todistuksesta poistetaan kompaktiuteen liittyva osa ja joukon A

osoittaminen Borel-joukoksi.

Apulause 3.29. Olkoot A;,C; C R™, joissa i,j € Z™.
() M2y (U A\ Ul G) = Uiy A\ U, 5.
(b) UZy Ai\ U2, €5 C UZ (A Gi)

Todistus. Merkitdin A = J;2, A;.

00 k k
(a) =€ ﬂ (A\ U Cj) & zre A\ U C; jokaista k € Z* kohti
k=1 j=1

J=1

= xEA\UC]
j=1

(b) z€ UAZ\ U C; = x€A jax¢gCjjollain i ja jokaista j kohti
i=1 j=1
= x € A; jax¢&(C;jollain i

= x€ D(Al\Cz) O

Siirrytédn sitten arvioimaan Borel-joukkoja. Kun Borel-joukkoja osataan arvioida,

voidaan siirtyd myos muihin joukkoihin.
Apulause 3.30. Olkoot . Borel-mitta joukossa R"™ ja B Borel-joukko.

(a) Jos u(B) < oo, niin jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen suljettu joukko
C, etti
CcB ja wB\C)<e.

(b) Jos pu on Radon-mitta, niin jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen avoin
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joukko U, ettd
BcU ja wU\B)<e

Todistus. Olkoon v = p L B. Koska p on Borel-mitta ja u(B) < oo, ulkomitta v on

adrellinen Borel-mitta. Maaritellaan kokoelma

F = {A C R™ : A on p-mitallinen ja jokaista ¢ > 0
kohti on olemassa sellainen suljettu joukko C' C A, ettd v(A\ C) < 6}.

Kokoelma F sisiltaa kaikki suljetut joukot, koska p on Borel-mitta ja kaikki suljetut
joukot ovat Borel-joukkoja, ja koska joukko C' voidaan valita joukoksi A, jolloin
v(A\C)=0<e.

Viite 1 : Jos {Ai};; CF,nin A=N2, A4 € F.

Olkoon ¢ > 0 ja i € Z". Koska A; € F, on olemassa sellainen suljettu joukko
Ci C A;, ettd v(A4;\ () < 5 < €. Leikkausjoukko A on p-mitallinen lauseen 3.6(a)
nojalla. Olkoon C' = 2, Cl. Talloin C' C A ja C on suljettu lauseen 2.7(c) nojalla,

joten
V(A\C) = v (ﬁAj\ ﬁo)
(o)
S [0(na)

Jj=1

[ oo

gz/UA\C
i (AN G)
<gzw

Siis A € F. Kokoelma F on suljettu numeroituvien leikkauksien suhteen.

Viite 2 : Jos {4}, C F,niin A =72, A € F.

Olkoot ¢ > 0 ja C; kuten viitteessd 1. Yhdistejoukko on p-mitallinen lauseen
3.6(a) nojalla. Koska v(A) < oo, lauseen 3.6(d) ja apulauseen 3.29 nojalla saadaan
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epayhtalo

lim (A\]L:chy) =v ]Ql (UAi\ ch)

= 1=

=v|JAa\ G
i=1 j=1

[e.9]

<v U(Az \Ci)

Li=1

<iVA\C ) <e.
i=1

Niin ollen on olemassa sellainen luku K € Z™, etté

1/<A\6C’j> <e

Koska joukko U]K:1 C}; on suljettu lauseen 2.7(d) nojalla ja U]K:1 C;CA AeF.

Lauseen 2.10 nojalla kokoelma F siséltdé kaikki avoimet joukot, koska se sisdltéda
kaikki suljetut joukot — erityisesti suljetut pallot — ja numeroituvat yhdisteet.

Tarkastellaan seuraavaksi kokoelmaa
:{AG}" : R”\AG]—"}.

Huomataan, ettd jos A € G, niin R"\ A € G. Kokoelma G sisiltda kaikki avoimet ja
suljetut joukot. My6s @ siséltyy kokoelmaan G.

Vaiite 3 : Jos {Ai}zl CG,niin A=J A €g.

Koska A; € F, niin viitteen 2 mukaan A € F. Kokoelman G méaaritelmin mukaan

jono {R"™\ A;}°, C F, joten viitteen 1 ja De Morganin lain nojalla
R*\A=R"\4)€F
i=1

On osoitettu, ettd G on g-algebra, joka siséltdéd avoimet joukot, minké johdosta se
sisaltdd myos Borel-joukot. Erityisesti Borel-joukko B € G. Koska B € F, jokaista

¢ > 0 kohti on olemassa sellainen suljettu joukko C' C B, etté
WB\C)=u((B\C)NB) =v(B\C) <¢

Viite (a) on todistettu.

Oletetaan nyt, ettd p on Radon-mitta. Olkoon U; = B(0,j) eli avoin pallo, jon-
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ka keskus on origo ja jonka séde on j € Z*. Tilléin U;\ B on sellainen Borel-
joukko, ettid u(U; \ B) < oo, koska pallo U; sisiltyy suljettuun palloon B(0,j + 1)
ja n(B(0,j + 1)) < co. Témén lauseen (a)-kohdan nojalla on olemassa sellainen
suljettu joukko C; : C; C U; \ B C Uj, etté

p((U\C)\ B) = u((U;\ B)\ C)) <

Olkoon U = ;2 (U; \ Cj). Tilléin U on avoin lauseen 2.7, kohtien (a) ja (b) nojalla.
Huomataan, ettd B C R"\ C}, joten U;NB C U;N(R™\ C;) = U; \ C;. Téstd seuraa,

etta

GUmB G(U\C’) U,

j=1

)

<U (U;\ Cy) \B)gzu((Uj\cj)\B)q. O

ja

w(U\B) = p ([U(Uj\Cj)

i1

Edellisessé lauseessa kaytettiin tekniikkaa, jossa joukko A C R™ pilkottiin osiin
origokeskisten pallojen avulla ja sitten se esitettiin numeroituvana yhdisteenéd. Kun
késitelladn Radon-mittoja, niin suljettujen pallojen ulkomitta on aina dérellinen. Jos
siis joukko A on jonkun suljetun pallon sisélld, niin sen ulkomitta p(A) on dérellinen.

Myds rengasjoukoille eli kahden origokeskisen pallon erotukselle on sovelluksia.
Lause 3.31. Olkoon i Radon-mitta joukossa R™.
(a) Jokaista A C R™ kohti

p(A) =inf {u(U) : AC U, U on avoin}.

(b) Jos A C R™ on u-mitallinen, niin
1(A) =sup {u(K) : K C A, K on kompakti}.
Todistus. (a) Jos p(A) = oo, niin monotonisuuden nojalla p(U) = oo jokaista A C U
kohti. Talloin véite on tosi. Oletetaan, ettd pu(A) < oo ja ettd A on Borel-joukko.

Olkoon ¢ > 0. Apulauseen 3.30(b) nojalla on olemassa sellainen avoin joukko U,
ettdi A C U ja u(U\ A) < e. Joukon A p-mitallisuuden nojalla

p(U) = p(UNA)+p(U\A) < p(Ad) +¢
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Tama& on infimumin e-karakterisointi, joten kohta (a) on tosi, jos A on Borel-joukko.
Jos A C R” on mikéd tahansa joukko, niin ulkomitan p Borel-séannoéllisyys takaa,
ettd on olemassa sellainen Borel-joukko B, ettd A C B ja ettd u(A) = p(B). Télloin

p(A) = w(B) =inf {u(U) : BC U, U on avoin}
> inf {u(U) : AC U, U on avoin},

koska infimum voi ainoastaan viheté, kun reaalilukujoukkoon lisdtéaéan alkioita. Toi-
saalta koska p(A) < p(U) jokaista A C U kohti, péételldén, etta

n(A) <inf {u(U) : AC U, U on avoin}.

Siirrytédén kohtaan (b). Olkoon A p-mitallinen ja u(A) < oo. Méaritellddn ulkomit-
ta v = pL A. Lauseen 3.28 nojalla v on Radon-mitta. Olkoon € > 0. Soveltaen
kohtaa (a) ulkomittaan v ja joukkoon R™\ A lgydetddn sellainen avoin joukko U,
etti R\ A C U ja etti
v(U) <v(R"\ A) e =c¢.
—

Olkoon C' = R™\ U, joka on suljettu joukko ja lisiksi C' C A. Huomataan, etté
H(ANC) = u((R"\ O) N A) = v(R"\ C) = v(U) <.

Maéritelmén 3.1 nojalla p(A) < u(A\C) + u(A N C). Monotonisuus huomioiden
saadaan epayhtalot
0 < u(A) — j(C) < p(A\C) < ¢,

joten supremumin e-karakterisoinnin perusteella kirjoitetaan
1(A) =sup {u(C) : C C A, C on suljettu}. (3.32)
Oletetaan seuraavaksi, ettd pu(A) = oo. Maaritellddn joukot Dy C R™:
Dpy={z:k—1<|z| <k}, keZ*.

Ne ovat ikddan kuin rengasjoukkoja origon ympaérilla. Ne ovat myts Borel-joukkoja.
Koska ne ovat erillisid ja niiden yhdiste peittdd koko joukon R™, paatelldén, etta
A = (Dyn A) ja lauseen 3.6(b) nojalla co = u(A) = >~ u(Dr N A). Koska
1 on Radon-mitta ja koska joukko Dy N A sisiltyy suljettuun palloon B(0,k + 1),
(DN A) < oo jokaista k € ZT kohti. Yhtélon (3.32) nojalla on olemassa sellainen
suljettu joukko Cy : Cy C D N A, ettd pu(Cy) > u(Dp N A) — 2% Huomataan, etti
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Up—; Ck C U, Cx C A. Lauseen 3.6 kohdista (c) ja (b) seuraa, etté

Koska J;_, C on suljettu (tarkemmin, kompakti) joukko jokaista n € Z* kohti,

véite (3.32) on voimassa myo6s silloin, kun p(A) = oc.

Osoitetaan lopuksi, ett# arviointi kompakteilla joukoilla riittéi. Olkoon B(0,m) sul-
jettu pallo, joka on origokeskinen ja jonka sidde on m € Z*. Oletetaan lisiksi, etti
A on p-mitallinen joukko, u(A) < oo, ja e > 0. Talloin yhtélon (3.32) nojalla on
olemassa sellainen suljettu joukko C' C A, ettéd u(C') > pu(A) — 5. Madritelldan

Cp, = CNB0,m).

Jokainen joukko C), on kompakti ja lauseen 3.27 nojalla

Jim p(Cr) = o (U Cm> = u(C),

joten on olemassa sellainen luku M € Z7*, ettd pu(Cy) > p(C) — 5. Osasummien

jono on kasvava, koska ulkomitta on aina epanegatiivinen. Talloin
u(Car) > p(A) — <.

Téstéd seuraa, ettd u(A) = sup {,LL(K) . K C A, Kon kompakti}. Tapauksessa
p(A) = oo aiempi padttely joukoista Cy, C Dy N A riittéaé, koska ne ovat kompakteja
joukkoja. [

Asken todistettua lausetta 3.31 tarvitaan seki peitteiden tarkastelussa luvussa 4 ja

derivoinnin yhteydessé luvussa 5.

3.3 Mitallinen funktio

Téhén asti on tutkittu joukkojen mitallisuutta. Laajennetaan mitallisuuden késite

myos funktioille. Sita varten tutkitaan hieman topologisia avaruuksia [2, s. 387].
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Maéaritelma 3.33. Olkoot f: X — Y ja A CY. Joukon A alkukuva

fHA) ={reX : flx) € A}.

Alkukuvan mééritelmésta seuraa tiarked tulos, jota hyddynnetddan, kun osoitetaan

erditd kokoelmia o-algebroiksi.
Lause 3.34. Olkoon f: X — Y.
(a) fFH Y\ A) =X\ f1(A) jokaista joukkoa A CY kohti.
(b) 7 (UaeaA) =Uuea [ H(A) jokaista kokoelmaa A C P(Y) kohti.
(©) F (NuesA) = Naea f1(A) jokaista kokoelmaa A C P(Y) kohti.
Todistus. [7,s.30] O

Mitallisen funktion mééritelméssa 3.37 esiintyy késite topologinen avaruus. Metrisen
avaruuden avointen joukkojen kokoelma méérittelee erdén topologian [16, s. 30].
Metriikkojen kisittely sivuutetaan, mutta niistd on olemassa erinomainen esityksié
[1, s. 518-549|[7, s. 146-166][16, s. 21-28]. Erityisesti jokainen normiavaruus ja sen
osajoukko on metrinen avaruus [1, s. 520][16, s. 22]. Télloin (R™, || - ||) on metrinen

avaruus.

Maéaritelmi 3.35 (Topologia). Topologinen avaruus on jarjestetty pari (X, 7)),
jossa X on joukko ja T on sellainen kokoelma joukon X osajoukkoja, etté

e gcTjaXeT,

e jos Ey, Es, ... on jono kokoelman 7 alkioita, niin | J-, € T,

e jos F1, Es, ..., Ey on jono kokoelman 7 alkioita, niin ﬂﬁ; eT.

Maaritelmén 3.35 kokoelmaa 7 kutsutaan topologiaksi. Topologisen avaruuden al-
kioita kutsutaan avoimiksi joukoiksi. Nimitystd voi perustella lauseen 2.7 kohdilla

(a) ja (b). Yleisesti ottaen joukon avoimuus on riippuvainen joukon X metriikasta.
8, . 8-9][16, 5. 29]

Esimerkki 3.36. (a) Erés joukon R topologia on

T ={U : U C R on avoin metriikan | - | suhteen}.

Tulos seuraa lauseista 2.7(a) ja 2.7(b). Taté topologiaa, joka oikeastaan on joukon
R metriitkan | - | madradamd topologia, kidytetain, mikéli muuta ei mainita.

(b) Erés joukon [—o0,00] = {—00} U {cc} UR topologia on

T ={U,{-0}UU, UU{c0}, {—o0} UU U {o0},

{—o0}, {0}, {—00,00} : U C R on avoin metriikan | - | suhteen}.
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Tulos seuraa lauseista 2.7(a) ja 2.7(b). Adrettomyydet ovat myos yksioind mukana,
silld jokaista a € R kohti

({—oo} U (a,a+ 1)) N ({—oo} U(a+2,a+ 3)) ={—o0}.

Téaté topologiaa kaytetddn, mikali muuta ei mainita. [

Laagjennetussa reaalilukujen joukossa joukko A C [—o00, 00| on avoin, jos ja vain jos
A\ {—00,00} C R on avoin. Avoimuus on siis topologisessa mielessd, koska laajen-
netun reaalilukujoukon metriikka on poikkeuksellinen. [1, s. 7-9][27][28] Seuraavassa

médritelméssa yhdistetddn p-mitallisuus ja alkukuva.

Maéaritelma 3.37 (Mitallinen funktio). Olkoot X joukko, Y topologinen

avaruus ja u ulkomitta joukossa X.

(a) Kuvaus f: X — Y on p-mitallinen, jos

()

on p-mitallinen jokaista avointa joukkoa U C Y kohti.

(b) Jos X on topologinen avaruus, niin kuvaus f : X — Y on Borel-mitallinen,
jos
)

on Borel-joukko jokaista avointa joukkoa U C Y kohti.

Mitallisuus siis tarkoittaa, ettd avoimen joukon alkukuva kuuluu o-algebraan. Méaéari-
telmén 3.37 topologinen avaruus on usein (R”, || -||), vaikka méaéritelmissi ja lauseis-
sa kéytetddn yleistd topologista avaruutta. Seuraava esimerkki on yleistys Axlerin
kirjan tuloksesta [7, s. 33].

Esimerkki 3.38. Jos f: R" — Y on jatkuva, niin f on Borel-mitallinen.

Todistus. Todistus perustuu kurssin Measure and Integration -muistiinpanoihin. Ol-
koon U C Y avoin. Jos f~}(U) = &, niin f~!(U) on Borel-joukko. Muulloin, valitaan

r € f~1(U). Tallsin f(x) € U ja koska U on avoin, on olemassa sellainen ¢ > 0, etti
B(f(z),e) CU.
Koska f on jatkuva jokaisessa joukon R™ pisteessé, on olemassa sellainen § > 0, etté
f(B(z,8)) € B(f(z),e) CU.

Tallsin B(x,d) C f~'(U) eli jokainen joukon f~'(U) piste on siséipiste. Téllsin

f~HU) on avoin ja sitd mystd myds Borel-joukko. [J
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Mitallisuuden mééritelmésséa kaytetddan avoimia joukkoja. Koska Borel-joukot kuu-
luvat pienimpédn o-algebraan, joka sisédltdd avoimet joukot, mitallisuuden osoitta-
misessa késitelladn o-algebroja.
Lause 3.39. (a) Kuvaus f : X — Y on u-mitallinen, jos ja vain jos f~1(B) on
w-mitallinen jokaista Borel-joukkoa B C'Y kohti.
(b) Kuvaus f : X — [—00,00]| on p-mitallinen, jos ja vain jos f‘l([—oo,a)) on

pw-matallinen jokaista a € R kohti.

Todistus. (a) Lauseiden 3.4(b), 3.6(a) ja 3.34(a), 3.34(b) nojalla kokoelma
{AcCY : f7'(A) on p-mitallinen}

on o-algebra, jossa on kaikki avoimet joukot. Talloin myo6s Borel-joukot kuuluvat

siithen.

Toisaalta, jos f~'(B) on p-mitallinen jokaista Borel-joukkoa B C Y kohti, niin
f7HU) on p-mitallinen jokaista avointa joukkoa U C Y kohti, koska jokainen avoin

joukko on Borel-joukko.

(b) Vastaavasti kuin (a)-kohdassa todetaan, ettd kokoelma
S={AC[-00,00] : f7'(A) on p-mitallinen}

on o-algebra.

7<" : Olkoon a € R. Koska [—00,a) € S, o-algebran ominaisuuksien nojalla myos

[a,b) € S, missd b > a. Huomataan, etté

(a,b) = D {CH—Z;—FC;’Z)) ,

k=1

joten kokoelma § sisiltdd avoimet wdlit joukosta R ja sitd kautta avoimet joukot
reaalilukujen joukosta [15, s. 30]. Télloin {—oc} € S, koska {—o0} = [—00,a) \ R
ja edelleen {oo} € S. Nyt kaikki avoimet joukot joukosta [—oo, 0o] kuuluvat kokoel-

maan S eli f on p-mitallinen.
7=" . Kokoelma S sisdltdd kaikki avoimet joukot U C [—o0, 00]. Téllsin jokaista

a € R kohti [-00,a) € S. O

Lauseen 3.39(b) kohdan mukaan jos f : X — [—00,00] on p-mitallinen, niin seké
F7H({—o0}) ettd f!({oo}) ovat p-mitallisia. Lauseen 3.39 tulokset ovat voimassa,

jos p-mitallisuus korvataan Borel-mitallisuudella. [19, s. 107]

Esimerkki 3.40 (Jatkoa esimerkkiin 3.11). Olkoon f : X — R. Télléin f on

S-mitallinen, jos ja vain jos f on S-mitallinen ja f on vakio joukossa A.
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Todistus. Olkoon f ensin Sy-mitallinen. Téll6in f on S-mitallinen joukon &4 méadri-
telmén nojalla. Oletetaan vastaviitteend, ettd kuvaus f ei ole vakio joukossa A.
T#lloin on olemassa erisuuruiset reaaliluvut f(a) ja f(b), kun a,b € A C X. Voi-
daan olettaa, ettd f(a) < f(b). Valitaan ¢ = M > 0 ja muodostetaan Borel-
joukko B = (f(a) — ¢, f(a) + €) C R. Huomataan, ettd kumpikaan ehdoista

Ac fY(B) tai AnfYB) =0

ei ole voimassa, jolloin f~'(B) ¢ S4. Tdméi on ristiriita Ss-mitallisuuden kanssa,

joten f on vakio joukossa A.

Olkoon f sitten S-mitallinen ja f(A) = ¢ € R. Jos ¢ kuuluu Borel-joukkoon B C R,
niin f~1(B) D A. Kun tiedetdin, ettd f~'(B) € S, niin joukon S, méiéiritelmin
mukaan f on Ss-mitallinen. Toisaalta jos ¢ ¢ B, niin AN f~!(B) = @. Téllsinkin
f on Sp-mitallinen. [

Analyysin peruskursseilta tiedetddn, ettd lukujonolla ei vélttaméatté ole raja-arvoa.
Seuraava méaritelmé takaa, etté jokaisella reaalilukujonolla on olemassa ainakin

jonkinlainen raja-arvo.

Maéaritelma 3.41. Olkoon {z,}>°, jono alkiota joukosta [—oo,00]|. Télloin
yldraja-arvo maaritellaan
limsup(z,,) = lim (sup :Um)
n—o0 n—=00 \m>n
ja alaraja-arvo vastaavasti
liminf(x,) = lim (inf a:m) .

n—00 n—oo \ m>n

Ylédraja-arvon tapauksessa huomataan, etti lukujono {sup,,s,, Tm fne; on vihenevd.
Télloin yldraja-arvo on aina olemassa: se on oo, jos jokainen osajono {z,}>_.
(n € Z7) sisaltdd alkion oo; —oo, jos jono {z,}°°, on alhaalta rajoittamaton ja
muulloin &édrellinen [15, s. 36]. Alaraja-arvo tutkitaan vastaavasti. Jokaista jonoa

{2, }22, C [—00,00] jan € ZT kohti on voimassa

inf x,, < sup x,,,
m2n m>n

joten liminf, ,(z,) < limsup,,_,.(z,). Seuraava tulos antaa médritelméalle 3.41

vaihtoehtoisen esityksen.

Apulause 3.42. Olkoon {x,}>2, jono alkiota joukosta |[—oo, 00|. Tdlloin
timsup(an) = ot (fgé x’”)

Jja
lim inf(x, ) = sup (inf xm> :

n—o0 k>1 \m>k



38

Todistus. Todistuksen idea on lihteestéd [29]. Tarkastellaan vain ylaraja-arvoa, silla

viite alaraja-arvosta todistetaan vastaavasti. Huomataan, etté

sup T, < sup,, jokaista k € Z* kohti.
m>k+1 m>k
Olkoon k > 1 kiinnitetty ja merkitdén ap = sup,,>j . Oletetaan aluksi, etta
viheneva jono {ax} on rajoitettu. Télloin on olemassa jonon {a;} suurin alaraja,

S = infy>1 a. Osoitetaan, ettd S = lim,,_, a,.

Olkoon e > 0. Téll6in jonon vihenevyyden nojalla on olemassa sellainen positiivinen
kokonaisluku N, etta

S<a,<S+e, jokaistan > N kohti.

Télloin |a, — S| < e, kun n > N, joten S = lim,,_,, a,. TAmA tarkoittaa, etti

inf ( supz,, | = lim a, = lim ( sup z,,, | = limsupz,,.
E>1 \ >k n— 00 n—00 \ ;m>n n—00

Jos jono {ay} on rajoittamaton, niin jonon alkua taytyy tarkastella tarkemmin, koska
alkiot x,, ovat joukosta [—o0, 0o]. Véhenevyys on avainasemassa. Jos a; = 0o jokaista
k € Z7% kohti, niin lauseen viite toteutuu muodossa co = oo. Vihenevyydesti
seuraa, etti muut mahdollisuudet ovat: a; = oo, kun k < K € Z™, tai a; < 0.
Talloin véhenevyyden nojalla axy1 < oo ja jonon {ap}%., tédytyy olla alhaalta
rajoittamaton, koska axy1 on véhenevén jonon {a}%,, yléraja. Téll6in on oltava
infy>1 ap = —o0. Jos y € R, niin on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku N,
etta

a, <y, jokaista n > N kohti.

Raja-arvon mééritelmén mukaan lim,_, a, = —0o = inf;>; a;.

Alaraja-arvoa varten huomataan, ettd infimumilla on ominaisuus

inf x,, > inf z,, jokaista k € ZT kohti. [
m>k+1 m>k

Mittateorian pohjalta médritelladn integraaliteoria, joka on toimivampi ja yleisem-
pi kuin Riemannin integraaliteoria. Eréds vaatimus integroinnille on, etta késitelldén
vain p-mitallisia funktioita tai yleisemmin S-mitallisia funktioita, jossa S on jokin
o-algebra. Mitallisia funktioita voidaan yhdistelld esimerkiksi summaamalla, kerto-
malla tai valitsemalla &dérellisestd madrdstd suurin. Nédin muodostettu funktio on

yhé mitallinen.
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Lause 3.43. (a) Jos f,g: X — [—00, 00| ovatl p-mitallisia, niin tdlldin

f+g, fg, |fl, min(f,g) ja max(f,g)

f

ovat p-mitallisia. Jos g # 0 joukossa X, niin 5 on w-mitallinen.

(b) Jos kuvaukset fy, : X — [—00,00] ovat u-mitallisia jokaista k € 77" kohti, niin

1nf fk, sup fx, hmmf fr ja limsup fj

k>1 k—o0

ovat p-mitallisia.

Todistus. Lauseen 3.39 ja o-algebran ominaisuuksien nojalla seuraavat kohdat ovat

yhtéapitavia:
f: X — [—00,00] on p-mitallinen.
s fT 1( —00,a ) on p-mitallinen jokaista a € R kohti.
& f 1( —00,a ) on p-mitallinen jokaista a € R kohti.

Tarkastellaan useimpien kohtien todistuksia. Funktioiden mitallisuustodistuksia on
useissa lahteissé [4, s. 23-25][7, s. 35-37][10, s. 17-18][22, s. 56-61, 68-69].

(a) Kun tarkastellaan summafunktiota ja joukon {—oo} alkukuvaa, vahintéén toinen
funktioista saa arvon —oo, mutta kumpikaan funktio ei voi saada arvoa oo, koska

f+ g = —oo. Néin viltytdan tilanteilta oo — 0o ja —oo + oo. Olkoon a € R. Tall6in

(f +9)7 ([-00,0))
= (f+9) ({-o0} U(~00,a))
={zeX : f(z)+g(x) =—o00 tai f(z)+g(z)<a}
={z: f(z) = -0} U{z: x):—oo}U{x : f(z) <a—g(z)}
“({—oo}) UgTH({—oo}) U U{I r)<rjar<a-—g(z)}

reQ

T({—oe}) UgT ({—oe}) U U {z : f(z) <rjag(z) <s}

r,s€Q
r+s<a

= /(=) Ug ({=oo) U U [/ ((=o0m) ng ((=00,9)]

r,s€Q

r+s<a
Kyseessé on numeroituva yhdiste p-mitallisia joukkoja, joten (f +¢g) ™' ([—00,a)) on
p-mitallinen jokaista a € R kohti eli f + g on p-mitallinen. Vastaavasti paatelldéan,
ettd cf on p-mitallinen jokaista ¢ € R kohti. Tapaukset ¢ < 0,¢ = 0jac > 0

késitellaan erikseen. Erityisesti, — f ja % f ovat p-mitallisia.
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Olkoon a > 0. Talloin

() ([~oc,a]) ={z € X : f*(z)=—0c0 tai f*(z)<a}
={z: fi(z)=—oco}U{z : fP(2) <0}U{z:0< f*(z) <a}
=oUgU{z: —Va< f(z) < Va}
= (=00, V) \ F (=00, —a)),

joten f? on p-mitallinen, koska tapauksessa a < 0 piddytiin tyhjiin joukkoon, joka

on p-mitallinen. Tdhénastisen tarkastelun nojalla kuvaus

(f+97° -1 —9%

N | —

Jfg=

on p-mitallinen. Jos g # 0, niin funktioiden osaméédrén p-mitallisuus seuraa tulo-
-1

funktiosta, silla (é) ({—o0}) = @. [10, s. 18]

Merkitddn f+ = max(f,0) ja f~ = max(—f,0). Téallsin f* >0 ja f~ > 0. Seuraa-

van todistuksen idea perustuu lahteeseen [30]. Jos a € R, niin

(f+)_1([—00,a)) Z{xEX : f+(x):—oo}u{x€X : f+(x)<a}
=oU{zeX: flz)<a ja 0<a}
= [ ((—o0,a)) N{z € X : 0 <a}.

Jos a < 0, niin leikkausjoukko on @, mutta jos a > 0, niin leikkausjoukko on
f! ((—oo, a)). Kummassakin tapauksessa kyse on u-mitallisesta joukosta, joten f*

on p-mitallinen. Vastaavasti f~ on p-mitallinen. Tall6in
[fl=1"+ 1
on p-mitallinen. Tutkitaan seuraavaksi max-funktiota. Huomataan, etta

(f=9)"+g9=>f—-g+g=[ Jja
(f=9)"+9>0+g=y,
joten (f — g)* 4+ g > max{f, g}. Toisaalta
(f=9)"+g9=f—g+g=f<max{f g}, jos f>y,
(f—=9)T+9=0+g=g <max{f, g}, jos f < g.

Télloin (f — g)T + g = max{f,g} eli max{f, g} on p-mitallinen. Funktio min

kasitelldan vastaavasti.
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Tarkastellaan lopuksi p-mitallisia funktioita f, jossa k € Z*. Jos a € R, niin

-1
CONEE
={r e X : nf fi(a) = —c0 tai inf fi(x) <a}

={zeX 3 €l f,(x) =—o00 tai Fky€Z": fi,(z) <a}

— {xeX cx € Ufk—l([—oo,a])}

= O ! ([—oo7 a]) )

Kun tarkastellaan funktiota sup,; fx lopputuloksessa on leikkaus, koska jokainen

funktio f; on korkeintaan a eli

(s i) (o0 = (VA (=o)L ) 7 (=00

k>1

Funktiot infr>; fi ja supy>; fx ovat p-mitallisia. Apulauseen 3.42 nojalla kuvaukset

liminf ja limsup ovat p-mitallisia. [

Lauseen 3.43 tulokset ovat voimassa myos silloin, kun g-mitallisuus korvataan Borel-
mitallisuudella. Kun diplomityon aiheena on derivaatta, osoitetaan derivoituvuuteen

liittyva tulos [7, s. 39][22, s. 69]. Siini tarvitaan myds analyysin peruskurssien tietoja.
Esimerkki 3.44. Jos f : R — R on derivoituva, niin f’ on Borel-mitallinen.

Todistus. Todistus on ldhteestd [31]. Koska f on derivoituva, se on jatkuva reaalilu-

kujen joukossa R [1, s. 76]. Maéritelldén jokaista n € Z* ja x € R kohti

fo+ (1) = f(a)

fn<x) = 1/n

Lauseen oletuksen mukaan lim,,_,, f,,(x) on olemassa. T&lloin

liminf f, = limsup f, = lim f,.
n—oo n—oo n—oo

Koska funktio f on jatkuva, se on esimerkin 3.38 nojalla Borel-mitallinen. Vakio-

funktio % # 0 on myos Borel-mitallinen. Nyt lauseen 3.43 nojalla

f'(x) = Tim f,(x) = i nf f,(x) = lim inf fe+(A/n)) ~ f(2)

on Borel-mitallinen. Funktio f’ ei valttamattd ole jatkuva. [
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Diplomity6ssa sivuutetaan integraaliteoria [7, s. 73-100][8, s. 19-32][10, s. 24-35], jon-
ka tulokset oletetaan tunnetuiksi. Integrointi perustuu funktion f arvioimiseen yk-
sinkertaisilla funktiolla joko ylh&ailta tai alhaalta, minké jilkeen mééritetdan supre-
mum tai infimum arviointitavan mukaan. Mittateoreettisella integroinnilla on tu-
tut ominaisuudet: monotonisuus, additiivisuus ja homogeenisuus. Esitelldan Fatoun

lemma, jota hyodynnetidéan luvussa 5, kun kisitelladn derivaattaa.

Apulause 3.45 (Fatoun lemma). Olkoot (X, S, u) mitta-avaruus ja { fi}32, jo-
no epinegatiivisia ja S-mitallisia funktiota joukosta X. Jos kuvaus f: X — [0, 00],

f(z) = liminfy o fr(x), niin

/ fdugliminf/ fredu.
X k—o0 X
Todistus. [7, s. 86] tai [8,s. 23]. O

Merkinté
p-m.k.

tarkoittaa, ettd jokin ominaisuus on voimassa ulkomitan p suhteen jokaisella alkiol-
la z € X\ A, missi A on pg-mitallinen ja pu(A) = 0. Vanhemmassa kirjallisuudessa
on kdytetty merkintda p.p. (ransk. presque partout) [4, s. 37]. Se mitd tapahtuu nol-
lamittaisessa joukossa, voidaan jiattdd huomiotta. [7, s. 90][8, s. 27-28][22, s. 69-70]

Miksi integroinnissa sitten vaaditaan mitallinen funktio? Erés toivottu ominaisuus
on additiivisuus. Seuraava esimerkki osoittaa mitallisuuden tarpeellisuuden. Idea on
lahteestda [32]. Valitaan o-algebraksi & = {@, R}, jossa on sellainen mitta u, etti
pw(R) = 1. Mééritelladn f = x1) ja 9 = 1 — Xjo1] = Xr\ [0,1]- Talloin sekd f ettd g

ovat epédnegatiivisia ja yksinkertaisia, mutta ne eivat ole S-mitallisia, silla

7 ((33)) -pugs w o ((33)) -®\bags

Kun ajatellaan funktioita f ja g hetken aikaa, huomataan, ettd ainoa epéanegatiivinen,
yksinkertainen ja S-mitallinen funktio, joka arvioi funktioita f ja g alhaalta on nol-

lafunktio. Alaintegraalit olisivat silloin

/ fdu=0=/ gdu,
*R *R

mutta samanaikaisesti kuvaus f + g olisi integroituva, josta seuraisi, etta

/*R(erg)du:l-

Jos késitelladn epamitallisia funktioita, ei voida taata additiivisuutta. Téassé esimer-
kissa funktiot f ja g eivat ole edes integroituvia, koska ala- ja yldintegraalit eivét

tdasmaéd. Niinpéd ongelmia ilmaantuu jo ennen additiivisuuttakin.
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4. PEITTEET

Reaaliluvuille on olemassa kaksi erityista peitelausetta, Lindeldfin lemma ja Heinen-
Borelin lause. Ensimmaisen mukaan jokainen avoin joukko U C R voidaan peittaa
numeroituvasti avoimilla vileilld [4, s. 7]; jalkimmé&isen mukaan suljetun ja rajoitetun
eli kompaktin joukon K C R avoin peite voidaan rajoittaa dérellisen moneksi avoi-
meksi joukoksi, jotka yhé peittéavit joukon K [7, s. 18-19]. Tulos yleistyy joukkoon
R™. [1, s. 25-26, 293-294] Vitalin ja Besicovitchin peitelauseet ovat samantyyppisié,

silld ne takaavat numeroituvuuden, kun peitettd muokataan joukossa R".

Teoria mitan derivoinnista edellyttaéd peitelauseiden tuntemista ja siksi ne on sisél-
lytetty diplomitychén. Luvussa tutkitaan yksinomaan joukkoa R™. Jos B(x,r) on
suljettu pallo, niin merkitidn viisinkertaista palloa B = B(x,5r). Luvun pailihde
on ollut [10, s. 35-46].

Madritelmé 4.1 (Peite). (a) Suljettujen pallojen kokoelmaa F C R™ kut-
sutaan joukon A C R" peitteeksi, jos

(b) Kokoelma F on joukon A hieno peite, jos kohdan (a) lisiksi

inf{diam(B) : v € B, BEF} =0

jokaista x € A kohti.

Hieno peite tarkoittaa, ettid jokainen piste peitettavista joukosta on peitettiavissa

pallolla, jonka sdde on miten pieni tahansa.

Maiaritelma 4.2. Pallo on epddegeneroitunut, jos se sisaltdd muitakin pisteita

kuin keskipisteensa.

Toisin sanoen, epadegeneroituneen pallon sédde on positiivinen. Olipa sdde kuin-
ka pieni tahansa, 16ydetdén ainakin sellainen rationaalikoordinaattinen piste, jonka

etéisyys pallon keskipisteestd on pienempi kuin annettu séde.
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4.1 Vitalin peitelause

Ensimmaisté peitelausetta voisi kuvailla karkeaksi peitteeksi. Palloja suurennetaan
viisinkertaiseksi, minké johdosta paddytddn numeroituvaan kokoelmaan. Diplomi-
tyOssé esitetty todistus perustuu Zornin lemmaan 2.17. Léhteen [20, s. 24-25] to-
distus perustuu induktiiviseen pallojen valitsemiseen, jolloin tulos todistetaan ensin

lisdoletuksien kanssa, mutta laajennetaan sitten yleiseen tapaukseen.

Lause 4.3 (Vitalin peitelause). Olkoon F C R™ sellainen kokoelma epddegeneroi-

tuneita suljettuja palloja, ettd
sup{diam(B) : B € F} < 0. (4.4)

Talléin on olemassa numeroituva kokoelma G kokoelman F erillisid palloja, joille

UBclYC.

BeF Ceg

Todistus. Merkitdin D = sup{diam(B) : B € F}. Asetetaan

— D e D .
]-“j:{Bef: §<dlam(B)<F}, JEL". (4.5)

Maééritellddn kokoelmat G; C F; seuraavasti:

(a) Olkoon G; maksimaalinen kokoelma erillisid, suljettuja palloja kokoelmasta
JF1. Téllainen kokoelma G; on olemassa Zornin lemman 2.17 nojalla, kun tut-
kitaan osittain jérjestettyd joukkoa (Fi, C). Kokoelma JF; on epityhji, silld
médrityksen (4.4) e-karakterisointiin voidaan valita ¢ = 2 > 0 ja téit4 valintaa
verrataan asetukseen (4.5). Lisdksi jokaisen ketjun K : K C Fj, jotka ovat
siis suljettujen pallojen kokoelmia, yldrajana on kokoelma F;. Talloin pienin

ylaraja on korkeintaan JFi, joten sup(K) € F.

(b) Kun kokoelmat Gy, ...,G,_1 on valittu, kokoelmaksi G valitaan maksimaali-

nen kokoelma erillisid, suljettuja palloja kokoelmasta

k—1
{E € Fr : BNC = @ jokaista C € U g; kohti} . (4.6)

j=1
Ehto (4.6) tarkoittaa, ettd kokoelmasta Fj, valitaan vain sellaisia palloja, jot-
ka eivit leikkaa ainuttakaan palloa edelld valituista. Téllainen kokoelma Gy on

olemassa Zornin lemman nojalla.

Maaritelladn seuraavaksi yhdiste
G=Jg.
j=1

Se on kokoelma erillisid palloja, koska kokoelman G; siséllé on erillisid palloja ja koska

kokoelmat G; ja Gy, ovat erillisid aina, kun j # k. Jokainen epiddegeneroitunut pallo
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siséltdéd rationaalikoordinaattisen pisteen, joten palloja voi olla vain numeroituva

mééréd kokoelmassa G;. Lisdksi mééritelmien nojalla G C F.

Osoitetaan seuraavaksi, etté jokaista B € F kohti on olemassa sellainen C' € G, ettd
BNC # @ jaettd B C C. Viite seuraa tisti.

Olkoon B € F. Téllsin B € F; jollakin j € Z*. Jos B € G; C G, niin valitaan pallo
B palloksi C. Tallsin BNC # @ ja B C C C C. Jos B ¢ G;, niin pallon B on

leikattava vihintadn yhta palloa, joka kuuluu kokoelmaan
J
U gk )
k=1

koska muuten B kuuluisi kokoelmaan G;. On syytd huomata, ettd leikattava pallo
voi kuulua kokoelmaan G, toisin kuin méaérityksessd (4.6), jossa pallojen leikkausta
verrataan kokoelmaan U?g; G;.. Tama seuraa maksimaalisuudesta. Olkoon leikattava

pallo C. Talloin saadaan epiyhtalot

2 < diam(C) ja diam(B) <

27 2j—17

joista lasketaan arvio diam(B) < 2 - diam(C'). Osoitetaan kolmioepayhtélolla, etta
B c C. Olkoot b pallon B keskipiste, ¢ pallon C jay € BNC. Jos x € B, niin

lz—cll=llz=b+b—y+y—c|
<l = bl + 1o =yl + lly — ]
< diarrzl(E) N diaIIQl(F) N diarrzl(b)

< diam(C) + diam(C) + dmmT(C)

= gdiam(a) .

Suljetuille palloille diam on sama kuin halkaisija eli ||z — ¢| < 5 - rad(C). Tama
tarkoittaa, ettd x € 5, joten B C C. O

Vitalin peitelauseen nojalla mikd tahansa kokoelma dérellisid, suljettuja palloja voi-
daan peittdd numeroituvasti. Tulosta voisi kuvata vaikuttavaksi. On myo6s mielen-
kiintoista, ettd pallojen lukumééréan ollessa dérellinen riittédd, ettd valittavat pallot
suurennetaan vain kolminkertaisiksi [7, s. 103-104][8, s. 137][23, s. 122-123].

Jos tutkittaisiin Hausdorff-mittaa ja tiheyksid, niin seuraava lause olisi hyodyllinen.

Perehdytéén siihen harjoituksena.
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Lause 4.7. Olkoon F joukon A hieno peite suljetuin palloin ja

sup{diam(B) : B € F} < c0.

Talloin on olemassa sellainen numeroituva kokoelma G kokoelman F erillisid palloja,
etti jokaista ddrellistd osakokoelmaa {B1, ..., By} C F kohti

k=1 Ceg\{B1,....Bm}

)

(4.8)

Todistus. Valitaan G kuten Vitalin peitelauseessa. Sen nojalla kirjoitetaan

AclyBc O

BeF Ceg

Olkoon {By,...,B,} C F. Jos A C |J,_, Bk, niin yhtélén (4.8) vasen puoli on
tyhji joukko, ja viite on tosi. Muulloin valitaan = € A\ |J;_, Bx. Apulauseen 3.22
nojalla pisteen x etiisyys jokaiseen palloon B on suurempi kuin nolla, koska ne ovat
suljettuja. Etdisyyksid on &ddrellinen maéré, joten valitaan niistd pienin. Koska F
on joukon A hieno peite, on olemassa sellainen pallo B € F, ettd pallon B side on
pienempi kuin #sken valittu pienin side ja ettd « € B. Lisiksi BN By, = @ jokaista
k =1,...,m kohti. Vitalin peitalauseen todistuksen mukaan jokaista B € F kohti
on olemassa sellainen C € G C F, ettd BNC # @ ja ettd B C C. Tissi lauseessa
se tarkoittaa, etta
T € U C,

569’\{?1 ..... Em}

koska « ei kuulu mihink&sn palloista B, jokaista k = 1,...,m kohti. O

Lebesguen n-ulotteinen ulkomitta on mitta mitallisessa avaruudessa (R™, B,,). Kun
tarkastellaan palloja ja pallopintoja, saadaan hyodyllinen tulos erillisten joukkojen

nojalla.
Apulause 4.9. Olkoon x € R™ jar > 0. Tdlloin
L"(B(z,r)) = L"(B(z,r)),
mistd seuraa, ettd L™(S(z,r)) = 0.
Todistus. Todistus on lédhteestd [33]. Olkoon 0 > 0. Huomataan, ettd
B(z,r) C B(z,r) C B(z, (1+0)r).
Lebesguen n-ulotteisen mitan skaalautuvuuden [7, s. 140][22, s. 43] nojalla
L"(B(z,r)) < L"(B(z,r)) < (1+6)"L"(B(x,7)).
Tulos seuraa, kun § — 0+, ja erillisten joukkojen nojalla

L£"(B(z,r)) + L"(S(z,r)) = L"(B(z,r)). O
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Seuraava lauseessa avoin joukko ikddn kuin tdytetdén suljetuilla palloilla niin tar-
kasti, ettd erotusjoukon Lebesgue-mitta on nolla. Bogachev [19, s. 345-347] esittdi
lauseen 4.10 oletuksena minké tahansa joukon A C R", jonka jokaiseen pisteeseen
r asetetaan suljettu pallo B(x,¢), jossa ¢ > 0. Téllaisesta pallojen kokoelmasta

16ydetdén sitten lauseen 4.10 mukainen kokoelma G.

Lause 4.10. Olkoot U C R™ avoin ja 6 > 0. Tdlléin on olemassa sellainen nume-
roituva kokoelma G erillisid, suljettuja palloja joukon U sisdlld, ettd diam(B) < &
jokaista B € G kohti ja

cr v\ B

Beg

Todistus. Asetetaan 1 — o= < 6 < 1. Oletetaan aluksi, ettd £"(U) < oco.

Todistetaan, ettd on olemassa sellainen &érellinen kokoelma {B;}2 erillisid, suljet-

tuja palloja joukon U sisilli, ettd diam(B;) < d jokaista i = 1,..., M, kohti ja etti

(U\ UB) <oLMU). (4.11)

Olkoon F; = {B C U : diam(B) < 4} kokoelma epidegeroituneita, suljettuja
palloja. Koska joukko U on avoin, jokaista alkiota x € U kohti on olemassa sellainen
r >0, ettd B(x,r) C U. Valitaan

min{4, r}

R = 1

> 0.

Tarkoituksena on muodostaa suljettu pallo, joka kuuluu kokoelmaan Fi. Jos z € U,
niin

x € B(x,R) C B(z,r) CU
ja diam(E(m, R)) < J. Kokoelma F; sisaltda kaikki joukon U pisteet eli F; on

joukon U peite. Vitalin peitelauseen 4.3 nojalla on olemassa sellainen numeroituva

kokoelma G, C JF; erillisid, suljettuja palloja, etté
vclJBc Y
BeF CeGy
Lebesgue-mitan ominaisuuksien [7, s. 140] ja kokoelman G, erillisyyden nojalla

)<y @ =5"> @ =5 | YT,

Cegy Cegy Cegy



48

jolloin
n > . n
crl|Jc| = 5n£ ().
CeG

Toisaalta kokoelman F; médritelmé takaa, ettd Uéegﬁ C Uge}-lg C U. Ko-
koelman G; palloja ei tarkastella téssé viisinkertaisina. Télloin erillisyyden nojalla

saadaan arvio

crlon o)+l =crlonYO)+er(unlJC

CeGy CeGy CegGy CeG

=cr| v\ C|ulunlC

CeGy CeGy
< L£"(U),
josta pédtelldén, ettd L™ (U \ Ugeg, C) < (1 — zx) £™(U). Koska G1 on numeroitu-
va kokoelma erillisia palloja, lukujono
o
Z m=1

on vihenevid. Raja-arvon médritelmén nojalla on olemassa sellainen positiivinen
kokonaisluku M, etté

My
Lr (U\ Ua) < (1 — —> LMU) + ¢,
i=1
(1-2
jossa € = QOTE’")L’”(U) > 0. Yhtélo (4.11) on todistettu. Mééritelldén sitten
My
= U\ UUZ, ja
i=1
.FQ:{EC U, - dlam( )<5}

Tilanne on samanlainen kuin &sken, silla U, on avoin, miké todistetaan esimerkiksi
De Morganin lailla. On siis olemassa #érellinen méa#ara My — M sellaisia erillisia,
suljettuja palloja kokoelmassa Fy C JFi, etté

o (U\ U@) g (UQ\ U a) "D o) < ).

i=Mi+1
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Jatkamalla tatd menettelytapaa padadytaéan numeroituvaan kokoelmaan erillisié, sul-

jettuja palloja, koska
My,
L (U\ U@l) < 0" L(U), jossake€ZT ja M,eZ".
i=1

Huomataan, ettd 0¥ — 0+, kun k kasvaa rajatta. Lause on tosi, jos £"(U) < oc.

Jos L"(U) = oo, niin hyddynnetédédn ylld olevaa paattelyd avoimiin joukkoihin
Upn={zeU :m<|z| <m+1}, jossameZ"U{0}.

Jokainen joukko U,, jié suljetun pallon B(0,m + 1) sisdin, joten £*(U,,) < oo.

T4lloin on olemassa sellaiset kokoelmat G,, C U,,, etta

cr(ua\ |J B =0

BeGm

Apulauseen 4.9 nojalla pallopinnan Lebesgue-mitta on nolla. Jos R on jokin pal-
lopinta, niin mink& tahansa osajoukon P C R Lebesgue-mitta on myos nolla. Ko-
koelma G = U,,cz+(, (0} G, on numeroituva lauseen 2.3 nojalla. T&lloin joukkojen

erillisyydesté seuraa, etta

crlonUUBl=c| U |Ua\UB

Beg meZ+U{0} BeGm

+c | {zeU:|z)=m}

mezZ+U{0}

= > c|u.\ | B

meZ+tU{0} BeGm

+ Y Lz eU: |z =m}

meZ+u{0}
=0+4+0=0.
Lause on tosi myos silloin, kun £*(U) = co. O

Edellisessa todistuksessa hyodynnettiin tietoa, ettd Lebesgue-mitta on Radon-mitta.
Kun seuraavaksi todistetaan Besicovitchin peitelause 4.12, sen sovelluksena avoin

joukko voidaan tayttad palloilla ja siihen riittdd oletus, ettd mitta on Borel-mitta.

4.2 Besicovitchin peitelause

Vitalin peitelauseessa 4.3 ei esiintynyt ulkomittaa ollenkaan, mutta sen sovellukses-

sa kéytettiin Lebesgue-mittaa. Jos ulkomitta p olisikin miké tahansa Radon-mitta,



20

niin miten voitaisiin késitelld viisinkertaisia palloja? Jos mitalle ei ole olemassa sys-
temaattista madritelméad, Vitalin peitelauseesta ei ole paljoa hyotya. Olisiko siis
mahdollista muodostaa sellainen peite, ettd se sopisi mille tahansa mitalle? Besico-

vitchin peitelause perustuu geometriaan ja siiné ei tarvita pallojen suurentamista.

Lause 4.12 (Besicovitchin peitelause). On olemassa sellainen kokonaisluku N,

joka on rippuvainen ainoastaan ulottuvuudesta n ja jolla on seuraava ominaisuus:

Jos F on sellainen kokoelma suljettuja, epddegeneroituja palloja joukossa R™, ettd
sup{diam(B) : B € F} < oo, (4.13)

ja jos A on ndiden pallojen keskipisteiden joukko, niin on olemassa luvun N, verran

numeroituvia kokoelmia Gy, ...,Gn., , jotka koostuvat erillisistd palloista kokoelmasta
F ja joille
Nn
AcUc
i=1C¢cg,
Todistus. Kokoelmat Gy, ..., Gy, eivit siis valttamétta ole erillisid keskenéén, mut-

ta jokaisen kokoelman pallot ovat erillisid. Lauseen todistus on pitké [10, s. 39-45]
ja se on jaettu 16 kohtaan. Samanlainen todistus on Bogachevilla [19, s. 361-364].
Merkitdin D = sup{diam(B) : B € F}. Oletetaan aluksi, ettd joukko A on rajoi-

tettu eli u(A) < oo. Tulos laajennetaan sitten rajoittamattomaan joukkoon.

1. Valitaan pallo B; = B(a;,7) € F, missd 7, > %%. Mahdollisia palloja B,
on olemassa ainakin yksi koska yhtdlon (4.13) nojalla on olemassa sellainen pallo
C € F, ettd diam(C) > T2 eli rad(C) > 2. Seuraavat pallot B; = B(aj,1;) € F,
J > 2, valitaan induktnmsestl: keskipiste a; kuuluu aidosti pienenevéén joukkoon

A; = A\ U/Z] B, ja side toteuttaa epéyhtilon
r; > §sup{r: Bla,r) € F, a € A;}. (4.14)
4
Jos A; = @ jollakin j € Z*, asetetaan valittujen pallojen lukuméaradksi J = j — 1
ja lopetetaan pallojen valitseminen. Muulloin J = oco. Pallojen séteen r; méirittely

supremumin avulla takaa, ettd aina 16ytyy vahintdéan yksi pallo Fj. Valitaan supre-

mumin e-karakterisointiin
1
6:§sup{7": (a,7) € F, a€ A;} > 0.
2. Oletetaan, ettd j > 4. Télloin r; < %ri, koska a; € A; ja yhtélon (4.14) nojalla

3 3
_Zsup{’r: (a,7) € F, CLGA}>ZTJ
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3. Kolmannessidepallot eli {B(ay, %)}, ovat erillisid. Yleisyyttd rajoittamatta
voidaan olettaa, ettd j > 7, koska tarkoituksena on vain tutkia kahta eri palloa. Nyt
a; ¢ B, joten kohdan 2. avulla

2r; 21y 23 Ty T

i—a| >ri= =+t > 242 > 24 2
la: = asll > r 3+3 3317373

4. Jos J = oo, niin lim;_, r; = 0. Koska A on rajoitettu, on olemassa sellainen séde
R >0, ettd A C B(0,R). Koska D < oo, niin kaikki pallot kokoelmassa F kuuluvat
palloon B(0, R + D). Itse asiassa pallo B(0, R + %) riittdisi. Kolmannessiddepallot

ovat erillisié ja ne kuuluvat rajoitettuun palloon B(0, R + D), joten

> (5(0 ) - ¢ (Ug(%,_ﬁ» < C(BOR D) <00 (415

Koska yhtélon (4.15) vasemman laidan sarja on kasvava, niin sarjan rajoitettu-
vuudesta seuraa, ettd lim; . L" (E (aj, %ﬂ)) = (0. Tamé& on mahdollista vain, jos
lim; o r; = 0.

5. Pallot B; ovat peite keskipisteille A. Jos J on iérellinen, niin A\ szl B;=9 ja
vaite on todistettu. Olkoon J = oo. Jokaista a € A kohti on olemassa epadegeneroi-
tunut pallo B(a, R) € F eli R > 0. Kohdan 4. mukaan on olemassa sellainen indeksi
j €LY, etti r; < 3R. Jos olisi, etté a ¢ /= Bi, niin a € A;. Mutta yhtilon (4.14)
nojalla

3 3
T > Zsup{r: (a,7) € F, aeA}> -R,

miké on ristiriita. Sen takia a € | J/Z; B; ¢ U, B

6. Kiinnitetdiin & > 1 ja midritelliin [ = {j : 1 < j < k, B; N By # @}
Tarkoituksena on arvioida joukon I kardinaliteettia, mika tapahtuu lopulta kohdassa
14. Tutkitaan osajoukkoa K = IN{j : r; < 3ry}. Joukossa K on siis ne indeksit j,

joille on voimassa
1<j<k, Ej leikkaa palloa B, ja r; < 3rg. (4.16)

7. Osoitetaan, ettd Card(K) < 20™. Olkoon j € K ja x € B(aj,%). Yhtélon (4.16)

nojalla on olemassa y € Ej N By, joten

Iz = axl| = [l = a; +a; =y +y — a

< [lz = a;ll + lla; = yll + llax = yll

(4.16)

T
§§]+Tj+Tk S 5T‘k.

Pastelldén, ettd B(a;, %) C B(ak,5ry). Kohdan 3. mukaan kolmannessidepallot
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ovat erillisid, joten Lebesgue-mitan ominaisuuksien nojalla

£"(B(0,1))5") = £(B(ay, 5ri)) > L (U B (aj, %)) =N e (F (aj, %))
>n kohta 2.

=S er@o.) (2) 2 Y e mo) ()

jEK jEK

Viimeinen summa on riippumaton indeksista j ja yksikkopallon Lebesgue-mitta su-
pistuu pois. Téalloin Card(K) < 20™.

8. Kohdissa 8.-13. arvioidaan joukon I\ K kardinaliteettia. Suurin tyo on etsittidessi

alarajaa keskipisteiden (eli vektoreiden) a; ja a; véliselle kulmalle 6§ : 0 < 6 < .

Olkoon i,j € I\ K erilliset. Talloin véitteet (4.16) on muuten voimassa, mutta
ri > 31y ja r; > 3ry. Origo siirretdén pallon By, keskipisteeseen, miki yksinkertais-
taa merkint6jd. Yleisyyttéd rajoittamatta voidaan olettaa, ettd ||a;|| < ||a;||, koska
indeksit voidaan tarpeen vaatiessa valita toisinpéin. Koska i, j < k, niin a, & F,;UEJ-.
Origonvaihdos huomioiden saadaan arviot r; < ||a;|| ja r; < ||a;||. Véitteen (4.16)
leikkausominaisuuden ja kolmioepéyhtilon nojalla [ja;|| < r; + 7y ja ||a;]| < rj + 7.

T&ahédn mennessa on siis padtelty

3r < rp < lag]| < ri 4 g,
3re <1 <lajl| <rj+ri Ja (4.17)
ail| < lall.

9. Jos cos(f) > 2,

kautta eli jos a; ¢ B;, niin cos(d) < 2.

niin a; € Ej. Viite todistetaan kahdessa osassa, kontraposition

Ensin oletetaan, etti |a;—a;|| > ||a;|| > r;. Tisti seuraa, ettd a; ¢ B;. Kosinilauseen
ja ehtojen (4.17) nojalla
el + llagll® = llai — a5 i)

[l
cos(f) = < =
2]l fla]l 2 aillllagll 2yl

IN

1 5
<z
276
Seuraavaksi oletetaan, etti ||a; — a;| < |la ||, mutta kuitenkin a; ¢ B;. Tillsin

r; < |la; — a;||. Kosinilauseen ja ehtojen (4.17) nojalla

Jall* + llagll* — [lai — ag]* _ [lad] (lasll = llai — a;ll) (llajll + [la; — a;])
2||al|||a;ll 2||ay| 2|l ]|yl
(||aj||—||ai—aj||)2||aj|| < 1 +7“j+7”k—7“j 17 5'

1
4 — =+ <=
2 2| as[[[ ;] T2 T 2 1 6

cos(f) = |

IN
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10. Jos a; € Ej, niin
8
0 < fla; — ajll + flall = llas < llasll5 (1 = cos(6))

Oletuksen a; € B; ja indeksien erillisyyden nojalla i < j. Tillsin a; ¢ B;, misti

seuraa, ettd |la; — a;|| > r;. Kéénteisen kolmioepéayhtélon mukaan

‘llajll = llaill] < lla; = aill = llai = a4l (4.18)
ja ehtojen (4.17) mukaan |[|a;|| — ||a;|| > 0. Yhtédlon (4.18) vasemmalta puolelta

poistetaan itseisarvot ja jaetaan luvulla ||a;||, minké jilkeen arvioidaan

lai = all + llaill = flagll _ [lai = agll + llasll = llagll | [lai = a;l| = [laill + fla]l

0<

el s @i — ay]|

~
2 <1
_ Mlai = a;)1* = (llaall = llasl) -

llajllflai = ayl]

lail|* + llagl* — 2llaillllasll cos(6) — llaill* — lla;[|* + 2[lasll[la;|
llagllflai — as]]

_ 2||a;]| (1 — cos(6)) - 2(r; + 57:) (1 — cos(0)) _ 2(1 — cos(6)).

|a; — aj| B T

11. Jos a; € Bj, niin cos(d) < &. Osoitetaan témé. Koska a; € Bj, niin kohdan
10. perusteluilla a; ¢ Bj, jolloin r; < |la; — a;|| < 7, ja lisiksi kohdan 2. nojalla
r; < %ri. Kulman 6 kosinin alaraja on ehtojen (4.17) nojalla

3
las = ajl + llasll = Nagll = i+ 75 =1y = 2 Sry =1y =1

1 1 13 1 1 1
> 573 T g \ T + 3" 2 g(rj + 1) 2 gl\aj\l-

Kohdan 10. nojalla %||aj|| < Haj||§(1 — COS(Q)), joten cos(f) < %.
12. Kohdissa 8.-12. etsittiin siis alarajaa vektoreiden a,; ja a; véliselle kulmalle.

Kohdasta 9. seuraa, etté mikéli cos(d) > 2,

ldhestyy 1, niin positiivinen kulma 6 pienenee. Voidaan siis yleisyytta rajoittamatta

niin a; € B;. Kun kosinifunktion arvo

tarkastella vain aluetta cos(#) > g. Kohdista 10. ja 11. seuraa, ettd mikéli a; € Fj,

niin cos(#) < &. Huomataan, ctté

61>5
64 6

Siispé alarajaksi valitaan 6, = arccos (%) > (), koska se on pienempi kuin arccos (%)

13. Viitetaén, ettd joukon I\ K kardinaliteetin erds yldraja on vakio L,, joka



54

on riippuvainen vain ulottuvuudesta n. Aluksi n-ulotteisen yksikkopallon pinnal-
ta S(0,1) valitaan piste . Sitten muodostetaan sellainen suljettu pallo B(z,rq),
ettd minké tahansa sen kahden pisteen vélinen kulma on pienempéé kuin 6. Kulma
tarkoittaa téssd tapauksessa origosta ldhtevien puolisuorien vélistd kulmaa, jonka
voi laskea sisdtulolla. Luku L, madrdytyy siitd, kun yksikkopallon kuori peitetdén
ro-sateisilla palloilla, joiden keskipisteet ovat yksikkopallon kuorella: peittamiseen ei

riité L, — 1 palloa. Menetelmiisti saa mielikuvan ainakin joukoissa R? ja R3.

Skaalataan sitten muodostunut asetelma luvulla r. Yhdenmuotoisuuden nojalla pal-
lopinta S(0, ) peittyy rorg-siteisilla palloilla, kun niitd valitaan L, kappaletta.
Kohdan 12. nojalla vektorit a; — ay ja a; — ai, kun 4,5 € I'\ K ovat erilliset, eivét

voi lavistdd samaa palloa, joka on pallopinnalla S(0, 7). Télloin Card(/\ K) < L,.
14. Olkoon M, = 20" + L,, + 1. Kohtien 7. ja 13. nojalla

Card(I) = Card(K) 4+ Card(I \ K) < 20" + L,, < M, .

15. Tavoitteena on muodostaa sellaiset numeroituvat kokoelmat Gy, ..., Gy, , ettd
jokainen kokoelma siséltéd vain erillisida palloja. Kokoelmat eivit véalttamétta ole

erillisia keskenddn. Todistus on tassd kohdassa kombinatoriikkaa eikd mittateoriaa.

Olkoon o : Z* — {1,..., M,}, joka mééritellddn hieman myohemmin. Kéay ilmi,
ettd sitd voisi luonnehtia lokerointikuvaukseksi. Kohdassa 1. valittiin palloja yksi

kerrallaan, joten joukko Z™ periytyy sieltd. Kuvaus o méiritelliin seuraavasti:

(a) Jos 1 < k < M, niin o(k) = k eli kuvaus on identtinen. Tamé tarkoittaa,
ettd jokaiseen kokoelmaan G;, 1 < i < M, asetetaan yksi pallo. Asetettavien
pallojen e: tarvitse olla erillisid, joten voidaan huoletta valita M, ensimmaisté

palloa.
(b) Pallot & > M, + 1 lokeroidaan induktiivisesti. Tarkoituksena on lokeroida

jokainen pallo johonkin kokoelmaan G;, 1 < i < M, jonka sisélld pallot ovat

erillisida. Lokerointi perustuu kohdasta 14. saatuun epayhtéaléon
Card{j : 1<j<k, BjNBy#93} < M,. (4.19)

Epédyhtalo (4.19) tarkoittaa, ettd olipa luku k& kuinka suuri tahansa, palloa
By, leikkaa pienempi-indeksisempié palloja vihemmén kuin luvun M,, verran.
Toisin sanoen, on olemassa ainakin yksi sellainen kokoelma G;, 1 < i < M,,,
etté pallo Bj, on erillinen kaikkien tdmin kyseisen kokoelman pallojen kanssa.

Asetetaan pallo Bj, tihin kokoelmaan, jota merkitésin G;. Nyt siis o (k) = [.

Edellisen kappaleen tarkastelun voi ilmaista indeksien avulla, jolloin méérittely
on matemaattisen tdsmaéllinen, mutta ensi silméykselld hieman vaikeaselkoi-
nen. On olemassa sellainen | € {1,...,M,}, ettd Ej N B, = @ jokaista
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1 < j < k kohti, joille o(j) = [. Asetetaan o(k) = [. Todistus selkiytyy
[10, s. 44], kun ajattelee lukua [ kokoelmaindeksiné ja ettd ilmaisu "o (j) = (
(j = 1,...,k)"[10, s. 44] tarkoittaa kaikkia niitd palloja (indekseja) j, jotka
kuuluvat kokoelmaan G, jossa l € {1,..., M,}.

Asken miériteltiin tarkalleen ottaen vain kuvaus o, vaikka tekstin seassa oli puhetta
my6s kokoelmista G;. Seuraavaksi méaritelldan kokoelmat G; — ehké hieman keino-
tekoisesti — kuvauksen o avulla. Kun 1 < ¢ < M, on kiinnitetty, kokoelmaan G;

valitaan kaikki ne suljetut pallot Ej, j € Z7, joiden indeksi j kuvautuu luvuksi 7 eli

Kuvauksen ¢ mééritelmén nojalla jokainen kokoelma G; koostuu erillisisté, sulje-

tuista palloista. T&lloin kohtien 1. ja 5. ja tdmé&n kohdan nojalla

J My
AcUs=\JUB
=1 =1 EEQZ

Jos joukko A on rajoitettu, valitaan N,, = M,,.

16. Oletetaan, ettd joukko A on rajoittamaton. Asetetaan jokaista [ € Z™ kohti

joukko
Ay=An{z eR" : 3D(l—1) < ||z < 3Dl}. (4.20)

Joukkoa A leikataan rengasjoukoilla, missé oleellinen ehto on kerroin 3D. Renkaan
sisdreuna on suljettu ja ulkoreuna avoin, jolloin joukosta A ei lasketa mitddn pistetté
kahdesti. Koska jokainen A; on rajoitettu, todistuksen kohdat 1.-15. soveltuvat ko-
koelmille 7! = {B(a,r) € F : a € A;}. Téllsin on olemassa sellaiset numeroituvat

kokoelmat Gi, ..., G}, kokoelman F' erillisid suljettuja palloja, etté

My,
A C U U B.

=1 Beg!

Luvun [ mukaan valitaan parittomat ja parilliset renkaat erikseen eli
o0
H;, = UQEZ’I, kan 1 <i< M, ja
=1
o0
"HHM“:UQ?Z, kun 1 <i < M,,.
=1

Télloin kokoelmat H;, jossa 1 < ¢ < 2M,,, koostuvat erillisistd palloista, silld pa-
rittomista ja parillisista renkaista valitaan yksi kokoelma G! ja renkaiden leveys on

3D yhtéalon (4.20) mukaan. Jos olisi niin, ettd perikkiisten, parittomien renkaiden
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joukossa olisi sellaiset pallot, etté niiden keskipisteet olisivat aivan ldhelld renkaan

reunaa, niin pallot olisivat kuitenkin erilliset, koska viliin jadvé parillinen rengas on

D
2

varajaa jaa siis luvun 2D verran. Parilliset renkaat késitelladn vastaavasti.

leveydeltiddn 3D ja pallot voivat péadstd vain = asti parillisen renkaan sisédlle. Tur-

Koska jokainen G! on numeroituva, myos niiden numeroituva yhdiste on numeroi-
tuva. Tatéd perusteltiin lauseen 2.3 jélkeen. Yhdistdmélld parillisten ja parittomien

renkaiden numeroituvat kokoelmat saadaan joukolle A vaadittu peite eli

2Mp,

AclJ U B

i=1 BeH,
Jos joukko A on rajoittamaton, valitaan N,, = 2M,,. O

Besicovitchin peitelauseen todistuksessa kaytetdan useita, erityyppisia tekniikoita
kuten joukko-oppia, Lebesgue-mittaa, epdsuoraa todistusta, topologiaa, trigonomet-
riaa — erityisesti kosinilausetta — ja kombinatoriikkaa. Todistus on upea. Seuraava
lause on samantyyppinen kuin 4.10, mutta mitta p on yleisempi. Todistetaan ensin

aritmetiikan perustulos, jota kiytetadn apulauseena.

Apulause 4.21. Jos {a;}}_, on ddrellinen jono epinegatiivisia termeji, niin vihin-
tadan ykst termeistd on suurempi tai yhtdsuurs kuin jonon keskiarvo.

Todistus. Olkoon keskiarvo a. Jos jokin termi on oo, niin véite toteutuu muodossa

oo < 00. Oletetaan, etté jokainen termi on dérellinen. Téalloin

n n

na ;ak =2 11;1%}%(@]) n 1r£]a§>§l(a]) O

Luvun 4 viimeinen tulos eli lause 4.22 tulee vélittomaésti kayttoon, kun tutkitaan
mitan derivaattaa luvussa 5 [19, s. 364-365].

Lause 4.22. Olkoot p Borel-sidnnollinen joukossa R™, F kokoelma epddegeneroi-

tuneita suljettuja palloja ja A pallojen keskipisteiden joukko. Jos u(A) < oo ja
inf {r : B(a,r) € }"} =0 jokaista a € A kohti,

niin jokaista avointa joukkoa U C R™ kohti on olemassa sellainen kokoelma G eril-

lisid palloja kokoelmasta F, ettd

UBcu (4.23)

ja
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Todistus. Olkoon U C R™ avoin. Jos AN U = &, niin kokoelmaksi G valitaan tyhja
kokoelma, jotta (4.23) toteutuu. Oletetaan siis, ettd ANU # &.

Osoitetaan, ettd on olemassa sellainen #irellinen kokoelma {B1,..., By, } erillisii,

suljettuja palloja joukossa U, etta

1 ((A NU)\ UE) < Ou(ANU), (4.24)

jossa 0 < 0 < 1.

Asetetaan F; = {B € F : diam(B) < 1, B C U}. Koska F on joukon A hieno
peite, niin F; on epétyhji. Besicovitchin peitelauseen nojalla on olemassa sellaiset

kokoelmat Gy, ..., Gy, erillisia palloja kokoelmasta F, ettéa
Np,
Anvcl ]l B
i=1PBeg,

Vasemmalla puolella on leikkausjoukko, koska kokoelmaan F; valitaan vain palloja

joukon U sisélta. Joukko-opin nojalla saadaan arvio

Ny, Np,
pANU)=p | An)NJ U B|=n|{J|Anv)n | B
i=1Beg; i=1 BeG;
Np,
<> p|AnU)n | J B
=1 Beg;

Kiinnitetddn 1 — Nin < 6 < 1. Apulauseen 4.21 nojalla on olemassa sellainen indeksi
je{l,...,N,}, ettd

(1—9)N(AmU)<Niu(AmU)gM anun |JB|. @2

n —
Beg;

Koska kokoelma G; on numeroituva, merkitédén G; = {Ei NS Z+}. Tutkitaan ra-

joitettua, kasvavaa ja epanegatiivista reaalilukujonoa

k o0
{,u ((AHU)HUFZ-)} , jossa B; € G;.
i=1 k=1

Lauseen 3.27 nojalla jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen M € Z*, ettéd

M
i (AﬂU)ﬂUF —6§y<(AﬂU)ﬂU§i>, jossa B; € G;.
i=1

Beg;

Valitaan ¢ = p ((A NU)N UEegj E) —(1—=0)u(ANnU) > 0 epéayhtilosta (4.25).



o8

Nyt on olemassa pallot By, ..., By, € G;, joille

My
(1=0)uAnU)<pu ((Aﬂ Uu)n U§,> .
i=1
Koska suljetut pallot B; ovat Borel-joukkoja, ne ovat tissi lauseessa p-mitallisia.
Télloin
M1 Ml
pAND) = ((AmU)mUBl-) u ((AmU)\ Ua) ,
i=1 =1

mistéd viite (4.24) seuraa.

Olkoon nyt Uy = U\ UM, B; ja Fo = {B € F : diam(B) < 1, B C Uy}. Joukko
U, on avoin, joten edellinen péédttely toimii myos téssd kohdassa. Luku 0 saattaa
muuttua, mutta se on kuitenkin pienempéd kuin 1. On siis olemassa sellaiset sulje-

tut pallot §M1+1, . ,FMQ kokoelmassa Fj, etté

i=M;i+1
S GQ/L(A N U2>
< 010:u(ANT).

Jatkamalla tatd menettelyd saadaan numeroituva kokoelma erillisid palloja kokoel-

masta F ja joukon U siséltd, ja jonka alkioille on voimassa

m ((AmU)\ UR> < u(ANU) 6 < w(A) < .

i=1

Koska Hle 0; — 0+, kun k — oo, vaite on todistettu. [

Onko silla merkitystéd, kiytetadnko peitteissa suljettuja vai avoimia palloja? Lauseen
2.10 nojalla numeroituvuus séilyy ainakin silloin, jos avoin peite muutetaan mééri-
telmén 4.1(a) mukaiseksi (suljetuksi) peitteeksi. Toisaalta suljettuja palloja tarvi-
taan peitelauseiden sovelluksissa 4.10 ja 4.22, koska joukkojen Uj, missd j > 2,
taytyy olla avoimia. Myd6s lauseen 4.7 todistus epdonnistuisi, jos peite méaériteltéisiin

avoimilla palloilla, silld piste x voisi olla jonkun avoimen pallon Bj reunapiste.

Maksiminormi joukossa R™ mééritelldén ||z]|e = max {|21], ..., |z,]}. Kuutiot ovat
samantyyppisid joukkoja kuin pallot, mutta niiden ehdossa kaytetddn maksiminor-
mia. Avoin ja suljettu kuutio ja kuution reuna mééritellidn samoin kuin palloilla.
Peitteiden kannalta lienee 1dhinnéd makuasia, mééritteleekd ne pallojen vai kuutioi-

den kautta, koska jokaista z € R™ kohti on voimassa
[zl < 2l < vl (4.26)

Epédyhtalon (4.26) nojalla jokainen pallo siséltdd kuution ja jokainen kuutio sisaltda
pallon. [15, s. 25-26][16, s. 20, 103-105]
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5. DERIVOINTI

Differentiaali- ja integraalilaskennassa derivointia ja integrointia voi pitdé toisten-
sa kddnteisoperaattoreina. Mitan derivaatta ja integraali mitan suhteen yhdistyvat
Radonin-Nikodymin lauseessa 5.15 silla tavalla, etté niitd voidaan pitda kadnteisope-

raattoreina. Mittateorian rakenne on téassa kohtaa tuttu.

Padasiallisena tutkimuskohteena on joukon R™ Radon-mitat. Sovitaan seuraava mer-

kintd: méadritelméd 3.41 mukaillen asetetaan limsup f(r) = lim (sup f(R)).
r—0+ =0+ * R<y

Maéaritelmi 5.1 (Mitan yli- ja aladerivaatta). Jos x € R™, niin ulkomitan

v yldderivaatta ulkomitan p suhteen

B " |
_ imsup ———%, jos M(B(x,r)) > 0 jokaista r > 0 kohti,
D,v(z) = r—0+ u(B(x,r))

00, jos N(E(x, T)) = 0 erdstd r > 0 kohti,

ja ulkomitan v aladerivaatta ulkomitan p suhteen

. v(B(x,r) L .

liminf ————, jos p(B(z,r)) > 0 jokaista r > 0 kohti,
D, v(r) = r—0+ ,u(B(x,r))

00, jos M(E(:B,r)) = 0 erdstd r > 0 kohti,

Ulkomitan monotonisuuden nojalla méaritelma 5.1 on jarkevé: jos M(E(x,r)) =0
erastd r > 0 kohti, niin talloin jokaista 0 < R < r kohti ,u(F(x, R)) = 0. Jos yla-
tai aladerivaatta on déreton, niin riittdva ehto on, ettd on olemassa sellainen r > 0,
ettéd pu(B(z,r)) = 0, silld médritelmén 5.1 yli- ja alaraja-arvoissa késitelldén kaikki

positiiviset siteet. Todetaan vield, ettd D v < EMI/.

Maéritelmé 5.2 (Mitan derivaatta). Jos D,v(x) = D,v(x) < co, niin v on

differentioituva ulkomitan p suhteen pisteessd x. Téalloin merkitaan

D, v on ulkomitan v derivaatta tai tiheys ulkomitan p suhteen.
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Mittateoreettinen derivaatta pisteessd x € R"™ on siis raja-arvo ulkomittojen suhtees-
ta, jossa ulkomitat maaritetdédn suljetusta, x-keskisestéd pallosta. Ensimmaéisend ta-
voitteena on tutkia, milld ehdoilla D,v on olemassa. Kun tutkitaan Radon-mittojen
derivaattoja, voidaan olettaa, ettd joukon R™ mitta on &érellinen. Jos néin ei olisi,
niin voitaisiin rajoittua kompakteihin joukkoihin. Seuraavassa lauseessa joukon A ei

tarvitse olla p- tai v-mitallinen.

Apulause 5.3. Olkoon 0 < a < 0.
(a) Jos AC {zx €eR" : D, w(x) < a}, niin v(A) < au(A).
(b) Jos AC {z € R" : Dyw(z) > a}, niin v(A) > au(A).

Todistus. (a) Olkoot € > 0 ja U sellainen avoin joukko, ettd A C U. On olemassa

ainakin yksi tillainen joukko U, nimittdin R™. M&éritelladn kokoelma
F={C:C=B(a,r),acA CcU,v(C)<(a+e)u(C)}.

Toisin sanoen, kerdatdan kaikki suljetut pallot, joiden keskipisteet ovat joukossa A ja

jotka kuuluvat joukkoon U. Koska liminf on kasvava funktio ja a € A, kokoelman

F ehto v(C) < (a+¢)u(C) ja oletus D, v(a) < o takaavat, ettd ainakin hyvin pie-

niséteiset pallot ovat kokoelmassa F eli
inf {r : B(a,r) € F} =0.

Lauseen 4.22 oletukset ovat voimassa, joten on olemassa sellainen numeroituva ko-

koelma G erillisid, suljettuja palloja kokoelmasta F, ettd (Jz 4 B C U ja etti

v{@an\ [JB] =0
=A Beg

Erillisyyden, monotonisuuden ja kokoelman F mééritelmén nojalla arvioidaan, etté

v(A) <v A\UE +v AQUE <v UE

Beg Beg Beg

=Y v(B)<(a+e)) wB)=(a+elu||JB| <(a+e)u).

Beg Beg Beg

Lauseen 3.31(a) nojalla tiedetén, ettd pu(A) = inf {u(U) : A C U, U on avoin}.
Koska ¢ > 0 ja joukko U D A ovat jo kiinnitetyt, padtelldén, ettd on olemassa sel-
lainen positiivinen kokonaisluku M, ettd u(U) < u(A) + Me. Tallsin

v(A) < (a+¢e)(u(A) + Me)

eli v(A) < ap(A), kun e ldhestyy nollaa.
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(b) Kokoelmassa F valitaan ehdoksi v(C') > (a—e)u(C'). Lauseen 4.22 tulos soveltuu
myos ulkomitalle p. Todistus on samankaltainen kuin kohdassa (a), mutta voidaan

olettaa, ettd ¢ < a. Talloin valtytdan negatiivisilta luvuilta, kun arvioidaan

(a—u(A) <(a—e) [p|ANUB|+p|AnUB||<@-an|JB

Beg Beg Beg
=Y (a—uB) <Y vB) =v||JB] <),
Beg Beg Beg

Paddytadn tilanteeseen (o — e)u(A) < v(A) + Me. Kun ¢ ldhestyy nollaa, niin
ap(A) <v(A). O

Esimerkissé 3.38 osoitettiin, etté jokainen jatkuva funktio on Borel-mitallinen. Tulos
on voimassa myo6s heikommalla oletuksella eli jos funktio on puolijatkuva. Tata tietoa

tarvitaan lauseessa 5.6.

Maiaritelma 5.4. Kuvaus f : X — R on ylhddltd puolijatkuva normiavaruuden

X pisteessi xg, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen luku § > 0, ettd
VeeX ja |lzv—axl|<d = f(z)<f(xo) +e.

Jos f on ylh#altd puolijatkuva jokaisessa joukon X pisteessé, sanotaan, etti f

on ylh&élta puolijatkuva.

Puolijatkuvuus alhaalta méaritelladan vastaavasti. Voidaan osoittaa, ettéd funktio on
jatkuva, jos ja vain jos se on alhaalta ja ylh&élta puolijatkuva. Kun tutkitaan funk-

tion D,v p-mitallisuutta, seuraava tulos on tarpeen.

Apulause 5.5. Olkoon f : R" — R ja a € R". Tdlloin f on ylhddltd puolijatkuva,
Jjos ja vain jos
limsup f(zx) < f(a)

k—00

jokaista jonoa {xy}7>, C R™ : x) — a kohti.

Todistus. Todistus on ldhteestd [34]. Olkoon f ylh#élta puolijatkuva pisteessi a.
Talloin jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettd mééritelma 5.4 on
voimassa. Olkoot ¢ > 0 ja {zx} sellainen jono, ettd xy — a. Téalloin on olemassa

sellainen K € Z™*, etti

)
Vap € R" ja ka—aH<§, kun k£ > K.
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Maaritelméan 5.4 mukaan
flz) < f(a)+e, kunk > K,
joten

sup f(a) < fla)+e = Timsup f(z) < sup f(zx) < fla) +e.
k>K k—so0 E>K

Koska € voi olla miten pieni tahansa, viite on todistettu vain jos -suuntaan.

Oletetaan sitten, ettd limsup f(xy) < f(a) jokaista jonoa {x} : x; — a kohti. Jotta
k—o0
muodostuisi ristiriita, oletetaan, etti f ei ole ylh#dalta puolijatkuva. Nyt on olemassa

sellainen € > 0, etté jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen alkio x5 € R", etté
lzs —all <0 ja  flxs) = fla) +e.

Valitaan lukujono 9, = %, jossa k € Z*. Tallsin jono {l’gk} suppenee alkioon a ja
lisaksi
f(:v(;k) > fla)+¢e, keZ'.

Koska kaikki luvut f ([E(gk) ovat vahintddn f(a) + £, on oltava

limsup f(zs,) > f(a) +e> f(a).

k—oo
Tamé on ristiriita oletuksen kanssa, joten f on ylh#élta puolijatkuva. [J

Analyysin peruskursseilta muistetaan, ettd jatkuva funktio on Riemann-integroituva
suljetulla ja rajoitetulla valilla [a,b] C R [15, s. 6]. Mikéili jollain funktiolla f
on numeroituva madra epdjatkuvuuskohtia suljetulla vélilld, se on yhd Riemann-
integroituva. Kyse on késitteestd nollamittaisuus, joka esiintyy myos seuraavassa
lauseessa. Reaalilukujen suljettu véli muuttuu joukossa R" suljetuksi palloksi. Sa-

moin kuin apulauseessa 5.3, voidaan olettaa, ettd joukon R™ mitta on &darellinen.
Lause 5.6. Jos p ja v ovat Radon-mittoja joukossa R™, niin

(a) D,v on olemassa ja se on ddrellinen p-m.k.  ja

(b) D,v on p-mitallinen.

Todistus. (a) Mééritelldtin I = {z € R" : D,v(z) = co}. Jokaista a > 0 kohti on

voimassa, ettd I C {z : D,v(z) > a}. Apulauseen 5.3 nojalla

pl) < —v(l).

Q|+

Kun « kasvaa rajatta, p(I) lahestyy nollaa eli p(I) = 0. Koska joukon I ulkomitta
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on nolla, E“I/ on adrellinen pu-m.k. Méaaritellddn seuraavaksi lukuja 0 < a < b kohti
joukko
R(a,b) = {z e R" : Quy(x) <a<b<D,uw(zr)<oo}.

Huomataan, ettd R(a,b) {x : ) < a} ja ettd R(a,b) {ac : D v(z) > b}.

Jalleen apulauseen 5.3 nojalla
bp(R(a,b)) < v(R(a,b)) < ap(R(a,b)),

joten (b — a)u(R(a,b)) < 0. On oltava p(R(a,b)) = 0. Koska kahden erisuuren

reaaliluvun vélissd on rationaaliluku, tarkastellaan yhtenevia joukkoja

{ze€R": Dy(z) <Dw(x)<oc}= | Rlab). (5.7)

0<a<b
a,b rationaaliset

Yhtélon (5.7) oikean puolen ulkomitta on nolla, koska

’ U  R@v)|< > u(Rab) =0,
0<a<b 0<a<b f
a,b rationaaliset a,b rationaaliset =0

joten monotonisuuden nojalla myos vasen puoli yhtélostd (5.7) on nollamittainen
mitan p suhteen. Koska liminf < limsup, tdhédnastisen tarkastelun nojalla jaljelle
jid joukko {z : D,v(z) = Dyv(x) < oo} eli Dyv on olemassa ja se on éirellinen

p-m.k.

(b) Osoitetaan aluksi, ettéd jokaista z € R™ ja r > 0 kohti

limsup pu(B(y,r)) < p(B(z,7)).

Yy—x

Valitaan sellainen jono {yp}p2, C R", ettd yp — 2. Asetetaan fy = xp, ) ja
f = XB(s,)- Jokaista a € R" kohti on voimassa fi.(a) € {0,1} ja f(a) € {0,1}. Jos

a € B(x,r) niin

F(@) = 1> sup fi(a) > limsup fi(a) = (hm sup fk) (a). (5.8)

keZ+ k—oo k—oo

Jos a ¢ B(x,r), niin ||a — x| > r, koska kyseessd on suljettu pallo. Tillsin on

olemassa sellainen rationaaliluku ¢, etta
la — x| >q>r.

Olkoon € = ¢ — r > 0. T&ll6in on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku K,
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etta

lyrn —z|| <e, kunk > K.

Kéanteisen kolmioepéayhtélon nojalla

lys = all = llye — = + = —all = |[lyx — 2] = [l — o]

>lla—z||=|lyg — x| >¢g—e=q—q+r=r.

Talloin a € B(y,7), kun k > K, joten

f(@) = 0 = sup fu(a) > limsup fu(a) = (nm sup fk> (a). (5.9)

k>K k—oo k—oo

Yhtélsiden (5.8) ja (5.9) nojalla joukossa R™ on voimassa epayhtald lim sup fi, < f.
k—oo
Koska — sup(fx) = inf(—f%), niin

limsup fp <f <« —lim (sup fm> >—f

k—o0 k—oo \ m>k

k—o0

& lim (1 + ir;fk(—fm)) >1—f

< liminf (1 —fi) >1—f.

k—o0

Kun integroimisalueeksi valitaan hieman isompi pallo, B(x,2r), varmistutaan, etti

pallo B(yx, ) on kokonaan integroimisalueessa. Nyt Fatoun lemman 3.45 nojalla

/ (1—f)du§/ lim inf(1 — f) dpe

B(z,2r) B(z,2r) k

< lim inf/ (1 — fi) du,

k=00 B(x,2r)

joka on integroituna

p(B(z,2r)) — p(B(z,r)) < liminf (u(?(m, 2r)) — M(F(yk,r))>.

k—o0

Koska p on Radon-mitta, p(B(z,2r)) < oo, jolloin

p(B(z,7)) > —liminf ( - M(E(yk,r))> = limsup pu(B(y,r)).

k—o0 y—x

Vastaava tulos on voimassa ulkomitalle v.
Apulauseen 5.5 nojalla g : R" — [0,00),g(z) = p(B(z,r)) ja h : R" — [0,00),
h(z) = v(B(z,r)), kun r > 0, ovat ylh#altd puolijatkuvia. T4ll6in g ja h ovat Borel-

mitallisia. Todistetaan tama.
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Tarkastellaan vain kuvausta g. Olkoon ¢ € R. Osoitetaan, etté g_l((—oo,c)) on
avoin ja sitd myoten Borel-joukko. Jos ¢! ((—oo, c)) = ¢, niin viite on todistettu.
Muulloin, olkoon zy € g7*((—o0, ¢)). Talldin g(zo) < c. Valitaan € = ¢ — g(zo) > 0.

Puolijatkuvuus ylhéalta takaa, ettd on olemassa sellainen § > 0, ettd

Vy e R" ja |ly—mxoll<d = g(y) < glxo) +e=g(xg) +c— g(xg) = c.
Téllsin y € g~ ((—o0, ¢)) eli jokainen piste avoimesta pallosta B(z, §) kuuluu jouk-
koon g~!((—o0,¢)) eli se on avoin. Joukko g~ ((—o0,¢c)) on siis Borel-joukko.
Maaritelladn jokaista x € R™ ja r > 0 kohti

v(B(z,r))

frlw) =3 w(Blz,r)
00, jos M(E(.ﬁlﬁ,?‘)) =0.

jos M(E(x,r)) >0,

Lauseen 3.39(a) nojalla g~!(B) ja h~!(B) ovat Borel-joukkoja jokaista Borel-joukkoa
B C R” kohti. Nyt funktio f,. on Borel-mitallinen, sill&

F7 ({oo}) = o € B ¢ f,() = oc)
= {x eR" : pu(B(z,r)) = ()}
—_———

g(x)

=g '({0}) e B,

ja toisessa tapauksessa f,. on kahden Borel-mitallisen funktion osaméaria. Koska
f71(U) on Borel-joukko jokaista avointa joukkoa U kohti ja koska p on Borel-mitta,
funktio f. on p-mitallinen. Kohdan (a) ja lauseen 3.43(b) nojalla p-m.k. € R™ on
voimassa

D,v = lim = lim f1
# r—0+ fr k—o00 fE ’

joten D,v on p-mitallinen. U]

Luvun 5 alun tulokset esitetdén samanlaisesti Bogachevin kirjassa [19, s. 367-368].
Nyt tiedetédén, ettd ulkomitan v derivaatta ulkomitan g suhteen on p-mitallinen ku-

vaus ja ddrellinen p-m.k. Oletukseksi riittdd, ettd mitat ovat Radon-mittoja.

5.1 Derivaatan integrointi

Derivaatan mitallisuutta hyodynnetdan Radonin-Nikodymin lauseessa, jonka mu-
kaan joukon A v-mitta on yhtdsuuri kuin integraali derivaatasta eli tiheydesti jou-

kon A yli mitan p suhteen. Radonin-Nikodymin lause olettaa, ettd v on absoluutti-
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sesti jatkuva mitan p suhteen. Médritelldaan tama.

Maéritelmé 5.10 (Absoluuttinen jatkuvuus ja singulaarisuus). Olkoot

i ja v Borel-mittoja joukossa R™.
(a) Ulkomitta v on absoluuttisesti jatkuva ulkomitan p suhteen, jos ehdosta

p(A) = 0 seuraa, ettd v(A) = 0 jokaista A C R™ kohti. Merkitdin

v << .

(b) Ulkomitat u ja v ovat singulaarisia, jos on olemassa sellainen Borel-joukko
B C R", ettd
W(®™\ B) = v(B) = 0.

Merkitadn v L pu.

Tutustutaan tarkemmin mittojen absoluuttiseen jatkuvuuteen ja singulaarisuuteen.

Seuraava esimerkki yhdistdd luvun 5 keskeisia késitteitd [20, s. 36].

Esimerkki 5.11. Jos p ja v ovat Radon-mittoja joukossa R™, niin v << pu, jos ja
vain jos

D,v(r) <oco v-mk zeR" (5.12)
Todistus. Ehto (5.12) on nimenomaan ulkomitasta v. Lauseen 5.6(a) nojalla D,v
on &drellinen p-m.k., joten mééritelmén 5.2 nojalla D v < oo, kun z € R™\ A
ja u(A) = 0. Absoluuttisen jatkuvuuden nojalla v(A) = 0, joten ehto (5.12) on

voimassa myos v-m.k.

Oletetaan sitten, ettd ehto (5.12) on voimassa ja A C R™ on sellainen joukko, etté

p(A) = 0. Téllsin apulauseen 5.3(a) nojalla

v(A) = V({ZL‘ €A: D)= oo}) + V({l’ €A:D(z)< oo})

<0+ O u({x €A Quy(x) < k})
< CJ k,u({x €A Duu(x) < k})
< J k() =0,

joten v << p. U

Esimerkki singulaarisuudesta on samantapainen kuin &skeinen esimerkki absoluut-
tisesta jatkuvuudesta [20, s. 43].
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Esimerkki 5.13. Jos u ja v ovat Radon-mittoja joukossa R"™, niin p ja v ovat sin-
gulaarisia, jos ja vain jos

Dy(z) =00 v-mk. zeR".

Todistus. Oletetaan, ettd viite on voimassa. Tillsin D,v(z) = oo, kun z € R"\ A
jav(A) = 0. Ulkomitan v Borel-sddnnollisyyden nojalla on olemassa sellainen Borel-
joukko B : A C B, ettd v(A) = v(B) = 0. Méiritelmén 5.1 nojalla

D,v(z) <oo, kunze B=R"\(R"\B).
Nyt huomataan, etté lauseen 5.6(a) nojalla p(R™\ B) = 0. Talloin u ja v ovat sin-
gulaarisia. Toinen suunta péédtellddn nurin perin.
Oletetaan, ettd p ja v ovat singulaarisia. Télloin on olemassa sellainen Borel-joukko
B, etta p(R™\ B) = v(B) = 0. Talloin lauseen 5.6(a) nojalla kirjoitetaan
D,v(z) <oo, kunz e R"\(R"\B),
joten médritelmén 5.1 mukaan D,v(z) = oo, kun z € R\ B. Koska v(B) = 0, viite

seuraa. [

Kolmas esimerkki yhdistédéd absoluuttisen jatkuvuuden ja singularisuuden. Tehtava
loytyy useista kirjoista [7, s. 270][8, s. 120][9, s. 183][23, s. 100].

Esimerkki 5.14. Olkoot u ja v ovat Radon-mittoja joukossa R™. Jos v << pu ja
v L u, niin v on nollamitta eli v(A) = 0 jokaista A C R™ kohti.

Todistus. Singulaarisuuden nojalla on olemassa sellainen Borel-joukko B C R", ettéd
p(R™\ B) = v(B) = 0. Absoluuttisen jatkuvuuden nojalla myos v(R™\ B) = 0. Ol-
koon A C R". Koska v on Borel-mitta ja koska ulkomitta on monotoninen, saadaan

arvio
v(A)=v(ANB)+v(A\ B)
<v(B) +v(R"\ B)
=0+0=0. O
Radonin-Nikodymin lause esitetdén toisinaan muodossa, jossa integradin kerrotaan
olevan yksikasitteinen [7, s. 272-274][8, s. 121-123][9, s. 142-143][20, s. 39][23, s. 95].

Muun muassa Evans ja Gariepy osoittavat, ettd tdmé yksikésitteinen funktio on
derivaatta [10, s. 50][19, s. 369].

Lause 5.15 (Radonin-Nikodymin lause). Olkoot v ja i Radon-mittoja joukossa
R™. Jos v << p, niin

V(A) = /A Dy du

jokaista p-mitallista joukkoa A C R™ kohti.
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Todistus. Oletetaan, ettd pu(R™) < oo. Olkoon A p-mitallinen. Koska g on Borel-
sdannollinen, on olemassa sellainen Borel-joukko B, ettd A C B jaettd u(A) = u(B).
Télloin p-mitallisuuden nojalla p(B\ A) = 0, ja absoluuttisen jatkuvuuden nojalla
v(B\ A) = 0. Lauseen 3.4 kohtien (b) ja (c) perusteella joukko A on v-mitallinen.

Jos siis joukko on p-mitallinen, niin se on myos v-mitallinen. Asetetaan seuraavaksi
Z={zeR": Dw(x)=0} ja I={zeR": Dw(r)=occ}.

Lauseen 5.6 todistuksen nojalla p(7) = 0, jolloin v(I) = 0 absoluuttisen jatkuvuuden
oletuksesta. Liséksi I on p-mitallinen lauseen 3.4(c) nojalla. Apulauseen 5.3 nojalla
v(Z) < au(Z) jokaista a > 0 kohti, joten v(Z) = 0. Lauseiden 3.39(a) ja 5.6(b)

nojalla joukko Z on p-mitallinen.

Olkoot A p-mitallinen ja 1 <t < co. Méaritellddn jokaista kokonaislukua m kohti
Anp=An{z eR" : " < Dyw(z) <t™'}. (5.16)

Lauseen 3.39(a) nojalla yhtélon (5.16) oikean puolimmaisin joukko on p-mitallinen,
jolloin my6s A,, on p-mitallinen. Tamén todistuksen alun mukaan joukko A,, on
v-mitallinen. Poistetaan seuraavaksi joukosta A kaikki ne pisteet, jotka eivat kuu-
lu mihinkéén joukkoon A,,. Néitd pisteitd on kolmea eri tyyppid: D,v(z) = 0,
D,v(z) = ¢ ja Dyv(x) > D,v(x). Nyt siis

A\ U AnCZUIU{zeR": Dyw(z)>D,v(z)},
jolloin lauseen 5.6 todistusta ja oletusta v << p hyddyntéden saadaan arvio
v <A\ U Am> < V(Z)+V([)—|—V<{ZU eR" : D,v(x) > Quy(:x)}) = 0+04+0 = 0.

Joukon J~_ A, p-mitallisuuden nojalla

V(A)ZV(A\ G Am>+u(Am G Am>:u< G Am>

erill. > Apulause 5.3 e ]
all > v(dn) < ST p(Ay) =t > " u(Ay) gt/ D,vdu.
e m=-—00 m=—00 A

Viimeinen epayhtilo seuraa siitd, ettéd jako joukkoihin A, kattaa sen osan joukosta
A, joka on ei-nollamittainen, eli joukot A,, ja luvut t™ muodostavat erdén yksin-

kertaisten funktioiden lineaarikombinaation, joka arvioi funktiota D, alhaaltapéin.
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Vastaavasti saadaan

e Apulause 5.3 2 1 b 1
o) = 3 v ET S A =3 30 e (A = 7 [ D

m=—0oQ m=—0Q0 m=—0Q0

Talloin jokaista 1 < ¢ < oo kohti on voimassa

1
—/D#Vd,ugu(A)St/Duud,u.
U Ja A

Kun t — 1%, niin v(A4) = [, Dyvdp. O

Radonin-Nikodymin lauseesta selvida syy, miksi mitan derivaattaa kutsutaan myos
tiheydeksi. Kun mitallista joukkoa A integroidaan mitan p yli, lopputuloksena on
ikddn kuin joukon A r-massa. Derivaatta eli tiheys kuvastaa, miten tdmé r-massa

on jakautunut joukkoon R™ mitan g suhteen.

Lebesguen hajotelmalauseen avulla Radon-mitta v hajotetaan kahteen osaan, joilla
on tietyt ominaisuudet suhteessa Radon-mittaan p [7, s. 271][8, s. 121][10, s. 52].
Todistuksessa padstadn hyodyntamaén téaydellisyysaksioomaa 2.11. Voidaan jélleen
rajoittua kompakteihin joukkoihin tai vaihtoehtoisesti olettaa, ettd pu(R™) < oo ja
v(R") < oo.

Lause 5.17 (Lebesguen hajotelmalause). Olkoot v ja ;i Radon-mittoja joukossa
R™.

(a) Voidaan kirjoittaa

V = Vqc + Vs,

Jjossa Vge ja Vs ovat sellaisia Radon-mittoja joukossa R™, ettd v,, << p ja

ve L p.

(b) On voimassa

Dyw=Dyw, ja Dws=0 p-mk.,
joista seuraa, ettd
v(B) = / D,v du + vy(B)
B
jokaista Borel-joukkoa B C R™ kohti.

Todistus. (a) Maaritellddn
&= {B C R™ : B on Borel-joukko, pu(R"\ B) = O}.

Koska joukko {v(A4) : A € £} on alhaalta rajoitettu, silli on suurin alaraja. Vali-

taan sellainen joukkojono {By}3, C &, ettd
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1
< i — *.
v(By) < géfgu(B) +o,  jossa keZ

Asetetaan C' = (),—, By. De Morganin lain nojalla

n(R™\C) = p (U(R”\B;ﬁ) <> R\ By) =0,

joten C' € &, silla C' on my6s Borel-joukko. Téll6in

1
i < < < ——_— +
llgréfg v(B) <v(C) <wv(By) < géfg v(B) + ;o Jossa keZr,

joten

v(C) = };Iéfg”(B)' (5.18)

Maéritelladn v,. = vL.C ja vy = vLL(R™\ ), jotka ovat Radon-mittoja lauseen 3.28

nojalla. Joukon C' v-mitallisuuden nojalla
V(A) = Vao(A) + 15(A) = (Vae + 15)(A),  jokaista A C R" kohti.

Osoitetaan, ettd v,. << u. Ristiriitaa varten oletetaan, ettd on olemassa sellainen
Borel-joukko A : A C C, ettd u(A) = 0, mutta v(A) > 0. Koska C' € &, joukko-opin

nojalla saadaan arvio
p(R™\ (C\ A)) < u(R™\C) + u(A) =0+0=0,

joten C'\ A € £. Mutta télloin joukon A v-mitallisuuden nojalla
v(C)=v(CNA)+v(C\A) = v(C\A) =v(C)—-v(A) <v(C),

miké on ristiriita yhtélon (5.18) kanssa. Siispd v(A) = 0, jos u(A) = 0 jokaista
Borel-joukkoa A C C' kohti. Koska tdmé tulos on vain Borel-joukoille A : A C C,

absoluuttisen jatkuvuuden todistaminen vaatii lisétyoté.

Olkoon D C R”™ sellainen joukko, ettd p(D) = 0. Pitda osoittaa, ettd v,.(D) = 0.
Huomataan, ettd u(C N D) = 0. Olkoon € > 0. Lauseen 3.31(a) nojalla on olemassa
sellainen avoin joukko U : (C N D) C U, ettd u(U) < €. Joukko CNU C C on
Borel-joukko ja liséksi

cnDcCnUCU.

Toisin sanoen, pu(C NU) = 0. Talloin aiemman pédttelyn nojalla v(C N U) = 0 ja

monotonisuuden nojalla v(C' N D) = 0. Tamai tarkoittaa, ettd v,.(D) = 0.
Lopuksi todetaan, ettd u(R™\ C) = 0 ja v5(C) = 0, joten vs L p.
(b) Olkoon « > 0. Méaéritelldén

E={ze€C : Dy(z) > a}.
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Apulauseen 5.3 nojalla au(E) < v5(E) < 15(C) =0, joten D,vs = 0 p-m k., koska
u(E) = 0. Tillsin

D, = D,y + Dyvs = D,v,e p-mk.

Lauseen 5.15 nojalla jokaista Borel-joukkoa B C R™ kohti on voimassa

V(B) = vae(B) + vs(B) = /BD”yac dp+ vy(B) "2 /BDuydM +1,(B). O

Edellisen lauseen nojalla mééaritelldan termeja.

Maaritelma 5.19. Ulkomitta v,. on absoluuttisesti jatkuva osa ulkomitasta v

ulkomitan g suhteen, kun taas v on singulaarinen osa.

Diplomityon viimeiset kaksi alilukua perustuvat Radonin-Nikodymin lauseeseen 5.15,
jonka todistus taas perustui mitan derivaatan ominaisuuksiin. Lebesquen differen-
tiottuvuuslauseessa 5.23 mitan derivaatta esiintyy vield seikkaperéisesti, erityisesti

yhtélossa (5.24). Sen jélkeen sitd ei endd mainita.

5.2 Lebesgue-piste

Luvussa 5 on pohdittu tdhén asti vain yleisid Radon-mittoja. Nyt késittelyyn tulee
myo6s n-ulotteinen Lebesgue-mitta ja diplomityon lopulla se onkin ainoa tutkittava

mitta. Aliluvuissa 5.2 ja 5.3 tarkasteluun tulee mukaan integraalit.

Maéiritelmi 5.20 (Kuvauksen keskiarvo). Kuvauksen f keskiarvo joukossa

E ulkomitan p suhteen mééaritellaan

ﬁﬂmzjgzymu

jos 0 < pu(F) < oo ja integraali on méaritelty.

Mitallisen funktion integraali yli mitallisen joukon mé&érittdd uuden mitan. Seuraa-

vat kaksi apulausetta osoittavat tdmén.

Apulause 5.21. Olkoot (X, S, u) mitta-avaruus ja f, : X — [0,00] S-mitallisia
funktioita jokaista n € Z* kohti. Tdlloin

Aimmziénw.

Todistus. Sivuutetaan. Tulos seuraa monotonisen konvergenssin lauseesta ja inte-

graalin additiivisuudesta. [J
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Apulause 5.22. Olkoot (X, S, u) mitta-avaruus ja f : X — [0,00] S-mitallinen
funktio. Tdalloin kuvaus v : S — [0, 00|, joka madritelladn jokaista A € S kohti

V(A)Z/Xfoduz/Afdﬂ,

on mitta joukossa (X,S).

Todistus. Sivuutetaan. Todistus perustuu apulauseeseen 5.21 ja erillisten joukkojen

E;, jossa j € Z*, identiteettiin
XE1UEU-- = XE; + XE, T O

Lokaalisti integroituvien funktioiden joukko Li (R", u) tarkoittaa niitd funktioita
f, joiden integraali kompaktin joukon K C R" yli on &irellinen, kun integrandi on

|f|. Vastaavasti, jos joukko on LP (R™, p), niin integrandi on |f|P. [10, s. 24-20]

loc

Lause 5.23 (Lebesguen differentioituvuuslause). Olkoon p Radon-mitta jou-
kossa R" ja f € L (R™, pn). Tdlldin

loc

lim fdu=f(z) pmk zeR"
o0t B(z,r)

Todistus. Asetetaan Borel-joukolle B C R"

{(B) = /Bf+du-

Apulauseen 5.22 nojalla £ on mitta mitallisessa avaruudessa (R", B,). Laajennetaan

mitta ¢ ulkomitaksi koko joukkoon R"™ asettamalla mille tahansa joukolle A C R"
v (A) =inf {{(B) : AC B, B on Borel-joukko}.

Osoitetaan, ettd v on ulkomitta [20, s. 8]. Koska @ C &, saadaan v (@) < (@) =0
eli v7(@) = 0. Monotonisuus v*(A4) < v*(B), jos A C B, seuraa infimumin
madritysjoukosta, silld méaritysjoukkoa laajentamalla infimum voi vain viheta. Ol-
koon A C R". Télloin jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen Borel-joukko
C:ACC,etta

vH(A) <E(0) < v (A) +e.

Valitaan jono {Ax}32, C R”, jonka alkiot eivit vélttamétté ole erillisia. T&ll6in on
olemassa sellainen Borel-joukkojen jono { By}, ettd Ay C By ja {(By) < v (Ax)+ 5z,

jolloin
k=1 k=1 k=1 k=1
€Bn

Koska Borel-joukot By, eivit valttamatta ole erillisia [7, s. 43], saadaan arvio
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l/+ (U Ak> S g (U Bk) S Zf(Bk) < ZI/+(Ak) +6,
k=1 k=1 k=1

k=1

jonka mukaan v on ulkomitta.

Osoitetaan, ettd v on Radon-mitta. Olkoon K C R™ kompakti. Suljettuna joukko-

na K on Borel-joukko, joten
o) < 6K) = [ s [ fldu<oc.
K K

Tutkitaan Borel-sdannollisyytta. Olkoon A C R™ ja valitaan sellaiset Borel-joukot
B, AC Bk, etta
1
E(By) <vt(A)+ o jossa k € Z%,

jolloin A C N,2, By, € B,,. Epayhtils

5<ﬂ3k> < &(By) SV*(A)Jr%Sf(ﬂBk) +%

k=1
on voimassa jokaista k € Z* kohti. Leikkausjoukko (), By on sopiva Borel-sd&n-
nollisyyden 3.26(b) toiseen ehtoon, silld v1(A) = &((No—; Bx) = v (e, Bk). Pe-
rustellaan, ettd Caratheodoryn ehdon 3.23 mukaan v* on Borel-mitta. Sellaiset
joukot A, B C R", joille dist(A, B) > 0, voidaan peittdé erillisilla Borel-joukoilla
Ci : A C CyjaCy, : B C (s ja lisiksi on olemassa sellainen Borel-joukko
D :AUB C D, ettd vT(AU B) = v (D) = £(D). Ulkomitan v* subadditiivi-

suuden nojalla riittda osoittaa, etté
vH(A) +vH(B) < E(CND) +£(CoN D) = £((CLUC,) N D) < (D) = vt (AUB).

Nyt v* on Borel-sdénnéllinen ja lopulta Radon-mitta mééritelmén 3.26(c) mukaan.
Osoitetaan, ettd vt << p. Olkoon A C R™ sellainen joukko, ettd u(A) = 0. Koska
on Borel-sddnnollinen, on olemassa sellainen Borel-joukko B : A C B, etti u(B) = 0.
Nyt

zeB

vHA) < ¢(B) = [ 1 du < plB)sup (@) =0,
B
joten v << u. Lauseen 5.15 nojalla jokaista p-mitallista joukkoa A C R™ kohti

zﬂm:A%ﬁw. (5.24)

Todistuksen lopputarkastelun ideana on osoittaa, ettd D, vt = f+ p-m.k. Mitta £
médriteltiin vain Borel-joukoille, miké aiheuttaa lisétyoté, koska p-mitallinen joukko
A ei vilttamdttd ole Borel-joukko. Koska g on Borel-sdannollinen, on olemassa sel-
lainen Borel-joukko B : A C B, ettéd u(A) = p(B). Voidaan olettaa, ettd u(A) < oo,

koska Radon-mitan ominaisuuksien nojalla voitaisiin rajoittua kompakteihin jouk-
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koihin ja tutkia joukkoa
A —

(@

(ANB(0,k)).

k=1

Joukon A p-mitallisuuden ja darellisten mittojen nojalla

u(B) =p(BNA)+u(B\A) = p(B\A)=0.
—_——
=p(A)
Aiemman todistuksen mukaan v << p, joten v (B\ A) = 0. Lauseen 3.4(c) no-
jalla joukko B\ A on v*-mitallinen. T&llin
vi(B)=vT(BN(B\A))+v"(B\(B\A)
=vH(B\A) +vH(A) =vt(A).

Nyt jokaista p-mitallista joukkoa A C R™ kohti
) =B =¢B) = [ prau= [ s [ prau= [
B A B\ A A
joten yhtélon (5.24) nojalla
v(A) —/D#I/J“du—/erd,u.
A A

Talloin D,vt = f* p-m.k., silld mitallinen joukko A C R" voi olla miké tahansa. Ta-
pauksessa v~ médritellién £(B) = [, f~ du. Koska f = f*— f~, niin yp-m k. z € R”

g f o=y (st b B - @)

B(z,r)

"2 D (@) = D (@)

= fT@)—f(@)=f(x). O

Lause 5.23 tarkoittaa, etté lokaalisti integroituvan funktion arvo on Radon-mitan
it suhteen melkein kaikilla x € R™ funktion infinitesimaalinen keskiarvo. Tulos on
melko yllattava, koska funktiosta oletetaan vain lokaali integroituvuus. Kuitenkin
hyvin pienen pallon sisélla funktion arvo on keskiméérin sama kuin funktion arvo
pallon keskipisteessi. Seuraava lause yleistéad lausetta 5.23, silla kiinnitetylle pisteel-

le z € R" kirjoitetaan keskiarvot huomioiden

lim fdu=f(z) < lim ][ (f = f(z))du =0,

—0 — —0 —
naas B(z,r) naes B(z,r)

ja arvioidaan f — f(z) < |f — f(x)]. Axler esittdd lauseen 5.25 yksiulotteisena ja
osoittaa sen avulla lauseen 5.23 todeksi [7, s. 108-109, 201].

Lause 5.25. Olkoon p Radon-mitta joukossa R™. Jos f € Lt (R™ pu), 1 < p < oo,

loc
nimn
lim If = f@)Pdp=0 pmk zeR".

—0 —
" B
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Todistus. Olkoon {r;}5°; numeroituva ja tihed osajoukko joukolle R. Huomataan,
etta

0<|f =ril? < (If1+ Ira)” < @max{|f], [ri[})" <27 (IfP + |r:lP) . (5.26)

joten jokaista kompaktia joukkoa K C R™ ja i € Z* kohti on voimassa

[ir-rpan<e [ifrause [ <o
K K K

Nyt |f —ri|P € LL.(R™, i) ja lauseen 5.23 nojalla jokaista i € Z* kohti on voimassa,
etta

fim \f—rilPdp=|f(x) —r”  pmk 2z eR" (5.27)
(e B(z,r)

Koska yhtélo (5.27) on voimassa p-m.k., on olemassa mitallinen joukko A C R, jolle
1(A) =0 ja (5.27) on voimassa jokaista z € R™\ A kohti. Olkoot siis z € R"\ A ja
e > 0. Yhtélon (5.27) nojalla |f| < oo eli f(x) € R. Tarkastellaan avointa valia

1/p 1/p
(760 = S )+ )

Valitaan jonosta {r;}3°, sellainen alkio r;, etté

gl/p £
|f(z) —ri|P < TR

Samalla tavoin kuin epéyhtéloketjussa (5.26) paatellaén, etté

r—0+

nmsup][ |f—f(fv)|pdu32pllimsup][ f =75l dp
r—0+ B(z,r) Bl(a,r)

(@) —myl” du]
—_——

) vakio

;
rimap
(5.27) o 1
=0 op [|f(x) rjlp+hfri§$p (u(E(iﬂﬂ”))
— 2 [|f () — 1yl + (@) — 1y

< €.

|f () = rjlpu@(w)))]

Koska arvio on voimassa jokaista € > 0 kohti ja p-m.k. x € R", véite on todistettu,

silld lim inf < lim sup. [

Lauseen 5.25 toisenlainen todistus [23, s. 123-125] perustuu funktion f € L{ . hajo-
telmaan, jossa ensimmaéinen osa on rajoitettu ja jatkuva, ja toinen osa on rajoitettu
L'-normilla. Lopputodistus perustuu jatkuvuuteen, Markovin epdyhtdiléon ja Vita-

lin peitelauseeseen. Mééritelldén edellisen lauseen nojalla Lebesgue-piste [8, s. 138].
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Maéiritelmi 5.28 (Lebesgue-piste). Jos piste z € R™ toteuttaa lauseen 5.25

yhtélon, niin x on funktion f Lebesgue-piste ulkomitan u suhteen.

Lauseen 5.25 nojalla melkein kaikki joukon R™ pisteet ovat Lebesgue-pisteita. Funk-
tiosta tarvitsee olettaa vain lokaalinen p-integroituvuus, jolloin sen arvot ovat hyvin
pienessa pallossa keskiméérin yhtasuuria kuin keskipisteessé. Paatellaan, etté lokaa-
listi integroituvat funktiot ovat paédsdantoisesti hyvin kayttdaytyvia funktioita. Jos

késitellddn Lebesgue-mittaa, niin vahvempi tulos on voimassa.

Lause 5.29. Olkoon f € L! (R™ L"), jossa 1 < p < oo. Tdlldin

loc

_lim |f — f(x)PdL" =0  L"-m.k. xR,

jossa raja-arvo mddritetddn suljetuista palloista B, jotka sisdltdvit pisteen x ja joille
diam(B) — 0+.

Todistus. Erona edelliseen on, ettd pallojen keskipisteen ei tarvitse olla x. Palaute-
taan mieleen, ettd Lebesgue-mitta £ on Radon-mitta. Merkitéin dj, = diam(By},).

Olkoon {B;}2, jono sellaisia suljettuja palloja, etti # € By, jokaista k € Z* kohti
ja dj, — 0+, kun k — oo. Koska jokaista y, 2 € Bj, kohti on voimassa

Iz = yll < di,

saadaan arvio ||z — y|| < dj. Téllsin By, C B(x,dx) ja Lebesgue-mitan ominaisuuk-
sien nojalla [7, s. 140, 144][23, s. 89] lasketaan
1 1 1 2" 2"

By L0 (%B0,1)) (L) 0 (B(0,1) £ (B0, 1)) £ (Blz,dy))’

][ |f = f(x )Ipd£”<2"][ If — f(x)[PdLr.
By,

B(z,dy)

Kun k& — o0, niin lauseen 5.25 nojalla £"-m.k. x € R™ on voimassa

11m][ = f@Pder <2 lim ][ f— f(@)lPdL = 0. O
B(z,dy,)

Téarkeéd seuraus lauseesta 5.23 johdattelee késitteeseen tiheyspiste. Lebesquen tiheys-

lauseen todistus perustuu karakteristisen funktion ominaisuuksiin [7, s. 113].
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Lause 5.30 (Lebesguen tiheyslause). Olkoon E C R"™ L™-mitallinen. Tdlloin

L(B(z,r)NE)

im — =1 L'-mk xcF
r—=0+  Ln (B(x, r))

" oLr (E(:p, r) N E)
lim —
r—0+ L7 (B(:z;, 7’))

=0 L"-mk zeR"\E.

Todistus. Kuvaus y g on L"-mitallinen, sillda £ on £"-mitallinen. Koska £™ on Radon-
mitta ja xyg € Li (R", L"), lauseen 5.23 nojalla L"-m.k. z € R"

loc

lim xepdL" = xe(z).
o0t B(x,r)

Huomataan, etta

f

misté véaite seuraa. U

AL — 1 / B 4L = L (B(z,r)NE)
XE - rn (E(l’, T’)) . XB(:p,r)ﬁE - [n (E(fﬂ, T')) )

1‘7”‘)

Edellisen lauseen oletuksena oli, ettd joukko E on L£L"-mitallinen. Sen avulla voitai-
siin todistaa Steinhausin lause 5.34 [19, s. 85][20, s. 43]. Valitaan kuitenkin toinen

ldhestymistapa.

Apulause 5.31. Jos K C R" on sellainen kompakti joukko, etti L"(K) > 0, niin
Joukko {x —y : x,y € K} sisdltid avoimen pallon B(0,0) jollakin § > 0.

Todistus. Todistus on lahteesté [35]. Radon-mitan ominaisuuden ja oletuksen nojalla
0 < L"(K) < o0, joten lauseen 3.31(a) mukaan on olemassa sellainen avoin joukko
UCR" ettda K CU ja

LMU) < 2L"(K). (5.32)

Téssé on siis valittu e = L"(K) > 0 infimumin e-karakterisointiin. Joukko R™\ U on
suljettu eli R"\ U = W Valitaan = € K. Télloin x ¢ R™\ U, joten apulauseen
3.22 nojalla

dist(z, R*\ U) > 0.

Koska tdmé on voimassa jokaista x € K kohti, dist(K,R"\ U) > 0. Osoitetaan, etté
jos y € R" ja ||y|| < dist(K,R™\ U), niin K +y C U. Ristiriitaa varten oletetaan,

ettéd eraalle alkiolle z € K olisi voimassa
z+yeR"\U ja dist(K,R"\U) <|[z—(z+») = llyll.

miké on ristiriita. Nyt siis sekd K +y C U ja K C U, joten (K +y)U K C U. Jos
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joukot K +y ja K ovat erillisid, niin Lebesgue-mitan siirtoinvarianttiuden [7, s. 144]

nojalla
L£U) > E”((K+ y) U K) =LK +y)+ LK) =2L"(K),

miké on ristiriita epdyhtilon (5.32) kanssa. Nyt leikkausjoukko (K + y) N K on

epatyhja. Téssd vaiheessa tiedetéddn, etté
jos y € B(0,dist(K,R*"\U)), niin (K+y)NK #o. (5.33)

Valitaan § = w > 0. Talloin jos v € B(0, §), niin seurauksen (5.33) mukaan
on olemassa sellainen w € R”, ettd w € K +v ja w € K. Edelleen, on olemassa
sellaiset ki, ko € K, ettd w = ki1 + v ja w = ky. Talloin

U:kQ_kla

jotenv e {x—y :x,ye K}. O

Edellisen apulauseen ja Steinhausin lauseen todistukset perustuvat Hans Rademac-
herin kirjaan vuodelta 1921 [19, s. 85, 472]. Lauseiden ero on vain siiné, mité joukos-
ta oletetaan: ensimméisessé kyse on kompaktista joukosta, kun taas toisessa kyse

on L"-mitallisesta joukosta.

Lause 5.34 (Steinhausin lause). Jos A C R"™ on sellainen L™-mitallinen joukko,
etti L"(A) > 0, niin joukko {v —y : x,y € A} sisdltid avoimen pallon B(0, )
jollakin 6 > 0.

Todistus. Todistus on léhteesta [35]. Joukko R™ voidaan ilmaista avoimien pallojen
yhdisteend R™ = J;—, B(0, k). Télloin

A:AmDBmk [jAmBOk

k=1
joten médritelmén 3.1 ja oletuksen nojalla 0 < L£"(A) < Y77 L"(A N B(0,k)).
Koska epénegatiivisten termien summa on positiivinen, on olemassa sellainen luku

M € Z*, ettd
LM (AN B(0,M)) > 0.

Asetetaan F' = AN B(0, M). Talléin monotonisuuden nojalla £*(F') < oo ja liséksi
F on L™-mitallinen kahden mitallisen joukon leikkauksena. Lauseen 3.31(b) nojalla

on olemassa sellainen kompakti joukko K : K C F, etta

0< ﬁn;F) < L"(K).
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Téssé on siis valittu e = EnT(F) > (0 supremumin e-karakterisointiin. Apulauseen 5.31

nojalla on olemassa sellainen § > 0, etté
KCFCA

B0,))c{r—y:z,ye K} C {x—y:zyecA}. O

Tiheyspisteen madritelmé muistuttaa lausetta 5.30, mutta joukolle F ja pisteelle x

ei ole ehtoja. Bogachev méiérittelee tiheyspisteen mitalliselle joukolle [19, s. 366].

Madritelmé 5.35 (Tiheyspiste). Olkoon E C R". Piste x € R" on joukon

E 1-tiheyspiste, jos -
L(B(z,r)NE)

50 Lr (E(I, T))

Piste x € R™ on joukon E 0-tiheyspiste, jos

L"(B(z,r)NE)

li — =0.
50 L (B(x, 7"))

Metrisisséd avaruuksissa joukon A piste x on sisdpiste, jos on olemassa sellainen

positiivinen luku r > 0, etta

B(z,r) C A.

Koska euklidinen normi méérittelee metriikan joukossa R™, késitelladn euklidista
normia. Tutkitaan madritelmad 5.35. Jos séteen r pienentyessé tulee vastaan tilan-
ne, jolloin pallo B(z,r) sisiltyy tdysin joukkoon E, osamiiristd tulee 1. Talloin
piste z on 1-tiheyspiste ja sisdpisteen késite samaistuu euklidiseen sisépisteeseen,
silld suljetun pallon sisélld on aina avoin pallo. Joukko 1-tiheyspisteistd on joukon
E mittateoreettinen sisus. Lauseen 5.30 nojalla melkein kaikki £"-mitallisen jou-
kon pisteet ovat 1-tiheyspisteitéd. Vastaavasti joukko 0-tiheyspisteistéd on joukon F
mattateoreettinen ulkopuoli. Mittateoreettisen reunan madrittely ylittda diplomityon
laajuuden [10, s. 235]. [19, s. 366]

Msiéritelmé 5.36 (Tésmillinen edustaja). Olkoon f € Ll (R", £™). T&llsin

lim ][ fdL™, jos raja-arvo on olemassa,
f*(27> = 0t B(z,r)
0, muulloin

on funktion f tdsmdllinen edustaja.

Miédritelmén 5.36 motiivi on joukon Li (R™, L") alkioiden eli funktioiden samaista-

minen. Jos siis f,g € L{_(R", L") ovat sellaisia funktioita, ettd f = g £"-m.k., niin
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lauseen 5.23 nojalla

711_13%5r M fdL" = f(z) = g(z) = 7"1—1>Igl-‘r - gdl L"-m.k. xeR",
B(z,r) B(z,r)

ja nollamittaisessa joukossa arvo on méaritelty nollaksi, mutta myos muu reaaliluku
kavisi. Talloin jokaista x € R™ kohti on f* = ¢g*. Mééaritelmén 5.36 raja-arvo voi

olla olemassa, vaikka x ei olisikaan Lebesgue-piste [10, s. 241].

5.3 Approksimatiivinen raja-arvo ja jatkuvuus

Kasite approksimatiivinen kumpuaa nollamittaisuudesta. Luvussa perehdytaén ana-

lyysin peruskésitteisiin raja-arvo ja jatkuvuus uudesta ndkékulmasta.

Mairitelmé 5.37 (Approksimatiivinen raja-arvo). Olkoon f vektoriar-
voinen kuvaus f : R™ — R™. Jos jokaista ¢ > 0 kohti
LM(B(z,r)N{z eR" : ||f(z) —l]| > €})

lim =0,

r—0+ L (F(m, 7“))

niin piste [ € R™ on kuvauksen f approksimatiivinen raja-arvo, kun y — x.

Merkitaan

ap lim f(y) = 1.

Yy—x

Tarkastellaan méaritelmaa 5.37 tarkemmin. Kun y — x, niin pisteet y kuuluvat
aina pienempiin ja pienempiin suljettuihin palloihin B(z,r). Kun ¢ on kiinnitetty,
niin joukko A = {z € R™ : ||f(z) — || > €} on ne pisteet joukosta R", jotka
kuvautuvat joukossa R™ wvdhintddin etaisyydelle e pisteestd [. Approksimatiivinen

raja-arvo tarkoittaa siis, ettd on olemassa sellainen R > 0, ettd joukon

B(z,r)NA, kun0<r <R,

Lebesgue-mitta saadaan miten pieneksi tahansa. Kun sidde r ldhestyy nollaa, niin
niiden alkioiden joukko, jotka ovat suljetussa pallossa B(z,7) ja jotka kuvautuvat
vahintdén etdisyydelle € pisteestd [, on kiytdnnossa nollamittainen. Erikoistapauk-
sena on tilanne, jossa joukot A ja B(x,r) ovat erillisié tai jos leikkausjoukossa on
numeroituva madra pisteitd. Talloinhédn Lebesgue-mitta on nolla. Lopuksi huoma-

taan, ettd médritelmén 5.37 toteutuessa piste z € R™ on 0-tiheyspiste joukolle
{zeR" : |f(z) =l =}

jokaista e kohti, madritelman 5.35 mukaan.
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Lause 5.38. Jos kuvauksella f : R" — R™ on approksimatiivinen raja-arvo, niin

se on yksikdsitteinen.

Todistus. Viitetddn vastoin, ettd approksimatiivinen raja-arvo ei ole yksikésitteinen.

Télloin on olemassa sellaiset, erilliset pisteet [, k € R™, etté

£”(§(a7,7“) N{zeR": ||f(z) =1 > 5})

lim T BE) =0 (5.39)
ja
) E"(E(az,r)ﬂ{zeR” N f(z) =Kl 25}) B
lim ) =0 (5.40)

||
3

Kolmioepéayhtélon nojalla huomataan, etté

jokaista e > 0 kohti. Asetetaan ¢ = | > 0. Olkoon y € B(z,r), missid r > 0.

3e = [l =Kl < \FCw) = U+ 117 Cy) = kIl

joten apulauseen 4.21 nojalla vihintdéan toinen termeisté || f(y) — || ja ||f(y) — k||
on 32—5 Talloin
B(x,r) C{z €R" : ||f(z) —I|| >} U{z € R" : ||f(2) — k|| > €}. (5.41)

Kun yhtilén (5.41) oikea puoli leikataan joukolla B(x,r), piiadytiin arvioon

L(B(z,r)) < L"(B(z,r)N{z € R" : || f(z) = || > &})
+ L"(B(z,r)n{z e R" : ||f(z) — k| > ¢}).

Jaetaan epéyhtils luvulla £"(B(z,r)) > 0 ja tarkastellaan tilannetta r — 0+.
Huomataan, ettd ehdot (5.39) ja (5.40) eivdt voi toteutua samaan aikaan. Koska

vastaviite johtaa ristiriitaan, on alkuperéinen véaite tosi. [J

Jos méadritelmin 5.37 funktiolla f on tavanomainen raja-arvo [ € R™ pisteessé
x € R" niin [ on my6s approksimatiivinen raja-arvo. Tavanomaisen raja-arvon

nojalla jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen R > 0, etté
{zeR": |z—z| <R} Cc{zeR": |f(z) ]| <e}.

Valitaan vield tasmillisyyden takia suljettu pallo B(x, 12—%) Talloin méaritelmén 5.37

osoittaja on nolla jokaista r: 0 <r < g kohti.

Kadnteinen tulos ei ole voimassa eli approksimatiivisen raja-arvon olemassaolosta
el seuraa raja-arvon olemassaoloa. Maérittelemélld sopivasti sellainen numeroituva

pistejono, joka suppenee pisteeseen x, riittdéd vastaesimerkiksi e-ehdolle.
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Maéiritelmé 5.42 (Approksimatiivinen yli- ja alaraja-arvo). Olkoon f

reaaliarvoinen kuvaus f : R" — R.

(a) Funktion f approksimatiivinen yliraja-arvo I, kun y — x, méaaritellaan

[ = inf {t cR: lim £”(§(x,r) i {Z_e R : f(z) > t}) = 0} )
0+ L£r(B(z,r))

Talloin merkitaan

aplim sup f(y) = .

Yy—x

(b) Funktion f approksimatiivinen alaraja-arvo [, kun y — x, méaritellaan

B o LM(B(z,r)N{z € R" : f(z) <t}) _
[ = sup {t R : lim G _o}.

Talloin merkitaan

aplim inf f(y) = [.

Yy—x

Maalijoukko on méaritelméassé 5.42 siis reaalilukujen joukko. Tutkitaan kohtaa (a).
Kun x € R" on kiinnitetty, oleellisinta on katsoa, mit# tapahtuu pallojen B(z,7)
siséllda. Tarkoituksena on etsié sellaisia lukuja ¢t € R, ettd jollakin R > 0 niiden al-
kioiden joukko, jotka ovat pallon B(x, R) sisilld ja jotka kuvautuvat suuremmaksi
kuin ¢, on kaytédnnosséd nollamittainen. Jos téllainen ¢ l6ydetdén, niin seuraavak-
si riittdda tutkia pienempiéd lukuja kuin ¢, koska etsitédén alarajaa. Toisaalta, jos ¢

pienenee rajatta, niin joukko
{z€R" : f(z) >t}

ldhestyy joukkoa R™. Télloin ehdon

. L (E(x,r) N{zeR": f(z) > t})

50+ L (B(z,r)) =0

tarkastaminen muuttuu vaikeammaksi. Adritapauksessa osamééri on identtisesti 1
jollakin t’ € R.

Lause 5.43. Jos kuvauksen f : R™ — R approksimatiivinen yli- ja alaraja-arvo

ovat yhtisuuret, niin kuvauksella f on myds approksimatiivinen raja-arvo. Tdlloin

ap lim f(y) = aplim sup f(y) = ap lim inf f (y)-

y—z y—x
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Todistus. Olkoon ¢ > 0. Merkitdan [ = aplim sup,_,, f(y) = aplim inf,,, f(y).

Maaritelmén 5.42 nojalla on olemassa sellaiset £, %5 € R, ettd
€ , €
l§t1<l+§ ja l—§<t2§l,

joille on voimassa

Lr(B(z,r)N{z €R" : f(2) >t})

rl_i}I(I)l+ £ (B(e.1) =0 (5.44)
ja _
i Lr(B(z,r)N{z €eR" : f(z) < ta}) 0 (5.45)

r—0+ Ln (E(x, r))
Huomataan, ettd {z € R" : f(z) > [+ 5} C {z € R* : f(z) > ti}, joten

monotonisuuden nojalla yhtélo (5.44) on voimassa, jos luku ¢; korvataan luvulla
I + 5. Yhtél (5.45) muokataan vastaavasti. Ennen mééritelméan 5.37 kéyttamista

sievennetdin joukkoa

B(z,r)N{z : |f(z) =] > €}
Blx,r)N{z : f(z) —1>¢ tai f(z)—1< —¢}
= (B(z,r)N{z : f(z) = l+e})U(Blz,r)n{z: f(z) <l—¢}).

Nyt monotonisuuden ja yhtéléjen (5.44) ja (5.45) nojalla

E”(E(m,r)ﬂ{z S f(z) =1 > 5})

lim

r—0+ Ln (F(l’, ,{,))
< lim _E”(E(x,r) ﬂ{i  f(z) 21 +¢}) + L (B(x,r) ﬂ{ii flz) <1 —8})]
04+ i ﬁn(B(I,T‘)) £n<B(l‘,T))
i | £ BENN G f@) 25 L BEn0 L JE) <1 §}>]
= 50+ I Ln(B(x,r)) En(B(l.7r))
=0+0=0.

Maéritelméan 5.37 nojalla ap lim,,, f(y) =1. O

Edellinen tulos osoittaa, ettd approksimatiivinen ylé- ja alaraja-arvo ovat jarkevésti
madritelty, koska vastaava tulos on voimassa tavanomaiselle raja-arvolle ja yla- ja

alaraja-arvolle.

Approksimatiivisen jatkuvuuden mééritelma 5.46 on yllatykseton. Bogachevin méé-
ritelmésséd kiytetddn approksimatiivisen raja-arvon 5.37 vaihtoehtoista muotoa eli
tutkitaan joukon {z € R" : || f(z) — || < €} 1-tiheyspistettd [19, s. 369).



84

Maéaritelmé 5.46 (Approksimatiivinen jatkuvuus). Kuvaus f : R — R™

on approksimatitvisesti jatkuva pisteessi x € R™, jos

ap lim f(y) = f(x).

Yy—x

Diplomityon viimeisen lauseen todistus perustuu Lusinin lauseeseen, joka esitetaan
usein integraaliteorian yhteydessé [7, s. 66][10, s. 21][22, s. 81-82]. Koska siihen ei
perehdytty, lauseen 5.47 yleisen tapauksen todistus sivuutetaan. Lause voidaan to-

distaa tdman hetkisilld tiedoilla, jos oletetaan lokaali integroituvuus.

Lause 5.47. Jos f : R® — R™ on L"-mitallinen, niin f on approksimatiivisesti

jatkuva L™-m.k.

Todistus. Sivuutetaan yleisessd tapauksessa [10, s. 58]. Olkoon ¢ > 0 ja x € R™.
Koska f on vektoriarvoinen, oletetaan, etti funktionormi || f|| € L. (R™, L") ja ettd

(euklidinen normi) ||f — f(z)|| > . Néilla oletuksilla arvioidaan

o> [ p-s@lacrz [ cde

B(z,r) B(z,r)
= E”(F(x,r))s > £”(§(x,r) N{zeR" : ||f(z) = f(z)] > 5})5.

Kun ep#yhtld jaetaan luvuilla £"(B(z,r)) ja €, piidytisn arvioon

BNz eR : fE) - @2 1
£ (Bla.r) =2 Jim

ja lauseen 5.25 nojalla oikean puolen piste on Lebesgue-piste £"-m.k. Télloin f on

If = flx)dL”,

approksimatiivisesti jatkuva L£"-m.k. Erityisesti, kuvaus f on approksimatiivisesti

jatkuva jokaisessa Lebesgue-pisteessd. [

Lauseen 5.47 tulosta on kuvailtu osuvasti, ettd "mitallinen funktio on kdytannossa
jatkuva kéytdnnossa jokaisessa pisteessd”[10, s. 58]. Myos kddnteinen tulos on voi-
massa. [10, s. 58][19, s. 369-370]

Maarittelemétta jai ainakin approksimatiivinen differentioituvuus ja approksimatii-
viset osittaisderivaatat [19, s. 373]. Ne ovat kuitenkin diplomityon ulottumattomissa.
Niita varten tulisi perehtyé ainakin Hausdorffin mittaan, lineaarisiin kuvauksiin ja
rajoitetusti heilahteleviin kuvauksiin. Lahdekirjallisuudesta jad mielikuva, ettd app-
roksimatiivisista seikoista on kirjoitettu melko vdhén. Sen sijaan mééritelméssa 5.35
esitetty tiheys, johon aliluvun 5.3 asiat liittyvét, lienee melko keskeinen késite. Siité
voisi kirjoittaa diplomityon.

Approksimatiivinen jatkuvuus ja differentioituvuus tulivat tunnetuksi Arnaud Den-
joyn ja Aleksandr Khinchin kautta 1910-luvun loppupuolella. Mitallisuuden voi il-
maista approksimatiivisen jatkuvuuden avulla. Téata asiaa tutki erityisesti Vyaches-
lav Stepanov 1920-luvulla. [19, s. 438]
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6. YHTEENVETO

Mitan derivaatta on olemassa &dérellisend melkein kaikkialla n-ulotteisessa euklidi-
sessa avaruudessa. Liséksi se on mitallinen kuvaus. Néiden tulosten todistukset pe-
rustuvat muun muassa rationaalilukujen ja Borel-joukkojen ominaisuuksiin seké Fa-
toun lemmaan. Rationaalilukujen erityisasema mittateoriassa perustuu niiden nu-
meroituvuuteen ja tiheyteen reaalilukujen joukossa. Numeroituvuus periytyy jouk-
kojen yhdistamisissé ja karteesisissa tuloissa. Mittateorian ehkéd maineikkain tulos
on rationaalilukujen nollamittaisuus Lebesgue-ulkomitan suhteen; toisaalta kahden
erisuuren reaaliluvun viélissd on aina rationaaliluku. Vaikuttaa siis silté, ettd ratio-

naalilukuja olisi melko paljon, mutta ei kuitenkaan riittdvan paljon.

Radonin-Nikodymin lauseessa yhdistyvét integraali mitan suhteen ja mitan deri-
vaatta. Sen todistuksessa huomataan, etté derivaatalla on tarpeelliset ominaisuudet:
sopivilla méarityksilld integraali mitan derivaatasta mitallisen joukon yli ja mitan
suhteen lahestyy tiettyéd arvoa rajaprosessissa. Mitan derivaattaa arvioidaan yksin-
kertaisilla funktioilla seké ylé- ettéd alapuolelta. Radonin-Nikodymin lausetta voisi
kuvata tilanteeksi, jossa n-ulotteisesta euklidisesta avaruudesta valitaan kappale ja

talle kappaleelle méaritetaan mittateoreettinen massa.

Lokaalisti integroituvat funktiot ovat melko tasaisia ldhes koko n-ulotteisessa eukli-
disessa avaruudessa Radon-mitan suhteen. Funktion arvot eivét siis heilahtele suu-
resti, kun ldht6joukko on pieni. Tulos perustuu osittain myos Radonin-Nikodymin
lauseeseen. Eréddné erikoistapauksena on Lebesguen tiheyspistelause, jonka avulla
maédritellddn yleisempi tiheys. Approksimatiivinen raja-arvo méérittelee tiheyden

avulla funktiolle raja-arvon, joka on voimassa melkein kaikkialla.

Lopuksi ehdotetaan aiheita kandidaatintutkielmiin ja diplomitoihin. Ne kumpuavat
luvuista 1-5. Ensimmaisiksi voisivat sopia Dedekindin leikkaukset ja laajennettu re-
aalilukujoukko, reaalilukujoukon peitelauseet ja kompaktius ja kokoelmien vertailu.
Kokoelmia ovat muuan muassa o-algebra, m-systeemi ja topologia. Jalkimmaisiksi
taas soveltuisivat Lebesguen tiheyspistelause ja mittateoreettinen tiheys, vektorimit-
tojen rajoitettu heilahtelu, Aleksandrovin lause, konveksisuus mittateoriassa, Tiho-
novin lauseen sovellukset, mitat karteesisissa tuloissa ja n-ulotteisen Lebesgue-mitan

tasmallinen maéarittely ja approksimatiivinen differentioituvuus .
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