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Tassa tutkielmassa késitellddn yhden ja usean muuttujan funktioiden dériarvoja seka
niiden ominaisuuksia. Esitetdiin eri menetelmid, joiden avulla voidaan 10ytda funk-
tion dériarvot ja tutkia niiden luonnetta. Tutkielman luvussa 2 kdydadan 1dapi maéri-
telmid, lauseita todistuksineen seké esimerkkejd yhden reaalimuuttujan funktioiden
paikallisille seki globaaleille ddriarvoille. Alaluvussa 2.1 annetaan méaaritelmét funk-
tion paikallisille ddriarvoille sekd funktion kriittiselle pisteelle, jonka avulla esite-
tddn, minkélaisissa pisteissd funktiolla voi esiintya dériarvoja. Esitetaan myos lauseet
ensimmadisen kertaluvun derivaatan testille ja toisen kertaluvun derivaatan testille,
joiden avulla muun muassa voidaan madrittdd funktion paikalliset dériarvot. Esite-
tddn lisdksi esimerkkejd alaluvussa annetuille mééritelmille ja lauseille. Alaluvussa
2.2 annetaan madritelmét paitepisteiden addriarvoille sekd globaaleille dériarvoille
ja esitetddn niitd tukevia esimerkkejd. Alaluvussa 2.3 esitetdédn lause yhden muuttu-
jan funktion ddriarvojen olemassaololle avoimilla vileilld, todistetaan se ja annetaan
lausetta havainnollistava esimerkki. Airiarvojen olemassaolon lauseen yhteydessi
hyodynnetdidn raja-arvon késitettd sekd yhden muuttujan funktion globaalin ddriar-
von madritelmaa.

Luvussa 3 kdydaan ldpi médritelmid ja lauseita usean reaalimuuttujan funktioiden
paikallisille ja globaaleille ddriarvoille seki esitetidéin madritelmd Hessen matriisille.
Esitetddn kisitteitd tukevia esimerkkejd, mutta rajoitetaan usean muuttujan funktioi-
den kisittely esimerkeissd ainoastaan kahden muuttujan funktioihin yksinkertaisuu-
den takia. Hyodynnetddn usean muuttujan funktioiden dériarvojen tutkinnassa funk-
tion gradienttia ja osittaisderivaattoja. Alaluvussa 3.1 annetaan mééritelméat usean
muuttujan funktioiden paikallisille ja globaaleille dériarvoille seké rajoitetulle jou-
kolle. Esitetdén lisdksi lause ddriarvokohdille, usean muuttujan funktion toisen ker-

taluvun derivaatan testin lause ja dériarvolause. Toisen kertaluvun derivaatan testin



avulla voidaan méérittdd funktion mahdolliset paikalliset ddriarvot ja satulapisteet.
Esitetddn myos niitd havainnollistavia esimerkkeji ja todistuksia lauseille. Alaluvus-
sa 3.2 esitetddn lause Hessen matriisille ja toisen kertaluvun derivaatan testi Hessen
muodolle. Lopuksi esitetdén esimerkki havainnollistamaan Hessen matriisia, jossa
hyddynnetdin toisen kertaluvun derivaatan testid sekid matriisilaskennan determinan-
tin madritelmaa 2 x 2 -matriisille. Esitetddn myos esimerkkiin liittyva kuvaaja, jolla

havainnollistetaan dériarvopisteiden tutkimista.

Avainsanat: dériarvo, paikallinen ddriarvo, globaali ddriarvo, kriittinen piste,

Hessen matriisi
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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa tarkastellaan yhden ja usean muuttujan funktioiden ddriarvoja
seka niiden ominaisuuksia. Monilla tieteenaloilla kuten taloustieteessa, tekniikan
aloilla ja luonnontieteissd on monien ongelmien kohdalla tirked maérittidd, kuinka
suuri tai pieni jokin tietty suure voi olla. Jos ongelma voidaan esittdd matemaattisessa
muodossa, se yleensd pelkistyy jonkin funktion suurimman tai pienimmén arvon
selvittimiseen. Tédssa tutkielmassa esitetddn, miten madrittad funktion ddriarvoja eri
tavoilla ja havainnollistetaan annettuja mairitelmia ja lauseita esimerkkien avulla.

Tutkielman luvussa 2 esitellaan madritelmié ja lauseita, joita kdytetdan yhden re-
aalimuuttujan funktion diriarvojen tutkimisessa. Aluksi annetaan maaritelmét funk-
tion paikalliselle ddriarvolle ja kriittiselle pisteelle, joita hydodyntéen esitetddn lauseet
ensimmaisen ja toisen kertaluvun derivaatan testeille. Tamén jdlkeen annetaan maé-
ritelmét funktion paitepisteiden ddriarvoille ja globaaleille ddriarvoille ja lopuksi
esitetdin lause funktion globaalien dédriarvojen olemassaololle avoimella vililld. Lu-
vun lopussa lukijalla on kisitys yhden muuttujan funktion dariarvojen tutkimisesta,
siitd, mikd on dédriarvo ja miten sitd voi hyodyntéa.

Tutkielman luvussa 3 esitellddn mairitelmid ja lauseita, joita kdytetddn usean
reaalimuuttujan funktion dédriarvojen tutkimisessa. Rajoitetaan luvussa olevien funk-
tioiden kasittely yksinkertaisuuden vuoksi vain kahden muuttujan funktioihin. Hyo-
dynnetiin tuloksissa funktion osittaisderivaattoja ja gradienttia. Annetaan madritel-
ma funktion paikallisille ja globaaleille ddriarvoille sekd rajoitetulle joukolle. Esi-
tetdan funktion ddriarvokohtia koskeva lause, toisen kertaluvun derivaatan testin
lause ja ddriarvolause. Ndiden jédlkeen lukijalla on késitys usean muuttujan funk-
tion dédriarvojen tutkimisesta ja miten niitd voidaan ratkaista. Lopuksi esitetdin vield
sovelluksena Hessen matriisi, jolla voidaan my®ds tutkia funktion dériarvoja.

Tutkielman lukijalta oletetaan analyysin perusteiden tai lukion pitkdn matema-
tiikkan tuntemusta, koska oletetaan, ettd lukija tuntee esimerkiksi jatkuvuuden, raja-
arvon ja derivaatan kasitteet entuudestaan. Tutkielmassa kiytetddn padldhdekirjoina
Saturnino L. Salaksen, Einar Hillen ja Garret J. Etgenin kirjaa Calculus: One and
Several Variables sekd Howard Antonin ja Chris Rorresin kirjaa Elementary Linear

Algebra: Application Version.



2 Funktion aariarvot

Luvussa 2 esitetidiin médritelmid ja lauseita, jotka ovat tarpeellisia funktion ddriar-
vojen tarkastelussa. Esitetddn médritelmét yhden muuttujan funktioiden paikallisille
ja globaaleille ddriarvoille seki esitetdan madritelmid tukevia esimerkkejé. Esitetddn
myos dédriarvojen olemassaoloa koskeva lause. (Vrt. [1, s. 237] ja [3, s. 212-228])
Kisitellddn luvussa 2 yhden reaalimuuttujan funktioita f: D(f) — R, jossa
D(f) € R. Nyt merkintd D( f) tarkoittaa funktion f miirittelyjoukkoa ja D( f) on

joukon R osajoukko.

2.1 Paikallinen aariarvo

Maaritelma 2.1 (Paikallinen dériarvo). Olkoon funktion f yhden muuttujan funktio
ja olkoon ¢ funktion méérittelyjoukon sisdinen piste. Funktiolla f on paikallinen

maksimi pisteessd c, jos on olemassa sellainen luku 6 > 0, ettad
f(c) = f(x) aina,kunx € (c —d,c+9).

Funktiolla f on paikallinen minimi pisteessi c, jos on olemassa sellainen luku 6 > 0,
ettd
f(c) £ f(x) aina,kunx € (¢ —d,c+9).

Funktion f paikallista maksimia ja paikallista minimid kutsutaan funktion f paikal-
lisiksi ddriarvoiksi.
Lause 2.1. Jos funktiolla f on paikallinen maksimi tai paikallinen minimi pisteessd

¢, tdlloin joko

f(c)=0 tai f'(c) eiole olemassa.

Todistus. Olkoon funktiolla f paikallinen dériarvo pisteessd c. Oletetaan, ettd f’(c)
on olemassa. Jos f’(c¢) > 0 tai f’(c) < 0, niin lauseen 4.1.2. [3, s.198] nojalla
jokaista lukua & > 0 kohti on olemassa sellaiset luvut x; ja x,, jotka kuuluvat vilille
(c—¢g,c+e),ettd

Jf(x1) < fle) < f(x2).
Talloin on mahdotonta, etti pisteessé c olisi olemassa funktion f paikallinen maksimi
tai minimi. Néin ollen, jos f’(¢) on olemassa, sen on oltava 0 tai f’(c) ei ole

olemassa. O



Lauseen 2.1 nojalla saadaan seuraava madritelma:

Miaritelmé 2.2 (Kriittinen piste). Funktion f maidirittelyjoukon D( f) pisteitd c,
joille pitee joko

f'(c)=0 tai f'(c) eiole olemassa,
kutsutaan funktion f kriittisiksi pisteiksi.

Esimerkki 2.1. Olkoon f(x) = 5 — x2. Nyt funktion f derivaatta on

f(x) = -2x

ja f” on olemassa kaikilla x € R, jolloin funktion f mahdolliset paikalliset dariarvo-
kohdat ovat derivaatan nollakohtia. Koska f’(x) = 0 ainoastaan pisteessd x = 0, niin
x = 0 on funktion f ainoa kriittinen piste. Nyt f(0) = 5 on paikallinen maksimi,

koska funktion f kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli. O
Esimerkki 2.2. Olkoon

—x—-1, kunx < -2
fx)=|x+2|+1=
X+ 3, kun x > 2.

Nyt funktion f derivaatta on

-1, kunx < =2
f'(x) = {eiole olemassa, kunx = -2
1, kun x > 2.

Derivaatta f’(x) ei ole koskaan 0 ja ainoa piste, jossa derivaattaa ei ole olemassa,
on x = —2. Siis piste x = —2 on funktion f ainoa kriittinen piste ja f(-2) = 1 on

paikallinen minimi. O

Esimerkki 2.3. Olkoon

1
fx) = T2
Funktion f médirittelyjoukko on (—o0,2) U (2, c0). Nyt funktion f derivaatta on
, 1
T

ja funktio f on jatkuva ja derivoituva midrittelyjoukossaan. Nyt f”(x) ei ole koskaan
0 ja timén vuoksi funktiolla ei ole kriittisid pisteitd. Piste x = 2 on ainoa piste, jossa
derivaattaa ei ole olemassa, mutta koska piste x = 2 ei kuulu funktion maarittely-
joukkoon, niin se ei ole funktion f kriittinen piste. Siis funktiolla ei ole kriittisid

pisteitd eikd paikallisia ddriarvoja. O



Huomautus. Se, ettd piste ¢ on funktion f kriittinen piste, ei takaa, ettd f(c) on

funktion f paikallinen diriarvo.

Esimerkki 2.4. Olkoon
flx) =x
ja funktion derivaatta on
f'(x) = 5x*.

Derivaatta saa arvon 0 pisteessd x = 0, mutta f(0) = O ei ole paikallinen ddriarvo,

silld funktio f on kaikkialla kasvava. |

Lause 2.2 (Ensimmdiisen kertaluvun derivaatan testi). Oletetaan, ettd piste ¢ on
funktion f kriittinen piste ja funktio f on jatkuva pisteessd c. Jos on olemassa

sellainen luku 6 > 0, ettd:

(1) f'(x) > Okaikilla x:n arvoilla avoimella vidlilld (¢ — 8, ¢) ja f'(x) < 0 kaikilla

x:n arvoilla avoimella viililld (c, ¢ + 6), niin f(c) on paikallinen maksimi,

(1) f’(x) < O kaikilla x:n arvoilla avoimella vdlilld (¢ — 6, ¢) ja f'(x) > 0 kaikilla

x:n arvoilla avoimella vililld (c, ¢ + 6), niin f(c) on paikallinen minimi,

(iii) f’(x) on pelkdstdidn positiivinen tai negatiivinen vileilld (¢ — 6, ¢) ja (¢, c+0),

niin f(c) ei ole paikallinen dcdriarvo.
Todistus. Lauseen 2.2 todistus on suora seuraus lauseesta 2.1.
(i) Funktio f kasvaa vililld (¢ — 6, c] ja vihenee vililla [c, ¢ + 0).
(i) Funktio f vdhenee vililld (¢ — 6, c] ja kasvaa vililld [c, ¢ + 0).

(iii) Jos f’(x) > 0 vileilld (¢ — 6, ¢) ja (¢, c + 0) ja f on jatkuva pisteessi ¢, niin
funktio f kasvaa vililld (¢ — ¢, c] seka vililld [c, ¢ + d). Taimén seurauksena
tassd tapauksessa funktio f kasvaa vililld (c—¢, c+6). Samanlainen argumentti
osoittaa, ettd jos f’(x) < 0 vililld (c — 8, ¢) sekd vililld (c, ¢ + ), niin funktio

f vihenee vililla (¢ — 8, ¢ + 0).

Esimerkki 2.5. Olkoon
f(x) =x* - 3x°



ja funktion f derivaatta
f(x) = 4x —9x? = x*(4x - 9).

Funktion ainoat kriittiset pisteet ovat x = 0 ja x = %. Derivaatta f’(x) vihenee

kriittisen pisteen x = 0 molemmin puolin, joten f(0) = 0 ei ole paikallinen &dariarvo.

Derivaatta f’(x) saa kriittisen pisteen x = % vasemmalla puolella negatiivisia ja
oikealla puolella positiivisia arvoja, joten f (%) = —% on paikallinen minimi. O

Lause 2.3 (Toisen kertaluvun derivaatan testi). Oletetaan, etti f'(c¢) = 0 ja ettd

f"(c) on olemassa.
(1) Jos f”(c) > 0, niin funktiolla f(x) on paikallinen minimi pisteessd c.
(i1) Jos f”(c) < 0, niin funktiolla f(x) on paikallinen maksimi pisteessd c.

Todistus. Osan (i) todistus l1oytyy [3, s.217]. Todistetaan osa (ii).

Koska f” on f’:n derivaatta, on olemassa sellainen luku ¢ > 0, etti jos
c—0<x1<c<xp<c+H+§6,
niin
J(x1) < f(e) < f(x2)
Koska f’(c¢) = 0, saadaan
f'(x) >0,kunx € (c-6,c) ja f'(x)<0,kunxe€ (c,c+9).
Lauseen 2.2 nojalla funktiolla f(x) on paikallinen maksimi pisteessi c. O

Esimerkki 2.6. Olkoon
f(x)=x>=3x2-9x +4
ja
fl(x)=3x—6x-9=3x*-2x-3) =3(x-3)(x + 1).
Tall6in
f"(x) = 6x —6.
Funktion f kriittiset pisteet ovat x = —1 ja x = 3, silld f/(x) = 0, kun x = -1
tai x = 3. Koska f”(-1) = =12 < 0ja f”(3) = 12 > 0, voidaan sanoa lauseen
2.3 nojalla, ettd f(—1) = 9 on paikallinen maksimi ja f(3) = —23 on paikallinen

minimi. O



2.2 Globaali aariarvo

Mairitelmi 2.3 (Pidtepisteen ddriarvo). Jos piste ¢ on funktion f maédrittelyjou-
kon péitepiste, niin sanotaan, ettd funktiolla f on vasemmanpuoleinen pdcitepisteen

maksimi pisteessd ¢, jos on olemassa sellainen luku 6 > 0, ettd
f(c) = f(x) aina,kunx € [c,c+9).

Jos piste ¢ on funktion f mdiirittelyjoukon péétepiste, niin sanotaan, ettd funktiolla
f on oikeanpuoleinen pdictepisteen maksimi pisteessi c, jos on olemassa sellainen
luku ¢ > 0, ettd

f(c) = f(x) aina,kunx € (¢ —,c].

Sanotaan, ettd funktiolla f on vasemmanpuoleinen pdictepisteen minimi pisteessi c,

jos on olemassa sellainen luku ¢ > 0, ettd
f(c) £ f(x) aina,kunx € [c,c+9).

Sanotaan, ettd funktiolla f on oikeanpuoleinen pddtepisteen minimi pisteessa c, jos

on olemassa sellainen luku 6 > 0, etta
f(c) < f(x) aina,kunx € (¢ —6,c].

Miiritelmai 2.4 (Globaali dédriarvo). Funktiolla f on globaali maksimi pisteessa d,
jos
f(d) = f(x) aina, kunx € D(f).

Funktiolla f on globaali minimi pisteessi d, jos
f(d) < f(x) aina, kunx € D(f).

Huomautus. Madritelmédssa 2.4 piste d kuuluu funktion f mairittelyjoukkoon ja se

voi olla joko miirittelyjoukon sisdinen piste tai pditepiste.

Lause 2.4 (Airiarvojen olemassaolo). Jos funktion f midicdrittelyjoukko D(f) on
suljettu ja rajoitettu vdli tai tdllaisten vdilien yhdiste ja jos funktio f on jatkuva mdid-
rittelyjoukossaan, niin funktiolla f on oltava olemassa globaali minimi ja globaali

maksimi.

Esimerkki 2.7. Miiriti funktion f(x) = 2x3 + 3x? — 12x kriittiset pisteet ja kaikki

adriarvot valilla [-3, 3].
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Ratkaisu. Koska f on jatkuva suljetulla vililla [-3, 3], tiedetédén, ettd funktiolla f
globaalit ddriarvot tdlla valilld. Etsitdan funktion kriittiset pisteet. Funktion f(x)

derivaatta
F(x)=6x2+6x—12=6(x*+x-2)=6(x— 1)(x +2).

Nyt f/(x) on méadritelty kaikilla x:n arvoilla vililld (-3, 3) ja f’(x) = 0, kunx = -2

tai x = 1, joten ndma ovat funktion kriittiset pisteet. Siis

£(=3) =2(=3)>+3(-3)*> - 12(-3) =9 piitepisteen minimi,

£(=2) =2(=2)> +3(=2)*> - 12(-2) =20 paikallinen maksimi,
fF(1) =2(1)° +3(1)> = 12(1) = =7  paikallinen minimi,
f(3) =2(3)° +3(3)% — 12(3) =45 piitepisteen maksimi.

Nyt f(3) = 45 on suurin maksimi, joten se on funktion globaali maksimi. Vastaavasti

f(1) = =7 on pienin minimi, joten se on funktion globaali minimi. O

Esimerkki 2.8. Mairita funktion kriittiset pisteet ja kaikki ddriarvot, kun

-2x, kun0O<x<1,
f(x)=9x-3, kunl <x <4,
5—-x, kund <x <7.
Ratkaisu. Koska f on jatkuva koko médrittelyjoukossaan, joka on suljettu vili [0, 7],

tiedetddn, ettd funktiolla on globaalit ddriarvot tilld vililld. Funktio on derivoituva

avoimella vililld (0, 7), paitsi pisteissd x = 1 jax = 4. Nyt funktion f(x) derivaatta
-2, kun0<x <1

ei ole olemassa, kunx =1

f(x)=11, kuinl <x <4

ei ole olemassa, kunx =4

-1, kun4 <x < 7.

Koska f’(x) ei ole olemassa pisteissd x = 1 jax = 4, ne ovat funktion kriittiset pisteet.

Funktiolla ei ole muita kriittisid pisteitd, silld f”(x) # O funktion méaérittelyjoukossa.

11



Siis
f(0) =0 péaitepisteen maksimi,
f(1) = -2 paikallinen minimi,
f(4) =1 paikallinen maksimi,
f(7) = -2 péitepisteen minimi.
Nyt f(4) = 1 on suurin maksimi, joten se on funktion globaali maksimi. Vastaavasti
f(1) = f(7) = =2 on pienin minimi, joten se on funktion globaali minimi. O
Esimerkki 2.9.
(a) Kun x — oo, niin my06s 4% > 0o, joten 4x* = 12x3 + 16x — 24 — .
(b) Kun x — —oo, niin my6s 9x3 — —oo, joten 9x> + 6x% + 33 — —oo. ]

Huomautus. Jos f(x) — oo, niin funktiolla ei voi olla globaalia maksimia, ja jos

f(x) — —oo, niin funktiolla ei voi olla globaalia minimi4.

Esimerkki 2.10. Madritd funktion kriittiset pisteet ja kaikki dédriarvot, kun
f(x) =3Vx —xvx.

Ratkaisu. Funktion midrittelyjoukko on [0, o). Derivoimista varten funktio voidaan
kirjoittaa muotoon
1 3
f(x)=3x2 —x2.
Nyt vililla (0, co) funktion derivaatta on

3 1 3
—X
2

1 3(x-1)
2 — —x2 = — .
2 2Vx

Koska f”(x) =0, kun x = 1, niin x = 1 on kriittinen piste. Siis

[ =

f(0) =0 péitepisteen minimi,

f(1)=3V1-1V1=2 paikallinen maksimi.
Koska f(x) = vx(3 —x) — —oo, kun x — oo, niin funktiolla ei ole olemassa
globaalia minimid. Koska funktio kasvaa vililla [0, 1] ja vdhenee vililld [2, o), niin

paikallinen maksimi on myos globaali maksimi, eli f(1) = 2 on funktion globaali

maksimi. o

Esimerkki 2.11. Mairitd funktion f(x) = sinx + cosx kriittiset pisteet ja kaikki

adriarvot valilla [0, 27].

12



Ratkaisu. Funktio on jatkuva vililld (0, 27), joten tiedetdidn, ettd se saa globaalit

aariarvonsa talld vililld, ja sen derivaatta on
f(x) = cosx —sinx.

Nyt f'(x) = 0, kun
CcOsSXx = sinx.
b : S5

Yhtélo toteutuu, kun x = 7 tai x = 3, joten ndma pisteet ovat funktion kriittiset

pisteet. Siis

f(0) =1 péadtepisteen minimi,

f (%) =V2 paikallinen maksimi,
5
f (Tﬂ) =—V2 paikallinen minimi,

f(2r) =1 paitepisteen maksimi.

Nyt f (%) = V2 on funktion globaali maksimi. Vastaavasti f (%’r) = —/2 on funktion

globaali minimi. O

2.3 Aadriarvojen olemassaolo

Lause 2.5 (Adriarvojen olemassaolo avoimilla vileilld). Jos funktio f on jatkuva

avoimella vidlilld (a, b) ja jos
lim f(x)=L ja lim f(x)=M,
x—a+ x—b—

niin seuraavat pddtelmdit pdtevdit:

(1) Jos f(u) > L ja f(u) > M jollekin pisteelle u vililld (a, b), niin funktiolla f

on globaali maksimi vdlilld (a, b).

(ii) Jos f(v) < L ja f(v) < M jollekin pisteelle v vdlilld (a, b), niin funktiolla f

on globaali minimi vdlilld (a, b).

Todistus. Todistetaan kohta (i). Olkoon piste u avoimella vililld (a, b) siten, ettd
f(u) > Lja f(u) > M. Nyt L ja M ovat joko direllisid lukuja tai —co. Koska

lim,_,,+ f(x) = L, on oltava olemassa sellainen piste x; vililld (a, u), ettd

f(x) < f(u), kuna <x <xj.

13



Vastaavasti on oltava olemassa sellainen piste x, vililla (u, b), ettd
f(x) < f(u), kunx; <x <b.

Siis f(x) < f(u) kaikissa pisteissa vililld (a, b), jotka eivit ole suljetulla ja dérel-
liselld osavililld [x;,x,]. Lauseen 2.4 nojalla funktiolla f, joka on jatkuva vililla
[x1,x2], on oltava globaali maksimi kyseiselld vililld pisteessd w. Koska u kuu-
luu vilille [x1,x2], on oltava f(w) > f(u), joten f(w) on funktion f(x) maksimi
kaikille vilin (a, b) pisteille.

Todistetaan osa (ii). Olkoon piste v avoimella vililld (a, b) siten, ettd f(v) < L
ja f(v) < M. Nyt L ja M ovat joko direllisid lukuja tai co. Koska lim,_,,4 f(x) = L

on oltava olemassa sellainen piste x; vililld (a, v), ettid
f(x)> f(v), kuna <x <xj.
Vastaavasti on oltava olemassa sellainen piste vililld (v, b), ettd
f(x) > f(v), kunx; <x<b.

Siis f(x) > f(v) kaikissa pisteissa vililld (a, b), jotka eivit ole suljetulla ja dérel-
liselld osavililld [x;,x,]. Lauseen 2.4 nojalla funktiolla f, joka on jatkuva vililla
[x1,x2], on oltava globaali minimi kyseiselld vililld pisteessd w. Koska v kuuluu
vilille [x1, x3], on oltava f(w) < f(v),joten f(w) on funktion f(x) minimi kaikille

vilin (a, b) pisteille. O

Esimerkki 2.12. Osoita, ettd funktiolla

F) =+ 20
X

on globaali minimi avoimella vililla (0, co).

Ratkaisu. Nyt selvisti

lim f(x) =co ja lim f(x) = oo.
x—0+ x—00

Koska f(1) = 17 < oo, lauseen 2.5 nojalla funktiolla f(x) on oltava olemassa
globaali minimi jossakin pisteessi avoimella vililld (0, co). Minimin selvittamiseksi
on tarkistettava funktion f(x) arvot kaikissa kriittisisséd pisteissd kyseisella valilla.

Nyt
f(x) =1 _i_g _ X216 (x+4(x-4)

x2 x2
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ja
f'(x) =0, kunx=—4taix=4.
Koska funktion f méérittelyjoukko on avoimella vililld (0, o), funktion ainoa kriit-

tinen piste on x = 4, missa funktiolla f(x) onarvo f(4) = 8, jonka on oltava funktion

globaali minimi valilla (0, o).

Kuva 2.1. Esimerkin 2.12 kuvaaja havainnollistaa funktion f(x) = x+ %

globaalin minimin pisteessd x = 4 avoimella vililld (0, co).

Esimerkki 2.13. Olkoon funktio f(x) = xe™. Btsi ja midritd funktion f kriittiset

pisteet sekd midritd raja-arvot limy—.c f(X).
Ratkaisu. Nyt funktion f derivaatta on
F(x) = e (1 - 2x%).

Derivaatta on 0, jos ja vain jos 1 — 2x?> = 0, koska e~ on aina positiivinen. Titen

kriittiset pisteet ovat + 5 Saadaan
f (ii) = iL.
V2 V2e
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Funktion f derivaatta f’ on positiivinen (tai negatiivinen), kun 1 —2x? on positiivinen
(tai negatiivinen).
Nyt
) 2 .1 X2
lim xe lim - Iim —|=0-0=0,

X"
X—+00 xX—+x00 X X—=+00 ex2

- lim, . ue™ = 0 lauseen 5 [1, s. 183] perusteella. Koska

% janegatiivinen pisteessi x = —%, funktiolla f
on oltava globaali maksimi ja minimi lauseen 2.5 nojalla. Namai ddriarvot voivat olla

L
V2e

koska limy_,.1e0 x2€™~

f(x) on positiivinen pisteessd x =

vain funktion f arvot sen kriittisissa pisteissi, joten globaali maksimi f (%) =

ja globaali minimi f (—%) =1

V2e
—1
05/ Globaali maksimi_
115 -1 05 0.5 1
Globaali minimi ~ 9°
-1

Kuva 2.2. Esimerkin 2.13 kuvaaja havainnollistaa funktion f(x) = xe ™

AL ay=—1L
X =15

globaalit ddriarvot pisteissd x =
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3 Usean muuttujan funktion aariarvot,

ja Hessen matriisi

Luvussa 3 esitetddn madritelmit usean muuttujan funktioiden paikallisille ja globaa-
leille dariarvoille sekd Hessen matriisille. (Vrt. [1, s. 744], [2, s. 429-435], [3, s.
903-915] ja [4]).

Luvussa 3 esitetyissd esimerkeissa kasitelldin vain kahden muuttujan funktioita
f(x,y), joille pitee: f: D(f) — R ja D(f) € R2. Nyt merkinti D(f) tarkoittaa
funktion f marittelyjoukkoa ja D( f) on joukon R? osajoukko.

3.1 Usean muuttujan funktion aariarvot

Mairitelmi 3.1. Olkoon f usean muuttujan funktio ja olkoon x( funktion méadritte-
lyjoukon sisdinen piste.

Funktiolla f on paikallinen maksimi pisteessa X, jos on olemassa sellainen luku
0 > 0, ettd

f(xg) = f(x) aina, kun ||x — xp|| < ¢

ja funktiolla f on paikallinen minimi pisteessa Xg, jos on olemassa sellainen luku
0 > 0, ettd

f(xg) < f(x) aina, kun ||x — x| < ¢.
Lause 3.1. Jos funktiolla f on paikallinen dcdriarvo pisteessd X, niin
Jjoko Vf(x0) =0 tai Vf(xg) eioleolemassa.

Todistus. Oletetaan, ettd funktiolla f on paikallinen ddriarvo pisteessd xo ja ettd
funktio on differentioituva pisteessi Xq (toisin sanoen V f(X() on olemassa). Osoi-
tetaan, ettd V f(xg) = 0. Olkoon xg = (x¢, yo). Tapaus, jossa on n muuttujaa, on
samankaltainen.

Koska funktiolla f on paikallinen #ddriarvo pisteessd (xg, yp), funktio g(x) =
f(x, yo) saa paikallisen dériarvon pisteessd xo. Koska funktio f on derivoituva pis-

teessd (xg, yo), funktio g on myos derivoituva pisteessi (xg, yo), joten

0
§'0x0) = 5L (x0,30) =0,
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Samankaltaisesti funktio 4(y) = f(xo, y) saa ddriarvon pisteessa yg, koska funktio A

on derivoituva pisteessi (xg, yg), joten
af
W (yo) = =, (X0:50) =0.
Yy
Gradientti V f(xg) = 0, koska molemmat osittaisderivaatat ovat 0. |

Huomautus. Lauseen 3.1 perusteella paikallinen dériarvo voi esiintya vain kriittisessi

pisteessd, mutta kriittinen piste ei ole vilttamittd ddriarvopiste.

Esimerkki 3.1. Olkoon f(x,y) = x?> +xy + y? + 3x + 1, jolloin saadaan
Vix,y) = 2x+y+3)i+ (x +2y)j.
Asetetaan V f(x, y) = 0, jotta voidaan etsid Kriittiset pisteet. Saadaan
2x+y+3=0 ja x+2y=0.

Ainoa yhteinen ratkaisu molempiin yhtiloihin on x = =2, y = 1. Piste (=2, 1) on siis
ainoa kriittinen piste. Verrataan funktion f arvoa pisteessi (-2, 1) funktion arvoon

pisteessd (=2 + h, 1 + k):

f(-2,1)=4-2+1-6+1=-2,
F(=2+h1+k)=(-2+h)>+(2+R)(1+k)+(1+k)>+3(-2+h)+1
=h*—4h+4+hk+h -2k -2+k*+2k+1—-6+3h+1

= h? + hk + k> = 2.

Nyt erotus
F(=2+h,1+k)— f(=2,1) = h* + hk + k>.

Osoitetaan erotuksen olevan yhté suuri tai suurempi kuin O tdydentamailla se nelioksi

ko k> 3k2 k\*  3k2
2 2 _ 12

= —_ —_— _ = — > .
h™+ hk + k h+2h2+4+4 (h 2)+4 >0
Siis f(=2+ h,1+ k) > f(-2,1) kaikilla A:n ja k:n arvoilla. Tdimdn seurauksena

funktiolla f on paikallinen minimi pisteessd (—2, 1), joka on arvoltaan —2. O

Lause 3.2 (Toisen kertaluvun derivaatan testi). Oletetaan, ettd funktiolla f on
Jatkuvat toisen kertaluvun osittaisderivaattat pisteen (xo, yo) ympdristossd ja ettd

V £ (x0, y0) = 0. Olkoon

Zf 2 2f
A = b 9 B = b b C = b
T2 (x0, y0) xdy (x0, y0) 972 (x0, y0)

ja muodostetaan diskriminantti D = AC — B.
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1. Jos D < 0, niin piste (xg, yo) on satulapiste.

2. Jos D > 0, niin funktiolla f on

paikallinen minimi pisteessd (xo, yo) jos A > 0,

paikallinen maksimi pisteessd (xo, yo) jos A <O.

Huomautus. Funktiolla ei ole dériarvoa satulapisteessa.

Esimerkki 3.2. Esimerkissd 3.1 selvitettiin, ettd piste (=2, 1) on funktion
f(x,y) :x2+xy+y2+3x+1

ainoa kriittinen piste. Nyt funktion f ensimmadiset osittaisderivaatat ovat

%:2x+y+3 ja %:x+2y
0x 0y

ja toiset osittaisderivaatat ovat vakiot

2 2 2
’f _, Of ., Pf_

— = = =2.
oxz2 7 oxdy T 0y?

Niinollen A =2, B=1jaC =2, joten D = AC — B> =4 —1 =3 > 0. Nyt myos

A > 0, joten lauseen 3.2 nojalla
f(-2,1)=4-24+1-6+1=-2
on funktion f paikallinen minimi. O

Mairitelmé 3.2 (Globaali maksimi ja globaali minimi). Olkoon funktio f usean
muuttujan funktio, jonka médrittelyjoukko on D( f).

Funktiolla f on globaali maksimi pisteessi X, jos
f(x0) > f(x) aina, kunx € D(f).
Funktiolla f on globaali minimi pisteessa Xg, jos
f(x0) < f(x) aina, kunx € D(f).

Lause 3.3. Funktiolla f(x,y) voi olla paikallinen tai globaali ddriarvo pisteessd
(a, b) mddrittelyjoukossaan vain, jos piste (a, b) toteuttaa jonkin seuraavista eh-

doista:
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(a) Piste (a, b) on funktion f kriittinen piste, eli joko

Vf(a,b) =0 tai Vf(a,b) eioleolemassa.

(b) Piste (a, b) on funktion f mddrittelyjoukon reunapiste.
Todistus. Lause seuraa suoraan lauseesta 3.1. O

Mairitelma 3.3 (Rajoitettu joukko). Joukko S on rajoitettu, jos on olemassa sellainen
luku R > 0, ettd

||| < R aina,kunx € §

Lause 3.4 (Airiarvolause). Jos funktio f on jatkuva suljetussa ja rajoitetussa jou-

kossa D C R", funktiolla f on oltava olemassa globaali maksimi ja globaali minimi.

Esimerkki 3.3. Olkoon funktio f(x, y) = x>+y>. Funktiolla f on olemassa kriittinen
piste pisteessi (0, 0), koska
Vf=2xi+2yj

ja molemmat gradientin osat ovat 0 pisteessi (0, 0). Siis

fx,y) >0=f(0,0) jos (x,y)# (0,0).

Tilloin funktiolla f on oltava globaali minimiarvo O pisteessa (0, 0). Jos funktion f

madrittelyjoukko ei ole rajoitettu, funktiolla f ei ole maksimiarvoa. O

Esimerkki 3.4. Etsi funktion f(x,y) = x> + y> — 2x — 2y + 4 globaalit #iriarvot
suljetulla kiekolla D = {(x,y) : x> + y*> < 9}.

Ratkaisu. Kiekko D on rajoitettu ja suljettu joukko ja funktio f, joka on jatkuva
kaikkialla, on jatkuva joukossa D. Tiedetdin lauseen 3.4 perusteella, ettd funktiolla
f on olemassa globaali minimi ja globaali maksimi joukossa D.

Etsitddn aluksi funktion kriittiset pisteet joukon D sisdlld. Nyt funktion f gra-

dientti on
Vf(x,y) = (2x =2)i+ (2y - 2)],

joka on madritelty kaikkialla. Gradientti on nolla, kun
2x-2=0 ja 2y-2=0.

Ainoa ratkaisu, joka toteuttaa molemmat yhtdlot, on x = 1 jay = 1. Piste (1, 1) on

siis ainoa, jossa funktion gradientti on O ja se on joukon D sisilla.
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Etsitddn dédriarvoja joukon D reunalta, joka voidaan parametrisoida yhtdloilla
x=3cost, y=3sint, 0<t<2m.
Funktion f arvot joukon reunalla saadaan funktiolla

F(1) = f(r(r)) =9cos’>t +9sin’t — 6cost — 6sins +4
=13—-6cost—6sint, kunO <t <2m.
Koska F on jatkuva funktio rajoitetussa ja suljetussa joukossa, silld on olemassa
globaali maksimi ja globaali minimi. Funktion F dériarvot saadaan samalla tavalla,
kuin luvussa 2 10ydettiin globaaleja maksimeja. Jotta 10ydetdadn funktion F kriittiset

pisteet, derivoidaan:
F’(t) = 6sint — 6¢ost.

Asetetaan F’(¢) = 0 ja saadaan
sint = cost.

Yhtilon ratkaisut ovat 1 = 7 jat = %’T.

Funktion f diriarvot reunalla ovat
F(0)=FQ2nr)=f(3,0)=17,

n 3 3
F(Z) - f(ix/i,ix/i) —13-6V2 ~ 4,51,

F (5—") =f (—%\/_,—%\/5) = 13+ 6V2 ~ 21, 49.

Funktion arvo Kkriittisessd pisteessd (1,1) on f(1,1) = 2.
Tilloin funktion f globaali maksimi joukossa D on 13 + 6V2 ja funktion f

globaali minimi joukossa D on 2. O

3.2 Hessen matriisi

Lause 3.5 (Hessen matriisi). Oletetaan, ettd funktio f(x,y) on derivoituva kahden
muuttujan reaalifunktio, jonka osittaisderivaatat ovat olemassa ja ne ovat jatku-
via. Funktion f Hessen matriisi H on 2 X 2 -matriisi, joka muodostuu funktion f

osittaisderivaatoista:

Hsy) = [fxx(x,y) fxy(x,w] |

fxy(x»y) fyy(x’ y)
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Olkoon D(x,y) determinantti

D(x,y) = det(H(x,)) = fux (%, ¥) fry (%, 5) = (fiy (x, ).

Oletetaan, ettd piste (xo, yo) on funktion f(x,y) kriittinen piste ja ettd funktiolla f on
Jatkuvat toisen kertaluvun osittaisderivaattat pisteen (xo, yo) ympdristossd. Tdalloin

toisen kertaluvun derivaatan testistd seuraa:

(a) Funktiolla f on paikallinen minimi pisteessd (xo, yo), jos
Fer (X0, Y0) fyy (X0, ¥0) = £, (x0.¥0) > 0 ja  fex(x0.y0) > 0.
(b) Funktiolla f on paikallinen maksimi pisteessd (xo, yo), jos
Fex (X0, Y0) fiy (X0, ¥0) = fo (x0, ¥0) > 0 ja  fur(x0, y0) < 0.
(¢) Funktiolla f on satulapiste pisteessd (xo, yo), jos
Fex (%0, 0) fyy (X0, y0) = £ (X0, yo) < 0.
(d) Testin tulos on epdselvd, jos
Fer(x0, ¥0) fyy (%0, Y0) = f2,(x0, o) = 0.

Lause 3.6 (Toisen kertaluvun derivaatan testin Hessen muoto). Oletetaan, ettd piste
(x0, yo) on funktion f(x,y) kriittinen piste ja ettd funktiolla f on jatkuvia toisen ker-
taluvun osittaisderivaattoja pisteen (xg, yo) ympdristossd. Jos H(xo, yo) on funktion
f Hessen matriisi pisteessd (xo, yo), niin toisen kertaluvun derivaatan testin Hessen

muodosta seuraa:

(a) Funktiolla f on paikallinen minimi pisteessd (xo, yo), jos H(xq, yo) on positii-

visesti definiitti eli matriisin kaikki ominaisarvot ovat positiivisia.

(b) Funktiolla f on paikallinen maksimi pisteessd (xg, yo), jos H(xo, yo) on nega-

titvisesti definiitti eli matriisin kaikki ominaisarvot ovat negatiivisia.

(¢c) Funktiolla f on satulapiste pisteessd (xo, yo), jos H(xo, yo) on indefiniitti eli

matriisilla on sekd positiivisia ettd negatiivisia ominaisarvoja.
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Todistus. Todistetaan osa (a). Jos H(xg,yo) on positiivisesti definiitti, niin sym-
metristen matriisien lauseen nojalla (ks. [2, s. 426]) matriisin H (xg, yo) jokaisella

padalimatriisilla on positiiviset determinantit. Talloin

Sex(x0,y0) Sy (X0, Y0)

det[H (x0, y0)] =
O O ouye) fiw (s 0)

= fer(x0, Y0) fyy (%0, y0) = £ (%0, y0) > 0
ja
det[ fix (x0, y0)] = fex(x0, yo) > 0,

joten funktiolla f on paikallinen minimi pisteesséd (xg, yo) lauseen 3.5 (a)-kohdan
nojalla.

Todistetaan osa (b). Jos H(xg, yp) on negatiivisesti definiitti, niin symmetristen
matriisien lauseen nojalla (ks. [2, s. 426]) matriisin H(xq, yo) pddalimatriisien de-
terminanttien arvot vaihtelevat negatiivisten ja positiivisten arvojen vililld niin, ettd

ensimmadisen pddalimatriisin determinantti on negatiivinen. Talloin

Jax (x0, yO) fxy (x0, yO)

det[H (xo, yo)] =
S0 fey(x0,y0)  fyy(x0, Y0)

= fr(x0, Y0) fyy (0, ¥0) = /25 (x0. Y0) > O
ja
det[ fix (x0, y0)] = fex (0, y0) <0,

joten funktiolla f on paikallinen maksimi pisteessé (xo, yo) lauseen 3.5 (b)-kohdan
nojalla.

Todistetaan osa (c). Jos H(xg, yo) on indefiniitti, eli silld on sekéd positiivisia
ettd negatiivisia ominaisarvoja, niin symmetristen matriisien lauseen nojalla (ks. [2,
s. 426]) matriisin yhdelld padalimatriisilla on oltava positiivinen determinantti ja

yhdelld padalimatriisilla on oltava negatiivinen determinantti. Talloin

Qet[H (o, yo)] = [ 0200 S0l o) o (xon yo)— 2 (00 30) < O,

fxy (xO, )’O) fyy (XO’ }’0)
joten funktiolla f on satulapiste pisteessi (xg, yo) lauseen 3.5 nojalla.

O

Esimerkki 3.5. Etsi funktion f(x, y) = $x°+xy*—8xy+3 kriittiset pisteet ja mérité

Hessen matriisin ominaisarvojen avulla kriittisten pisteiden luonteet.

Ratkaisu. Kriittisten pisteiden méadrittimiseen tarvitaan funktion f ensimmdiset ja

toiset osittaisderivaatat, jotka ovat

fe(x,y) =x* +y* - 8y, fy(x,y) = 2xy — 8x, foy(x,y) =2y =8,
fxx(x»y) = 2x9 fyy(x,y) = 2x
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Siis Hessen matriisi on

[ fix(x0, y0) fxy(XO,yo)] :[ 2x 2y—8]

H()C, y) -
fey(x0,0)  fyy(x0, y0) 2y -8 2x

Kriittisten pisteiden 10ytamiseksi asetetaan f, = 0 ja f, = 0, joka tuottaa yhtdlot
filr,y) =x>+y* =8y =0 ja f(x,y) =2xy—8x=2x(y—4) =0.

Toisen yhtdlon ratkaisuksi tulee x = 0 tai y = 4. Sijoitetaan x = 0 ensimméiseen
yhtdloon, jolloin saadaan y:n ratkaisuksi y = 0 tai y = 8, ja sijoittamalla y = 4
ensimmadiseen yhtdloon saadaan x:n ratkaisuksi x = 4 tai x = —4. Siis saadaan nelja
kriittistd pistetta:

(0,0), (0,8), (4,4, (-4,4).

Hessen matriisi tuottaa seuraavat arvot kriittisissd pisteissa:

0 0 8
HI(O’O) = |:—8 0 ] s HZ(O’ 8) = [8 0] )

8 0 -8 0
X R

Etsitdin matriisien ominaisarvot ja miiritetdédn pisteiden luonteet. Nyt

0-1 -8|
0 = det(H; — Al) = —22-64=(1-8)(1+8)

8 0-2

0-1 8 )
0 = det(H, — AI) = —22-64=(1-8)(1+8)

8§ 0-2

§—-1 0 )
0 = det(Hs — AI) = = (-1+8)2= (1-8)(1—-8)

0 8-2

8-1 0 )
0=det(Hy=AD = |~ TG = (88,

Pisteen (0, 0) sekd pisteen (0, 8) tapauksissa matriisin ominaisarvot ovat —8 ja 8,
pisteen (4, 4) tapauksessa matriisin ominaisarvot ovat 8 ja 8 ja pisteen (—4,4) ta-
pauksessa matriisin ominaisarvot ovat —8 ja —8.

Lauseen 3.6 nojalla pisteet (0,0) ja (0,8) ovat satulapisteitd, piste (4,4) on

paikallinen minimi ja piste (—4,4) on paikallinen maksimi. O

24



Kuva 3.1. Esimerkin 3.5 funktion f(x,y) = %x3 +xy? — 8xy + 3 kuvaaja

havainnollistaa funktion f(x,y) satulapisteet (0,0) ja (0, 8), minimin
(4,4) ja maksimin (-4, 4).
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