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Teollisuusrakenteita kuormittaa usein staattisten voimien lisäksi dynaamiset kuormat, jotka
voivat aiheutua mm. ajoneuvojen liikkeistä, maanjäristyksistä ja erilaisten laitteiden ja koneiden
toiminnasta. Käytettävät laitteet ovat usein niin isoja, että niille tarvitaan oma perustus staattis-
ten ja dynaamisten kuormitusten huomioimiseen. Laitteen toiminnasta aiheutuva systeemin vä-
rähtely voi olla haitallista itse koneelle, ympäristölle, ympäröiville rakenteille ja mahdollisesti lait-
teen läheisyydessä toimiville ihmisille. Laiteperustusten suunnitteluun on siksi kiinnitettävä eri-
tyistä huomiota.

Tyypillisesti dynaaminen analyysi perustuu ominaistaajuuksien määrittämiseen ja siirtymä-
amplitudien selvittämiseen. Resonanssissa systeemin siirtymäamplitudit kasvavat lineaarisen
mallin teoriassa äärettömästi, jolloin vauriot rakenteisiin ovat mahdollisia. Suunnittelussa tähän
voidaan vaikuttaa muuttamalla massaa, jäykkyyttä, vaimennusta tai itse toimivaa laitetta. Mas-
san tai laitteen muuttaminen ei ole välttämättä mahdollinen tai edullinen vaihtoehto, jolloin jäljel-
le jää vaimennus ja jäykkyys. Näihin voidaan vaikuttaa erilaisilla tärinänvaimentimilla, jotka
muuttavat perustuksen jäykkyyttä ja vaimennusta ja näin pienentävät siirtymäamplitudeja.

Tässä työssä tutkitaan vaimennusta ilmiönä, erilaisia tärinävaimentimia ja tärinävaimennettu-
ja laiteperustuksia sekä niiden dynaamista käyttäytymistä. Laskennallisesti työssä tarkastellaan
kahta laiteperustusta. Toteutunutta solumuovivaimennettua pumppuperustusta tutkitaan lasken-
taohjelmilla Autodesk Robot ja Freq.calc. ja saatuja tuloksia verrataan käsinlaskennan antamiin
tuloksiin. Teräsjousivaimennettua perustusta tutkitaan Robot-ohjelmalla ja saatuja arvoja verra-
taan vertailututkimuksessa ilmoitettuihin arvoihin.

Teoriaosuudessa käsitellään laiteperustuksia yleisesti, värähtelyn dynamiikkaa, teollisuuden
tärinävaimentimia, vaimennuksen eri muotoja ja niiden teoriaa sekä tarkasteltujen perustusten
ja eri ohjelmien yleiset tiedot.

Solumuovivaimennetun perustuksen laskennassa tarkastellaan menetelmäkohtaisia eroja
perustuksen ominaistaajuuksissa ja siirtymäamplitudeissa. Saadut tulokset vastaavat toisiaan
erinomaisella tarkkuudella, tulokset eroavat pääosin alle 10 %. Laskentatulosten pohjalta voi-
daan todeta Robotin soveltuvan kyseisten perustusten ominaistaajuuksien ja siirtymäamplitu-
dien selvittämiseen. Käsinlaskennan tulokset ovat myös luotettavia. On kuitenkin huomioitava
että, työssä käytetty käsinlaskentapohja soveltuu ainoastaan yksinkertaisten ja keskeisesti
kuormitettujen laiteperustuksien pystysuuntaista ominaismuotoa vastaavan ominaistaajuuden ja
värähtelyn amplitudin ratkaisemiseen.

Teräsjousivaimennetun perustuksen kohdalla tutkitaan Robotin antamia tuloksia vertailutut-
kimuksessa esitettyihin arvoihin. Ominaistaajuuksien osalta eroa laskenta- ja mittaustulosten
välillä on alle 5 %. Pystysuunnassa laskentojen ja vertailututkimuksen siirtymien erot ovat noin
30-40 % luokkaa. Robotin antamat arvot eivät pääse kasvamaan yhtä suuriksi perustuksen reu-
noilla kuin vertailututkimuksessa. Molemmissa vaakasuunnissa vertailututkimuksen mukaiset
siirtymät ovat moninkertaiset Robotin tuloksiin verrattuna. Parametristen laskentatutkimuksien
pohjalta saatujen ominaistaajuuksien ja siirtymien todetaan vastaavan todellista tilannetta. Tu-
loksiin vaikuttaa huomattavasti puutteelliset lähtötiedot, jonka pohjalta laskentamalli on yksin-
kertaistettu. Vertailututkimuksesta puuttuu muutama olennainen lähtötieto. Tulosten pohjalta
voidaan kuitenkin todeta Robotin soveltuvuus teräsjousivaimennettujen perustusten dynaami-
seen analyysiin.
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ABSTRACT
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Master’s thesis
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Industrial structures are often loaded with dynamic loads in addition to static loads that can
be caused by movement of vehicles, earthquakes and functioning of machinery. Machines used
by industry are often very large and they need individual foundations to consider dynamic and
static loads. Vibration of the system caused by the operating machinery can be harmful to ma-
chinery, environment, surrounding structures and to people working near the machine. There-
fore special attention must be paid to the design of machine foundations.

Typically, dynamic analysis of vibrating system consists of identification of eigenfrequencies
and solving the vibration amplitudes. Theoretically at resonance, only in linear undamped case,
vibration amplitudes grow endlessly, therefore damage to structures is possible. In the design of
machine foundations, amplitudes and eigenfrequencies can be affected by changing mass,
stiffness, damping or operating machine. Changing mass or machine may not be an option,
therefore affecting on damping and stiffness is only option. These properties can be changed
with vibration dampers which affect systems damping and stiffness and thus reduce vibration
amplitudes.

The purpose of work is to study damping as a phenomenon, different vibration isolators and
vibration isolated machine foundations as well as their dynamic behaviour. Study contains two
calculated machine foundations. First foundation with elastomer vibration isolator is analyzed
with Autodesk Robot and Freq.Calc. Obtained results are compared with manual calculation.
Steel spring isolated foundation is analyzed with Autodesk Robot and results are compared with
the results of the comparative study.

In the theoretical part of this work deals with machine foundations in general, dynamics of vi-
brations, industrial vibration isolators, different forms of damping and parameters of calculated
examples.

In the calculation of elastomer isolated foundation, method-specific differences in the natural
frequencies and transition amplitudes of the foundation are considered. The obtained results
correspond to each other, on the basis of which it can be stated that the Robot is suitable for
determining the natural frequencies and vibration amplitudes of the foundation in question. It’s
to be noted that represented manual calculations are suitable to evaluate simple and  centrally
loaded foundations vertical eigenfrequencies and transition amplitudes.

In the calculation of steel spring isolated foundation, results obtained with Robot are com-
pared with the comparative study. For eigenfrequencies, calculated and measured result differ
approximately 5 %. Measured and calculated vibration amplitudes correspond to each other in
vertical direction, differences are between 30 and 40 %. Vibration amplitudes with Robot are
relatively small on the edges of foundation in comparison with comparative study. In both hori-
zontal directions, measured vibration amplitudes are many times bigger than those with Robot.
Based on the parametric calculation studies, eigenfrequencies and amplitudes with Robot are
reliable. The simplification of calculation model and deficient parameters have significant effect
on results. Comparative study lacks couple essential parameters. However, based on the re-
sults, it can be stated that the Robot is suitable for dynamic analysis of steel spring isolated
foundations.

Keywords: machine foundation, dynamic analysis, damping, vibration isolation, Autodesk Robot
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1. JOHDANTO

Teollisuudessa käytettävät koneet ja laitteet aiheuttavat erilaisia rasituksia perustuksil-

le, laitteille sekä ympäristölle. Laitteiden massasta syntyvän staattisen kuormituksen li-

säksi koneen käytöstä syntyvä dynaaminen kuormitus aiheuttaa laite-perustus-

systeemin sekä sen ympäristön värähtelyä. Värähtelystä aiheutuvat haitat laitteelle ja

ympäristölle pyritään minimoimaan laiteperustuksen asianmukaisella suunnittelulla,

jossa laiteperustuksen dynaaminen analyysi on yleensä avainroolissa.

Laitteiden värähtely ilmenee meluna ja systeemin dynaamisena rasituksensa. Liiallinen

värähtely voi aiheuttaa rakenteiden ja laitteiden vaurioitumisen lisäksi koneen suunni-

tellun suorituskyvyn huomattavaa heikkenemistä. Laitteen oikeanlaisen ja turvallisen

toiminnan takaamiseksi värähtelyanalyysin suorittaminen laite-perustus-systeemin

suunnittelussa on erityisen tärkeää. Laiteperustusten suunnittelu perustuu koneen käy-

töstä aiheutuviin perustusten liikkeiden/värähtelyamplitudien tai voimien rajoittamiseen.

Näitä tekijöitä voidaan pienentää muuttamalla itse laitetta tai perustusta. Kun laitetta ei

ole mahdollista muuttaa, kiinnitetään huomio perustuksen parametreihin. Perustuksen

värähtelyamplitudeihin voidaan vaikuttaa muuttamalla perustuksen massaa, jäykkyyttä

tai vaimennusparametreja. Perustuksen vaimennusparametreja voidaan helpoimmin

muuttaa käyttämällä erilaisia tärinävaimentimia. (Beards 1996, Structural vibration:

Analysis and damping, Chapter 1, s. 1-2)

Tässä diplomityössä tarkastellaan maanvaraisia sekä perustamistason yläpuolisia dy-

naamisesti kuormitettuja laiteperustuksia. Pääpaino työssä on solumuovi- ja teräsjousi-

vaimentimin varustettujen laiteperustusten analysoinnissa FEM-pohjaisella Autodesk

Robot Structural Analysis Professional-ohjelmistolla. Vaimennintoimittajien tietojen

pohjalta perustuksesta tehdään mahdollisimman tarkka laskentamalli. Robot-

ohjelmiston soveltuvuutta vaimennettujen laiteperustusten suunnitteluun arvioidaan

vertaamalla saatuja laskentatuloksia toteutuneen perustuksen mittaustuloksiin.

1.1 Tutkimuksen tausta

Rakennusten perustusten suunnittelu perustuu yleisesti staattisten kuormien mukai-

seen mitoitukseen. Teollisuuden rakenteissa perustuksia kuormittaa staattisten kuor-

mien lisäksi usein myös dynaamiset kuormat. Tästä huolimatta perustusten dynaami-
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nen suunnittelu on kuitenkin melko marginaalinen alalaji rakennesuunnittelun kirjossa.

Rakennesuunnittelijoiden koulutusohjelma Suomessa keskittyy vahvasti staattisten

kuormitusten rasittamiin rakenteisiin ja dynaamista käyttäytymistä tarkastellaan vain

pintapuolisesti, joten aiheeseen perehtyminen usein tapahtuu vasta työelämässä.

AFRY Finland Oy:n rakennesuunnittelu keskittyy suurelta osin teollisuuden rakenne-

suunnitteluun paperi- ja selluteollisuuden parissa, joten erilaiset laiteperustukset ja nii-

den sovellukset ovat keskeisessä osassa rakennesuunnittelijan tehtäviä.

Kuten aiemmin todettiin, laiteperustuksen liikkeisiin tai värähtelyamplitudeihin voidaan

vaikuttaa muuttamalla perustusta tai itse värähtelyn lähdettä. Laitteen tai koneen ai-

heuttama värähtely pyritään usein huomioimaan perustusta suunniteltaessa vaikutta-

malla rakenteen massaan. Maanvaraisesti perustettaessa laiteperustuksen suunnitteli-

jalla on yleensä enemmän vapautta vaikuttaa perustuksen mittoihin. Kun laite sijoite-

taan perustamistason yläpuolelle, esimerkiksi konetasolle, on perustuksen mittojen

kasvattaminen yleensä tilankäytöllisten seikkojen vuoksi rajoitetumpaa. Lisäksi kohtuut-

toman suuret perustusratkaisut eivät ole taloudellisesti eikä muiden rakenteiden kan-

nalta kannattavia. Erilaisilla tärinävaimentimilla varustetut perustukset tulevat tällöin ky-

seeseen. Vaimentimet pienentävät massan ja jäykkyyden tavoin värähtelyn aiheutta-

mia perustuksen liikkeitä. Vaimentimia on useita erilaisia ja ne valitaan jokaiselle perus-

tukselle tapauskohtaisesti.  Vaimennetut perustusratkaisut vaativat hyvää ymmärrystä

niin perustuksen ja vaimentimien ominaisuuksista kuin koko perustussysteemin yhteis-

toiminnasta dynaamisessa kuormituksessa, jotta tehokas ja edullinen perustus saa-

daan aikaiseksi. Myös eri osapuolten, kuten vaimennintoimittajan, suunnittelijan ja ko-

neenvalmistajan välinen tiedonvaihto ja yhteistyö on olennaisen tärkeää toimivan rat-

kaisun saavuttamiseksi (SFS-EN 1299+A1, Mekaaninen värähtely ja isku. Koneiden tä-

rinäeristys. Ohjeita tärinälähteen eristämiseksi, s. 6). Tästä syystä vaimenninratkaisut

vaihtoehtona jätetään usein huomioimatta paremman osaamisen ollessa massan ja

jäykkyyden mukaisessa värähtelyn hallinnassa.

1.2 Tavoitteet

Tämän tutkimuksen tavoitteena on selvittää, milloin tärinävaimentimien käyttö on pe-

rusteltua laiteperustusten yhteydessä. Työssä pyritään antamaan lukijalle kattava ku-

vaus eri vaimenninratkaisuista ja erityisesti solumuovi- ja teräsjousivaimennettujen lai-

teperustusten suunnitteluperusteista sekä niiden dynaamiseen mitoitukseen vaikutta-

vista tekijöistä.

Työssä tarkastellaan perustuksen sekä vaimentimen dynaamista käyttäytymistä las-

kentamallin, käsinlaskennan sekä mittaustulosten pohjalta. On myös olennaista selvit-
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tää Robot-sovelluksen käyttömahdollisuudet vaimennetun perustuksen analyysi- ja

mallinnustyökaluna. Käytännössä tutkitaan kahdella tavalla vaimennettuja perustuksia

ja verrataan Robotista saatuja tuloksia Freq.calc-laskentaohjelman tuloksiin sekä vali-

tun tutkimuksen (Zhu et al. 2015, Study on dynamic response and vibration reduction

of medium-speed mills with spring vibration-isolated foundations in thermal power

plants, Advances in Mechanical Engineering 2015. Vol. 7(8) 1-12) mittausdataan.  Li-

säksi työn tarkoituksena on antaa suunnittelijalle hyvä ymmärrys laiteperustuksista ja

niiden sovelluksista sekä erityisesti vaimennettujen perustusten suunnitteluprosessista

harmonisen värähtelijän kuormittamana.

1.3 Tutkimusmenetelmät ja rajaukset

Työ toteutetaan pääosin kirjallisuustutkimuksena aikaisemmin tehtyjen tutkimusten

pohjalta. Työssä käsitellään yleisesti vaimennettuja laiteperustuksia ja niiden toimintaa

dynaamisen rasituksen vaikuttaessa. Tarkemmin työssä perehdytään yhden ja use-

amman vapausasteen värähtelijöiden teoriaan, tärinävaimentimin varustettuihin laitepe-

rustuksiin, eri vaimentimiin ja niiden toimintaan sekä perustuksen laskennalliseen ana-

lyysiin. Työssä perustuksia kuormittavat laitteet ovat matalataajuuslaitteita, jotka toimi-

vat taajuusalueella 2-60 Hz. Laskentaosuudessa rajaudutaan tarkastelemaan ainoas-

taan harmonisen herätteen kuormittamia perustuksia.

Työ koostuu seitsemästä luvusta. Johdannossa perehdytetään lukija käsiteltävään ai-

heeseen sekä esitetään tutkimuksen tausta, tavoitteet, menetelmät ja rajaukset. Luku 2

keskittyy tarkastelemaan teollisuuden laitteita ja niiden perustuksia.

Varsinainen teoriaosuus, luvut 3 ja 4 , käsittelevät dynamiikan perusteoriaa sekä yhden

ja useamman vapausasteen vaimentamattoman ja vaimennetun systeemin teoriaa se-

kä tärinävaimentimia ja niiden teoriaa. Työn laskentaosuus esitellään luvuista 5 ja 6.

Ensimmäisessä laskentatapauksessa vertaillaan vaimennintoimittaja ChristianBernerin

jakaman Freq.calc-laskentaohjelman, käsinlaskennan sekä Robot-ohjelman välisiä pe-

rustuksen ominaistaajuuksia ja värähtelyn amplitudeja solumuovivaimennetussa perus-

tuksessa. Toisessa laskentatapauksessa Robotilla mallinnetaan ja lasketaan Zhu et al.

(2015) tekemän tutkimuksen mukainen teräsjousivaimennettu laiteperustus ja vertail-

laan laskentaohjelman sekä tutkimuksen välisiä ominaistaajuuksia ja amplitudeja. Lu-

vuissa 5 ja 6 esitellään lisäksi teoriaan perustuva laskenta sekä laskentamallin para-

metrit ja toteutus elementtimenetelmään pohjautuvan Robot-ohjelman avulla. Luvussa

7 esitetään yhteenveto ja johtopäätökset.
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2. YLEISTÄ LAITEPERUSTUKSISTA

Teollisuuden rakennesuunnittelussa staattisten kuormien lisäksi rakenteita usein kuor-

mittaa myös dynaamiset kuormat, jotka voivat aiheutua mm. ajoneuvojen liikkeistä ih-

misten toiminnasta ja erilaisten koneiden toiminnasta. Perustuksien kohdalla erilaisten

koneiden ja laitteiden toiminta aiheuttaa dynaamisen kuormituksen. Käytännössä tämä

tarkoittaa laitteen toiminnasta aiheutuvia voimia ja momentteja. Dynaamista kuormitus-

ta kutsutaan myös systeemin herätteeksi ja se voi olla luonteeltaan jaksollista tai jak-

sotonta. Jaksollinen heräte voi olla harmonista tai epäharmonista. Heräte voi myös olla

epädeterminististä, jolloin se on luonteeltaan stokastista. Rakennusalalla epädetermi-

nistisiä herätteitä ovat maanjäristyksistä, liikenteen tärinästä ja tuulikuormista aiheutu-

vat kuormitukset (Salmi & Virtanen 2006, s. 385).

Suomen standardien mukaan koneiden dynaamiset kuormat luokitellaan muuttuviksi

kuormiksi, jotka aiheutuvat laitteiden normaalikäytöstä syntyvistä massojen liikkeistä.

Eurokoodin (SFS-EN 1991-3+AC, 2007, Eurokoodi 1. Rakenteiden kuormat. Osa 3:

Nostureista ja muista koneista aiheutuvat kuormat) mukaisesti dynaamiset kuormat

voivat olla seuraavat:

- pyörivien massojen epäkeskisyydestä aiheutuvat harmoniset tukivoimat

- massahitausvoimat ja -momentit

- koneiston tyypistä riippuvat perustuksille aiheutuvat harmoniset kuormat

- koneen käynnistämisestä, pysäyttämisestä tai muusta normaalitoiminnasta

eroavasta tilanteesta esim. oikosulusta aiheutuvat voimat.

Laiteperustusta suunniteltaessa, suunnittelijan on tapauskohtaisesti tehtävä värähtele-

välle systeemille dynaaminen analyysi eli laskennallinen tarkastelu dyynaamisten

kuormien vaikuttaessa. Tyypillisesti laskentatuloksista tarkastetaan systeemin ominais-

taajuudet, siirtymät, kiertymät, heilahdusnopeudet ja mahdollisesti kiihtyvyydet. Sys-

teemin ominaistaajuus eli ns. resonanssitaajuus on yksi dynaamisen analyysin keskei-

simmistä käsitteistä, koska resonanssissa siirtymät voivat kasvaa hyvin suuriksi. Nyrk-

kisääntönä voidaan pitää, että perustuksen ominaistaajuuden on erottava vähintään 20

% koneen käyntitaajuudesta. Muut tärkeät asiat ovat systeemin jäykkyys ja vaimennus,
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joita käsitellään myöhemmin tässä työssä. perustusta kuormittavan koneen valmistajal-

ta edellytetään seuraavia lähtötietoja

- kuormituskaavio, staattisten ja dynaamisten kuormien sijainti, suuruus ja suunta

- koneen käyntinopeus (käyntitaajuusalue)

- kriittiset pyörimisnopeudet

- perustuksen ulkomitat

- koneen osien hitausmomentit

- tartuntojen ja kiinnikkeiden yksityiskohdat

- putkitusten, kanavien jne. sijainti ja niiden kannatusyksityiskohdat

- käytön aikaiset lämpötilat

- tukipisteiden sallitut siirtymät normaalikäytön aikana. (SFS-EN 1991-3+AC).

Yleisesti laiteperustusten tyyppi voidaan jakaa seuraavasti, jäykkä-, laatikko-, seinä-,

kehä- ja joustava perustus. Jäykät perustukset sopivat parhaiten jaksollisten ja iskevien

koneiden toiminnan alla. Suurilla pyörimisnopeuksilla toimiville koneille suositaan ke-

hämaista perustusta. (Rao K 2011, Foundation design. Theory and practice, s. 719-

720). Kuvassa 1 on esitetty eri laiteperustustyypit.

Kuva 1. Laiteperustustyypit: a) jäykkä, b) laatikko, c) seinä, d) kehä ja e) joustava pe-

rustus (Rao K 2011, s. 719).

Todellisessa tilanteessa perustus lepää maanvaraisesti, jolloin maa-aineksen geotek-

niset ominaisuudet vaikuttavat myös systeemin värähtelyyn. Tämän työn puitteissa yk-
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sinkertaistetaan tilannetta hieman ja oletetaan perustuksen lepäävän äärettömän jäy-

källä alustalla, jolloin maan ja perustuksen yhteistoiminnan tarkastelu voidaan jättää

tämän työn ulkopuolelle.

Laiteperustuksia kuormittavat koneet voidaan jakaa pyöriviin, edestakaista liikettä ai-

heuttaviin ja iskumaisiin koneisiin. Käyntinopeuden perusteella koneet jaetaan erittäin

matalanopeuksisiin (1-100 rpm), matalanopeuksisiin (100-1500 rpm), keskinopeuksisiin

(1500-3000 rpm) ja korkeanopeuksisiin (3500 rpm->) laitteisiin. Laitetyypillä ja käynti-

nopeudella on suuri vaikutus perustustyypin valintaan (Bhatia 2008,  Foundations for

industrial machines. Handbook for practicing engineers, s. 1-8).

Koneen käyntitaajuudesta riippuen perustus voidaan suunnitella matala- tai korkeavirit-

teisesti. Perustus on matalaviritteinen, kun perustuksen alimmat ominaistaajuudet ovat

matalammat kuin laitteen käyntitaajuus. Korkeaviritteisyys puolestaan tarkoittaa sitä,

että ominaistaajuudet ovat suuremmat kuin laitteen käyntitaajuus (Bhatia 2008, s. 1-

10). Joissain tilanteissa perustus on suunniteltava toimimaan myös ominaistaajuusalu-

eella. Tämä tulee kyseeseen esimerkiksi pumppuperustuksilla, joilla pumppua pyörittä-

vän moottorin käyntitaajuus vaihtelee. Perustuksen parametreihin voidaan vaikuttaa

mm. muuttamalla perustuksen massaa, jäykkyyttä vaimennusta. Käytännössä tämä

tarkoittaa perustuksen koon muuttamista tai vaimentimien käyttöä, joita tarkastellaan

myöhemmin tässä työssä.

Perustuksen dynaamisessa analyysissä systeemistä tehdään riittävän tarkka lasken-

tamalli, jolla halutut arvot saadaan ratkaistua. Usein yhden vapausasteen systeemi riit-

tää kuvaamaan perustuksen dynaamista käyttäytymistä. Monimutkaisemmissa tilan-

teissa käytetään tietokoneavusteisia laskentaohjelmia.

Perustuksen dynaamisen käyttäytymisen lisäksi suunniteltaessa on huomioitava muut-

kin värähtelyn vaikutukset. Näitä ovat esimerkiksi syntyvä ääni, vaikutus ihmisiin, ko-

neen toiminta ja liittyvien rakenteiden toiminta. Kuvassa 2 on esitetty kriteerejä värähte-

lyn vaikutuksista.
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Kuva 2. Pyörivien koneiden aiheuttaman värähtelyn vaikutukset (Rao K 2011, s. 722).

Perustuksen suunnitteluun liittyviä asioita on edellä mainittujen lisäksi monia muita.

Seuraavissa luvuissa käsitellään yhden ja useamman vapausasteen dynamiikkaa sekä

värähtelyn vaimennusta.
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3. VÄRÄHTELY

Kappaleiden värähtely on yksi dynamiikan keskeinen osa-alue. Kun jäykkä kappale on

kiinnitetty toisesta päästään jousella tukirakenteeseen ja kappale poikkeutetaan pois

tasapainoasemastaan suureen u verran, pyrkii jousi palauttamaan kappaleen takaisin

tasapainoasemaansa. Kappaleen lähestyessä tasapainoasemaansa, poikkeutetulla

kappaleella on tällöin nopeus ja kiihtyvyys poispäin tasapainoasemasta. Ideaalitilan-

teessa, kun kappale ohittaa tasapainoasemansa saa se edelliseen siirtymään u verrat-

tuna yhtä suuren mutta vastakkaissuuntaisen siirtymän –u. Tämä edestakainen liike

jatkuisi ilman ulkoisia voimia äärettömästi. Tätä kutsutaan systeemin ominaisvärähte-

lyksi. Dynamiikassa systeemin värähtelyksi kutsutaan sellaista, minkä tahansa partik-

kelin, jäykän kappaleen tai partikkelisysteemin liikettä, joka säilyy tietyn ajan funktiona

täysin tai osittain muuttumattomana (Salmi & Virtanen 2006, Dynamiikka, Pressus Oy,

s. 373). Todellisuudessa värähtely on aina vaimennettua, mutta joissain tapauksissa

vaimennuksen merkitys on niin pieni, että se voidaan laskennallisesti jättää huomiotta.

Värähtelyn vaimennukseen vaikuttaa useat tekijät, mutta yleisesti systeemin vaimen-

nus on jaettu kolmeen eri vaimennustyyppiin, viskoosi-, kitka- ja hystereesivaimennuk-

seen. Rakenteiden suunnittelussa värähtely on aina vaimennettua, mutta joissain tilan-

teissa vaimennuksen osuus on pieni muihin suunnitteluun vaikuttaviin tekijöihin. Tällöin

laskennan yksinkertaistamiseksi tämä jätetään joissain tilanteissa huomioimatta.

Teollisuuden koneiden värähtely aiheuttaa ei-toivottuja vaikutuksia sekä ympäristöön,

että värähtelysysteemiin ja ympäröiviin rakenteisiin. Värähtelyn aiheuttamat liikkeet,

äänet ja dynaamiset rasituksen voivat johtaa rakenteen tai koneen väsymiseen tai vau-

rioitumiseen sekä laitteen suunnitellun hyötysuhteen pienenemiseen. Syntyvä värähtely

voi olla luonteeltaan jaksollista tai harmonista riippuen vaikuttavista kuormituksista

(Beards 1996, Chapter 1, s.1-2). Tästä syystä perustuksen suunnittelussa staattisen

analyysin lisäksi suoritetaan dynaaminen analyysi.  Dynaamisessa analyysissä pyri-

tään vaikuttamaan värähtelystä syntyviin siirtymäamplitudeihin sekä värähtelyn taajuu-

teen. Näihin voidaan vaikuttaa muuttamalla värähtelijää tai perustuksen dynaamisia

ominaisuuksia (Beards 1996, Chapter 1, s. 2).

Tavallisesti rakenteiden mekaaninen värähtely jaetaan kahteen ryhmään, vapaaseen-

ja pakkovärähtelyihin. Kuten aiemmin todettiin, systeemin ominaisvärähtelyksi kutsu-

taan stabiiliin tasapainoaseman ympärillä liikkuvan kappaleen toistuvaa liikettä. Tilan-
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teissa joissa palautusvoimien lisäksi systeemiin vaikuttaa jaksollisesti muuttuvia pakko-

voimia, puhutaan systeemin pakkovärähtelystä (Salmi & Virtanen 2006, s. 373).

Todellisissa tilanteissa suunniteltava rakenne koostuu useasta massaelementistä, jotka

ovat elastisesti kiinnittyneet toisiinsa. Tämän johdosta rakenteilla on suuri määrä va-

pausasteita, ja siten valtavasti koordinaatteja kuvaamaan rakenteen liiketilaa. Lasken-

nallisesti tämä johtaa liikeyhtälöiden soveltamiseen ja monimutkaiseen laskentaan, mi-

kä kasvattaa laskenta-aikaa huomattavasti. Suuret laskenta-ajat ja ylitarkat analyysit

eivät ole kannattavia taloudellisesti. Tämän takia rakenteesta pyritään tekemään las-

kennallisesti mahdollisimman yksinkertainen ja riittävän tarkka malli. Laskentamallissa

rakenne koostuu useasta elementistä ja solmupisteestä, jolloin niiden kaikkien tarkas-

telu tarpeetonta erittäin pienten tai olemattomien siirtymien johdosta. Rakennesuunnit-

telijan ammattitaitoon liittyy olennaisesti tasapainoilu analyyttisesti tarkan ja kalliin mal-

lin sekä yksinkertaisen ja halvan mallin välillä. Useissa tilanteissa vain muutaman

koordinaatin käsittely matemaattisesti riittää kuvaamaan rakenteen liikkeitä (Beards

1996, Chapter 2, s. 1). Seuraavissa kappaleissa keskitytään yhden sekä useamman

vapausasteen systeemien värähtelyn teoriaan.

3.1 Yhden vapausasteen vaimentamaton systeemi

Rakennesuunnittelussa suunniteltavasta kohteesta usein tehdään matemaattinen malli.

Laiteperustusten suunnittelussa yksinkertaisin tilanne on, kun perustus mallinnetaan

yhden vapausasteen systeeminä. Tällöin vain yksi koordinaatti riittää kuvaamaan vä-

rähtelyn aiheuttamaa perustuksen liiketilaa. Todellisuudessa liikettä muihin suuntiinkin

tapahtuu, mutta ne ovat pieniä tarkasteltavaan koordinaattiin verrattuna. Yhden va-

pausasteen systeemiä voidaan myös hyödyntää monimutkaisempien rakenteiden ana-

lyysissä, kun tarkastellaan rakenteen tiettyä liiketilaa (Beards 1996, Chapter 2, s. 1-2).

Kappale jonka massa on m, on kiinnitetty alustaansa jousella, jonka jousivakio on k

muodostaa mekaanisen värähtelijän perusmallin (kuva 3). Poikkeutetaan kappaletta oi-

kealle stabiilista tasapainoasemasta siirtymän u verran. Tämä aiheuttaa palauttavan

jousivoiman vasemmalle. Kun kappale päästetään irti se saa Newtonin toisen lain mu-

kaan kiihtyvyyden vasemmalle. Kappaleen saavuttaessa tasapainoasemansa vaikutta-

va jousivoima on nolla, mutta kappaleella on yhä nopeutta, mikä aiheuttaa siirtymän

vasemmalle. Tällöin jousivoima siirtyy vaikuttamaan palauttavana voimana oikealle.

Nyt kappale siirtyy tasapainoasemansa yli oikealle, alkuperäisen siirtymän verran

(Beards 1996, Chapter 2, s. 2). Tätä vapaasti toistuvaa liikettä kutsutaan systeemin

vaimentamattomaksi ominaisvärähtelyksi (Salmi & Virtanen 2006, s. 374). Tällaiselle
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systeemille voidaan kirjoittaa vapaakappalekuvan 4 mukainen liikeyhtälö eli staattinen

tasapainoyhtälö.

Kuva 3. Mekaanisen värähtelijän perusmalli.

Kuva 4. Systeemin vapaakappalekuvat a) jousivoima, b) kiihtyvyys.

Kirjoitetaan kuvan 4 mukainen liikeyhtälö

−𝑘𝑢 = 𝑚𝑎 = 𝑚ü.      (3.1)

Yhtälö 3.1 kirjoitetaan usein toisella tavalla, kun siirretään termit samalle puolelle

𝑚ü + 𝑘𝑢 = 0, (3.2)

joissa m on värähtelevän kappaleen massa, k jousivakio, u siirtymä ja ü on siirtymän

toinen derivaatta ajan suhteen eli kiihtyvyys. Värähtelyn ominaiskulmataajuus on

𝜔𝑛 = ඨ𝑘
𝑚

 . (3.3)

Jakamalla yhtälö 3.2 puolittain massalla ja sijoittamalla ominaiskulmataajuus yhtälöön

saadaan liikeyhtälön standardimuoto

ü + 𝜔𝑛2𝑢 = 0. (3.4)

Liikeyhtälölle on annettu yleinen ratkaisu ajan suhteen, joka on muotoa

𝑢(𝑡) = 𝐶1 sin(𝜔𝑛𝑡) + 𝐶2cos (𝜔𝑛𝑡), (3.5)
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missä vakiot 𝐶1 ja 𝐶2 ovat lausekkeen integroimisvakioita. Merkitsemällä ensimmäinen

alkuehto, siirtymä ajanhetkellä 0 on 𝑢0, saadaan yhtälön 3.5 ratkaisuksi

𝑢0 = 𝐶1 sin(𝜔𝑛 ∗ 0) + 𝐶2 cos(𝜔𝑛 ∗ 0) → 𝑢0 = 𝐶2. (3.6)

Derivoimalla siirtymän lauseketta 3.5 ajansuhteen kerran saadaan kappaleen nopeus

𝑢(𝑡) = 𝐶1𝜔𝑛 cos(𝜔𝑛𝑡) − 𝐶2𝜔 sin (𝜔𝑛𝑡). (3.7)

Merkitsemällä uusi alkuehto, nopeus 𝑢 ajanhetkellä nolla on 𝑣0, saadaan selvitettyä

toinen integroimisvakio 𝐶1

𝑣0 = 𝐶1𝜔𝑛 cos(𝜔𝑛 ∗ 0) − 𝐶2𝜔𝑛 sin(𝜔𝑛 ∗ 0) → 𝐶1 = 𝑣0
𝜔𝑛

. (3.8)

Sijoittamalla integroimisvakiot liikeyhtälön yleiseen ratkaisuun, yhtälö 3.5, saadaan

𝑢(𝑡) = 𝑢0 cos(𝜔𝑛𝑡) + 𝑣0
𝜔𝑛

sin (𝜔𝑛𝑡). (3.9)

Trigonometrian summakaavalla (kaava 3.11) voidaan kirjoittaa liikeyhtälön yleinen rat-

kaisu toiseen muotoon

𝑎 cos(𝑥) + 𝑏 sin(𝑥) = 𝑅sin (𝑥 + 𝛼), (3.10)

missä R on

𝑅 = √𝑎2 + 𝑏2. (3.11)

Värähtelyssä kertoimet a ja b ovat liikeyhtälön integroimisvakiot ja suure R kuvaa vä-

rähtelyn amplitudia Â. Nyt kirjoitetaan siirtymän u(t) yhtälö uuteen muotoon

𝑢(𝑡) = Â sin ( 𝜔𝑛𝑡 + 𝜑). (3.12)

Värähtelyn amplitudi on siirtymän saama maksimiarvo, joka voi olla sekä positiivinen

että negatiivinen ja suuretta 𝜑 kutsutaan vaihekulmaksi. Kaavoissa 3.13 ja 3.14 on esi-

tetty amplitudin sekä vaihekulman lausekkeet

Â = ට( 𝑣0
𝜔𝑛

)2 + 𝑢02, (3.13)

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑢0𝜔𝑛
𝑣0

). (3.14)

Yhden vapausasteen vaimentamattoman systeemin värähtelylle voidaan piirtää siirty-

mä-aikakuvaaja. Kuvaaja on jaksollinen ja sini-muotoinen, missä vaaka-akselilla on ai-

ka t ja pystyakselilla siirtymä u(t). Kahden samassa vaiheessa olevan pisteen väliin

jäävää aikaa kutsutaan jaksonajaksi tai värähtelyn ominaisvärähdysajaksi. Se kuvaa

aikaa, joka kappaleella kestää yhteen värähdykseen eli aikaa joka kappaleella kestää
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palata takaisin tarkasteltavaan pisteeseen. Värähtelyn ominaistaajuus f saadaan jak-

sonajan käänteislukuna. Taajuuden yksikkö on 1 Hz. Kuvassa 5 on esitetty yhdenva-

pausasteen vaimentamattoman systeemin siirtymä-aika-kuvaaja.

Kuva 5. Yhden vapausasteen vaimentamattoman systeemin siirtymä-aika-kuvaaja

(Anderson & Naeim 2012, Basic structural dynamics, s. 53).

Kuvasta 5 huomataan, että jakson T molemmissa päädyissä värähtely on samassa

vaiheessa. Tästä syystä siirtymälle voidaan kirjoittaa yhtälö

𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡 + 𝑇), (3.15)

ja edelleen

Â sin(𝜔𝑛𝑡 + 𝜑) = Â sin( 𝜔𝑛(𝑡 + 𝑇) + 𝜑) = Â sin( (𝜔𝑛𝑡 + 𝜑) + 𝜔𝑛𝑇). (3.16)

Yleisesti sinifunktion jakson pituus on 2𝜋, joten voidaan kirjoittaa jakson pituudelle yh-

teys ja edelleen kirjoittaa jaksonaika sekä kulmataajuus, taajuuden ja kulmantaajuuden

avulla

𝜔𝑇 = 2𝜋, (3.17)

𝑇 = 2𝜋
𝜔

, (3.18)
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𝜔 = 2𝜋𝑓. (3.19)

Yhden vapausasteen systeemin periaatteella, analyysi voidaan suorittaa ainoastaan

vaaka- tai pystysuuntaiselle värähtelylle. Molemmissa tapauksissa laskenta pysyy sa-

mana. Yhden vapausasteen systeemiä voidaan hyödyntää myös tilanteissa, joissa ra-

kenteeseen liittyy useampi jousi rinnan tai sarjaan kytkettynä, jolloin liittyvät jouset ku-

vataan yhden ekvivalentin jousen avulla (Beards 1996, Chapter 2, s. 4).

Sarjaan kytkettynä ekvivalentti jousivakio saadaan yhtälöstä 3.20. Rinnan kytketyssä

jousijärjestelmässä, jokaisen jousen jäykkyyden summa muodostaa ekvivalentin jousi-

vakion (kaava 3.21) (Beards 1996, Chapter 2, s. 4-5)

1
𝑘𝑒

= ෍
1
𝑘𝑖

3

𝑖=1

, (3.20)

𝑘𝑒 = ෍𝑘𝑖

3

𝑖=1

. (3.21)

Kuvissa 6 ja 7 on esitetty sarjaan ja rinnan kytketyt yhden vapausasteen vaimentamat-

tomat systeemit.

Kuva 6. Sarjaan kytketty jousisysteemi.

Kuva 7. Rinnan kytketty jousisysteemi.
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Kytkettyjä jousisysteemejä voidaan käyttää todellisten suunnittelutilanteiden mallinta-

misessa. Usein värähtelevä laite tai itse perustus on tuettu jatkuvien elastisten ele-

menttien, kuten kumi-/solumuovien tai teräsjousivaimentimien päälle. Tällöin voidaan

hyödyntää kytkettyjen systeemien kaavoja 3.20 ja 3.21 (Beards 1996, Chapter 2, s. 4-

5).

3.2 Vaimennetun systeemin ominaisvärähtely

Kuten aikaisemmin todettiin, systeemin vaimentamaton ominaisvärähtely jatkuisi ääret-

tömästi ilman muita tekijöitä. Todellisuudessa kappaleen värähtely kuitenkin hidastuu

ajan funktiona, kunnes värähtelevän massan siirtymäamplitudi on nolla. Systeemin

vaimennus on yleisesti jaettu kolmeen vaimennustyyppiin, rakenteelliseen- ,viskoosi- ja

kitkavaimennukseen eli Coulombin vaimennukseen. Tässä kappaleessa ei keskitytä eri

vaimennustyyppeihin vaan niiden yleiseen teoriaan ja laskentamenetelmiin.

Kuvan 3 mukaisessa värähtelijän perusmallissa, lisätään jousen k lisäksi viskoosi-

vaimennusta kuvaava tekijä c eli vaimennuskerroin. Poikkeutetaan massaa m stabiilis-

ta tasapainoasemastaan jälleen siirtymän u verran. Nyt jousivoiman 𝑘𝑢 lisäksi palaut-

tavana voiman toimii myös vaimennus 𝑐𝑢. Kuvassa 8 on esitetty viskoosivaimennetun

värähtelijän mekaaninen malli.

Kuva 8. Viskoosivaimennetun värähtelijän mekaaninen malli.

Poikkeutetun massan tasapainoehdoista saadaan viskoosivaimennetun systeemin lii-

keyhtälö (Salmi & Virtanen 2006, s. 379)

−𝑐𝑢 − 𝑘𝑢 = 𝑚𝑢. (3.22)

Siirtämällä termit samalle puolelle ja jakamalla puolittain massalla saadaan

𝑢 + 𝑐
𝑚
𝑢 + 𝑘

𝑚
𝑢 = 0. (3.23)
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Huomataan yhtälön 3.23 olevan vakioterminen toisen kertaluvun lineaarinen differenti-

aaliyhtälö. Valitaan yrite

𝑢(𝑡) = 𝐴 exp(𝜆𝑡), (3.24)

jolloin yhtälön 3.23 karakteristiseksi yhtälöksi saadaan

𝜆2 + 𝑐
𝑚
𝜆 + 𝑘

𝑚
= 0. (3.25)

Yhtälö 3.25 on toista astetta, joten yhtälön juuret ovat

𝜆1,2 =
− 𝑐
𝑚 ± ට( 𝑐𝑚)2 − 4 𝑘

𝑚
2

.
(3.26)

Karakteristisen yhtälön juuret voivat olla kaksi erillistä ja reaalista arvoa, kaksi yhtä

suurta arvoa tai imaginaariset juuret. Karakteristisen yhtälön diskriminantin ollessa nol-

la, voidaan selvittää yhtälön kriittinen vaimennuskerroin 𝑐𝑘 (Salmi & Virtanen 2006, s.

379.)

(𝑐𝑘
𝑚

)2 − 4 𝑘
𝑚

= 0 → 𝑐𝑘 = 2√𝑚𝑘 = 2𝑚𝜔𝑛. (3.27)

Yleisesti vaimennusta tarkastellaan suhteellisen vaimennuskertoimen 𝜉 avulla. Suhteel-

lisen vaimennuskertoimen avulla määritetään onko vaimennus luonteeltaan kriittistä,

alikriittistä vai ylikriittistä. Kaavassa 3.28 on esitetty suhteellinen vaimennuskerroin

vaimennuskertoimen c ja kriittisen vaimennuskertoimen 𝑐𝑘 avulla. (Salmi & Virtanen

2006, s. 379-380.)

𝜉 = 𝑐
𝑐𝑘

. (3.28)

Liikeyhtälöstä saadaan (yhtälö 3.23) vaimennuksen huomioivan osuuden ja suhteelli-

sen vaimennuskertoimen välille yhteys ja saadaan liikeyhtälö seuraavaan muotoon

𝑐
𝑚

= 𝜉𝑐𝑘
𝑚

= 2𝜉𝜔𝑛, (3.29)

𝑢 + 2𝜉𝜔𝑛𝑢 +𝜔𝑛2𝑢 = 0. (3.30)

Liikeyhtälön karakteristiseksi yhtälöksi saadaan yhtälön 3.24 mukaan ja voidaan rat-

kaista yhtälön juuret

𝜆2 + 2𝜉𝜔𝑛𝜆 + 𝜔𝑛2 = 0, (3.31)
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𝜆1,2 = −2𝜉𝜔𝑛±ඥ(2𝜉𝜔𝑛)2−4𝜔𝑛
2

= (−𝜉 ±ඥ𝜉2 − 1)𝜔𝑛. (3.32)

Yhtälön 3.31 ratkaisu riippuu suhteellisen vaimennuskertoimen suuruudesta, mikä

määrittää vaimennuksen luonteen (Salmi & Virtanen 2006, s. 380). Seuraavissa alalu-

vuissa käsitellään vaimennuksen luonnetta riippuen suhteellisen vaimennuskertoimen

arvosta

3.2.1 Ylikriittinen vaimennus

Kuten aiemmin todettiin, karakteristisella yhtälöllä on kolme eri ratkaisua riippuen de-

terminantin suuruudesta. Vaimennus on luonteeltaan ylikriittistä tilanteissa joissa de-

terminantti on suurempi kuin 0. Tämä on yleisesti myös esitetty suhteellisen vaimen-

nuskertoimen avulla, jonka arvo on ylikriittisessä vaimennuksessa suurempi kuin 1, :

𝜉 = 𝑐
𝑐𝑘

> 1 → ylikriittinen vaimennus.

Tällöin karakteristisella yhtälöllä on kaksi erisuurta reaalista juurta. Tällöin differentiaa-

liyhtälön yleinen ratkaisu on

𝑢(𝑡) = 𝐶1𝑒𝜆1𝑡 + 𝐶2𝑒𝜆2𝑡, (3.33)

missä 𝐶1 ja 𝐶2 ovat aiemmin määritellyt integroimisvakiot, joiden arvot riippuvat alkueh-

doista. Karakteristisen yhtälön molemmat juuret ovat negatiivisia, joten poikkeutetun

kappaleen siirtymä lähestyy monotonisesti kohti asymptoottista tasapainoasemaa, jol-

loin syntyvää liikettä ei voida kutsua värähtelyksi (Salmi & Virtanen 2006, s. 380). Ku-

vassa 8 on esitetty ylikriittisesti vaimennetun systeemin siirtymä-aika kuvaaja, missä

vaaka-akselilla on aika t ja pystyakselilla siirtymä.

Kuva 8. Ylikriittisesti vaimennetun systeemin liike ajan funktiona (Salmi & Virtanen

2006).
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Kuvassa 8 amplitudi kasvaa alkuperäistä arvoa suuremmaksi mikäli kappaleella on no-

peutta ajanhetkellä 0 s, muutoin kuvaaja lähtee laskemaan alkusiirtymästä lähtien

(Salmi & Virtanen 2006, s. 381). Negatiivisten juurten johdosta ylikriittisesti vaimenne-

tun systeemin liike saadaan kahden eksponentiaalisesti pienenevän tekijän summasta

(Beards 1996, Chapter 2, s. 25).

3.2.2 Kriittinen vaimennus

Systeemin vaimennus on luonteeltaan kriittistä, kun karakteristisen yhtälön determi-

nantti on nolla tai toisin ilmaistuna kun suhteellinen vaimennuskerroin on yksi. Yhtälöllä

3.32 on ratkaisuna yksi kaksoisjuuri, jonka arvo on 𝜆1,2 = −𝜉𝜔𝑛. Differentiaaliyhtälön

yleinen ratkaisu on tällöin muotoa

𝑢(𝑡) = 𝐶1𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡 + 𝐶2𝑡𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡. (3.34)

Kriittisen vaimennuksen tapauksessa kappaleen siirtymä lähestyy asymptoottisesti

kohti tasapainoasemaan ylikriittisesti vaimennetun systeemin tapaan, mutta nopeam-

min. Tilanteissa, missä kappaleen nopeus on vastakkaissuuntainen siirtymään nähden,

kappale ohittaa tasapainoasemansa kerran (Salmi & Virtanen 2006, s. 381 & Beards

1996, Chapter 2, s. 25). Suhteellisen vaimennuskertoimen kasvaessa, kappaleella kes-

tää enemmän aikaa asettua takaisin tasapainoasemaansa.

3.2.3 Alikriittinen vaimennus

Liikeyhtälön karakateristisen yhtälön determinantin ollessa pienempi kuin nolla tai suh-

teellisen vaimennuskertoimen ollessa pienempi kuin yksi, on vaimennus luonteeltaan

alikriittistä. Tällöin karakteristinen yhtälö saa vain imaginaarisia arvoja eli kompleksisia

liittolukuja (Salmi & Virtanen 2006, s. 381)

𝜆1,2 = (−𝜉 ± 𝑖ඥ𝑖 − 𝜉2)𝜔𝑛, (3.35)

missä 𝜆1,2 ovat kompleksisia liittolukuja ja i on muotoa

𝑖 = √−1. (3.36)

Imaginäärijuurien lauseketta voidaan sieventää merkitsemällä vaimennetun systeemin

ominaiskulmataajuus 𝜔𝑑  seuraavasti

𝜔𝑑 = ඥ1 − 𝜉2𝜔𝑛. (3.37)
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Sijoittamalla ominaiskulmataajuuden kaava karakteristisen yhtälön juurten lausekkee-

seen ja sijoittamalla saatu ratkaisu liikeyhtälöön saadaan

𝜆1,2 = −𝜉𝜔𝑛 ± 𝑖𝜔𝑑, (3.38)

𝑢(𝑡) = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡(𝐶1 sin(𝜔𝑑𝑡) + 𝐶2 cos(𝜔𝑑𝑡)). (3.39)

Huomioimalla luvussa 3.1 määritetyt alkuehdot saadaan liikeyhtälölle seuraava ratkaisu

𝑢(𝑡) = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡 ቂ𝑢0cos (𝜔𝑑𝑡) + ቄ𝑣0+𝜉𝜔𝑛𝑢0
𝜔𝑑

ቅ sin (𝜔𝑑𝑡)ቃ, (3.40)

𝑢(𝑡) = 𝐴̌𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡sin (𝜔𝑑𝑡 + 𝜑). (3.41)

Kaavassa 3.41 liikeyhtälön ratkaisu on esitetty amplitudin 𝐴̌ ja vaihekulman 𝜑 avulla.

Kappaleen siirtymien arvot lähestyvät nollaa, mutta toisin kuin kriittisen- ja ylikriittisen

vaimennuksen tapauksessa värähtely tapahtuu staattisen tasapainoaseman molemmin

puolin. Alikriittisesti vaimennetun systeemin aika-siirtymä-kuvaaja sivuaa vaimennusta

kuvaavia verhokäyriä 𝑢(𝑡) = ±𝐴̌𝑒𝜉𝜔𝑛𝑡  . Kuvassa 9 on esitetty alikriittisesti vaimennetun

systeemin siirtymä-kuvaaja sekä molemmat verhokäyrät.

Kuva 9. Alikriittisesti vaimennetun systeemin siirtymän kuvaaja sekä verhokäyrät.

Kuvassa 9, alikriittisesti vaimennetun systeemin värähtelyn jaksonaika pysyy vakiona.

Peräkkäisten amplitudihuippujen välinen aika 𝑇𝑑  saadaan

𝑇𝑑 =
𝑇

ඥ1 − 𝜉2
. (3.42)

Kaavasta 3.42 huomataan, että alikriittisesti vaimennetun systeemin yhteen oskillaati-

oon kuluu enemmän aikaa kun vaimentamattoman systeemin.
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3.3 Yhden vapausasteen vaimentamattoman systeemin pak-
kovärähtely

Luvussa 3.1 tarkasteltiin yhden vapausasteen systeemin vaimentamatonta ominaisvä-

rähtelyä, jolloin kappaletta poikkeutettiin stabiilista tasapainoasemasta siirtymän u(0)

verran. Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa kappaleeseen vaikuttaa ulkoinen jaksollinen

voima F(t). Tämä pakkovoimaksi kutsuttu voima voi olla värähtelyä ylläpitävä tai väräh-

telyn aiheuttava tekijä. Kun pakkovoima aiheuttaa systeemille siirtymän u(t), kutsutaan

voimaa systeemin herätteeksi ja syntyvää siirtymää systeemin siirtymävasteeksi (Salmi

& Virtanen 2006, s. 386). Herätteen luonne voi olla tyypiltään jaksollista tai jaksotonta.

Jaksollinen heräte voidaan vielä jakaa harmoniseen- ja epäharmoniseen herätteeseen.

Jaksoton heräte puolestaan on epädeterminististä (Salmi & Virtanen 2006, s. 385).

Tässä työssä keskitytään tarkastelemaan ainoastaan jaksollisia ja harmonisia herättei-

tä. Kuvassa 10 on esitetty vaimentamattoman yhden vapausasteen systeemin mekaa-

ninen perusmalli.

Kuva 10. Vaimentamattoman systeemin pakkovärähtelyn mekaaninen malli

Vaimentamattomassa systeemissä kappaleen värähtelyä kuvattiin yhtälön 3.1 mukai-

sella liikeyhtälöllä. Pakkovärähtelyn tapauksessa kuvan 3 systeemiin laitetaan vaikut-

tamaan heräte F(t) oikealle, jolloin voidaan tehdä tasapainoehtojen mukaan uusi liike-

yhtälö

𝑚𝑢 + 𝑘𝑢 = 𝐹(𝑡). (3.43)

Yhtälössä 3.43 oikealla puolella oleva heräte F(t) on jaksollinen ja harmoninen ja se on

muotoa

𝐹(𝑡) = 𝐹ෘsin (𝜔𝑡 + 𝜑𝐹), (3.44)

missä 𝐹ෘ on herätteen amplitudi, 𝜔 herätteen kulmataajuus ja 𝜑𝐹 vaihekulma. Mikäli he-

räte koostuu yhdestä harmonisesta komponentista, aikaorigo asetetaan siten, että

𝜑𝐹 = 0 (Salmi & Virtanen 2006, s. 386). Sijoittamalla yhtälö 3.44 systeemin liikeyhtä-

löön ja jakamalla puolittain massalla saadaan liikeyhtälö muotoon
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𝑢 + 𝑘
𝑚
𝑢 = 𝐹ෘ

𝑚
sin (𝜔𝑡). (3.45)

Herätteen amplitudi 𝐹ෘ saadaan herätevoiman aiheuttaman staattisen siirtymän 𝑢ത𝑠𝑡 ja

jäykkyyden avulla, mikäli herätteen amplitudi pysyy vakiona

𝐹ෘ = 𝑘𝑢ത𝑠𝑡. (3.46)

Sijoittamalla kaavan 3.3 mukainen vapaan värähtelyn ominaiskulmataajuus kaavaan

3.46 ja yhtälöön 3.45 saadaan liikeyhtälö standardimuotoon

𝑢 +𝜔𝑛2𝑢 = 𝜔𝑛2𝑢ത𝑠𝑡sin (𝜔𝑡). (3.47)

Liikeyhtälön standardimuoto on epähomogeeninen toisen asteen differentiaaliyhtälö.

Tämä ratkaistaan hakemalla homogeenisen yhtälön yleinen ratkaisu, epähomogeeni-

sen yhtälön yksittäisratkaisu ja lopuksi koko liikeyhtälön yleinen ratkaisu (MAT-01330

IMA3 Insinöörimatematiikka 3, Tampereen yliopisto, Toisen kertaluvun lineaariyhtälö).

Homogeenisen yhtälön lauseke on ratkaistu aiemmin ja se on kaavan 3.5 mukainen

𝑢ℎ(𝑡) = 𝐶1 sin(𝜔𝑛𝑡) + 𝐶2cos (𝜔𝑛𝑡). (3.48)

Liikeyhtälön epähomogeenisen osuuden yksittäisratkaisu saadaan selvitettyä ratkai-

suyritteen avulla, mikä on samaa muotoa yhtälön 3.47 oikean puolen kanssa. Valitaan

yritteeksi

𝑢𝑡(𝑡) = 𝑋 sin (𝜔𝑡). (3.49)

Derivoimalla kaavaa 3.49 kaksi kertaa ja sijoittamalla siirtymä sekä kiihtyvyys liikeyhtä-

löön, yhtälö saadaan muotoon

−𝑋𝜔2sin (𝜔𝑡) + 𝑋𝜔𝑛2sin (𝜔𝑡) = 𝜔𝑛2𝑢ത𝑠𝑡sin (𝜔𝑡) → 𝑋(𝜔𝑛2 −

𝜔2) sin(𝜔𝑡) = 𝜔𝑛2𝑢ത𝑠𝑡sin (𝜔𝑡).
(3.50)

Yhtälöstä 3.50 ratkaistaan tuntematon suure X ja sijoitetaan saatu ratkaisu ratkaisuyrit-

teen 𝑢𝑡(𝑡) kaavaan 3.49

𝑋 =
𝑢ത𝑠𝑡

1 − ቀ 𝜔𝜔𝑛
ቁ
2, (3.51)

𝑢𝑡(𝑡) =
𝑢ത𝑠𝑡

1 − ቀ 𝜔𝜔𝑛
ቁ
2 sin(𝜔𝑡). (3.52)

Liikeyhtälön yleinen ratkaisu saadaan homogeenisen yhtälön yleisen ratkaisun ja epä-

homogeenisen yhtälön yksittäisratkaisun summana (kaava 3.53). Kaavan 3.53 integ-

roimisvakiot sisältävä osuus kuvaa systeemin vaimentamatonta ominaisvärähtelyä ja
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epähomogeeninen osuus kuvaa systeemin pakkovärähtelyä. Todellisissa systeemeissä

vaimennusta esiintyy aina, jolloin systeemin ominaisvärähtely jätetään huomiotta (kaa-

va 3.54) (Salmi & Virtanen 2006, s. 387)

𝑢(𝑡) = 𝐶1 sin(𝜔𝑛𝑡) + 𝐶2cos (𝜔𝑛𝑡) + 𝑢ഥ𝑠𝑡

1−ቀ 𝜔
𝜔𝑛

ቁ
2 sin(𝜔𝑡), (3.53)

𝑢(𝑡) = 𝑢ഥ𝑠𝑡

1−ቀ 𝜔𝜔𝑛
ቁ
2 sin(𝜔𝑡). (3.54)

Luvun 3.1 tavoin integroimisvakiot 𝐶1 ja 𝐶2 saadaan ratkaistua alkuehtojen 𝑢(0) = 𝑢0 ja

𝑢(0) = 𝑣0 avulla. Pysyviä värähtelyjä tarkastellaan usein vahvistuskertoimen V avulla,

jota merkitään

𝑉 = 1

1−ቀ 𝜔
𝜔𝑛

ቁ
2, (3.55)

sijoitetaan yhtälöön 3.54

𝑢(𝑡) = 𝑉 𝑢ത𝑠𝑡 sin(𝜔𝑡). (3.56)

Laskennassa on huomioitava, että edellä olevat kaavat eivät päde resonanssitilantees-

sa. Resonanssissa herätteen kulmataajuus sekä värähtelevän kappaleen kulmataajuus

ovat yhtä suuret. Tämä johtaa vahvistuskertoimen äärettömään kasvuun, mikä kasvat-

taa myös värähtelyn amplitudia äärettömästi (Salmi & Virtanen 2006, s. 388). Reso-

nanssitaajuuksien välttäminen ja tunnistaminen onkin dynaamisen analyysin keskeisin

tarkoitus nopean amplitudikasvun johdosta, mikä voi vaurioittaa toimivaa laitetta tai itse

perustusta.

3.4 Vaimeneva pakkovärähtely

Vaimennetussa pakkovärähtelyssä vaimennuksen osuus otetaan laskennassa huomi-

oon samoin, kuin vaimennetun ominaisvärähtelyn tapauksessa. Eli jousivoiman ku li-

säksi systeemiin vaikuttaa vaimennustekijä 𝑐𝑢, missä c on viskoosivaimennusta ku-

vaava vaimennuskerroin. Systeemiin vaikuttaa yhä heräte F(t), jolloin systeemin liike-

yhtälö saadaan muotoon

𝑚𝑢 + 𝑐𝑢 + 𝑘𝑢 = 𝐹(𝑡), (3.57)

sijoitetaan F(t) paikalle harmoninen kuormitus ja jaetaan massalla m

𝑢 + 𝑐
𝑚
𝑢 + 𝑘

𝑚
𝑢 = 𝐹ෘ

𝑚
sin (𝜔𝑡). (3.58)

Vaimennetulle pakkovärähtelylle on voimassa aiemmin mainitut kaavat
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𝜔𝑛 = ට𝑘
𝑚

 , 𝜉 = 𝑐
𝑐𝑘

, 𝐹ෘ = 𝑘𝑢ത𝑠𝑡, 𝑐𝑘 = 2𝑚𝜔𝑛.

Nyt voidaan liikeyhtälö kirjoittaa standardimuotoon

𝑢 + 2𝜉𝜔𝑛𝑢 +𝜔𝑛2𝑢 = 𝜔𝑛2𝑢ത𝑠𝑡sin (𝜔𝑡). (3.59)

Yhtälö 3.59 on jälleen toisen asteen epähomogeeninen differentiaaliyhtälö, jonka ylei-

nen ratkaisu muodostuu epähomogeenisen ja homogeenisen osan summasta. Ho-

mogeenisen osan yleinen ratkaisu on

𝑢ℎ(𝑡) = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡(𝐶1 sin(𝜔𝑑𝑡) + 𝐶2 cos(𝜔𝑑𝑡)), (3.60)

missä

𝜔𝑑 = ඥ1 − 𝜉2𝜔𝑛. (3.61)

Epähomogeenisen osuuden yksittäisratkaisu löytyy yritteellä, joka on muotoa

𝑢𝑡(𝑡) = A sin(𝜔𝑡) + B cos (𝜔𝑡). (3.62)

Derivoimalla kaavaa 3.62 ajan suhteen kaksi kertaa kiihtyvyyden ja nopeuden selvittä-

miseksi, sijoitetaan saadut tulokset liikeyhtälön standardimuotoon ja saadaan

[𝐴(𝜔𝑛2 −𝜔2) − 2𝐵𝜉𝜔𝑛𝜔] sin(𝜔𝑡) + [𝐵(𝜔𝑛2 − 𝜔2) + 2𝐴𝜉𝜔𝑛𝜔]𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) =

𝜔𝑛2𝑢ത𝑠𝑡sin (𝜔𝑡).
(3.63)

Yhtälön on oltava voimassa jokaisella ajanhetkellä, joten tehtäessä sijoitus t = 0, jäljelle

jää yhtälöparin ensimmäinen osa. Toinen osa saadaan nollaksi menevistä sini-

muotoisista termeistä

൜ 𝐵(𝜔𝑛2 − 𝜔2) + 2𝐴𝜉𝜔𝑛𝜔 = 0
𝐴(𝜔𝑛2 − 𝜔2) − 2𝐵𝜉𝜔𝑛𝜔 = 𝜔𝑛2𝑢ത𝑠𝑡

. (3.64)

Ratkaistaan yhtälöpari ja saadaan kertoimille A ja B arvot

𝐴 =
൤1− ቀ 𝜔𝜔𝑛

ቁ
2
൨ 𝑢ത𝑠𝑡

൤1− ቀ 𝜔𝜔𝑛
ቁ
2
൨
2

+ ቀ2𝜉𝜔
𝜔𝑛

ቁ
2, (3.65)

𝐵 =
−2𝜉 ቀ 𝜔𝜔𝑛

ቁ𝑢ത𝑠𝑡

൤1 − ቀ 𝜔𝜔𝑛
ቁ
2
൨
2

+ ቀ2𝜉𝜔
𝜔𝑛

ቁ
2. (3.66)
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Vaimenevan pakkovärähtelyn yksittäisratkaisun oletetaan olevan kaavan 3.67 mukai-

nen. Kun huomioidaan vaihekulma 𝜑 kertoimille A ja B on voimassa yhtälön 3.68 mu-

kaiset lausekkeet

𝑢𝑡(𝑡) = 𝐴̌ sin (𝜔𝑡 + 𝜑), (3.67)

ቊ𝐴 = 𝐴̌cos (𝜑)
𝐵 = 𝐴̌sin (𝜑)

→ ቊ
𝐴̌ = √𝐴2 + 𝐵2

𝜑 = tan−1(𝐵
𝐴

) . (3.68)

Sijoittamalla kaavojen 3.68 mukaiset A ja B kertoimet yhtälöön 3.62 saadaan epäho-

mogeenisen yhtälön yksittäisratkaisu

𝑢𝑡(𝑡) = 𝐴̌(sin(𝜔𝑡) cos(𝜑) + cos(𝜔𝑡) sin(𝜑)) = 𝐴̌ sin(𝜔𝑡 + 𝜑). (3.69)

Ratkaisemalla amplitudi ja vaihekulma saadaan

𝐴̌ =
𝑢ത𝑠𝑡

ඨ൤1 − ቀ 𝜔𝜔𝑛
ቁ
2
൨
2

+ ቀ2𝜉𝜔
𝜔𝑛

ቁ
2

,
(3.70)

𝜑 = tan−1 ൦
−2𝜉𝜔
𝜔𝑛

1 − ቀ 𝜔𝜔𝑛
ቁ
2൪. (3.71)

Kuten aiemmin todettiin, liikeyhtälön täydellinen ratkaisu on muotoa 𝑢(𝑡) = 𝑢ℎ(𝑡) +

𝑢𝑡(𝑡). Yhtälön homogeeninen osa kuvastaa systeemin ominaisvärähtelyä, joka katoaa

nopeasti ajan kuluessa. Yleisesti voidaan olettaa liikeyhtälön ratkaisun koostuvan aino-

astaan pakkovärähtelyistä, joten liikeyhtälön ratkaisuksi saadaan

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑡(𝑡). (3.72)
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Kuva 11. Yhden vapausasteen vaimenevan systeemin ominais- ja pakkovärähtely ku-

vaajat (Beards 1996, Chapter 2, s.40).

Kuvassa 11 on esitetty vaimenevan pakkovärähtelyn ominais- ja pakkovärähtelyjen ku-

vaajat ajan funktiona.  Merkitsemällä vahvistuskerrointa V

𝑉 =
1

ඨ൤1 − ቀ 𝜔𝜔𝑛
ቁ
2
൨
2

+ ቀ2𝜉𝜔
𝜔𝑛

ቁ
2

,
(3.73)

liikeyhtälön ratkaisu saadaan muotoon

𝑢(𝑡) = 𝑉𝑢ത𝑠𝑡 sin(𝜔𝑡 + 𝜑). (3.74)

Vaimenevan pakkovärähtelyn vahvistuskertoimen ääriarvo ei ole systeemin kulmataa-

juuden ja herätteen kulmataajuuden ollessa yhtä suuret vaan kohdassa (Salmi & Virta-

nen 2006, s. 395)

𝜔 = 𝜔𝑛ඥ1− 2𝜉2 → 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 1
2𝜉ඥ1−𝜉2

. (3.75)

Yleisesti ottaen, vahvistuskertoimen maksimiarvon ero tilanteeseen, jossa 𝜔𝑛 = 𝜔 on

todella pieni, joten resonanssin oletetaan tapahtuvan tässä tilanteessa (Salmi & Virta-

nen 2006, s.395). Resonanssitilanteessa vahvistusta kutsutaan resonanssivahvis-

tukseksi ja se saadaan

𝑉𝑟𝑒𝑠 = 1
2𝜉

. (3.76)

Kuvassa 12 on esitetty vahvistuskertoimen kuvaajat suhteellisen vaimennuksen eri ar-

voilla.
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Kuva 12. Vahvistuskertoimen kuvaaja vaimennuskertoimen eri arvoilla.

Kuvaajasta huomataan vahvistuskertoimen kasvavan pienemmillä vaimennuskertoi-

men arvoilla. Mikäli vaimennuskerroin olisi nolla, resonanssitilanteessa vahvistusker-

roin kasvaisi äärettömän suureksi. Tämä huomataan myös vahvistuskertoimen kaavas-

ta 3.73.

3.5 Useamman vapausasteen systeemi

Yhden vapausasteen systeemin laskentamallilla pystytään kuvaamaan ainoastaan

vaaka- tai pystysuuntaista systeemin liiketilaa. Luvussa 3 todettiin, että todellisissa ra-

kenteissa on suuri määrä mahdollisia tarkastelupisteitä ja vapausasteita, mikä hanka-

loittaa systeemin matemaattista käsittelyä. Useimmat reaalimaailman kohteet kuvataan

useamman vapausasteen systeemeinä, koska yhden vapausasteen tarkastelut eivät

kuvaa riittävän tarkasti todellisen rakenteen käyttäytymistä (Beards 1996, chapter 3, s.

1). Käytännössä tämä tarkoittaa sitä, että tyypillisesti rakenteen liiketilan määritykseen

systeemille valitaan 2-6 vapausastetta, jotka ovat molemmat vaakasuuntaiset siirtymät,

pystysiirtymä ja x-, y-  ja z-akselien rotaatio. Tämä johtaa yleensä matriisimuotoiseen

ratkaisuun.

Systeemin värähtelyongelman tarkasteluun on useita menetelmiä esimerkiksi Newtonin

toiseen lakiin ja d’Alembertin periaatteeseen perustuva sekä Lagrangen yhtälöihin pe-

rustuva tapa. (Thorby 2008, Structural dynamics and vibration in practice, s. 119-120).

Matriisimuotoisena liikeyhtälön perusmuoto on seuraava ilman herätevoimaa

𝑴𝑢 + 𝑪𝑢 + 𝑲𝑢 = 0, (3.77)
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missä M on massamatriisi, C on vaimennusmatriisi ja K on jäykkyysmatriisi (Humar

2012, Dynamics of structures, s. 477). Tarkastellaan systeemin vaimenematonta vä-

rähtelyä, jolloin termi C=0, saadaan yhtälö 3.77 muotoon

𝑴𝑢 + 𝑲𝑢 = 0. (3.78)

Liikeyhtälön yleinen ratkaisu on muotoa 𝒖(𝑡) = ∑𝒒𝑖sin (𝜔𝑖𝑡 + 𝜑𝑖), missä 𝒒𝑖 on liiketilaa

kuvaava ominaisvektori. Tekemällä siirtymävektorin u sijoitus yhtälöön 3.78, liikeyhtä-

löksi saadaan

∑(𝑲−𝜔𝑖
2𝑴)𝒒𝑖𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑖 𝑡 + 𝜑𝑖) = 0. (3.79)

Yhtälön 3.79 on oltava tosi kaikilla ajanhetkillä t, joten voidaan lausekkeen sini-

muotoinen osuus jättää pois ja saadaan

𝑲𝒒𝑖 = 𝜔𝑖
2𝑴𝒒𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑛. (3.80)

Yhtälöstä 3.80 saadaan ratkaistua liiketilaa kuvaavat ominaisvektorit 𝒒𝑖 ja ominaisarvot

𝜔𝑖. Saatu yhtälö on ominaisarvo-ongelma. Ominaisarvo-ongelman ratkaisutapoja on

useita, mutta tämän työn puitteissa tarkastellaan ainoastaan aliavaruusiteraatiota

(subspace iteration method). Tämä metodi on tehokas usean vapausasteen systeemin

ominaisarvo-ongelman ratkaisumenetelmä, kun alimmat ominaistaajuudet ovat kiinnos-

tuksen kohteena (Humar 2012, s. 562). Linearisoitu ominaisarvo-ongelma voidaan esit-

tää seuraavasti kun ratkaistaan ominaisarvopareja 𝑝 -kappaletta ja 𝑛 ≫ 𝑝

𝑲𝜱 = 𝑴𝜱𝜦, (3.81)

missä 𝜱 on ominaisvektorimatriisi 𝜱 = ൣ𝜙1 , … ,𝜙𝑝൧ ja 𝜦 ominaisarvomatriisi, joka on

myös diagonaalimatriisi, jonka diagonaaliosat kuvaavat ensimmäisiä 𝑝 ominaisarvoja

(Humar 2012, s. 563). Iteroinnin ensimmäinen vaihe on aloitusvektorin 𝜱0 valinta ja ite-

rointi kun 𝑘 = 1, 2, …, Tämän jälkeen ratkaistaan seuraava

𝑲𝜱ഥ𝒌 = 𝑴𝜱𝒌−𝟏, (3.82)

missä 𝜱 = ൣ𝜙1 , … ,𝜙𝑞൧ ja 𝑞 > 𝑝. Tämän jälkeen massa- ja jäykkyysmatriisi on projisoita-

va aliavaruuteen seuraavasti

𝑲𝑘
∗ = 𝜱ഥ𝑘∗𝑲𝜱ഥ𝒌,

𝑴𝑘
∗ = 𝜱ഥ𝑘∗𝑴𝜱ഥ𝒌.

(3.83)

Tämän jälkeen ratkaistaan projisoitu tehtävä

𝑲𝑘
∗𝑸𝒌 = 𝑴𝑘

∗𝑸𝒌𝜦𝒌, (3.84)

jonka jälkeen päivitetään ominaisvektorit



27

𝜱𝒌 = 𝜱ഥ𝒌𝑸𝒌. (3.85)

Mikäli vektorit 𝜱0 eivät ole ortogonaaliset ominaisvektoreiden kanssa, niin iteraatio

konvergoi 𝜦𝒌 → 𝜦  ja 𝜱𝒌 → 𝜱, kun k lähestyy ääretöntä (Kouhia 2005, Rakenteiden

mekaniikan menetelmiä metallirakentajille osa 2. Ratkaisutekniikat. s. 56-58).

3.6 Usean vapausasteen systeemin vaimennettu vapaa väräh-
tely

Edellisessä luvussa tarkasteltiin kaavan 3.78 mukaista liikeyhtälöä. Tarkastellaan nyt ti-

lannetta missä systeemin ei vaikuta edelleenkään ulkoisia voimia mutta vaimennus C

on läsnä. Tällöin liikeyhtälöksi saadaan

𝑴𝒖 + 𝑪𝒖 +𝑲𝒖 = 𝟎. (3.86)

Tehdään siirtymävektorille u koordinaattimuutos moodimatriisin ja vektorin y kanssa,

𝒖 = 𝜱𝒚, jolloin liikeyhtälö voidaan kirjoittaa yhtälön 3.87 mukaisessa muodossa

𝜱𝑇𝑴𝜱𝒚+ 𝜱𝑇𝑪𝜱𝒚+𝜱𝑇𝑲𝜱𝒚 = 𝟎. (3.87)

Moodimatriisi 𝜱 diagonalisoi automaattisesti sekä massamatriisin M sekä jäykkyysmat-

riisin K, mutta ei välttämättä vaimennusmatriisia C. Tarkastellaan erityistapausta, jossa

𝜱𝑇𝑪𝜱 on diagonaalimatriisi, jolloin matriisiesityksen n:s lauseke on

𝑚𝑛𝑦𝑛 + 𝑐𝑛𝑦𝑛 + 𝑘𝑛𝑦𝑛 = 0. (3.88)

Yhtälölle 3.87 on voimassa ehdot: 𝜱𝑇𝑴𝜱 = 𝑰 ja 𝜱𝑇𝑲𝜱 = 𝜦, joten massatermi 𝑚𝑛 su-

pistuu pois. Edellä mainitun jäykkyysmatriisin ehdon sekä yhteyden 𝑘𝑛 = 𝜆𝒏 = 𝜔𝑛2 joh-

dosta yhtälö 3.88 sievenee muotoon

𝑦𝑛 + 𝑐𝑛𝑦𝑛 + 𝜔𝑛2𝑦𝑛 = 0. (3.89)

Termi 𝑐𝑛 on vaimennusvakio, joka on sama kuin kappaleessa 3.2 esitetty. Tekemällä

sijoitus, yhtälöstä 3.89 saadaan

𝑦𝑛 + 2𝜉𝑛𝜔𝑛𝑦𝑛 +𝜔𝑛2𝑦𝑛 = 0, (3.90)

missä 𝜉 on n:s vaimennuskerroin. Liikeyhtälön y-moodikoordinaatille ratkaisu on muo-

toa

𝑦𝑛 = 𝑒−𝜉𝑛𝜔𝑛𝑡 ൤
𝑦0𝑛 + 𝑦0𝑛𝜉𝑛𝜔𝑛

𝜔𝐷𝑛
𝑠𝑖𝑛𝜔𝐷𝑛 + 𝑦0𝑛𝑐𝑜𝑠𝜔𝐷𝑛𝑡൨ (3.91)

Yhtälössä 3.91 suureet 𝜔𝐷𝑛 = 𝜔𝑛ට1− 𝜉𝑛
2, 𝑦0𝑛 ja 𝑦0𝑛 kuvaavat nopeus- ja siirtymä-

vektoreiden 𝑦0 ja 𝑦0 n:s elementtejä. Moodivapausasteille alkuehdot ovat
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𝒖0 = 𝜱𝒚𝟎, 𝒗0 = 𝜱𝒚0,

𝒚𝟎 = 𝜱𝑇𝑴𝒖0, (3.92)

𝒚0 = 𝜱𝑇𝑴𝒗0. (3.93)

Yhtälöstä 3.91 saatavat arvot täytyy muuttaa alkuperäisiin koordinaatteihin moodimuu-

toksen 𝒖 = 𝜱𝒚 mukaisesti.

3.7 Usean vapausasteen systeemin vaimennettu pakkoväräh-
tely

Usean vapausasteen systeemiin vaikuttaessa ulkoinen harmoninen voima, edellisessä

luvussa esitettyyn liikeyhtälöön (3.86) lisätään oikealle puolelle voima p(t)

𝑴𝒖 + 𝑪𝒖 +𝑲𝒖 = 𝒑(𝑡). (3.94)

Mikäli systeemissä ei esiinny vaimennusta, jätetään termi 𝑪𝒖 pois. Yhtälö 3.94 voidaan

yleisesti ottaen ratkaista ainoastaan numeerisilla menetelmillä, jotka perustuvat tiettyi-

hin matemaattisiin malleihin. On huomioitava, että saatavat tulokset ovat ainoastaan

todellisen tilanteen aproksimaatioita (Humar 2012, s. 601). Tekemällä edellisessä lu-

vussa esitetty koordinaattimuutos yhtälöstä 3.94 saadaan

𝑴∗𝒚+ 𝑪∗𝒚+ 𝑲∗𝒚 = 𝒑∗ , (3.95)

missä 𝑴∗, 𝑪∗ ja 𝑲∗ ovat

𝑴∗ = 𝜱𝑇𝑴𝜱 , 𝑪∗ = 𝜱𝑇𝑪𝜱, 𝑲∗ = 𝜱𝑇𝑲𝜱.

Moodimuodoista massa- sekä jäykkyysmatriisi ovat diagonaalimatriiseja. Tarkastellaan

luvun 3.6 mukaista vaimennusmatriisin erikoistapausta, missä C on myös diagonaali-

matriisi. Tällöin liikeyhtälö johtaa n määrään ratkaisua, joten yhtälön 3.95 n:s muoto

saadaan

𝑚𝑛𝑦𝑛 + 𝑐𝑛𝑦𝑛 + 𝑘𝑛𝑦𝑛 = 𝑝𝑛, (3.96)

missä 𝑝𝑛 = 𝜱𝑛
𝑇𝒑. (Humar 2012, s. 602). Liikeyhtälö on nyt sama kuin yhden vapaus-

asteen vaimennetussa pakkovärähtelyssä (3.57). Jakamalla yhtälö 3.96 puolittain mas-

salla 𝑚𝑛 saadaan

𝑦𝑛 + 𝑐𝑛
𝑚𝑛

𝑦𝑛 + 𝑘𝑛
𝑚𝑛

𝑦𝑛 = 𝑝𝑛
𝑚𝑛

. (3.97)

Sijoittamalla luvussa 3.2 määritetyt vaimennuskertoimen ja jäykkyyden osamäärät

massan kanssa yhtälöstä 3.97 saadaan
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𝑦𝑛 + 2𝜉𝑛𝜔𝑛𝑦𝑛 +𝜔𝑛2𝑦𝑛 = 𝑝𝑛
𝑚𝑛

. (3.98)

Yhtälön ratkaisu koostuu systeemin vapaan värähtelyn ja pakkovärähtelyn osuuksista.

Muutetun koordinaattisysteemin siirtymän 𝑦𝑛 ratkaisu on

𝑦𝑛 = 𝑒−𝜉𝑛𝜔𝑛𝑡 ൤
𝑦0𝑛 + 𝑦0𝑛𝜉𝑛𝜔𝑛

𝜔𝐷𝑛
𝑠𝑖𝑛𝜔𝐷𝑛 + 𝑦0𝑛𝑐𝑜𝑠𝜔𝐷𝑛𝑡൨

+
1

𝑚𝑛𝜔𝐷𝑛
න𝑝𝑛

𝑡

0

(𝜏)𝑒−𝜔𝜉𝑛(𝑡−𝜏) sin𝜔𝐷𝑛 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏,
(3.99)

missä siirtymä ja nopeussuureet ovat kaavojen 3.93-95 mukaiset (Humar 2012, s.

603). Kaavan 3.99 jälkimmäinen osa kuvaa systeemin pakkovärähtelyä. Ratkaisuna

saadaan 𝑦𝑛:n n:s muutettu koordinaatti. Saadut arvot muutetaan koordinaattimuutok-

sen avulla kuvaamaan siirtymiä u. Kuten vaimennetun ominaisvärähtelyn tapauksessa,

on usein riittävää tarkastella vain matalimpien resonanssitaajuuksien mukaiset tilan-

teet. Tilanteissa joissa vaimennusmatriisi ei täytä ortogonaalisuusvaatimusta johtaa

kompleksisien ominaisvektoreiden käyttöön (Humar 2012, s. 603-604).

3.7.1 Ratkaisuperiaatteen yhteenveto

Tässä kappaleessa on tiivistettynä usean vapausasteen vaimennetun systeemin pak-

kovärähtelyn ratkaisuperiaatteet, jotka pohjautuvat Humar J (2012) kirjoittamaan kir-

jaan. Luvuissa 3.6 ja 3.7 esitettyä ratkaisutapaa kutsutaan moodi-superpositio meto-

diksi. Seuraavissa kohdissa 1-7 on esitetty ratkaisun eri vaiheet.

1. Lähtötietojen mukaisten massa- jäykkyys- ja vaimennusmatriisien muodos-

tus sekä liikeyhtälön (kaava 3.96) muodostus. Vaimennusmatriisin on olta-

va ortogonaalinen.

2. Vaimentamattoman vapaan värähtelyn moodimuotojen sekä taajuuksien

ratkaiseminen linearisoidun ominaisarvo-ongelman avulla jollakin numeeri-

sella menetelmällä sekä koordinaattien moodimuutoksen tekeminen

𝑴𝑢 +𝑲𝑢 = 0

3. Selvitys kuinka monen moodimuodon tuloksilla saadaan riittävän tarkka

ratkaisu.

4. Määritä jokaiselle M moodimuodolle moodimassa 𝑀𝑛, moodivaimennus 𝐶𝑛
sekä moodivoima 𝑝𝑛, joille on voimassa seuraavat

𝑀𝑛 = 𝒚𝑛
𝑇𝑴𝒚𝑛
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𝐶𝑛 = 𝒚𝑛
𝑇𝑪𝒚𝑛

𝑝𝑛 = 𝒚𝑛
𝑇𝒑

5. Tekemällä sijoitukset liikeyhtälöön (3.96), jolloin saadaan yhtälön 3.100

mukainen muoto.

6. Alkuperäisen koordinaatiston mukaisten alkuehtojen mukaan ratkaistaan

moodikoordinaatiston siirtymä- ja nopeusvektorit 𝒚𝟎 ja 𝒚0. Moodimuotojen

ortonormaalisuuden avulla em. vektorit saadaan:

𝒚𝟎 = 𝜱𝑇𝑴𝒖0

𝒚0 = 𝜱𝑇𝑴𝒗0

7. Ratkaise kaavan 3.101 mukaiset siirtymät 𝑦𝑛 ja muunna takaisin alkupe-

räiseen muotoon moodimuutoksen 𝒖 = 𝜱𝑛𝑦𝑛 avulla.
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4. VAIMENNUS JA KÄYTETTÄVÄT VAIMENTI-
MET

Laiteperustukselle dynaamista kuormitusta aiheuttava laite tai kone toimiessaan väräh-

telee tietyllä taajuudella. Tätä taajuutta, mikä synnyttää dynaamisen herätteen kutsu-

taan myös perustuksen viritystaajuudeksi. Perustuksen ominaistaajuudet ovat raken-

teelle ominaisia resonanssitaajuuksia. Mikäli herätteen taajuus ja systeemin ominais-

taajuus ovat yhtä suuret, syntyy resonanssi. Perustuksen suunnittelussa, avainase-

massa on resonanssitaajuuksien välttäminen perustuksen ja toimivan laitteen kanssa.

Tähän päästään vaikuttamalla perustuksen massaan, jäykkyyteen tai vaimennukseen

(Beards 1996, Chapter 1, s. 2-3). Kuitenkin ennen itse perustuksen vaimennusta suun-

nittelijan on hyvä tehdä mahdolliset toimenpiteet värähtelyn lähteeseen, minimoidak-

seen perustuksen ominaistaajuutta (Beards 1996, Chapter 5, s.1).

Laitteiden liikkeistä syntyvä värähtely siirtyy liitosten kautta laitteen alla olevaan raken-

teeseen dynaamisina voimina. Kaikille rakennusosille, jotka poistavat tai pienentävät

alusrakenteille siirtyvää värähtelyä käytetään lyhennettä VPO (Vibration Protection Ob-

jects) (Karnovsky & Lebed 2016, Theory of Vibration Protection, s. xxiii). Yleisesti otta-

en värähtelyn suojaus voidaan jakaa kolmeen eri lähestymistapaan: a) värähtelyn läh-

teeseen vaikuttaminen, b) aktiivinen värähtelyn suojaus ja c) passiivinen värähtelyn

suojaus. Värähtelijään vaikuttaminen perustuu koneen toiminnan staattisen ja dynaa-

misen puolen tasapainottamiseen. Passiivinen suojaus tarkoittaa värähtelyenergian

pienentämistä ulkoisilla tekijöillä, mikä tarkoittaa tärinän eristämistä ja vaimentamista

tai itse rakenteen muuttamista. Aktiivinen värähtelyn suojaus tarkoittaa automaattista

ulkoista mekanismia, mikä rajoittaa systeemin värähtelyä. (Karnovsky & Lebed 2016, s.

xxxiv-xxxvi).

Tärinäeristyksen toteuttamisessa vaimentimet voidaan asentaa vaikuttamaan joko vä-

rähtelevään kohteeseen tai värähtelyn vastaanottavaan kohteeseen. Vaimennuksen ol-

lessa värähtelevässä kohteessa käytetään termiä lähde-eristys. Eristyksen liittyessä

vastaanottavan osapuolen värähtelyyn puhutaan vastaanottajan eristyksestä. Mahdolli-

simman pienen värähtelytason saavuttamiseksi näitä kahta tärinäeristysmuotoa voi-

daan yhdistellä (Austrell et al. 1998, Survey of desing methods and material charac-

teristics in rubber engineering, s. 90-91). Kuvissa 13 ja 14 on esitetty värähtelijän ja vä-

rähtelyn vastaanottajan eristämiseen perustuvat periaatekuvat.
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Kuva 13. Värähtelijän tärinäeristys

Kuva 14. Värähtelyn vastaanottajan tärinäeristys

Perustuksen tärinäeristyksen suunnittelu perustuu usein nyrkkisääntöjen noudattami-

seen. Austrell et al. (1998) mukaan suunnittelussa päästään pääosin hyväksyttäviin ra-

joihin kun seurataan seuraavia ohjeita:

- A) Tärinäeristeen staattisen jäykkyyden tulee olla riittävän matala siten, että jäykän run-
gon korkein resonanssitaajuus on huomattavasti matalampi kuin alin viritystaajuus.

- B) Tukipisteiden tulee olla mahdollisimman jäykät.

- C) Pisteissä, joissa laite kiinnittyy vaimentimeen, liitosten tulee olla mahdollisimman
jäykät

- D) Mahdollisuuksien mukaan, vaimennin on suunniteltava siten, että sen ensimmäinen
anti-resonanssitaajuus on korkeampi kuin suurin tarkasteltava viritystaajuus.

- E) Mahdollisuuksien mukaan perustuksen resonanssitaajuudet eivät risteä vaimentimen
anti-resonanssitaajuuksien kanssa.
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- F) Vaimentimen anti-resonanssitaajuudet eivät risteä viritysspektrin olennaisten kompo-
nenttien kanssa.

Kohdat A-C täyttyvät usein ongelmitta matalilla taajuusalueilla. Osien sisäisten reso-

nanssitaajuuksien johdosta suuremmat taajuudet aiheuttavat ongelmia kohtien A-C

noudattamiseen. Suunnittelijan on usein osoitettava mittausten ja laskelmien tuella

kohtien E ja F täyttyminen, koska näiden toteutuminen todellisissa ratkaisuissa on erit-

täin haastavaa (Austrell et al. 1998, s. 108). Yleisesti ottaen vaimennuksensuunnittelu

voidaan jakaa kuuteen osaan

- ”tukilaatan” koon määritys.

- vaimentimen valinta – jäykkyys- ja vaimennusparametrit.

- vaimentimien sijoitus.

- dynaaminen analyysi: tukirakenteen tukireaktiot ja amplitudit.

- ”tukilaatan” kestävyys.

- liittyvien rakenteiden vaikutus jäykkyys- ja vaimennusparametreihin, mikäli niitä

on (Bhatia 2008, s. 12-3).

Seuraavissa alaluvuissa tutustutaan yleisellä tasolla yleisimpiin tärinänvaimentimiin ja

niiden ominaisuuksiin.

4.1 Teollisuudessa käytetyt tärinävaimentimet

Tärinävaimentimia ja eri vaimennintoimittajia on monia erilaisia. Kaikkien tärinävaimen-

timien toimintaperiaate on kutakuinkin sama riippumatta käyttökohteesta. Kaiken vai-

mennuksen toiminta perustuu energian muuttamiseen eri muotoihin. Vaimentimella py-

ritään pienentämään laitteen toiminnasta perustukselle ja ympäristölle välittyvää väräh-

telyä ja näin syntyviä siirtymäamplitudeja.

Yleisimmät teollisuuden rakentamisessa käytettävät tärinävaimentimet ovat teräksiset

kierrejouset, erilaiset kumi- ja solumuovivaimentimet sekä kaasujouset. Kaikkien vai-

mentimien toiminnan kannalta dynaaminen jäykkyys ja vaimennus-/vähennyskerroin

ovat tärkeimmät parametrit (Austrell P.-E et al. 1998, s. 109-110). Riippumatta vaimen-

timen tyypistä, ne tulisi valita siten että seuraavat ehdot täyttyisivät:

- Vaimentimen tulee kestää laitteen ja ”tukilaatan” staattiset kuormitukset.

- Vaimentimen jäykkyysparametrit tulee valita siten, että saadaan haluttu taa-

juussuhde tehokkaan eristyksen aikaansaamiseksi.
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- Vaimentimella tulee olla hyvä vaimennuskerroin suurempien amplitudien hallit-

semiseksi (Bhatia 2008, s. 12-4).

Lukuiset vaimennintoimittajat mahdollistivat tehokkaat suunnitteluratkaisut tarkastelta-

valle kohteelle riippuen toimivan koneen/laitteet koosta ja käyntinopeudesta. Osittain

runsaudenpaljous myös hankaloittaa vaimentimen valintaprosessia.

4.1.1 Kumi- ja elastomeerivaimentimet

Kumi- ja elastomeerivaimentimet ovat orgaanisesta aineksestaan riippumatta kaikki po-

lymeerejä, jotka koostuvat pitkistä molekyyliketjuista. Pelkkänä orgaanisena aineksena

materiaalit ovat plastisia, mutta tämä ratkaistaan vulkanisaatiolla. Vulkanisaatiossa

raakamateriaalin pitkät molekyyliketjut liitetään toisiinsa, jolloin saadaan kiinteä, vakaa

ja elastinen lopputulos. Materiaaliin voidaan myös lisätä muita aineita parantamaan sen

ominaisuuksia. Elastomeerien merkittävimmät ominaisuudet suunnitteluratkaisuiden

kannalta ovat rasituskestävyys, elastinen muodonmuutoskyky sekä tärinän vaimennus.

Nämä materiaalit eivät ole kuitenkaan täysin elastisia. Tämä huomataan kuormituksen

lisäyksen ja poiston mukaisessa rasitus-venymä-kuvaajassa (Austrell et al. 1998, s. 8-

9).

Kuva 15. Vulkanisoidun kumin tyypillinen rasitus-venymä-kuvaaja jaksollisesti kuormi-

tettuna (Austrell et al. 1998, s. 10).

Jaksollisen kuormituksen muodostamaa kuvaajaa kutsutaan hystereesiksi, mikä tar-

koittaa sitä, että systeemistä katoaa energiaa hieman jokaisen kuormitusjakson aikana.
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Kumi ja solumuovivaimentimet ovat yksi yleisimmin käytetty vaimennintyyppi. Niitä on

saatavilla laaja valikoima valmistajasta ja vaimennintoimittajasta riippuen. Tästä johtu-

en yksi suurimmista ongelmista kumi- ja solumuovivaimentimien kohdalla on runsau-

denpaljous. Materiaaliominaisuudet saattavat vaihdella huomattavasti esimerkiksi eri

toimittajien välillä, vaimentimen staattinen jäykkyys saattaa erota jopa 40 prosenttia

(Austrell et al. 1998, s. 110). Kuitenkin laaja kirjo myös mahdollistaa kunkin suunnitte-

lukohteen yksityiskohtaisen suunnittelun, vaimennin voidaan valita juuri kyseiseen ta-

paukseen sopivaksi. Viskoelastiset vaimentimet huomioivat kuormista syntyvät leik-

kaus- ja puristusrasitukset ja toimivat parhaiten puristuksen kuormittamana (Getzner,

Sylomer, Material Properties and Vibration Isolation, Technical Information, s. 1).

Elastomeerien hyvät muodonmuutosominaisuudet sekä pienet kimmokertoimen arvot

aikaansaavat hyvät jousiominaisuudet. Niiden vaimennus on tavallisesti suurempi ver-

rattuna teräsjousivaimentimiin. Elastomeereistä valmistetuilla vaimentimilla dynaami-

nen jäykkyys on staattista jäykkyyttä suurempi, jolloin tarkasteltavan systeemin omi-

naistaajuuksien laskennassa tulee käyttää ainoastaan dynaamista jäykkyyttä. Tyypilli-

sesti elastomeerivaimentimia käytettäessä systeemin pystysuuntaiseksi ominaistaajuu-

deksi saadaan 6-20 Hz. Ne ovat myös helposti muokattavia, vaimennin voidaan asen-

taa eri muotoisina yksittäisinä rakenneosina tai levitettävinä mattoina tai laattoina. Tällä

tavoin pystytään helposti vaikuttamaan myös vaimentimen dynaamisiin ominaisuuksiin.

Kuvassa 16 on esitetty erilaisia elastomeerivaimentimia.

Kuva 16. Erilaisia elastomeerivaimentimia (SFS-EN 1299+A1 2009, s. 22).

Vaimentimen kuormituskykyyn ja lujuuteen vaikuttaa materiaali tai materiaaliseos, ra-

kenne, staattinen ja dynaaminen kuorma ja tärinää aiheuttavan järjestelmän värähtelyn

amplitudi ja taajuus  (SFS-EN 1299+A1 2009, s. 20).
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4.1.2 Teräsjousivaimentimet

Teräsjousivaimentimia käytetään laajasti teollisuuden alalla laitteiden toiminnasta ai-

heutuvan värähtelyn rajoittamiseksi. Vaimennintoimittajia on lukuisia erilaisia, mikä

mahdollistaa suunnitteluratkaisun optimoinnin. Tapauskohtaisesti suunnitteluratkaisu

voidaan optimoida hyvinkin tarkasti. Tärinävaimennin voidaan asentaa vaikuttamaan

suoraan perustusrakenteen ja laitteen liitoskohtaan tai perustusrakenteen alapuolelle

kuvien 17 ja 18 mukaisesti.

Kuva 17.  Periaatekuva tärinävaimennuksen asennuksesta perustuksen ja laitteen lii-

toksiin.

Kuva 18. Periaate kuva tärinävaimentimen asennuksesta perustuksen alapuolelle

Teräksisten kierrejousten käyttökohteita ovat tyypillisimmin erilaiset puhaltimet, jäähdy-

tyslaitteet, generaattorit, kompressorit ja pumput (ChristianBerner, Tärinänvaimennus,

teollisuus, ISOTOP MSN teräsjousivaimentimet). Kierrejousivaimentimet ovat matala-

taajuusvaimentimia, joiden suositeltu käyttöalue on alle 8 Hz:n taajuuksilla (getzner,

Machine bearings for building services equipment, Product catalogue, s. 7). Kierre-

jousien staattisen ja dynaamisen jäykkyyden välillä ei ole eroa (SFS-EN 1299+A1).
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Näin mahdollistetaan toimivan laitteen matalat ominaistaajuudet sekä pitkä käyttöikä

(Mogilevsky M 1993, The Influence Of Steel Springs On Machine Support Vibration, s.

593). Variaatiot vaimennus- sekä jäykkyysparametreissa eri toimittajien välillä mahdol-

listavat suuren käyttöalueen kierrejousivaimentimille. Teräs homogeenisena materiaa-

lina myös pienentää kappalekohtaista vaihtelua vaimentimen materiaaliominaisuuksis-

sa. Vaimentimien avoin profiili mahdollistaa jousen tarkastukset ja muodonmuutosten

seuraamisen tehokkaasti. Myös eri systeemien muokkaus ja yhdistäminen on mahdol-

lista kapasiteettien optimoimiseksi. Ohessa on esitetty teräksisten kierrejousien hyödyt

- huollettavuus

- pienet muodonmuutokset ja pitkäikäisyys

- tehokas matalalla kokonaiskorkeudella

- veden ja suolaveden kestävyys, öljyjen ja rasvojen kestävyys

- hydrolyysi- ja UV-kestävyys

- ympäristöystävällisyys (Getzner, Machine bearings for building services equip-

ment. Product catalogue, s. 6).

Kierrejouset sopivat erityisen hyvin x-, y- ja z-suunnassa vaimentimeksi lineaarisen pu-

ristumiskäyttäytymisen johdosta (SFS-EN 1299+A1, s. 2006). Teräsjousia käytettäessä

värähtelyn aikana tapahtuva energiahäviö on pientä (Mogilievsky 1993, s. 593). Tämä

johtaa usein vaimennus-/vähennyskertoimen hyvin pieneen arvoon (Austrell et.al. s.

110). Vähäisellä energiahäviöllä on myös negatiivinen vaikutus teräsjousivaimentimien

akustisiin ominaisuuksiin. Kuvassa 19 on esitetty erilaisia teräsjousivaimentimia.

Kuva 19. Teräsjousivaimennin ISOTOP SD (vasen) ja DSD (oikea)(ChristianBerner).
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Jousien kuormitusalue on 4 kg-5 t vaimenninta kohden (Getzner, Product catalogue,

Machine bearings for building services equipment, s. 7). Kuvassa 20 on esitetty kuvan

19 mukaisten vaimentimien suositellut käyttöalueet.

Kuva 20. Teräsjousivaimentimien suositellut käyttöalueet viritystaajuuden mukaan

(Getzner, Machine bearings for building services equipment, Product catalogue s. 7).

Kuvassa 20 on esitetty vain kyseisen vaimennintoimittajan antamat käyttöalueet kysei-

sille vaimentimille. Yksittäiset teräsjousivaimentimet sopivat parhaiten käytettäväksi

pienten koneiden liitoksissa kuormankantokykynsä johdosta. Perustusten tärinä-

vaimennuksessa joudutaan kuormien kasvaessa käyttämään useita vaimennusblokke-

ja, joissa on kaksi tai useampi vaimennin. Vaimennusblokkien kuormankantokyky vaih-

telee välillä 1-1500 kN. Kuvassa 21 on esitetty tyypillinen vaimennusblokki.
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Kuva 21. Kierrepuristusjousista valmistettu vaimennusblokki (SFS-EN 1299+A1, s. 28).

Vaimennusblokit voidaan asentaa yksittäisten kierrejousien tapaan joko perustuksen ja

laitteen liitoskohtaan tai perustuksen alapuolelle.

4.2 Passiivinen vaimennus

Passiivista vaimennusta on käytetty jo useita vuosia rajoittamaan rakenteiden, värähte-

lyjä (Baz 2019, Active and Passive Vibration Damping, Chapter 1, Vibration damping).

Kuten aiemmin todettiin, passiivisen vaimennuksen toimintaperiaate perustuu värähte-

lyn amplitudien rajoittamiseen vaikuttamalla rakenteen jäykkyyteen, massaan tai vai-

mennusparametriin. Tyypillisesti tämä tarkoittaa tärinän eristystä, vaimennusta ja ab-

sorptiota. Passiivinen vaimennus pitää sisällään sekä mekaanisen systeemin sekä

mahdolliset lisämassat, elastiset kappaleet, energiaa jakauttavat laitteet sekä mahdolli-

set muut massattomat kappaleet (Karnovsky & Lebed 2016, s. xxxiv).

Tärinän eristimillä tarkoitetaan kappaleita, jotka lisätään systeemiin pienentämään vä-

rähtelijältä rakenteelle välittyvää dynaamista kuormaa. Tätä kuvaa systeemin liikeyhtä-

lössä jousen jäykkyyttä kuvaava termi k. Tärinän vaimentimet ovat myös värähtelyn

amplitudia pienentävä tekijä. Toiminta perustuu erillisiin rakenteeseen asennettaviin

vaimentimiin, joiden muodonmuutoskyky hajauttaa dynaamista kuormitusta rakenteelle

ja näin pienentää systeemin värähtelyamplitudeja. Tärinän absorptiossa systeemiin li-

sätään kappale joka pääsee värähtelemään ja täten kompensoi koko mekanismin vä-

rähtelyä siirtämällä osan systeemin värähtelystä absorboivaan lähteeseen (Karnovsky

& Lebed 2016, s. xxxv.). Kaikkien edellä mainittujen värähtelynrajoitustapojen toiminta

perustuu resonanssitaajuuksien välttämiseen. Kuvassa 22 on esitetty eristyksen, vai-

mennuksen sekä absorption mekaaninen malli.
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Kuva 22. Systeemin mekaaninen malli A) tärinän eristys, B) tärinän vaimennus, C) tä-

rinän absorptio (Karnovsky & Lebed 2016, s. xxxiv).

Suomen eurokoodin SFS-EN 1299+A1 pohjalta värähtelevään systeemiin vaaditaan

vaimennusta seuraavissa tapauksissa:

- Värähtelyn siirtymäamplitudien pienentämiseksi resonanssitaajuuksia ohitetta-

essa.

- Pyörivät koneet, kun toiminta aiheuttaa epäsymmetrisiä kuormia.

- Oikosulusta aiheutuvien momenttien vaimentaminen.

- Koneiden ja laitteiden vakauttamiseksi, jotka on taloudellisista tai teknisistä

syistä kiinnitetty perustukseen, jonka massa ei pysty kompensoimaan systee-

min värähtelyä.

- Iskumaisten koneiden aiheuttaman värähtelyn nopea vaimentaminen.

4.3 Vaimennustyypit

Ideaalitapauksessa vaimentamattoman kappaleen värähdellessä harmonisesti, väräh-

tely jatkuisi äärettömästi. Todellisuudessa värähtely vaimenee ajan funktiona, kunnes

värähtelevä massa tai kappale asettuu takaisin tasapainoasemaansa. Rakenteiden dy-

namiikassa tämä vaimennus on jaettu tyypillisesti kolmeen vaimennustyyppiin, kitka- ja

viskoosivaimennukseen sekä rakenteelliseen- tai hystereesivaimennukseen (Strom-

men 2014, Structural dynamics, Springer Series in Solid and Structural Mechanics 2, s.

355-356). Vaimennus voi olla myös systeemissä normaalisti esiintyvää sisäistä vai-

mennusta tai tärinäneristimin ja -vaimentimin aikaansaatua ulkoista vaimennusta.
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4.3.1 Viskoosi- ja viskoelastinen vaimennus

Viskoosivaimennus on rakenteen materiaaliominaisuuksin perustuva vaimennustyyppi.

Rakenteiden suunnittelussa viskoosivaimennus on yleisimmin käytössä ollut vaimen-

nustyyppi. Tässä tapauksessa viskoosivaimennuksen tärkein parametri on sen vai-

mennuksen verrannollisuus venymänopeuteen. Viskoosivaimennuksen matemaattinen

käsittely on esitetty luvussa 3.2. Kuten kaikella vaimennuksella, viskoosivaimennuksen

toiminta perustuu laitteen värähtelyn perustuksille aiheuttaman liike-energian ja välitty-

vien voimien hajaannuttamiseen. Vaimennuksen aiheuttaman vaimennusvoiman ja

syntyvän muodonmuutoksen välistä yhteyttä voidaan kuvata hystereesisilmukan avulla

(Karnovsky & Lebed 2016, s. 176). Viskoosivaimennetun systeemin siirtymälle määri-

tettiin luvussa x siirtymä kaavan 3.12 mukaan. Kirjoitetaan kaava 3.12 uudelleen siirty-

män ollessa x ja amplitudin A sekä derivoidaan ajan suhteen jolloin saadaan nopeus 𝑥.̇

Vaimennusvoima on suoraan verrannollinen värähtelyn nopeuteen, joten on voimassa

yhteys 𝐹𝑑(𝑥)̇ = 𝐶𝑥̇

𝑥(𝑡) = 𝐴 sin (𝜔𝑡), (4.1)

𝑥(̇𝑡) = 𝐴𝜔 cos (𝜔𝑡). (4.2)

Sijoitetaan nopeus vaimennusvoiman kaavaan

𝐹𝑑(𝑥)̇ = 𝐶𝐴𝜔 cos (𝜔𝑡). (4.3)

Yhden jakson aikana hävinnyt energia saadaan seuraavasta integraalista

𝑊𝑑𝑖𝑠 = ∮𝐹𝑑 𝑑𝑥. (4.4)

Tekemällä sijoitukset voidaan integraali ratkaista. Yhden värähtelyn jakson aikana sys-

teemistä hävinnyt energia on

𝑊𝑑𝑖𝑠 = ∮𝐶𝑥 𝑑̇𝑥 𝑑𝑡
𝑑𝑡

= ∮ 𝐶𝑥2̇𝑑𝑡 = ∫ 𝐶𝐴2𝜔2𝑐𝑜𝑠2(𝜔𝑡)𝑇=2𝜔/𝜋
0 =

𝐶𝜋𝜔𝐴2.
(4.5)

Hystereesisilmukan muodostamista varten, värähtelyn nopeus on

𝑥(̇𝑡) = 𝐴𝜔 cos(𝜔𝑡) = ±𝜔√𝐴2 − 𝑥2, (4.6)

joka sijoitetaan vaimennusvoiman kaavaan

𝐹𝑑(𝑥)̇ = ±𝐶𝜔√𝐴2 − 𝑥2 = ±𝐶𝜔𝐴ට1− ቀ𝑥
𝐴
ቁ
2
. (4.7)
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Jakamalla yhtälö 4.7 puolittain termillä 𝐶𝜔𝐴 ja korottamalla molemmat puolet toiseen

potenssiin saadaan hystereesikäyrän yhtälö

ቀ𝑥
𝐴
ቁ
2

+ ቀ 𝐹𝑑
𝐶𝜔𝐴

ቁ
2

= 1. (4.8)

Kuva 23. Viskoosivaimennuksen mukainen mekaaninen malli sekä hystereesisilmukka

(Karnovsky & Lebed 2016, s.177).

Kuvassa 23 on esitetty viskoosivaimennuksen hystereesisilmukka, missä suure w ku-

vaa systeemin ominaiskulmataajuutta. Hystereesikäyrän yhtälön nimittäjät kuvaavat el-

lipsin x- ja y-akseleiden leikkauspisteitä. Hystereesisilmukan sisään jäävä pinta-ala ku-

vaa yhden jakson aikana kulunutta energiaa. Hystereesisilmukan energiahäviö on kaa-

van 4.5 mukaan riippuvainen viritystaajuudesta, jolloin taajuuden pieneneminen aiheut-

taa myös hystereesisilmukan pinta-alan pienenemisen (Karnovsky & Lebed 2016, s.

176-178). Kuvassa 24 on esitetty hystereesisilmukan pinta-alan pienenemisen periaa-

tekuva.

Kuva 24. Hystereesisilmukan pinta-alan pieneneminen taajuuden laskiessa (Karnovsky

& Lebed 2016, s.178).
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Kuvan 24 mukainen hystereesisilmukka viskoosivaimennetusta silmukasta eroten kä-

sittelee viskoelastisesti vaimennettua systeemiä.

Kuten kuvasta 23 huomataan, puhdas viskoosivaimennus ottaa huomioon ainoastaan

vaimennusvoiman 𝐹𝑑. Viskoelastisessa vaimennuksessa systeemin mekaaniseen mal-

liin lisätään palauttavaksi voimaksi jousi k, jolloin vastustavan voiman kaavaksi saa-

daan kaavan 4.9 mukainen lauseke. Tällaista mekaanista mallia kutsutaan yleisesti

Voigt-malliksi (Karnovsky & Lebed 2016, s.177)

𝐹(𝑥, 𝑥)̇ = 𝐹𝑑𝑖𝑠(𝑥)̇ + 𝐹𝑒𝑙(𝑥) = 𝐶𝑥 +̇ 𝑘𝑥. (4.9)

Sijoittamalla siirtymän ja nopeuden lausekkeet (kaavat 4.1 ja 4.2) kaavaan 4.9, saa-

daan vaimennetun voimasysteemin yhtälö

𝐹(𝑥, 𝑥)̇ = 𝑘𝐴 sin(𝜔𝑡) + 𝐶𝐴𝜔 cos(𝜔𝑡) = 𝑘𝑥 ± 𝐶𝜔√𝐴2 − 𝑥2. (4.10)

Yhtälö 4.10 kuvaa kuvan 25 mukaista visko-elastista hystereesisilmukkaa. Kuvassa 25

oleva suora nOs kuvaa täysin elastisen systeemin käyttäytymistä. Tällöin vaimennus c

on nolla, jolloin jäljelle jää jousta kuvaava termi kx. Yleisesti vaimennuksen häviöker-

roin saadaan yhden jakson aikana systeemistä hävinneen energian ja jousen maksimi-

rasituksen suhteesta (Rao S 2004, Mechanical Vibrations, 5th edition, s. 799)

𝜂 = 𝑊𝑑𝑖𝑠
2𝜋𝑊𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛

= 𝐶𝜋𝜔𝑋2

2𝜋12𝑘𝑋
2. (4.11)

Resonanssissa systeemin kulmataajuus on yhtä suuri kuin ominaiskulmataajuus, jolloin

häviökertoimeksi saadaan yleisesti viskoosivaimennukselle

𝜂 = 𝑐
√𝑘𝑚

= 2𝜉. (4.12)
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Kuva 25. Voigt-mallin mukainen viskoelastinen mekaaninen malli sekä hystereesisil-

mukka (Karnovsky & Lebed 2016, s.177).

Viskoosivaimennus on yleisin vaimennuksen tyyppi ja systeemin vaimennusta voidaan

usein kuvata erilaisilla elastisilla ja viskoelastisilla elementeillä. Alikriittisen viskoosi- ja

viskoelastisen vaimennuksen värähtely vaimenee luvussa 3.2 esitetyn kuvan 9 mukai-

sesti. Kuvassa 9 esiintyvät verhokäyrät kuvaavat olennaisesti värähtelyn logaritmista

vaimenemista.

4.3.2 Suhteellinen vaimennus

Kuten huomattiin luvussa 3 huomattiin, vaimennustermi C hankaloittaa huomattavasti

ominaisarvotehtävän ratkaisua. Rayleigh vaimennuksen erikoistapausten ensimmäinen

vaihtoehto on olettaa vaimennuksen olevan verrannollinen massamatriisiin kanssa.

Kertomalla massamatriisia M kertoimella 𝛼0 saadaan

𝑪 = 𝛼0𝑴. (4.13)

Kerroin 𝛼0 voidaan valita siten että se täyttää jokaisen ominaismuodon vaimennuspa-

rametrin. Mikäli halutaan ratkaista n:nnen ominaismuodon vaimennusparametri voi-

daan hyödyntää massamatriisin diagonalisoituvuutta, jolloin kaavasta 4.13 saadaan

𝛼0𝑴→ 𝛼0𝜱𝑛
𝑇𝑴𝜱𝒏 = 2𝜉𝑛𝜔𝑛. (4.14)

Tulo 𝜱𝑛
𝑇𝑴𝜱𝒏 on yksikkömatriisi, joten saadaan kertoimeksi 𝛼0
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𝛼0 = 2𝜉𝑛𝜔𝑛. (4.15)

Kun kerroin 𝛼0 on ratkaistu voidaan selvittää minkä tahansa ominaismuodon mukainen

vaimennusparametri

𝜉𝑚 = 𝛼0
2𝜔𝑚

= 𝜉𝑛𝜔𝑛
𝜔𝑚

. (4.16)

Vaimennuskerroin on siis kääntäen verrannollinen taajuuteen nähden (Humar 2012, s.

509-510). Toinen vaihtoehto on valita vaimennuksen olevan verrannollinen jäykkyyden

K kanssa. Kerrotaan jäykkyysmatriisia kertoimella 𝛼1

𝑪 = 𝛼1𝑲. (4.17)

Kerroin 𝛼1 voidaan ratkaista yhtälöstä 4.18

𝜱𝑛
𝑇𝑪𝜱𝒏 = 𝑐𝑛 = 2𝜉𝑛𝜔𝑛 = 𝛼1𝜔𝑛2 → 𝛼1 = 2𝜉𝑛

𝜔𝑛
. (4.18)

Kuten edellisessä tapauksessa, saadaan minkä tahansa ominaismuodon mukainen

vaimennusparametri ratkaistua

𝜉𝑚 = 1
2
𝛼1𝜔𝑚 = 𝜉𝑛𝜔𝑚

𝜔𝑛
. (4.19)

Kuvassa 26 on esitetty vaimennussuhteen kuvaaja taajuuden funktiona.

Kuva 26. Massaan (a) ja jäykkyyteen (b) verrannollinen vaimennus (Humar 2012, s.

511).

Tavallisesti Rayleigh vaimennuksessa, vaimennusmatriisin diagonalisoimiseksi vai-

mennusmatriisi kuvataan massa- ja jäykkyysmatriisin lineaarikombinaationa. Mate-

maattisesti tarkasteltuna (kaava 4.20), lausekkeella on kaksi vapaata parametria 𝛼0 ja
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𝛼1, joten voidaan ratkaista minkä tahansa kahden ominaismuodon n ja m mukaiset

vaimennuskertoimet (Humar 2012, s. 511)

𝑪 = 𝛼0𝑴 + 𝛼1𝑲, (4.20)

𝜱𝑛
𝑇𝑪𝜱𝒏 = 2𝜉𝑛𝜔𝑛 = 𝛼0 + 𝛼1𝜔𝑛2, (4.21)

𝜱𝑚
𝑇𝑪𝜱𝒎 = 2𝜉𝑚𝜔𝑚 = 𝛼0 + 𝛼1𝜔𝑚2. (4.22)

Yhtälöt 4.21 ja 4.22 voidaan esittää myös matriisimuodossa

1
2
቎

1
𝜔𝑛

𝜔𝑛
1
𝜔𝑚

𝜔𝑚
቏ ቂ
𝛼0
𝛼1ቃ = ൤𝜉𝑛𝜉𝑚

൨. (4.23)

Vaimennuskertoimet 𝜉𝑛 ja 𝜉𝑚 valitaan usein yhtä suuriksi (Humar 2012, s. 512). Tällöin

Rayleigh -vaimennuksessa kertoimet 𝛼0 ja 𝛼1 saavat ratkaisut

𝛼0 = 2𝜉0𝜔𝑛𝜔𝑚
𝜔𝑛+𝜔𝑚

, (4.24)

𝛼1 = 2𝜉0
𝜔𝑛+𝜔𝑚

, (4.25)

missä 𝜉0 = 𝜉𝑛 = 𝜉𝑚 on määritetty vaimennuskerroin. Kuvassa 27 on esitetty Rayleigh -

vaimennuksen mukainen vaimennuskerroin taajuuden funktiona.

Kuva 27. Rayleigh vaimennus (Humar J 2012, s. 511).

Kuvaajasta huomataan vaimennuskertoimen kasvavan taajuuden kasvaessa. Tilan-

teissa joissa tarvitaan useamman vaimennuskertoimen selvitystä, voidaan vaimennus-

kerroin selvittää lisäortogonaalisuusehdolla. Tämän työn puitteissa ei tarkastella tätä.
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4.3.3 Kitka- eli Coulombinvaimennus

Kitkavaimennus on nimensä mukaisesti systeemin värähtelevän massan ja alustan vä-

liseen kitkaan perustuva vaimennustyyppi. Yleisimmin kitkavaimennus ilmenee laittei-

den osien välisessä toiminnassa. Tämä tulee kyseeseen kun värähtelevä massa saa

aikaan liikkeeseen nähden vastakkaissuuntaisen kitkavoiman 𝐹𝑐, joka on yhtä suuri

kuin pintojen välillä vaikuttavan normaalivoiman N ja kitkakertoimen µ tulo. Kitkavai-

mennetun systeemin ominaisvärähtelyn liikeyhtälö on esitetty yhtälössä 4.26. Kuvassa

28 on esitetty liikeyhtälöä 4.26 vastaava mekaaninen malli.

Kuva 28. Kitkavaimennetun systeemin mekaaninen malli (Inman 2012, Engineering

Vibrations, Fourth Edition, s. 82).

𝑚𝑥 +̈ 𝑘𝑥 = ±𝐹𝑐, (4.26)

missä kitkavoima on 𝐹𝑐 = µ𝑚𝑔. Kitkavoiman etumerkki riippuu nopeuden suunnasta,

jolloin molemmat yhtälön 4.26 tapaukset voidaan kirjoittaa signum-funktiolla (Inman

2012, s. 82-83)

𝑚𝑥 +̈ µ𝑚𝑔 𝑠𝑔𝑛(𝑥)̇ + 𝑘𝑥 = 0. (4.27)

Yhtälö on epälineaarinen differentiaaliyhtälö. Mekaaniseen malliin syntyy liikettä aino-

astaan, jos systeemin alkusiirtymä 𝑢0 on tarpeeksi suuri, jolloin palauttava jousivoima

kx ylittää pintojen välisen lepokitkan arvon 𝜇𝑠𝑚𝑔. Yhtälön 4.26 yleinen ratkaisu on

muotoa

𝑥(𝑡) = 𝐴1 cos(𝜔𝑛𝑡) + 𝐴2 sin(𝜔𝑛𝑡) ± µ𝑚𝑔
𝑘

, (4.28)

missä 𝜔𝑛 = ට𝑘
𝑚

. Merkitsemällä alkuehdot 𝑥(0) = 𝑥0 ja 𝑥(̇0) = 0 saadaan ratkaistua ker-

toimet 𝐴1,2 ja voidaan tehdä sijoitus yhtälöön 4.28, jolloin saadaan yhden puolijakson

siirtymän ratkaisu
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𝑥(𝑡) = ቀ𝑥0 −
µ𝑚𝑔
𝑘
ቁ cos(𝜔𝑛𝑡) + µ𝑚𝑔

𝑘
. (4.29)

Toiselle puolijaksolle voidaan tehdä uudet alkuehdot ajan ollessa 𝑡 = 𝜋
𝜔𝑛

. Tällöin liik-

keen suunta on vaihtunut, joten saadaan siirtymän ratkaisu sekä ehdot

𝑥(𝑡) = 𝐴1 cos(𝜔𝑛𝑡) + 𝐴2 sin(𝜔𝑛𝑡) −
µ𝑚𝑔
𝑘

, (4.30)

𝑥 ቀ 𝜋
𝜔𝑛
ቁ = ቀ𝑥0 −

µ𝑚𝑔
𝑘
ቁ cos(𝜋) + µ𝑚𝑔

𝑘
= 2µ𝑚𝑔

𝑘
− 𝑥0, (4.31)

𝑥 ቀ̇ 𝜋
𝜔𝑛
ቁ = −𝜔𝑛 ቀ𝑥0 −

µ𝑚𝑔
𝑘
ቁ sin(𝜋) = 0. (4.32)

Voidaan jälleen ratkaista A-kertoimet ja tehdä sijoitukset, jolloin toisen puolijakson siir-

tymän ratkaisu on

𝑥(𝑡) = ቀ𝑥0 −
3µ𝑚𝑔
𝑘
ቁ cos(𝜔𝑛𝑡) −

µ𝑚𝑔
𝑘

     kun 𝜋
𝜔𝑛

< 𝑡 < 2𝜋
𝜔𝑛

. (4.33)

Yhtälöt 4.27-4.33 kuvastavat kitkavaimennetun systeemin ominaisvärähtelyä yhden

jakson aikana. Viskoosivaimennukseen verrattuna kitkavaimennettu systeemi vaime-

nee lineaarisesti ajan suhteen, kunnes liike pysähtyy kokonaan. Edellä mainittua mene-

telmää voidaan jatkaa kunnes systeemin värähtely pysähtyy. Tämä tapahtuu tilantees-

sa 𝑥𝑛 ≤
µ𝑚𝑔
𝑘

 (Rao S 2004, s. 189). Yhden jakson aikana tapahtuva vaimennus saadaan

kaavan 4.34 mukaisesti

𝑥𝑚 = 𝑥𝑚−1 −
4µ𝑚𝑔
𝑘

. (4.34)

Koska värähtelyn amplitudi pienenee aina yhden jakson aikana 4µ𝑚𝑔
𝑘

, saadaan vaimen-

nuksen ”kulma” ratkaistua jakamalla tämä jaksonajalla 2𝜋
𝜔𝑛

−
4µ𝑚𝑔
𝑘
2𝜋
𝜔𝑛

= − 2𝜇𝑚𝑔𝜔𝑛
𝜋𝑘

. (4.35)

Kuvassa 29 on esitetty kitkavaimennetun systeemin ominaisvärähtelyn siirtymän ku-

vaaja ajan funktiona.
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Kuva 29. Kitkavaimennetun systeemin ominasvärähtelyn kuvaaja (Inman 2012, s. 85).

Kuvasta 29 huomataan, että värähtely ei kitkavaimennetussa tapauksessa pysähdy

siirtymän nollakohtaan, vaan kohtaan, jossa kappaleella ei ole nopeutta ja kitkavoima

ylittää jousivoiman arvon. Systeemin värähtelytaajuus pysyy myös vakiona. (vrt. vis-

koosivaimennus) (Inman 2012, s. 84-85). Kitkavaimennuksen aiheuttama energianhä-

viö ratkaistaan helposti laskemalla muodostuvan hystereesisilmukan pinta-ala, kun vai-

kuttava kitkavoima on 𝐹𝐶  ja siirtymä x. Lähdetään liikkeelle positiiviseen x suuntaan siir-

tymän minimikohdasta positiivisella nopeudella 𝑥,̇ jolloin vaikuttava voima on −𝐹𝐶 . Sig-

num-funktion johdosta voima voi saada ainoastaan arvot 0, 1 tai -1, joten toiseen suun-

taan tapahtuva liike muodostaa voima-siirtymä -kuvaajaan suorakulmion muotoisen

alueen. Yhden jakson aikana tapahtuva energianhäviö voidaan merkitä kaavan 4.4 kal-

taisesti

𝑊𝑑𝑖𝑠 = −∮𝐹𝐶 𝑑𝑥 = 2𝐹𝐶2𝑋 = 4µ𝑁𝑋. (4.36)

Kaava 4.36 on myös kitkavaimennetun systeemin hystereesisilmukan rajaama pinta-

ala (Rao S 2004, s. 293). Kuten edellisessä luvussa todettiin häviökerroin 𝜂 kuvaa yh-

den harmonisen jakson aikana tapahtuneen energiahäviön ja jousivoiman maksimiar-

von välistä suhdetta. Häviökerroin on

𝜂 = 𝑊𝑑𝑖𝑠
2𝜋𝑊𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛

= 4µ𝑁𝑋
2𝜋12𝑘𝑋

2 = 4µ𝑁
𝜋𝑘𝑋

. (4.37)

Yleisesti ottaen kaavan 4.37 mukainen esitys pätee yhden vapausasteen systeemien

lisäksi myös jatkuville- sekä useamman vapausasteen systeemeille (Rao S 2004, s.

799).

Edellisissä kohdissa tarkasteltiin kitkavaimennusta systeemin vapaassa ominaisväräh-

telyssä. Todellisuudessa laitteiden toiminta aiheuttaa systeemin värähtelyn, jolloin lii-

keyhtälön oikea puoli ei ole enää nolla vaan herätteen F(t) suuruinen. Tämän työn puit-
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teissa tarkastellaan ainoastaan sini-muotoisia herätteitä, jolloin liikeyhtälölle saadaan

esitys

𝑚𝑥 ±̈ µ𝑁 + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡) = 𝐹0sin (𝜔𝑡), (4.38)

missä kitkavoiman merkki määräytyy edellä mainitun signum-funktion mukaisesti riip-

puen liikkeen suunnasta. Tilanteessa, jossa kitkavoima on pieni voiman amplitudiin 𝐹0
verrattuna, syntyvän liikkeen voidaan olettaa olevan harmonista. Tässä tilanteessa lii-

keyhtälölle saadaan ratkaisu ekvivalentin viskoosivaimennuksen kautta eli verrataan

yhden jakson aikana tapahtuvaa energian häviämistä kitka- sekä ekvivalentin viskoosi-

vaimennuksen tapauksessa (Rao S 2004, s. 293-294). Ekvivalentti vaimennuskerroin

saadaan kun hyödynnetään kaavan 4.4 mukaista viskoosivaimennuksen energiahäviö-

tä ja korvataan vaimennuskerroin c ekvivalentilla viskoosivaimennuskertoimella 𝑐𝑒𝑞

𝑊𝑑𝑖𝑠 = 𝜋𝑐𝑒𝑞𝜔𝑥2. (4.39)

Merkitään kaavat 4.36 ja 4.5 yhtä suuriksi ja ratkaistaan ekvivalentti viskoosivaimen-

nuskerroin

4µ𝑁𝑋 = 𝜋𝑐𝑒𝑞𝜔𝑋2 → 𝑐𝑒𝑞 = 4µ𝑁
𝜋𝜔𝑋

. (4.40)

Tasaisen tilan ratkaisu on muotoa

𝑥(𝑡) = 𝑋 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 − 𝜑), (4.41)

missä amplitudi X saadaan kaavasta

𝑋 = 𝐹0

ට(𝑘−𝑚𝜔2)2+൫𝑐𝑒𝑞𝜔൯
2

= 𝐹0/𝑘

ඨ൬1− 𝜔2

𝜔𝑛2
൰
2
+ቀ2𝜉𝑒𝑞

𝜔
𝜔𝑛

ቁ
2
,

(4.42)

missä

𝜉𝑒𝑞 = 𝑐𝑒𝑞
𝑐𝑐

= 𝑐𝑒𝑞
2𝑚𝜔𝑛

= 4µ𝑁
2𝑚𝜔𝑛𝜋𝜔𝑋

. (4.43)

Sijoittamalla ekvivalentti vaimennussuhde kaavaan 4.42 saadaan amplitudiksi

𝑋 = 𝐹0/𝑘

ඨ൬1− 𝜔2

𝜔𝑛2
൰
2
+ቀ4µ𝑁𝜋𝑘𝑋ቁ

2
= 𝐹0

𝑘
቎
1−ቀ4µ𝑁

𝜋𝐹0
ቁ
2

൬1− 𝜔2

𝜔𝑛2
൰
2቏

1/2

. (4.44)

Vaihekulmaksi saadaan

𝜑 = tan−1 ൥
4µ𝑁
𝜋𝑘𝑋

1− 𝜔2

𝜔𝑛2

൩ = tan−1 ቎
±4µ𝑁
𝜋𝐹0

൬1−ቀ4µ𝑁𝜋𝐹0
ቁ
2
൰
1/2቏. (4.45)
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Vaimennuksena toimiva kitka rajoittaa liikkeen amplitudia ei-resonanssi tilanteessa, jol-

loin systeemin herätekulmataajuus on erisuuri ominaiskulmataajuuden kanssa. Reso-

nanssissa yhtälön 4.41 vaihekulma saa arvon 90 astetta, jolloin systeemin tuleva ener-

gia saadaan kaavasta

𝑊𝑖𝑛𝑠 = ∫ 𝐹0
𝑇=2𝜋/𝜔
0 sin(𝜔𝑡) ∙ [𝜔𝑋 cos(𝜔𝑡 − 𝜑)]𝑑𝑡 = 𝐹0𝑋𝜔∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝜔𝑡)𝑑𝑡 =𝑇

0

𝜋𝐹0 𝑋.
(4.46)

Systeemiin tuleva energia on suurempi kuin siitä poistuva, joten jäljelle jäävä energia

kasvattaa amplitudia jokaisen jakson jälkeen teoriassa äärettömän suureksi (Rao S

2004, s. 295-297).

Kuva 30. Systeemin energia amplitudin funktiona (Rao S  2004, s. 296).

Kuvassa 30 on esitetty kitkavaimennettuun systeemin tuleva ja poistuva energia reso-

nanssitilanteessa.

4.3.4 Hystereesivaimennus

Hystereesivaimennuksen käsitettä käsiteltiin pintapuolisesti kitka- ja viskoosivaimen-

nuksen luvuissa. Tässä luvussa keskitytään tarkastelemaan puhdasta hystereesi-

vaimennusta ja vaikutuksia systeemin mekaaniseen malliin. Hystereesivaimennus on

melko uusi käsite tärinän vaimennuksen saralla ja sitä voidaan hyödyntää ainoastaan

tasaisessa (steady-state) harmonisessa värähtelyssä. Hystereesi termin on kehittänyt

Sir James Alfred Ewing ja se kuvaa sitä kuinka systeemi ei palaa täysin alkuperäiseen

tilanteeseensa ”ärsykkeen” poistuttua. Todellisuudessa tämä tarkoittaa sitä että sys-
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teemin sisäinen kitka pienentää systeemin energiaa. Hystereesivaimennuksesta käyte-

tään myös termiä rakenteellinen vaimennus (Karnovsky & Lebed 2016, s. 176).

Luvussa 4.3.1 huomattiin energiahäviön olevan riippuvainen viskoosivaimennuksen ta-

pauksessa kulmataajuudesta ω. Kuvan 23 mukaan taajuuden lähestyessä nollaa myös

hystereesisilmukan pinta-ala lähestyy nollaa. Tämä tarkoittaisi, että energia häviö olisi

nolla taajuuden ollessa nolla. Karnovsky & Lebed (2016) mukaan tämä on osoitettu

vääräksi kokeellisin tutkimuksin, joissa energiahäviön mittaustulokset ovat olleet suu-

rempia kuin nolla. Tästä syystä on otettu käyttöön hystereesivaimennus, missä hyste-

reesisilmukan pinta-ala pysyy vakiona ja ei ole riippuvainen viritystaajuudesta. Hyste-

reesivaimennuksessa, viskoosivaimennuksen vaimennusta kuvaava termi C korvataan

hystereesitermillä ℎ
𝜔

, jolloin energiahäviöt pysyvät vakiona. (Karnovsky & Lebed 2016,

s. 178-179). Seuraavissa kohdissa tarkastellaan hystereesivaimennuksen matemaattis-

ta käsittelyä.

Kuva 31. Hystereesivaimennetun systeemin mekaaninen malli (Karnovsky & Lebed

2016, s. 180).

Hystereesivaimennetun systeemin mekaaninen malli on kuvan 31 mukainen. Tasapai-

noehdoista systeemille saadaan seuraava liikeyhtälö

𝑚𝑥 +̈ ℎ
𝜔
𝑥 +̇ 𝑘𝑥 = 𝐹0cos (𝜔𝑡). (4.47)

Merkitään ℎ = 𝛽𝑘 ja saadaan yhtälö 4.47 muodossa

𝑚𝑥 +̈ 𝛽𝑘
𝜔
𝑥 +̇ 𝑘𝑥 = 𝐹0cos (𝜔𝑡). (4.48)

Kun yhtälön heräte on sini-muotoinen on myös syntyvä vaste sini-muotoinen. Liikeyhtä-

lön amplitudin X ratkaisu on
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𝑋 = 𝐹0/𝑘

ට(1− 𝜔2

𝜔𝑛2
)2+𝛽2

. (4.49)

Tällöin vaihekulmaksi saadaan

𝜑 = tan−1 ൥ 𝛽

1− 𝜔2

𝜔𝑛2

൩. (4.50)

Hystereesivaimennetun systeemin maksimiamplitudi saadaan resonanssitilanteessa

jolloin taajuussuhde on yksi. Vaihekulman kaava osoittaa, että syntyvä vaste ei ole

koskaan samassa vaiheessa herätteen kanssa hystereesivaimennetussa systeemissä.

(Inman 2012, s. 177).

Harmoninen heräte voidaan kirjoittaa myös kompleksisessa muodossa 𝐹(𝑡) = 𝐹0𝑒𝑖𝜔𝑡.

Tällöin systeemin liikeyhtälöksi saadaan

𝑚𝑥 +̈ 𝑘(1 + 𝑖𝛽)𝑥 = 𝐹0𝑒𝑖𝜔𝑡. (4.51)

Termiä 𝑘(1 + 𝑖𝛽) kutsutaan kompleksiseksi jäykkyydeksi. Systeemin tasaisen tilan vä-

rähtelyn ratkaisu on muotoa (Rao S 2004, s. 300)

𝑥(𝑡) = 𝐹0𝑒𝑖𝜔𝑡

൤1−ቀ 𝜔𝜔𝑛
ቁ
2
+𝑖𝛽൨

 . (4.52)

Yhtälöissä 4.47-4.52 𝜔𝑛2 = 𝑘
𝑚

 ja 𝛽 = ℎ
𝑘
 missä 𝜔𝑛 on vapaan vaimentamattoman väräh-

telyn ominaiskulmataajuus ja ω on virityskulmataajuus. Hystereesivaimennuksessa yh-

den jakson aikana systeemistä häviävälle energialle on voimassa

𝑊𝑑𝑖𝑠 = 𝜋ℎ𝑋2. (4.53)

Hystereesivaimennuksen häviökerroin voidaan ratkaista kaavan 4.54 mukaisesti

𝜂 =
𝑊𝑑𝑖𝑠

2𝜋𝑊𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛
=

𝜋ℎ𝑋2

2𝜋 1
2𝑘𝑋

2
=
ℎ
𝑘 (4.54)

Kaavasta 4.54 huomataan, että aikaisemmin määritetty kerroin 𝛽 on yhtä suuri kuin

häviökerroin 𝜂. Hystereesivaimennettua liikettä voidaan pitää likimain harmonisena,

koska tapahtuva energiahäviö on pientä. Kuvassa 32 on esitetty hystereesivaimenne-

tun systeemin vasteen ja vaimennuksen kuvaaja.
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Kuva 32. Hystereesivaimennetun systeemin vaste- ja vaimennuskuvaaja (Rao S 2004,

s. 194).

Koska liike on likimain harmonista, kulmataajuus on sama kuin yhden vapausasteen

vaimentamattomalla systeemillä 𝜔 = ට𝑘
𝑚

. Hystereesivaimennuksen avulla voidaan rat-

kaista ekvivalentti viskoosivaimennussuhde 𝜉𝑒𝑞 . Vaimennuksen logaritmiselle vähen-

nykselle on voimassa 4.55 mukainen kaava

𝛿 ≈ 2𝜋𝜉𝑒𝑞 ≈ 𝜋𝜇, (4.55)

missä 𝜇 = ℎ
𝑘
. Kaavasta 4.55 voidaan ratkaista ekvivalentti vaimennussuhde ja sen kaut-

ta ekvivalentti vaimennuskerroin 𝑐𝑒𝑞 kaavojen 4.56 ja 4.57 mukaisesti

𝜉𝑒𝑞 = 𝜇
2

= ℎ
2𝑘

, (4.56)

 𝜉𝑒𝑞 = 𝑐𝑒𝑞
𝑐𝑐
→ 𝑐𝑒𝑞 = 𝑐𝑐𝜉𝑒𝑞 = 2√𝑚𝑘 𝜇

2
= 𝜇𝑘

𝜔
= ℎ

𝜔
. (4.57)

Edellä mainittu tapa ekvivalentin viskoosivaimennuskertoimen löytämiseen hystereesi-

vaimennetussa systeemissä pätee ainoastaan tilanteissa, joissa heräte on luonteeltaan

harmonista (Rao S 2004, s. 195).
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5. LASKENNAN LÄHTÖKOHDAT

Tässä diplomityössä tarkastellaan teräsjousi- ja solumuovivaimennettuja laiteperustuk-

sia ja niiden dynaamisia analyysimenetelmiä. Laskennan tavoitteena on selvittää Auto-

desk Robot Structural Analysis Professional laskentaohjelman toimivuus todellisten ra-

kenneratkaisuiden analysointityökaluna. Solumuovivaimennettua perustusta tutkitaan

sekä Robotilla että tärinävaimennintoimittaja ChristianBernerin jakamalla laskentaoh-

jelmalla, FreqCalc:lla. Molempien laskentaohjelmien tuloksia verrataan toisiinsa sekä

yhden vapausasteen vaimennetun systeemin käsinlaskentaan. Teräsjousivaimenne-

tussa tapauksessa Robotilla mallinnetaan ja lasketaan vertailututkimuksen (Zhu et al.

2015) mukainen murskainperustus ja saatuja tuloksia eli perustuksen ominaistaajuuk-

sia ja syntyviä siirtymiä verrataan vertailututkimuksessa esitettyihin arvoihin.

Molempiin laskentoihin sisällytetään erinäisiä herkkyystarkasteluja. Teräsjousivaimen-

netun perustuksen laskennassa tämä tarkoittaa Robotiin syötettävän elementtiverkon

elementin koon, murskaimen massakeskiön korkeusaseman, teräsjousien horisontaali-

sen jäykkyyden sekä perustuksen mallinnustavan muuttamista. Robotilla perustus voi-

daan mallintaa joko 3d-tilavuuselementein tai 2d-kuorielementein. Solumuovivaimenne-

tussa perustuksessa herkkyystarkastelut keskittyvät ainoastaan elementtiverkon koon

muuttamiseen sekä vaimentimen dynaamisen jäykkyyden muuttamiseen. Seuraavassa

alaluvussa on kerrottu molemmista laskentaohjelmista lyhyesti.

5.1 Laskentaohjelmat Autodesk Robot ja FREQCALC

Autodesk Robot Stuctural Analysis Professional on elementtimenetelmään perustuva

laskentaohjelmisto, joka on yleisesti käytössä rakennesuunnittelijoiden keskuudessa.

Robot mahdollistaa tehokkaan laskennallisen analyysin yksinkertaisista kehärakenteis-

ta monimutkaisiin FEM-malleihin. Myös useat eri analyysityypit ovat mahdollisia.

Suunniteltavan kohteen lähtötietojen perusteella perustuksesta on aluksi tehtävä mah-

dollisimman tarkka geometriamalli Robotin mallinnustyökalujen avulla. Geometriamallin

tekeminen aloitetaan solmupisteiden luomisella, jonka jälkeen päästään itse rakenteen

mallintamiseen, materiaaliparametrien valitsemiseen, kuormien syöttöön ja analyysin

suorittamiseen. Tutkittavat geometriamallit ovat kuorielementtimalli ja kolmiulotteisiin

elementteihin perustuva malli. Tämän työn kannalta olennaiset analyysityypit ovat
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moodi- ja FRF-analyysi (Frequency-response-functions). Moodianalyysillä saadaan

ratkaistua systeemin ominaistaajuudet ja FRF:llä taajuuskohtaiset systeemin vasteet.

Laskentaohjelma FREQCALC on tärinävaimennintoimittaja ChristianBernerin jakama

yhden vapausasteen värähtelijän dynamiikkaan perustuva laskentaohjelma, jolla laske-

taan kyseiseen tapaukseen parhaiten sopiva elastinen polyuretaanimateriaali Getzner

Werkstoffen tuotevalikoimasta. Käytännössä tuotteet ovat merkiltään Sylodyn tai Sylo-

mer.

FREQCALC laskee ainoastaan pystysuuntaisten värähtelyiden tulokset materiaalille

annetuilla parametreilla. Lopputuloksena saadaan systeemin pystysuuntainen ominais-

taajuus, materiaalin elastisen puristuman kuvaaja, vaimennuskäyrä ja taulukko vai-

mennuksesta herätetaajuuden funktiona. Laskennalle on asetettu seuraavat oletuk-

set/reunaehdot: vaimennin on tasaisella ja jäykällä alustalla ja se toimii massattomana

jousena sekä kuormitus kohdistuu massakeskiöön (Getzner, User Guide, FreqCalc, s.

5).

5.2 Solumuovivaimennettu perustus

Tässä luvussa tarkastellaan erään projektin yhteydessä toteutettua laiteperustusta ja

sen parametreja. Kyseessä on teräsbetoninen pumppuperustus, jonka eristimeksi on

valittu koko laiteperustuksen pohjan peittävä solumuovinen vaimenninmatto. Täri-

näeristeen alla oleva rakenne oletetaan täysin jäykäksi, eli systeemin dynaamiset omi-

naisuudet muodostuvat vain laitteesta, perustuksesta ja vaimentimesta. Perustus on

suunniteltu toimimaan herätetaajuuden ollessa välillä 0-56,9 Hz. Perustuksen pumppu-

moottori -yhdistelmän herätettä voidaan tarkastella harmonisena herätteenä, koska

kuormitus muodostuu lähes yksinomaan sähkömoottorin pyörimisestä.

Systeemin massa-vaimennin-jousijärjestelmän muodostaa vaimennusmatto, jota ku-

vaavat jäykkyysparametri k ja vaimennusparametri c. Systeemin massan muodostaa

toimivan pumpun massa sekä laiteperustuksen massa. Pumppu on kiinnitetty jäykästi

laiteperustukseen, joten herätteen vaikuttaessa voidaan koko systeemiä pitää värähte-

levänä massana. Kuvassa 33 on esitetty pumppuperustuksen Robot-malli ja taulukos-

sa 1 perustuksen yleistiedot.
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Taulukko 1. Pumppuperustuksen yleistiedot.

Kuva 33. Perustuksen Robot-rakennemalli ja pumpun staattinen kuormitus.

Seuraavassa luvussa tarkastellaan tarkemmin laskennan suorittamista Robotilla.

Perustuksen yleistiedot Suuruus Yksikkö
Leveys b 1,900 m
pituus 5,280 m
korkeus 1,200 m
Betoni C35/45
Tiheys ρ 2500 kg/m^3
Vaimennin Sylomer SR55
Paksuus d 50 mm
Dynaaminen jäykkyys 0,75 N/mm^2
Kuormitus
Perustuksen omapaino 30096 kg
Pumpun omapaino/liitos 12,20 kN
Pumpun kokonaispaino 17410,8 kg
Perustus+pumppu 47506,8 kg
Herätevoima/liitos 0,68 kN
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5.2.1 Autodesk Robot laskenta: Ominaistaajuudet ja siirtymät

Suunniteltavan kohteen lähtötietojen (taulukko 1) pohjalta Robotiin mallinnetaan kuvan

35 mukainen rakenne. Betonirakenteelle tehdään materiaalivalinta C35/45, jolloin

kuormien syötössä perustuksen omapaino saadaan automaattisesti. Laitetoimittajan

antamien lähtötietojen perusteella pumpun ja perustuksen yhteen kiinnityspulttiin vai-

kuttaa 12,20 kN suuruinen staattinen voima. Liitos on jäykkä, joten perustus ja pumppu

toimivat yhdessä systeemin massana. Systeemin vaimennus ja jousen jäykkyys saa-

daan syötettyä rakenteelle alustaluvun kautta. Alustaluku lasketaan vaimentimen dy-

naamisen jäykkyyden 𝑘𝑑𝑦𝑛 ja vaimentimen paksuuden d avulla seuraavasti

𝑘𝑎𝑙𝑢𝑠𝑡𝑎 =
𝑘𝑑𝑦𝑛
𝑑

. (5.1)

Ennen laskennan suorittamista, on rakenteelle muodostettava laskentaverkko. Lasken-

taverkon määritys on olennainen osa suunnittelijan ammattitaitoa, sillä liian tiheä ja

tarkka laskentamalli voi kasvattaa laskenta-aikaa huomattavasti. Päinvastoin liian kar-

kea malli ei anna riittävän takkoja ja luotettavia tuloksia. Laskenta-ajallisesti elementti-

verkotuksen merkitys korostuu merkittävästi monimutkaisemmissa malleissa. Kuvassa

34 on esitetty perustuksen laskentaverkko elementtikoolla 0,2 m

Kuva 34. Laskentaverkko elementtikoolla 0,2 m.

Laskennan tuloksia tarkastellaan elementin koon ollessa 0,1; 0.2; 0.4 ja 0,6 m. Lasken-

tapisteinä tarkastellaan perustuksen yläpinnan keskipisteen ja molempien sivujen kes-

kipisteiden mukaisia solmuja. Moodianalyysin suorittamiseksi rakenteen staattiset

kuormat on konvertoitava massaksi. Moodianalyysi on yksi keskeisimmistä dynaami-
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sen analyysin osa-alueista, koska resonanssitaajuuksien tunnistaminen on olennaises-

sa asemassa systeemin turvallisen toiminnan kannalta. Taulukossa 2 on esitetty 3d-

mallin mukaiset perustusrakenteen ominaistaajuudet eri elementtikoolla.

Taulukko 2. Perustuksen ominaistaajuudet eri elementtikoolla, 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 =

0,75 N/mm2.

Taulukosta 2 huomataan, että elementtiverkon harventuessa perustuksen ominaistaa-

juus kasvaa. Moodianalyysin jälkeen tehdään FRF-analyysi. Rakenteelle lisätään erilli-

nen kuormitustapaus, joka on herätteen suuruinen. Yleensä suunnittelutilanteissa tämä

tieto saadaan laitevalmistajalta. Syntyvä heräte aiheutuu pumppua pyörittävän mootto-

rin rotaatiosta ja sen toiminta-alue on 0-56,9 Hz. Herätevoiman suuruus määräytyy

käyntitaajuudesta seuraavasti

𝐹𝑠 = 𝑀𝑅𝜔𝑟2𝑒𝑀, (5.2)

missä 𝐹𝑠 on roottorin hitausvoima, 𝑀𝑅 massa, 𝑒𝑀 massan epäkeskisyys ja 𝜔𝑟 kulmataa-

juus (SFS-EN 1991-3+AC, Eurokoodi 1. Rakenteiden kuormat. osa 3: Nostureista ja

muista koneista aiheutuvat kuormat). Laitevalmistajan tietojen perusteella herätevoi-

man arvo on 0,68 kN kiinnityspistettä kohti taajuudella 56,9 Hz. Massan ja epäkeski-

syyden ollessa vakio, voidaan selvittää jokaista taajuutta vastaava herätteen suuruus.

𝑀𝑅𝑒𝑀 tulon ollessa vakio, kaavasta 5.2 voidaan ratkaista kertoimen suuruus

𝑀𝑟𝑒𝑀 = 𝐹𝑠
𝜔𝑟2

= 14∗0.68 kN
(357,513 Hz)2

= 0.074482 kgm. (5.3)

Kertoimen ja käyttötaajuuksien mukaan herätevoimien suuruudet taajuuskohtaisesti

ratkaistaan kaavan 5.2 mukaan. Robot-ohjelman FRF-analyysimenetelmällä voidaan

huomioida ainoastaan yhtä taajuutta vastaava herätevoima kerrallaan, joten systeemin

muut siirtymät on muutettava Excelissä vastaamaan taajuuskohtaista kuormitustapaus-

ta. Kuvassa 35 on esitetty herätevoiman riippuvuus käyntitaajuudesta.

Ominaistaajuudet x-suunta y-suunta z-suunta Yksikkö
Elementtikoko 0,1 m 3,46 4,44 8,98 Hz
Elementtikoko 0,2 m 3,46 4,42 8,91 Hz
Elementtikoko 0,4 m 3,52 4,56 9,24 Hz
Elementtikoko 0,6 m 3,59 4,78 9,79 Hz
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Kuva 35. Herätevoiman arvot eri käyntitaajuuksilla.

Laiteperustussysteemin analyysityypiksi valitaan FRF analyysi, jolla saadaan ratkaistua

systeemin solmukohtaiset taajuus-vaste-kuvaajat ja taulukot. Rajauksina oletetaan

kaikkien herätteiden olevan samassa vaiheessa, jolloin heräte vaikuttaa yhteen suun-

taan kerrallaan. Analyysissa valitaan tarkasteltava taajuusalue kuvan 36 mukaisesti

Kuva 36. FRF-analyysi, taajuusalue ja vaimennus.
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Taajuusalueen valinta määrittää millä taajuuksilla Robot laskee systeemin vasteet. Ku-

van 38 ”division” valinnalla voidaan määrittää tarkasteltavien taajuuksien väli eli tässä

tapauksessa Robot laskee vasteet 0.5 Hz:stä 60 Hz:iin, 0.1 Hz välein. Vaimentimen

mekaaninen häviökerroin on vaimennintoimittajan tuoteoppaan mukaan 0,17 (getzner,

sylomer, sylomer SR55, data sheet). Systeemin suhteellinen vaimennuskerroin saa-

daan laskettua mekaanisen häviökertoimen avulla (getzner, sylomer, Material proper-

ties and vibration isolation, Technical information)

𝜉 = 𝜂
2

= 0,085. (5.4)

Kuvassa 37 on esitetty rakennemallin tarkasteltavat solmupisteet.

Kuva 37. Tarkasteltavat solmupisteet

Perustuksen keskellä oleva solmu kuvaa tarkastelupistettä 1, lyhyellä sivulla oleva tar-

kastelupistettä 2 ja pitkällä sivulla oleva pistettä 3. Laskenta voidaan suorittaa perus-

tusrakenteelle ja tehdä taajuuskohtaiset tarkastukset syntyneille siirtymille. Seuraavissa

kohdissa tarkastellaan laskennan tuloksia merkityissä solmupisteissä vaimentimen

kimmomoduulin arvoilla 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,75 N/mm2 ja 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,99 N/mm2. Ele-

menttikoon vaikutuksia siirtymiin tarkastellaan luvussa 6. Syntyneet siirtymät on esitetty

taajuusvaste funktioina elementtikoolla 0,2 m kuvissa 38 ja 39.
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Kuva 38. Perustuksen vasteet kimmomoduulin arvolla 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,75 N/mm2.

Systeemin resonanssitaajuus on pystysuuntaisen ominaismuodon kohdassa 8,91 Hz.

Nostamalla vaimentimen kimmomoduulin arvo Freq.calc mukaiseen arvoon

𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,99 N/mm2 saadaan em. solmuille kuvan 39 mukaiset siirtymät.

Kuva 39. Perustuksen vasteet kimmomoduulin arvolla 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,99 N/mm2.
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Vaimentimen jäykkyyden kasvattaminen kasvattaa systeemin ominaistaajuuden arvoon

10,19 Hz. Resonanssissa siirtymät pysyvät likimain samana, eroa tulosten välillä on

vain 1,1 %.

Toteutuneelle pumppuperustukselle valitaan laskentatuloksien pohjalta vaimentimeksi

50 mm paksu Sylomer SR55. Eri laskentamenetelmien välisten tulosten vertailua käsi-

tellään luvussa 6.

5.2.2 FreqCalc laskenta: Ominaistaajuus ja vaimennus

Kuten luvussa 5.1 todettiin, FreqCalc soveltuu yhden vapausasteen systeemin pysty-

suuntaisen ominaistaajuuden ratkaisemiseen laitteen ja perustuksen toimiessa jäykkä-

nä massana. Lähtötiedoiksi laskentaohjelma tarvitsee tiedon materiaalista (Sylomer tai

Sylodamp), tukipisteiden määrän, vaimentimen paksuuden, muodon, pinta-alan ja tie-

don mahdollisista rei’istä. Tarkasteltava perustus valetaan kauttaaltaan 50 mm paksun

Sylomer vaimentimen päälle joten tukien määräksi valitaan yksi. Muodoksi valitaan

suorakulmio, joka on pinta-alaltaan perustuksen pohjapinta-alan suuruinen. Vaikutta-

vaksi massaksi saadaan perustuksen ja pumpun massojen summasta 47506,8 kg. Ku-

vassa 40 on FreqCalc:n tietojensyöttöikkuna.

Kuva 40. FreqCalc. lähtötietojen syöttö.

Kuormitus voidaan antaa tarvittaessa myös yksikössä kN tai N/mm^2. Perustuksen läh-

tötiedot ovat selvillä, joten laskenta voidaan suorittaa kuvan 40 mukaisesta calculate-

painikkeesta, jonka jälkeen tulokset saadaan kuvan 41 mukaisesti.
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Kuva 41. FrecCalc-laskennan tulokset

FrecCalc laskee annettujen lähtötietojen perusteella kyseiseen kohteeseen parhaiten

sopivan vaimentimen, joka on tässä tapauksessa Sylomer SR55. Kuvan 41 vasemmal-

la puolella olevat arvot ja muodonmuutoskuvaaja kuvaavat vaimentimen staattista käyt-

täytymistä. Vaimentimen muotokertoimeksi saadaan

𝑞 = 𝑤𝑙
2ℎ(𝑤+𝑙)

= 5280 mm ×1900 mm
2×50 mm×(5280 mm+1900 mm)

= 14, (5.5)

missä w on vaimentimen leveys, l pituus ja h korkeus. Staattisen kuormituksen mu-

kaiseksi käyttöasteeksi saadaan

𝑘ä𝑦𝑡𝑡ö𝑎𝑠𝑡𝑒 = 𝑆𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡𝑖𝑛𝑒𝑛 𝑘𝑢𝑜𝑟𝑚𝑎
𝑆𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡𝑖𝑛𝑒𝑛 𝑘𝑢𝑜𝑟𝑚𝑖𝑡𝑢𝑠𝑟𝑎𝑗𝑎

= 47506 kg
57304 kg

= 0.83. (5.6)

Sylomer SR55 dynaamiseksi jäykkyydeksi saadaan laskentaohjelmasta 198,09

kN/mm, jolloin saadaan laskettua systeemin pystysuuntainen ominaistaajuus
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𝑓𝑛 = 1
2𝜋
ට𝑘
𝑚

= 10,3 Hz, (5.7)

missä k on jäykkyys ja m massa (Getzner, Sylomer, Material properties and Vibration

Isolation, Technical Information, s.5). Ensimmäiseksi pystysuuntaisen ominaismuodon

ominaistaajuudeksi saadaan 10,3 Hz. Ominaistaajuuden lisäksi saadaan vaimennus-

käyrä. FreqCalcissa vaimennusta kuvataan mekaanisella häviökertoimella η. Sylomer

SR55 materiaalille saadaan valmistajan taulukoiden mukaan η=0,17. Laskentaohjelma

(kuva 41) antaa vaimennuksen [dB] taajuuden funktiona. Vaimennuskäyrä muutetaan

siirtofunktion V(f) avulla kuvaamaan systeemin vaimennusta

𝑉(𝑓) =

⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
ለ

1 + 𝜂2 ൬𝑓𝑓0
൰
2

ቆ1 − ൬𝑓𝑓0
൰
2
ቇ
2

+ 𝜂2 ൬𝑓𝑓0
൰
2

, (5.8)

missä 𝜂 on mekaaninen häviökerroin, 𝑓 on herätetaajuus ja 𝑓0 on systeemin ominais-

taajuus. Kuvassa 42 on esitetty siirtofunktion saamat arvot taajuussuhteen funktiona

sekä kaavan 3.73 mukainen vahvistuskerroin.

Kuva 42. Systeemin vaimennuskäyrä.

Kuvassa 42 on siirtofunktion kuvaajat mekaanisen häviökertoimen arvoilla 0,17; 0,3 ja

0,4. Siirtofunktio V(f) siis kuvaa aiemmin luvussa 3 esitettyä vahvistuskerrointa V. Ku-

van 41 vaimennuskuvaajassa punaisella alueella vaimennin vahvistaa värähtelyä.

Vaimennus alkaa vaikuttamaan eri alueiden risteyskohdan jälkeen. Vahvistuskertoimen

kuvaajassa tämä risteyskohta on huippuarvon jälkeen kohdassa, missä vahvistusker-

roin ohittaa arvon yksi (Getzner, User guide, FreqCalc).



66

5.2.3 Mathcad -laskenta: ominaistaajuus ja siirtymä

Laskennallisesti tässä kappaleessa tarkastellaan yhden vapausasteen vaimennetun

systeemin ominaisvärähtelyä sekä pakkovärähtelyä. Laskenta perustuu luvussa 3 esi-

tettyyn yhden vapausasteen systeemin vaimennetun pakkovärähtelyn laskentakaavoi-

hin, joten tarkempia laskentakaavojen esittelyjä ei tässä kohtaa tehdä. Yhden vapaus-

asteen laskentapohja on tarkemmin esitetty liitteissä A ja B.

Perustuksen pystysiirtymän ratkaisemiseksi, lähtötiedoiksi tarvitaan systeemin massa,

jäykkyys ja vaimennus sekä herätevoiman taajuus ja taajuuskohtainen suuruus. Herä-

tevoiman arvot eri taajuuksilla on aiemmin esitetyn kuvan 37 mukaiset. Käsinlaskennal-

la systeemin ominaistaajuudeksi saadaan 𝑓𝑛 = 8,96 Hz. Oletuksena tälle arvolle vai-

mentimen kimmomoduuli on 𝐸 = 0,75 kN/mm. FreqCalc. mukaisella vaimentimen

kimmomoduulin arvolla 𝐸 = 0,99 kN/mm, perustuksen ominaistaajuudeksi saadaan

𝑓𝑛 = 10,29 Hz.

Kuten luvussa 3 todettiin, systeemin ominaisvärähtelyt katoavat nopeasti ajan kulues-

sa, joten systeemin siirtymiä kuvataan pakkovärähtelyn osuudella (kaava 3.72). Pum-

pun sähkömoottorin aiheuttama heräte on luonteeltaan sini-muotoista, joten perustuk-

sen vaste tietyllä taajuudella on myös sini-muotoinen. Systeemiä tarkastellaan siis taa-

juusriippuvaisena funktiona, jolloin siirtymän amplitudit saadaan kaavasta

𝐴̌ = 𝑢ഥ𝑠𝑡

ඨ൤1−ቀ𝜔𝑛𝜔 ቁ
2
൨
2
+ቀ2𝜉𝜔𝑛𝜔 ቁ

2
,

(3.70)

missä 𝑢ത𝑠𝑡 = 𝐹
𝐾
 on herätevoiman aiheuttama staattinen siirtymä. Herätevoiman ollessa

riippuvainen taajuudesta kaavojen 5.1 ja 5.2 mukaisesti saadaan taajuuskohtaiselle

voimalle sekä amplitudille yhteys staattisen muodonmuutoksen kautta.

Mathcad-laskennalla voidaan ratkaista ainoastaan yhden taajuuden ja sitä vastaavan

voiman aiheuttama värähtelyn amplitudi. Amplitudien arvot voidaan kuitenkin esittää

kuvaajassa taajuuden funktiona. Kuvassa 43 on esitetty Mathcad laskennan taajuus-

vaste-kuvaaja.
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Kuva 43. Mathcad laskennan taajuusvastekuvaaja [𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,75 N/mm2].

Mikäli kimmomoduulin arvo asetetaan vastaamaan Freq.calc mukaista arvoa, saadaan

seuraava kuvaaja.

Kuva 44. Mathcad laskennan taajuusvastekuvaaja [𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,99 N/mm2].

Kimmomoduulin muutoksella ei ole suurempaa vaikutusta systeemin maksimisiirty-

mään. Jäykkyyden muutos kasvattaa systeemin pystysuuntaisen ominaistaajuuden

kohtaan 𝑓𝑛 ≈ 10,3 Hz. Toisin sanottuna jäykkyyden kasvatus ei vaikuta kuvaajan muo-

toon, ainoastaan siirtää resonanssipiikkiä oikealle taajuusvastekuvaajissa. Tämä näh-

dään myös muiden siirtymän arvojen taajuuskohtaisena kasvamisena.

5.3 Teräsjousivaimennettu perustus

Seuraavissa luvuissa tarkastellaan vertailututkimuksen (Zhu et al. 2015, Study on dy-

namic response and vibration reduction of medium-speed mills with spring vibration-

isolated foundations in thermal power plants) mukaista teräsjousivaimennettua

vertikaalimurskaimen perustusta. Perustuksesta tehdään Robot-laskentamalli, jonka
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jälkeen saatuja tuloksia eli perustuslaatan siirtymiä x, y ja z-suuntaan verrataan vertai-

lututkimuksessa saatuihin tuloksiin. Vertailututkimuksessa annettuihin lähtötietoihin pe-

rustuvan laskennan jälkeen perustusta tarkastellaan parametrisella tutkimusmenetel-

mällä eli perustuksen laskentaparametreja muutetaan ja tarkastellaan millä arvoilla

saadaan parhaimmat tulokset. Käytännössä muutetaan jousien horisontaaleja jäyk-

kyyksiä, massakeskiön korkeusasemaa sekä elementtiverkon tiheyttä. Tulosten pohjal-

ta pyritään arvioimaan Robotin soveltuvuutta tämänkaltaisten perustusten mallintami-

seen ja dynaamisen analyysin suorittamiseen.

5.3.1 Vertailututkimuksen esittely

Vertailututkimus on Zhu et al. (2015) tekemä tutkimus, missä tutkitaan keskinopeudella

toimivien murskainten ja teräsjousivaimennettujen perustusten dynaamista vastetta ja

tärinän vaimennusta lämpövoimalaitoksissa. Tutkimuksessa on tarkasteltu eri voimalai-

tosten perustuksia, mutta tämän työn kannalta tarkastellaan ainoastaan tarkemmin esi-

tettyä murskainperustusta (3A mill in the Yuzhou power plant). Kuvassa 45 on esitetty

tutkimuksessa tarkastellut voimalaitokset sekä edellä mainittu laitos.

Kuva 45. Tutkimuksen voimalaitokset ja tarkasteltava kohde (Zhu et al, 2015).

Murskainperustus koostuu pohjalaatasta, teräsjousista sekä perustuslaatasta. 24 kap-

paletta (12/puoli) teräsjousivaimentimia on kiinnitetty jäykästi sekä pohja- että perustus-

laattaan. Tässä työssä tutkimuksen kohteena on teräsjouset sekä yläpuolinen perus-

tuslaatta. Murskain on kiinnitetty jäykästi perustuslaattaan, jolloin perustusta ja murs-
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kainta voidaan tarkastella yhtenäisenä systeeminä. Murskaimen ja perustuksen leik-

kaus sekä perustuksen dimensiot on esitetty kuvassa 46.

Kuva 46. Murskaimen ja perustuksen leikkaus sekä perustuksen dimensiot (Zhu et al.

2015).

Tutkimuksessa systeemille on suoritettu dynaaminen analyysi ANSYS

laskenaohjelmalla, millä on saatu selvitettyä systeemin ominaistaajuudet ja siirtymät.

Annettujen tietojen perusteella murskaimen käyntitaajuudeksi on annettu 7 Hz ja

saadut tulokset on esitetty mittauspisteittäin korkotasoilla +0,000; 6,636 ja 11,136m.

Tutkimuksessa annetut perustuksen ja murskaimen lähtötiedot on annettu taulukossa

3.

Taulukko 3. Vertailututkimuksen lähtötiedot (Zhu et al. 2015)

Vertailutukimuksessa x-suunta kuvaa poikittaissuuntaa, y-suunta pitkittäissuuntaa ja z-

suunta pystysuuntaa. Vertailututkimuksessa esitetyille x- ja y-suunnan ominaismuotoja

vastaavien ominaistaajuuksien ja siirtymien välillä on ristiriita. Tutkimuksessa esitetty-

Perustus ja murskain Määrä Yksikkö
Murskaimen paino 157400 kg
Perustuksen paino 398740 kg

Kokonaispaino 556140 kg
Massasuhde 2,53 -

Tärinäneristin SPV2076.12.12
Pystysuuntainen jäykkyys 12,1 kN/mm

Vaakasuuntainen jäykkyys 9,5 kN/mm
Pystysuuntainen vaimennus 240 kNs/m
vaakasuuntainen vaimennus 160 kNs/m

Vaimennuskerroin 0,02 -
Herätevoima x- ja y-suuntaan 10 kN

Herätevoima z-suuntaan 40 kN
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jen x- ja y-suuntaisten ominaismuotojen vastaavat ominaistaajuudet ovat 𝑓𝑛,𝑥 =

1,828 Hz ja 𝑓𝑛,𝑦 = 2,003 Hz. Värähtelyn ominaismuotojen (Kuva 49) mukaan systeemin

pitkittäissuunnan värähtely kuvaisi x-suuntaista värähtelyä ja poikittaisvärähtely y-

suuntaista. Kuvassa 47 on esitetty vertailututkimuksen ominaismuodot.

Kuva 47. Perustuksen a) ensimmäinen, b) toinen ja c) kolmas ominaismuoto (Zhu et

al. 2015).

Kuvan 47 mukaisesti ensimmäinen ominaismuoto kuvaa y-suunnan värähtelyä, mikä

indikoi sitä että akselit ovat vertailututkimuksessa väärin päin. Myös Robot-laskenta

osoittaisi, että perustuksen ensimmäinen ominaismuoto olisi y-suuntaan. Kuvassa 48

on esitetty robotilla saadut ominaismuodot järjestyksessä.

Kuva 48. Perustuksen värähtelyn ominaismuodot järjestyksessä, Autodesk Robot.

Todetaan vertailututkimukseen virhe ja vaihdetaan x- ja y-akseli toisinpäin.

Tutkimuksesta saadut arvot on esitetty siten, että akselien vaihto on tehty. Taulukossa

4 on esitetty perustuksen ja murskaimen ensimmäiset kuusi ominaistaajuutta.
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Taulukko 4. Vertailututkimuksen mukaiset ominaistaajuudet (Zhu et al. 2015).

Tässä työssä tutkitaan ainoastaan systeemin kolmea ensimmäistä ominaistaajuutta.

Tutkimuksessa saadut perustuksen ja murskaimen x-, y- ja z-suuntaiset siirtymät mit-

tauspisteessä 5 ja 8 eri korkotasolla 0 m on esitetty taulukossa 5. Tarkasteltavat perus-

tuksen laskentapisteet on esitetty kuvassa 49.

Kuva 49. Perustuksen mittauspisteet korkotasolla +0.000 (Zhu et al. 2015).

Taulukko 5. Vertailututkimuksen mittapisteiden siirtymät korkotasolla 0,000 m (Zhu et

al. 2015).

Taulukon 5 mukaiset tulokset kuvaavat systeemin vastetta taajuudella 7 Hz. Vertailu-

tutkimuksen laskentamallin taajuusvasteet x- ja y-suuntaan on esitetty kuvassa 50.

Järjestys Ominaistaajuus [Hz] Ominaismuoto
1 1,828 y-suuntainen pitkittäisvärähtely
2 2,003 x-suuntainen poikittaisvärähtely
3 3,578 z-suuntainen pystyvärähtely
4 4,078 Rotaatio y-akselin ympäri
5 4,235 x-suuntainen poikittaisvärähtely murskaimen yläpäässä
6 4,422 y-suuntainen pitkittäisvärähtely murskaimen yläpäässä

Mittapiste Siirtymä x-suuntaan [mm] Siirtymä y-suuntaan [mm] Siirtymä z-suuntaan [mm]
HTP2 0,06214 0,10252 -
VTP2 - - 0,10563
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Kuva 50. Vertailututkimuksen taajuusvaste kuvaajat: (a) piste 01 x-suuntaan, (b) piste

02 y-suuntaan, (c) piste 02 x-suuntaan ja (d) piste 02 y-suuntaan (Zhu et al. 2015).

Luvussa 6 tutkitaan tarkemmin vertailututkimuksen ja robotin välisiä tuloksia ja niiden

vastaavuutta. Laskentatuloksia analysoitaessa on huomioitava, että tämän työn puit-

teissa tehtyä laskentamallia on yksinkertaistettu. Lisäksi lähtötietopuutteista ja vertailu-

tutkimusartikkelin epäselvyyksistä johtuen tuloksiin sisältyy epävarmuutta. Lähtötietojen

osalta suurimmat puutteet koskevat murskaimen tietoja sekä kuormituksia. Herätevoi-

mista ei voida päätellä vaikuttavatko ne samaan aikaan vai yksitellen. Vertailututkimuk-

sessa esitettyjen mittapisteiden (taulukko 5) sijainnit eivät ole tarkasti tiedossa. Tutki-

muksessa todetaan laskentamallin ja mittaustulosten vastaavan toisiaan pääosin. Kun

tarkastellaan vertailututkimuksen tulosten vertailua, mittapisteiden 3 ja 4 arvoja ei tut-

kimuksesta löydy.

Kuva 51. Vertailututkimuksen mukainen tulosten vertailu (Zhu et al. 2015).
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Näiden lisäksi laskentamallin sekä mittaustulosten pituussuuntaiset siirtymät eroavat

huomattavasti. Kuvissa 52 ja 53 on esitetty vertailututkimuksen laskentatulokset sekä

mittaustulokset tarkastellulla murskainperustuksella.

Kuva 52. Vertailututkimuksen laskentamallin tulokset (Zhu et al. 2015).

Kuva 53. Laskentamallin mittaustulokset tarkastelulla murskaimella (Zhu et al. 2015).

Kuvassa 53 HTP2 kuvaa perustuslaatan vaakasiirtymiä ja VTP2 pystysiirtymiä.

Kuten aiemmin todettiin, vertailututkimuksessa on useita epävarmuustekijöitä. Lasken-

taan vaikuttavat epävarmuudet ovat:

- koordinaattiakselien virhe

- perustuksen dimensiot

- vaimentimien jakoväli

- mitkä herätevoimat vaikuttavat samaan aikaan

- murskaimen kuormituskeskiön sijainti

- suppea mittaustulosten esittely

- mittaustulosten tarkastelupisteiden sijainti

- suppeat murskaimen tiedot

- vaimennus
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Näiden lisäksi laskennassa murskaimen oletetaan olevan jäykkä kappale eli murskain

vain välittää kuormitukset perustukselle. Todellisuudessa murskaimeen syntyy käytön

aikana mm. pieniä muodonmuutoksia, joten todellisuudessa se ei ole jäykkä kappale.

Nämä asiat johtavat laskentamallin yksinkertaistukseen, mikä huomataan luvussa 6

esitettyjen vertailututkimuksen ja laskentamallin välisten tulosten eroavaisuuksissa.

5.3.2 Autodesk Robot: Teräsjousivaimennettu perustus

Edellisessä luvussa esitetty murskainperustus mallinnetaan Autodesk Robotilla vertai-

lututkimuksessa esiteltyjen lähtötietojen pohjalta mahdollisimman tarkasti. Oletetaan

perustuslaatan ja teräsjousien olevan jäykästi kiinni äärettömän jäykässä pohjalaatas-

sa, jolloin laskenta voidaan rajata tarkastelemaan ainoastaan yläpuolisen perustuslaa-

tan dynaamista käyttäytymistä. Perustuslaatan dimensiot ovat kuvan 46 mukaiset. Di-

mensiota pituussuuntaan tutkimuksessa ei ole annettu, joten pituus on arvioitu skaa-

lauksen pohjalta kuvasta 51, kun yksi sivun mitta tunnetaan. Perustuksen pituudeksi

saadaan L = 9370 mm. Perustus mallinnetaan Robotissa tilavuus ja kuorielementteinä

solumuovivaimennetun perustuksen kaltaisesti. Teräsjousien tarkemmasta jakovälistä

ei ole tutkimuksen pohjalta tietoa, joten tukipisteitä mallinnetaan molemmin puolin pe-

rustuslaattaa 12 kappaletta, jolloin jakoväliksi saadaan noin 850 mm. Tuet mallinnetaan

supports -työkalulla, jolloin jokaiselle vaimentimelle voidaan syöttää lähtötietojen mu-

kaiset arvot elastic- ja damping -välilehdillä. Kuvassa 54 on esitetty Robotin supports

työkalu.

Kuva 54. Robotin supports-työkalun elastic- ja damping-välilehdet.
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Murskaimen mallinnus joudutaan lähtötietojen puutteesta johtuen yksinkertaistamaan

staattiseksi voimaksi. Lähtötiedoista saadaan murskaimen perustukselle aiheuttamaksi

voimaksi

𝐹𝑚𝑢𝑟𝑠𝑘𝑎𝑖𝑛 = 157400 kg ∗ 9,81 m
s2

= 1544.1 kN. (5.9)

Murskaimen kuormitusalaksi valitaan kuvan 55 mukaiset pisteet. Tarvittavat kuormitus-

pisteiden koordinaatit saadaan skaalattua, jolloin kuormituspisteiden koordinaatit saa-

daan syötettyä Robotiin.

Kuva 55. Murskaimen kuormitusala (Zhu et al 2015)

Murskaimen massakeskiön sijainti ei käy ilmi tutkimusartikkelista. Tämä on olennainen

tieto, koska se vaikuttaa huomattavasti rakenteen ominaistaajuuksiin. Saatu murskai-

men kuormitus syötetään Robotiin oletettuun massakeskiön korkotasoon ja kuormitus

jaetaan jäykkien linkkien avulla perustukselle. Kuvassa 56 on esitetty perustuksen Ro-

bot -rakennemalli massakeskiön ollessa korkeudella h = 3,0 m.

Kuva 56. Robot rakennemalli, massakeskiö +3,0 m.
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Staattisten kuormien vaikuttaessa systeemille suoritetaan moodianalyysi, jolla saadaan

taulukon 6 mukaiset ominaistaajuudet eri massakeskiön korkeusasemilla.

Taulukko 6. Teräsjousivaimennetun perustuksen 3d-mallin ominaistaajuudet eri mas-

sakeskiön korkeusasemilla elementtikoolla 0,2 m.

Systeemin massakeskiön korkeusasemalla ei ole juurikaan vaikutusta perustuksen

pystysuuntaiseen ominaistaajuuteen. Kuitenkin x- ja y-suuntaiset ominaistaajuudet

muuttuvat huomattavasti korkeusaseman muuttuessa, suurin ero tulosten välillä 1 Hz:n

luokkaa. Taulukon 6 tulosten pohjalta, parhaiten vertailututkimuksessa saatuja ominais-

taajuuksia vastaa korkeusaseman 7 m tulokset. Jousijäykkyyden muutoksen mukaiset

ominaistaajuudet teräsjousien horisontaalisten jäykkyyksien muuttuessa massakeskiön

korkeusasemalla 3 m on esitetty taulukossa 7.

Talukko 7. Jousijäykkyyteen perustuvan laskennan mukaiset ominaistaajuudet

Tulosten pohjalta ominaistaajuudet ovat lähellä vertailututkimuksen arvoja kun alkupe-

räiset jäykkyydet muutetaan seuraaviksi: 𝐾𝑥 = 4500 kN/m ja 𝐾𝑦 = 4000 kN/m. Erot

mittaustuloksiin noin 0,1 Hz. Tässä luvussa laskenta viedään loppuun ainoastaan edel-

lä mainituilla massakeskiön sijainneilla ja jousijäykkyyksillä. Korkeusaseman lisäksi en-

simmäisessä laskennassa tarkastellaan elementtikoon vaikutusta perustuksen ominais-

taajuuksiin. Taulukossa 8 on esitetty ominaistaajuudet massakeskiön korkeusasemalla

7 m ja elementtikoolla 0,2 m, 0,5 m ja 0,8 m. Tarkempi tulosten käsittely esitetään lu-

vussa 6.

Taulukko 8. Elementtikoon vaikutus ominaistaajuuteen.

Taulukon 8 tulosten pohjalta ominaistaajuudet kasvat elementtikoon kasvaessa. Tar-

kastelluilla elementtiverkon tiheyksillä erot ovat kuitenkin pieniä, erot 0,01 Hz:n luok-

kaa. Moodianalyysin jälkeen perustukselle syötetään kuormituspisteeseen herätevoi-

Massakeskiön korkeusasema [m] Ominaistaajuus x-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus y-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus z-suuntaan [Hz]
2,0 2,77 2,50 3,65
3,0 2,64 2,34 3,65
4,0 2,50 2,18 3,66
5,0 2,35 2,03 3,66
6,0 2,21 1,89 3,66
7,0 2,07 1,76 3,66
8,0 1,94 1,64 3,66
9,0 1,82 1,53 3,66
10,0 1,71 1,44 3,66

Menetelmä Jousen jäykkyys x-suuntaan [kN/m] Jousen jäykkyys y-suuntaan [kN/m] Ominaistaajuus x-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus y-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus z-suuntaan [Hz]
Robot, 3d 9500 9500 2,64 2,34 3,65

4750 4000 2,08 1,85 3,62

Vertailututkimus - - 2,003 1,828 3,578

Elementtikoko [m] Ominaistaajuus x-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus y-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus z-suuntaan [Hz]
0,2 2,07 1,76 3,66
0,5 2,07 1,76 3,67
0,8 2,08 1,77 3,67
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mat, jotka ovat 10 kN x- ja y-suuntaan sekä 40 kN z-suuntaan. Kuormakomponenttien

oletetaan lähteen perusteella vaikuttavan yhtä aikaa, mutta tästä ei artikkelin perusteel-

la saada täyttä varmuutta. Tarkasteltava analyysityyppi on FRF-analyysi.  FRF-

analyysillä saadaan perustuksen vasteet taajuuskohtaisesti. Analyysin parametrit vali-

taan kuvan 57 mukaisesti.

Kuva 57. FRF-analyysin parametrit (Robot).

FRF analyysissä tarkasteltavaksi taajuus alueeksi valitaan vertailututkimuksen mukaan

0,5-15 Hz. Divison-kohtaan valitaan 145, jotta tulokset saadaan 0,1 Hz:n tarkkuudella.

Suhteellinen vaimennus on 0,02 perustuksen lähtötietojen mukaisesti. FRF-analyysi

laskee siis systeemin vasteen annetuilla parametreilla. Murskain toimii 7 Hz taajuudel-

la, joten siirtymien numeeriset arvot valitaan tältä kohdalta. Robotissa tarkasteltaviksi

pisteiksi valitaan kuvan 49 mukaisesti piste 05. Kuvassa 58 on esitetty Robotilla tarkas-

teltava solmu.
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Kuva 58. Laskennassa tarkasteltava solmu, Robot.

Siirtymien numeeristen arvojen lisäksi saadaan taajuusvaste kuvaajat. Luvussa 6.2.2

esitetyssä kuvissa 65 ja 67-69 on esitetty laskentapisteen taajuusvaste kuvaajat x-, y-

ja z-suuntaan. Kuvaajista saadaan arvioitua värähtelyn maksimiamplitudit resonanssiti-

lanteessa. Yleisesti ottaen taajuusvaste kuvaajista voidaan nopeasti tarkistaa lasken-

nan oikeellisuus, nähdään ovatko tulokset oikeaa suuruusluokkaa.
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6. LASKENTOJEN TULOKSET

Tässä luvussa on esitetty molempien laiteperustusten laskentatulokset. Sylomer vai-

mennetun pumppuperustuksen pystysuuntainen ominaistaajuus on ratkaistu käsin las-

kennalla sekä käyttäen laskentaohjelmia Autodesk Robot ja Freq.Calc. Robot tarkaste-

lut on toteutettu käyttäen 3d- (solid) ja kuorielementtimalleja (shell). Molempien vaaka-

suuntien mukaiset ominaistaajuudet saadaan ratkaistua ainoastaan Robotilla, mutta

laskenta on rajattu tarkastelemaan systeemin pystysuuntaista värähtelyä. Robotilla, pe-

rustuksen pystysuuntaiset siirtymäamplitudit solmukohtaisesti on esitetty taajuuden

funktiona elementtikoon ollessa 0,1 m, 0,2 m, 0,4 m ja 0,6 m. Sylomer perustuksessa

elementtikoon vaikutuksia tarkastellaan ainoastaan kimmomoduulin ollessa 0,75

N/mm2. Käsin laskennan siirtymäamplitudit taajuuden funktiona on esitetty Robotilla

saatujen tulosten rinnalla. Tarkasteltavaksi taajuusalueeksi on valittu pumpun käynti-

taajuusalue eli 0 – 56,9 Hz.

Teräsjousivaimennetussa tapauksessa laskenta on suoritettu Robotilla 3d- ja kuoriele-

menttimalleilla. Perustuksen ominaistaajuuksia sekä siirtymäamplitudeja tarkastellaan

elementtikoon ollessa 0,2 m, 0,5 m ja 0,8 m sekä murskaimen massakeskiön ollessa

2,0 – 10,0 m. Tuloksia on tarkasteltu myös vaimentimien horisontaalisten jäykkyyksien

eri arvoilla massakeskiön korkeusaseman ollessa 3 m ja elementtikoon ollessa 0,2 m.

Saatuja ominaistaajuuksia sekä amplitudeja herätetaajuuden ollessa 7 Hz on verrattu

vertailututkimuksessa (Zhu et al. 2015) saatuihin tuloksiin eri tarkastelupisteissä. Myös

perustuksen laskentapisteiden taajuusvaste kuvaajia laskentapisteissä 01 ja 02 x- ja y-

suuntaan on verrattu vertailututkimuksissa saatuihin kuvaajiin (Kuva 50).

Kummassakin tapauksessa vaimennetun perustuksen oletetaan lepäävän äärettömän

jäykällä pinnalla. Sylomer vaimennetun perustuksen käsin- sekä Frec.calc-laskenta pe-

rustuu yhden vapausasteen vaimennetun systeemin teoriaan. Liitteissä A ja B on esi-

tetty Sylomer vaimennetun perustuksen laskentapohja ja työssä tarkastellut tapaukset.

6.1 Sylomer vaimennettu perustus: Ominaistaajuudet ja amp-
litudit eri menetelmillä

Tässä luvussa tarkastellaan perustuksen pystysuuntaisten ominaistaajuuksien mene-

telmäkohtaisia tuloksia ja niiden eroja sekä elementtikoon vaikutuksia ominaistaajuu-

teen. Käsinlaskennalla ja Freq.calc:lla laskentamenetelmä on sama. Robotissa vaimen-
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timen dynaamiset ominaisuudet otetaan huomioon alustaluvun kautta. Herätevoima

muuttuu taajuuden funktiona kuvan 35 mukaisesti, joten taajuusvaste kuvaajiin voi syn-

tyä resonanssitaajuudesta eroavia amplitudihuippuja. Seuraavissa alaluvuissa on esi-

tetty perustuksen ominaistaajuuksien numeeriset arvot menetelmäkohtaisesti, siirtymä-

amplitudien taajuusvaste kuvaajat sekä numeeriset arvot siirtymille Robotilla ja käsin

laskennalla taajuuksilla 10, 20 ja 30 Hz. Näiden lisäksi on tarkasteltu myös menetelmä-

ja elementtikohtaisia maksimiamplitudeja.

6.1.1 Ominaistaajuudet eri menetelmillä

Taulukossa 9 on esitetty ominaistaajuuksien numeeriset arvot eri elementtikoolla kim-

momoduulin arvoilla 0,75 ja 0,99 N/mm2 sekä mathcad- ja Freq.calc-laskentojen tulok-

set eri kimmomoduulin arvoilla.

Taulukko 9. Mathcad, Robot ja Freq.Calc. ominaistaajuudet.

Pääsääntöisesti tulokset vastaavat toisiaan eri menetelmillä. Suuremmat elementtikoot

kasvattavat ominaistaajuuksia 3d-mallissa, erot 1 Hz:n luokkaa. Kuorielementtimallilla

ominaistaajuudet eivät muutu elementtikoon muuttuessa, mutta tulokset ovat pienem-

piä kuin käsinlaskennalla tai 3d-mallilla. Erot käsinlaskentaan ovat myös suurimmat,

noin 2 %:n luokkaa. Tuloksia käsitellään tarkemmin luvussa 6.3.1

6.1.2 Siirtymäamplitudit ja taajuus-vaste kuvaajat eri menetel-
millä

Taulukoissa 10 ja 11 on esitetty perustuksen Robotin 3d-mallin ja Mathcadilla saatujen

siirtymäamplitudien numeeriset arvot käyntitaajuuksilla 10, 20 ja 30 Hz tarkastelupis-

teittäin elementtikoolla 0,2 m. Tuloksissa on näytetty tarkastelupistekohtaiset arvot. Ku-

vassa 59 ja taulukossa 12 on esitetty elementtikoon vaikutus perustuksen 3d-mallin

siirtymiin. Kuvissa 60 ja 61 on esitetty 3d-mallien tulokset eri kimmomoduulien arvoilla.

Kuvissa 62, 63 ja 64 on esitetty menetelmäkohtaiset taajuusvaste funktiot elementti-

koolla 0,2 m ja kimmomoduulin arvolla 0,75 N/mm2. Tulosten rinnalla on esitetty käsin

laskennan kuvaajat.

Kimmomoduuli [N/mm^2] Elementtikoko [m] Ominaistaajuus Robot, 3d [Hz] Ominaistaajuus Robot, kuorielementti [Hz] Ominaistaajuus Mathcad 15 [Hz] Ominaistaajuus Freq.Calc [Hz]
0,75 0,1 8,98 - 8,96 -

0,2 8,91 8,79 - -
0,4 9,24 8,79 - -
0,6 9,79 8,79 - -

0,99 0,2 10,20 10,10 10,29 10,3
0,4 10,57 10,10 - -
0,6 11,21 10,10 - -
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Taulukko 10. Perustuksen siirtymäamplitudit menetelmäkohtaisesti elementtikoolla 0,2

m, 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,75 N/mm2.

Taulukko 11. Perustuksen siirtymäamplitudit menetelmäkohtaisesti elementtikoolla 0,2

m, 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,99 N/mm2.

Taulukko 12. 3d-mallin mukaiset perustuksen siirtymäamplitudien maksimiarvot eri

elementtikoolla laskentapisteittäin, 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,75 N/mm2.

Herätetaajuus [Hz] Tarkastelupiste Pystysiirtymä Robot [mm] Pystysiirtymä Mathcad [mm]
10 1 0,00638 0,00628
10 2 0,00662 -
10 3 0,0065 -

20 1 0,00199 0,00195
20 2 0,0018 -
20 3 0,00197 -

30 1 0,00175 0,00172
30 2 0,00157 -
30 3 0,00173 -

Herätetaajuus [Hz] Tarkastelupiste Pystysiirtymä Robot [mm] Pystysiirtymä Mathcad [mm]
10 1 0,00855 0,00849
10 2 0,00635 -
10 3 0,00813 -

20 1 0,00216 0,00212
20 2 0,00197 -
20 3 0,00214 -

30 1 0,0018 0,00177
30 2 0,00163 -
30 3 0,00179 -

Laskentapiste Elementtikoko [m] Robot, siirtymä uz [mm]
1 0,1 0,0093

0,2 0,0092
0,4 0,0097
0,6 0,0108

2 0,1 0,0079
0,2 0,0081
0,4 0,0083
0,6 0,0090

3 0,1 0,0091
0,2 0,0088
0,4 0,0088
0,6 0,0097
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Kuva 59. 3d-mallin mukainen elementtikoon vaikutus perustuksen vasteeseen tarkas-

telupisteessä 1, 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,75 N/mm2.

Kuva 60. 3d-mallilla saadut perustuksen siirtymän funktiot tarkastelupisteittäin ele-

menttikoolla 0,2 m, 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,75 N/mm2.
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Kuva 61. 3d-mallilla saadut perustuksen siirtymän funktiot tarkastelupisteittäin ele-

menttikoolla 0,2 m, 𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,99 N/mm2.

Kuva 62. Perustuksen vaste menetelmäkohtaisesti pisteessä 1 elementtikoolla 0,2 m,

𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,75 N/mm2.
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Kuva 63. Perustuksen vaste menetelmäkohtaisesti pisteessä 2 elementtikoolla 0,2 m,

𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,75 N/mm2.

Kuva 64. Perustuksen vaste menetelmäkohtaisesti pisteessä 3 elementtikoolla 0,2 m,

𝐸𝑣𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑛𝑖𝑛 = 0,75 N/mm2.

Pääsääntöisesti saadut siirtymät menetelmäkohtaisesti vastaavat toisiaan. Kuvasta 59

ja taulukosta 12 nähdään, että elementtikoon kasvatus siirtää perustuksen resonanssi-

piikkiä kuvaajassa oikealle ja kasvattaa siirtymän arvoa. Tarkastelupistekohtaisesti 3d-

mallin siirtymät vastaavat toisiaan kuvien 60 ja 61 mukaisesti. Kuvaajista huomataan,
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että tarkastelupisteen 2 siirtymät ovat pienemmät pisteisiin 1 ja 3 verrattuna. Tämä joh-

tuu pisteen 2 suurimmasta etäisyydestä perustuksen kuormituskeskiöön. Menetelmä-

kohtaiset tulokset (kuvat 62-64) vastaavat toisiaan. Tarkastelupisteissä 1 ja 3 käsinlas-

kennalla saadut siirtymät ovat suurempia Robotiin verrattuna, mutta erot ovat hyvin

pieniä, noin 4 %:n luokkaa. Tarkastelupisteessä 2 erot ovat suurimmat. 3d-mallin siir-

tymät ovat pienemmät verrattuna käsinlaskentaan ja kuorielementtimalliin, erot noin 12

%:n luokkaa. Käsinlaskenta ei huomioi tarkastelupisteen sijaintia, jolloin siirtymät eivät

pääse pienenemään kun siirrytään kauemmaksi kuormituskeskiöstä. Voidaan tehdä

johtopäätös, että 3d malli antaa parhaimmat tulokset. Tarkempi tulosten käsittely on

esitetty myöhemmin luvussa 6.3.1

6.2 Teräsjousivaimennettu perustus: Vertailututkimuksen ja
Robot -laskennan ominaistaajuudet ja amplitudit

Tässä luvussa esitetään murskainperustuksen vertailututkimuksessa saadut tulokset

Robot laskennan tulosten rinnalla. Ominaistaajuuksia tarkastellaan muuttamalla las-

kentaparametreista kuormituskeskiön korkeusasemaa, systeemin horisontaalista jäyk-

kyyttä sekä mallin elementtiverkon tiheyttä. Kuten luvussa 5.3 todettiin laskenta on vie-

ty loppuun elementtikoon ollessa 0,2 m, 0,5 m ja 0,8 m korkeusasemalla 7 m. Lasken-

tamalleina on Robotin 2d-kuorimalli sekä 3d-malli. Jäykkyyden muutokseen perustu-

vassa tutkimuksessa elementtikoko on 0,2 m ja massakeskiön korkeusasema on 3 m,

laskenta on tehty Robotin 3d-mallina. Tuloksina saadaan perustuksen amplitudien nu-

meeriset arvot sekä tilannetta vastaavat siirtymän kuvaajat tarkastelupisteessä 05.

Laskentatulosten rinnalla on esitetty vastaavien pisteiden vertailututkimuksessa saadut

arvot sekä pisteiden 01 ja 02 x- ja y-suuntaisten siirtymien kuvaajat.

6.2.1 Robot-laskennan ja vertailututkimuksen ominaistaajuu-
det

Taulukossa 12 on esitetty Robotilla saadut massakeskiön korkeusaseman mukaiset

perustuksen ominaistaajuudet 3d- ja kuorielementtimalleina elementtikoolla 0,2 m sekä

vertailututkimuksessa saadut arvot. Taulukossa 13 on esitetty elementtikoon vaikutus

ominaistaajuuteen massakeskiön ollessa korkeudella 7 m. Taulukossa 14 on esitetty

jäykkyyteen perustuvan tutkimuksen ominaistaajuudet luvussa 5.3.2 esitettyjen tietojen

mukaisesti.
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Taulukko 12. Massakeskiön sijainnin mukaiset ominaistaajuudet menetelmäkohtaisesti

sekä vertailututkimuksen numeeriset arvot.

Taulukko 13. Elementtikoon vaikutus perustuksen ominaistaajuuksiin 3d-mallissa.

Taulukko 14. Jousijäykkyyteen perustuvan laskennan mukaiset ominaistaajuudet.

Taulukon 12 tulosten pohjalta massakeskiön korkeusasemaan perustuvassa lasken-

nassa saadut tulokset vastaavat parhaiten vertailututkimuksessa saatuja arvoja kuormi-

tuksen vaikuttaessa korkeudella 7 m, erot noin 0,05 Hz. Samalla huomataan, että kuo-

rielementtimallin ominaistaajuudet pysyvät likimain samana korkeusasemasta riippu-

matta, erot 0,01 Hz. Tästä johtuen voidaan todeta, että kuorielementtimalli ei ole riittä-

vän tarkka monimutkaisempien perustusten dynaamisen analyysin suorittamiseen.

Taulukon 13 mukaisesti, elementtikoon muuttamisella ei ole juurikaan vaikutusta perus-

tuksen ominaistaajuuksiin, erot ovat noin 0,5 %:n luokkaa. Jousijäykkyyteen perustu-

van laskennan ominaistaajuudet saatiin vastaamaan vertailututkimuksessa esitettyjä

arvoja, kun horisontaaliset jäykkyydet muutettiin taulukon 14 mukaisesti. Tarkempi tu-

losten käsittely on esitetty luvussa 6.3.2

Laskentamenetelmä Massakeskiön korkeusasema [m] Ominaistaajuus x-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus y-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus z-suuntaan [Hz]
Robot, 3d 2,0 2,77 2,50 3,65

3,0 2,64 2,34 3,65
4,0 2,50 2,18 3,66
5,0 2,35 2,03 3,66
6,0 2,21 1,89 3,66
7,0 2,07 1,76 3,66
8,0 1,94 1,64 3,66
9,0 1,82 1,53 3,66

10,0 1,71 1,44 3,66

Robot, kuorielementti 2,0 3,26 3,26 3,68
3,0 3,25 3,26 3,68
4,0 3,25 3,26 3,68
5,0 3,25 3,26 3,68
6,0 3,25 3,25 3,68
7,0 3,25 3,25 3,68
8,0 3,25 3,25 3,68
9,0 3,25 3,25 3,68

10,0 3,24 3,25 3,68

Vertailututkimus - 2,003 1,828 3,578

Elementtikoko [m] Ominaistaajuus x-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus y-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus z-suuntaan [Hz]
0,2 2,07 1,76 3,66
0,5 2,07 1,76 3,67
0,8 2,08 1,77 3,67

Menetelmä Jousen jäykkyys x-suuntaan [kN/m] Jousen jäykkyys y-suuntaan [kN/m] Ominaistaajuus x-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus y-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus z-suuntaan [Hz]
Robot, 3d 9500 9500 2,64 2,34 3,65

4750 4000 2,08 1,85 3,62

Vertailututkimus - - 2,003 1,828 3,578
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6.2.2 Robot -laskennan ja vertailututkimuksen siirtymäampli-
tudit

Edellisessä alaluvussa esitettyjen kuorielementtimallin ominaistaajuuksien pohjalta

(taulukko 12) huomataan mallin olevan epätarkka, joten laskenta on suoritettu loppuun

ainoastaan 3d-mallina. Taulukossa 15 on esitetty Robotilla ja vertailututkimuksessa

saadut siirtymien numeeriset arvot laskentapisteissä 05 eri elementtikoolla, kor-

keusasemalla 7 m sekä murskaimen toimiessa taajuudella 7 Hz. Taulukossa 16 on esi-

tetty jäykkyyden muutokseen perustuvan tutkimuksen siirtymien numeeriset arvot las-

kentapisteessä 05 resonanssitaajuudella sekä herätetaajuuden ollessa 7 Hz.  Kuvassa

65 on esitetty siirtymien kuvaajat x-, y- ja z-suuntiin elementtikoolla 0,2 m. Elementti-

koon vaikutus perustuksen vasteeseen on esitetty kuvassa 66. Elementtikoon vaiku-

tukset on esitetty ainoastaan z-suuntaan. Kuvissa 67-69 on esitetty jäykkyyden muu-

tokseen perustuvan tutkimuksen jäykkyyden vaikutus perustuksen vasteeseen x, y- ja

z-suuntaan. Vertailututkimuksen laskentapisteiden 01 ja 02 siirtymän kuvaajat x- ja y-

suuntaan on esitetty kuvissa 70-73.

Taulukko 15. Siirtymien numeeriset arvot herätetaajuudella 7 Hz sekä elementtiverkon

tiheyden vaikutus massakeskiön korkeusasemaan perustuvassa laskennassa.

Taulukko 16. Jäykkyyteen perustuvan laskennan siirtymien numeeriset arvot heräte-

taajuudella 7 Hz sekä resonanssissa.

Tarkastelumenetelmä Tarkastelupiste Siirtymä x-suuntaan [mm] Siirtymä y-suuntaan [mm] Siirtymä z-suuntaan [mm]
Vertailututkimuksen mittaustulokset HTP2 0,06214 0,10252 -

VTP2 - - 0,10563
Vertailututkimuksen laskentatulokset 5 0,051 0,003 0,082

Autodesk Robot, 0,2 m 5 0,0023 0,0076 0,0628
Autodesk Robot, 0,5 m 5 0,00235 0,00757 0,06413
Autodesk Robot, 0,8 m 5 0,00229 0,00754 0,06218

Laskentapiste Heräteaajuus [Hz] Jäykkyydet Kx, Ky [kN/m] Siirtymä ux [mm] Siirtymä uy [mm] Siirtymä uz [mm]
5 7 9500 0,00424 0,01076 0,08071
5 7 4750, 4000 0,0076 0,0099 0,0747

5 2,64; 2,34; 3,65 9500 2,10217 1,29149 3,55577
5 2,08; 1,85; 3,62 4750, 4000 3,22188 2,97642 3,45237
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Kuva 65. Massakeskiön korkeusasemaan perustuvan laskennan perustuksen vasteet

elementtikoolla 0,2 m.

Kuva 66. Massakeskiön korkeusasemaan perustuvan laskennan elementtikoon vaiku-

tus perustuksen pystysiirtymiin laskentapisteessä 05.
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Kuva 67. Horisontaalisen jäykkyyden vaikutus perustuksen vasteeseen poikittaissuun-

nassa.

Kuva 68. Horisontaalisen jäykkyyden vaikutus perustuksen vasteeseen pitkittäissuun-

nassa.



90

Kuva 69. Horisontaalisen jäykkyyden vaikutus perustuksen vasteeseen pystysuunnas-

sa.

Kuva 70. Vertailututkimuksen taajuusvaste-kuvaaja y-suuntaan pisteessä PT_01 (Zhu

et al. 2015).
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Kuva 71. Vertailututkimuksen taajuusvaste-kuvaaja x-suuntaan pisteessä PT_01 (Zhu

et al. 2015).

Kuva 72. Vertailututkimuksen taajuusvaste-kuvaaja y-suuntaan pisteessä PT_02 (Zhu

et al. 2015).
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Kuva 73. Vertailututkimuksen taajuusvaste-kuvaaja x-suuntaan pisteessä PT_02 (Zhu

et al. 2015).

Taulukoiden 15 ja 16 mukaisesti tulokset vastaavat toisiaan pääsääntöisesti pystysiir-

tymän osalta. Vertailututkimuksen mittaus- ja laskentatulosten välillä pystysuunnassa

eroa on noin 28 %. Massakeskiön mukaiseen Robot-laskentaan verrattuna eroa on

vertailututkimuksen mittaustuloksiin noin 40 % ja laskentatuloksiin noin 24 %. Jäykkyy-

teen perustuvassa laskennassa pystysuuntaisen amplitudin erot ovat pienemmät, alku-

peräisellä jäykkyydellä ero mittaustuloksiin on noin 23 % ja laskentatuloksiin noin 1 %.

Molemmissa vaakasuunnissa vertailututkimuksen mittaustulokset ovat moninkertaiset

molempiin Robot-laskentoihin verrattuna. Vaakasuunnassa tuloksiin liittyy epävarmuut-

ta laskentamallien yksinkertaistuksen, puuttuvien lähtötietojen ja suppeiden mittaustu-

losten johdosta.

Massakeskiö mukaisen laskennan siirtymien kuvaajat (kuva 65) vastaavat pääosin ver-

tailututkimuksessa saatuja kuvaajia (kuvat 70-73). Resonanssitilanteessa erot maksi-

miamplitudien välillä x-suunnassa ovat noin 32 %:n luokkaa ja y-suunnassa noin 4 %:n

luokkaa. Kuvan 66 mukaisesti elementtiverkon tiheydellä ei ole juurikaan vaikutusta pe-

rustuksen pystysuunnassa.

Jäykkyyteen perustuvassa laskennassa horisontaalisten jäykkyyksien pienentäminen

kasvattaa perustuksen vaakasuuntaisia siirtymiä oletusten mukaisesti (taulukko 16 ja

kuvat 69-71). Erot laskentamallien välillä eri jäykkyyksillä 7 Hz taajuudella on x-
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suunnassa noin 44 % ja y-suunnassa noin 8 %. Pystysuunnassa ero on noin 8 %.

Maksimiamplitudien osalta ero x-suunnassa on noin 34 %, y-suunnassa noin 57 % ja z-

suunnassa noin 3 %. Tarkempi tulosten käsittely on esitetty luvussa 6.3.2.

6.3 Tulosten vertailu

Tässä luvussa tarkastellaan molempien vaimenninperustusten laskentojen tuloksia ja

syntyneitä eroja. Solumuovivaimennetun perustuksen laskennan Robotilla, käsinlas-

kennalla ja Freq.calc:lla saatuja tuloksia arvioidaan ja vertaillaan keskenään. Teräs-

jousivaimennetun perustuksen Robotilla saatuja tuloksia verrataan vertailututkimukses-

sa esitettyihin mitta- ja laskentapisteiden arvoihin ja arvioidaan saatujen tulosten luotet-

tavuutta.

6.3.1 Solumuovivaimennettu perustus

Solumuovivaimennetulla perustuksella ominaistaajuuksien käsinlaskenta sekä

Freq.calc-laskenta vastaavat toisiaan molempien perustuessa yhden vapausasteen vä-

rähtelijän teoriaan. Ainoa ominaistaajuuteen vaikuttava asia on valitun vaimentimen

kimmomoduulin arvo, jonka arvo on vaimennintoimittajan datataulukoiden pohjalta 0,75

N/mm2 ja Freq.calc:lla 0,99 N/mm2. Autodesk Robotilla saadut ominaistaajuudet las-

kentamallista eroavat osittain käsin- ja Freq.calc-laskennasta. 3d-malliin määritettävä

elementtikoko vaikuttaa rakenteen ominaistaajuuksiin taulukon 17 mukaisesti. Taulu-

kossa 17 on esitetty Robot-mallien ominaistaajuuksien erot käsin laskentaan kimmo-

moduulin arvolla 0,75 N/mm2 laskentapisteessä 1.

Taulukko 17. Ominaistaajuuksien vertailu, E = 0,75 N/mm2.

Taulukon 17 mukaisesti suurin ero käsinlaskentaan on 9,3 %. Taulukossa 18 on esitet-

ty ominaistaajuuksien erot verrattuna Freq.calc-laskentaan kimmomoduulin arvolla E =

0,99 N/mm2 laskentapisteessä 1.

Laskentamenetelmä Elementtikoko [m] Ominaistaajuus [Hz] Ominaistaajuus Mathcad 15 [Hz] Ero [%]
Robot, 3d 0,1 8,98 8,96 0,22

0,2 8,91 8,96 0,6
0,4 9,24 8,96 3,1
0,6 9,79 8,96 9,3

Robot, Kuorielementti 0,2 8,79 8,96 1,9
0,4 8,79 8,96 1,9
0,6 8,79 8,96 1,9
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Taulukko 18. Ominaistaajuuksien vertailu, E = 0,99 N/mm2.

Kimmomoduulin arvolla 0,99 N/mm2 suurin ero ominaistaajuuksissa on 8,8 %. Tulos-

ten pohjalta laskentatulokset vastaavat toisiaan. 3d-malleissa elementtiverkon harven-

tuminen pystysuunnassa kasvattaa ominaistaajuuksia, eroa pienimmän ja suurimman

elementtikoon välillä  noin 1 Hz.

Perustuksen siirtymiä tarkasteltiin laskentapisteittäin vaimentimen eri kimmomoduulin

arvoilla menetelmäkohtaisesti. Saatujen tulosten numeeriset arvot herätetaajuuksilla

10, 20 ja 30 Hz ja erot käsinlaskentaan on esitetty seuraavissa taulukoissa (taulukot

19-21). Kuorielementtimallin tulokset on esitetty ainoastaan kimmomoduulin arvolla

0,75 N/mm2.

Taulukko 19. Siirtymien erot menetelmäkohtaisesti herätetaajuudella 10 Hz. Element-

tikoko = 0,2 m,

Laskentamenetelmä Elementtikoko [m] Ominaistaajuus [Hz] Ominaistaajuus Freq.Calc [Hz] Ero [%]
Robot, 3d 0,2 10,20 10,3 0,98

0,4 10,57 10,3 2,6
0,6 11,21 10,3 8,8

Robot, Kuorielementti 0,2 10,10 10,3 2,0
0,4 10,10 10,3 2,0
0,6 10,10 10,3 2,0

Mathcad 15 - 10,29 10,3 0,1

Laskentamentelmä Laskentapiste Kimmomoduuli E [N/mm^2] Herätetaajuus f [Hz] Siirtymä uz [mm] Ero [%]
Robot, 3d 1 0,75 10 0,00638 1,6

Robot, Kuorielementti 0,75 10 0,00623 0,8
Mathcad 15 0,75 10 0,00628 -

Robot, 3d 2 0,75 10 0,00662 5,4
Robot, Kuorielementti 0,75 10 0,00656 4,5

Mathcad 15 0,75 10 0,00628 -

Robot, 3d 3 0,75 10 0,0065 3,5
Robot, Kuorielementti 0,75 10 0,00627 0,2

Mathcad 15 0,75 10 0,00628 -

Robot, 3d 1 0,99 10 0,00855 0,7
Mathcad 15 0,99 10 0,00849 -

Robot, 3d 2 0,99 10 0,00635 33,7
Mathcad 15 0,99 10 0,00849 -

Robot, 3d 3 0,99 10 0,00813 4,4
Mathcad 15 0,99 10 0,00849 -
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Taulukko 20. Siirtymien erot menetelmäkohtaisesti herätetaajuudella 20 Hz. Element-

tikoko = 0,2 m

Taulukko 21. Siirtymien erot menetelmäkohtaisesti herätetaajuudella 30 Hz. Element-

tikoko = 0,2 m

Menetelmäkohtaisesti tulokset käsinlaskennan ja robotin välillä vastaavat toisiaan.

Suurimmaksi eroksi saadaan taulukon 19 mukaisesti 33,7 %. Laskentapistekohtaisesti

suurimmat erot laskentamenetelmästä tai taajuudesta riippumatta osuvat kaikissa ta-

pauksissa laskentapisteeseen 2. Tämä johtuu laskentapisteen suurimmasta etäisyy-

destä perustuksen kuormituskeskiöön. Oletusten mukaisesti käsinlaskennalla saadut

siirtymät vastaavat lähellä kuormituskeskiötä olevien solmujen siirtymiä (laskentapis-

teet 1 ja 3). Arvot eroavat näissä pisteissä toisistaan 0-5,4 %.  Elementtikoon vaikutuk-

Laskentamentelmä Laskentapiste Kimmomoduuli E [N/mm^2] Herätetaajuus f [Hz] Siirtymä uz [mm] Ero [%]
Robot, 3d 1 0,75 20 0,00199 2,1

Robot, Kuorielementti 0,75 20 0,00196 0,5
Mathcad 15 0,75 20 0,00195 -

Robot, 3d 2 0,75 20 0,0018 8,3
Robot, Kuorielementti 0,75 20 0,00176 10,8

Mathcad 15 0,75 20 0,00195 -

Robot, 3d 3 0,75 20 0,00197 1,0
Robot, Kuorielementti 0,75 20 0,00193 1,0

Mathcad 15 0,75 20 0,00195 -

Robot, 3d 1 0,99 20 0,00216 1,9
Mathcad 15 0,99 20 0,00212 -

Robot, 3d 2 0,99 20 0,00192 10,4
Mathcad 15 0,99 20 0,00212 -

Robot, 3d 3 0,99 20 0,00214 0,9
Mathcad 15 0,99 20 0,00212 -

Laskentamentelmä Laskentapiste Kimmomoduuli E [N/mm^2] Herätetaajuus f [Hz] Siirtymä uz [mm] Ero [%]
Robot, 3d 1 0,75 30 0,00175 1,7

Robot, Kuorielementti 0,75 30 0,00172 0,0
Mathcad 15 0,75 30 0,00172 -

Robot, 3d 2 0,75 30 0,00157 9,6
Robot, Kuorielementti 0,75 30 0,00154 11,7

Mathcad 15 0,75 30 0,00172 -

Robot, 3d 3 0,75 30 0,00173 0,6
Robot, Kuorielementti 0,75 30 0,00169 1,8

Mathcad 15 0,75 30 0,00172 -

Robot, 3d 1 0,99 30 0,0018 1,7
Mathcad 15 0,99 30 0,00177 -

Robot, 3d 2 0,99 30 0,00162 9,3
Mathcad 15 0,99 30 0,00177 -

Robot, 3d 3 0,99 30 0,00179 1,1
Mathcad 15 0,99 30 0,00177 -
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sia siirtymiin on tutkittu Robotilla 3d-mallin kimmomoduulin ollessa 0,75 N/mm2. Taulu-

kossa 22 on esitetty elementtiverkon tiheyden vaikutus perustuksen maksimiamplitu-

deihin laskentapisiteittäin sekä käsin laskennan siirtymäamplitudi resonanssitilantees-

sa.

Taulukko 22. Elementtikoon vaikutus 3d-mallin maksimiamplitudeihin laskentapisteit-

täin.

Taulukon 22 mukaisesti siirtymän maksimiarvot pysyvät melko lähellä toisiaan tarkas-

telluilla elementtiverkon tiheyksillä. Arvoissa on havaittavissa suurempaa hajontaa har-

vemmalla verkotuksella laskentapisteissä 1 ja 3. Suurimmaksi eroksi saadaan 17,0 %.

Laskentapisteessä 2 pienempi elementtikoko kasvattaa eroa, mutta tulokset kuvaavat

paremmin systeemin todellista käyttäytymistä. Systeemin huippuarvo siirtyy taajuus-

vaste kuvaajassa oikealle ominaistaajuuden kasvaessa harvemmilla verkon tiheyksillä

kuvan 59 mukaisesti. Tulosten pohjalta parhaat elementtiverkon koot ovat 0,2-0,4 m.

Hyvin tiheällä mallilla saadaan tarkkoja tuloksia, mutta laskenta-aika kasvaa huomatta-

vasti. Esimerkiksi tarkastellulla perustuksella, elementtikoolla 0,2 m, laskenta-aika on

noin 1,5 h ja elementtikoolla 0,1 m noin 3,5 h. Siirtymäamplitudien kuvaajat on esitetty

luvussa 6.1.2. Oletusten mukaisesti siirtymän funktioihin syntyy resonanssipiikki herä-

tetaajuuden ollessa yhtä suuri perustuksen ominaistaajuuden kanssa. Käsinlaskennalla

saatu siirtymän kuvaaja vastaa hyvin tarkasti Robotilla saatuja tuloksia laskentapis-

teessä 1 kuvan 62 mukaisesti. Suurin hajonta kuvaajien välillä on laskentapisteessä 2

(kuva 63). Laskentapisteessä 3 on myös havaittavissa pientä hajontaa. Kaikkien las-

kentojen menetelmäkohtaiset tulosten erot ovat kuitenkin pieniä, pääsääntöisesti erot

alle 10 %. Tarkempi käsinlaskenta vaimentimen eri kimmomoduulin arvoilla on esitetty

liitteissä A ja B, joissa on tarkasteltu perustuksen vastetta herätetaajuudella 10 Hz. Tu-

losten pohjalta 50 mm paksu vaimennin Sylomer SR 55 soveltuu tarkastellun perustuk-

sen vaimentimeksi rajoittamaan systeemin pystysuuntaista värähtelyä.

Laskentapiste Elementtikoko [m] Robot, siirtymä uz [mm] Mathcad 15, Siirtymä uz [mm] Ero [%]
1 0,1 0,009305 0,0092 1,1

0,2 0,009198 - 0,02
0,4 0,009699 - 5,4
0,6 0,010760 - 17,0

2 0,1 0,007888 0,0092 16,6
0,2 0,008101 - 13,6
0,4 0,008313 - 10,7
0,6 0,009026 - 1,9

3 0,1 0,009076 0,0092 1,4
0,2 0,008789 - 4,7
0,4 0,008817 - 4,3
0,6 0,009668 - 5,1
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Mikäli perustuksen ominaistaajuutta tai siirtymäamplitudeja haluttaisiin muuttaa, voitai-

siin muokata vaimentimen ominaisuuksia, kuten paksuutta tai jäykkyyttä. Myös perus-

tuksen geometrian muuttamisella voidaan ominaistaajuuksia ja siirtymiä muokata halut-

tuun suuntaan.

Tarkastellun solumuovivaimennetun perustuksen tulosten pohjalta Autodesk Robot so-

veltuu solumuovivaimennetun perustuksen dynaamisen analyysin suorittamiseen.

Myös yksinkertaisempi kuorielementteihin pohjautuva malli soveltuu yksinkertaisten

keskeisesti kuormitettujen perustusten dynaamiseen analyysin. Käsin laskennan sovel-

tuvuus kuitenkin rajoittuu vain pystysuuntaisen värähtelyn analysointiin keskeisesti

kuormitetuissa laiteperustuksissa. Tämä mahdollistaa suunnittelijalle nopean ja tehok-

kaan ominaistaajuuksien sekä siirtymäamplitudien tarkastelun ja arvioinnin.

6.3.2 Teräsjousivaimennettu perustus

Vertikaalimurskaimen kuormittaman laiteperustuksen lasketut ominaistaajuudet Robot-

ohjelmalla vastaavat vertailututkimuksessa saatuja arvoja.  Eroa tulosten välillä aiheut-

taa murskaimen massan yksinkertaistus, puuttuvat lähtötiedot sekä kuormituspisteet.

Taulukossa 23 on esitetty laskentamallien ja vertailututkimuksen erot ominaistaajuuk-

sissa massakeskiön sijaintiin perustuvassa laskennassa elementtikoolla 0,2 m.

Taulukko 23. Kuormituskeskiön sijaintiin perustuvan laskennan menetelmäkohtaiset

erot perustuksen ominaistaajuuksissa.

Taulukon 23 mukaisesti massan korkeusasemilla 6 ja 7 m saatiin tarkimmat systeemin

ominaistaajuudet. Korkeusasemalla 7 m kaikki ominaistaajuudet eroavat alle 4 % ver-

tailututkimuksessa annetuista. Kuten luvussa 6.2.2 todettiin, kuorielementtimalli ei ku-

vasta systeemin todellista käyttäytymistä riittävän tarkasti, joten laskentaa suoritettiin

loppuun vain 3d-mallilla. Tuloksien pohjalta, kuorielementtimallilla pystytään arvioimaan

kuitenkin perustuksen pystysuuntaisen ominaismuodon mukaista ominaistaajuutta.

Laskentamenetelmä Massakeskiön korkeusasema [m] Ominaistaajuus x-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus y-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus z-suuntaan [Hz] Ero x-suuntaan [%] Ero y-suuntaan [%] Ero z-suuntaan [%]
Robot, 3d 2,0 2,77 2,50 3,65 27,7 26,9 2,0

3,0 2,64 2,34 3,65 24,1 21,9 2,0
4,0 2,50 2,18 3,66 19,9 16,1 2,2
5,0 2,35 2,03 3,66 14,8 10,0 2,2
6,0 2,21 1,89 3,66 9,4 3,3 2,2
7,0 2,07 1,76 3,66 3,2 3,7 2,2
8,0 1,94 1,64 3,66 3,1 10,3 2,2
9,0 1,82 1,53 3,66 9,1 16,3 2,2

10,0 1,71 1,44 3,66 14,6 21,2 2,2

Robot, kuorielementti 2,0 3,26 3,26 3,68 38,6 43,9 2,8
3,0 3,25 3,26 3,68 38,4 43,9 2,8
4,0 3,25 3,26 3,68 38,4 43,9 2,8
5,0 3,25 3,26 3,68 38,4 43,9 2,8
6,0 3,25 3,25 3,68 38,4 43,8 2,8
7,0 3,25 3,25 3,68 38,4 43,8 2,8
8,0 3,25 3,25 3,68 38,4 43,8 2,8
9,0 3,25 3,25 3,68 38,4 43,8 2,8

10,0 3,24 3,25 3,68 38,2 43,8 2,8

Vertailututkimus - 2,003 1,828 3,578 - - -
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Saatujen tulosten perusteella voidaan todeta Robotin soveltuvan ainakin systeemin

ominaistaajuuksien tarkasteluun.

Jousijäykkyyteen perustuvassa tarkastelussa teräsjousien horisontaalista jäykkyyttä

muutettiin kuormituksen vaikuttaessa korkeudella 3 m. Ominaistaajuuksien arvot eri

jousijäykkyyksillä sekä erot vertailututkimuksen arvoihin on esitetty taulukossa 24.

Taulukko 24. Jäykkyyteen perustuvan laskennan ominaistaajuudet ja prosentuaaliset

erot vertailututkimuksen kanssa.

Vertailututkimuksessa annetuilla jousijäykkyyksillä massakeskiön ollessa korkeudella 3

m, systeemin ominaistaajuudet ovat suuremmat. Ero x-suunnassa on 31,8 % ja y-

suunnassa 28,0 %. Pystysuunnassa ero on vain 2 %. Ominaistaajuuksien pienentä-

miseksi vaimentimien horisontaalisia jousijäykkyyksiä muutettiin. Taulukon 24 mukai-

sesti kyseisillä jousijäykkyyksillä ominaistaajuudet eroavat tutkimusartikkelin arvoista x-

suunnassa 3,8 % sekä y- ja z-suunnassa 1,2 %. Jäykkyyden muuttamisella saadaan

ominaistaajuudet halutun suuruisiksi, mutta jäykkyydet eivät enää vastaa tutkimusartik-

kelin arvoja. Kummassakin laskennassa tulokset viittaavat Robotin soveltuvan perus-

tuksen ominaistaajuuksien selvittämiseen.

Siirtymien osalta aluksi tarkastellaan elementtikoon vaikutusta perustuksen pystysiirty-

mään kuormituskeskiön sijaintiin perustuvassa laskennassa. Tämän jälkeen tarkastel-

laan tutkimusartikkelin mittaustulosten ja Robot-laskentojen välisiä eroja. Kuvan 66

mukaisesti eri elementtikoolla pystysiirtymän kuvaajat vastaavat toisiaan. Kuvasta näh-

dään että jokaiseen kuvaajaan syntyy resonanssipiikki pystysuuntaisen ominaistaajuu-

den kohtaan. Myös ominaismuotojen 1 ja 2 taajuudella pystysuuntainen värähtely voi-

mistuu, mikä johtuu massan osallistumisesta pystysuuntaiseen värähtelyyn matalam-

pien ominaistaajuuksien kohdalla. Taulukossa 25 on esitetty elementtikoon vaikutukset

värähtelyn maksimiamplitudeihin.

Taulukko 25. Kuormituskeskiön sijaintiin perustuvan laskennan elementtikokojen mu-

kaiset pystysiirtymän maksimiarvot.

Menetelmä Jousen jäykkyys x-suuntaan [kN/m] Jousen jäykkyys y-suuntaan [kN/m] Ominaistaajuus x-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus y-suuntaan [Hz] Ominaistaajuus z-suuntaan [Hz]
Robot, 3d 9500 9500 2,64 2,34 3,65

4750 4000 2,08 1,85 3,62

Vertailututkimus - - 2,003 1,828 3,578
Ero [%] 9500 9500 31,8 28,0 2,0

4750 4000 3,8 1,2 1,2

Elementtikoko [m] Taajuus [Hz] Pystysiirtymän maksimiarvo [mm]
0,2 3,66 3,52999
0,5 3,66 3,50251
0,8 3,66 3,50407
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Taulukon 25 ja kuvan 65 mukaisesti elementtiverkon tiheyden ollessa 0,2 m saadaan

suurin värähtelyamplitudi resonanssitilanteessa. Erot verkotusten välillä ovat kuitenkin

pieniä, noin 0,02 mm luokkaa.

Tässä kohdassa on aluksi tarkasteltu molempien laskentojen siirtymiä herätetaajuuden

ollessa 7 Hz. Luvun lopussa on lisäksi tarkasteltu perustuksen vaakasiirtymiä reso-

nanssitilanteessa. Kuormituskeskiön korkeusasemaan perustuvan laskennan siirtymät

eroavat taulukon 15 mukaisesti vertailututkimuksen arvoista. Tulosten prosentuaaliset

osuudet on esitetty taulukossa 26.

Taulukko 26. Kuormituskeskiön sijaintiin perustuvan tarkastelun erot mittaustuloksiin

herätetaajuudella 7 Hz.

Kuten tuloksista huomataan, laskenta- ja mittaustulosten väliset erot ovat huomattavat

x- ja y-suunnassa, mittaustulokset ovat moninkertaiset laskentatuloksiin verrattuna. Pe-

rustuksen pystysuunnassa mittaustulokset ovat 68,2 % suuremmat, kuitenkin tulokset

ovat samaa suuruusluokkaa. Laskentaan vaikuttavia epävarmuus tekijöitä on useita ja

ne on listattu aiemmin luvussa 5.3.1. Tässä tutkimuksessa edellä mainitun laskennan

tulokset johtivat jäykkyyden muutokseen perustuvaan tarkasteluun, jolloin tutkittiin,

saadaanko x- ja y-suuntaisia siirtymiä kasvatettua teräsjousien jäykkyyttä muuttamalla.

Jäykkyyden muutokseen perustuvan tarkastelun erot vertailututkimuksen mittaustulok-

siin on esitetty taulukossa 27.

Taulukko 27. Jäykkyyden muutokseen perustuvan tarkastelun ja vertailututkimuksen

väliset siirtymien erot herätetaajuudella 7 Hz.

Kuten taulukon 27 tuloksista huomataan, vaikutus jäykkyyden muutoksella perustuksen

vasteeseen kuhunkin suuntaan on suuri. Suurin ero horisontaalisilla siirtymillä mittaus-

tuloksiin on 1365,6 % jäykemmillä jousilla ja löysemmillä 935,6 %. Kuten tuloksista

huomataan, jäykkyyden muutoksella on suuri vaikutus, mutta siirtymät ovat vielä monta

kertaa pienemmät kuin mittaustulokset. Robotin tulosten perusteella värähtely vaime-

nee huomattavasti nopeammin, joten siirtymät ovat pieniä.  Pystysiirtymän osalta arvot

Tarkastelumenetelmä Tarkastelupiste Siirtymä x-suuntaan [mm] Siirtymä y-suuntaan [mm] Siirtymä z-suuntaan [mm]
Vertailututkimus HTP2 0,06214 0,10252 -

VTP2 - - 0,10563

Autodesk Robot, 0,2 m 5 0,0023 0,0076 0,0628
Ero [%] 2601,7 1250,7 68,2

Menetelmä Laskentapiste Jäykkyydet Kx, Ky [kN/m] Siirtymä ux [mm] Siirtymä uy [mm] Siirtymä uz [mm]
Robot 5 9500 0,00424 0,01076 0,08071

5 4750, 4000 0,0076 0,0099 0,0747

Vertailututkimus HTP2 - 0,06214 0,10252 -
VTP2 - - - 0,10563

Ero [%] 9500 1365,6 852,8 30,9
4750, 4000 717,6 935,6 41,4
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eroavat mittaustuloksista 30,9 % ja 41,4 %. Tulokset pysyvät lähellä toisiaan ja erot eri

parametrien välillä ovat pieniä johtuen saman suuruisesta vertikaalijäykkyydestä. Kun

tarkastellaan perustuksen siirtymien kuvaajia (kuvat 67-69) huomataan jäykkyyden vai-

kuttavan huomattavasti siirtymien huppuarvoihin resonanssitaajuuksilla. Suuremmilla

jäykkyyksillä x- ja y-suuntaisen värähtelyn resonanssi tapahtuu taulukon 24 mukaisilla

taajuuksilla ja siirtymät saavat arvot 𝑈𝑥 ≈ 2,1 mm ja 𝑈𝑦 ≈ 1,3 mm. Kun jäykkyyttä laske-

taan, resonanssipiikit siirtyvät kuvaajissa vasemmalle ja niiden huippuarvot ovat 𝑈𝑥 ≈

3,2 mm ja 𝑈𝑦 ≈ 3,0 mm. Poikittaissuunnassa jäykkyyden muutos kasvattaa siirtymiä

noin 52 % ja pitkittäissuunnassa 130 %. Pystysuunnassa siirtymän huippuarvot pysyvät

likimain samana kuvan 69 mukaisesti. Suuremmalla jäykkyydellä pystysiirtymä saa ar-

von 𝑈𝑧 ≈ 3,6 mm ja pienemmällä 𝑈𝑧 ≈ 3,3 mm. Kuvaajaan syntyy myös pystysuuntaista

ominaismuotoa vastaavasta ominaistaajuudesta eroavia resonanssipiikkejä huippuar-

von molemmin puolin. Tämä johtuu massan osallistumisesta pystyvärähtelyyn muillakin

perustuksen ominaistaajuuksilla. Matalammalla jäykkyydellä toissijaiset resonanssipiikit

muodostuvat alemmilla taajuuksilla verrattuna korkeamman jäykkyyden omaavaan pe-

rustukseen. Mikäli jäykkyyteen perustuvan laskennan maksimiamplitudeja verrataan

kuvien 70-73 kuvaajiin, tulokset viittaisivat arvojen olevan tarkemmat, kuin 7 Hz taajuu-

della. Tämä vahvistaa johtopäätöstä, että Robot aliarvioi perustuksen vaakasiirtymiä

resonanssialueen jälkeen.

Tutkimusartikkelissa murskainperustuksen ANSYS-mallin siirtymien todetaan vastaa-

van mittaustuloksia. Tulosten pohjalta tutkimuksessa saatiin perustuksen pisteille

PT_01 ja PT_02 kuvien 70-73 mukaiset siirtymän kuvaajat x- ja y-suunnassa. Kuvaajis-

ta voidaan arvioida silmämääräisesti perustuksen siirtymien arvoja, jolloin saadaan tau-

lukon 28 mukaiset arvot. Tulosten rinnalla on esitetty kuormituskeskiön sijaintiin perus-

tuvan laskennan maksimiamplitudien arvot sekä erot vertailututkimuksen laskentatu-

loksiin.

Taulukko 28. Erot maksimiamplitudien välillä kuormituskeskiön kor-

keusasemaan perustuvassa laskennassa.

Taulukon 28 tuloksissa erot ovat x-suunnassa noin 31,8 % ja y-suunnassa 4,2 %. Ro-

bot-laskennan tulokset ovat lähempänä tutkimusartikkelin laskentatuloksia kuin aikai-

semmin esitetyt mittaustulokset. Saadut tulokset viittaavat siihen, että Robot aliarvioi

Menetelmä Tarkastelupiste Maksimiamplitudi x-suuntaan [mm] maksimiamplitudi y-suuntaan [mm]
Robot, 3d 1 2,9 2,4

2 2,9 2,4

Vertailututkimus PT_01 2,2 2,4
PT_02 2,2 2,5

Maksimierotus [%] 31,8 4,2
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perustuksen siirtymiä, kun siirrytään kauemmaksi ominaistaajuuksia vastaavista herä-

tetaajuuksista. Tämä selittää osittain herätetaajuudella 7 Hz saatuja tuloksia. On kui-

tenkin huomioitava että, kuvien 70-73 kuvaajista on mahdoton arvioida perustuksen

siirtymiä koneen käyntitaajuudella.

Riippuen muutettavasta parametristä, siirtymien osalta tuloksissa on huomattavaa eroa

molemmissa vaakasuunnissa. Pystysuunnassa Robotilla saadut siirtymät vastaavat

tutkimusartikkelin tuloksia. Robotilla saadut siirtymät ovat pienemmät taulukoiden 26 ja

27 mukaisesti, mutta erot ovat kuitenkin suhteellisen pieniä ja hyväksyttävällä tasolla.

Molempiin vaakasuuntiin laskenta- ja mittaustulosten välillä on huomattavaa eroa. Ver-

tailututkimuksen siirtymät ovat moninkertaiset laskentatuloksiin verrattuna. Mahdollisia

virhelähteitä on useita ja ne on esitetty luvussa 5.3.1. Näistä merkittävimmät ovat pe-

rustuksen puuttuvat lähtötiedot murskaimen kuormituskeskiöstä ja vaimentimien sijain-

nista, mallin yksinkertaistus eli perustuksen vuorovaikutus maan kanssa sekä saadut

mittaustulokset. Tulosten arvioinnissa on myös huomioitava tutkimusartikkelin virheet ja

epäselvyydet. Artikkelin tulosten esittely on todella suppea, jolloin saaduista siirtymistä,

mittapisteiden sijainneista ja murskaimen ominaisuuksista ei saada täyttä varmuutta.

Myös murskaimen massan yksinkertaistuksella on vaikutusta syntyneisiin siirtymiin.

Robot-laskennassa murskain mallinnettiin jäykkänä massana puuttuvien lähtötietojen

johdosta, vaikka todellisuudessa näin ei ole. Tämän lisäksi tutkimusartikkelin pohjalta

on mahdotonta päätellä vaikuttaako herätteen komponentit samaan aikaan. Edellä

mainittujen virhelähteiden lisäksi, on mahdollista että tutkimusartikkelin tuloksissa on

tapahtunut virheitä, jolloin esitetyt siirtymät voivat todellisuudessa olla pienemmät. Tut-

kimusartikkelin laskentatulokset kuvaavat hyvin Robotilla saatuja arvoja taulukon 28

mukaisesti. Artikkelissa todetun laskentatulosten vastaavuuden mittaustuloksiin ja yh-

teneväisyyden Robotin kanssa, voidaan tehdä johtopäätös, että Robot aliarvioi synty-

neitä siirtymiä kun siirrytään kauemmaksi perustuksen ominaistaajuuksista.

Koko laskennan tulosten pohjalta voidaan todeta Autodesk Robotin soveltuvuus tä-

mänkaltaisten perustusten dynaamisen analyysin suorittamiseen. Taulukon 23 tulosten

pohjalta perustuksen kuorielementtimalli ei ole riittävän tarkka tässä työssä tarkastellun

kaltaisille hieman monimutkaisemman laiteperustussysteemin tarkasteluun. 3d-mallilla

teräsjousivaimennetun laiteperustuksen ominaistaajuudet saadaan ratkaistua hyvällä

tarkkuudella. Siirtymien osalta, saaduista tuloksista ei voida suoraan todeta Robotin

soveltuvuutta teräsjousivaimennetun laiteperustuksen vaakasuuntaisen värähtelyn ar-

vioimiseen. Mahdollisten virhelähteiden ja eri tarkastelujen pohjalta voidaan kuitenkin

todeta Robotin antavan suhteellisen tarkkoja tuloksia resonanssitilanteessa. Tämä

usein riittää, koska tavallinen vaatimus on, ettei sallittuja värähtelyjä saa ylittää millään
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taajuudella. Pystysuunnassa saadut tulokset korreloivat mittaustulosten kanssa, joten

Robotin voidaan todeta soveltuvan teräsjousivaimennettujen laiteperustusten dynaami-

seen analyysiin. Johtopäätöksenä teräsjousivaimennetun laiteperustuksen värähtelyä

voidaan Robot-ohjelmalla arvioida konservatiivisesti siten, että vaimennus mallinnetaan

vain suhteellisella vaimennuksella käyttäen sille suurimmillaan arvoa 0,05. Lisäksi voi-

daan tehdä vertailumallinnus käyttämällä laitetoimittajalta mahdollisesti saatavaa jou-

sen viskoosivaimennuksen arvoa.
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7. YHTEENVETO

Työssä tutkittiin vaimennettuja laiteperustuksia ja niiden dynaamista analyysiä. Tar-

kemmin tutkimuksen kohteena oli solumuovi- ja teräsjousivaimennettu perustus. Mo-

lempien tapausten laskenta oli spesifioitu tarkastelemaan tilannetta, missä perustus le-

pää äärettömän jäykällä alustalla, jolloin maan dynaamiset ominaisuudet voitiin jättää

tarkastelujen ulkopuolelle. Solumuovivaimennettua perustuksen dynaamisia ominai-

suuksia tarkasteltiin Autodesk Robot-ohjelmalla, käsinlaskennalla ja vaimennintoimitta-

ja ChristianBernerin jakamalla Freq.calc. laskentaohjelmalla. Teräsjousivaimennetulla

perustuksella Robot-laskentamallin tuloksia verrattiin vertailututkimuksessa (Zhu et al.

2015) saatuihin arvoihin.

Solumuovivaimennetun perustuksen tapauksessa tutkittiin eri laskentaohjelmilla ja kä-

sinlaskennalla saatuja perustuksen ominaistaajuuksia sekä pystysuuntaisia siirtymä-

amplitudeja. Ominaistaajuudet eri menetelmillä vastaavat hyvin toisiaan riippuen kim-

momoduulin arvosta. Autodesk Robotin tuloksissa on hajontaa riippuen elementtikoos-

ta, ominaistaajuudet eroavat alle 9 % käsinlaskennasta tarkastelluilla parametreilla. Tu-

losten pohjalta voidaan tehdä johtopäätös, että elementtikoolla 0,2 m saadaan luotetta-

via tuloksia, laskenta-ajan ollessa vielä suhteellisen lyhyt. Molemmat tarkastellut Ro-

bot-mallit soveltuvat yksinkertaisen perustuksen ominaistaajuuksien selvittämiseen.

Perustuksen vasteet Robotilla korreloivat käsinlaskennan kanssa. Siirtymien menetel-

mäkohtaiset kuvaajat vastaavat toisiaan. Riippuen laskentapisteestä, mitä kauemmaksi

kuormituskeskiöstä siirrytään sitä enemmän siirtymien arvot eroavat toisistaan ja käsin-

laskennasta. Tämä nähdään tarkastelupisteen 2 tuloksissa. Suurin syntynyt ero on

25,2 % elementtikoolla 0,2 m. Oletusten mukaisesti lähempänä kuormituskeskiötä (las-

kentapisteet 1 ja 3) tulokset vastaavan paremmin toisiaan, erot pääosin alle 4 % luok-

kaa. Tulosten pohjalta Robot soveltuu solumuovivaimennettujen perustusten dynaami-

seen analyysin. Molemmat mallit (3d, kuorielementti) ovat käyttökelpoisia perustuksen

ollessa yksinkertainen. Teräsjousivaimennetun perustuksen laskennassa huomataan

kuorielementtimallin käyttökelvottomuus monimutkaisemmassa ja tarkemmassa las-

kennassa. On huomioitava että annetuilla parametreilla, käsinlaskennalla voidaan sel-

vittää ainoastaan pystysuuntainen siirtymäamplitudi ja ominaistaajuus hyvinkin tarkasti

yksinkertaisilla ja keskisesti kuormitetuilla perustuksilla. Monimutkaisemmissa tilanteis-
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sa käsinlaskenta muuttuu huomattavasti vaikeammaksi, jolloin tukeudutaan tietoko-

neavusteisiin laskentaohjelmiin.

Teräsjousivaimennetun murskainperustuksen ominaistaajuudet vastaavat tutkimusar-

tikkelissa esitettyjä arvoja. Ensimmäisessä laskennassa muuttujina olivat murskaimen

kuormituskeskiön korkeusasema sekä erilaiset mallinnustyökalut. Korkeusaseman ol-

lessa 7 m korkeudella, saatiin parhaiten tutkimuksessa esitettyjä tuloksia vastaavat ar-

vot, erot olivat kuhunkin suuntaan alle 4 %. Kuorielementteihin perustuva laskentamalli

ei ollut riittävän tarkka perustuksen ominaistaajuuksien analysointiin. Toisessa lasken-

nassa muutettava laskentaparametri oli teräsjousien horisontaalinen jäykkyys. Kuormi-

tuskeskiön korkeusasemaksi valittiin karkeasti kuvan 46 pohjalta 3 m. Tulokset saatiin

vastaamaan tutkimusartikkelin ominaistaajuuksia, kun x- ja y-suuntaiset jäykkyydet

muutettiin arvoista 𝐾𝑥,𝑦 = 9500 kN/m → 𝐾𝑥 = 4750 kN/m, 𝐾𝑦 = 4000 kN/m. Tällöin tu-

lokset erosivat tutkimuksessa esitetyistä arvoista alle 4 %.

Siirtymien osalta, ensimmäinen laskenta suoritettiin korkeusaseman ollessa 7 m kor-

keudella. Laskennassa tarkasteltiin laiteperustuksen yläpinnan x-, y- ja z-suuntaisia

siirtymiä herätteen ollessa 7 Hz taajuudella sekä eri laskentaverkkojen tiheyden vaiku-

tusta perustuksen maksimiamplitudeihin. Tulosten pohjalta voitiin todeta elementtikoon

0,2 m antavan tarkimmat tulokset. Pienemmillä elementtiverkon tiheyksillä laskenta-ajat

olisivat kasvaneet huomattavasti.  Pystysuunnassa, perustuksen lasketut amplitudit

korreloivat kohtalaisella tarkkuudella tutkimusartikkelissa esitettyjen mittaustulosten

kanssa. Tämän pohjalta voitiin todeta Robotin soveltuvuus perustuksen pystysuuntai-

sen värähtelyn arviointiin. Molemmissa vaakasuunnissa, tutkimusartikkelin siirtymien

arvot tarkastelupisteissä olivat moninkertaiset Robotin tuloksiin verrattuna, joten voitiin

todeta robotin aliarvioivan perustuksen vaakasuuntaisia siirtymiä resonanssialueen jäl-

keen.

Jäykkyyden muutokseen perustuvassa laskennassa pystysuuntaiset värähtelyn ampli-

tudit vastasivat tutkimusartikkelin tuloksia. Tämä vahvistaa edellisessä kohdassa tehtyä

johtopäätöstä. Vaakasuuntaisten siirtymien osalta tulokset ovat moninkertaiset tutki-

musartikkelin tuloksiin verrattuna. Jäykkyyden muutos pienensi eroa, mutta erot olivat

silti huomattavat.

Tutkimusartikkelissa esitettyjen mittaustulosten ja ensimmäisen Robot-laskennan väli-

sen vertailun lisäksi tarkasteltiin saatujen laskentatulosten ja tutkimusartikkelissa esitet-

tyjen siirtymän kuvaajien välisiä eroja. Tutkimusartikkelin kuvaajista voitiin arvioida pe-

rustuksen siirtymiä resonanssitilanteessa ja verrata niitä Robotilla saatuihin arvoihin.

Saadut maksimiamplitudit vastasivat toisiaan, jolloin voitiin todeta Robotin aliarvioivan
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vaakasuuntaisia siirtymiä, kun siirrytään taajuusvastekuvaajissa kauemmaksi reso-

nanssitaajuuksista.

Tulosten arvioinnissa on huomioitava tutkimusartikkelista esiintyneet puutteet ja las-

kentamallien yksinkertaistus todelliseen tilanteeseen. Perustuksen kontakti maa-

aineksen kanssa jätettiin tarkastelujen ulkopuolelle. Myös murskaimen karkea yksinker-

taistus jäykkänä massana vaikuttaa saatuihin tuloksiin. Näiden lisäksi tutkimusartikke-

lissa esiintyneet virheet sekä suppea ja epävarma mittausdata aiheuttaa laskentatulok-

siin epävarmuutta. Erilaisten laskennallisten tarkastelujen pohjalta, huomioimalla useat

epävarmuustekijät, voidaan Autodesk Robotia pitää luotettavana teräsjousivaimenne-

tun laiteperustuksen analysointi-työkaluna.

Tässä diplomityössä keskityttiin tarkastelemaan yksinomaan teräs- ja solumuovivai-

mennettuja laiteperustuksia, kun oletetaan niiden olevan äärettömän jäykällä alustalla.

Todellisuudessa laitteet perustetaan usein konetasolle, maanvaraisesti tai paaluilla, jo-

ten olisi myös hyvä huomioida alapuolisten maakerrosten vaikutus laiteperustuksen vä-

rähtelyyn. Erityisesti teräsjousivaimennetun perustuksen tulosten erojen johdosta ei

voida suoraviivaisesti todeta tulosten todenmukaisuutta. Mikäli haluttaisiin saada var-

muus molempien perustusten todenmukaisesta käyttäytymisestä, täytyisi tehdä jatko-

tutkimusta uusilla perustusrakenteilla ja yksityiskohtaisemmilla mittaustuloksilla.
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LIITE A: SOLUMUOVIVAIMENNETUN
LAITEPERSUTUKSEN KÄSINLASKENTA
KIMMOMODUULIN OLLESSA 0,75
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LIITE B: SOLUMUOVIVAIMENNETUN
LAITEPERUSTUKSEN KÄSINLASKENTA
KIMMOMODUULIN OLLESSA 0,99
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