
Janita Luostarinen

Fibonaccin lukujono ja Pascalin kolmio

Informaatioteknologian ja viestinnän tiedekunta
Pro gradu -tutkielma

Marraskuu 2021



Tiivistelmä

Janita Luostarinen: Fibonaccin lukujono ja Pascalin kolmio
Pro gradu -tutkielma
Tampereen yliopisto
Matematiikan ja tilastollisen data-analyysin tutkinto-ohjelma
Marraskuu 2021

Tämän tutkielman tavoitteena on perehdyttää lukija Fibonaccin lukujonoon ja Pasca-
lin kolmioon. Molempia aiheita käsitellään aluksi erikseen, minkä jälkeen tutustutaan
tarkemmin siihen, miten ne liittyvät toisiinsa. Esitettyjen lauseiden todistusten ja esi-
merkkien välivaiheet on pyritty esittämään siten, että myös lukiotasoiset opiskelijat
pystyisivät ne ymmärtämään. Lisäksi jokaisessa luvussa on tehtäviä, joiden mallirat-
kaisut ovat esitettynä selityksineen viimeisessä luvussa. Näin ollen materiaalia voisi
käyttää myös lisämateriaalina lukiossa edistyneille oppilaille.

Luvussa 2 tarkastellaan Fibonaccin lukujonoa. Tarkastelu aloitetaan historialli-
sesta näkökulmasta, minkä jälkeen tarkastellaan määritelmää. Seuraavassa alaluvus-
sa käydään läpi lukujonon ominaisuuksia ja toiseksi viimeisessä tarkastellaan sitä
jokapäiväisessä elämässä. Luvussa 3 tarkastellaan Pascalin kolmiota, joka aloitetaan
myös historiasta. Tämän jälkeen perehdytään määritelmään ja kolmantena käsitel-
lään Pascalin kolmion käyttöä. Luvussa 4 tarkastellaan Fibonaccin lukujen ja Pasca-
lin kolmion liittymistä toisiinsa. Luvussa 5 on esitettynä ja selitettynä malliratkaisut
jokaisessa luvussa esitetyille tehtäville.
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1 Johdanto

Tämän pro gradu -tutkielman tarkoituksena on tutustuttaa lukija sekä Fibonaccin lu-
kujonon että Pascalin kolmion ominaisuuksiin ja siihen, miten ne liittyvät toisiinsa.
Tutkielmassa on pyritty selittämään sanallisesti eri lauseiden ja esimerkkien väli-
vaiheita, jotta lukijan olisi helpompi ymmärtää niitä. Näin ollen tutkielmaa voidaan
käyttää myös lisämateriaalina edistyneille lukiolaisille. Jokaisen luvun lopussa on-
kin tätä tukevia tehtäviä, joille on esitetty malliratkaisut tutkielman luvussa 5. Näitä
tehtäviä tekemällä lukija voi syventää ymmärrystään teoriasta.

Tämän tutkielman luvussa 2 tutustutaan Fibonaccin lukujonoon. Aluksi tarkas-
tellaan hieman lukujen historiaa sekä siihen liittyvää kaniongelmaa, minkä jälkeen
tutustutaan paremmin lukujen matemaattiseen määritelmään. Tämän jälkeen tarkas-
tellaan Fibonaccin lukujonon ominaisuuksia, ensin jaollisuuksiin liittyviä ja sen jäl-
keen myös muita. Neljäs alaluku käsittelee Fibonaccin lukujonoa jokapäiväisessä
elämässä. Viidentenä alalukuna on tehtäviä Fibonaccin lukujonosta, joiden ratkaise-
miseen tarvitaan luvussa esitettyjä lauseita.

Luvussa 3 tutustutaan Pascalin kolmioon. Ensin tarkastellaan hieman Pascalin
kolmion historiaa. Seuraavaksi kolmiolle käydään läpi matemaattinen määritelmä,
jonka lisäksi esitetään myös visuaalinen määritelmä. Binomikaavojen laskemista
käydään myös hieman läpi. Näiden jälkeen tutustutaan Pascalin kolmion käyttöön.
Viimeisenä alalukuna on tehtäviä Pascalin kolmiosta.

Luvussa 4 tarkastellaan Pascalin kolmion ja Fibonaccin lukujen yhtäläisyyksiä
kolmen lauseen ja muutaman esimerkin avulla. Seuraavassa alaluvussa käsitellään
sitä, miten Pascalin kolmio ja Fibonaccin luvut liittyvät shakkiin. Kuvat 4.2, 4.3 ja
4.4 havainnollistavat tätä. Kolmannessa alaluvussa on tehtäviä tästä luvusta.

Viimeisellä sivulla on esitettynä lähteet. Etenkin suurin osa Wikipedia-artikkeleista
on tarkoitettu lähinnä lisä- tai kertausmateriaaliksi lukijalle niiden hyvän saatavuu-
den takia. Lisäksi lähteissä on esitetty linkki Wolfram Alphaan, josta voi olla hyötyä
joidenkin tehtävien laskemisessa.
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2 Fibonaccin lukujono

Tässä luvussa tutustutaan siihen, mitä Fibonaccin luvut oikeastaan ovat. Aluksi tar-
kastellaan niiden kehityksen historiaa, seuraavaksi tutustutaan niiden määritelmään.
Näiden jälkeen tarkastellaan Fibonaccin lukujen ominaisuuksia, ensin jaollisuutta ja
sitten muita. Ominaisuuksiin tutustumisen jälkeen tarkastellaan Fibonaccin lukuja
jokapäiväisessä elämässä. Viimeisenä lukuna on tehtäviä Fibonaccin luvuista.

2.1 Historia

Tutustutaan aluksi henkilöön, jonka mukaan Fibonaccin luvut ovat nimetty. Hänen
nimensä on Leonardo Fibonacci ja hän syntyi noin vuonna 1170 Pisassa, Italiassa.
Fibonacci opiskeli matematiikkaa Algeriassa noin vuonna 1190. Hänen opettajansa
perehdytti Fibonaccin intialais-arabiseen lukujärjestelmään ja laskennallisiin teknii-
koihin, joiden lisäksi Fibonacci perehtyi myös kirjaan algebrasta. Aikuisena Fibo-
nacci opiskeli erilaisia aritmeettisia järjestelmiä tehdessään työmatkoja Egyptissä,
Syyriassa, Kreikassa, Ranskassa ja Konstantinopolissa. Noin vuonna 1 200 Fibo-
nacci palasi kotiinsa Pisaan ja julkaisi vuonna 1 202 kirjansa Liber Abaci (suom.
Abacuksen kirja). [2, s.1-3]

Fibonacci julkaisi myös muita matemaattisia teoksia. Kuitenkin Liber Abaci- kirja
sisälsi kuuluisan kaniongelman, joka liittyykin Fibonaccin lukuihin. Kaniongelman
eräs esitysmuoto on esitettynä alla. [2, s.4]

kaniongelma:
Oletetaan, että kahdesta vastasyntyneestä kanista toinen on uros ja toinen
naaras. Ratkaise vuodessa syntyneiden kanien lukumäärä, jos:

1. jokaiselta parilta menee yksi kuukausi tulla sukukypsäksi,
2. jokainen pari tuottaa naaras-uros-parin kuukaudessa, alkaen toi-

sesta kuukaudesta syntymän jälkeen; ja
3. yksikään kani ei kuole vuoden aikana [2, s.4].

Aluksi on siis yksi pari nuoria kaneja, jotka ovat alkuperäisiä kaneja. Ensimmäi-
sen kuukauden jälkeen pari on tullut sukukypsäksi eli aikuisiksi. Toisen kuukauden
kuluttua tämä pari saa toisen parin. Tällöin kaneja on kaksi paria; aikuiset ja nuoret.
Kolmannen kuukauden aikana alkuperäiset kanit saavat toisen parin, samalla kun
niiden esikoispari tulee sukukypsäksi. Nyt kaneja on kolme paria; kaksi aikuista ja
yksi pari nuoria kaneja. Neljännen kuukauden aikana alkuperäiset kanit ja esikois-
pari saavat molemmat yhden parin, kun taas yksi pari tulee sukukypsäksi. Neljännen
kuukauden aikana on siis yhteensä viisi paria; kolme aikuista ja kaksi nuorta. [1,
s.285] Tilannetta selkiyttävä taulukko 2.1 on esitettynä alla.
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Taulukko 2.1. Kaniyhdyskunnan kasvu

Kuukausi Aikuiset parit Nuoret parit Parit yhteensä
0 0 1 1
1 1 0 1
2 1 1 2
3 2 1 3
4 3 2 5
5 5 3 8
6 8 5 13
7 13 8 21
8 21 13 34
9 34 21 55
10 55 34 89
11 89 55 144
12 144 89 233

Parien määrää yhteensä eli lukuja

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, . . .

kutsutaankin Fibonaccin luvuiksi ja kyseistä lukujonoa Fibonaccin lukujonoksi.
[1, s.285]

2.2 Fibonaccin lukujonon määritelmä

Fibonaccin lukujen merkinnässä korostetaan luvun paikkaa jonossa. Esimerkiksi
aiemman taulukon mukaan kuudes Fibonaccin luku on 8 eli 𝑢6 = 8. Toisin sanoen
n:ttä Fibonaccin lukua voidaan merkitä 𝑢𝑛:llä. [1, s.285] Kirjallisuudessa käytetään
myös muita merkintätapoja, kuten 𝑓𝑛 tai 𝐹𝑛.

Kun tarkastellaan Fibonaccin lukuja, voidaan havaita niillä olevan seuraava mie-
lenkiintoinen ominaisuus;

2 = 1 + 1 tai 𝑢3 = 𝑢2 + 𝑢1
3 = 2 + 1 tai 𝑢4 = 𝑢3 + 𝑢2
5 = 3 + 2 tai 𝑢5 = 𝑢4 + 𝑢3
8 = 5 + 3 tai 𝑢6 = 𝑢5 + 𝑢4.

Näin ollen luku saadaan siis laskemalla kaksi sitä edeltävää lukua yhteen. Tästä
päästäänkin Fibonaccin lukujen yleiseen esitysmuotoon:

𝑢1 = 𝑢2 = 1
𝑢𝑛 = 𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛−2, kun 𝑛 ≥ 3 [1, s.286]

Jonoja, joiden termit voidaan esitellä edellisten termien lineaarikombinaatioi-
na, kutsutaan rekursiivisiksi jonoiksi. Fibonaccin sarja onkin ensimmäinen tunnettu
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tällainen jono matematiikan historiassa. Vasta vuonna 1634, eli noin 400 vuotta
Fibonaccin elinajan jälkeen, matemaatikko Albert Girardin tekstissä oli esitettynä
Fibonaccin lukujonojen kaava. Toisin sanoen Fibonaccilla ei välttämättä ollut tietoa
jonon rekursiivisuudesta.[1, s.286]

2.3 Fibonaccin lukujonon ominaisuuksia

Tarkastellaan aluksi Fibonaccin lukujonon kasvua. Käytetään tähän apuna mate-
maattista ohjelmistoa Wolfram Alphaa [15], jolloin saadaan esimerkiksi alla esitetyt
Fibonaccin luvut;

𝑢7 = 13 > 10 = 101,

𝑢12 = 144 > 100 = 102,

𝑢17 = 1597 > 1000 = 103,

𝑢22 = 17711 > 10000 = 104,

...

Fibonaccin luvut näyttäisivät kasvavan nopeasti. Luvusta 𝑢7 siirryttäessä lukuun
𝑢12 Fibonaccin luvun suuruusluokka on kasvanut jo yhden kymmenpotenssin verran.
Vastaavasti luvusta 𝑢7 siirryttäessä lukuun 𝑢17 luvun suuruusluokka on kasvanut kah-
den kymmenpotenssin verran ja niin edelleen. Seuraava lause kuvaa tätä Fibonaccin
lukujen ominaisuutta.

Lause 2.1. Fibonaccin lukujen kasvua kuvaa seuraava tulos

𝑢5𝑛+2 > 10𝑛 kaikilla 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1.

Todistus. Lause todistetaan käyttämällä induktiota n:n suhteen [1, s.1-6][11](lisää
tietoa induktiotodistuksesta). Kun 𝑛 = 1, niin 𝑢5·1+2 = 𝑢7 = 13 > 10 = 101 eli lause
pitää tällöin paikkansa.

Oletetaan seuraavaksi, että luvulle 𝑛 = 𝑘 pätee 𝑢5𝑘+2 > 10𝑘 , kun 𝑘 ≥ 1. To-
distetaan tämän oletuksen perusteella, että väite pätee myös, kun 𝑛 = 𝑘 + 1 eli
𝑢5(𝑘+1)+2 > 10𝑘+1 pitää paikkansa. Havaitaan aluksi, että 𝑢5(𝑘+1)+2 = 𝑢5𝑘+5+2 = 𝑢5𝑘+7.
Käytetään tämän jälkeen Fibonaccin lukujen määritelmää 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛−2 sekä las-
kusääntöjä. Saadaan siis 𝑢5𝑘+7 > 10𝑘+1.
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𝑢5𝑘+7 = 𝑢5𝑘+6 + 𝑢5𝑘+5

= 𝑢5𝑘+5 + 𝑢5𝑘+4 + 𝑢5𝑘+5

= 2𝑢5𝑘+5 + 𝑢5𝑘+4

= 𝑢5𝑘+3 + 𝑢5𝑘+2 + 2𝑢5𝑘+4 + 2𝑢5𝑘+3

= 3𝑢5𝑘+3 + 𝑢5𝑘+2 + 2𝑢5𝑘+3 + 2𝑢5𝑘+2

= 3𝑢5𝑘+2 + 5𝑢5𝑘+3

= 3𝑢5𝑘+2 + 5𝑢5𝑘+2 + 5𝑢5𝑘+1

= 8𝑢5𝑘+2 + 5𝑢5𝑘+1

> 8𝑢5𝑘+2 + 2(𝑢5𝑘+1 + 𝑢5𝑘 )
= 10𝑢5𝑘+2

> 10 · 10𝑘

= 10𝑘+1.

Mikä on haluttu tulos eli lause pitää paikkansa. [1, s.286] □

2.3.1 Jaollisuus

Tarkastellaan ensin jaollisuutta, joka on eräs lukuteorian keskeinen käsite. Olkoot
𝑎 ja 𝑏 kokonaislukuja siten, että 𝑎 ≠ 0. Tällöin sanotaan, että 𝑎 jakaa luvun 𝑏 jos
on olemassa kokonaisluku 𝑐 siten, että 𝑏 = 𝑎𝑐. Lukua 𝑎 kutsutaan tällöin luvun
𝑏 jakajaksi tai tekijäksi. Vastaavasti lukua 𝑏 kutsutaan luvun 𝑎 moninkerraksi. [5,
s.36][9] Esimerkki 2.1. havainnollistaa tätä käsitettä.

Esimerkki 2.1. Määritetään luvun 24 kaikki tekijät. Luku 24 voidaan esittää tulon
avulla seuraavasti:

24 = 12 · 2 = 8 · 3 = 6 · 4 = 24 · 1.

Luvun 24 tekijöitä ovat siis 24, 12, 8, 6, 4, 3, 2 ja 1. Luku 24 on näiden kaikkien
moninkerta.

Perehdytään seuraavaksi suurimpaan yhteiseen tekijään. Sitä ennen pitää määri-
tellä, mitä tekijällä oikeastaan tarkoitetaan. Luvun tekijäksi kutsutaankin lukua, joka
on myös luvun jakaja. Tarkastellaan esimerkiksi lukua 6. Tämä voidaan esittää ko-
konaislukujen tulona seuraavasti; 6 = 6 · 1 = 2 · 3 eli luvun 6 tekijät ovat 1,2,3 ja 6.
Suurin yhteinen tekijä on taas nimensä mukaisesti kahden tai useamman eri luvun
yhteisistä tekijöistä suurin. Merkitään tätä syt:llä. Alla on esitettynä havainnollistava
esimerkki. [1, s.19-24][12]

Esimerkki 2.2. Lasketaan lukujen 12 ja 16 suurin yhteinen tekijä. Kirjataan aluksi
lukujen tekijät

Luvun 12 tekijät: 1, 2, 3, 4, 5, 12
Luvun 16 tekijät: 1, 2, 4, 8, 16

Luvun 12 ja 16 yhteiset tekijät: 1, 2, 4
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Luvun 12 ja 16 suurin yhteinen tekijä on siis 4. Tätä merkitään seuraavasti: syt(12,16)=4.

Kahdella peräkkäisellä Fibonaccin luvulla ei ole muita yhteisiä jakajia kuin luku
1. Tämä tarkoittaa sitä, että kahden peräkkäisen Fibonaccin luvun suurin yhteinen
tekijä on 1. Ominaisuus on esitettynä sekä todistettuna seuraavan lauseen yhteydessä.
[1, s.286]

Lause 2.2. Fibonaccin lukujonolle pätee, syt(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) = 1 kaikille 𝑛 ≥ 1

Todistus. Oletetaan, että kokonaisluku 𝑑 ≥ 1 jakaa molemmat luvut 𝑢𝑛 ja 𝑢𝑛+1.
Tällöin 𝑑 jakaa myös näiden kahden luvun erotuksen [1, s.20] eli

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = (𝑢𝑛 + 𝑢𝑛−1) − 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛−1.

Tämä voidaan toistaa seuraavasti

𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1 = (𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛−2) − 𝑢𝑛−1 = 𝑢𝑛−2

𝑢𝑛−1 − 𝑢𝑛−2 = (𝑢𝑛−2 + 𝑢𝑛−3) − 𝑢𝑛−2 = 𝑢𝑛−3
...

𝑢4 − 𝑢3 = (𝑢3 + 𝑢2) − 𝑢3 = 𝑢2.

Fibonaccin lukujen määritelmän mukaan 𝑢2 = 1, joka ei ole jaollinen millään 𝑑 > 1.
Suurimman yhteisen tekijän on siis oltava 𝑑 = 1. [1, s.287] □

Tarkasteltaessa Fibonaccin lukuja havaitaan, että joka neljäs luku on kolmella
jaollinen, joka viides luku on viidellä jaollinen ja joka kahdeksas luku on jaollinen
seitsemällä. Erään tuloksen mukaan jokaiselle alkuluvulle on olemassa äärettömän
monta Fibonaccin lukua, jotka se jakaa. Lisäksi jakautuvat luvut sijaitsevat tasavälein
sarjassa. Tämä tulos on vain mainintana tässä tutkielmassa, se on jätetty esittämättä
todistuksen hankaluuden vuoksi. [1, s.287]

Alkuluku määritellään sellaiseksi lukua 1 suuremmaksi luvuksi, jonka tekijöinä
on vain luku 1 sekä luku itse [5, s.70]. Näitä lukuja ovat muun muassa 2, 3, 5, 7, 11,
. . . . Havaitaan, että Fibonaccin luvut 𝑢3 = 2, 𝑢5 = 5, 𝑢7 = 13 ja 𝑢11 = 89 ovat kaikki
alkulukuja. Voisi siis olla houkuttelevaa arvata Fibonaccin luvun olevan alkuluku,
kun 𝑛 on alkuluku. Kuitenkaan tämä arvaus ei päde jo 19. Fibonaccin luvulla, sillä
𝑢19 = 4181 = 37 · 113. Lisäksi ei ole tietoa siitä, onko alkulukuja ääretön määrä
tässä lukujonossa. [1, s.287] Alkulukuja on todistetusti määritetty 25 kappaletta
Fibonaccin lukujonosta, suurimman niistä ollessa 𝑢9311. [1, s.291]

Jokaisella Fibonaccin luvulla on tekijänä "uusi"alkuluku eli se ei esiinny millään
pienemmän alaindeksin omaavalla luvulla. Poikkeuksena tälle ominaisuudelle ovat
𝑢1 = 1, 𝑢2 = 1, 𝑢6 = 8 = 4 · 2 ja 𝑢12 = 144 = 24 · 32. [1, s.287]

Esimerkki 2.3. Tarkastellaan Fibonaccin lukua 𝑢15 ja sen sisältämää alkulukua.
Luku on 𝑢15 = 610 = 10 ·61, missä 61 on alkuluku eikä esiinny millään pienemmillä
Fibonaccin luvuilla.

9



Eräs silmiinpistävin ominaisuus Fibonaccin luvuilla on se, että suurin yhteinen
tekijä kahdelle Fibonaccin luvulle on itsessään Fibonaccin luku. Tämän ominaisuu-
den kannalta keskeinen tulos on esitettynä ja todistettuna seuraavasssa lauseessa. [1,
s.288]

Lause 2.3. Fibonaccin luvuille pätee

𝑢𝑚+𝑛 = 𝑢𝑚−1𝑢𝑛 + 𝑢𝑚𝑢𝑛+1,

kun 𝑚 ∈ ℕ ja 𝑛 ∈ ℕ.

Todistus. Todistetaan lause induktiolla 𝑛:n suhteen, kun 𝑚 ≥ 2 [1, s.1-6][11](lisää
tietoa induktiotodistuksesta). Kun 𝑛 = 1 yhtälö saadaan muotoon

𝑢𝑚+1 = 𝑢𝑚−1𝑢1 + 𝑢𝑚𝑢2 = 𝑢𝑚−1 · 1 + 𝑢𝑚 · 1 = 𝑢𝑚−1 + 𝑢𝑚,

mikä pitää paikkansa Fibonaccin lukujen määritelmän mukaan.
Oletetaan seuraavaksi yhtälön pätevän, kun 𝑛 ∈ (1, 2, . . . , 𝑘), eli tällöin

𝑢𝑚+𝑘 = 𝑢𝑚−1𝑢𝑘 + 𝑢𝑚𝑢𝑘+1 ja 𝑢𝑚+(𝑘−1) = 𝑢𝑚−1𝑢𝑘−1 + 𝑢𝑚𝑢𝑘 .

Todistetaan seuraavaksi väitteen pätevän, kun 𝑛 = 𝑘 + 1. Käytetään ensin Fibonaccin
lukujonojen määritelmää, jonka jälkeen voidaan käyttää yllä olevia yhtälöitä termeille
𝑢𝑚+𝑘 ja 𝑢𝑚+(𝑘−1) . Saadaan siis 𝑢𝑚+𝑘+1 = 𝑢𝑚−1𝑢𝑘+1 + 𝑢𝑚𝑢𝑘+2.

𝑢𝑚+𝑘+1 = 𝑢𝑚+𝑘+1−1 + 𝑢𝑚+𝑘+1−2 = 𝑢𝑚+𝑘 + 𝑢𝑚+𝑘−1

= 𝑢𝑚−1𝑢𝑘 + 𝑢𝑚𝑢𝑘+1 + 𝑢𝑚−1𝑢𝑘−1 + 𝑢𝑚𝑢𝑘

= 𝑢𝑚−1(𝑢𝑘 + 𝑢𝑘−1) + 𝑢𝑚 (𝑢𝑘+1 + 𝑢𝑘 )
= 𝑢𝑚−1𝑢𝑘+1 + 𝑢𝑚𝑢𝑘+2.

Väite pitää siis paikkansa. [1, s.288] □

Edellinen tulos voikin helpottaa Fibonaccin lukujen laskemista käsin. Tarkastel-
laan havainnollistavaa esimerkkiä seuraavaksi.

Esimerkki 2.4. Edellisen lauseen avulla voidaan laskea 𝑢10, kun esitetään esimer-
kiksi 10 = 6 + 4. Lisäksi tiedetään, että 𝑢6 = 8, 𝑢5 = 5 ja 𝑢4 = 3.

𝑢10 = 𝑢6+4 = 𝑢5𝑢4 + 𝑢6𝑢5 = 5 · 3 + 8 · 5 = 15 + 40 = 55.

Edellisen lauseen avulla voidaan todistaa seuraava tulos Fibonaccin lukujen jaol-
lisuudesta.

Lause 2.4. Olkoot 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ. Kaikilla 𝑚 ≥ 1, 𝑛 ≥ 1, 𝑢𝑚𝑛 on jaollinen termillä 𝑢𝑚.

Todistus. Todistetaan väite induktiolla termin 𝑛 suhteen. Kun 𝑛 = 1, niin 𝑢𝑚·1 = 𝑢𝑚,
joka on jaollinen 𝑢𝑚:llä.

Oletetaan seuraavaksi väitteen pätevän, kun 𝑛 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}. Tällöin 𝑢𝑚𝑛 on
jaollinen 𝑢𝑚:llä. Tarkastellaan tapausta, kun 𝑛 = 𝑘 + 1. Nyt 𝑢𝑚(𝑘+1) = 𝑢𝑚𝑘+𝑚. Käyt-
tämällä edellisen lauseen tulosta saadaan

𝑢𝑚𝑘+𝑚 = 𝑢𝑚𝑘−1𝑢𝑚 + 𝑢𝑚𝑘𝑢𝑚+1.
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Oletuksen perusteella 𝑢𝑚 jakaa termin 𝑢𝑚𝑘 , joten se jakaa myös termin 𝑢𝑚𝑘𝑢𝑚+1.
Lisäksi 𝑢𝑚 jakaa luonnollisesti myös termin 𝑢𝑚𝑘−1𝑢𝑚, koska se on tämän tekijä. Näin
ollen 𝑢𝑚𝑘+𝑚 on jaollinen termillä 𝑢𝑚. [1, s.289] □

Tarkastellaan sitten kahden Fibonaccin luvun suurinta yhteistä tekijää. Tätä varten
tarvitaan seuraavaksi esitettävää lausetta.

Lause 2.5. Olkoot 𝑚, 𝑛, 𝑞, 𝑟 ∈ ℕ. Jos 𝑚 = 𝑞𝑛 + 𝑟, niin syt(𝑢𝑚, 𝑢𝑛) = syt(𝑢𝑟 , 𝑢𝑛).

Todistus. Käytetään ensin lausetta 2.3, jonka avulla saadaan:

syt(𝑢𝑚, 𝑢𝑛) =syt(𝑢𝑞𝑛+𝑟 , 𝑢𝑛) =syt(𝑢𝑞𝑛−1𝑢𝑟 + 𝑢𝑞𝑛𝑢𝑟+1, 𝑢𝑛).

Lauseen 2.4. mukaan 𝑢𝑛 jakaa termin 𝑢𝑞𝑛, jolloin se jakaa myös termin 𝑢𝑞𝑛𝑢𝑟+1.
Suurimmalle yhteiselle tekijälle pätee seuraava tulos; syt(𝑎 + 𝑐, 𝑏) =syt(𝑎, 𝑏), kun 𝑏

jakaa 𝑐:n [5, s.94]. Tällöin saadaan:

syt(𝑢𝑞𝑛−1𝑢𝑟 + 𝑢𝑞𝑛𝑢𝑟+1, 𝑢𝑛) =syt(𝑢𝑞𝑛−1𝑢𝑟 , 𝑢𝑛).

Nyt pitäisi todistaa syt(𝑢𝑞𝑛−1, 𝑢𝑛) = 1. Tarkastellaan tätä väitettä asettamalla 𝑑 =syt(𝑢𝑞𝑛−1, 𝑢𝑛).
Tällöin 𝑑 jakaa 𝑢𝑛:n ja lauseen 2.4. perusteella 𝑢𝑛 jakaa 𝑢𝑞𝑛:n, minkä perusteella 𝑑 ja-
kaa myös termin 𝑢𝑞𝑛 sekä termin 𝑢𝑞𝑛−1. Nyt 𝑑 on siis kahden peräkkäisen Fibonaccin
luvun yhteinen jakaja. Lauseen 2.2. perusteella 𝑑 = 1.

Kun syt(𝑎, 𝑐) = 1, niin syt(𝑎, 𝑏𝑐) =syt(𝑎, 𝑏) [1, s. 24 ]. Tämän perusteella
voidaankin kirjoittaa

syt(𝑢𝑚, 𝑢𝑛) =syt(𝑢𝑞𝑛−1𝑢𝑟 , 𝑢𝑛) =syt(𝑢𝑟 , 𝑢𝑛).

Tämä on haluttu tulos. [1, s.289] □

Edeltäneiden tulosten perusteella voidaan kahdelle Fibonaccin luvulle määrittää
suurin yhteinen tekijä seuraavan lauseen perusteella.

Lause 2.6. Olkoot 𝑚, 𝑛, 𝑑 ∈ ℕ. Suurin yhteinen tekijä kahdelle Fibonaccin luvulle
on Fibonaccin luku, tarkemmin sanoen,

syt(𝑢𝑚, 𝑢𝑛) = 𝑢𝑑 ,

missä 𝑑 =syt(𝑚, 𝑛).

Todistus. Oletetaan aluksi, että 𝑚 ≥ 𝑛. Käytetään seuraavaksi Eukleideen algoritmia
[2, s.134][10] termille 𝑚 ja termille 𝑛. Tällöin saadaan seuraavat yhtälöt;

𝑚 = 𝑞1𝑛 + 𝑟1 (0 < 𝑟1 < 𝑛)
𝑛 = 𝑞2𝑟1 + 𝑟2 (0 < 𝑟2 < 𝑟1)
𝑟1 = 𝑞3𝑟2 + 𝑟3 (0 < 𝑟3 < 𝑟2)

...

𝑟𝑛−2 = 𝑞𝑛𝑟𝑛 + 𝑟𝑛 (0 < 𝑟𝑛 < 𝑟𝑛−1)
𝑟𝑛−1 = 𝑞𝑛+1𝑟𝑛 + 0.

Lauseen 2.5. perusteella saadaan:
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syt(𝑢𝑚, 𝑢𝑛) =syt(𝑢𝑟1 , 𝑢𝑛) =syt(𝑢𝑟1 , 𝑢𝑟2) = · · · =syt(𝑢𝑟𝑛−1 , 𝑢𝑟𝑛).

Lauseen 2.4. perusteella 𝑢𝑟𝑛 jakaa termin 𝑢𝑟𝑛−1 , sillä 𝑟𝑛 jakaa termin 𝑟𝑛−1. Tästä
voidaankin päätellä syt(𝑢𝑟𝑛−1 , 𝑢𝑟𝑛) = 𝑢𝑟𝑛 . Toisaalta taas 𝑟𝑛 on määritelty Eukleideen
algoritmin perusteella olevan viimeinen jäljelle jäänyt kokonaisluku, joka ei ole nolla.
Toisin sanoen se on luvun 𝑚 ja 𝑛 jakojäännös eli 𝑟𝑛 =syt(𝑚, 𝑛). Saadaan siis

syt(𝑢𝑚, 𝑢𝑛) = 𝑢syt(𝑚,𝑛) = 𝑢𝑑 ,

jolloin lause on todistettu. [1, s.290] □

Lasketaan seuraavaksi havainnollistava esimerkki.

Esimerkki 2.5. Lasketaan syt(𝑢20, 𝑢15) =syt(6765, 610) ensin Eukleideen algorit-
min avulla ja sen jälkeen edellisen lauseen avulla.

Käytetään aluksi siis Eukleideen algoritmia. Esitetään nyt luku 6765 luvun 610
avulla. Voidaan havaita 610 · 11 = 6710, johon pitää siis summata vielä 55. Näin
saadaan alla esitettynä ylin rivi. Seuraavaksi esitetään luku 610 luvun 55 avulla.
Havaitaan, että 55 · 11 = 605, jolloin pitää summata vielä 5. Tällöin saadaan alla
oleva toinen rivi. Viimeisenä vaiheena esitetään luku 55 luvun 5 avulla, jolloin
5 · 11 = 55. Alla on esitettynä nämä välivaiheet;

6765 = 11 · 610 + 55
610 = 11 · 55 + 5
55 = 11 · 5 + 0

ja näin ollen syt(𝑢20, 𝑢15) = 5. Voidaan havaita myös, että lause pitää paikkansa:

syt(𝑢20, 𝑢15) = 5 = 𝑢5 = 𝑢syt(20,15) .

Käytetään seuraavaksi edellistä lausetta esimerkin laskemiseen. Lasketaan nyt siis
lukujen 20 ja 15 suurin yhteinen tekijä käyttämällä Eukleideen algoritmia. Esitetään
luku 20 luvun 15 avulla, jolloin 15 · 1 = 15. Tällöin 15 pitää summata vielä 5.
Seuraavassa vaiheessa esitetään luku 15 luvun 5 avulla. Saadaan 5 · 3 = 15, jolloin
suurin yhteinen tekijä on 5. Alla on esitettynä välivaiheet;

20 = 1 · 15 + 5
15 = 3 · 5 + 0

Lause pitää siis paikkansa ja se voi olla hyödyllinen sekä nopea tapa suurimman
yhteisen tekijän laskemisessa. Sen laskemiseen voi käyttää myös esimerkissä 2.1
ollutta keinoa esittää ensin lukujen tekijät listana ja etsiä niistä suurin. Tämä ei
kuitenkaan ole kovinkaan matemaattinen tapa ratkaista suurinta yhteistä tekijää ja
se toimii parhaiten pienillä luvuilla. Esimerkissä 2.4 Fibonaccin luvut olivat 6765
ja 610, joiden suurimman yhteisen tekijän etsiminen listaamalla olisi ollut erittäin
työlästä.

Lauseen 2.4. vastakohta pystytäänkin perustelemaan lauseesta 2.6. Tämä on muo-
toiltuna seuraavaksi lauseeksi.[1, s. 290]
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Lause 2.7. Fibonaccin luvuilla 𝑢𝑚 jakaa luvun 𝑢𝑛 jos ja vain jos 𝑚 jakaa luvun 𝑛

kaikilla 𝑛 ≥ 𝑚 ≥ 3.

Todistus. Tarkastellaan implikaatioita erikseen molempiin suuntiin.
"⇒"Oletetaan, että 𝑢𝑚 jakaa luvun 𝑢𝑛. Tällöin luonnollisesti syt(𝑢𝑚, 𝑢𝑛) = 𝑢𝑚.

Kuitenkin lauseen 2.6. mukaan tulisi olla syt(𝑢𝑚, 𝑢𝑛) =syt(𝑢syt(𝑚,𝑛)). Tämän perus-
teella syt(𝑚, 𝑛) = 𝑚, mistä seuraa se, että 𝑚 jakaa luvun 𝑛. [1, s.290]

"⇐"Oletetaan, että 𝑚 jakaa luvun 𝑛. Tällöin luonnollisesti syt(𝑚, 𝑛) = 𝑚.
Lauseen 2.6. mukaan syt(𝑢𝑚, 𝑢𝑛) = 𝑢𝑚, jolloin 𝑢𝑚 jakaa luvun 𝑢𝑛. □

2.3.2 Muita ominaisuuksia

Tarkastellaan seuraavaksi erästä esimerkkiä Fibonaccin luvuista.

Esimerkki 2.6. Summataan 10 ensimmäistä Fibonaccin lukua, jolloin saadaan

1+1+2+3+5+8+13+21+34+55 = 143 = 144−1 = 𝑢12−1 = 𝑢10+2−1.

Ensimmäisten 𝑛:n Fibonaccin luvun summa näyttäisi siis olevan yhtä suuri kuin
𝑢𝑛+2 − 1.Tämä tulos on esitettynä ja todistettuna seuraavassa lauseessa.

Lause 2.8. Olkoon 𝑛 ∈ ℕ. Fibonaccin luvuille on voimassa seuraava tulos;

𝑢1 + 𝑢2 + · · · + 𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛+2 − 1.

Todistus. Aloitetaan tarkastelemalla Fibonaccin lukujen määritelmää. Se saadaan
muotoon

𝑢𝑛 = 𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛−2 ⇔ 𝑢𝑛−2 = 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1.

Sijoitetaan tämä tieto alla olevaan lausekkeeseen. Tämän jälkeen järjestellään terme-
jä. Havaitaan, että termejä voidaan vähentää lausekkeesta, sillä 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 = 0. Tämän
jälkeen sijoitetaan Fibonaccin lukujonon määritelmän mukaan 𝑢2 = 1. Saadaan siis
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + · · · + 𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛+2 − 1.

𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + · · · + 𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛 = 𝑢3 − 𝑢2 + 𝑢4 − 𝑢3 + 𝑢5 − 𝑢4 + . . .

+ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛−1

= 𝑢3 − 𝑢3 + 𝑢4 − 𝑢4 + 𝑢5 − . . .

− 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛+2 − 𝑢2

= 𝑢𝑛+2 − 𝑢2

= 𝑢𝑛+2 − 1

Tämä on haluttu tulos eli lause on todistettu. [1, s.292] □

Tarkastellaan seuraavaksi Fibonaccin lukujen potenssia havainnollistavan esimer-
kin avulla.
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Esimerkki 2.7. Esimerkiksi Fibonaccin lukujen 𝑢4 ja 𝑢5 potenssiksi saadaan

𝑢2
4 = 32 = 9 = 10 − 1 = 5 · 2 − 1 = 𝑢5𝑢3 − 1

𝑢2
5 = 52 = 25 = 24 + 1 = 8 · 3 + 1 = 𝑢6𝑢4 + 1.

Fibonaccin lukujen potenssi voidaan siis esittää muiden Fibonaccin lukujen avul-
la. Seuraavassa lauseessa on esitettynä ja todistettuna tämä tulos.

Lause 2.9. Olkoon 𝑛 ∈ ℕ. Fibonaccin lukujen toiselle potenssille on voimassa
seuraava tulos;

𝑢2
𝑛 = 𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1 + (−1)𝑛−1.

Todistus. Lause saadaan muotoon 𝑢2
𝑛 = 𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1 + (−1)𝑛−1 ⇔ 𝑢2

𝑛 − 𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1 =

(−1)𝑛−1. Todistetaan lause tarkastelemalla pitääkö tämä jälkimmäinen väite paik-
kansa. Käytetään ensimmäisessä kohdassa Fibonaccin lukujen määritelmää, minkä
jälkeen kerrotaan sulut auki ja otetaan 𝑢𝑛−1 yhteiseksi tekijäksi. Tämän jälkeen käy-
tetään Fibonaccin lukujen määritelmää eli 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛−1 ⇔ 𝑢𝑛−1 = 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1.
Seuraavaksi otetaan (−1) yhteiseksi tekijäksi. Toistetaan sama luvulle 𝑢2

𝑛−1. Toiste-
taan tätä 𝑛 − 2 kertaa, minkä jälkeen sijoitetaan 𝑢2 = 𝑢1 = 1 ja 𝑢3 = 2. Saadaan siis
𝑢2
𝑛 − 𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1 = (−1)𝑛−1.

𝑢2
𝑛 − 𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1 = 𝑢𝑛 (𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛−2) − 𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1

= 𝑢𝑛𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛−2𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1

= (𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1)𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛𝑢𝑛−2

= 𝑢𝑛−1𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛𝑢𝑛−2

= (−1) (𝑢2
𝑛−1 − 𝑢𝑛𝑢𝑛−2)

= (−1) (𝑢𝑛−1(𝑢𝑛−2 + 𝑢𝑛−3) − 𝑢𝑛𝑢𝑛−2)
= (−1) (𝑢𝑛−1 − 𝑢𝑛)𝑢𝑛−2 + 𝑢𝑛−3𝑢𝑛−1)
= (−1) (𝑢2

𝑛−2 + 𝑢𝑛−3𝑢𝑛−1)
= (−1)2(𝑢2

𝑛−2 − 𝑢𝑛−3𝑢𝑛−1)
...

= (−1)𝑛−2(𝑢2
2 − 𝑢3𝑢1)

= (−1)𝑛−2(12 − 2 · 1)
= (−1)𝑛−2(−1)
= (−1)𝑛−1.

Lause pitää siis paikkansa. [1, s.293] □

On tiedettävästi olemassa vain kolme Fibonaccin lukua, jotka ovat jonkin luvun
neliöitä. Nämä ovat 𝑢1 = 𝑢2 = 1 = 12, 𝑢12 = 144 = 122. Lisäksi jokaisen positiivisen
luvun voi esittää erillisten Fibonaccin lukujen summan avulla. Esimerkiksi 9 = 8+1 =
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𝑢6 + 𝑢1 = 5 + 3 + 1 = 𝑢5 + 𝑢4 + 𝑢1. Tarkastellaan tätä ominaisuutta ja todistetaan
se seuraavan lauseen yhteydessä. Lauseen tätä esitysmuotoa kutsutaan Zeckendorfin
esitykseksi.

Lause 2.10. Olkoon 𝑁 ∈ ℕ ja 𝑁 ≥ 1. Mikä tahansa N voidaan esittää erisuurten
Fibonaccin lukujen summana, joista mitkään kaksi ei ole peräkkäisiä. Toisin sanoen

𝑁 = 𝑢𝑘1 + 𝑢𝑘2 + · · · + 𝑢𝑘𝑟 ,

missä 𝑘1 ≥ 2 ja 𝑘 𝑗+1 ≥ 𝑘 𝑗 + 2 kaikilla 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟 − 1.

Todistus. Tarkastellaan ensin, pitääkö väite paikkansa muutamilla luvuilla. Esimer-
kiksi 1 = 𝑢1, 2 = 𝑢3, 3 = 𝑢4, 4 = 𝑢4 + 𝑢1 ja niin edelleen. Riittääkin siis osoittaa,
että kaikilla 𝑛 > 2 kaikille kokonaisluvuille 1, 2, 3, . . . , 𝑢𝑛 − 1 on olemassa lukujen
𝑢2, 𝑢3, . . . , 𝑢𝑛−2 summa mitään niistä toistamatta. Todistetaan tämä väite induktiolla.

Oletetaan aluksi, että väite pitää paikkansa muuttujalle 𝑛 = 𝑘 . Tällöin 𝑁 on valittu
siten, että 𝑢𝑘−1 < 𝑁 < 𝑢𝑘+1. Nyt koska 𝑁 < 𝑢𝑘+1 tästä voidaan vähentää 𝑢𝑘−1 molem-
min puolin. Käytetään seuraavaksi Fibonaccin lukujen määritelmää, jolloin saadaan
𝑁 − 𝑢𝑘−1 < 𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘−1 = 𝑢𝑘 . Tästä voidaan päätellä, että kokonaisluku 𝑁 − 𝑢𝑘−1
voidaan esittää erisuurten lukujen 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘−2 jonain summana. Näin ollen 𝑁 ja
jokainen kokonaisluku 1, 2, 3, . . . , 𝑢𝑘+1 − 1 voidaan esittää lukujen 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘−2
summana toistamatta niitä. [1, s.295] □

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta, kun 𝑢𝑟 < 𝑁 < 𝑢𝑟+1. Tällöin 𝑁 on ei-
peräkkäisten Fibonaccin lukujen summa, sisältäen kuitenkin luvun 𝑢𝑟 . Jos summa ei
sisällä lukua 𝑢𝑟 , niin vaikka kaikki hyväksyttävät Fibonaccin luvut käytettäisiin, nii-
den summa ei olisi 𝑁 . Toisin sanoen summan on pakko sisältää luku 𝑢𝑟 . Kun 𝑟 = 2𝑠,
eli se on parillinen, havaitaankin kaavan 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛−1 − 𝑢𝑛+1 avulla seuraava

𝑢3 + 𝑢5 + 𝑢7 + · · · + 𝑢2𝑠−2 + 𝑢2𝑠−1
= 𝑢4 − 𝑢2 + 𝑢6 − 𝑢4 + 𝑢8 − 𝑢6 + · · · + 𝑢2𝑠−1 − 𝑢2𝑠−3 + 𝑢2𝑠 − 𝑢2𝑠−2
= 𝑢2𝑠 − 𝑢2
= 𝑢𝑟 − 1.

Vastaavasti jos 𝑟 on pariton eli 𝑟 = 2𝑠 + 1 saadaan

𝑢2 + 𝑢4 + 𝑢6 + · · · + 𝑢2𝑠−1 + 𝑢2𝑠
= 𝑢3 − 𝑢1 + 𝑢5 − 𝑢3 + 𝑢7 − 𝑢5 + · · · + 𝑢2𝑠 − 𝑢2𝑠−2 + 𝑢2𝑠+1 − 𝑢2𝑠−1
= 𝑢2𝑠+1 − 𝑢1
= 𝑢𝑟 − 1. [1, s.295]

Molemmissa tapuksissa tulokseksi saatu summa on vähemmän kuin 𝑁 . Millään
muulla Zeckendorfin esityksellä ei ole mahdollista saavuttaa summaa, joka olisi
𝑢𝑟 − 1. [1, s.295] Alla oleva esimerkki havainnollistaa tätä ideaa hieman paremmin.

Esimerkki 2.8. Esitetään luku 𝑁 = 65 Fibonaccin lukujen avulla. Nyt havaitaan

55 = 𝑢10 < 𝑁 < 𝑢11 = 89,
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joten Zeckendorfin esitykseen kuuluu ainakin 𝑢10 = 55. Tällöin esityksessä puuttuu
vielä 65 − 55 = 10 esitettynä summana eri Fibonaccin luvuista, jotka eivät ole
peräkkäisiä. Näillä ehdoilla ainoa mahdollinen esitys on 10 = 8 + 2 = 𝑢6 + 𝑢3
(esitysmuodossa 10 = 2 + 3 + 5 = 𝑢3 + 𝑢4 + 𝑢5 on kolme peräkkäistä lukua). Saadaan
siis:

65 = 2 + 8 + 55 = 𝑢3 + 𝑢6 + 𝑢10.

Voitaisiin tarkastella myös Fibonaccin luvun 𝑢𝑝 jaollisuutta, kun 𝑝 on alkuluku.
Tietenkin 𝑢𝑝 voi olla tällöin myös alkuluku, esimerkiksi 𝑢1 = 1 tai 𝑢3 = 2. Onkin
olemassa monia eri tuloksia koskien tietyn Fibonaccin luvun 𝑢𝑝 jaollisuutta, mutta
ne on sivuutettu tässä tutkielmassa.

2.4 Fibonaccin lukujono jokapäiväisessä elämässä

Fibonaccin lukuihin voi törmätä monissa odottamattomissa paikoissa. Ne esiintyvät
luonnossa, musiikissa, maantieteessä, kemiassa ja geometriassa. Ne voi havaita kä-
pyjen spiraalisessa muodossa, kukkien terälehtien lukumäärässä ja puussa olevien
lehtien järjestyksestä. [3, s.129]

Erilaisissa kukissa terälehtien lukumäärä on usein Fibonaccin luku. Esimerkiksi
iiriksellä on kolme terälehteä, kun taas päivänkakkaralla niitä on usein 13, 21 tai
34, joskus päivänkakkaralla on jopa 55 tai 89 terälehteä. Joillakin kukilla terälehtien
lukumäärä on paljon vaihtelevampaa. [2, s.17]

Fibonaccin luvut näkyvät myös auringonkukissa, etenkin niiden siementen spi-
raalisessa järjestyksessä. Kuvassa 2.1 on havainnollistettuna tämä auringonkukkien
ominaisuus. Vastaavanlaisia spiraalisia muodostelmia voi löytää myös muualta luon-
nosta.

Kuva 2.1. Auringonkukka ja siinä esiintyvä spiraalikuvio [3, s.130].
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2.5 Tehtäviä Fibonaccin luvuista

Alla on lukijalle eri tasoisia tehtäviä. Niiden malliratkaisut selityksineen löytyvät
tutkielman lopusta luvusta 5.

Vinkki: tehtävien teossa voi käyttää apuna Wolfram Alphaa [15]. Esimerkiksi
Fibonaccin luvun 𝑢29 saa kirjoittamalla hakukenttään "Fibonacci 29"ja painamal-
la enteriä. Tällöin Wolfram Alpha antaa hakutulokseksi luvun 514 229, joka on
Fibonaccin jonon 29. luku.

1. Määritä Fibonaccin luvun potenssi potenssikaavalla seuraaville luvuille.

(a) 𝑢2
4

(b) 𝑢2
7

2. Määritä kymmen potenssi, jota suurempi Fibonaccin luku on.

(a) 𝑢34

(b) 𝑢56

3. Esitä luku N Fibonaccin lukujen summana.

(a) 𝑁 = 80
(b) 𝑁 = 500
(c) 𝑁 = 1200

4. Esitä Fibonaccin luku muiden Fibonaccin lukujen summan ja tulon avulla.

(a) 𝑢9 = 34
(b) 𝑢16 = 987

5. Määritä suurin yhteinen tekijä seuraaville Fibonaccin luvuille

(a) 𝑢7 = 13 ja 𝑢10 = 55
(b) 𝑢6 = 8 ja 𝑢15 = 610
(c) 𝑢9 = 34 ja 𝑢20 = 6765

6. Osoita, että 𝑛:n ensimmäisen Fibonaccin luvun neliölle pätee seuraava tulos;

𝑢2
1 + 𝑢2

2 + 𝑢2
3 + · · · + 𝑢2

𝑛 = 𝑢𝑛𝑢𝑛+1

(Vihje; kaikilla 𝑛 ≥ 2, 𝑢2
𝑛 = 𝑢𝑛𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛𝑢𝑛−1.)

7. Osoita, että seuraava kaava pitää paikkansa;

𝑢𝑛𝑢𝑛−1 = 𝑢2
𝑛 − 𝑢2

𝑛−1 + (−1)𝑛

kun 𝑛 ≥ 2. (Vinkki: aloita tarkastelu yhtä kuin merkin oikealta puolelta.)
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3 Pascalin kolmio

Tässä luvussa tutustutaan ensin hieman Pascalin kolmion historiaan, minkä jälkeen
sen määritelmään. Näiden jälkeen käydään läpi aiheeseen liittyviä tuloksia ja kolmion
käyttöä.

3.1 Historia

Pascalin kolmio on nimetty ranskalaisen matemaatikon ja fyysikon Blaise Pascalin
mukaan. Pascal eli vuosina 1 623- 1 662 ja osoitti jo nuorena olevansa matemaatti-
sesti lahjakas. Pascal on muun muassa kehittänyt modernia todennäköisyyslaskentaa
Fermat’n kanssa. Juurikin todennäköisyyslaskennan parissa Pascal tutustui nykyi-
sin Pascalin kolmiona tunnettuun tulokseen. Hän esitti myös ensimmäisen selkeän
kuvauksen matemaattisen induktion periaatteista. [5, s.610]

Pascalin kolmio oli tunnettu jo kauan ennen Blaise Pascalin syntymää muun
muassa Intiassa ja Kiinassa. Hän oli kuitenkin ensimmäinen, joka teki aiheesta
kattavan tutkielman. [13] Tutkielmassaan hän kutsui tätä aritmeettiseksi kolmioksi.
Pascal määritti numerot rekursiivisesti, jolloin funktion arvo tietyssä pisteessä riippuu
sen arvosta edellisessä pisteessä. Taulukko 3.1. havainnollistaa Pascalin kolmion
erästä esitysmuotoa. [7]

Taulukko 3.1. Pascalin kolmio taulukossa.

0 1 2 3 4
0 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4
2 1 3 6
3 1 4
4 1

Käydään hieman läpi Pascalin määritelmää kolmiolle. Merkitään rivin (𝑚 + 1)
ja sarakkeen (𝑛 + 1) lukua 𝑡𝑚𝑛:llä. Tällöin 𝑡𝑚𝑛 = 𝑡𝑚−1,𝑛 + 𝑡𝑚,𝑛−1, kun 𝑚 = 0, 1, 2, . . .
ja 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . Reunaehdot ovat 𝑡𝑚,−1 = 0, 𝑡−1,𝑛 = 0, kun 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ja
𝑛 = 1, 2, 3, . . . . Lisäksi 𝑡00 = 1. Pascal todisti myös seuraavan kaavan:

𝑡𝑚𝑛 =
(𝑚 + 𝑛) (𝑚 + 𝑛 − 1) · · · (𝑚 + 1)

𝑛(𝑛 − 1) · · · 1 .

Lisäksi hän todisti seuraavassa luvussa esitetyn Pascalin identiteetin vuonna 1654.
[7] Tarkastellaan havainnollistavaa esimerkkiä seuraavaksi.

Esimerkki 3.1. Lasketaan taulukon 3.1. avulla 𝑡33. Käytetään aluksi Pascalin mää-
ritelmää. Kuitenkaan lukuja 𝑡23 ja 𝑡32 ei ole esitettynä taulukossa, joten käytetään
määritelmää uudestaan. Luvut 𝑡13,𝑡22 ja 𝑡31 ovat esitettynä taulukossa, joten niiden
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avulla voidaan laskea 𝑡33. Saadaan 𝑡33 = 20.

𝑡33 = 𝑡3−1,3 + 𝑡3,3−1

= 𝑡23 + 𝑡32

= 𝑡2−1,3 + 𝑡2,3−1 + 𝑡3−1,2 + 𝑡3,2−1

= 𝑡13 + 𝑡22 + 𝑡22 + 𝑡31

= 4 + 6 + 6 + 4
= 20.

Toisaalta edellä mainitulla Pascalin kaavalla saadaan;

𝑡𝑚𝑛 =
(3 + 3) (3 + 3 − 1) (3 + 3 − 2)

3(3 − 1) (3 − 2)

=
6 · 5 · 4
3 · 2 · 1

=
120
6

= 20.

Molemmilla tavoilla saadaan siis sama vastaus.

3.2 Pascalin kolmion määritelmä

Pascalin kolmio on hyvin kuvaava nimi sen eräälle esitysmuodolle, joka onkin ku-
vattuna alla. Se sisältää samat viisi ensimmäistä riviä, jotka ovat esitettynä myös
taulukossa 3.1. Rivien laskenta aloitetaan luvusta 0, kuten aiemmin esitetyssä taulu-
kossa.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
...

Jokainen Pascalin kolmion rivi alkaa ja loppuu lukuun 1. Jokainen luku on
myös yllä olevan rivin vasemman ja oikeanpuoleisen luvun summa. Esimerkiksi
kolmannella rivillä vasemman puoleinen luku kolme lasketaan kaavalla 1 + 2 =

3. Voidaan havaita myös kolmion olevan symmetrinen, sillä laitettaessa kolmion
keskelle pystysuora viiva, on kolmion vasen puoli oikean puolen peilikuva. Lisäksi
jokaisen rivin summa vastaa jotain numeron 2 potenssia. Ylin eli nollas rivi on
1 = 20, seuraava eli ensimmäinen rivi on 1 + 1 = 2 = 21, toinen rivi vastaavasti
1 + 2 + 1 = 4 = 22, kolmas taas 1 + 3 + 3 + 1 = 8 = 23 ja niin edelleen. [2, s.153]
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Pascalin kolmio voidaan esittää myös binomikerrointen avulla. Binomikertoimen
kaava on seuraava: (︃

𝑛

𝑘

)︃
=

𝑛!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)! ,

missä 𝑥! on 𝑥:n kertoma eli 𝑥! = 1 · 2 · · · · · (𝑥 − 1) · 𝑥 [2, s.151]. Kombinatoriikas-
sa tätä kaavaa käytetään, kun halutaan laskea kuinka monta erilaista tapaa on valita
k-alkioinen osajoukko k tietystä n-alkioisesta joukosta [6]. Tutustutaan binomiker-
toimeen paremmin seuraavan esimerkin avulla.

Esimerkki 3.2. Lasketaan seuraavaksi
(︁4
2
)︁
,
(︁𝑛
𝑛

)︁
ja

(︁𝑛
0
)︁

[6];(︃
4
2

)︃
=

4!
2!(4 − 2)! =

4 · 3 · 2!
2!2!

=
12

2 · 1
= 6.(︃

𝑛

𝑛

)︃
=

𝑛!
𝑛!(𝑛 − 𝑛)! =

𝑛!
𝑛!0!

=
𝑛!
𝑛!

= 1.(︃
𝑛

0

)︃
=

𝑛!
0!(𝑛 − 0)! =

𝑛!
1 · 𝑛!

=
𝑛!
𝑛!

= 1.

Huom. Binomikertoimen
(︁4
2
)︁

merkitystä voisi havainnollistaa neljällä eri värisellä
pallolla. Nämä neljä palloa laitetaa pussiin ja niistä nostetaan kaksi. Näitä erilai-
sia kahden pallon yhdistelmiä on kuusi kappaletta (voit vaikka piirtää nämä pallot
paperille sekä niiden erilaiset kahden pallon väriyhdistelmät).

Pascalin kolmion numerot voidaan ilmaista myös seuraavasti binomikertoimen
avulla [2, s.153]. (︁0

0
)︁(︁1

0
)︁ (︁1

1
)︁(︁2

0
)︁ (︁2

1
)︁ (︁2

2
)︁(︁3

0
)︁ (︁3

1
)︁ (︁3

2
)︁ (︁3

3
)︁(︁4

0
)︁ (︁4

1
)︁ (︁4

2
)︁ (︁4

3
)︁ (︁4

4
)︁

...

Tästä Pascalin kolmion esitysmuodosta voidaankin havaita, että binomikertoimessa(︁𝑛
𝑘

)︁
on (𝑛 + 1). rivin (𝑘 + 1). luku. [5, s. 610]
Seuraava lause kuvailee erästä Pascalin kolmion ominaisuutta ja sitä kutsutaankin

Pascalin identiteetiksi.

Lause 3.1. Olkoot 𝑛 ja 𝑘 positiivisia kokonaislukuja, joilla 𝑘 ≤ 𝑛. Tällöin
(︁𝑛
𝑘

)︁
=(︁𝑛−1

𝑘−1
)︁
+

(︁𝑛−1
𝑘

)︁
.

Todistus. Osoitetaan yhtä kuin merkin pitävän paikkansa tarkastelemalla lauseen yh-
tälön oikeaa puolta. Käytetään ensiksi binomikertoimen määritelmää, minkä jälkeen
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lavennetaan niille sama nimittäjä. Seuraavaksi voidaan esittää osoittajassa oleva ker-
roin (𝑛−1)!𝑛 = 𝑛!, koska (𝑛−1)! = (𝑛−1) · (𝑛−2) ·· · · ·1. Saadaan

(︁𝑛−1
𝑘−1

)︁
+
(︁𝑛−1

𝑘

)︁
=

(︁𝑛
𝑘

)︁
.(︃

𝑛 − 1
𝑘 − 1

)︃
+

(︃
𝑛 − 1
𝑘

)︃
=

(𝑛 − 1)!
(𝑘 − 1)!(𝑛 − 𝑘)! +

(𝑛 − 1)!
𝑘!(𝑛 − 𝑘 − 1)!

=
𝑘 (𝑛 − 1)!

𝑘 (𝑘 − 1)!(𝑛 − 𝑘)! +
(𝑛 − 𝑘) (𝑛 − 1)!

𝑘!(𝑛 − 𝑘) (𝑛 − 𝑘 − 1)!

=
𝑘 (𝑛 − 1)!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)! +

(𝑛 − 𝑘) (𝑛 − 1)!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

=
(𝑛 − 1)![𝑘 + (𝑛 − 𝑘)]

𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

=
(𝑛 − 1)!𝑛
𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

=
𝑛!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

=

(︃
𝑛

𝑘

)︃
.

Siis lause pitää paikkansa. [2, s.152] □

3.3 Pascalin kolmion käyttö

Pascalin kolmiolla on erilaisia sovelluksia. Sen avulla voidaan kirjoittaa muun muassa
auki kaava (𝑥 + 𝑦)𝑛, kun 𝑛 ≥ 1. Tarkastellaan tätä kaavaa seuraavassa esimerkissä.

Esimerkki 3.3. Kun kirjoitetaan auki (𝑥 + 𝑦)𝑛, saadaan [1, s.9]:

(𝑥 + 𝑦)1 = 𝑥 + 𝑦

(𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2

(𝑥 + 𝑦)3 = 𝑥3 + 3𝑥2𝑦 + 3𝑥𝑦2 + 𝑦3

(𝑥 + 𝑦)4 = 𝑥4 + 4𝑥3𝑦 + 6𝑥2𝑦2 + 4𝑥𝑦3 + 𝑦4

...

Ensimmäisellä rivillä muuttujien kertoimet ovat 1 ja 1, kun taas toisella rivillä ne
ovat 1, 2 ja 1. Kolmannella ne ovatkin 1, 3, 3 ja 1 sekä vastaavasti neljännellä 1, 4,
6, 4 ja 1. Voidaankin siis havaita, että nämä kertoimet vastaavat Pascalin kolmiossa
esitettyjä rivejä.

Ennen Pascalin kolmion käytön tarkastelua käydään hieman läpi summamerkin-
tää ja eräs siihen liittyvä tulos. Summaa merkitään kreikkalaisellla kirjaimella sigma,∑︁

. Summattaessa luvusta 𝑟, 𝑟 ∈ ℤ, lukuun 𝑛, 𝑛 ∈ ℤ, merkitään;
𝑛∑︁
𝑖=𝑟

𝑖 = 𝑟 + (𝑟 + 1) + · · · + (𝑛 − 1) + 𝑛.

Tällöin 𝑖 käy läpi kaikki kokonaisluvut 𝑟:stä lukuun 𝑛. [14]
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Esimerkki 3.4. Lasketaan kokonaislukujen summa luvusta 1 lukuun 7. Sitä merki-
tään summakaavalla seuraavasti;

7∑︁
𝑖=1

𝑖 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 28

Edellisestä esimerkistä voidaan havaita, että
∑︁7

𝑖=1 = 28 = 56
2 = 7·8

2 . Seuraava
lause kuvaa tätä summakaavan ominaisuutta, joka helpottaa etenkin pitkien summien
laskemista.

Lause 3.2. Kun 𝑛 ≥ 1,
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖 =
𝑛(𝑛 + 1)

2
.[14]

Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Kun 𝑛 = 1 saadaan yhtälön vasemmalle
puolelle

∑︁1
𝑖=1 𝑖 = 1 ja oikealle 1(1+1)

2 = 1·2
2 = 1 eli lause pitää tällöin paikkansa.

Oletetaan seuraavaksi, että lause pätee 𝑘:lle, eli
∑︁𝑘

𝑖=1 𝑖 =
𝑘 (𝑘+1)

2 . Seuraavaksi pitää
todistaa, että

∑︁𝑘+1
𝑖=1 𝑖 =

(𝑘+1) (𝑘+2)
2 pätee. Tarkastellaan seuraavaksi summaa:

𝑘+1∑︁
𝑖=1

𝑖 = 1 + 2 + · · · + (𝑘 − 1) + 𝑘 + (𝑘 + 1)

=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑖 + (𝑘 + 1)

=
𝑘 (𝑘 + 1)

2
+ 2(𝑘 + 1)

2

=
𝑘 (𝑘 + 1) + (𝑘 + 1) + (𝑘 + 1)

2

=
(𝑘 + 2) (𝑘 + 1)

2

=
(𝑘 + 1) (𝑘 + 2)

2
.

Siis lause on todistettu. □

Näitä summakaavoja tarvitaan binomikaavan (𝑥+ 𝑦)𝑛 laskemiseen. Lisäksi siihen
tarvitaan Pascalin kolmiota ja binomikertoimia. Seuraavassa lauseessa esitetäänkin,
miten näitä käytetään binomikaavan (𝑥+𝑦)𝑛 laskemisessa. Tätä lausetta kutsutaankin
binomilauseeksi.

Lause 3.3. Olkoot 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ja 𝑛 ei-negatiivinen kokonaisluku. Tällöin

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =
𝑛∑︁

𝑟=0

(︃
𝑛

𝑟

)︃
𝑥𝑛−𝑟 𝑦𝑟

=

(︃
𝑛

0

)︃
𝑥𝑛 +

(︃
𝑛

1

)︃
𝑥𝑛−1𝑦 + · · · +

(︃
𝑛

𝑛 − 1

)︃
𝑥𝑦𝑛−1 +

(︃
𝑛

𝑛

)︃
𝑦𝑛.
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Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Kun 𝑛 = 0, niin (𝑥 + 𝑦)𝑛 = (𝑥 + 𝑦)0 = 1 ja∑︁0
𝑟=0

(︁0
𝑟

)︁
𝑥0−𝑟 𝑦𝑟 = 𝑥0𝑦0 = 1 eli väite pitää paikkansa, kun 𝑛 = 0. Oletetaan seuraa-

vaksi, että luvulle 𝑘 ≥ 0 pätee (𝑥 + 𝑦)𝑘 = ∑︁𝑘
𝑟=0

(︁𝑘
𝑟

)︁
𝑥𝑘−𝑟 𝑦𝑟 . Tarkastellaan seuraavaksi

tilannetta, jossa 𝑛 = 𝑘 + 1. Käytetään ensin potenssin laskusääntöjä. Tämän jälkeen
käytetään induktio-oletusta ja kerrotaan seuraavaksi sulut auki. Otetaan seuraavaksi
summakaavasta

∑︁𝑘
𝑟=0

(︁𝑘
𝑟

)︁
𝑥𝑘−𝑟+1𝑦𝑟 erikseen 𝑟 = 0 eli

(︁𝑘
0
)︁
𝑥𝑘−0+1𝑦0 =

(︁𝑘
0
)︁
𝑥𝑘+1. Vastaa-

vasti summakaavasta
∑︁𝑘

𝑟=0
(︁𝑘
𝑟

)︁
𝑥𝑘−𝑟 𝑦𝑟+1 otetaan erikseen 𝑟 = 𝑘 . Saadaan (𝑥 + 𝑦)𝑘+1 =∑︁𝑘+1

𝑟=0
(︁𝑘+1

𝑟

)︁
𝑥𝑘+1−𝑟 𝑦𝑟 .

(𝑥 + 𝑦)𝑘+1 = (𝑥 + 𝑦)𝑘 (𝑥 + 𝑦)

=

[︄
𝑘∑︁

𝑟=0

(︃
𝑘

𝑟

)︃
𝑥𝑘−𝑟 𝑦𝑟

]︄
(𝑥 + 𝑦)

=

𝑘∑︁
𝑟=0

(︃
𝑘

𝑟

)︃
𝑥𝑘−𝑟+1𝑦𝑟 +

𝑘∑︁
𝑟=0

(︃
𝑘

𝑟

)︃
𝑥𝑘−𝑟 𝑦𝑟+1

=

[︄(︃
𝑘

0

)︃
𝑥𝑘+1 +

𝑘∑︁
𝑟=1

(︃
𝑘

𝑟

)︃
𝑥𝑘+1−𝑟 𝑦𝑟

]︄
+

[︄
𝑘∑︁

𝑟=0

(︃
𝑘

𝑟

)︃
𝑥𝑘−𝑟 𝑦𝑟+1 +

(︃
𝑘

𝑘

)︃
𝑦𝑘+1

]︄
=

(︃
𝑘 + 1

0

)︃
𝑥𝑘+1 +

𝑘∑︁
𝑟=1

(︃
𝑘

𝑟

)︃
𝑥𝑘+1−𝑟 𝑦𝑟 +

𝑘∑︁
𝑟=1

(︃
𝑘

𝑟 − 1

)︃
𝑥𝑘+1−𝑟 𝑦𝑟 +

(︃
𝑘 + 1
𝑘 + 1

)︃
𝑦𝑘+1

=

(︃
𝑘 + 1

0

)︃
𝑥𝑘+1 +

𝑘∑︁
𝑟=1

[︃(︃
𝑘

𝑟

)︃
+

(︃
𝑘

𝑟 − 1

)︃]︃
𝑥𝑘+1−𝑟 𝑦𝑟 +

(︃
𝑘 + 1
𝑘 + 1

)︃
𝑦𝑘+1

=

(︃
𝑘 + 1

0

)︃
+

𝑘∑︁
𝑟=1

(︃
𝑘 + 1

1

)︃
𝑥𝑘+1−𝑟 𝑦𝑟 +

(︃
𝑘 + 1
𝑘 + 1

)︃
𝑦𝑘+1

=

𝑘+1∑︁
𝑟=0

(︃
𝑘 + 1
𝑟

)︃
𝑥𝑘+1−𝑟 𝑦𝑟 .

Kaava siis pätee kaikilla 𝑛 ≥ 0. [2, s.154-155] □

Tästä lauseesta seuraa, että summatessa (𝑛 + 1). rivin alkiot Pascalin kolmiosta
saadaan summaksi 2𝑛. Tarkastellaan tätä väitettä alla olevan esimerkin avulla.

Esimerkki 3.5. Summataan yhteen Pascalin kolmion neljäs rivi ja esitetään se luvun
2 potenssina. Havaitaan ensin, että 4 = 3 + 1 eli toisin sanoen 𝑛 = 3.(︃

3
0

)︃
+

(︃
3
1

)︃
+

(︃
3
2

)︃
+

(︃
3
3

)︃
= 1 + 3 + 3 + 1 = 8 = 23

Väite vaikuttaisi siis pitävän paikkansa. Tämä väite on esitettynä todistuksineen
seuraavassa lauseessa.

Lause 3.4. Olkoon 𝑛 ∈ ℕ. Tällöin

2𝑛 =
𝑛∑︁

𝑟=0

(︃
𝑛

𝑟

)︃
.
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Todistus. Käytetään todistuksessa aluksi tietoa 2 = 1+1. Tarkastellaan tämän jälkeen
binomilausetta eli (𝑥 + 𝑦)𝑛 =

∑︁𝑛
𝑟=0

(︁𝑛
𝑟

)︁
𝑥𝑛−𝑟 𝑦𝑟 sijoittamalla siihen 𝑥 = 1 ja 𝑦 =

1. Seuraavaksi kirjoitetaan summakaava auki ja muistetaan, että 1𝑛 = 1. Lopuksi
käytetään summakaavan määritelmää eli

∑︁𝑛
𝑖=𝑟 𝑖 = 𝑟 + (𝑟 + 1) + · · · + (𝑛 − 1) + 𝑛.

Saadaan 2𝑛 =
∑︁𝑛

𝑟=0
(︁𝑛
𝑟

)︁
.

2𝑛 = (1 + 1)𝑛

=

𝑛∑︁
𝑟=0

(︃
𝑛

𝑟

)︃
1𝑛−𝑟1𝑟

=

(︃
𝑛

0

)︃
1𝑛 +

(︃
𝑛

1

)︃
1𝑛−1 · 1 + · · · +

(︃
𝑛

𝑛 − 1

)︃
1 · 1𝑛−1 +

(︃
𝑛

𝑛

)︃
1𝑛

=

(︃
𝑛

0

)︃
+

(︃
𝑛

1

)︃
+ · · · +

(︃
𝑛

𝑛 − 1

)︃
+

(︃
𝑛

𝑛

)︃
=

𝑛∑︁
𝑟=0

(︃
𝑛

𝑟

)︃
.

Lause on siis todistettu. [5, s. 612] □
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3.4 Tehtäviä Pascalin kolmiosta

Tässä luvussa on esitettynä tehtäviä Pascalin kolmiosta. Malliratkaisut selityksineen
löytyvät tutkielman lopusta.

1. Laske seuraavat binomikertoimet välivaiheineen

(a)
(︁5
3
)︁

(b)
(︁6
5
)︁

(c)
(︁7
4
)︁

2. Laske seuraavat summat

(a)
∑︁7

𝑖=2 𝑖

(b)
∑︁60

𝑖=1 𝑖

(c)
∑︁200

𝑖=1 𝑖

3. Laske binomilauseen avulla seuraavat binomilausekkeet

(a) (𝑥 + 2𝑦)7

(b) (𝑥 − 4𝑦2)4

(c) ( 1
2𝑥 + 𝑦2)3

4. Laske
∑︁8

𝑟=0
(︁8
𝑟

)︁
ja ilmaise se luvun 2 potenssina.

5. Mikä on tulon 𝑥8𝑦2 kerroin binomissa (2𝑥 + 3𝑦)10?

6. Olkoot n ja k positiivisia muuttujia, joille pätee 𝑘 ≤ 𝑛. Todista binomikertoi-
melle seuraava tulos; (︁𝑛

𝑘

)︁
=

(︁ 𝑛
𝑛−𝑘

)︁
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4 Fibonaccin lukujono ja Pascalin kolmio

Tässä luvussa käsitellään aiemmista luvuista jo tuttuja Fibonaccin lukuja ja Pasca-
lin kolmiota. Perehdytään aluksi lähemmin siihen, miten nämä oikeastaan liittyvät
toisiinsa. Tämän jälkeen tarkastellaan hieman sitä, miten nämä liittyvät shakin pe-
laamiseen.

4.1 Pascalin kolmion ja Fibonaccin lukujonon yhteyksiä

Aluksi saattaakin vaikuttaa siltä, etteivät Fibonaccin luvut ja Pascalin kolmio liity
millään tavalla toisiinsa. Alla olevassa kuvassa 4.1 on esitettynä Pascalin kolmio ja
siinä esiintyvien lukujen summat vasemmalta oikealle yläviistoon. Tällöin saadaan
summiksi 1, 1, 2(= 1 + 1), 3(= 1 + 2), 5(= 1 + 3 + 1), 8(= 1 + 4 + 3), . . . jne.

Kuva 4.1. Pascalin kolmio ja Fibonaccin luvut. [2, s.156]

Nämä edellä sekä kuvassa esitetyt summat vaikuttaisivat olevan Fibonaccin lu-
kuja. E. Lucas todisti tämän yhteyden Fibonaccin lukujen ja Pascalin kolmion välillä
vuonna 1876. Tämä tulos on esitettynä seuraavassa lauseessa todistuksineen. [2,
s.155]

Lause 4.1. Merkitään Fibonaccin lukua totuttuun tapaan termillä 𝑢𝑛.Tällöin

𝑢𝑛+1 =
∑︁⌊𝑛/2⌋

𝑟=0
(︁𝑛−𝑟
𝑟

)︁
,

kun 𝑛 ≥ 0.

Todistus. Todistetaan väite induktiolla. Kun 𝑛 = 0 niin 𝑢0+1 =
∑︁⌊0/2⌋

𝑟=0
(︁0−𝑟
𝑟

)︁
=

(︁0
0
)︁
= 1,

eli väite pitää tällöin paikkansa. Oletetaan seuraavaksi, että kaikilla ei-negatiivisilla
indekseillä 𝑛 ≤ 𝑘 , kun 𝑘 ∈ ℕ, pätee:

𝑢𝑘+1 =
∑︁⌊𝑘/2⌋

𝑟=0
(︁𝑘−𝑟

𝑟

)︁
.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, kun 𝑛 = 𝑘 + 1 eli pitäisi todistaa 𝑢𝑘+2 =∑︁⌊(𝑘+2)/2⌋
𝑟=0

(︁𝑘+2−𝑟
𝑟

)︁
. Käyttämällä ensin Pascalin identiteettiä, lausetta 3.1. eli

(︁𝑛
𝑘

)︁
=
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(︁𝑛−1
𝑘−1

)︁
+

(︁𝑛−1
𝑘

)︁
, saadaan

⌊(𝑘+2)/2⌋∑︁
𝑟=0

(︃
𝑘 + 2 − 𝑟

𝑟

)︃
=

⌊(𝑘+2)/2⌋∑︁
𝑟=0

(︃
𝑘 + 1 − 𝑟

𝑟 − 1

)︃
+

⌊(𝑘+2)/2⌋∑︁
𝑟=0

(︃
𝑘 + 1 − 𝑟

𝑟

)︃
.

Termin k ollessa parillinen:

⌊(𝑘+2)/2⌋∑︁
𝑟=0

(︃
𝑘 + 2 − 𝑟

𝑟

)︃
=

𝑘/2∑︁
𝑗=0

(︃
𝑘 − 𝑗

𝑗

)︃
+

𝑘/2∑︁
𝑟=0

(︃
𝑘 + 1 − 𝑟

𝑟

)︃
+

(︃
𝑘/2

𝑘/2 + 1

)︃
=

⌊(𝑘+1)/2⌋∑︁
𝑟=0

(︃
𝑘 − 𝑟

𝑟

)︃
+

⌊(𝑘+1)/2⌋∑︁
𝑟=0

(︃
𝑘 + 1 − 𝑟

𝑟

)︃
+ 0

= 𝑢𝑘 + 𝑢𝑘+1

= 𝑢𝑘+2

Vastaavalla tavalla saadaan
∑︁⌊(𝑘+2)/2⌋

𝑟=0
(︁𝑘+2−𝑟

𝑟

)︁
= 𝑢𝑘+2, kun 𝑘 on pariton. [2, s.156]

□

Kaavan käytön selkiyttämiseksi lasketaan pari Fibonaccin lukua seuraavassa esi-
merkissä.

Esimerkki 4.1. Lasketaan Fibonaccin luvut 𝑢8 ja 𝑢9. Nyt 8 = 7 + 1 eli 𝑛 = 7, kun
tarkastellaan termiä 𝑢8. Lisäksi 9 = 8 + 1 eli 𝑛 = 8, kun tarkastellaan termiä 𝑢9.
Saadaan siis laskettua:

𝑢8 =

3∑︁
𝑟=0

(︃
7 − 𝑟

𝑟

)︃
=

(︃
7
0

)︃
+

(︃
6
1

)︃
+

(︃
5
2

)︃
+

(︃
4
3

)︃
= 1 + 6 + 10 + 4

= 21

𝑢9 =

4∑︁
𝑟=0

(︃
8 − 𝑟

𝑟

)︃
=

(︃
8
0

)︃
+

(︃
7
1

)︃
+

(︃
6
2

)︃
+

(︃
5
3

)︃
+

(︃
4
4

)︃
= 1 + 7 + 15 + 10 + 1

= 34

Tarkastellaan seuraavaksi tulosta, jota tarvitaan seuraavan lauseen todistuksessa.
Ranskalainen matemaatikko Jacques-Philippe-Marie Binet kehitti vuonna 1843 Fi-
bonaccin luvuille kaavan, jonka avulla voidaan laskea termi 𝑢𝑛, kun muuttuja 𝑛 on
tiedossa. Kaava on seuraava

𝑢𝑛 =
1
√

5

[︄(︄
1 +

√
5

2

)︄𝑛
−

(︄
1 −

√
5

2

)︄𝑛]︄
.[1, 𝑠.296]

Kaava voidaan kirjoittaa myös lyhyemmin muodossa

𝑢𝑛 =
1
√

5
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
,

missä 𝛼 = 1+
√

5
2 ja 𝛽 = 1−

√
5

2 [3, s.33]. Alla on esimerkki kaavan käytöstä.
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Esimerkki 4.2. Lasketaan 𝑢11 Binet’n kaavan avulla.

𝑢11 =
1
√

5

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(︄
1 +

√
5

2

)︄11

−
(︄
1 −

√
5

2

)︄11⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=

1
√

5

[︄(︄
89 ·

√
5 + 199
2

)︄
−

(︄
−89 ·

√
5 + 199
2

)︄]︄
=

1
√

5

(︄
89 ·

√
5 + 199 + 89 ·

√
5 − 199

2

)︄
=

1
√

5

(︄
178 ·

√
5

2

)︄
=

178
2

= 89.

Käyttämällä Binet’n kaavaa Fibonaccin luvuille saadaan seuraavan lauseen mu-
kainen identiteetti.

Lause 4.2. Fibonaccin luvuille on voimassa seuraava tulos:

𝑢2𝑛 =
∑︁𝑛

𝑖=0
(︁𝑛
𝑖

)︁
𝑢𝑖.

Todistus. Todistetaan lause edellä mainitun Binet’n kaavan avulla. Lähdetään tar-
kastelemaan lauseen yhtä kuin merkin oikeaa puolta. Sijoitetaan seuraavaksi Binet’n
kaava 𝑢𝑖:n tilalle. Tämän jälkeen otetaan yhteiseksi tekijäksi 1

𝛼−𝛽 . Binomilauseen eli
lauseen 3.3 mukaan (𝑥 + 𝑦)𝑛 = ∑︁𝑛

𝑟=0
(︁𝑛
𝑟

)︁
𝑥𝑛−𝑟 𝑦𝑟 , jota käyttämällä saadaan kolmannella

rivillä oleva tulos. Seuraavaksi käytetään tietoa 𝛼2 = 𝛼 + 1 ja 𝛽2 = 𝛽 + 1 (todis-
taminen on tehtävänä). Viimeiseksi käytetään uudestaan Binet’n kaavaa. Saadaan∑︁𝑛

𝑖=0
(︁𝑛
𝑖

)︁
𝑢𝑖 = 𝑢2𝑛.

𝑛∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
𝑢𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃ (︃
𝛼𝑖 − 𝛽𝑖

𝛼 − 𝛽

)︃
=

1
𝛼 − 𝛽

[︄
𝑛∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
𝛼𝑖 −

𝑛∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
𝛽𝑖

]︄
=

(1 + 𝛼)𝑛 − (1 + 𝛽)𝑛
𝛼 − 𝛽

=
𝛼2𝑛 − 𝛽2𝑛

𝛼 − 𝛽

= 𝑢2𝑛.

Lause on siis todistettu. [2, s.157] □

Lasketaan seuraavaksi esimerkki käyttäen lausetta 4.2.
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Esimerkki 4.3. Lasketaan
∑︁6

𝑖=0
(︁𝑛
𝑖

)︁
𝑢𝑖 seuraavasti:

6∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
𝑢𝑖 =

(︃
6
0

)︃
𝑢0 +

(︃
6
1

)︃
𝑢1 +

(︃
6
2

)︃
𝑢2 +

(︃
6
3

)︃
𝑢3 +

(︃
6
4

)︃
𝑢4 +

(︃
6
5

)︃
𝑢5 +

(︃
6
6

)︃
𝑢6

= 1 · 0 + 6 · 1 + 15 · 1 + 20 · 2 + 15 · 3 + 6 · 5 + 1 · 8
= 144
= 𝑢12.

Voidaan havaita, että lauseen 4.2. avulla laskemiseen ei olisi tarvinnut kovin-
kaan monta välivaihetta. Tarkastellaan myös erästä toista tulosta, joka voi helpottaa
summakaavojen laskemista.

Lause 4.3. Fibonaccin luvuille on voimassa myös seuraava tulos:

𝑛∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
(−1)𝑖𝑢𝑖 = (−1)𝑛−1𝑢𝑛.

Todistus. Käytetään todistamiseen ensin Binet’n kaavaa. Tämän jälkeen otetaan
1

𝛼−𝛽 yhteiseksi tekijäksi. Seuraavaksi käytetään lausetta 3.3 eli tietoa (𝑥 + 𝑦)𝑛 =∑︁𝑛
𝑟=0

(︁𝑛
𝑟

)︁
𝑥𝑛−𝑟 𝑦𝑟 . Merkitsemällä 𝑥 = 1 saadaan tämä lause muotoon (1 + 𝑦)𝑛 =∑︁𝑛

𝑟=0
(︁𝑛
𝑟

)︁
1𝑛−𝑟 𝑦𝑟 =

∑︁𝑛
𝑟=0

(︁𝑛
𝑟

)︁
𝑦𝑟 , jota käytetään toisessa välivaiheessa. Saadaan

∑︁𝑛
𝑖=0

(︁𝑛
𝑖

)︁
(−1)𝑖𝑢𝑖 =

(−1)𝑛−1𝑢𝑛.

𝑛∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
(−1)𝑖𝑢𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
(−1)𝑖 𝛼

𝑖 − 𝛽𝑖

𝛼 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

[︄
𝑛∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
(−𝛼)𝑖 −

𝑛∑︁
𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
(−𝛽)𝑖

]︄
=

(1 − 𝛼)𝑛 − (1 − 𝛽)𝑛
𝛼 − 𝛽

=
(−𝛽)𝑛 − (−𝛼)𝑛

𝛼 − 𝛽

= (−1)𝑛−1𝛼
𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽

= (−1)𝑛−1𝑢𝑛.

Lause on siis todistettu. [2, s.158] □

Lasketaan seuraavaksi havainnollistava esimerkki.
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Esimerkki 4.4. Lasketaan
∑︁𝑛

𝑖=0
(︁𝑛
𝑖

)︁
(−1)𝑖𝑢𝑖, kun 𝑛 = 6.

6∑︁
𝑖=0

(︃
6
𝑖

)︃
(−1)𝑖𝑢𝑖 =

(︃
6
0

)︃
(−1)0𝑢0 +

(︃
6
1

)︃
(−1)1𝑢1 +

(︃
6
2

)︃
(−1)2𝑢2 +

(︃
6
3

)︃
(−1)3𝑢3

+
(︃
6
4

)︃
(−1)4𝑢4 +

(︃
6
5

)︃
(−1)5𝑢5 +

(︃
6
6

)︃
(−1)6𝑢6

= 1 · 0 − 6 · 1 + 15 · 1 − 20 · 2 + 15 · 3 − 6 · 5 + 1 · 8
= −8
= (−1) · 8

= (−1)5 · 𝑢6.

Binetin kaavan sekä binomikertoimien avulla voidaan tarkastella myös Fibo-
naccin lukujen jaollisuutta. Seuraavan lauseen perusteella jokainen alkuluku 𝑝 jakaa
jonkin Fibonaccin luvun, kun 𝑝 > 5.

Lause 4.4. Alkuku 𝑝 > 5 jakaa joko termin 𝑢𝑝−1 tai 𝑢𝑝+1, mutta ei molempia.

Todistus. Kirjoitetaan Binet’n kaava muodossa 𝑢𝑝 =
𝛼𝑝−𝛽𝑝

√
5

. Laajennetaan seuraa-
vaksi 𝑝:nnet potenssit binomilauseen avulla, jolloin saadaan

𝑢𝑝 =
1

2𝑝
√

5

[︃
1 +

(︃
𝑝

1

)︃√
5 +

(︃
𝑝

2

)︃
5 +

(︃
𝑝

3

)︃
5
√

5 + · · · +
(︃
𝑝

𝑝

)︃
5

𝑝−1
2

]︃
− 1

2𝑝
√

5

[︃
1 −

(︃
𝑝

1

)︃√
5 +

(︃
𝑝

2

)︃
5 −

(︃
𝑝

3

)︃
5
√

5 + · · · −
(︃
𝑝

𝑝

)︃
5

𝑝−1
2

]︃
=

1
2𝑝−1

[︃(︃
𝑝

1

)︃
+

(︃
𝑝

3

)︃
5 + · · · +

(︃
𝑝

𝑝

)︃
5

𝑝−1
2

]︃
Muistetaan, että

(︁𝑝
𝑘

)︁
≡ 0 (mod 𝑝) kaikilla 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 − 1 sekä 2𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝)

[5, s.145-153][8](lisää tietoa). Näiden tietojen avulla voidaan 𝑢𝑝 esittää seuraavassa
muodossa

𝑢𝑝 ≡ 2𝑝−1𝑢𝑝 ≡
(︁𝑝
𝑝

)︁
5

𝑝−1
2 = 5

𝑝−1
2 (mod 𝑝)

Tästä seuraa, että 𝑢𝑝 ≡ 5
𝑝

≡ ±1 (mod 𝑝), josta taas saadaan 𝑢2
𝑝 ≡ 1 (mod 𝑝).

Seuraavaksi tulkitaan yhtälö 𝑢2
𝑝 = 𝑢𝑝−1𝑢𝑝+1 + (−1)𝑝−1 kongruenssina modulo 𝑝,

minkä avulla saadaan 𝑢𝑝−1𝑢𝑝+1 ≡ 0 (mod 𝑝). Tämä tarkoittaa sitä, että joko 𝑢𝑝−1
tai 𝑢𝑝+1 on jaollinen 𝑝:llä. Koska syt(𝑝 − 1, 𝑝 + 1) = 2, lauseen 2.6 avulla saadaan

syt(𝑢𝑝−1, 𝑢𝑝+1) = 𝑢2 = 1.

Väite pitää siis paikkansa. [1, s.298] □

Osoitetaan seuraavaksi esimerkin avulla, että 𝑝 − 1 tai 𝑝 + 1 ei ole välttämättä
pienin alaindeksi Fibonaccin luvulle, joka on jaollinen alkuluvulla 𝑝.

Esimerkki 4.5. Alkuluku 17 jakaa Fibonaccin luvun 𝑢18(= 2584), mutta se jakaa
myös luvun 𝑢9(= 34).
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4.2 Pascalin kolmion ja Fibonaccin lukujono shakissa

Tarkastellaan seuraavaksi Fibonaccin lukujen ja Pascalin kolmion yhteyttä shakkiin.
Edward T. Frankel esittikin vuonna 1970 teorian, että Fibonaccin luvut voidaan
johtaa erään shakkinappulan reittien avulla. Tämä kyseinen nappula on torni ja sen
mahdollisia reittejä tarkastellaan tyhjällä shakkilaudalla. Laudalla ajatellaan olevan
Pascalin kolmion yhdeksän ensimmäistä riviä, rivistä 0 riviin 8. Kuvassa 4.2 on
esitettynä tämä 8x8 shakkilauta. Siinä on korostettuna Pascalin kolmion kolmas rivi.
Jokainen kuvassa 4.2 esiintyvä luku on sekä sen yläpuolella että vasemmalla puolella
olevien lukujen summa. [2, s.159]

Torni liikkuu shakkilaudalla joko vaakasuoraan tai pystysuoraan, mutta ei kui-
tenkaan molempiin suuntiin samalla siirrolla. Oletetaan, että torni liikkuuu kuvassa
4.2 joko oikealle tai alaspäin. Onkin olemassa 3 432 erilaista mahdollista tapaa
liikkuttaaa torninappulaa kuvan 4.2 vasemmasta yläreunasta oikeaan alareunaan.

Kuvassa 4.3 on rajattu tummemmalla viivalla porrastaen torninappulan reitti
vasemmasta yläkulmasta oikeaan alakulmaan. Jokaiseen ruutuun on myös kirjattu
numero, joka kuvaa torninappulan mahdollisia eri reittejä kyseiseen ruutuun. Torni-
nappulan oletetaan edelleen liikkuvan vain oikealle tai alaspäin. Näillä reunaehdoilla
onkin 610 mahdollista erilaista reittiä vasemmasta yläkulmasta oikeaan alakulmaan.
Voidaankin havaita, että kaikki kuvassa 4.3 esiintyvät luvut ovat Fibonaccin lukuja.
Kuvassa 4.4 on esitettynä nämä luvut Fibonaccin lukuina ja niitä merkitään 𝐹𝑛:llä.
[2, s.160]

Kuva 4.2. Pascalin kolmio 8x8 shakkilaudalla [2, s.158].
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Kuva 4.3. Tornin eri reitit ja niiden numerot [2, s.161].

Kuva 4.4. Tornin reitit Fibonaccin luvuilla [2, s.161].

4.3 Tehtäviä Fibonaccin lukujonosta ja Pascalin kolmiosta

Tässä luvussa on esitettynä tehtäviä Fibonaccin luvuista ja Pascalin kolmiosta. Teh-
tävien malliratkaisut on esitettynä viimeisessä luvussa.

1. Laske seuraavat Fibonaccin luvut käyttäen lausetta 4.1
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(a) 𝑢4

(b) 𝑢7

(c) 𝑢11

(d) 𝑢15

2. Laske seuraavat Fibonaccin luvut käyttäen lausetta 4.2

(a) 𝑢6

(b) 𝑢8

(c) 𝑢10

(d) 𝑢14

3. Laske
∑︁𝑛

𝑖=0
(︁𝑛
𝑖

)︁
(−1)𝑖𝑢𝑖, kun 𝑛 = 8 kirjoittamalla summa auki ja lisäksi lauseen

4.3 avulla.

4. Todista lauseen 4.2 todistuksessa esiintyneet väittämät:

(a) 𝛼2 = 𝛼 + 1

(b) 𝛽2 = 𝛽 + 1

5. Todista Binet’n kaavan avulla seuraava tulos Fibonaccin luvuille;

𝑢2𝑛+2𝑢2𝑛−1 − 𝑢2𝑛𝑢2𝑛+1 = 1.
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5 Tehtävien malliratkaisuja

Tässä luvussa on esitettynä malliratkaisut aiemmin esitetyille tehtäville. Tässä alalu-
vut jaottelevat malliratkaisut. Ensin on esitettynä Fibonaccin lukujen malliratkaisut,
sitten Pascalin kolmion ja viimeiseksi Fibonaccin lukujen ja Pascalin kolmioiden
malliratkaisut.

5.1 Fibonaccin lukujono

Alla on esitettynä luvun 2 eli Fibonaccin lukujen tehtävien malliratkaisuja.

1. Käytetään lauseen 2.9 kaavaa eli 𝑢2
𝑛 = 𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1 + (−1)𝑛−1. Sijoitetaan en-

sin 𝑛:n tilalle tarkasteltava luku. Tämän jälkeen käytetään vinkin mukaisesti
Wolfram Alphaa [15] Fibonaccin luvun määrittämiseksi. Saadaan alla esitetyt
malliratkaisut.

(a) 𝑢2
4 = 𝑢4+1𝑢4−1 + (−1)4−1 = 𝑢5𝑢3 + (−1)3 = 5 · 2 − 1 = 9

(b) 𝑢2
7 = 𝑢7+1𝑢7−1 + (−1)7−1 = 𝑢8𝑢6 + (−1)6 = 21 · 8 + 1 = 169

2. Käytetään lauseen 2.1 kaavaa eli 𝑢5𝑛+2 > 10𝑛. Huomataan aluksi, että lukuja
34 tai 56 ei pysty sellaisenaan esittämään lausekkeen 5𝑛 + 2 avulla. Näin ollen
pitääkin löytää sellainen luku, jonka pystyy esittämään tämän lausekkeen avul-
la. Lisäksi löydetyn luvun täytyy olla tarkasteltua pienempi. Alla on esitettynä
malliratkaisut.

(a) Luku 34 on suurempi kuin 32, jonka pystyy esittämään 𝑛:n avulla.

𝑢34 > 𝑢32 = 𝑢5·6+2 > 106

(b) Luku 56 on suurempi kuin 52, jonka pystyy esittämään 𝑛:n avulla.

𝑢56 > 𝑢52 = 𝑢5·10+2 > 1010

3. Lasketaan lauseen 2.10 perusteella. Selvitetään aluksi Wolfram Alphan [15]
avulla, minkä kahden peräkkäisen Fibonaccin luvun väliin 𝑁 sijoittuu. Pie-
nempi näistä luvuista kuuluu 𝑁:n summaesitykseen. Loput luvut saadaan joko
päättelemällä tai testaamalla, kahta peräkkäistä ei saanut valita. Alla on esitet-
tynä malliratkaisut.

(a) Nyt 𝑁 = 80. Havaitaan, että 55 = 𝑢10 < 𝑁 < 𝑢11 = 89. Seuraava
luku voidaan joko laskea tai saada se kokeilemalla esimerkiksi Wolfram
Alphan avulla. Laskemalla termi 21 saadaan seuraavasti: 80 − 55 = 25.
Saadaan 21 = 𝑢8 < 25 < 𝑢9 = 34 eli seuraava termi on 𝑢8 = 21 ja niin
edelleen. Saadaan siis

80 = 55 + 21 + 3 + 1 = 𝑢10 + 𝑢8 + 𝑢4 + 𝑢2.

(b) Nyt 𝑁 = 500. Havaitaan, että 377 = 𝑢14 < 𝑁 < 𝑢15 = 610. Saadaan siis
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500 = 377 + 89 + 34 = 𝑢14 + 𝑢11 + 𝑢9.

(c) Nyt 𝑁 = 1200. Havaitaan, että 987 = 𝑢16 < 𝑁 < 𝑢17 = 1597. Saadaan
siis

1200 = 987 + 144 + 55 + 13 + 1 = 𝑢16 + 𝑢12 + 𝑢10 + 𝑢7 + 𝑢2.

4. Käytetään lauseen 2.3. kaavaa 𝑢𝑚+𝑛 = 𝑢𝑚−1𝑢𝑛 + 𝑢𝑚𝑢𝑛+1. Esitetään tarkastelta-
vana olevan Fibonaccin luvun alaindeksi kahden eri luvun summana ja sijoite-
taan ne lauseen 2.3 kaavaan. Seuraavaksi voidaan käyttää esimerkiksi Wolfram
Alphaa [15]. Laskut riippuvat siis valituista muuttujista 𝑛 ja 𝑚 eli oma vastaus
voi erota hyvinkin paljon malliratkaisuista ja olla silti oikein.

(a) 𝑢9 = 𝑢4+5 = 𝑢3𝑢5 + 𝑢4𝑢6 = 2 · 5 + 3 · 8 = 10 + 24 = 34
(b) 𝑢16 = 𝑢9+7 = 𝑢8𝑢7 + 𝑢9𝑢8 = 21 · 13 + 34 · 21 = 273 + 714 = 987

5. Lauseen 2.6 mukaan syt(𝑢𝑚, 𝑢𝑛) = 𝑢𝑑 , missä 𝑑 =syt(𝑚, 𝑛). Käytetään suurim-
man yhteisen tekijän laskemiseen Eukleideen algoritmia [10].
Huom. Eukleideen algoritmin idea on esitettynä tarkemmin esimerkissä 2.4.

(a)

10 = 7 · 1 + 3
7 = 2 · 3 + 1
3 = 3 · 1 + 0

eli suurin yhteinen tekijä on 𝑢1 = 1.
(b)

15 = 2 · 6 + 3
6 = 2 · 3 + 0

eli suurin yhteinen tekijä on 𝑢3 = 2.
(c)

20 = 2 · 9 + 2
9 = 4 · 2 + 1
2 = 2 · 1 + 0

eli suurin yhteinen tekijä on 𝑢1 = 1.

6. Käytetään kaavaan aluksi hyödyksi tietoa 𝑢2
𝑛 = 𝑢𝑛𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛𝑢𝑛−1. Tämän jäl-

keen voidaan havaita lukujen supistuvan erotuksella, jolloin yhtä kuin merkin
oikealle puolelle jää 𝑢𝑛𝑢𝑛+1.

𝑢2
1 + 𝑢2

2 + 𝑢2
3 + · · · + 𝑢2

𝑛−1 + 𝑢2
𝑛

= 𝑢2
1 + 𝑢2𝑢3 − 𝑢2𝑢1 + 𝑢3𝑢4 − 𝑢3𝑢2 + · · · + 𝑢𝑛−1𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1𝑢𝑛−2 + 𝑢𝑛𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛𝑢𝑛−1

= 𝑢2
1 − 𝑢2𝑢1 + 𝑢2𝑢3 − 𝑢2𝑢3 + · · · + 𝑢𝑛−1𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1𝑢𝑛 + 𝑢𝑛𝑢𝑛+1

= 𝑢𝑛𝑢𝑛+1
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7. Tarkastellaan vinkin mukaisesti oikeaa puolta ja käytetään aluksi tietoa 𝑢2
𝑛 =

𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1 + (−1)𝑛−1. Havaitaan termin 𝑛 ollessa parillinen; (−1)𝑛 + (−1)𝑛−1 =

1− 1 = 0 ja vastaavasti termin 𝑛 ollessa pariton; (−1)𝑛 + (−1)𝑛−1 = −1+ 1 = 0
eli (−1)𝑛 + (−1)𝑛−1 = 0 kaikilla 𝑛 ≥ 2. Tämän jälkeen käytetään Fibonaccin
lukujen määritelmää eli 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛−2, kun 𝑛 ≥ 2. Viimeisessä vaiheessa
on laskettu 𝑢2

𝑛−1 − 𝑢2
𝑛−1 = 0. Saadaan 𝑢2

𝑛 − 𝑢2
𝑛−1 + (−1)𝑛 = 𝑢𝑛𝑢𝑛−1.

𝑢2
𝑛 − 𝑢2

𝑛−1 + (−1)𝑛 = 𝑢𝑛+1𝑢𝑛−1 + (−1)𝑛−1 − 𝑢2
𝑛−1 + (−1)𝑛

= (𝑢𝑛 + 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛−1 − 𝑢2
𝑛−1

= 𝑢𝑛𝑢𝑛−1 + 𝑢2
𝑛−1 − 𝑢2

𝑛−1

= 𝑢𝑛𝑢𝑛−1

5.2 Pascalin kolmio

Tässä luvussa on esitettynä Pascalin kolmion malliratkaisuja.

1. Käytetään binomikertoimen määritelmää eli kaavaa
(︁𝑛
𝑘

)︁
= 𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)! . Lisäksi
kertomafunktion määäritelmää 𝑛! = 𝑛 · (𝑛 − 1) · · · · · 2 · 1 [1, s.5].

(a) (︃
5
3

)︃
=

5!
3!(5 − 3)! =

5 · 4 · 3!
3! · 2!

=
20
2

= 10

(b) (︃
6
5

)︃
=

6!
5!(6 − 5)! =

6 · 5!
5! · 1!

=
6
1
= 6

(c) (︃
7
4

)︃
=

7!
4!(7 − 4)! =

7 · 6 · 5 · 4!
4! · 3!

=
210
6

= 35

2. Käytetään sekä summan määritelmää että kaavaa
∑︁𝑛

𝑖=1 𝑖 =
𝑛(𝑛+1)

2 .

(a)

7∑︁
𝑖=2

𝑖 = 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 27

(b)

60∑︁
𝑖=1

𝑖 =
60(60 + 1)

2
=

60 · 61
2

=
3660

2
= 1830
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(c)

200∑︁
𝑖=1

𝑖 =
200(200 + 1)

2
=

200 · 201
2

=
40200

2
= 20100

3. Käytetään binomilausetta (𝑥 + 𝑦)𝑛 = ∑︁𝑛
𝑟=0

(︁𝑛
𝑟

)︁
𝑥𝑛−𝑟 𝑦𝑟 .

(a)

(𝑥 + 2𝑦)7 =

7∑︁
𝑟=0

(︃
7
𝑟

)︃
𝑥7−𝑟2𝑦𝑟

=

(︃
7
0

)︃
𝑥7(2𝑦)0 +

(︃
7
1

)︃
𝑥6(2𝑦)1 +

(︃
7
2

)︃
𝑥5(2𝑦)2 +

(︃
7
3

)︃
𝑥4(2𝑦)3

+
(︃
7
4

)︃
𝑥3(2𝑦)4 +

(︃
7
5

)︃
𝑥2(2𝑦)5 +

(︃
7
6

)︃
𝑥1(2𝑦)6 +

(︃
7
7

)︃
𝑥0(2𝑦)7

= 1 · 𝑥7 + 7𝑥6(2𝑦) + 21𝑥54𝑦2 + 35𝑥48𝑦3

+ 35𝑥316𝑦4 + 21𝑥232𝑦5 + 7𝑥64𝑦6 + 1 · 128𝑦7

= 𝑥7 + 14𝑥6𝑦 + 84𝑥5𝑦2 + 280𝑥4𝑦3

+ 560𝑥3𝑦4 + 672𝑥2𝑦5 + 448𝑥𝑦6 + 128𝑦7

(b)

(𝑥 − 4𝑦2)4 =

4∑︁
𝑟=0

(︃
4
𝑟

)︃
𝑥4−𝑟 (−4𝑦2)𝑟

=

(︃
4
0

)︃
𝑥4(−4𝑦2)0 +

(︃
4
1

)︃
𝑥3(−4𝑦2)1 +

(︃
4
2

)︃
𝑥2(−4𝑦2)2

+
(︃
4
3

)︃
𝑥1(−4𝑦2)3 +

(︃
4
4

)︃
𝑥0(−4𝑦2)4

= 1 · 𝑥4 + 4𝑥3(−4𝑦2) + 6𝑥216𝑦4 + 4𝑥(−64)𝑦6 + 1 · 256𝑦8

= 𝑥4 − 16𝑥3𝑦2 + 96𝑥2𝑦4 − 256𝑥𝑦6 + 256𝑦8

(c)

( 1
2
𝑥 + 𝑦2)3 =

3∑︁
𝑟=0

(︃
3
𝑟

)︃
( 1
2
𝑥)3−𝑟 (𝑦2)𝑟

=

(︃
3
0

)︃
( 1
2
𝑥)3(𝑦2)0 +

(︃
3
1

)︃
( 1
2
𝑥)2(𝑦2)1 +

(︃
3
2

)︃
( 1
2
𝑥)1(𝑦2)2 +

(︃
3
3

)︃
( 1
2
𝑥)0(𝑦2)3

= 1 · ( 1
2
𝑥)3 + 3( 1

2
𝑥)2𝑦2 + 3

1
2
𝑥𝑦4 + 1 · 𝑦6

=
1
8
𝑥3 + 3

4
𝑥2𝑦2 + 3

2
𝑥𝑦4 + 𝑦6
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4. Tehtävän voi ratkaista kahdella eri tavalla. Lasketaan ensin summa käyttäen
kaavaa 2𝑛 =

∑︁𝑛
𝑟=0

(︁𝑛
𝑟

)︁
. Lisäksi alla on esitettynä summan laskeminen summa-

kaavan määritelmän kautta, missä on enemmän välivaiheita.

8∑︁
𝑟=0

(︃
8
𝑟

)︃
= 28 = 256

=

(︃
8
0

)︃
+

(︃
8
1

)︃
+

(︃
8
2

)︃
+

(︃
8
3

)︃
+

(︃
8
4

)︃
+

(︃
8
5

)︃
+

(︃
8
6

)︃
+

(︃
8
7

)︃
+

(︃
8
8

)︃
= 1 + 8 + 28 + 56 + 70 + 56 + 28 + 8 + 1
= 256

5. Nyt tarkastellaan binomia (2𝑥+3𝑦)10. Käytetään kaavaa (𝑥+𝑦)𝑛 = ∑︁𝑛
𝑟=0

(︁𝑛
𝑟

)︁
𝑥𝑛−𝑟 𝑦𝑟 .

Tarkasteltaessa tulon 𝑥8𝑦2 kerrointa ovat 𝑟 = 2 ja 𝑛 = 10. Tällöin saadaan(︃
𝑛

𝑟

)︃
𝑥𝑛−𝑟 𝑦𝑟 =

(︃
10
2

)︃
(2𝑥)8(3𝑦)2 =

10!
2!(10 − 2)!2832𝑥8𝑦2 =

10 · 9
2 · 1

256 · 9𝑥8𝑦2

= 103680𝑥8𝑦2

Näin ollen tulon 𝑥8𝑦2 kerroin on 103 680.

6. Tehtävänä oli todistaa
(︁𝑛
𝑘

)︁
=

(︁ 𝑛
𝑛−𝑘

)︁
, kun 𝑘 ≤ 𝑛. Aloitetaan todistus yhtä kuin

merkin oikealta puolelta. Käytetään ensin binomikertoimen määritelmää eli
kaavaa

(︁𝑛
𝑘

)︁
= 𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)! . Tämän jälkeen lasketaan nimittäjästä kerroin 𝑛−(𝑛−𝑘) =
𝑛−𝑛+𝑘 = 𝑘 . Viimeiseksi kertolaskun vaihdannaisuuden perusteella merkitään
(𝑛 − 𝑘)!𝑘! = 𝑘!(𝑛 − 𝑘)!. Saadaan

(︁ 𝑛
𝑛−𝑘

)︁
=

(︁𝑛
𝑘

)︁
.(︃

𝑛

𝑛 − 𝑘

)︃
=

𝑛!
(𝑛 − 𝑘)![𝑛 − (𝑛 − 𝑘)]!

=
𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!𝑘!

=
𝑛!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)!

=

(︃
𝑛

𝑘

)︃
.[2, 𝑠.152]

5.3 Fibonaccin lukujono ja Pascalin kolmio

Tässä luvussa on esitettynä malliratkaisuja Fibonaccin lukujen ja Pascalin kolmioiden
tehtäviin.

1. Käytetään Fibonaccin lukujen laskemiseen lausetta 4.1 eli kaavaa 𝑢𝑛+1 =∑︁𝑛/2
𝑟=0

(︁𝑛−𝑟
𝑟

)︁
.
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(a) Nyt 𝑛 = 3, koska 3 + 1 = 4.

𝑢4 =

3/2∑︁
𝑟=0

(︃
3 − 𝑟

𝑟

)︃
=

1,5∑︁
𝑟=0

(︃
3 − 𝑟

𝑟

)︃
=

(︃
3 − 0

0

)︃
+

(︃
3 − 1

1

)︃
=

(︃
3
0

)︃
+

(︃
2
1

)︃
= 1 + 2
= 3.

(b) Nyt 𝑛 = 6, koska 6 + 1 = 7

𝑢7 =

3∑︁
𝑟=0

(︃
6 − 𝑟

𝑟

)︃
=

(︃
6 − 0

0

)︃
+

(︃
6 − 1

1

)︃
+

(︃
6 − 2

2

)︃
+

(︃
6 − 3

3

)︃
=

(︃
6
0

)︃
+

(︃
5
1

)︃
+

(︃
4
2

)︃
+

(︃
3
3

)︃
= 1 + 5 + 6 + 1
= 13.

(c) Nyt 𝑛 = 10, koska 10 + 1 = 11

𝑢11 =

5∑︁
𝑟=0

(︃
10 − 𝑟

𝑟

)︃
=

(︃
10 − 0

0

)︃
+

(︃
10 − 1

1

)︃
+

(︃
10 − 2

2

)︃
+

(︃
10 − 3

3

)︃
+

(︃
10 − 4

4

)︃
+

(︃
10 − 5

5

)︃
=

(︃
10
0

)︃
+

(︃
9
1

)︃
+

(︃
8
2

)︃
+

(︃
7
3

)︃
+

(︃
6
4

)︃
+

(︃
5
5

)︃
= 1 + 9 + 28 + 35 + 15 + 1
= 89.

(d) Nyt 𝑛 = 14, koska 14 + 1 = 15

𝑢15 =

7∑︁
𝑟=0

(︃
14 − 𝑟

𝑟

)︃
=

(︃
14
0

)︃
+

(︃
13
1

)︃
+

(︃
12
2

)︃
+

(︃
11
3

)︃
+

(︃
10
4

)︃
+

(︃
9
5

)︃
+

(︃
8
6

)︃
+

(︃
7
7

)︃
= 1 + 13 + 66 + 165 + 210 + 126 + 28 + 1
= 610.

2. Lasketaan Fibonaccin luvut käyttämällä lausetta 4.2 eli kaavaa𝑢2𝑛 =
∑︁𝑛

𝑖=0
(︁𝑛
𝑖

)︁
𝑢𝑖.
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(a) Nyt 𝑛 = 3

𝑢6 =

3∑︁
𝑖=0

(︃
3
𝑖

)︃
𝑢𝑖 =

(︃
3
0

)︃
𝑢0 +

(︃
3
1

)︃
𝑢1 +

(︃
3
2

)︃
𝑢2 +

(︃
3
3

)︃
𝑢3

= 1 · 0 + 3 · 1 + 3 · 1 + 1 · 2 = 3 + 3 + 2
= 8.

(b) Nyt 𝑛 = 4

𝑢8 =

4∑︁
𝑖=0

(︃
4
𝑖

)︃
𝑢𝑖 =

(︃
4
0

)︃
𝑢0 +

(︃
4
1

)︃
𝑢1 +

(︃
4
2

)︃
𝑢2 +

(︃
4
3

)︃
𝑢3 +

(︃
4
4

)︃
𝑢4

= 1 · 0 + 4 · 1 + 6 · 1 + 4 · 2 + 1 · 3 = 4 + 6 + 8 + 3
= 21.

(c) Nyt 𝑛 = 5

𝑢10 =

5∑︁
𝑖=0

(︃
5
𝑖

)︃
𝑢𝑖 =

(︃
5
0

)︃
𝑢0 +

(︃
5
1

)︃
𝑢1 +

(︃
5
2

)︃
𝑢2 +

(︃
5
3

)︃
𝑢3 +

(︃
5
4

)︃
𝑢4 +

(︃
5
5

)︃
𝑢5

= 1 · 0 + 5 · 1 + 10 · 1 + 10 · 2 + 5 · 3 + 1 · 5 = 5 + 10 + 20 + 15 + 5
= 55.

(d) Nyt 𝑛 = 7

𝑢14 =

7∑︁
𝑖=0

(︃
7
𝑖

)︃
𝑢𝑖

=

(︃
7
0

)︃
𝑢0 +

(︃
7
1

)︃
𝑢1 +

(︃
7
2

)︃
𝑢2 +

(︃
7
3

)︃
𝑢3 +

(︃
7
4

)︃
𝑢4 +

(︃
7
5

)︃
𝑢5 +

(︃
7
6

)︃
𝑢6 +

(︃
7
7

)︃
𝑢7

= 1 · 0 + 7 · 1 + 21 · 1 + 35 · 2 + 35 · 3 + 21 · 5 + 7 · 8 + 1 · 13
= 7 + 21 + 70 + 105 + 105 + 56 + 13
= 377.

3. Lasketaan
∑︁𝑛

𝑖=0
(︁𝑛
𝑖

)︁
(−1)𝑖𝑢𝑖, kun 𝑛 = 8. Kirjoitetaan summakaava ensin ja sen

jälkeen esitetään se lauseen 4.3 muodossa.

8∑︁
𝑖=0

(︃
8
𝑖

)︃
(−1)𝑖𝑢𝑖 =

(︃
8
0

)︃
(−1)0𝑢0 +

(︃
8
1

)︃
(−1)1𝑢1 +

(︃
8
2

)︃
(−1)2𝑢2 +

(︃
8
3

)︃
(−1)3𝑢3 +

(︃
8
4

)︃
(−1)4𝑢4

+
(︃
8
5

)︃
(−1)5𝑢5 +

(︃
8
6

)︃
(−1)6𝑢6 +

(︃
8
7

)︃
(−1)7𝑢7 +

(︃
8
8

)︃
(−1)8𝑢8

= 1 · 0 − 8 · 1 + 28 · 1 − 56 · 2 + 70 · 3 − 56 · 5 + 28 · 8 − 8 · 13 + 1 · 21
= −21

= (−1)7𝑢8
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4. Muistetaan aluksi, että 𝛼 = 1+
√

5
2 ja 𝛽 = 1−

√
5

2 . Tarkastellaan sitten väitteitä
𝛼2 = 𝛼 + 1 ja 𝛽2 = 𝛽 + 1 lähtien yhtä kuin merkin vasemmalta puolelta.

(a)

𝛼2 =

(︄
1 +

√
5

2

)︄2

=

(︂
1 +

√
5
)︂2

22

=

12 + 2 ·
√

5 · 1 +
(︂√

5
)︂2

4
=

1 + 2 ·
√

5 + 5
4

=
6 + 2

√
5

4
=

3 +
√

5
2

=
2 + 1 +

√
5

2
=

1 +
√

5
2

+ 2
2

=
1 +

√
5

2
+ 1

= 𝛼 + 1.

(b)

𝛽2 =

(︄
1 −

√
5

2

)︄2

=

(︂
1 −

√
5
)︂2

22

=

12 − 2 ·
√

5 · 1 +
(︂√

5
)︂2

4
=

1 − 2 ·
√

5 + 5
4

=
6 − 2

√
5

4
=

3 −
√

5
2

=
2 + 1 −

√
5

2
=

1 +
√

5
2

+ 2
2

=
1 −

√
5

2
+ 1

= 𝛽 + 1.

5. Binet’n kaava on 𝑢𝑛 = 1√
5

[︂(︂
1+

√
5

2

)︂𝑛
−

(︂
1−

√
5

2

)︂𝑛]︂
. Käytetään aluksi merkintöjä

𝛼 = 1+
√

5
2 ja 𝛽 = 1−

√
5

2 , jotta malliratkaisu ei olisi niin pitkä. Sijoitetaan Binet’n
kaava tarkasteltavan kaavan vasemmalle puolelle. Tämän jälkeen kerrotaan
sulut auki ja käytetään potenssinlaskusääntöjä. Alla olevassa huomautuksessa
on laskettuna ja selitettynä pari välivaihetta.

𝑢2𝑛+2𝑢2𝑛−1 − 𝑢2𝑛𝑢2𝑛+1

=

(︃
1
√

5

[︁
𝛼2𝑛+2 − 𝛽2𝑛+2]︁ )︃ (︃

1
√

5

[︁
𝛼2𝑛−1 − 𝛽2𝑛−1]︁ )︃

41



−
(︃

1
√

5

[︁
𝛼2𝑛 − 𝛽2𝑛]︁ )︃ (︃

1
√

5

[︁
𝛼2𝑛+1 − 𝛽2𝑛+1]︁ )︃

=
1
5

(︂
𝛼4𝑛+1 − 𝛼2𝑛+2𝛽2𝑛−1 − 𝛽2𝑛+2𝛼2𝑛−1 + 𝛽4𝑛+1

)︂
− 1

5

(︂
𝛼4𝑛+1 − 𝛼2𝑛𝛽2𝑛+1 − 𝛽2𝑛𝛼2𝑛+1 + 𝛽4𝑛+1

)︂
=

1
5

(︂
𝛼2𝑛𝛽2𝑛+1 + 𝛽2𝑛𝛼2𝑛+1

)︂
− 1

5

(︂
𝛼2𝑛+2𝛽2𝑛−1 + 𝛽2𝑛+2𝛼2𝑛−1

)︂
=

1
5
· 𝛼2𝑛𝛽2𝑛 ·

(︂
𝛽 + 𝛼 − 𝛼2𝛽−1 − 𝛽2𝛼−1

)︂
=

1
5
·
(︄
1 +

√
5

2

)︄2𝑛 (︄
1 −

√
5

2

)︄2𝑛

· 5

=
1
5
· 5 · (−1)2𝑛

= 1

HUOM. Laskuista on jätetty pituuden takia muutama välivaihe pois. Toiseksi
alimmalla rivillä oleva (−1)2𝑛 on laskettu seuravasti;(︄

1 +
√

5
2

)︄2𝑛 (︄
1 −

√
5

2

)︄2𝑛

=

(︄
(1 +

√
5) (1 −

√
5)

4

)︄2𝑛

=

(︄
12 +

√
5

2

4

)︄2𝑛

=

(︃
1 − 5

4

)︃2𝑛

= (−1)2𝑛

Lisäksi kolmanneksi alimmalla rivillä oleva luku 5 voidaan laskea myös käsin.
Ensimmäisessä vaiheessa on käytetty potenssien laskusääntöjä. Tämän jälkeen
murtoluvut lavennetaan samannimisiksi. Binomin neliön laskukaavan vaihe on
jätetty esittämättä laskun lyhentämiseksi.

1 −
√

5
2

+ 1 +
√

5
2

−
(︄
1 +

√
5

2

)︄2 (︄
1 −

√
5

2

)︄−1

−
(︄
1 −

√
5

2

)︄2 (︄
1 +

√
5

2

)︄−1

=
1 −

√
5

2
+ 1 +

√
5

2
− (1 +

√
5)2

22 · 2
1 −

√
5
− (1 −

√
5)2

22 · 2
1 +

√
5

=
(1 −

√
5)2

2(1 −
√

5)
+ (1 +

√
5)2

2(1 +
√

5)
− (1 +

√
5)2

2(1 −
√

5)
− (1 −

√
5)2

2(1 +
√

5)

=
(1 −

√
5)2 − (1 +

√
5)2

2(1 −
√

5)
+ (1 +

√
5)2 − (1 −

√
5)2

2(1 +
√

5)

=
4
√

5
2(1 −

√
5)

+ 4
√

5
2(1 +

√
5)
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=
4
√

5(1 −
√

5) − 4
√

5(1 +
√

5)
2(1 −

√
5) (1 +

√
5)

=
4
√

5 − 4 · 5 − 4
√

5 − 4 · 5

2(12 −
√

5
2)

=
−40

2 · (−4) =
−40
−8

= 5
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