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Tamaén tutkielman tavoitteena on perehdyttda lukija Fibonaccin lukujonoon ja Pasca-
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kayttdd myos lisimateriaalina lukiossa edistyneille oppilaille.
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jokapaiviisessd eldméssd. Luvussa 3 tarkastellaan Pascalin kolmiota, joka aloitetaan
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ldén Pascalin kolmion kéyttod. Luvussa 4 tarkastellaan Fibonaccin lukujen ja Pasca-
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1 Johdanto

Tamén pro gradu -tutkielman tarkoituksena on tutustuttaa lukija sekéd Fibonaccin lu-
kujonon ettd Pascalin kolmion ominaisuuksiin ja siithen, miten ne liittyvit toisiinsa.
Tutkielmassa on pyritty selittdmiin sanallisesti eri lauseiden ja esimerkkien vili-
vaiheita, jotta lukijan olisi helpompi ymmértéia niitd. Néin ollen tutkielmaa voidaan
kayttdd myos lisamateriaalina edistyneille lukiolaisille. Jokaisen luvun lopussa on-
kin tata tukevia tehtévid, joille on esitetty malliratkaisut tutkielman luvussa 5. Naita
tehtavid tekemilld lukija voi syventdd ymmarrystdédn teoriasta.

Tamén tutkielman luvussa 2 tutustutaan Fibonaccin lukujonoon. Aluksi tarkas-
tellaan hieman lukujen historiaa seké siihen liittyvda kaniongelmaa, minka jilkeen
tutustutaan paremmin lukujen matemaattiseen maaritelméén. Tamén jilkeen tarkas-
tellaan Fibonaccin lukujonon ominaisuuksia, ensin jaollisuuksiin liittyvii ja sen jal-
keen myOs muita. Neljds alaluku késittelee Fibonaccin lukujonoa jokapdiviisessa
elamissid. Viidentend alalukuna on tehtivia Fibonaccin lukujonosta, joiden ratkaise-
miseen tarvitaan luvussa esitettyjd lauseita.

Luvussa 3 tutustutaan Pascalin kolmioon. Ensin tarkastellaan hieman Pascalin
kolmion historiaa. Seuraavaksi kolmiolle kdydadn lapi matemaattinen mairitelma,
jonka lisdksi esitetddn myoOs visuaalinen méiritelmd. Binomikaavojen laskemista
kdydddn myos hieman ldpi. Nididen jéilkeen tutustutaan Pascalin kolmion kdyttoon.
Viimeisend alalukuna on tehtévid Pascalin kolmiosta.

Luvussa 4 tarkastellaan Pascalin kolmion ja Fibonaccin lukujen yhtildisyyksid
kolmen lauseen ja muutaman esimerkin avulla. Seuraavassa alaluvussa kdsitellddn
sitd, miten Pascalin kolmio ja Fibonaccin luvut liittyvit shakkiin. Kuvat 4.2, 4.3 ja
4.4 havainnollistavat titd. Kolmannessa alaluvussa on tehtdvii tdstd luvusta.

Viimeiselld sivulla on esitettyni ldhteet. Etenkin suurin osa Wikipedia-artikkeleista
on tarkoitettu 1dhinna lisa- tai kertausmateriaaliksi lukijalle niiden hyvén saatavuu-
den takia. Lisiksi ldhteissd on esitetty linkki Wolfram Alphaan, josta voi olla hyotya
joidenkin tehtivien laskemisessa.



2 Fibonaccin lukujono

Tassa luvussa tutustutaan sithen, mitd Fibonaccin luvut oikeastaan ovat. Aluksi tar-
kastellaan niiden kehityksen historiaa, seuraavaksi tutustutaan niiden maéritelmaan.
Niiden jélkeen tarkastellaan Fibonaccin lukujen ominaisuuksia, ensin jaollisuutta ja
sitten muita. Ominaisuuksiin tutustumisen jilkeen tarkastellaan Fibonaccin lukuja
jokapaéiviisessd elamissd. Viimeisend lukuna on tehtidvid Fibonaccin luvuista.

2.1 Historia

Tutustutaan aluksi henkil6on, jonka mukaan Fibonaccin luvut ovat nimetty. Hénen
nimensd on Leonardo Fibonacci ja hdn syntyi noin vuonna 1170 Pisassa, Italiassa.
Fibonacci opiskeli matematiikkaa Algeriassa noin vuonna 1190. Hénen opettajansa
perehdytti Fibonaccin intialais-arabiseen lukujérjestelmiin ja laskennallisiin teknii-
koihin, joiden lisdksi Fibonacci perehtyi myos kirjaan algebrasta. Aikuisena Fibo-
nacci opiskeli erilaisia aritmeettisia jarjestelmid tehdessddn tyomatkoja Egyptissa,
Syyriassa, Kreikassa, Ranskassa ja Konstantinopolissa. Noin vuonna 1 200 Fibo-
nacci palasi kotiinsa Pisaan ja julkaisi vuonna 1 202 kirjansa Liber Abaci (suom.
Abacuksen kirja). [2, s.1-3]

Fibonacci julkaisi myos muita matemaattisia teoksia. Kuitenkin Liber Abaci- kirja
sisélsi kuuluisan kaniongelman, joka liittyykin Fibonaccin lukuihin. Kaniongelman
erds esitysmuoto on esitettynd alla. [2, s.4]

KANIONGELMA:

Oletetaan, ettd kahdesta vastasyntyneestd kanista toinen on uros ja toinen
naaras. Ratkaise vuodessa syntyneiden kanien lukumaiiré, jos:

1. jokaiselta parilta menee yksi kuukausi tulla sukukypséksi,

2. jokainen pari tuottaa naaras-uros-parin kuukaudessa, alkaen toi-
sesta kuukaudesta syntymin jilkeen; ja

3. yksikéddn kani ei kuole vuoden aikana [2, s.4].

Aluksi on siis yksi pari nuoria kaneja, jotka ovat alkuperiisii kaneja. Ensimmai-
sen kuukauden jilkeen pari on tullut sukukypsiksi eli aikuisiksi. Toisen kuukauden
kuluttua tdma pari saa toisen parin. Talloin kaneja on kaksi paria; aikuiset ja nuoret.
Kolmannen kuukauden aikana alkuperdiset kanit saavat toisen parin, samalla kun
niiden esikoispari tulee sukukypsiksi. Nyt kaneja on kolme paria; kaksi aikuista ja
yksi pari nuoria kaneja. Neljannen kuukauden aikana alkuperdiset kanit ja esikois-
pari saavat molemmat yhden parin, kun taas yksi pari tulee sukukypséksi. Neljannen
kuukauden aikana on siis yhteensa viisi paria; kolme aikuista ja kaksi nuorta. [1,
s.285] Tilannetta selkiyttava taulukko 2.1 on esitettyna alla.



Taulukko 2.1. Kaniyhdyskunnan kasvu

Kuukausi Aikuiset parit Nuoret parit Parit yhteensa

0 0 1 1
1 1 0 1
2 1 1 2
3 2 1 3
4 3 2 5
5 5 3 8
6 8 5 13
7 13 8 21
8 21 13 34
9 34 21 55
10 55 34 89
11 89 55 144
12 144 89 233

Parien mééraa yhteensi eli lukuja
1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, 233, ...

kutsutaankin Fibonaccin luvuiksi ja kyseistda lukujonoa Fibonaccin lukujonoksi.
[1,s.285]

2.2 Fibonaccin lukujonon mairitelma

Fibonaccin lukujen merkinnéssd korostetaan luvun paikkaa jonossa. Esimerkiksi
aiemman taulukon mukaan kuudes Fibonaccin luku on 8 eli ug = 8. Toisin sanoen
n:ttd Fibonaccin lukua voidaan merkité u,,:114. [1, s.285] Kirjallisuudessa kiytetdén
myOs muita merkintdtapoja, kuten f, tai F;,.

Kun tarkastellaan Fibonaccin lukuja, voidaan havaita niilld olevan seuraava mie-
lenkiintoinen ominaisuus;

2=1+1taius =uy+u;
3=2+1taiug =u3+u
5=3+2taius = uy+ uj
8 =5+3tai ug = us + ug.

Niin ollen luku saadaan siis laskemalla kaksi sitd edeltivdd lukua yhteen. Tasta
padstiddnkin Fibonaccin lukujen yleiseen esitysmuotoon:

upr =uy = 1
Uy = Up_1 +Uy—2, kunn > 3 [1, s.286]

Jonoja, joiden termit voidaan esitelld edellisten termien lineaarikombinaatioi-
na, kutsutaan rekursiivisiksi jonoiksi. Fibonaccin sarja onkin ensimméiinen tunnettu



tallainen jono matematiikan historiassa. Vasta vuonna 1634, eli noin 400 vuotta
Fibonaccin elinajan jilkeen, matemaatikko Albert Girardin tekstissd oli esitettyna
Fibonaccin lukujonojen kaava. Toisin sanoen Fibonaccilla ei vilttdmattid ollut tietoa
jonon rekursiivisuudesta.[1, s.286]

2.3 Fibonaccin lukujonon ominaisuuksia

Tarkastellaan aluksi Fibonaccin lukujonon kasvua. Kéiytetddn tihidn apuna mate-
maattista ohjelmistoa Wolfram Alphaa [15], jolloin saadaan esimerkiksi alla esitetyt
Fibonaccin luvut;

u; =13 > 10 = 10!,

upp = 144 > 100 = 10%,

w7 = 1597 > 1000 = 10°,
uz = 17711 > 10000 = 10%,

Fibonaccin luvut néyttdisivit kasvavan nopeasti. Luvusta u7 siirryttdessd lukuun
u12 Fibonaccin luvun suuruusluokka on kasvanut jo yhden kymmenpotenssin verran.
Vastaavasti luvusta u7 siirryttdessi lukuun u17 luvun suuruusluokka on kasvanut kah-
den kymmenpotenssin verran ja niin edelleen. Seuraava lause kuvaa tétd Fibonaccin
lukujen ominaisuutta.

Lause 2.1. Fibonaccin lukujen kasvua kuvaa seuraava tulos
Uspen > 10" kaikillan € N, n > 1.

Todistus. Lause todistetaan kayttimalld induktiota n:n suhteen [1, s.1-6][11](lisd4
tietoa induktiotodistuksesta). Kun n = 1, niin us.;4» = u7 = 13 > 10 = 10 eli lause
pitaa tédlloin paikkansa.

Oletetaan seuraavaksi, ettd luvulle n = k pitee usisn > 10%, kun k > 1. To-
distetaan tdmin oletuksen perusteella, ettd viite pitee myos, kun n = k + 1 eli
US(ks1)42 > 10F+! pitdd paikkansa. Havaitaan aluksi, ettd us(r41)42 = Usk+542 = USk47.
Kéytetddn taimén jialkeen Fibonaccin lukujen méaaritelmaa u,, = u,—1 + u,—» seki las-
kusidntojd. Saadaan siis usg7 > 1081



Usk+7 = USk+6 + USE45
= Usk45 + Usk4d + USE45
= 2Usky5 + Uske4
= Usg43 + Uske2 + 2Usgrq + 2Us5k43
= 3uspe3 + Usge2 + 2Uspe3 + 2Usin
= 3usk42 + Susi43
= 3usg42 + Suspen + Suspy
= Busps2 + Suspe
> Busgyn +2(Usk1 + Usk)
= 10usi42
> 10 - 10%
— 10k+1.

Mikai on haluttu tulos eli lause pitad paikkansa. [1, 5.286] O

2.3.1 Jaollisuus

Tarkastellaan ensin jaollisuutta, joka on erds lukuteorian keskeinen kisite. Olkoot
a ja b kokonaislukuja siten, ettd a # 0. Talldin sanotaan, ettd a jakaa luvun b jos
on olemassa kokonaisluku ¢ siten, etti b = ac. Lukua a kutsutaan tidlloin luvun
b jakajaksi tai tekijiksi. Vastaavasti lukua b kutsutaan luvun a moninkerraksi. 5,
s.36][9] Esimerkki 2.1. havainnollistaa tati kasitetta.

Esimerkki 2.1. Madritetddn luvun 24 kaikki tekijit. Luku 24 voidaan esittdd tulon
avulla seuraavasti:

24=12-2=8-3=6-4=24-1.

Luvun 24 tekijoitd ovat siis 24, 12, 8, 6, 4, 3, 2 ja 1. Luku 24 on niiden kaikkien
moninkerta.

Perehdytiin seuraavaksi suurimpaan yhteiseen tekijddn. Sitd ennen pitdd madri-
telld, mita tekijdlld oikeastaan tarkoitetaan. Luvun tekijdksi kutsutaankin lukua, joka
on myos luvun jakaja. Tarkastellaan esimerkiksi lukua 6. Tami voidaan esittdd ko-
konaislukujen tulona seuraavasti; 6 = 6 - 1 = 2 - 3 eli luvun 6 tekijit ovat 1,2,3 ja 6.
Suurin yhteinen tekijd on taas nimensid mukaisesti kahden tai useamman eri luvun
yhteisistd tekijoistd suurin. Merkitédén titd syt:114. Alla on esitettyné havainnollistava
esimerkki. [1, s.19-24][12]

Esimerkki 2.2. Lasketaan lukujen 12 ja 16 suurin yhteinen tekija. Kirjataan aluksi
lukujen tekijit

Luvun 12 tekyjit: 1,2,3,4,5,12
Luvun 16 tekijit: 1,2,4,8,16
Luvun 12 ja 16 yhteiset tekijit: 1, 2,4



Luvun 12 ja 16 suurin yhteinen tekijd on siis 4. Tatd merkitdédn seuraavasti: syt(12,16)=4.

Kahdella perikkdiselld Fibonaccin luvulla ei ole muita yhteisid jakajia kuin luku
1. Tama tarkoittaa siti, ettd kahden peridkkdisen Fibonaccin luvun suurin yhteinen
tekija on 1. Ominaisuus on esitettyna seké todistettuna seuraavan lauseen yhteydessa.
[1,5.286]

Lause 2.2. Fibonaccin lukujonolle pdtee, syt(uy, uy+1) = 1 kaikille n > 1

Todistus. Oletetaan, ettd kokonaisluku d > 1 jakaa molemmat luvut u, ja u,.
Talloin d jakaa myos ndiden kahden luvun erotuksen [1, s.20] eli

Upyl — Up = (”n + un—l) —Up = Up-1.

Tama voidaan toistaa seuraavasti

Up —Up-1 = (un—l + un—Z) —Up—1 = Up-2

Up-1 —Up-2 = (un—Z + ”n—3) —Up-2 =Up-3

u4—u3:(u3+u2)—u3:u2.

Fibonaccin lukujen médritelméin mukaan u; = 1, joka ei ole jaollinen millddn d > 1.
Suurimman yhteisen tekijdn on siis oltava d = 1. [1, s.287] O

Tarkasteltaessa Fibonaccin lukuja havaitaan, ettd joka neljds luku on kolmella
jaollinen, joka viides luku on viidelld jaollinen ja joka kahdeksas luku on jaollinen
seitsemdlld. Erddn tuloksen mukaan jokaiselle alkuluvulle on olemassa ddrettoméan
monta Fibonaccin lukua, jotka se jakaa. Lisdksi jakautuvat luvut sijaitsevat tasavilein
sarjassa. Tama tulos on vain mainintana téssa tutkielmassa, se on jitetty esittimétta
todistuksen hankaluuden vuoksi. [1, s.287]

Alkuluku madritelldén sellaiseksi lukua 1 suuremmaksi luvuksi, jonka tekijoini
on vain luku 1 seké luku itse [5, s.70]. Naitd lukuja ovat muun muassa 2, 3, 5, 7, 11,
. ... Havaitaan, ettd Fibonaccin luvut u3 = 2, us = 5, u7 = 13 ja u;; = 89 ovat kaikki
alkulukuja. Voisi siis olla houkuttelevaa arvata Fibonaccin luvun olevan alkuluku,
kun n on alkuluku. Kuitenkaan tami arvaus ei pdde jo 19. Fibonaccin luvulla, silla
ug = 4181 = 37 - 113. Lisédksi ei ole tietoa siitd, onko alkulukuja ddreton maara
tassd lukujonossa. [1, s.287] Alkulukuja on todistetusti miiritetty 25 kappaletta
Fibonaccin lukujonosta, suurimman niisti ollessa ug31;. [1, s.291]

Jokaisella Fibonaccin luvulla on tekijana "uusi"alkuluku eli se ei esiinny milldan
pienemmin alaindeksin omaavalla luvulla. Poikkeuksena télle ominaisuudelle ovat
ur=luy=1us=8=4-2jaup, =144 =2*.3% [1, 5.287]

Esimerkki 2.3. Tarkastellaan Fibonaccin lukua u;5 ja sen sisdltdimad alkulukua.
Lukuonu;s =610 =10-61, missd 61 on alkuluku eiki esiinny milldin pienemmilla
Fibonaccin luvuilla.



Erids silmiinpistdvin ominaisuus Fibonaccin luvuilla on se, ettd suurin yhteinen
tekija kahdelle Fibonaccin luvulle on itsessddn Fibonaccin luku. Tamidn ominaisuu-

den kannalta keskeinen tulos on esitettynd ja todistettuna seuraavasssa lauseessa. [1,
5.288]

Lause 2.3. Fibonaccin luvuille pditee
Umtn = Um—1Up T UpUn+],
kunm € Njan € N.

Todistus. Todistetaan lause induktiolla n:n suhteen, kun m > 2 [1, s.1-6][11](lisdd
tietoa induktiotodistuksesta). Kun n = 1 yhtilo saadaan muotoon

Ul = Up—1U1 + Upt) = U1 - L+ Uy - 1 =Upg + ttpy,

miki pitdd paikkansa Fibonaccin lukujen mééritelmin mukaan.
Oletetaan seuraavaksi yhtdlon patevin, kunn € (1,2, ..., k), eli tdlldin

Uik = WUk + UppUis] A Upg(k—1) = Up—1Ug—1 + Uk,

Todistetaan seuraavaksi vditteen pétevin, kun n = k + 1. Kéytetdin ensin Fibonaccin
lukujonojen mairitelmaii, jonka jalkeen voidaan kiyttda ylld olevia yhtdloita termeille
Um+k ja Um+(k-1)- Saadaan SiiS Upke] = Um—1Uks] + Umlisr.

Um+k+1 = Um+k+1-1 + Um+k+1-2 = Um+k + Um+k—1
= Ump—1Uk T UpUi+] T Up—1Uk—1 + UpUi
= U1 (Ug + U—1) + U (U1 + Ug)

= Up—1Uk+1 T UmUi42.
Viite pitéa siis paikkansa. [1, s.288] |

Edellinen tulos voikin helpottaa Fibonaccin lukujen laskemista késin. Tarkastel-
laan havainnollistavaa esimerkkid seuraavaksi.

Esimerkki 2.4. Edellisen lauseen avulla voidaan laskea 11, kun esitetdan esimer-
kiksi 10 = 6 + 4. Lisidksi tiedetddn, ettd ug = 8, us = 5 jaug = 3.

u10:u6+4:u5u4+u6u5:5-3+8-5:15+40:55.

Edellisen lauseen avulla voidaan todistaa seuraava tulos Fibonaccin lukujen jaol-
lisuudesta.

Lause 2.4. Olkoot m,n € N. Kaikillam > 1, n > 1, u,,,, on jaollinen termilld u,,.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla termin n suhteen. Kun n = 1, niin u,,.1 = u,,,
joka on jaollinen u,,:114.

Oletetaan seuraavaksi vditteen pitevian, kun n € {1,2,..., k}. Tallin u,, on
jaollinen u,,:11a. Tarkastellaan tapausta, kun n = k + 1. Nyt tt,,,(x41) = Umk+m- Kéyt-
tamalld edellisen lauseen tulosta saadaan

Umk+m = Umk—1Um + UmkUm+1-

10



Oletuksen perusteella u,, jakaa termin u,,, joten se jakaa myOs termin u,,;Um+.
Lisiksi u,, jakaa luonnollisesti my0s termin u,, ;1 u,,, koska se on timéin tekijd. Nédin
ollen u,,x+m, on jaollinen termilld u,,. [1, s.289] m|

Tarkastellaan sitten kahden Fibonaccin luvun suurinta yhteisti tekijda. Tatd varten
tarvitaan seuraavaksi esitettavaa lausetta.

Lause 2.5. Olkoot m,n,q,r € N. Jos m = gn + r, niin syt(u, u,) = syt(u,, u,).
Todistus. Kaytetddn ensin lausetta 2.3, jonka avulla saadaan:

Syt(um, un) :Syt(uqnﬂ’a un) :Syt(uqn—lur t UgnlUrsl, un)-

Lauseen 2.4. mukaan u, jakaa termin u,,, jolloin se jakaa my0s termin u,,i,41.
Suurimmalle yhteiselle tekijille pitee seuraava tulos; syt(a + ¢, b) =syt(a, b), kun b
jakaa c:n [5, s.94]. Téll6in saadaan:

Syt(uqn—lur + Ugnlril, un) :Syt(uqn—lur, un)

Nyt pitidisi todistaa syt(uy,—1, u,) = 1. Tarkastellaan titd vditettd asettamalla d =syt(ugn—1, uy).
Talloin d jakaa u,:n jalauseen 2.4. perusteella u,, jakaa u,,:n, minké perusteella d ja-
kaa my0s termin u, sekd termin u,,_1. Nyt d on siis kahden perikkéisen Fibonaccin
luvun yhteinen jakaja. Lauseen 2.2. perusteella d = 1.

Kun syt(a,c) = 1, niin syt(a, bc) =syt(a, b) [1, s. 24 ]. Tamin perusteella
voidaankin kirjoittaa

SYt(pm, tn) =SYt(Ugn-1Ur, un) =Syt(u,, uy).

Tdama on haluttu tulos. [1, s.289] O

Edeltineiden tulosten perusteella voidaan kahdelle Fibonaccin luvulle méaarittaa
suurin yhteinen tekijd seuraavan lauseen perusteella.

Lause 2.6. Olkoot m,n,d € N. Suurin yhteinen tekiji kahdelle Fibonaccin luvulle
on Fibonaccin luku, tarkemmin sanoen,

Syt(uma un) = Ugq,
missd d =syt(m, n).

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd m > n. Kéytetidin seuraavaksi Eukleideen algoritmia
[2, s.134][10] termille m ja termille n. Télloin saadaan seuraavat yhtilot;

m=qin+ri (0<ry<n)

n=qari+rnr (0<r2<r1)

ri=qary +r3 (0<r3<r)
n—2 =(gnrn try (0<rn<rn—l)

Fn-1= qn+17n + 0.

Lauseen 2.5. perusteella saadaan:
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Syt(um, un) =syt(uy,, un) =syt(uy,, uy,) = --- =syt(u,, ,,u,).

Lauseen 2.4. perusteella u,, jakaa termin u, , silld r, jakaa termin r,_;. Tédstd
voidaankin péitelld syt(u,, ,,u,,) = u,,. Toisaalta taas r, on médritelty Eukleideen
algoritmin perusteella olevan viimeinen jéljelle jadnyt kokonaisluku, joka ei ole nolla.
Toisin sanoen se on luvun m ja n jakojdannos eli r, =syt(m, n). Saadaan siis

syt(uy,, uy) = Usyt(m,n) = Ud,

jolloin lause on todistettu. [1, 5.290] O

Lasketaan seuraavaksi havainnollistava esimerkKi.

Esimerkki 2.5. Lasketaan syt(uyq, u15) =syt(6765,610) ensin Eukleideen algorit-
min avulla ja sen jilkeen edellisen lauseen avulla.

Kaytetdadn aluksi siis Eukleideen algoritmia. Esitetdidn nyt luku 6765 luvun 610
avulla. Voidaan havaita 610 - 11 = 6710, johon pitdi siis summata vield 55. Néin
saadaan alla esitettynd ylin rivi. Seuraavaksi esitetddn luku 610 luvun 55 avulla.
Havaitaan, ettd 55 - 11 = 605, jolloin pitdd summata vield 5. Tdlloin saadaan alla
oleva toinen rivi. Viimeisend vaiheena esitetddn luku 55 luvun 5 avulla, jolloin
5-11 =55. Alla on esitettynd nama vilivaiheet;

6765 =11-610+55
610=11-55+5
55=11-5+0

ja ndin ollen syt(ug, #15) = 5. Voidaan havaita myds, ettd lause pitdd paikkansa:

syt(u20, U15) = 5 = U5 = Ugy(20,15)-

Kaytetddn seuraavaksi edellistd lausetta esimerkin laskemiseen. Lasketaan nyt siis
lukujen 20 ja 15 suurin yhteinen tekijd kdyttamalld Eukleideen algoritmia. Esitetddn
luku 20 luvun 15 avulla, jolloin 15 - 1 = 15. Télloin 15 pitdd summata vield 5.
Seuraavassa vaiheessa esitetddn luku 15 luvun 5 avulla. Saadaan 5 - 3 = 15, jolloin
suurin yhteinen tekijd on 5. Alla on esitettynd vilivaiheet;

20=1-15+5
15=3-5+0

Lause pitii siis paikkansa ja se voi olla hyodyllinen sekd nopea tapa suurimman
yhteisen tekijan laskemisessa. Sen laskemiseen voi kiyttdd my0Os esimerkissa 2.1
ollutta keinoa esittdd ensin lukujen tekijit listana ja etsid niistd suurin. Tama ei
kuitenkaan ole kovinkaan matemaattinen tapa ratkaista suurinta yhteistd tekijaa ja
se toimii parhaiten pienilld luvuilla. Esimerkissd 2.4 Fibonaccin luvut olivat 6765
ja 610, joiden suurimman yhteisen tekijin etsiminen listaamalla olisi ollut erittdin
tyolasta.

Lauseen 2.4. vastakohta pystytddnkin perustelemaan lauseesta 2.6. Timi on muo-
toiltuna seuraavaksi lauseeksi.[1, s. 290]
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Lause 2.7. Fibonaccin luvuilla u,, jakaa luvun u,, jos ja vain jos m jakaa luvun n
kaikillan > m > 3.

Todistus. Tarkastellaan implikaatioita erikseen molempiin suuntiin.

"="Oletetaan, etti u,, jakaa luvun u,. Talloin luonnollisesti syt(u,,, u,) = .
Kuitenkin lauseen 2.6. mukaan tulisi olla syt(u,,, u,) =syt(usy(m,n)). Tdmin perus-
teella syt(m, n) = m, mistéd seuraa se, ettd m jakaa luvun n. [1, s.290]

"<"Oletetaan, ettd m jakaa luvun n. Tilloin luonnollisesti syt(m,n) = m.
Lauseen 2.6. mukaan syt(u,,, u,) = u,,, jolloin u,, jakaa luvun u,,. |

2.3.2 Muita ominaisuuksia

Tarkastellaan seuraavaksi erista esimerkkiid Fibonaccin luvuista.

Esimerkki 2.6. Summataan 10 ensimmdisti Fibonaccin lukua, jolloin saadaan
1+14243+5+8+13+21+434+55 =143 =144-1 =u;p—1 = ujon—1.

Ensimmadisten n:n Fibonaccin luvun summa néyttéisi siis olevan yhtd suuri kuin
un+2 — 1. TAdma tulos on esitettynd ja todistettuna seuraavassa lauseessa.

Lause 2.8. Olkoon n € N. Fibonaccin luvuille on voimassa seuraava tulos;
Up+up+---+uy_1 +u, =ty — 1.
Todistus. Aloitetaan tarkastelemalla Fibonaccin lukujen miiritelmdd. Se saadaan
muotoon
Up =Up-1 tUp—2 S Up2 = Uy — Up_].

Sijoitetaan tdma tieto alla olevaan lausekkeeseen. Tamain jilkeen jarjestellddn terme-
jd. Havaitaan, ettd termejd voidaan vdhentdd lausekkeesta, silld u,, — u,, = 0. Tdmén
jélkeen sijoitetaan Fibonaccin lukujonon miiritelméan mukaan u, = 1. Saadaan siis
up+uy+uz+-- o Fuy =up — 1.

urtur+us+---+uUy_1+u, =u3 —uUp+ug—uUu3t+uUus—uqg+...
tUpel — Up T UR2 — Up—]
=U3— U3+ U4 — U4+ U5— ...

—Up+Upse] — Upsl T UR2 — U2

=Upy2 — U
=Upp — 1
Tamai on haluttu tulos eli lause on todistettu. [1, s.292] |

Tarkastellaan seuraavaksi Fibonaccin lukujen potenssia havainnollistavan esimer-
kin avulla.
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Esimerkki 2.7. Esimerkiksi Fibonaccin lukujen u4 ja us potenssiksi saadaan

u;=3*=9=10-1=5-2-1=usuz - 1
ut=5"=25=24+1=8-3+1=ueus+1.

Fibonaccin lukujen potenssi voidaan siis esittdd muiden Fibonaccin lukujen avul-
la. Seuraavassa lauseessa on esitettynd ja todistettuna tdma tulos.

Lause 2.9. Olkoon n € N. Fibonaccin lukujen toiselle potenssille on voimassa
seuraava tulos;

Uy = Uittt + (=1)"7.
Todistus. Lause saadaan muotoon u? = w1, + (=1)"' & 42 — uppu,_ g =
(=1)""!. Todistetaan lause tarkastelemalla pitisko timi jalkimmdiinen viite paik-
kansa. Kaytetddan ensimmaisessid kohdassa Fibonaccin lukujen mééritelmaa, minka
jalkeen kerrotaan sulut auki ja otetaan u,_; yhteiseksi tekijaksi. Tdmaén jilkeen kiy-
tetddn Fibonaccin lukujen méadritelmaa eli w41 = uy + Upy—1 © Up—1 = Uy — Upy1.
Seuraavaksi otetaan (—1) yhteiseksi tekijéksi. Toistetaan sama luvulle ui_l. Toiste-
taan titd n — 2 kertaa, minki jidlkeen sijoitetaan up = u; = 1 ja uz = 2. Saadaan siis

U2 = Upyitty—y = (=1)"7L,

Uy — UpsiUn-1 = U (Up-1 + Un—2) = Uns1Up-]
= UpUp—1 + Up2Up — Ups1Up—]
= (U = Uns1)Up—1 + Uplty—
= Up—1Up—1 + UpUp—2
= (=D)(us_; — upttn-)
= (=) (up-1(ttp—2 + tp-3) — pttp_2)
= (=) (un-1 — up)up—2 + tty-3up_1)
= (1) () + Un—3ttn1)

= (_l)z(u,%_z - un—3un—l)

= (=1)""2(u5 — usuy)
= (-1)"3(1*-2-1)
= (-1)"2(-1)

— (_l)n—l.

Lause pitaa siis paikkansa. [1, 5.293] O

On tiedettavisti olemassa vain kolme Fibonaccin lukua, jotka ovat jonkin luvun
neliGitd. Nama ovat u; = up = 1 = 12, uyp = 144 = 122, Lisiksi jokaisen positiivisen
luvun voi esittdd erillisten Fibonaccin lukujen summan avulla. Esimerkiksi 9 = 8+1 =
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ueg+uy =5+3+1 = us + uyg + u;. Tarkastellaan tdtd ominaisuutta ja todistetaan
se seuraavan lauseen yhteydessé. Lauseen tdtéd esitysmuotoa kutsutaan Zeckendorfin
esitykseksi.

Lause 2.10. Olkoon N € N ja N > 1. Mikd tahansa N voidaan esittdd erisuurten
Fibonaccin lukujen summana, joista mitkdcdn kaksi ei ole perdkkdisid. Toisin sanoen

N:ukl+uk2+---+ukr,
missd k1 > 2 ja ki1 > kj+2 kaikilla j =1,2,...,r — 1.

Todistus. Tarkastellaan ensin, pitddko viite paikkansa muutamilla luvuilla. Esimer-
kiksi 1 = uy, 2 = u3, 3 = uq, 4 = u4 + u; ja niin edelleen. Riittidkin siis osoittaa,
ettd kaikilla n > 2 kaikille kokonaisluvuille 1,2,3,...,u, — 1 on olemassa lukujen
Uz, us, ..., U,—n SUMMa mitdadn niistd toistamatta. Todistetaan tima viite induktiolla.

Oletetaan aluksi, ettd viite pitidd paikkansa muuttujalle n = k. Téalloin N on valittu
siten, ettd ux_1 < N < uy41. Nytkoska N < uy4 tistd voidaan vihentda uy_; molem-
min puolin. Kéytetidin seuraavaksi Fibonaccin lukujen mééritelmaii, jolloin saadaan
N —up_1 < ugs1 — ug—1 = uy. Tastd voidaan piitelld, ettd kokonaisluku N — uy_;

voidaan esittidd erisuurten lukujen uy, us, . . ., ux—» jonain summana. Nidin ollen N ja
jokainen kokonaisluku 1,2, 3, ..., ux:; — 1 voidaan esittdd lukujen uy, us, ..., ugx—2
summana toistamatta niitd. [1, s.295] |

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta, kun u, < N < u,. Téilloin N on ei-
perdkkiisten Fibonaccin lukujen summa, sisdltden kuitenkin luvun «,. Jos summa ei
sisdlld lukua u,, niin vaikka kaikki hyvéksyttavit Fibonaccin luvut kiytettéisiin, nii-
den summa ei olisi V. Toisin sanoen summan on pakko sisiltad luku u,. Kun r = 2s,
eli se on parillinen, havaitaankin kaavan u, = u,_1 — u,+ avulla seuraava

uzt+us+uy;+---+ups 2 +uxq

=Uqs— U T UG —ULH U — UGt - F U] — U2s—3 T Uy — U2
= Uys — U2

=u, — 1.

Vastaavasti jos r on pariton eli r = 25 + 1 saadaan

Ur +ug+ug+---+ups_1+ung
=uUz—uptus—uztuy —uUs+---+ U — U2+ Udg] — U2s—1

= Usel — U]
=u, —1.[1, s.295]

Molemmissa tapuksissa tulokseksi saatu summa on vihemmaén kuin N. Milldan
muulla Zeckendorfin esitykselld ei ole mahdollista saavuttaa summaa, joka olisi
u, — 1. [1, s.295] Alla oleva esimerkki havainnollistaa titd ideaa hieman paremmin.

Esimerkki 2.8. Esitetddn luku N = 65 Fibonaccin lukujen avulla. Nyt havaitaan

55:u10<N<u11:89,
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joten Zeckendorfin esitykseen kuuluu ainakin u9 = 55. Tilloin esityksessd puuttuu
vield 65 — 55 = 10 esitettynd summana eri Fibonaccin luvuista, jotka eivit ole
perdkkiisid. Niilld ehdoilla ainoa mahdollinen esitys on 10 = 8 + 2 = ug + u3
(esitysmuodossa 10 = 2+ 3 +5 = u3 + us + us5 on kolme perikkiistd lukua). Saadaan
siis:

65=2+8+55=u3+ug+ujp.

Voitaisiin tarkastella my6s Fibonaccin luvun u), jaollisuutta, kun p on alkuluku.
Tietenkin u,, voi olla tdlloin myos alkuluku, esimerkiksi u#; = 1 tai u3 = 2. Onkin
olemassa monia eri tuloksia koskien tietyn Fibonaccin luvun u,, jaollisuutta, mutta
ne on sivuutettu tissa tutkielmassa.

2.4 Fibonaccin lukujono jokapaiviisessa elamiassa

Fibonaccin lukuihin voi tormétd monissa odottamattomissa paikoissa. Ne esiintyvit
luonnossa, musiikissa, maantieteessd, kemiassa ja geometriassa. Ne voi havaita ki-
pyjen spiraalisessa muodossa, kukkien terédlehtien lukuméérédssd ja puussa olevien
lehtien jdrjestyksestd. [3, s.129]

Erilaisissa kukissa terdlehtien lukumiird on usein Fibonaccin luku. Esimerkiksi
iirikselld on kolme terdlehted, kun taas pdiviankakkaralla niitd on usein 13, 21 tai
34, joskus pdiviankakkaralla on jopa 55 tai 89 terédlehted. Joillakin kukilla terdlehtien
lukumaéiri on paljon vaihtelevampaa. [2, s.17]

Fibonaccin luvut nikyvit myos auringonkukissa, etenkin niiden siementen spi-
raalisessa jirjestyksessd. Kuvassa 2.1 on havainnollistettuna tdméa auringonkukkien
ominaisuus. Vastaavanlaisia spiraalisia muodostelmia voi 10ytdd myos muualta luon-
nosta.

Kuva 2.1. Auringonkukka ja siiné esiintyva spiraalikuvio [3, s.130].
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2.5 Tehtavia Fibonaccin luvuista

Alla on lukijalle eri tasoisia tehtdvid. Niiden malliratkaisut selityksineen loytyviit
tutkielman lopusta luvusta 5.

Vinkki: tehtdvien teossa voi kdyttdd apuna Wolfram Alphaa [15]. Esimerkiksi
Fibonaccin luvun uy9 saa kirjoittamalla hakukenttddn "Fibonacci 29"ja painamal-
la enterid. Tidlloin Wolfram Alpha antaa hakutulokseksi luvun 514 229, joka on
Fibonaccin jonon 29. luku.

1. Mairita Fibonaccin luvun potenssi potenssikaavalla seuraaville luvuille.

2. Maiiritda kymmen potenssi, jota suurempi Fibonaccin luku on.

(@) u34
(b) use

3. Esitd luku N Fibonaccin lukujen summana.

(a) N =80
(b) N =500
(¢) N =1200

4. Esitd Fibonaccin luku muiden Fibonaccin lukujen summan ja tulon avulla.

(a) ug =34
(b) Ui = 987

5. Madritd suurin yhteinen tekija seuraaville Fibonaccin luvuille

(@) uy =13jaup =55
(b) ug =8jauis =610
(¢) ug =34jauyy =6765
6. Osoita, ettd n:n ensimmadisen Fibonaccin luvun nelidlle pitee seuraava tulos;
20202 2

Uy Uy F U+ Uy = Uplinyg

(Vihje; kaikilla 7 > 2, u2 = upltpy) — tnlty—1.)

7. Osoita, ettd seuraava kaava pitdd paikkansa;
— 2 _ 2
Unlp—1 = Uy — U+ (=1)"

kun n > 2. (Vinkki: aloita tarkastelu yhtd kuin merkin oikealta puolelta.)
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3 Pascalin kolmio

Téssd luvussa tutustutaan ensin hieman Pascalin kolmion historiaan, minki jédlkeen
sen médritelméin. Niiden jdlkeen kidydadn ldpi aiheeseen liittyvid tuloksia ja kolmion
kayttod.

3.1 Historia

Pascalin kolmio on nimetty ranskalaisen matemaatikon ja fyysikon Blaise Pascalin
mukaan. Pascal eli vuosina 1 623- 1 662 ja osoitti jo nuorena olevansa matemaatti-
sesti lahjakas. Pascal on muun muassa kehittinyt modernia todennékoisyyslaskentaa
Fermat’n kanssa. Juurikin todennékdisyyslaskennan parissa Pascal tutustui nykyi-
sin Pascalin kolmiona tunnettuun tulokseen. Hén esitti myos ensimmadisen selkedn
kuvauksen matemaattisen induktion periaatteista. [5, s.610]

Pascalin kolmio oli tunnettu jo kauan ennen Blaise Pascalin syntymii muun
muassa Intiassa ja Kiinassa. Hidn oli kuitenkin ensimmadinen, joka teki aiheesta
kattavan tutkielman. [13] Tutkielmassaan hin kutsui titd aritmeettiseksi kolmioksi.
Pascal médritti numerot rekursiivisesti, jolloin funktion arvo tietyssa pisteessi riippuu
sen arvosta edellisessd pisteessd. Taulukko 3.1. havainnollistaa Pascalin kolmion
erdstd esitysmuotoa. [7]

Taulukko 3.1. Pascalin kolmio taulukossa.

01234
01|11 |1]1
11234
21|36
3|14
41

Kiaydiddn hieman ldpi Pascalin méaritelmid kolmiolle. Merkitdén rivin (m + 1)
ja sarakkeen (n + 1) lukua #,,,,:114. Talloin ¢, = ty—1.0 + tn—1, kunm =0,1,2, ...
jan =0,1,2,.... Reunaehdot ovat t,, .1 = 0,71, = 0, kunm = 1,2,3,... ja
n=1,2,3,....Lisdksi too = 1. Pascal todisti my0s seuraavan kaavan:

_(m+n)(m+n-1)---(m+1)
e nn—1)---1 '

Lisédksi hén todisti seuraavassa luvussa esitetyn Pascalin identiteetin vuonna 1654.
[7] Tarkastellaan havainnollistavaa esimerkkia seuraavaksi.

Esimerkki 3.1. Lasketaan taulukon 3.1. avulla #33. Kéytetdidn aluksi Pascalin méa-
ritelméé. Kuitenkaan lukuja #,3 ja 35 ei ole esitettynd taulukossa, joten kdytetdin
maiiritelmad uudestaan. Luvut 713,177 ja #31 ovat esitettyné taulukossa, joten niiden

18



avulla voidaan laskea r33. Saadaan #3353 = 20.

133 = 13-13 +133-1
=13 +132
=t-13th3-1+i3-12+132-1
=113t +12n t13]
=4+6+6+4
= 20.

Toisaalta edelld mainitulla Pascalin kaavalla saadaan;
_(3+3)3+3-1)(3+3-2)

fmn = 33-D(3-2)
654

Molemmilla tavoilla saadaan siis sama vastaus.

3.2 Pascalin kolmion maaritelma

Pascalin kolmio on hyvin kuvaava nimi sen erdille esitysmuodolle, joka onkin ku-
vattuna alla. Se siséltdd samat viisi ensimmadistd rivid, jotka ovat esitettynd myos
taulukossa 3.1. Rivien laskenta aloitetaan luvusta 0, kuten aiemmin esitetyssa taulu-
kossa.

Jokainen Pascalin kolmion rivi alkaa ja loppuu lukuun 1. Jokainen luku on
myoOs ylld olevan rivin vasemman ja oikeanpuoleisen luvun summa. Esimerkiksi
kolmannella rivilli vasemman puoleinen luku kolme lasketaan kaavalla 1 + 2 =
3. Voidaan havaita myos kolmion olevan symmetrinen, silld laitettaessa kolmion
keskelle pystysuora viiva, on kolmion vasen puoli oikean puolen peilikuva. Liséksi
jokaisen rivin summa vastaa jotain numeron 2 potenssia. Ylin eli nollas rivi on
1 = 29, seuraava eli ensimméinen rivi on 1 + 1 = 2 = 2!, toinen rivi vastaavasti
1+2+1=4=2 kolmas taas 1 + 3+ 3 + 1 = 8 = 23 ja niin edelleen. [2, 5.153]
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Pascalin kolmio voidaan esittdd myos binomikerrointen avulla. Binomikertoimen

kaava on seuraava:
n\ _ n!
k| kl(n-k)!’

missd x! on x:n kertomaelix! =1-2-----(x—1) - x [2, s.151]. Kombinatoriikas-
sa titd kaavaa kdytetddn, kun halutaan laskea kuinka monta erilaista tapaa on valita
k-alkioinen osajoukko k tietystd n-alkioisesta joukosta [6]. Tutustutaan binomiker-
toimeen paremmin seuraavan esimerkin avulla.

Esimerkki 3.2. Lasketaan seuraavaksi (3), (") ja () [6];
o4 4312
S 214-2) 2120 2.1
n! n! n!

T aln—n)! 00! !

n! n! n! |
T0(n-0! 1-n! n

S S S S DA

Huom. Binomikertoimen (;) merkitystd voisi havainnollistaa neljilla eri vériselld
pallolla. Namai nelja palloa laitetaa pussiin ja niistd nostetaan kaksi. Ndiitd erilai-
sia kahden pallon yhdistelmid on kuusi kappaletta (voit vaikka piirtdd nimi pallot
paperille seki niiden erilaiset kahden pallon vériyhdistelmat).

Pascalin kolmion numerot voidaan ilmaista my0s seuraavasti binomikertoimen
avulla [2, s.153].

Tastd Pascalin kolmion esitysmuodosta voidaankin havaita, ettd binomikertoimessa
(7) on (n+1). rivin (k + 1). luku. [5, s. 610]

Seuraava lause kuvailee erdsti Pascalin kolmion ominaisuutta ja sitd kutsutaankin
Pascalin identiteetiksi.

Lause 3.1. Olkoot n ja k positiivisia kokonaislukuja, joilla k < n. Tilloin (}) =
n—1 n—-1

(o) + (")

Todistus. Osoitetaan yhtd kuin merkin pitdavén paikkansa tarkastelemalla lauseen yh-

tdlon oikeaa puolta. Kiytetdin ensiksi binomikertoimen maéritelmai, minkd jalkeen
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lavennetaan niille sama nimittdja. Seuraavaksi voidaan esittdaa osoittajassa oleva ker-
roin (n—1)!n = n!,koska (n—1)! = (n—1)-(n=2)-- - --1. Saadaan (Z:i)+(”;l) = (})-

(n—l)+(n—1): (n—=1)! N (n—1)!
k-1 k (k—=Dn-k)! kln-k-1)
3 k(n—-1)! (n—-k)y(n-1)!
Tkk=Din—K)!  Kn—k)n—k-1)!
_k(n=-1! (n-k)(n-1)!
T R-R T K=k
(= D[k+(n-k)]
B k!(n—k)!
_(n=D!n
~k!(n-k)!
n!

kK (n—k)!

)

Siis lause pitdd paikkansa. [2, s.152] O

3.3 Pascalin kolmion kiytto

Pascalin kolmiolla on erilaisia sovelluksia. Sen avulla voidaan kirjoittaa muun muassa
auki kaava (x + y)", kun n > 1. Tarkastellaan tédtd kaavaa seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 3.3. Kun kirjoitetaan auki (x + y)", saadaan [1, s.9]:

(x+y)1 =X+Yy
(x+y)2:)62+2xy+y2
(x+y)3 :x3+3x2y+3xyz+y3

(x + y)4 =x*+ 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4

Ensimmaiselld rivillda muuttujien kertoimet ovat 1 ja 1, kun taas toisella rivilld ne
ovat 1, 2 ja 1. Kolmannella ne ovatkin 1, 3, 3 ja 1 seki vastaavasti neljannelld 1, 4,
6, 4 ja 1. Voidaankin siis havaita, ettd nimi kertoimet vastaavat Pascalin kolmiossa
esitettyjd riveja.

Ennen Pascalin kolmion kiyton tarkastelua kdyddin hieman 1dapi summamerkin-
tdd ja erds sithen liittyva tulos. Summaa merkitdédn kreikkalaisellla kirjaimella sigma,
>.. Summattaessa luvusta r, r € Z, lukuun n, n € Z, merkitdin;

n

Zi:r+(r+1)+---+(n—1)+n.

i=r

Talloin i kay ldpi kaikki kokonaisluvut r:std lukuun n. [14]
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Esimerkki 3.4. Lasketaan kokonaislukujen summa luvusta 1 lukuun 7. Sitd merki-
tadn summakaavalla seuraavasti;

i=1+2+3+4+5+6+7=28

M=

i=1

Edellisestid esimerkistd voidaan havaita, ettid z7=1 =28 = % = %. Seuraava
lause kuvaa tidtd summakaavan ominaisuutta, joka helpottaa etenkin pitkien summien
laskemista.

Lause 3.2. Kunn > 1,

S on(n+1)
i = [14]
2=

Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Kun n = 1 saadaan yhtdlon vasemmalle
puolelle Z}zli = 1 ja oikealle w = % = 1 eli lause pitdid tdlloin paikkansa.

Oletetaan seuraavaksi, ettd lause pitee k:lle, eli Zl’.‘zli = @ Seuraavaksi pitaa

todistaa, ettad l/.‘:ll i = w patee. Tarkastellaan seuraavaksi summaa:

k+1
Zi:1+2+~--+(k—1)+k+(k+1)
i=1

k

=Y i+ (k+1)
i=1

B k(k+1)+2(k+l)

2 2
_k(k+ D)+ (k+1)+(k+1)

2

_(k+2)(k+1)
S
_(k+1)(k+2)
i —

Siis lause on todistettu. O

Niitd summakaavoja tarvitaan binomikaavan (x+y)" laskemiseen. Liséksi sithen
tarvitaan Pascalin kolmiota ja binomikertoimia. Seuraavassa lauseessa esitetdaankin,
miten nditd kdytetdan binomikaavan (x+y)" laskemisessa. Taté lausetta kutsutaankin
binomilauseeksi.

Lause 3.3. Olkoot x,y € R ja n ei-negatiivinen kokonaisluku. Tdlloin

(c+y)' =) ()xy

r=0

T L I I B P s L NG
~lo o n—1" n)’
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Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Kun n = 0, niin (x + y)" = (x +y)? = 1 ja

0, ((r))xo_ry’ = x%0 = 1 eli viite pitdd paikkansa, kun n = 0. Oletetaan seuraa-
k

vaksi, etti luvulle k > 0 pitee (x + y)* = =0 ( )x k=ryr. Tarkastellaan seuraavaksi
tilannetta, jossa n = k + 1. Kéytetdin ensin potenssin laskusdintoja. Tadman jalkeen
kédytetdadn induktio-oletusta ja kerrotaan seuraavaksi sulut auki. Otetaan seuraavaksi

summakaavasta Y5_o (¥)xk~"+1y" erikseen r = 0 eli (§)x*~*1y0 = (§)x**!. Vastaa-

vasti summakaavasta f:o (l; )xk "y+1 otetaan erikseen r = k. Saadaan (x + y)**! =

Zk+1 (k+1) k+1—ryr.

(x+) =@+ +y)
k
k

— Z( ) k— r r (x+y)

—\r

k
:Z()xkr+lr+2()krr+l

r

r=0

[ k k
_ k k+1 k k+l-r_r k k—r_ r+l k k+1
(0) Z( v Z; e (K

k+1 X (k ok k+1
_ k+1 k+l-r_r k+l-r_r k+1
1o +; r)x y+;(r—l)x (k+1)y

k _
_ (kT k k kel (KT ke
| o +;_(r)+(r—l)]x Tlest
k

k+1 k+1\ oo (k+1\ 14
= + +

0 Z:;( 1 )x Y (k+1)y
_kii(k-i-l) k+1-r_r

r=0 r

Kaava siis pitee kaikilla n > 0. [2, s.154-155] O

Tastd lauseesta seuraa, ettd summatessa (n + 1). rivin alkiot Pascalin kolmiosta
saadaan summaksi 2". Tarkastellaan titd viitetta alla olevan esimerkin avulla.

Esimerkki 3.5. Summataan yhteen Pascalin kolmion neljds rivi ja esitetdin se luvun
2 potenssina. Havaitaan ensin, ettd 4 = 3 + 1 eli toisin sanoen n = 3.

O)e () )] =rv3vse1-5-2

Viite vaikuttaisi siis pitdvian paikkansa. Tama viéite on esitettyné todistuksineen
seuraavassa lauseessa.

Lause 3.4. Olkoon n € N. Tdlloin
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Todistus. Kaytetddn todistuksessa aluksi tietoa 2 = 1+1. Tarkastellaan timén jdlkeen
binomilausetta eli (x + )" = X", (!)x"~"y" sijoittamalla siihen x = 1 ja y =
1. Seuraavaksi kirjoitetaan summakaava auki ja muistetaan, ettd 1" = 1. Lopuksi
kdytetddn summakaavan méddritelméd eli 3" i =r+(r+ 1)+ -+ (n—-1) +n.
Saadaan 2" = 3" ().

2" =(1+1)"

Lause on siis todistettu. [5, s. 612] O
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3.4 Tehtavia Pascalin kolmiosta

Téssd luvussa on esitettyni tehtdvid Pascalin kolmiosta. Malliratkaisut selityksineen
16ytyvit tutkielman lopusta.

1. Laske seuraavat binomikertoimet vilivaiheineen
@ ()
® ()
© (})
2. Laske seuraavat summat
@ X ,i
(b) 2%,
© Wi
3. Laske binomilauseen avulla seuraavat binomilausekkeet
(@) (x+2y)’
(b) (x —4yH)*
© (3x+y%)°
4. Laske 3°_, (f) ja ilmaise se luvun 2 potenssina.

5. Miki on tulon x®y? kerroin binomissa (2x + 3y)!0?

6. Olkoot n ja k positiivisia muuttujia, joille patee k& < n. Todista binomikertoi-
melle seuraava tulos;

25



4 Fibonaccin lukujono ja Pascalin kolmio

Téssd luvussa kisitelldin aiemmista luvuista jo tuttuja Fibonaccin lukuja ja Pasca-
lin kolmiota. Perehdytidin aluksi ldhemmin sithen, miten ndmi oikeastaan liittyvit
toisiinsa. Tdmén jdlkeen tarkastellaan hieman sitd, miten ndma liittyvit shakin pe-
laamiseen.

4.1 Pascalin kolmion ja Fibonaccin lukujonon yhteyksia

Aluksi saattaakin vaikuttaa silti, etteividt Fibonaccin luvut ja Pascalin kolmio liity
milldédn tavalla toisiinsa. Alla olevassa kuvassa 4.1 on esitettynd Pascalin kolmio ja
siind esiintyvien lukujen summat vasemmalta oikealle ylaviistoon. Talloin saadaan
summiksi 1,1,2(=1+1),3(=1+2),5(=1+3+1),8(=1+4+4+3),... jne

1
1
/‘/’ 2

/é/?/ |

Kuva 4.1. Pascalin kolmio ja Fibonaccin luvut. [2, s.156]

1

Namai edelld sekd kuvassa esitetyt summat vaikuttaisivat olevan Fibonaccin lu-
kuja. E. Lucas todisti taimén yhteyden Fibonaccin lukujen ja Pascalin kolmion vililla

vuonna 1876. Tama tulos on esitettynd seuraavassa lauseessa todistuksineen. [2,
s.155]

Lause 4.1. Merkitdcin Fibonaccin lukua totuttuun tapaan termilld u,.Tdlléin

et = D),
kunn > 0.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Kun n = 0 niin 1y, = ZLO/ 2] ( ") = (8) =1,
eli viite pitdd tdlloin paikkansa. Oletetaan seuraavaksi, ettd kaikilla ei- negatiivisilla
indekseilld n < k, kun k € N, pitee:

U] = ZWZJ( .

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, kun n = k + 1 eli pitdisi todistaa ugy =
ZL(k+2)/ 2l (k+z_r ). Kéyttimélld ensin Pascalin identiteettid, lausetta 3.1. eli (}) =
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(7)) + ('), saadaan

L(’”Zzim (k 42— r) ey (k +1- r) . L(E£2)/2] (k +1- r)
r=0 r r=0 r-1 r=0 g

Termin k ollessa parillinen:

k+2-r\ Lik-j\ Bilk+1-r k)2
. ):Z(])+Z( . )+(k/2+1)

L(k+2)/2] (

r=0 Jj=0 r=0
L(k+1)/2] k—r [(k+1)/2] k+1—r
= Z + Z +0
r=0 r r=0 r
=Up + Ukt
= Uk+2

Vastaavalla tavalla saadaan Zig(‘;z)/ 2l (+27)

= Uy42, kun k on pariton. [2, s.156]
O

Kaavan kiyton selkiyttamiseksi lasketaan pari Fibonaccin lukua seuraavassa esi-
merkissa.

Esimerkki 4.1. Lasketaan Fibonaccin luvut ug ja ug. Nyt 8 =7+ 1 eli n = 7, kun
tarkastellaan termid ug. Lisdksi 9 = 8 + 1 eli n = 8, kun tarkastellaan termii ug.
Saadaan siis laskettua:

S B R R R e

S o)

Tarkastellaan seuraavaksi tulosta, jota tarvitaan seuraavan lauseen todistuksessa.
Ranskalainen matemaatikko Jacques-Philippe-Marie Binet kehitti vuonna 1843 Fi-
bonaccin luvuille kaavan, jonka avulla voidaan laskea termi u,, kun muuttuja n on

tiedossa. Kaava on seuraava
n n
1 1 5 1-+v5
uy = L |[1EY5) _[1=Y5 [1,5.296]
\5

Kaava voidaan kirjoittaa myds lyhyemmin muodossa

2 2

La,n_ﬁn
V5 a-p

[3, s.33]. Alla on esimerkki kaavan kdytosta.

un:

missd @ = 5= jaf =

1-v5
p)
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EsimerkKi 4.2. Lasketaan u;; Binet’n kaavan avulla.

1+\/§ll 1_\/gll
2 |l 2

: 89 - V5 + 199 -89 -5+ 199
2 - 2

1
NS

1 (89-V5+199+89-v5—-199
; )
1 (17845
i)

2

Kiyttamalld Binet'n kaavaa Fibonaccin luvuille saadaan seuraavan lauseen mu-
kainen identiteetti.

Lause 4.2. Fibonaccin luvuille on voimassa seuraava tulos:

o = Yo (7)ui

Todistus. Todistetaan lause edelld mainitun Binet’'n kaavan avulla. Lihdetiddn tar-

kastelemaan lauseen yhta kuin merkin oikeaa puolta. Sijoitetaan seuraavaksi Binet'n
kaava u;:n tilalle. Timaén jdlkeen otetaan yhteiseksi tekijaksi ﬁ Binomilauseen eli
n

lauseen 3.3 mukaan (x+y)" = 37 (:’ )x""y", jota kiyttimilld saadaan kolmannella

rivilld oleva tulos. Seuraavaksi kiytetdin tietoa @’ = a + 1 ja 82 = B+ 1 (todis-
taminen on tehtdvind). Viimeiseksi kaytetddn uudestaan Binet'n kaavaa. Saadaan

o (7)“1 = Uzp.
= (n B = (n) (o - B
(o= 20 (=5
1 "5 (n ; 5 (n ;
= Y
(1 +a)"=(+p)"
= oz
a2n_ﬁ2n
:W
= Uy.
Lause on siis todistettu. [2, s.157] O

Lasketaan seuraavaksi esimerkki kéyttden lausetta 4.2.
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Esimerkki 4.3. Lasketaan Y, (7)u; seuraavasti:

33 o o oo o G e (G

=1-0+6-1+15-1+20-2+15-3+6-5+1-8
= 144

=Uui.

Voidaan havaita, ettd lauseen 4.2. avulla laskemiseen ei olisi tarvinnut kovin-
kaan monta vilivaihetta. Tarkastellaan my0s erésté toista tulosta, joka voi helpottaa
summakaavojen laskemista.

Lause 4.3. Fibonaccin luvuille on voimassa myos seuraava tulos:

n

> (’j)(—l)"u,- = (=D""up.

i=0

Todistus. Kaytetddn todistamiseen ensin Binet'n kaavaa. Tdmin jidlkeen otetaan
fﬁ yhteiseksi tekijiksi. Seuraavaksi kéytetddn lausetta 3.3 eli tietoa (x + y)" =
"o (1)x""y". Merkitsemilld x = 1 saadaan timi lause muotoon (1 + y)" =
"o ()1my =30 ()", jotakiytetidin toisessa vilivaiheessa. Saadaan Y7 () (=1)'u; =

(_1)n_1un-

" (n - " (n ia,z'_ﬁi
5 (=S (v
1 = (n ; = (n i

- [;(l.)ea) —;(l.)(—ﬂ)]

_(d-o)"-0-p)"

= o

(-p)" - (-a)"
a-p

L n_lan_ﬁn
=(-1) =g
= (=1)" u,.

Lause on siis todistettu. [2, s.158] |

Lasketaan seuraavaksi havainnollistava esimerkKi.
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Esimerkki 4.4. Lasketaan X" (7)(—1)'u;, kunn = 6.

6
O (8] = = (G im0 s ()1t (5 0+ )17

i=0
(gt s (s« (¢ -neue
=1-0-6-1+15-1-20-2+15-3-6-5+1-8
-8
=(-1)-8
= (=1)° - ue.

Binetin kaavan sekd binomikertoimien avulla voidaan tarkastella myos Fibo-
naccin lukujen jaollisuutta. Seuraavan lauseen perusteella jokainen alkuluku p jakaa
jonkin Fibonaccin luvun, kun p > 5.

Lause 4.4. Alkuku p > 5 jakaa joko termin u,_\ tai u,y1, mutta ei molempia.

. C . . p_gr .
Todistus. Kirjoitetaan Binet'n kaava muodossa u, = % Laajennetaan seuraa-
vaksi p:nnet potenssit binomilauseen avulla, jolloin saadaan
1

0= 1+(’f)x/5+(’29)5+(’3’)5\/§+...+(Ilj)sp—-‘]

S R P S

- L [(f)+(§)5+...+(§)5 ]

Muistetaan, ettd (¥) = 0 (mod p) kaikilla 1 < k < p — 1 seki 271 = 1 (mod p)

[5, s.145-153][8](lisad tietoa). Néiden tietojen avulla voidaan u,, esittid seuraavassa
muodossa

|'E
S

u, =2y, = (i)SPT_1 =55 (mod p)

Tistd seuraa, ettd u, = % = +1 (mod p), josta taas saadaan u% = 1 (mod p).

Seuraavaksi tulkitaan yhtdlo uf, = up_1ups1 + (—1)?71 kongruenssina modulo p,
minkid avulla saadaan u,_ju,,; = 0 (mod p). Tami tarkoittaa sitd, ettd joko u,_
tai u,41 on jaollinen p:l14. Koska syt(p — 1, p + 1) = 2, lauseen 2.6 avulla saadaan

syt(up—1,up1) = us = 1.
Viite pitaa siis paikkansa. [1, 5.298] O

Osoitetaan seuraavaksi esimerkin avulla, ettd p — 1 tai p + 1 ei ole vilttimatti
pienin alaindeksi Fibonaccin luvulle, joka on jaollinen alkuluvulla p.

Esimerkki 4.5. Alkuluku 17 jakaa Fibonaccin luvun u;g(= 2584), mutta se jakaa
myos luvun ug(= 34).
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4.2 Pascalin kolmion ja Fibonaccin lukujono shakissa

Tarkastellaan seuraavaksi Fibonaccin lukujen ja Pascalin kolmion yhteyttd shakkiin.
Edward T. Frankel esittikin vuonna 1970 teorian, ettd Fibonaccin luvut voidaan
johtaa erdin shakkinappulan reittien avulla. Timi kyseinen nappula on torni ja sen
mahdollisia reittejd tarkastellaan tyhjalld shakkilaudalla. Laudalla ajatellaan olevan
Pascalin kolmion yhdeksdn ensimmadistd rivid, rivistd O riviin 8. Kuvassa 4.2 on
esitettynd timi 8x8 shakkilauta. Siind on korostettuna Pascalin kolmion kolmas rivi.
Jokainen kuvassa 4.2 esiintyvi luku on seké sen yldpuolella ettd vasemmalla puolella
olevien lukujen summa. [2, s.159]

Torni liikkkuu shakkilaudalla joko vaakasuoraan tai pystysuoraan, mutta ei kui-
tenkaan molempiin suuntiin samalla siirrolla. Oletetaan, etté torni liikkkuuu kuvassa
4.2 joko oikealle tai alaspdin. Onkin olemassa 3 432 erilaista mahdollista tapaa
litkkkuttaaa torninappulaa kuvan 4.2 vasemmasta ylireunasta oikeaan alareunaan.

Kuvassa 4.3 on rajattu tummemmalla viivalla porrastaen torninappulan reitti
vasemmasta yldkulmasta oikeaan alakulmaan. Jokaiseen ruutuun on myos kirjattu
numero, joka kuvaa torninappulan mahdollisia eri reittejd kyseiseen ruutuun. Torni-
nappulan oletetaan edelleen liikkuvan vain oikealle tai alaspdin. Niilld reunaehdoilla
onkin 610 mahdollista erilaista reittid vasemmasta yldkulmasta oikeaan alakulmaan.
Voidaankin havaita, ettd kaikki kuvassa 4.3 esiintyvét luvut ovat Fibonaccin lukuja.
Kuvassa 4.4 on esitettynd nima luvut Fibonaccin lukuina ja niitd merkitddn F,:114.

[2, s.160]
/ Row 3 in Pascal's triangle
j|o 1 2 3 4 5 6 7
i

1] 1 1 1
1 6 7 8
2 21 28 36
3 56 84 120
4 1 5 15 35 70 126 210 330
5 1 6 21 56 126 252 462 792
6 1 7 28 84 210 462 924 1716
7 1 8 36 120 330 792 1716 3432

Kuva 4.2. Pascalin kolmio 8x8 shakkilaudalla [2, s.158].
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13 34 55 55

34 89 144 | 144

89 | 233 | 377

233 | 610

Kuva 4.3. Tornin eri reitit ja niiden numerot [2, s.161].

Kuva 4.4. Tornin reitit Fibonaccin luvuilla [2, s.161].

4.3 Tehtavia Fibonaccin lukujonosta ja Pascalin kolmiosta

Tasséd luvussa on esitettyni tehtivid Fibonaccin luvuista ja Pascalin kolmiosta. Teh-
tavien malliratkaisut on esitettynd viimeisessd luvussa.

1. Laske seuraavat Fibonaccin luvut kiyttien lausetta 4.1
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(@) uq
(b) u7
(©) un
(d) uis
. Laske seuraavat Fibonaccin luvut kiyttden lausetta 4.2
(@) ue
(b) ug
(¢) uio

(d) u4

. Laske 3 (7) (=1)'u;, kun n = 8 kirjoittamalla summa auki ja lisiiksi lauseen
4.3 avulla.

. Todista lauseen 4.2 todistuksessa esiintyneet vaittimait:

(@) e®=a+1
(b) B2=p+1

. Todista Binet’n kaavan avulla seuraava tulos Fibonaccin luvuille;

Uon+2Udp—1 — U2plop+1 = 1.
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5 Tehtavien malliratkaisuja

Téssd luvussa on esitettynd malliratkaisut aiemmin esitetyille tehtiville. Téassa alalu-
vut jaottelevat malliratkaisut. Ensin on esitettynd Fibonaccin lukujen malliratkaisut,
sitten Pascalin kolmion ja viimeiseksi Fibonaccin lukujen ja Pascalin kolmioiden
malliratkaisut.

5.1 Fibonaccin lukujono
Alla on esitettynd luvun 2 eli Fibonaccin lukujen tehtdvien malliratkaisuja.

1. Kiytetiin lauseen 2.9 kaavaa eli u2 = u,qiu,-1 + (=1)""1. Sijoitetaan en-
sin n:n tilalle tarkasteltava luku. Tidmin jilkeen kdytetddn vinkin mukaisesti
Wolfram Alphaa [15] Fibonaccin luvun méérittdmiseksi. Saadaan alla esitetyt
malliratkaisut.

(a) ui = Uq41U4-1 T+ (—1)4_1 = ususz + (—1)3 =5-2-1=9
(b) u2 = uzpur—1 + (1) = ugug+ (-1)°=21-8+1=169
2. Kaytetdin lauseen 2.1 kaavaa eli us,4p > 10". Huomataan aluksi, ettid lukuja
34 tai 56 ei pysty sellaisenaan esittiméén lausekkeen 5n + 2 avulla. Néin ollen
pitdaakin 10ytdi sellainen luku, jonka pystyy esittamadn timin lausekkeen avul-

la. Lisdksi 10ydetyn luvun tiytyy olla tarkasteltua pienempi. Alla on esitettyni
malliratkaisut.

(a) Luku 34 on suurempi kuin 32, jonka pystyy esittdméén n:n avulla.
Uss > Uy = Us.grn > 10°

(b) Luku 56 on suurempi kuin 52, jonka pystyy esittiméin n:n avulla.
Use > Usy = Us.jo42 > 1010

3. Lasketaan lauseen 2.10 perusteella. Selvitetdan aluksi Wolfram Alphan [15]
avulla, minkd kahden perikkiisen Fibonaccin luvun viliin N sijoittuu. Pie-
nempi ndistd luvuista kuuluu N:n summaesitykseen. Loput luvut saadaan joko
paittelemalld tai testaamalla, kahta perdkkiistd ei saanut valita. Alla on esitet-
tynd malliratkaisut.

(a) Nyt N = 80. Havaitaan, ettd 55 = uj90 < N < uj; = 89. Seuraava
luku voidaan joko laskea tai saada se kokeilemalla esimerkiksi Wolfram
Alphan avulla. Laskemalla termi 21 saadaan seuraavasti: 80 — 55 = 25.
Saadaan 21 = ug < 25 < ug = 34 eli seuraava termi on ug = 21 ja niin
edelleen. Saadaan siis

80=55+21+3+1=ujo+ug+us+u.

(b) Nyt N = 500. Havaitaan, ettd 377 = u14 < N < u1s5 = 610. Saadaan siis
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500 =377+89+34 = Uig + U1 + Ug.
(c) Nyt N = 1200. Havaitaan, ettd 987 = ujg < N < uy7 = 1597. Saadaan

siis
1200 =987 + 144 + 55+ 13+ 1 = ujg + uip + ujo + u7 + us.

4. Kéytetddn lauseen 2.3. kaavaa u,, = Uy—1U, + Uy, . Esitetdén tarkastelta-
vana olevan Fibonaccin luvun alaindeksi kahden eri luvun summana ja sijoite-
taan ne lauseen 2.3 kaavaan. Seuraavaksi voidaan kéyttdd esimerkiksi Wolfram
Alphaa [15]. Laskut riippuvat siis valituista muuttujista n ja m eli oma vastaus
voi erota hyvinkin paljon malliratkaisuista ja olla silti oikein.

(a) U9 = U4+5 = U3U5 + U4UG =2-5+3-8=10+24=34
(b) Ul = U947 = UgUT + UgUg = 21-13+34-21 =273+714 =987

5. Lauseen 2.6 mukaan syt(u,,, u,) = ugy, missd d =syt(m, n). Kéytetddn suurim-

man yhteisen tekijian laskemiseen Eukleideen algoritmia [10].

Huom. Eukleideen algoritmin idea on esitettynd tarkemmin esimerkissi 2.4.

(a)

10=7-14+3
7=2-3+1
3=3-1+0
eli suurin yhteinen tekija on u; = 1.
(b)
15=2-6+3
6=2-3+0
eli suurin yhteinen tekija on uz = 2.
()
20=2-9+2
9=4-2+1
2=2-1+0

eli suurin yhteinen tekija on u; = 1.
6. Kaytetdin kaavaan aluksi hyodyksi tietoa u,% = UpUp+1 — Uply—1. Tamin jal-
keen voidaan havaita lukujen supistuvan erotuksella, jolloin yhtd kuin merkin
oikealle puolelle jaa u,u,.

2 2 2 2 2
uy+uy, +us+--+u, | +u,

= M% +upuz — upuy + U3zU4 —U3UY + - Uy Uy — Up-1Up-2 T UpUpy] — Uplp—]
2
=uyp —upuy tupuz —upuz + -t Uy Uy — Up—1Uy + Uplpy

= UpUn+1
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7. Tarkastellaan vinkin mukaisesti oikeaa puolta ja kiytetiin aluksi tietoa u2 =
Uns1Un—1 + (=1)""!. Havaitaan termin » ollessa parillinen; (=1)" + (=1)""! =
1 — 1 = 0 ja vastaavasti termin n ollessa pariton; (=1)" + (=1)""! = —=1+1=0
eli (=1)" + (=1)""! = 0 kaikilla n > 2. Tdmin jilkeen kiytetiin Fibonaccin
lukujen mééritelmai eli u, = u,—1 + u,—>, kun n > 2. Viimeisessi vaiheessa
on laskettu ui_l — ui_l = 0. Saadaan u2 — uﬁ_l +(=1)" = upuy_.

wi—u 4 (1" = Uity + (D" =+ (=1)"

n—1

2
= (Up + Up_1)Up-1 — U,_,

2 2
= Uplp—1 +U,_| — U,

= UpUp-1

5.2 Pascalin kolmio

Tassé luvussa on esitettynd Pascalin kolmion malliratkaisuja.

1. Kiytetddn binomikertoimen midritelmid eli kaavaa () = #lk), Lisiksi
kertomafunktion maaaritelmadn! =n-(n—-1) ---- - 2-11[1,s.5].
()
5\ 5! _5-4-3!_20_10
3/ 31(5-3)!  31.21 2
(b)
6\ 6! _6-5! 6
5] 51(6-5)! 5!-11 1
©
7\ 7! _7-6-5-4!_210_35
4] - 4(7-H! 430 6
2. Kiytetddn sekd summan midritelmad ettd kaavaa )}/ | i = @
(a)
7
D i=243+44546+7=27
i=2
(b)
60
. 60(60+1) 60-61 3660
Y= =y = = 1830

i=1
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(©)

%i _200(200+1)  200-201 40200

=20100
P 2 2 2
3. Kiytetidn binomilausetta (x +y)" = X1 (7)x""y".
(@)
L\ (7
(x+2y) = Z ( )x7_r2yr
r=0 r
7 7 7 7
=[x @+ !+ (]2 + (L | 2y)
0 1 2 3
7 7 7 7
+ ( 4)x3(2y)4 + (5)x2(2y)5 + (6)X' (2)° + (7)x0(2y)7
=1-x" +7x5(2y) + 21x°4y? + 35x*8y°
+35x316y* + 21x232y° + 7x64y° + 1 - 128y’
=x+ 14x6y + 84x°y? +280x*y3
+560x°y* + 672x2y° + 448xy® + 128y’
(b)
%\ (4
(X _ 4y2)4 — Z ( )x4—r(_4y2)r
r=0 r
4 4 4
— x4(_4y2)0 + x3(_4y2)1 + x2(_4y2)2
0 1 2
4 4
+ xl(_4y2)3 + xO(_4y2)4
3 4
=1-x* +4x3(-4y?) + 6x°16y* + 4x(—64)y° + 1 - 256)°
= x* = 16x3y? + 96x2y* — 256xy° + 256y°
()

3
G+ = 3 (2 gorrony

r=0
= (o) grome+ (f)Gozenr s (Jgniom+ (3 oo’

1 1 1
=1 (Ex)3 + 3(§)c)2y2 +3§xy4 +1-y°

1 3 3
= §X3 + szyz + Exy4 + y6
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4. Tehtdvin voi ratkaista kahdella eri tavalla. Lasketaan ensin summa kéyttiden
kaavaa 2" = 3", (f) Lisiksi alla on esitettynd summan laskeminen summa-

kaavan madritelman kautta, missd on enemman valivaiheita.
8
8
Z ( ) =28 =256
r

PR A

5. Nyttarkastellaan binomia (2x+3y)'%. Kéytetizin kaavaa (x+y)" = 3" (M) X"y

r=0 \r
Tarkasteltaessa tulon x3y? kerrointa ovat = 2 ja n = 10. Tlldin saadaan

e (10 8 2 _ 10! 8:2.8.2_ 10-9 L 0+8+,2
(r)x y —(2)(2x) (3y) —2!(10_2)!23xy = 2.1256 9x°y

= 103680x5y?

Niin ollen tulon x3y? kerroin on 103 680.

6. Tehtivini oli todistaa () = ("), kun k < n. Aloitetaan todistus yhti kuin
merkin oikealta puolelta. Kéytetidin ensin binomikertoimen médritelmaa eli
kaavaa (}) = #Lk), Timin jilkeen lasketaan nimittéjéstd kerroin n—(n—k) =
n—n+k = k. Viimeiseksi kertolaskun vaihdannaisuuden perusteella merkitién

(n—k)!k!' = k!(n—k)!. Saadaan (,",) = (})-

no\_ n!
(n—k) C(n=-k)![n-(m-k]
n!
T (= k)k!
n!

kKl (n—k)!

n
= (k).[Z,s.ISZ]

5.3 Fibonaccin lukujono ja Pascalin kolmio

Téssd luvussa on esitettynd malliratkaisuja Fibonaccin lukujen ja Pascalin kolmioiden
tehtiviin.

1. Kiytetddn Fibonaccin lukujen laskemiseen lausetta 4.1 eli kaavaa u,.; =

).
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(a) Nytn=3,koska3+1=4.

=i( ) (o°)+(611)+(6;2)+(6;3)

(c) Nytn=10,koska 10+ 1 =11

- 251 (10;»_ r)

() 5
Lo+ [+ )+ )+ )+

=1+9+28+35+15+1
= §9.

(d) Nytn =14, koska 14+ 1 =15

e 27: (14r— r)

r=0

14 13 12 11 10 9 8 7
= + + + + + + +
(o) # ()= () (5) () () (6] =3
=1+13+66+165+210+126+28 +1
=610.

2. Lasketaan Fibonaccin luvut kéyttdmilld lausetta 4.2 eli kaavaauz, = 3.7, (’ll) ui.
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(@) Nytn=3

o B = e e

04+43-143-14+1-2=3+3+2

~

Il
o0 =

(b) Nytn =4

<
oo
Il

o

o= lofro (e e s o

0+4-146-1+4-2+1-3=4+6+8+3
1.

Il
N =

(¢) Nytn=5

= = e e e e

=1-0+5-1+10-1+10-2+5-3+1-5=5+10+20+15+5

= 55.
(d) Nytn=7
7
7

7 +7 +7 +7 +7 +7 +7 +7
—Ouo 1”1 2M2 3143 4u4 Sus 6u6 7u7
=1-0+7-1+21-1+35-2+35-3+21-5+7-8+1-13

=7+21+70+105+105+56+ 13
=377.

3. Lasketaan )}/ (’;)(—l)i u;, kun n = 8. Kirjoitetaan summakaava ensin ja sen
jalkeen esitetddn se lauseen 4.3 muodossa.

8
] L [ TR o R A W R [

i=0
o (TR o SR W TR W [
=1-0-8-1+28-1-56-24+70-3-56-5+28-8-8-13+1-21
=-21
= (=1)"us
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4. Muistetaan aluksi, etti @ = # ja B = % Tarkastellaan sitten viitteiti

a* = a + 1ja 8% = B + 1 lihtien yhti kuin merkin vasemmalta puolelta.

(a)
2 \/_2
02:(1“/5) :(1+ 5)
2 22
2
12+2'\/§‘1+(‘/§) 1+2-V5+5
B 4 Bl 4
_6+2V5  3+45
42
C2+41+4V5 1+WV5 2
T2 T2 T2
1+45
= +1
2
=a+l.
(b)

12—2'\/5'“(‘/3)2 1-2-V5+5

4 4
_6-2V5 3-+5
42
C241-45 1+«/§+2
B 2 2 2
1-+v5
= +1
2
=p+1.
5. Binet’n kaava on u, = % [(%) - (#) ] Kiytetddn aluksi merkintoja
o = 185 ja g = 155 jotta malliratkaisu ei olisi niin pitkd. Sijoitetaan Binet'n

kaava tarkasteltavan kaavan vasemmalle puolelle. Tamin jilkeen kerrotaan
sulut auki ja kdytetdidn potenssinlaskusddntoja. Alla olevassa huomautuksessa
on laskettuna ja selitettynd pari vélivaihetta.

Udp+2U2pn—1 — U2nU2n+1

[a,2n—1 B ﬁzn—l]
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[ _ﬁZn]) (% [a?+! _ﬁ2n+l])

( oAl g2 gin=l _ gana2 g n-l ﬁ4n+l)

|
—_
Sl

—_ = W= ] =] = N = =

( QL _ g2 ganel _ gongnl ﬂ4n+1)

( o2 g2 4 g2 a,2n+1) _ % ( Q22 Ry g2 a,2n—1)

g (,8+a—a2ﬁ'1 _’Bza-l)
1+\/§)2n(1_\/§)2n.5

2 2

W\ —

. (_1)2n

HUOM. Laskuista on jitetty pituuden takia muutama vélivaihe pois. Toiseksi
alimmalla rivilld oleva (—1)?" on laskettu seuravasti;

1+\/§2n 1_\/5211_ (1+\/§)(1_\/§) 2n
2 2 B 4
) 12+\/§2 2n
= T
~ 1-5 2n
(=9
= (=1

Liséksi kolmanneksi alimmalla rivilld oleva luku 5 voidaan laskea myos késin.
Ensimmaiisessd vaiheessa on kiytetty potenssien laskusdintoja. Tamén jilkeen
murtoluvut lavennetaan samannimisiksi. Binomin nelion laskukaavan vaihe on
jatetty esittamattad laskun lyhentdmiseksi.

1—x/§+1+x/§_(1+x/§)2(1—x/§)1_(1—6)2(1“/3)1

2 2 2 2 2 2
_1—x/§+1+x/§ (1++5)2 2 (1-v35)2 2
2 2 22 1-+5 22 1++5

_(1=V9)?2 (+V5)? (1+V5)?2 (1-V5)?

2(1-v5) 2(1+V5) 2(1-v5) 2(1+45)

_(=V52-(1+¥5)?  (14V5)° - (1-V5)°
2(1 - V5) 2(1 +5)

I SR &)

2(1-v3)  2(1+5)
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_4V5(1-V5) —4V5(1 +v5)
O 2(1-V5)(1+V5)
_45-4.5-4V5-45

212 = V59
_ 40 —40
C2-(-4) -8

=5
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