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MathCheck on matematiikan opiskelemista tukeva ohjelma, joka tarjoaa opiskelijalle palau-
tetta hanen tyoskentelystdan. Syksylla 2021 se tukee erityisesti reaaliaritmetiikan relaatioketjujen
ja lineaarisen reaaliaritmetiikan paattelyketjujen tarkastamista. Tassa tutkielmassa otetaan aske-
leita kohti MathCheckin toiminnallisuuksien laajentamista joukko-opin kaavojen automaattiseen
tarkastamiseen.

Joukko-oppimoodin kaytédnndllisen suunnittelun ja toteuttamisen pohjaksi kehitetdan kirjalli-
suuden perusteella teoriaa matemaattisten joukkojen esittdmisesta aarellisten automaattien avul-
la. Adrelliset automaatit ovat tietojenkasittelytieteen ja matemaattisen logiikan rakenne, jotka ky-
kenevat ilmaisemaan saannollisia kielia. Kokonaislukujen lineaarisen aritmetiikan, eli Presburger-
aritmetiikan kielella esitettavat kokonaislukuvektorien joukot on mahdollista koodata saanndllisiksi
kieliksi, ja siten my0s esittda aarellisin automaatein. Nain saadaan tietorakenne, jolla on mahdollis-
ta kuvata myds aarettémia joukkoja. Tdman teoreettisen pohdinnan tueksi ja ohjenuoraksi luodaan
myods katsaus tarkastamisen, palautteen antamisen ja joukko-opin pedagogiikkaan MathCheckin
nakokulmasta.

Tutkielmassa paitsi todistetaan uudelleen, etta Presburger-joukkoja voidaan esittaa aarellisin
automaatein, myo6s tdydennetdan aihetta koskevasta kirjallisuudesta puuttuvia kaytadnnon toteu-
tukseen liittyvia yksityiskohtia. Naiden perusteella saadaan alustava kuva siita, minkalaisia seik-
koja kaytannon toteutuksessa on tarkasteltava. Joukko-oppimoodin perusjoukoiksi kaavailtujen
merkkijonojen saanndllisten kielten ja kokonaislukuvektoreiden Presburger-joukkojen kuvauksen
lisaksi maaritelladn niiden avulla saatavan joukko-opin lauselogiikan ilmaukset, seka pohditaan,
minkalaisia MathCheck-tehtadvanantoja tai -harjoittelutilanteita niiden avulla voisi muodostaa.

Avainsanat: MathCheck, automaattinen tarkastaminen, aarellinen automaatti, Presburger-aritme-
tiikka

Taman julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.



ii

ABSTRACT

Ville Koljonen: Automated evaluation of set theory formulas using MathCheck
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MathCheck is a program designed to support mathematics studies by providing a student with
feedback on their work. In the autumn of 2021 it especially supports automated evaluation and
checking of relation chains in real arithmetic and reasoning chains in linear real arithmetic. This
study takes steps towards expanding the functionalities of MathCheck to automated checking of
set theory formulas.

As the foundations for more practical planning and implementation of a set theory mode, a
theory of representing mathematical sets using finite automata is developed. Finite automata are
a structure in computer science and mathematical logic capable of expressing regular languages.
Sets of integer vectors expressible in linear integer arithmetic, or Presburger aritmetic, can be
encoded as regular languages, and therefore represented by finite automata. This provides a data
structure that can contain even infinite sets. To support and guide this theoretical development,
some attention is also paid to the pedagogy of checking, providing feedback and set theory from
the point of view of MathCheck.

Apart from proving again that Presburger sets are representable by finite automata, this study
also fills in some details pertaining to the practical implementation that are not given explicitly in
the literature. They give a rudimentary understanding of the matters that a practical implemen-
tation must take into account. In addition to the regular languages consisting of strings and the
Presburger sets consisting of integer vectors designed as the basic units of the set theory mode,
a definition of the propositions expressible in a set theory derived from them is given, along with
consideration of MathCheck exercises or practice situations available.

Keywords: MathCheck, automated evaluation, finite automaton, Presburger arithmetic

The originality of this thesis has been checked using the Turnitin OriginalityCheck service.
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ALKUSANAT

Eldma on tdynnd ylldtyksii, eikd selkedkéén tavoite ole aina suoraviivaista saavuttaa. Tyot, opinnot
ja koronapandemian viliintulo aiheuttivat vililld pitkidkin taukoja timén diplomityon tekemiseen,
jota aloiteltiin jo kevddlla 2019. Tauot, kiertotiet ja umpikujat olivat kuitenkin hyodyllisig, silla
ne selkeyttivit ajattelua ja avasivat uusia ndkokulmia. Vaikeinta onkin oikeastaan p#ittda, koska

prosessi on katkaistava.

Nyt kun ty6 lopulta julkaistaan, kiitettdvid tahoja on paljon. Suurin tunnustus kuuluu tyon ohjaa-
jille — erityisesti professori Antti Valmarille — joiden kérsivéllinen opastus on tarjonnut seki suuret
linjat tyoskentelyn kehykseksi ettd paljon ndkokulmia pieniin yksityiskohtiin. Keviilli ja kesil-
14 2020 Tampereen yliopistossa pidetyn matematiikan tutkielmaseminaarin osallistujia ja ohjaajia,
sekd laajemmin Hervannan kampuksen matemaatikkojen tyoyhteisdd on kiittdminen kannustavis-
ta, myotituntoisista ja jalat takaisin maahan vetivistd keskusteluista. Vuosien kuluessa kihlatusta
on tullut vaimo, mutta hinen loppumaton tukensa ei ole muuttunut mihinkéin. Rohkaiseminen, vi-
littdminen ja ymmartdminen niin epdilyksen ja turhautumisen kuin ilon ja innostuksenkin hetkissa

on lahja, jonka voin vain toivoa antavani takaisin.

Tampereella, 26. lokakuuta 2021

Ville Koljonen
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1. JOHDANTO

Tassd diplomitydssi tutkitaan, miten joukko-opin kaavojen tarkastamista voidaan suorittaa ohjel-
mallisesti ddrellisten automaattien avulla. Tavoitteena on pohjustaa MathCheck-ohjelman laajen-
tamista uuteen toimintamoodiin kiinnittamalld huomiota teorian lisdksi joihinkin kdytdnnon toteu-
tuksen kannalta téirkeisiin ndkokulmiin. My6s joukko-oppiin ja MathCheckiin liittyvid pedago-
giikkaa tarkastellaan, jotta tyokalun kehitys opetus- ja opiskelukdyttoon vastaisi mahdollisimman
hyvin realistisiin tarpeisiin. Kdytinnon ohjelmointityon tai edes sen teoreettisen tarkastelun sijaan
tarkoitus on muodostaa vankka matemaattiseen logiikkaan, joukko-oppiin ja tietojenkdsittelytie-

teeseen perustuva pohja jatkotydskentelylle ohjelman toteutuksen parissa.

Tasmaillisen teorian pohdiskelun liséksi ja erityisesti sen tueksi huomiota kiinnitetéifin aikaisessa
vaiheessa ympiristdon ja periaatteisiin, joiden mukaan MathCheck toimii. Tarkastamisen ja palaut-
teen antamisen pedagogiikan tunteminen ohjaa jo esimerkiksi sité, kuinka laaja teoria joukko-opin
ohjelmallisen tarkastuksen pohjaksi tarvitaan, ja mitd sen avulla on pystyttivi tekemiin. Samaan
tapaan joukko-opin oppimisessa raportoitujen haasteiden kartoitus auttaa hahmottamaan, minkéa
tyyppisiin ongelmiin joukko-opin opiskelua tukevan automaattisen tarkastus- ja palautteenanto-
ohjelman kipeimmin pitéisi vastata. Toisaalta ohjelmallisen tarkastamisen ja palautteenannon mah-
dollisuuksia matematiikassa rajoittaa se, minkélaisia matemaattisia ongelmia tietokoneella on yli-
padtddn mahdollista ratkaista ja se, mitkd ndisté ratkaisuista on mahdollista muodostaa jarkevissa
ajassa. Kuten MathCheckin aiemmissa toimintamoodeissa, myos joukko-opin kaavojen tarkastuk-

sen suunnittelua ohjaa nédiden reunaehtojen sisilld pysytteleminen.

MathCheckin ja joukko-opin pedagogiikan, seki joidenkin vertailukohtina toimivien ohjelmien
tarkastelun jélkeen siirrytdén pohtimaan joukon merkitysti yliopiston perusopintotasoisissa opin-
noissa. Tietojenkisittelyn puolelta tutummat sdannolliset kielet ja dédrelliset automaatit esitelldin
toisiinsa kietoutuneina kisitteind, joista jilkimméiinen toimii ensimmadisten ohjelmallisen toteutuk-
sen mallina. Kaikki tdssa tyossd kisiteltivit joukot, joille tarkastusta pyritdédn toteuttamaan, tulki-
taan ensin sddnnollisind kielin, ja determinististd darellistd automaattia pidetddn niitd kuvaavana

tietorakenteena.

Kirjaimellisten merkkijonoista koostuvien sdénnollisten kielten lisiksi valittu formalismi taipuu
kuvaamaan myos lukujoukkoja. Esimerkiksi tdllaisesta yhteydestd kédy kokonaislukujen lineaaris-
ta aritmetiikkaa kuvaava looginen teoria, Presburger-aritmetiikka [26], jonka kaavoja toteuttavien
kokonaislukuvektorien kokoelmia on tutkittu dérellisten ja yleisempien automaattien avulla silloin
talloin 1960-luvulta eteenpdin Biichin [[/] aloittamana. Tuloksena on syntynyt myds useita aihetta
kisittelevid ohjelmistoja, kuten LASH [B2] ja MONA [24], mutta yksikéén niistd ei pyri tukemaan
joukko-opin opiskelemista MathCheckin tapaan. Myos MathCheckissa on jo toteutettu luonnolli-



sia lukuja koskevien Presburger-aritmetiikan kaavojen ja niihin liittyvén péattelyn tarkastus [37],
niin ikdin ddrellisin automaatein. Tédssd ty0ssd samankaltaisia ajatuksia laajennetaan kirjallisuu-
den avulla kattamaan ensin my0s negatiiviset kokonaisluvut, ja sitten alustavasti myos Presburger-
aritmetiikan teoriassa ilmaistavat joukot. Laajennus luonnollisista luvuista kokonaislukuihin on
hyodyllinen, silld vain luonnollisia lukuja kisittelevdssa teoriassa ei kyetéd erottelemaan yleisem-
min eri asioita tarkoittavia ilmauksia, kuten n > 0 ja n # 0. Jos joukko-opin kaavojen tarkastukses-
sa joudutaan perusjoukkojen vuoksi tekeméén liian rajoittavia oletuksia, ndin annetun palautteen

mahdollisuus tukea oppimista heikkenee.

Vaikka myos laajempia perusjoukkoja koskevat teoriat, kuten reaalilukujen lineaarinen aritme-
tiikka [B], vaikuttaisivat olevan toteutettavissa samankaltaisin menetelmin, yksinkertaisempi Pres-
burger-aritmetiikka on hyvéa ldhtokohta seké télle tutkielmalle ettd MathCheckiin suunniteltavalle
joukko-oppimoodille. Syyni on erityisesti se, ettd kevyempi, mutta silti joukko-opin pedagogiikkaa
ajatellen ilmaisuvoimainen kokonaislukuja koskeva teoria jittaa myos tilaa keskittyd automaatti-
toteutuksen yksityiskohtien tarkasteluun. Monet tissé tyossi esiteltivit tulokset ja todistukset pyr-

kivatkin tidyttdmain aiheesta jo julkaistusta kirjallisuudesta puuttuvia yksityiskohtia.

Kun kiytosséd on toteutukset kahdelle eri joukkojen luokalle, merkkijonojen siddnndllisille kielille
ja kokonaislukuvektorien Presburger-joukoille, huomio voidaan kiinnittdd ndiden avulla mahdolli-
siin joukko-opin ilmauksiin ja niiden tarkastamiseen. Eris ddrellisten automaattien hyddyntamisen
etu on, ettd niilld ilmaistuja klassisia ongelmia ratkaisevat algoritmit I0ytyvit jo alan oppikirjalli-
suudesta. Monien joukko-opin perusviittimien (atomikaavojen) tarkastaminen voidaan palauttaa
ndihin algoritmeihin, ja niinpa niiden tarkempi tarkastelu sivuutetaan téssi tyossd. Sitd keskeisem-
min voidaan arvioida kehitettyjen perusjoukkojen kielelld saatavia mahdollisia tehtdvédnantoja, se-
ki niiden suhdetta joukko-opin oppimishaasteisiin. Samoin néit4 tehtavdnantoja pyritdan kommen-
toimaan suhteessa niiden virheellisistd ratkaisuista annettavaan mahdolliseen palautteeseen, joka

on MathCheckin toiminta-ajatuksen kulmakivi.



2. MATHCHECK MATEMATIIKAN TARKASTAMISEN
TUKENA

Tissd luvussa luodaan katsaus MathCheckin ja siiné toteutettavaksi suunniteltavan joukko-oppi-
moodin pedagogisiin perusteisiin. Keskeisimpini kisitteini esille voidaan nostaa (ratkaisujen) tar-
kastaminen ja palaute matematiikan oppimisen tukena, seki erilaiset joukko-oppiin liittyvit késit-
teelliset ja proseduraaliset haasteet. MathCheckia voidaan myos vertailla sekid pegagogisesti ettéd
joukko-oppimoodin nikokulmasta teknisesti samankaltaisia tehtédviad suorittaviin ohjelmiin ja oh-

jelmistoihin.

2.1 MathCheck ja ohjelmallinen tarkastaminen

MathCheck on vuodesta 2015 eteenpéin yliopistomatematiikan opiskelun ja opetuksen tukena Tam-
pereen teknillisessi yliopistossa, Jyviskylidn yliopistossa ja Tampereen yliopistossa kiytetty selain-
pohjainen ohjelma. Sen alkuperidisend toimintona oli aritmeettisten sievennysten tarkastaminen,
mutta sittemin se on laajentunut useisiin erilaisiin kdyttomoodeihin, joihin kuuluvat muun muas-
sa yhtilonratkaisu- ja paéttelymoodit, seki teoreettiseen tietojenkdisittelyyn painottuva yhteydetto-
mien kielioppien moodi. [B5, 39, 40, 36] Ohjelmallisen kehitystyon rinnalla MathCheckin kayttod

ja hyotyja opetuksessa on kartoitettu useissa eri tutkimuksissa [[1§].

Vaikka monet MathCheckin tekemisti tarkastuksista perustuvat syvillisesti sovellettuun mate-
maattiseen logiikkaan (ks. [B8]), kaikkea sen osaamaa tarkastamista ei tehdd tdydellisesti. Syy-
ni on hiukan tapauksesta riippuen joko kohteena olevan matemaattisen teorian ratkeamattomuus
tai sen laskennallisen toteutuksen kohtuuton aikavaativuus. Esimerkit molemmista 10ytyvit reaa-
liluvuista. Yleisen reaalilukuja ja niiden sinid koskevan viittimén totuusarvoa ei ole mahdollista
madrittdd ohjelmallisesti [B1, 28], eli sinifunktion sisiltdvi reaalilukujen teoria on ratkeamaton. Ta-
vanomaisen reaalikunnan (yleisemmin reaalisuljetun kunnan) ensimmadisen kertaluvun teoria puo-
lestaan on tésséd mielessi ratkeava [B1]], mutta monissa tapauksissa kaavan totuusarvon ratkaisevan
algoritmin suoritusaika on epakaytannollisen pitkd [[12]. Niinpa myos MathCheckin on tarkastetta-
va joitakin kdytdnnon matematiikan opiskelun kannalta merkityksellisid viittdmia epdtdydellisesti

vain kokeilemalla sopivasti valikoituja esimerkkitapauksia.

Opiskelijan tyoskentelyn tarkastaminen pahimmillaan vain esimerkkitapauksia tutkimalla voi alus-
tavasti kuulostaa heikolta menetelmailtd, mutta se on osoittautunut kiytdnnon kannalta toimivaksi.

Syiksi voidaan ajatella ainakin seuraavanlaisia:

1. Aritmeettisten esimerkkien tutkiminen voidaan toteuttaa tehokkaasti, jolloin MathCheckin

on mahdollista tutkia satoja tapauksia.



2. Suuri osa pedagogisessa arjessa esiintyvistd funktiopareista saa yhtenevid arvoja vain eris-
tetyissd pisteissd. Tilloin on varsin todennékdistd, ettd vihintddn jokin monista tutkituista

tapauksista on vastaesimerkki silloin, kun tarkastettava viittimi on epétosi.

3. Pelkistddn vdittimén toteaminen epatodeksi ei vield selitid opiskelijalle, miksi nédin on. Niin-
pé tasmillinen todistaminen hyddyttdd MathCheckin kiyttijdé vasta, kun epatdydellisen tar-

kastuksen jidlkeen on syyta epdilld, ettd vaittdima todella on tosi. [39, 4Q]

Kun MathCheckin kéyttod ohjaava opettaja on tietoinen epitidydellisen tarkastamisen asettamista
rajoitteista, hinen on mahdollista suunnitella sillid toteutettavia mielekkditd tehtivid ilman, ettd

opiskelija havaitsee tarkastuksen olevan epétédydellista.

Joukko-oppia koskevan MathCheckin toimintamoodin kehittdmisti varten olisi kuitenkin hyddyl-
listd ldhted liikkeelle taydellisestd tarkastamisesta, silld tdlloin viltetddn monenlaisten heuristiikko-
jen soveltaminen ja ohjelman toteutus voidaan pitdi yksinkertaisempana (vrt. [39]). Epétédydellisen
tarkastamisen soveltaminen olisi perustelua my0s ratkeavuuden ja maltillisen kompleksisuuden ra-
jat ylittavialld pedagogisella tarpeella, mutta téllaisia on tyolédstd tunnistaa ennen kuin on olemas-
sa késitys joukko-oppimoodin tarjoamista kidytdnnon eduista opetukselle ja oppimiselle. Niinpd
tissd tyossd keskitytddn tarkastelemaan tilanteita, joissa tdydellinen tarkastaminen on véhintiin
teoriassa mahdollista, jotta myohempi aiheeseen liittyvé tutkimus- ja kehitystyo voi jatkaa kohti

hankalampia tapauksia.

2.2 Tarkastamisen, palautteen ja joukko-opin pedagogiikkaa

MathCheck ottaa siis syotteenédédn opiskelijalta merkkijonon, joka ilmaisee esimerkiksi aritmeetti-
sia lausekkeita jarjestettyind relaatioketjuksi [33, 40] tai lineaaristen (epd)yhtédldiden Boolen lausek-
keita jdrjestettyina péittelyketjuksi [3€]. Lopputulemana opiskelijalle annetaan palautetta kaikista
vilivaiheista ensimmdiseen virheelliseen asti. Mahdollisesta virheellisesti vilivaiheesta kerrotaan
vastaesimerkin avulla, miksi se on virheellinen, ja jokaisesta sitd edeltivésti oikein menneesta ker-
rotaan sen olevan oikein vihintdén siind mielessd, etti vastaesimerkkii ei onnistuttu 10ytdméain.
Tillaista ohjelman toimintaa voidaan tarkastella hiukan erilaisista, mutta toisiinsa kiinte&sti liitty-

vistd tarkastamisen ja palautteen antamisen nikokulmista.

Tarkastamisella tarkoitetaan tdssi tydssid aiheyhteydestd riippuen joko opiskelijan tai ohjelman pyr-
kimysté verifioida jonkin viitteen tai vélivaiheen oikeellisuus. Opiskelijan osalta tarkastamisen ja
sithen liittyvien ajatus- ja toimintamallien merkitys matemaattisen ongelmanratkaisun, seké laa-
jemmin matematiikan oppimisen kannalta on tunnistettu vihintddn PSlyan klassikkokuvauksesta
[23] ldhtien. Hinelle tarkastaminen ilmenee kahdessa roolissa seké kdytdnnon laskujen tai pai-
telmien jarkevyyden ettd ongelmanratkaisun lopputuloksen merkitysten arvioimisena. MathCheck
on ohjelma, joka tdydent&a néisti tarkastusprosesseista ensimmdistd. Se on tosin suunniteltu toimi-
maan ilman tietoa mahdollisesta tehtdvinannosta [40], jolloin tarkastaminen jalkimma&isessd mie-
lessi ei ole mahdollista. Niinpi ratkaisun mielekkyyden, sovellettavuuden ja eleganttiuden kaltai-

set pohdinnat jaavit opiskelijan tehtiviksi.

Ratkaisun vilivaiheiden tarkastaminen automaattisesti on kuitenkin arvokas lisd seki opiskelijal-

le ettéd opettajalle. Tarkastaminen on toistuvasti tunnistettu tdrkeéksi osaksi matemaattisen ongel-



manratkaisun malleja (ks. esim. [25, B]), mutta samaan aikaan harvat opiskelijat tekevit sitd ak-
tiivisesti [21]. Alustavaksi selitykseksi tille havainnolle on esitetty ratkaisumenetelmén tai tulok-
sen epistemologisen aseman (engl. epistemological status) kisitettd, jonka mukaan valmiiksi hy-
vin perusteltujen korkean aseman tydtapojen, kuten laskukaavojen noudattamisen tai todistami-
sen kanssa tarkastamiseen kuluva yliméérédinen tyo ei tarjoa opiskelijan nikokulmasta lisdarvoa.
Sen sijaan arvaten tai muulla tavoin abduktiivisesti pdétellyn tuloksen epistemologinen asema on
matala, ja siksi tarkastamisen kautta saatavat lisdperustelut tuntuvat olevan tarpeen. [21]] Riskina
korkean epistemologisen aseman menetelmien tarkastamisen sivuuttamisessa on kuitenkin huoli-
mattomuusvirheiden huomaamatta jaidminen, ja tihan MathCheckin kanssa tyoskenteleminen voi
tarjota ratkaisun. Jos opiskelija tydstii ratkaisuaan rutiininomaisesti MathCheckilla, hén voi jattaa
epahoukuttelevia osia tarkastustyoskentelystdin automatiikan varaan. Opettajalle vastaava hyoty

nikyy ongelmanratkaisutaitojen opettamiseen ohjelmalta saadussa tuessa.

Perinteisesti tarkastamisen tulosten perusteella on mahdollista generoida palautetta, joka tdhtaa
opiskelijan ongelmanratkaisuprosessien parantumiseen. Palautetta voi olla tuottamassa perinteisen
arviointiasetelman tapaan opettaja, itse- tai vertaisarvioijana toimiva opiskelija, tai sitten Math-
Checkin tapauksessa ohjelma. Automaattisen palautteen suunnittelussa erés ratkaistava ongelma on
kuitenkin mahdollisimman suuren vaikuttavuuden saavuttaminen. Gibbs ja Simpson [[16] kuvaavat

oppimisen kannalta merkityksellisen palautteen muun muassa

e olevan riittdvan yksityiskohtaista ja usein saatavaa,
e keskittyvin opiskelijan vallassa oleviin asioihin,

e olevan saatavilla oikea-aikaisesti silloin, kun silli on vield vilid ja mahdollisuus edistii tu-

levaa oppimista,

e soveltuvan opiskelijan omaan hahmotukseen késilla olevasta ongelmasta.

MathCheckin antama automaattinen palaute on ldhes vilittomaésti saatavilla opiskelijan sitid pyy-
tiessd, ja se pyrkii vilivaiheen virheellisyyden toteamisen lisdksi selittdmiin vastaesimerkilld,
miksi nédin on [40, B€]. Ndmi ominaisuudet auttavat sen generoimaa palautetta vastaamaan mo-
niin listatuista vaatimuksista. MathCheckin tulosteen luettuaan opiskelijalla on heti mahdollisuus
reagoida siihen esimerkiksi korjaamalla mahdolliset virheet tai palaamalla oppimateriaaliin. Vas-
taesimerkin avulla hin puolestaan voi yrittdd ymmartia ratkaisunsa virheiden laatua paremmin

kuin vain saadessaan maininnan viirin menneesti vilivaiheesta.

Oman tydskentelyn tarkastamisesta ja palautteen saamisesta voidaan odottaa olevan hy6tyd myos
joukko-opin opiskelulle. MathCheckin joukko-oppimoodien tukemia toiminnallisuuksia ja tehti-
vid voidaan pohjustaa kirjallisuudessa raportoiduilla oppimisen haasteilla, jotta sen avulla saatai-
siin mahdollisimman paljon etua. Joukko-opin hahmotuksen vaikeuksia voidaan jdsentdd késitteel-
lisiin, proseduraalisiin ja ndiden ulkoisvaikutuksiin. Perustavina kisitteellisind haasteina on rapor-
toitu joukko-opin kuuluvuus- ja sisiltyvyysrelaatioiden € ja C vilisen eron [[I]], sekd joukko alkiona
-ajatuksen hahmottaminen [5]. Liséksi joukko-opin opiskelun alkuun yleisesti kuuluva ajatus jou-
kosta kokoelmana alkioita voi sekoittaa arkisen ja matemaattisen kokoelman ominaisuuksia: jou-
kon alkioille kuvitellaan virheellisesti yhdistivid attribuutteja, joukko hahmotetaan vain kahden

tai useamman alkion direlliseksi kokoelmaksi, alkion toistamista voidaan pitdéd joukon kannalta



merkityksellisend ja joukkojen samuuden kriteerini pidetddn samaa alkioiden lukumé&éaria [[15].

Joukkoihin liittyvien ajatus- ja toimintaprosessien kannalta ongelmakohdiksi on havaittu joukkoon
kuulumisen kriteerin muotoileminen yleisemmén kuvauksen perusteella, joukon yleisen ja yksit-
tdisen alkion vilisen eron tekeminen, sekd saman joukon eri esitysmuotojen tunnistaminen ja muo-
toileminen joukko-opin kielell4 [[13]. Ndiden ja késitteellisten haasteiden pulmallisuus tulee esille
myds siind, kuinka monet muut matematiikan opintojen haarat rakentuvat joukko-opin varaan. Kos-
ka esimerkiksi lineaarialgebra [[13], abstrakti algebra [J] ja aksiomaattinen todennékoisyysteoria
[2] nojaavat joukko-opin varaan keskeisten kisitteidensi osalta, vaikeudet joukko-opin oppimises-

sa voivat heijastua edelleen eteenpédin myohempiin opintoihin.

2.3 Muita apuvailineita tarkastamiseen

Yliopistomatematiikan opiskelun ja opettamisen tukena on kdytetty muun muassa STACK- [B(0] ja
Wolfram Alpha -ohjelmistoja [A2]. Ndistd ensimmdiisen avulla voidaan MathCheckin tapaan tar-
kastaa opiskelijan syotteitd, ja useimmin kéytetty tarkastusmoodi on algebrallinen yhtédpitivyys
opettajan antaman malliratkaisun kanssa. Kuten MathCheckissa, ajatuksena on, ettd niin kauan
kuin merkintderoista huolimatta vastaus tarkoittaa samaa kuin malliratkaisu, tarkastusalgoritmi
hyviksyy syotteen. Molemmissa tyokaluissa syotetylle vastaukselle on lisdksi mahdollista asettaa
erilaisia muotovaatimuksia, kuten kieltda jonkin operaattorin kéyttd, mutta MathCheckin tapauk-
sessa namid mahdollisuudet ovat hiukan laajempia. Erona on liséksi, ettd STACK-jéarjestelméssi
tarkastus perustuu Maxima-ohjelmistolla tehtyyn symboliseen laskentaan, eiké epétiydellistd tar-
kastamista tueta. Opettajan ndkokulmasta vield merkittivimpiaid on, ettd STACKin avulla tuote-
tuissa tehtéivissd sekd mahdollisten vilivaiheiden tarkastaminen ettd palaute on ohjelmoitava itse,
kun taas MathCheck osaa ohjatuissa tehtédvissi tuottaa molempia pelkidn malliratkaisun perusteella
[40].

Wolfram Alpha on puolestaan verkkoselaimessa toimiva ohjelma, jonka tarkoituksena on antaa
vastauksia kdyttdjin sille esittdmiin kysymyksiin tai tehtidviin. Matematiikan nidkokulmasta tdmi
tarkoittaa, ettd opiskelija voi syottdd sille esimerkiksi lausekkeen tai (epd)yhtdlon mahdollisesti li-
sikomennoilla tdydennettyni, ja sivusto tulostaa hinelle listan syétteeseen liittyviid tietoja, kuten
valmiiksi sievennetyn lausekkeen tai ratkaistun yhtdlon. Ohjelman ilmaisversio ei esitd vilivai-
heita, joiden avulla kuhunkin tulokseen on péadytty, eiki opiskelijan ole mahdollista syottdd niitéd
itse helposti. STACKin tapaan Wolfram Alpha suorittaa tarkastamisen symbolista laskentaa kdyt-
tden. Niinpi se vertautuu toimintaidealtaan MathCheckia paremmin 2010-luvulla erityisesti lukio-
opetuksessa yleistyneisiin symbolisiin laskimiin. MathCheckin ja Wolfram Alphan hy6tyjé insi-
nooriopiskelijoiden matematiikan perusopintojaksolla vertailleessa tutkimuksessa havaittiin, etté
MathCheck nayttéisi tukevan Wolfram Alphaa paremmin seki konstruktivistisen oppimiskéasityk-

sen mukaista tydskentelyd ettd matematiikan oppimista [[18].

STACKIin ja Wolfram Alphan liséksi kirjallisuudessa on esiintynyt myos muita tarkastusohjelmia,
joilla on tihdétty erityisesti joukko-opin oppimisen parantamiseen. Watts ja Cohen [#1]] kuvailivat
jo neljd vuosikymmenti sitten ohjelmaa, jolla voitaisiin tulkita ja tarkastaa opiskelijan syottee-

ni antamaa sievennysti joukkoaritmetiikan lausekkeelle. Heidédn algoritminsa vastaa kdytdnnossa



lauselogiikan kaavojen tautologisuuden selvittdmisté totuustaulun avulla, ja perustuu siis kiytossa
olevan joukko-opin rakenteen tulkintaan Boolen algebrana. Menetelmi ei kuitenkaan salli muiden
kuin joukkomuuttujien kaytto4 ja yhdistelemistd tavanomaisin joukko-operaatioin. Siksi sen kyky
vastata joukko-opin oppimisen haasteisiinkin on rajattu. Viimeaikaisessa tutkimuksessa Tynche-
rov kollegoineen [B3] esittdd samaan tulkintaan perustuvaa joukko-opin tulosten tarkastamista ja

toteuttamista Maple-ohjelman kielelli.

Muutamia néitd yksinkertaisia toteutuksia konkreettisempiin joukkoihin laajentavia toteutuksia on
esitelty 1990-luvulta eteenpdin. LASH [32] on Liegen yliopistossa kehitetty ohjelma dérettdmien
tila-avaruuksien (engl. state space) tutkimiseen ja muun muassa darettomien kokonaislukujoukko-
jen esittdmiseen. Siind pyritdin esittdmadn joukkoja ddrellisiksi automaateiksi kutsuttujen tietora-
kenteiden avulla. Samaa tekniikkaa kdyttda MONA [24], jonka tavoitteena on tuottaa kddnnoksia
tietynlaisten logiikan ilmausten ja direllisten automaattien vililld. Téassd tydssi esitettivét ajatukset
joukkojen mallintamisesta ohjelmallisesti ovat niin ikddn samansuuntaisia ja osittain paallekkaisid-
kin, joten nima kaksi ohjelmaa tarjoavat hyvin vertailukohdan MathCheckin joukko-oppimoodin

taustaksi kehitettdville teorialle.



3. JOUKOT, KIELET JA AUTOMAATIT

Ryhdytiin sitten kuvailemaan, mink&laisena tietorakenteena matemaattinen joukko tulisi esittid,
jotta mielekkdiden tehtévien toteuttaminen olisi mahdollista. Tavoitteena on pystyi kisitteleméaén
myos ddrettomid joukkoja, jolloin alkioiden listaaminen ei luonnollisesti sovellu menetelmaiksi. Sen
sijaan kdy ilmi, ettd teoreettisessa tietojenkésittelytieteessi kiytettivien kielten ja jo edelld mainit-
tujen ddrellisten automaattien avulla padstdsan eteenpédin. Juuri ndiden valintaa teorian pohjaksi pe-
rustellaan tarkemmin myohemmin. Tarkastellaan aluksi kuitenkin hiukan tdmén ldhestymistavan

taustalla olevan matemaattisen joukko-opin perusteita.

3.1 Naiivia joukko-oppia

Matematiikan perusteiden tutkiminen johti 1800-luvun puolivilin jilkeen joukko-opin matemaat-
tisen teorian kehittymiseen. Georg Cantor [8] médritteli joukon hyvin rajattuna kokoelmana erilli-
sid olioita. Kyseessd on siis erddnlainen siilio kisitteille, kuten luvut, matriisit ja funktiot, joiden
olemassaolo voidaan kuvitella. Joukkoon siséltyvid olioita kutsutaan sen alkioiksi, ja olion x kuu-

lumista joukkoon A merkitdin x € A.

Tamin joukon méiéritelmédn perusteella voidaan muotoilla kaksi perustavanlaatuista periaatetta,

jotka kaikki (klassiset) joukot toteuttavat.

Periaate 1 (Ekstensionaalisuus). Joukot A ja B ovat samat, jos ja vain jos niilli on samat alkiot.
Toisin sanoen A = B, jos ja vain jos kaikilla x ehdot x € A ja x € B toteutuvat tdasmdlleen samaan

aikaan.

Periaate 2 (Erotteluperiaate). Jos A on joukko, niin on mahdollista muodostaa ehdon ¢(x) to-
teuttavien olioiden x joukko {x € A | p(x)}.

Joukkojen ekstensionaalisuus perustelee, miksi dérellinen joukko voidaan médritelld listaamalla
sen alkiot. Erotteluperiaate puolestaan edustaa yhteyttd joukkojen ja logiikan kaavojen vililld. Al-
kuperiisessd Cantorin joukko-opin erotteluperiaatteessa alkioita ei rajoitettu jonkin jo olemassa
olevan joukon jdseniksi, eli rajoittamattoman joukkoabstraktion {x | ¢(x)} mukainen joukko aja-
teltiin mahdolliseksi. Siind muodossaan joukko-opin teorian ongelmana on kuitenkin sen ristirii-

taisuus (ks. esim. Russellin paradoksi [29]).

Nami ongelmat johtivat Ernst Zermelon ja muut kehittiméain aksiomaattisen joukko-opin teorian,

jossa pyritddn sdilyttdméin naiivin joukko-opin hyvit puolet ja kiertdmiin Russellin paradoksin



kaltaiset suhteellisen tekniset ristiriidat. Téssd olennaisena ajatuksena on joukkoabstraktion rajoit-
taminen ylli esitetyn erotteluperiaatteen mukaan siten, etti jo olemassaolevasta joukosta A voidaan
erotella ehdon @(x) toteuttavat alkiot x osajoukoksi {x € A | @(x)}. Samalla on lisdttavd muita

aksioomia, jotta teorian ilmaisuvoima ei supistu liikaa.

Joukko-opin perusteiden opettamiseen aksiomaattinen joukko-oppi tarjoaa kuitenkin huonon ldh-

tokohdan ainakin kolmesta syysta.

1. Aksiomaattinen joukko-oppi vaatii matemaattisen logiikan perusteiden tuntemista. Téti ei
ehditi sisdllyttiméaidn joukko-oppia sovelluksissa tarvitsevien yliopisto-opiskelijoiden mate-
matiikan opintoihin.

2. Erilaisten joukkojen ja niiden ominaisuuksien esittiminen ja todistaminen on monimutkai-

sempaa aksiomaattisesta nikokulmasta kuin esimerkiksi Cantorin luonnehdinnan pohjalta.

3. Joukko-opin keskeisten sovellusten kannalta aksiomaattisten menetelmien tdsméllinen tun-

teminen ei ole oleellista.

Kéytinnossi yliopistojen perus- ja aineopintotasoisessa matematiikan opetuksessa joukkoabstrak-
tion rajoittaminen tapahtuu niin, ettd kiinnitetddn sopiva, asiayhteyden mukaan muuttuva perus-
Joukko (engl. universe) U, jonka alkioita tai niisti tietyilld keinoilla muodostettavia joukkoja kaik-
ki kisiteltavit oliot ovat. Keinoiksi alkioiden yhdistelemiseen mééritelldén esimerkiksi joukon U
osajoukon A osajoukkojen joukko 9P(A), eli potenssijoukko, joukon U alkioiden muodostamat #-
vektorit (uy,u,, ..., u,), missd uy, u,, ..., u, € U, vektoreiden muodostamat joukot, seké perusjou-
kon karteesinen tulo U X U itsensd kanssa, jonka alkioita merkitiéin niin ikdin muodossa (a, b),
missd a,b € U. Niilli merkinnéillid joukot U? ja U x U tarkoittavat kiiytinndssid samaa asiaa,
mutta niihin liittyvit toteutukset automaatteina ovat erilaiset. Ne my0s useimmiten esiintyvit eri
aiheyhteyksissid: ensimmiinen vektoreita, lineaarialgebraa ja kahden muuttujan funktioiden teoriaa
kisittelevilld opintojaksoilla, sekd jalkimmaéinen joukko-opin, relaatioiden ja yleisemmin diskree-

tin matematiikan yhteyksissa.

Loput myohemmin tarvittavasta joukko-opin vilineistostd voidaan tiivistdi tavanomaisiin joukko-

operaatioiden madritelmiin.

Maaritelma 3. Olkoot A ja B saman perusjoukon U osajoukkoja. Joukkojen A ja B yhdiste on
joukko
AUB={xeU|xe AV xéeE B},

joukkojen A ja B leikkaus on joukko
ANB={xeU|x€e AAx € B},

sekd joukkojen A ja B erotus on joukko
A\B={xeU|x€AA—-x € B}.

Erotusta A \ B kutsutaan myos joukon B komplementiksi joukossa A. Lisdksi joukkojen A ja B
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karteesinen tulo on joukko

AXB={(x,yyeUxU|xe AAy€E B}. o

3.2 Kielet ja automaatit

Tavoite joukon esittdmisestd ohjelmallisesti automaattien avulla lihtee liikkeelle kielen kisitteesta.

Maaritelma 4. Aakkosto T on direllinen joukko symboleita, joihin ei kuulu . Aakkoston X mai-

riddmien merkkijonojen joukko X* médritelldéin rekursiolla seuraavasti.

1. Tyhjci merkkijono € € L.

2. Jos s € X jaa € X, niin sa € X*.

Joukossa T* ei ole muita alkioita. Aakkostoon X liittyvi kieli L on miki tahansa joukon X* os-

ajoukko. o

Merkkijonot muodostetaan siis asettamalla aakkoston symboleita perdkkiin alkaen tyhjastd merk-
kijonosta €. Jokainen aakkoston alkio a on itse myds merkkijono, silld tulkitaan ettd ea = a. Tami
aakkoston alkioiden perdkkéinasettelu, eli katenaatio yleistyy myos muille merkkijonoille ja jopa

kokonaisille kielille.

Maaritelma 5. Olkoon X aakkosto. Merkkijonojen katenaatio on joukon X* kaksipaikkainen ope-

raatio, joka méidritelldsin rekursiolla seuraavasti.

1. Jos s € X*, niin se = s.

2. Jos sy, 5, € X* ja katenaatio 5,5, on médritelty, sekd a € X, niin 5,(s,a) = (5;5)a.

Jos L, ja L, ovat aakkostoon X liittyvii kielid, eli L, L, C X, niin kielten katenaatio on kieli
LiLy={s;sy|sy€LjAsy €L} CX.

Olkoon sitten n luonnollinen luku. Merkkijonon s € £* ja kielen L C X* potenssit ovat

£, kunn=0 ) {e}, kunn =0
s" = ja L" =
s" s, kunn>0 L™ 'L, kunn> 0.
Kielen L C =* Kleenen sulkeuma on kieli L* = |J L* c =*. 3
keN

Kieli on siis yksinkertaisesti (mahdollisesti tyhji) kokoelma merkkijonoja. Tdma on joukkojen tun-
nistamisen tarkoitukseen liian yleinen késite, ja muutenkin monesti mielenkiintoisia ovat vain riit-
tavan saannonmukaiset kielet. Nditd kutsutaan yhteisesti sddanndllisiksi kieliksi. Tavallisen maéri-
telmén (ks. esim. [23]) mukaan sddnnollisid kielid ovat tyhja kieli (tyhji joukko @), tyhjan merkki-
jonon ja aakkoston alkioiden muodostamat yksiot, seké rekursiivisesti jo tunnetuista sdannollisista

kielistd joukkojen yhdisteelld, kielten katenaatiolla ja Kleenen sulkeumalla saadut kielet. Tatd tyota
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H o0(q.a) | ay ay, a3y a4 as ag a; ag

a
a2, a3, ds, dg do G 9 B 9 D 9 9 D
az qi @ 4 1 D N 9 D 4
q; a;, ay, ag, d; ‘ q D 9 9 9 49 492 492 9
as, ds, ag ap,...,ag

Kuva 1. Esimerkki deterministisestd ddrellisestd automaatista ja sen tilasiirtymdfunktion taulukos-
ta. Tissd Q = {qy, 91,92}, Z = {a;, ay, ..., ag}, alkutila on qy ja F = {q,}.

varten on kuitenkin luontevampaa maéritelld sddannolliset kielet determinististen dérellisten auto-
maattien avulla. Tarkemmin sidénnollisten kielten ja dérellisten automaattien yhteyteen voi tutustua

esimerkiksi Martinin [23] esityksesta.

Adrelliset automaatit kehitettiin 1950-luvun loppuun mennessi laskennan malliksi tilanteisiin, joi-
hin Turingin kone on turhan ilmaisuvoimainen. Rabin ja Scott [27] esittelivit nykyisin vakiintuneen

formalismin, joskin hieman erilaisin merkinnéin kuin tissé.

Maaritelma 6. Olkoon X aakkosto. Aakkostoon X liittyvi deterministinen dicirellinen automaatti
(DFA) M on jono (Q, Z, gy, I, 6), missd Q on ddrellinen joukko, gy € Q, F C Q ja 6 on funktio
OXxZX — Q.Joukon Q alkioita kutsutaan tiloiksi, tilaa qq alkutilaksi, joukon F alkioita lopputiloiksi
ja funktiota & (tila)siirtyméifunktioksi. Tilasiirtyméfunktion laajennus 6 merkkijonoille on funktio

Q X I* - Q, missi (g, €) = q aina, kun g € Q, ja 5(¢, sa) = 6(b(q, 5),a), kun s € T* jaa € X.

DFA:n M = (Q, %, gy, F, §) sanotaan ottavan sydtteenciin joukon X* merkkijonoja. DFA M hy-
viksyy sybtteen s € X*, jos g(qo, s) € F. Muussa tapauksessa M hylkdd syotteen s. DFA:n M
hyviksymien syotteiden kieltd merkitddan L(M). o

Deterministisen dédrellisen automaatin ajatuksena on siis, ettd laskenta-algoritmi alkaa jostakin al-
kutilasta ja ettd syotteend luetun merkkijonon jokainen merkki aiheuttaa siirtymén samaan tai toi-
seen tilaan. Algoritmilla on kaksi mahdollista tulosta: joko merkkijono hyviksytdan, jos viimei-
nen tila kuuluu automaatin lopputiloihin (eli hyvdksyviin tiloihin), tai sitten merkkijono hylétdén.
Deterministisen ddrellisen automaatin toimintaa voi kuvata esimerkiksi kuvan [[| graafin avulla. Ti-
lasiirtymifunktio voidaan esittdd kompaktisti taulukkona. Kaaviossa ympyrit edustavat tiloja, ja
alkutilaa merkitdédn sisdéntulevalla nuolella ja lopputiloja kahdennetulla ympyrilld. Nuolet tilo-
jen vililld edustavat siirtyméfunktion toimintaa kullekin tilalle ja nuolen yhteyteen kirjoitetuille

aakkoston alkioille tai sen yhteyteen kirjoitetun osajoukon alkioille.

Maaritelma 7. Olkoon X aakkosto ja L siihen liittyvi kieli. Kieli L on sddnndllinen, jos 16ytyy
aakkostoon X liittyvd DFA M, jolle L = L(M). o
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Kuva 2. Tyhjdd kieltd @ ja aakkoston alkioiden yksioitd {a} C Z esittdvdt DFA:t.

Sadnnolliset kielet ovat siis tdsmilleen ne merkkijonojen kokoelmat, joiden jokainen alkio hyvik-
sytddn samassa DFA:ssa, ja kyseinen DFA ei hyviksy yhtdkdin muuta merkkijonoa. Ne tarjoavat
my0s yhtymikohdan joukko-opin ja laskennan teorian vilille: tulkitaan késiteltdva joukko sddnnol-

lisend kieleni ja pidetédén siihen liittyvii ddrellistd automaattia ohjelmallisen toteutuksen pohjana.

Koska sdannolliset kielet ovat merkkijonojen joukkoja, joille 16ytyy ohjelmallinen toteutus DFA:n
avulla, niistd saadaan myos vilittdmisti ensimméiinen joukkojen luokka, joille tarkastusta voitai-
siin toteuttaa MathCheckilla. Sen jdlkeen, kun aakkosto Z on kiinnitetty, perusjoukoksi U saadaan
kaikkien merkkijonojen joukko X, ja jokainen sen osajoukoista, joka on myds sddnnollinen kie-
li, voidaan esittdd sopivalla automaatilla. Koska MathCheck on englanninkielinen ohjelmisto, erés
luonteva aakkosto on £ = {a,b,c,...,z,A,B,C,...,Z}, ja tdlloin DFA:t hyviksyisivit tiettyjd
englannin kielen aakkosista koostuvien merkkijonojen joukkoja.

Esimerkki 8. Kuten johdattelussa sddnnéllisten kielten miéritelmédin esiteltiin, tyhjd kieli ja aak-
koston alkioiden muodostamat yksiot ovat sddnnollisid kielid. Tamé on helppo ndhdda Méiritelmén
[] nikokulmasta, kun tarkastellaan kuvan P} graafiesityksid automaateista. Vasemmanpuoleisessa,
tyhjad joukkoa esittdvissd automaatissa ei ole lainkaan lopputiloja, joten se ei voi hyviksyd yh-
tdkddn merkkijonoa. Yksiotd {a} C X esittdvissd automaatissa puolestaan alkutilasta siirrytidin
hyviksyvéan tilaan, jos ensimmadinen luettu merkki on a, ja kaikki muut siirtymét vievit poispdin

tastd tilasta.

My0s yksittdisen merkkijonon muodostama kieli on sdédnnollinen. Timéa nédhdéin esimerkiksi yleis-
tamélld kuvan [§ automaatti myos muille kuin siiné kisitellylle merkkijonolle. Oletetaan, ettd aak-
kosto X sisdltdd vihintdan symbolit c, a ja t, jolloin kielen {cat} hyviksyvd DFA saadaan valikoi-
malla tiloiksi Q = {gy. ¢, a, t, g }, aloittamalla tilasta g, ja méérittelemilld siirtymien avulla tilojen
polku c, a, t kuten kuvassa §. Lopputilaksi otetaan merkkijonon viimeinen merkki ja vield puuttuvat

siirtymiit ohjataan tilaan ¢, . o

3.3 Automaatteja saannaollisille kielille

MathCheckilla merkkijonojen joukkoihin liittyvin DFA-toteutuksen muotoileminen vaatii hiukan
tarkemman késityksen siitd, minkilaisille joukoille DFA-esitys on mahdollinen, eli minkilaisia
tiettyyn aakkostoon liittyvét sddnnolliset kielet oikein voivat olla. Keskitytdén siis seuraavaksi ku-
vailemaan erilaisia merkkijonojen sdannollisid kielid, seké niitd vastaavien ddrellisten automaattien

konstruoimista. Kuten edelld Esimerkissé f todettiin, ainakin tyhji joukko ja merkkijonojen yksiot



13

Kuva 3. Kieltd {cat} esittdvi DFA.

voidaan esittdd DFA:n avulla, joten jonkinlainen tunnettujen kielten kokoelma on jo olemassa.

Seuraava yksinkertainen askel on kisitelld tunnetulla DFA:1la esitetyn joukon komplementtia. Kos-
ka DFA:n laskentatulos on joko "hyviksytdan’ (merkkijono kuuluu joukkoon) tai hylétiddn’ (merk-
kijono ei kuulu joukkoon), joukkoa L(M) C X* esittivissd DFA:ssa M = (Q, X, qy, F, 6) kisitel-
ldén joukkoon X* \ L(M) kuuluvaa merkkijonoa s silloin, kun 5((10, s) & F, tai yhtépitavasti kun
3(qo, s) € O\ F. Niinp4 sddnnollisen kielen komplementtia esittivd DFA saadaan rakennettua yk-
sinkertaisesti vaihtamalla alkuperdisessd DFA:ssa lopputilojen joukoksi alkuperiisten lopputilojen

komplementti.

Lause 9. Olkoon X aakkosto ja M = (Q,Z, qy, F, 6) siihen liittyvi DFA. Tilléin sen pohjalta
rakennettu DFA M' = (Q, %, g, O \ F, 8) hyviiksyy kielen L(M') = £* \ L(M).

Myos kaksipaikkaisten joukko-operaatioiden toteuttaminen onnistuu DFA-tekniikalla, kunhan yh-
disteltdavien merkkijonojoukkojen DFA:t tunnetaan. Rakennetta, johon kahden dérellisen automaa-
tin (Q;, %, q;, F;,0;), i = 1,2, toiminta saadaan yhdistettyi, kutsutaan yleisesti tuloautomaatiksi
(engl. product automaton) (Q; X Q,,%,(q;,q,), F,6; X 6,). Téssi tilat ovat alkuperdisten auto-
maattien tilojen jarjestettyjd pareja ja siirtymét niiden vililla méaéritelldén siten, ettd luetun merkin
myoti parin kummassakin osassa siirrytdédn alkuperdisen automaatin erikseen médrdamaién uuteen

tilaan:
(61 X 62)((p1, P2)» @) = (61(py, a), 05(py, ). (D

Tuloautomaatin tdsmaéllinen toiminta miérdytyy sen lopputilojen joukon F C Q; X O, perusteel-
la. Valitsemalla sopivat hyviksyvit tilat saadaan katettua sddnnollisten kielten yhdiste, leikkaus
jaerotus. Yhdisteen tapauksessa merkkijonon hyviksymiseksi riittdd, etti lopetustilassa toinen al-
kioista on oman DFA:nsa lopputilojen joukossa. Vastaavasti leikkauksen tapauksessa molempien

lopetustilan alkioista on oltava oman DFA:nsa lopputila.

Lause 10. Olkoon T aakkosto ja M; = (Q;,X,q;, F;,8;), i = 1,2, kaksi siihen liittyviici DFA:ta.
Tdlloin DFA:n M = (Q; X 0,,2%,(q1,4), F, 8] X 05) hyvdksymd kieli on

1. L(M) = L(My) U L(M,), jos F = (F; X Q) U(Q; X F)),
2. L(M) = L(M,) n L(M,), jos F = F, X F,



14

Todistus. Martinin [23, Theorem 3.4] esitystd mukaillen viitteen perustelemisen keskidssid on
osoittaa, ettd kaavan ([l)) mukaisen tilasiirtyméfunktion 6 = §; X 6, laajennus merkkijonoille to-

teuttaa edelleen samankaltaisen ominaisuuden:

5((p1. p2), 5) = (81(P1. 9), 65(py, 8)) 2)

aina, kun p; € Q,, p, € Q, jas € £* \ €. Kaavan ([l) perusteella viite on jo tosi silloin, kun s on
yksittdinen aakkonen, ja loppu seuraa induktiolla, silli M#iritelmin f ja oletuksen (P)) nojalla

5((py. py). sa) = 8(5((py. py). 5). @)
= 5((6,(p1. 5). 55(py. 5)), @)
= (6,(81(p1. 5). @), 5)(85(py. 5), @)
= (6,(py, sa), 6,(p,, sa)).

Niinpd 5(((11 ,q,),s) € F,jos javain jos (51 (g1, 5), Sz(qz, s)) € F.Kohdat 1 ja 2 seuraavat suoravii-
vaisesti soveltamalla tété tietoa ja joukko-operaatioiden madritelmid. Kohta 3 todistuu vastaavasti

Lauseen [ lisdavulla. O

Yhdessi Esimerkin § kanssa tdmén lauseen ensimmdinen kohta tarkoittaa, ettd kaikki dérelliset kie-
let voidaan esittda DFA:n avulla. Kaikki dérelliset merkkijonojen joukot nimittdin saadaan merk-

kijonojen yksioistd joukko-opillisen yhdisteen avulla.

Perusjoukko-operaatioista on jiljelld sdénnollisten kielten karteesinen tulo, jonka senkin voidaan
ajatella tuottavan sidinnollisen kielen seuraavin varauksin. Vertaamalla karteesisen tulon joukko-
opillista Médritelmdd [ ja kielten katenaation Médritelmdd [ havaitaan, ettd nama kisitteet ovat
oikeastaan eri tapoja ilmaista sama asia. Molemmissa operaatioissa on kyse alkuperdisten joukko-
jen (kielten) alkioiden yhdistdmisestd jéarjestykseen perdkkiin. Ainoat erot ilmenevét merkintéta-
voissa, joissa karteesisen tulon alkioita merkitdin sulkeiden ja pilkun kanssa muodossa (s, s,) ja

katenaation alkioita ilman niitd muodossa s;s,.

Niinpi joukko-opin tehtivissi sekd karteesiselle tulolle ettéd katenaatiolle saadaan toteutus samoin
periaattein, ja se, kumpaa tehtédvien tai harjoittelun suunnittelussa kiytetdén, riippuu ainoastaan ha-
lutusta harjoittelun kohteesta. Matemaattista joukko-oppia opiskeltaessa karteesinen tulo on luul-
tavasti tyypillisempi, kun taas tietojenkésittelyn opinnoissa kielten perusteisiin tutustuttaessa kate-
naatio voi olla tarpeellisempi ilmaisumuoto. Jotta automaattitoteutuksessa voitaisiin edelleen pu-
hua saman aakkoston sdinndllisestd kielesti, valitaan katenaatio toteutuksen pohjaksi. Nyt kdy kui-
tenkin niin, ettd determinististen dadrellisten automaattien formalismi ei enédid sovellu katenaatiota
kuvaavan automaatin yksinkertaiseen kuvaamiseen, vaan sen sijaan on sallittava epddeterministi-
sid siirtymid automaatissa. Nditd ovat siirtymétti jattiminen merkki lukiessa, siirtyminen saman

merkin perusteella useampaan kuin yhteen tilaan, seké tyhjdlld syotteelld siirtyminen.

Maaritelma 11. Olkoon X aakkosto. Aakkostoon X liittyvi epcideterministinen ddrellinen auto-
maatti (g-siirtymin) (NFA) N on jono (Q,Z, qy, F, 6), missd Q on &drellinen joukko, g, € O,
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F C Qjaé on funktio O X (X U {e}) — Z(Q). Niisti olioista kaytettdvd terminologia vastaa
DFA:ta koskevaa terminologiaa, ja lisdksi tyhjin merkkijonon € midrdamii siirtymiéd kutsutaan

e-siirtymiksi. o

Epiddeterministisessi ddrellisessd automaatissa on siis mahdollista paitsi siirtyd useampaan kuin
yhteen tilaan, myds vaihtaa tilaa ilman, ettd vilissd on luettu yhtdkdidn merkkid. Tama laajentaa
myds varsinaisilla aakkosilla tehtivien siirtymien mahdollisuuksia, silld tyhjd merkkijono & voi-
daan ajatella liitettdviksi sekd luettavan merkin eteen ettd perddn madraamittoméan monta kertaa.
Tamén vuoksi tilasiirtymifunktion laajentaminen merkkijonoille vaatii ensin e-sulkeuman kisit-
teen [23].

Maaritelma 11 (jatkuu). NFA:han N liittyvin tilojen joukon P C Q e-sulkeuma e(P) miéritel-

l4dn rekursiolla seuraavasti.

1. P C &(P).
2. Jos p € e(P), niin 6(p, €) C e(P).

Joukossa e(P) ei ole muita alkioita.

NFA:n N siirtyméfunktion 6 laajennus 5 merkkijonoille on funktio (Q) X ¥* — 2(Q), missid
5(P,€) = e(P) aina, kun P C Q, ja

sP.say=e|s| |J s(pa.s||.
pES(P.5)

kuns € X" jaa € Z.NFA:n N = (Q, %, q), F, §) sanotaan ottavan sydtteendcn joukon X* merkki-
jonoja. NFA N hyvdksyy syotteen s € X*, jos 3({(10}, s) N F # @. Muussa tapauksessa N hylkdidi
syotteen s. NFA:n N hyviksymien syotteiden kieltd merkitdan L(N). o

Huomautus. Koska NFA:ssa tilasiirtymafunktion maalijoukkona on tilojen joukon potenssijouk-
ko, itse siirtymafunktiosta riittdd aina kertoa vain ne siirtymait, jotka eivét johda tyhjéin tilojen jouk-
koon. Jatkossa oletetaan aina, ettd jos NFA:ssa olevalta tilalta ei ole erikseen miiritelty aakkoseen

tai tyhjddn merkkijonoon liittyvad siirtyméd, kyseisen siirtymin tulos on tyhja. o

Katenaation L; L, toteuttamisen ideana on, etti annetaan kieleen L, liittyvdn automaatin toimia
ensin, jonka jilkeen sen lopputiloista sallitaan e-siirtymai kieleen L, liittyvin automaatin alkuti-
laan. Till4 tavoin muodostettu yhdistetty automaatti on muutaman e-siirtymén vuoksi NFA, mutta
se onnistuu tarkastamaan, sisiltddko syotteend annettu merkkijono ensin kielen L, ja sitten kielen
L, merkkijonon. Teknisend rajoitteena vaaditaan, ettd kielten tilojen joukot ovat pistevieraita, jot-
ta siirtymiit eivét sotkeudu keskenddn [23]. Tami ei kuitenkaan loukkaa yleisyytti, silld kahdessa
ddrellisessd automaatissa on yhteensi aina direllinen mééri tiloja, ja niinpé ne voidaan tarvittaes-
sa nimetd vudelleen yksikisitteisiksi. Lisdksi voidaan vapaasti olettaa, ettd kielet L; ja L, eivit

ole tyhjid, silld kielten katenaation mééaritelméstd seuraa suoraan, ettd jos jompi kumpi L; = @,
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i =1,2,niin L{L, = @. Koska DFA:n esittimin kielen tyhjyys voidaan tarkastaa algoritmises-
ti [23, Section 5.4] ja tyhjdd kieltd esittdvd automaatti tunnetaan jo, toisen katenoitavista kielista
ollessa tyhjd voidaan katenaatiota varten antaa vain tyhjdi kieltd esittdvd automaatti. Oletus kiel-
ten epityhjyydestd suoraviivaistaa seuraavan, Martinin esityksestd [23, Theorem 4.4] mukaillun ja

tdsmennetyn konstruktion todistusta.

Lause 12. Olkoon X aakkosto ja M; = (Q;, %, q;, F;,6;), i = 1,2 kaksi siihen liittyvid DFA:ta,
joille Q1 N Qy = @ ja L(M,) ja L(M,) eivdt ole tyhjid. Tilloin NFA N = (Q; U 05,2, q,, F,,9)
hyvdksyy kielen L(N) = L(M{)L(M,), jos 6(q,a) = {0,(q,a)} aina, kun q € Q, ja a € %, sekd
6(q.€) = {q,} aina, kun q € F.

Todistus. Oletetaan, ettd s, = ajjaj;, - a;, € L(M)ja sy, = ayjay, - ay € L(M,), jolloin
yhtépitivisti §,(g;, s;) € F;, kuni = 1,2. NFA:n N tilasiirtymifunktion mritelmin perusteella
siis on mahdollista 16yt4i tilat ql.’ € F,i=1,2,joille qi’ € 3({qi }, s;). Niinpd e-siirtymén nojalla
{q].92} € 6({q,}.51), jatiten g} € 5({q,}, 515,), eli s;5, € L(N).

Annetaan sitten merkkijonon s = a;a, -+ a,, kuulua kieleen L(N), jolloin erdéissi sen méadrdamis-
té tilojen poluista g, ;. g5, ... , g, automaatissa N viimeisen tilan g, on kuuluttava joukkoon F,.
Koska q; € 0y, q;, € Q;jaQ; N Q, = ©, tistd jonosta on 16ydyttivd indeksi 1 < I < k, jolle
41,459, € Q1jaq), -4,y -4, € Qy.Jos niiin ei nimittiin olisi, siirtymifunktion & méiri-
telmén vastaisesti ei voisi olla siirtymii joukon Q tilalta joukon Q, tilalle, tai pitéisi olla siirtymé
joukon Q, tilalta joukon Q tilalle. Nyt tilan g; on oltava joukossa F}, ja siirtyma tilaan ql’ +1 =g 0n
e-siirtyma. Niin patelldin, etti 6,(q;, a,ap -+ a;) = q, € Fja 52(ql’+1, 140 - Ay) = q; € B,
eliayay-a, € L(My)jaa, a,, - a, € L(M,). On osoitettu, ettd L(N) = L(M)L(M,). [

Katenaation tavoin sd@nnollisten kielten joukkoesitysten harjoittelemisessa mielenkiintoinen ope-
raatio on kielen L Kleenen sulkeuma L*, jolle niin ikiiéin saadaan esitys NFA:n avulla. Seuraavan
tuloksen todistus sivuutetaan, mutta sen perusteluihin voi tutustua ldhteestd [23, Theorem 4.4]. In-
tuitiivinen ajatus on kuitenkin samankaltainen kuin edellisessé lauseessa: kytketdin kieltd L kos-
kevan DFA:n lopputilat e-siirtymilld takaisin alkutilaan, jolloin syntyvd NFA hyviksyy mielival-
taisen madrdn perdkkdin asetettuja kielen L merkkijonoja. Jotta tyhja merkkijono kuitenkin tulisi
hyviksytyksi myos silloin, kun DFA:n alkutila ei ole lopputila, sen eteen lisdtddn uusi alkutila,
jolta € vie DFA:n alkutilalle.

Lause 13. Olkoon X aakkosto, M = (Q, X, qy, F, 8) siihen liittyvii DFA ja q" & Q. Tilléin NFA:n
N=QuU{q'},.Z,q'.{q"},8") hyviksymdi kieli on L(N) = L(M)*, jos ' (q,a) = {6(q,a)} aina,
kung € Qjaa€Z, 5 (q,e)={q'} aina, kun q € F, seki §'(q',€) = {qy}-

Niin esiteltyind sddnnollisté kielen hyviksyvian DFA:n muodostamisessa voidaan Lauseiden [[7 ja
[[3 vuoksi pidtyi sithen ongelmaan, ettd yhdistelty automaatti ei olekaan deterministinen. Lauseet
B ja [[J on muotoiltu soveltumaan vain DFA:ille. Kéy kuitenkin ilmi, ettd dérellisen automaatin
epddeterministisyys ei muuta sen hyviksymien kielten tyyppid, vaan jokainen NFA:n hyviksy-

mien merkkijonojen kieli on sdénnollinen ja jokaista sdénnollistd kieltd esittdd jokin NFA. Tdmén
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tyon kannalta riittdd késitelld seuraavaa implikaatiota, jonka tdsmaélliseen todistukseen voi tutustua
Martinin teoksesta [23, Theorem 4.1, Theorem 4.2].

Lause 14. Olkoon X aakkosto. Jos N on aakkostoon X liittyvi NFA, niin on olemassa aakkostoon
2 liittyvd DFA M, jolle L(M) = L(N).

Konstruktion idea. Tasmadllinen todistus sivuutetaan, mutta tarkastellaan kuitenkin sen avulla saa-
tavaa yleistd algoritmia annettua NFA:ta N = (Q,Z, gy, IF, 0) vastaavan DFA:n rakentamiseksi,

eli NFA:n N determinisoimiseksi.

1. Aloitetaan e-siirtymien poistamisella. Jos tilasta ¢ € Q siirrytddn aakkosen a € X johdolla
tilaan ¢’ ja tistd voidaan edelleen tehdi e-siirtymi tilaan ¢”, niin NFA:n méiritelmin edel-
leen toteuttaen joukkoon (g, a) voidaan lisitd myos tila ¢”. Yleisemmin aakkonen a tul-
kitaan merkkijonona ¢ --- eae --- €, jolloin sen aiheuttamiin siirtymiin tilasta ¢ lisdtddn sita

mahdollisesti edeltdvien ja seuraavien e-siirtymien generoimat tilat.

Miiéritelldén siis uusi tilasiirtyméfunktio &', jolle

6'(g,a) =¢ U s(p,a)l.

pee({q})

Samalla on kuitenkin otettava huomioon mahdolliset tyhjian merkkijonon hyviksymiset e-
siirtymilla silloin, kun g, ei ole lopputila. Timi hoituu yksinkertaisesti tekemélld myos al-

kutilasta hyviksyva tila. Olkoon

FuU{q}. jose({goHNF #Q

F, muulloin,

F' =

jolloin N = (Q,Z, qy, F',8") on edelleen NFA (ilman e-siirtymi#), jonka tunnnistama kieli
on L(N') = L(N).

2. Pyritdin sitten poistamaan muut epiddeterministiset (rinnakkaiset) siirtymaét. Té4td Rabinin ja
Scottin klassista menetelméa [27, Definition 11] kutsutaan osajoukkokonstruktioksi (tai po-
tenssijoukkokonstruktioksi) siitd syysté, ettd siind rakennettavan DFA:n tilojen joukoksi ote-
taan NFA:n tilajoukon osajoukot. Tilana toimivalta osajoukolta Q; C Q siirrytddan DFA:ssa
aakkosen a johdolla toiselle osajoukolle Q,f co, Q; # @, jos jokaista joukon Qlf tilaa kohti
loytyy jokin tila g € Q;, jolta a midrittelee siirtymén kyseiselle tilalle. Alkutilaksi valitaan
alkuperdisen alkutilan muodostama yksio { gy}, ja jokainen osajoukko, johon osuu vihintédin

yksi alkuperdisistd lopputiloista, on DFA:n hyviksyvi tila. Muodollisemmin siis jos

§"@a)=Jo'pa)  ja  F'={qCSOlanF #@)
PEYq

aina, kun ¢ € Q jaa € X, niin M = (2(0),%, {qy}, F",8") on deterministinen &irellinen
automaatti, jolle L(M) = L(N') = L(N). d
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Jo niilld tyokaluilla voidaan esittdd monipuolisesti erilaisia merkkijonojen joukkoja, jotka ovat
my0s sdidnnollisid kielid. Matematiikan opinnoissa késiteltdvit joukot liittyvit kuitenkin hyvin
usein [ukuihin tai muihin niiden piille rakentuviin olioihin. Tistd niakokulmasta siis MathChec-
kin joukko-oppimoodin kdyttoon on syytd pyrkii toteuttamaan myos muunkinlaisia joukkoja kuin

kielid.
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4. PRESBURGER-ARITMETIIKKA JA
PRESBURGER-JOUKOT

Joukkojen erotteluperiaatteessa, eli joukon A osajoukon {x € A | @(x)} etsimisessi ei vield oteta
kantaa siihen, miti kaava ¢(x) saa sanoa tai edes mihin logiikan kieleen se kuuluu. Russellin pa-
radoksin kaltaisten ongelmien vilttdmiseksi kyseessi ei saa olla médriteltdvaidn joukkoon itseensa
liittyvé ilmaus, ja yleensi rajoitetaankin ettd @(x) on jonkin predikaattilogiikan kaava, jossa on

yleensd kdytdssd myos aritmeettisia laskutoimituksia.

Tillaiseen joukkoon liittyvén laskennan, eli esimerkiksi joukkoon kuuluvuuden selvittimisen ni-
kokulmasta timéakaén ei riitd. Luonnollisten lukujen tavallisen aritmetiikan teoriat (kuten esimer-
kiksi Peano-aritmetiikka) ovat ratkeamattomia [[1 1, [L0], eli ei ole olemassa algoritmia, joka selvit-
tdisi mielivaltaisen luonnollisia lukuja koskevan viittdmén totuusarvon. T4std seuraa, ettd ei myos-
kiin ole olemassa algoritmia, jonka avulla voitaisiin selvittidi kaikki vapaiden muuttujien arvojen
yhdistelmit, jotka toteuttavat mielivaltaisen kaavan. Niinpd ainakaan tdysi luonnollisten lukujen

aritmetiikka ei sovellu kaavojen ¢ kieleksi joukkojen kdytdnnon toteutusta varten.

4.1 Kokonaislukujen yhteenlaskuaritmetiikkaa

Peano-aritmetiikkaa kevyempi Presburger-aritmetiikka kisittelee kokonaislukuj enll teoriaa pelkal-
14 yhteenlaskulla varustettuna, ja timéi on ratkeava teoria [26]. T4t4d ominaisuutta on kiytetty hy-
viksi ohjelmien verifioinnissa mallintarkastuksen (engl. model checking) avulla [43]. Presburger-
aritmetiikan ratkeavuus tulee osoitetuksi samalla, kun pohditaan miten siihen liittyvin kaavoin ¢(x)
midriteltyjen joukkojen {x € Z | @(x)} kuuluvuusrelaatiota voidaan tutkia &dérellisin automaa-
tein. Aloitetaan kuitenkin Presburger-aritmetiikan kielen ja tavanomaisen semantiikan mééritte-
lystd. Peano-aritmetiikasta tutun seuraajafunktion sijaan kiytetddn symbolia luonnolliselle luvul-
le 1 Mojzesz Presburgerin [2€] itsensid tapaan. Tavanomaisten yhtdsuuruuden ja vertailurelaation
lisiiksi oma symbolinsa médritelliin kongruenssirelaatioille? =,,. missid m on positiivinen koko-

naisluku.

Maaritelma 15. Presburger-aritmetiikan aakkosto on tavanomainen predikaattilogiikan aakkos-
to tdydennettynd vakiosymboleilla O ja 1, kaksipaikkaisella funktiosymbolilla +, yksipaikkaisella
funktiosymbolilla —, sekd kaksipaikkaisilla relaatioilla < ja =,, jokaiselle kokonaisluvulle m > 2.

Muuttujasymboleiden joukolle kidytetdin merkintdd 7p, .

"Presburgerin esitys [26] kattaa negatiiviset kokonaisluvut, mutta mydhemmin Presburger-aritmetiikalla on viitattu
myos vain luonnollisiin lukuihin rajoittuvaan teoriaan (ks. esim. [A]).

ZPresburger méirittelee kongruenssin yhtisuuruuden avulla (ks. jdljempini Apulause EU), mutta asettaa sen sitten
myos atomikaavaksi.
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Presburger-termien joukko Jp.., midritellddn rekursiolla seuraavasti.

1. Vakiosymbolit 0,1 € Fp,.

2. Jos X € Vppes, NiIN X € Tpg.

3. Jos t),ty € Tpres, NN (1] + 1) € Tppeg ja (—11) € Tpres-
Joukossa Ip,. €1 ole muita alkioita.

Presburger-atomikaavojen joukko on
Hpres = {11 ~ 1y [ 11,1 € Tpes A~ € {=,5, 5,1

Presburger-kaavojen joukko Fp.., madritelldéin rekursiolla seuraavasti.

1. 'Q{Pres c ‘G;PreS'
2. JOS @ € Fpreg jJa X € Vpyes, NN (@), IX(@), VX(@) € Fppes-
3. J0S @, € Fpes, 0iin (@ VW), (@ AW), (¢ = W), (9 < W) € Fpye.

Joukossa Fp,. €i ole muita alkioita. o

Sovitaan lisiksi seuraavasta tirkedstd lyhennysmerkinnésté. Jos k on kokonaisluku ja t € Jp,

niin asetetaan
0, josk=0

t, josk =1
(k—Dt+1, josk>1
[ (=k)(=1), jos k < 0.

Liséksi asetetaan k0 = 0 ja k1 = k erityistapauksissa, joissa ¢ on O tai 1. Talld laajennuksel-
la Presburger-aritmetiikan kielelld pystytdin kédytinnosséd ilmaisemaan my0s tunnetulla vakiolla
kertominen, mutta ei ratkeavuuden kannalta ongelmalliseksi muodostuvaa muuttujien vdlistd ker-

tolaskua.

Niin médritellylle kokonaislukujen aritmetiikan kielelle kidytetdin tavanomaista totuusmééritel-
mad ja ilmeistd mallia Z = (Z,0,1,+, —, <, =,,), missd +, < ja =,, ovat kokonaislukujen yhteen-
lasku, vertailurelaatio ja kongruenssirelaatiot. Yksipaikkaisella funktiosymbolilla — tarkoitetaan
vastaluvun maarittimista.

Maaritelma 16. Z -rulkintafunktio on kuvaus s : Zpo, — Z. Presburger-termin ¢ arvo %+

mallissa Z tulkintafunktiolla s madritellddn rekursiolla seuraavasti.
1. 07 =0ja1%* = 1.
2. J0s X € Pppeg» niin xZ*° = 5(x).

Z,s

Zs .. Z.s s s . Fs _ Z.s Z.s - Fs _
3. Jos1 " jat, " on midritelty, niin (¢, + ;) S = 177+ jal=1) $ = )

Merkintda Z,s E ¢ tarkoittaa, ettd Presburger-kaava ¢ toteutuu mallissa Z tulkintafunktiolla s.
Jos @,y € Fp, niin
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1. Z,sE 1t ~ty, missiit|,t, € Tpes ja~ € {=,<,5,,}, jos t?’s Ntf’s,
Z,s E (@), jos ei ole voimassa Z, s FE @,
F.sE(pVy),josZ,sE@tai Z,s Ey,
F.,sE(@Ay),josZ,sEpjaZ,sFy,

Z,s E (p — ), jos eiole voimassa Z, s E ¢ tai on voimassa Z, s F v,
F,sE(p o w),josonvoimassa Z,s E (p > yw)jaZ,s F(y — @),

Z,s E Ix(@), jos 16ytyy luonnollinen luku a, jolle on voimassa Z, s(a/x) F @,

S S O

Z,s E Vx(@), jos jokaiselle luonnolliselle luvulle a on voimassa Z, s(a/x) F ¢.

Kaavoille ¢ ja y merkitddn ¢ < v, jos Z,s E @ < y on voimassa milld tahansa tulkintafunk-

tiolla. T4ll6in sanotaan myds, ettd kaavat ¢ ja y ovat loogisesti ekvivalentit. o

Presburger-aritmetiikassa voidaan kdyttdd mitd tahansa tavanomaista predikaattilogiikan pétte-
lyjédrjestelméd. Tasmaéllisempi kokonaislukuaritmetiikan todistusteoreettinen tarkastelu kuitenkin
sivuutetaan yhtasuuruuteen ja muihin Presburger-aritmetiikan atomisiin relaatioihin liittyvia ak-
sioomia lukuunottamatta. Koska tédssd tavoitteena on kuvata kokonaislukujen rakennetta, esimer-
kiksi vain luonnollisia lukuja koskevat Peano-aksioomat ilman kertolaskun perusominaisuuksia
eivit sovellu. Seuraavat aksioomat on valikoitu ja sovellettu Presburgerin [26] alkuperdisistd vilt-
tdmédn toisteisuutta ja hyodyntdmaian koko ylla esitellyn kielen ilmaisuvoimaa. Vertailurelaatiol-
le <, jota Presburger ei kisittele kuin loppuhuomautuksena, annetaan téssi liséksi tavanomaiset
ominaisuudet. Yksinkertaisuuden vuoksi kaikki aksioomat esitelldén lisdksi aksioomaskeemoina,

joihin voidaan sijoittaa miki tahansa Presburger-termi.

Maaritelma 17. Olkoot a, b ja ¢ mielivaltaisia Presburger-termejd. T#lloin seuraavat niitd koske-

vat kaavat ovat Presburger-aritmetiikan aksioomia.

l.a=a (yhtdsuuruuden perusominaisuudet)
2. a=b—>(a=c—->b=c¢)

3.a<a (vertailun perusominaisuudet)
4. a<bvb<a

5. @<bAb<a)—>a=0b

6. @a<bAb<c)—-a<c

7. a=bea+c=b+c (yhteenlaskun perusominaisuudet)
. afbeoa+c<b+c

9.a+b=b+a
10. a+(b+c)=(a+b)+c
11. a+0=a
12. Ix(a+ x = b) (erotuksen olemassaolo)
13. a=,, b+ y(my+a=0>) (kongruenssin mééritelméa)
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m—1

14. \/ i=,a (kongruenssin ekvivalenssiluokat)
i=0

15. -1 =, 0) (1 ja O eivit ole kongruentteja) ¢

Huomautus. 1. Yll4 annetuilla aksioomilla ei ole mallinaan esimerkiksi rationaalilukujen ra-
kennetta, silld aksiooma [[3 estdd ratkaisut muotoa mx + 1 = 0 oleville yhtilgille. Sama
aksiooma takaa my0s, ettd mikédédn didrellinen additiivinen ryhmi ei sovellu malliksi niille

aksioomille.

2. Presburgerin [26] médrittelemiin jirjestelmién ei sisélly tdssd mukaan otettua yksipaikkais-
ta funktiosymbolia —. Sen ilmaiseman vastaluvun olemassaolo on kuitenkin taattu asettamal-

la b = 0 aksioomassa [[2.

3. Presburger-aritmetiikka on predikaattilogiikkaan perustuva teoria, ja siksi siind ovat voimas-

sa tutut loogiset ekvivalenssit

PAy S (7@ Vy) QoY S PpVYy
poyS(@>Y)AYy - @) Vx(p) © ~IAx(7@).

Ndistd erityisesti implikaatio- ja ekvivalenssinuolia, sekd universaalikvanttoria késitelldin

jatkossa lyhennysmerkintéin niiti koskevien ekvivalenssien oikeanpuoleisille kaavoille. ¢

Presburger-termien ja -kaavojen sulutuksesta luovutaan silloin, kun merkityksesti ei ole episel-
vyyttd. Tama tarkoittaa myos sitd, ettd Médritelmén [[7] mukaisia kokonaislukujen yhteenlaskun
vaihdannaisuutta ja liitdnndisyyttd sovelletaan suoraan kaavoihin. Vakiolla kertomisen lyhennys-
merkintidin sovelletaan osittelulakia, eli esimerkiksi merkintdjen —2(x + 1), —(2x +2) ja —2x -2
ymmirretddn tarkoittavan samaa asiaa. Liséksi sovelletaan tietoa vastaluvun vastaluvusta, eli kai-

kille termeille t merkitddn —(—t) = .

Koska yleisille Presburger-termeille ei mééritelld kertolaskua, edellisen lyhennysmerkinnén ja sie-
vennysten ansiosta jokainen Presburger-termi voidaan ajatella siini esiintyvien muuttujien lineaa-

risena lausekkeena. Jos siis t € Jp,, niin
t= ag + a X + a, X, + -+ a, Xy,

missd ag, ay,a,,...,a, € Z ja xy,x,,...,X, ovat muuttujia. Tdmén esitystavan avulla saadaan
perusmuodot myds kaikille atomikaavoille. Mééritelmén [[] viimeisen kohdan perusteella jokainen
kokonaislukujen relaatioista =, < ja =,, sdilyttdd yhteenlaskun. Jos liséksi t{,#, € Ip,.s, Niin Niissé
esiintyvien muuttujien voidaan olettaa olevan samat (lisdtdéin esiintymattomét muuttujat kerrottuna

nollalla). Niinpi atomikaava t; ~ t, voidaan sieventdi muodosta
by + by x| + byxy + - + b,x, ~ by + byx| 4+ byxy + - bpx,

muotoon

ayx; +ayx, + -+ +a,x, ~ b,
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missd b = by — by ja a; = b; — b;, kun indeksi i = 1,2, ..., n. Jatkossa Presburger-atomikaavoja
merkitidn kerroin- ja muuttujavektoreidena = (a;, a,, ..., a,)jax = (xq, X, ..., X,,), sekéd vakion b
avulla pistetulomuodossa a-x ~ b. Vastaavaa merkititapaa kiyttiavit esimerkiksi Durand-Gasselin
ja Habermehl [[14].

Yleisessi tapauksessa Presburger-aritmetiikan kaavassa esiintyy vapaita muuttujia, jotka eivit liity
mihinkiin kvanttoriin. Vapaat muuttujat kerdtdéan vektoriksi, ja merkinnélld ¢(x) tarkoitetaan, etté
muuttujavektorin x alkiot esiintyvit vapaina kaavassa @. Predikaattilogiikan kaavan toteutuvuus
mallissa riippuu ainoastaan niisté arvoista, joita kaavan vapaille muuttujille voidaan antaa, ja niinpa

joukon késittelemisen kannalta vain ja ainoastaan vapaana esiintyvit muuttujat ovat tarkeita.

Maaritelma 18. Oletetaan, ettd ¢ € Fp,, ja ettd kaavassa @ esiintyvit vapaat muuttujat muo-
dostavat vektorin X = (x, x,, ..., X,,). Oletetaan liséksi, ettd s on Z -tulkintafunktio. Kaavaan ¢
liittyy joukko

[pl ={ce Z" | Z,s(c/x) E @}.

Joukko A on Presburger-joukko, jos 10ytyy sellainen ¢ € Fp,, ettd A = [@]. o

Seuraus 19. Oletetaan, etti @ ja w ovat Presburger-kaavoja, joissa yhteensd esiintyvdt vapaat
muuttujat muodostavat vektorin X = (x1, X, ..., X,,). Oletetaan lisdiksi, ettdi vektorin X mukaisesti
Jdrjestetyt indeksijoukot 1, ja 1,, kuvaavat kaavoissa ¢ ja y esiintyvid vapaita muuttujia. Tdlloin
7" = [0 -x = 0], missci 0 on n-nollavektori,

- [l = 2\ [g),

cNevyl={ce Z"|(¢)ir, €lol}U{ce Z" | (¢)ies, € W]},

e Aywl={ceZ" (¢, € lol} n{c € Z" | (¢, € W]},

. [Ax;0] = (D ez celpl), missii=1,2,...,n

LA W N~

Todistus. Viimeinen viite vaatii hiukan 1ahempéa tarkastelua. Jos vektori ¢ € [¢], niin on olemassa
sellainen kokonaisluku c;, ettd Z, s(c(i)/x(i))(c,-/xi) E @. Siis Z, s(c(i)/x(i)) F 3x;q, eli Presburger-
joukon miritelmin nojalla ¢ € [3x;]. Nami péittelyn vélivaiheet ovat yhtépitivid, joten viite

seuraa. O]

Ennen Presburger-kaavan toteuttavat alkiot hyviksyvien ddrellisten automaattien késittelya tutki-
taan hetki sitd, minkélainen sen avulla méiriteltidva joukko oikeastaan on. Atomikaavaa-x = b
on lopulta lineaarinen Diofantoksen yhtélo. Kongruenssirelaatioiden avulla esitetyt atomikaavat

voidaan periaatteessa palauttaa tidhén.

Apulause 20. [a-x =, b] = [TFy(my+a-x = b)].

Todistus. Oletetaan, ettd Z -tulkintafunktiossa s muuttuja x; — ¢;, kuni = 1,2,...,n. Télloin

olennaisesti on todistettava lukuteorian kielella esitetty véite

a-c =, b, josjavain jos my + a - ¢ = b jollekin kokonaisluvulle y.
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Téssd jdlkilause on yhtépitivd ehdona-c—b = my, y € Z, eli kongruenssin a- ¢ =,, b miéritelmén

kanssa. O]

Presburger-joukkojen perustapauksena voidaan siis erddssd mielessi pitdd n-ulotteisen hypertason
kokonaislukupisteitd {x € Z" | a-x = b}. Kongruenssin avulla voidaan muodostaa ddrettoméan
monta yhdensuuntaista hypertasoa (yksi jokaista jadnnosluokan alkiota kohti). Vertailua ei saada
samalla tavoin palautettua yhtdsuuruuteen ilman mink&énlaisia viittauksia esimerkiksi relaatioon
>, mutta epayhtilod a-x < b voidaan pitéd lineaarisena rajoitteena, joka sallii ratkaisuikseen kaikki
hypertason a - x = b samalle puolelle osuvat kokonaislukupisteet. Yhdistelemélld néihin liittyvid
kaavoja disjunktion ja konjunktion avulla saadaan mainittujen joukkojen yhdisteit4 ja leikkauksia.
Jonkin kaavassa esiintyvin muuttujan eksistenssi- tai universaalikvantifiointi poistaa Presburger-

joukosta yhden ulottuvuuden.

Huolimatta niinkin moninaisista tavoista muodostaa Presburger-joukkoja niille saadaan Ginsbur-
gin ja Spanierin [[I7] klassisen tuloksen my6téd seuraava, yllattavian yksinkertainen luonnehdinta.
Viitteen todistus sivuutetaan. Alkuperiinen todistus koskee vain luonnollisten luvuista muodostu-

via vektorijoukkoja, mutta yleistys kokonaislukuvektoreiden joukoille on suoraviivainen.

Lause 21. Olkoot k, m ja n luonnollisia lukuja, sekci A C 7" Presburger-joukko. Téilloin loydetdidin
vektorit by,b,, ..., b, € Z" ja matriisit By, By, ..., B, € Z"™"™, jotka toteuttavat ehdon

A=

k
{b;+ Bx|xeZ"}.

i=1

Jokaista muotoa {b; + B;x | x € Z™} olevaa joukkoa kutsutaan lineaariseksi, jolloin toisin ilmais-

tuna joukko A on ddrellisen monen lineaarisen joukon yhdiste (ts. semilineaarinen joukko).

4.2 Kokonaislukuvektoreiden koodaus merkkijonoiksi

Presburger-joukot ovat pohjimmiltaan kokonaislukuvektoreiden joukkojen Z", n > N osajouk-
koja, mutta &darelliset automaatit ottavat syotteindan merkkijonoja. Presburger-aritmetiikan DFA-
toteutusta varten kokonaislukuvektorit on siis voitava esittdd merkkijonoina, eli koodattava merk-

kijonoiksi. Luonteva tapa tille on lidhtei liikkeelle luonnollisten lukujen bindiriesityksesta.

Kun verrataan aikaisempia Presburger-aritmetiikan automaatteja késittelevid tutkimuksia keske-
nddn, koodauksen valinnassa tormétéaian kahteen padldhestymistapaan. Kaikissa hyodynnetdédn luon-
nollisten lukujen bin&ériesitysti (tai yleisemmin r-kantaista), ja kun esitetifin negatiivisia lukuja,
kiytetdén binddriesityksen kahden komplementin (tai yleisemmin :n komplementin) sédéntod. Erot
syntyvit esityksen bittien lukujirjestyksessid: Wolper ja Boigelot [43] sekd Klaedtke [[19, 20] aloit-
tavat eniten merkitsevéasti bitistd (engl. most significant bit first, MSBF), kun taas Boudet ja Comon
[A], sekd Durand-Gasselin ja Habermehl [[14] aloittavat vihiten merkitsevisté bitistd (engl. least
significant bit first, LSBF).

Vihiten merkitsevén bitin sijoittaa ensimmaiseksi myds Leroux [22] tutkiessaan Presburger-jouk-

koihin liittyvien automaattien yleisempid ominaisuuksia. Hin listaa myos Presburger-aritmetiikan
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automaatteja hyodyntivid ohjelmallisia tyokaluja, joista jokainen toteuttaa LSBF-muodon, mut-
ta vain yksi (LASH, ks. [32]) myds MSBF-muodon. Klaedtke [19] huomauttaa, ettd on olemassa
Presburger-kaavoja, joille LSBF-esityksen pohjalta muodostettujen automaattien tilojen lukumai-
rd kasvaa lineaarisesti kvanttorien lukuméérian mukaan, mutta MSBF-esityksessd havaitaan eks-
ponentiaalinen kasvu automaatin koossa. Wolper ja Boigelot [43] puolestaan argumentoivat, etta
annetun automaatin hyviksymisti kokonaislukuvektoreista on usein tehokkaampaa 16yti4 esimerk-
ki, jos ne on koodattu MSBF-muodossa. Tarkempi bittijarjestysten vertailu on avoin tutkimusky-
symys, ja molemmilla vaikuttaakin olevan etunsa eri tilanteissa. Tassid ty0ssid kéytetidsin Durand-

Gasselinin ja Habermehlin [[14] mukaista LSBF-koodausta pitden silmélld automaattien kokoa.

Maaritelma 22. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Talloin X, ja .S, ovat aakkostot
X, ={0,1}"={bby--b,|Vie{1,2,...,n}(b;=0Vb,=1)} ja S,={+-}".

Aakkoston X, alkion a = byb, -+ b, muodostavia symboleita kutsutaan biteiksi, ja sen i:s bitti
b; = a(i). Vastaavasti aakkoston S, alkion o = 0,0, ‘- 6, symboleita kutsutaan merkkibiteiksi, ja
sen i:s bitti o; = o(i). Médritelldan lisdksi kuvaus # : {+,—} — {0, 1} asettamalla z(+) = 0 ja
(=) =1

Merkitédin kieltd 7.5, symbolilla L, jolloin sen merkkijonot ovat muotoa a,a, --- a,,c, missi
a,a,...,a, € 2,jac € .S,. Kielen L, merkkijonon s = a,a, -+ a,,0 arvo (s) on kokonaisluku-

vektori (81, 3, ... , §,,), Jossa
m
s;==n(0() - 2"+ ) ap(i) - 27,
k=1
kun indeksi i = 1,2, ...,n. Jos m = 0, merkintd ymmirretifn arvona s; = —n(o(i)). o

Joukon Z" vektoreita kuvataan siis kielelld, jonka aakkosto koostuu kaikista n-bittijonoista. Ni-
td voidaan yhdistelld mielivaltaisen pitkidksi merkkijonoksi, jonka perdin lisdtdén vield yksi n-
bittijono. Sen tarkoituksena on kuvata kunkin vektorin alkion merkkid. Néin ei saada kokonais-
lukuvektorille yksikisitteistd esitystd, mutta niin ei tarvitsekaan olla. Seuraava esimerkki pyrkii

valaisemaan, mitkd merkkijonot todella esittavit samaa kokonaislukuvektoria.

Esimerkki 23. Kielen L merkkijonojen 0101+ ja 0101— arvot ovat

01014y = —0-2*+0- 214 1. 227t y0. 2% 1. 2% =10€2' =27
0101=)=—1-2*4+0- 271 1. 221 40. 251 4 1.2+ = 6.

Huomaa, ettd tdssi esityksessd alkuun kirjoitetut nollat ovat merkitsevid: kielessd L; merkkijo-
non arvo (101+) = 5 # (0101+). Merkkibittid ¢ vastaavaa aakkoston X; alkiota z(c) voidaan

kuitenkin toistaa midrdamittomasti juuri ennen merkkibittid, eli esimerkiksi

(01014) = (01010+) = (010100+) = -+ ja (010-) = (0101—) = (01011=) = --- .
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Siirryttdessi kaksi- ja useampipaikkaisiin vektoreihin tilanne mutkistuu hiukan. Esimerkiksi kiel-
ten L, ja L3 merkkijonoilla 0101010101+— ja 010101010—+— on arvot

(0101010101+-) = (=0-2°+0-2°+0-2' +0-22 +0-2* +0- 2%,
—1-224+1-2%4+1-2'+1-2241-2°+1-2%) =(0,-1)
ja
(010101010—+-) = (=1-2° +0-2°+ 1-2' +0-2%,
-0-22+1-2°40-2' +1-2%
—1-2240-2°+1-2'+0-2%) =(-6,5,-6).

Tassdkin esityksessd juuri ennen merkkialkiota o kirjoitettua merkibittien maaraamai bittijonoa
n(o) = (n(c(1)), n(6(2)), ..., n(c(n))) voidaan toistaa madraamittomaisti. Nidin voidaan esimer-
kiksi padtelld, ettd kielessd L, (0101010101+—) = (+—) = (e+-). o

Huomautus. Kokonaislukuvektorin esityksessd merkkijono(i)na ei aina kéytet erillisid aakkosia
kuvaamaan kunkin alkion merkkié, vaan suoraan Méiritelmin 27 funktion z osoittamaa arvoa
0 (positiivinen) tai 1 (negatiivinen) (ks. esim. [43]). Téll6in ei kuitenkaan ole mahdollista ndhda
suoraan merkkijonosta, kuinka moniulotteinen sen esittima vektori on. Esimerkiksi ylld mainituilla
merkkijonoilla 0101010101+4+— ja 010101010—+— olisi yhtenevi esitys 01010101010101 ilman
erillisid symboleita merkkibiteille, ja tdmé voitaisiin tulkita myos esimerkiksi kielen L; alkiona
01010101010—, jolla on arvo —1360. Jos erilliset merkKkibitit ovat kdytdssd, seuraavan pohdinnan
perusteella miké tahansa kielten L, merkkijono voi todella tarkoittaa vain yhtd avaruuksien Z"
vektoria, ja niinpi automaatein esitettiviin joukkoihin on mahdollista sisillyttdd mielivaltaisia eri

pituisia vektoreita. ©

Apulause 24. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Jokaista joukon 7" alkiota x kohti loydetdidin

kielen L, merkkijono s, jolle (s) = X.

Todistus. Konstruoidaan joukon Z" vektorille sopiva merkkijonoesitys. Aloitetaan tapauksesta n =

1, jossa on loydettivé tavallisen kokonaisluvun merkkijonoesitys kielessi L.

Olkoon x epinegatiivinen kokonaisluku, sekd midritelldin y; = x jai = 1. Jos y; on pariton,
merkitdin b; = 1, jamuussa tapauksessa b; = 0. Asetetaan y;,; = (y;—b;)/2 jakasvatetaan indeksin
i arvoa yhdelld. Toistetaan edellistd niin kauan, kunnes y,, | = 0. Jos timéi algoritmi péittyy m
vaiheessa, niin haluttu merkkijono on b, b, -+ b,,+. Olkoon x sitten negatiivinen kokonaisluku. Y114
esitetylld menetelmilld saadaan luvulle |x| — 1 merkkijonoesitys b b, --- b,,+. Haluttu merkkijono

N i feal B o .
on blb2 o bp—,missd b, =1 —b, kuni=1,2,...,m.
Kisitelldadn sitten tapaus n > 1. Aloitetaan kehittdmélld vektorin x jokaiselle komponentille x;
merkkijonoesitys edelld esitettyyn tapaan. Jos saadut esitykset ovat eri pituisia, tdydennetdén ne
merkin osoittavalla bitilld pisimmén merkkijonon pituisiksi. Nyt voidaan olettaa, ettid on 16ydetty
merkkijonot

by1byy -+ byyoy, by1byy ++ by 0y, by1byy -+ bypo

nm=>n’
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missé yhteiset indeksit osoittavat kyseessi olevat vektorin x komponentit. Haluttu merkkijono on

talloin b11b21 oo bn1b12b22 cee an o blmbzm oo ban'le 0y O]

Kiytdannossd kokonaislukuvektoria x € Z" esittimédin voidaan kdyttdd mité tahansa kielen L, al-
kiota s, jolle (s) = x. Edellisen todistuksen nojalla tdllaisia esityksid ovat ainakin ne, joiden lopussa
toistuu yha uudelleen merkit osoittava n-bittijono. Toisaalta, koska merkkijonon arvon mééritelma
on funktionaalinen (mutta ei tarkkaan ottaen funktio, sillid € ei saa mitdidn kokonaislukuarvoa), sa-
malla merkkijonolla ei koskaan voi olla kahta eri merkitystd kokonaislukuvektoreina. Niinpa ehto
(s1) = (s,), missd sy,5, € L, \ €, médrittelee ekvivalenssirelaation kielessd L, \ {€}, ja kah-
della eri kokonaislukuvektorilla ei koskaan ole yhtdin samaa merkkijonoedustajaa. Koska milld
tahannsa kokonaislukuvektorilla on kuitenkin ddrettdomén monta edustajaa, yhteydessé dérellisiin
automaatteihin on syytd varmistaa, ettd DFA joko hyviksyy kaikki mahdolliset koodaukset, tai ei

niistd yhtdkain.

Maaritelma 25. Olkoon A kokonaislukuvektoreiden joukko. DFA:n M sanotaan esittciviin tai

vastaavan joukkoa A, jos
L(M) = {s|(s) € A},

eli jos M hyviksyy kaikkien joukon A alkioiden kaikki Maéritelmén P2 mukaiset koodaukset. ¢

Kéytinnon automaattitoteutuksen kannalta joukon 2, U S, kilyttiminen aakkostona aiheuttaa han-
kaluuksia, kun » kasvaa suureksi (ks. [43]). Aakkoston alkioiden ja samalla myos DFA:ssa kusta-
kin tilasta ldhtevien siirtymien lukumééri kertautuu kahdella, kun siirrytdin tarkastelemaan yhden
ulottuvuuden verran pidempiéd kokonaislukuvektoreita. Niinpa tilasiirtyméfunktion tallettaminen
vaatii eksponentiaalisesti enemmén muistia vektoreiden paikkaluvun kasvaessa. Tami ongelma
voidaan kiertdd pitdmélld joukkoa £, U S| = {0, 1,4+, —} aakkostona positiivisesta kokonaislu-
vusta # riippumatta, mutta tilloin kddntdpuolena automaattien tilojen lukumédrii tdaytyy kasvat-
taa. Seuraavassa automaatit konstruoidaan ensin aakkostolle £, U .S, ja lopuksi pohditaan, mité

aakkoston pienentdminen tarkoittaa automaatin rakenteen kannalta.

4.3 Presburger-joukon esittaminen saannollisena kielena

Osoitetaan sitten, ettd kaikki Presburger-kaavoilla miiritellyt joukot todella voidaan esittdd dérel-

listen automaattien avulla.

Lause 26. Jokaista Presburger-joukkoa esittdid jokin DFA.

Loput tistéd luvusta johdattelee aputulosten kautta Lauseen P todistamiseen induktiolla Presburger-
kaavan rakenteen suhteen. Aloitetaan tehtdvd atomikaavoja vastaavien automaattien esittelemises-

t4, jonka induktioaskeleessa kisitelldiin erikseen konnektiivit ja kvanttorit.
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4.3.1 Atomikaavoja vastaavat automaatit

Algoritmit, joilla tdssd rakennetaan Presburger-atomikaavoihin liittyid automaatteja, esittivit en-
simméiisend Boudet ja Comon [#] luonnollisiin lukuihin rajoittuneena, ja niiti tdydensivit Durand-
Gasselin ja Habermehl [[14] kattamaan my0s negatiiviset kokonaisluvut. Lisdksi kongruensseja
koskevat konstruktiot ovat perdisin Durand-Gasselinilta ja Habermehlilta. Wolperin ja Boigelot’n
(LASHin) [A#3] sekd Klaedtken [2(] algoritmit ovat hiukan erilaisia pdinvastaisen bittien lukujar-
jestyksen vuoksi. MONA-ohjelmistoon [24] verrattuna ero puolestaan syntyy siind, etti se kisitte-
lee yleisemmin toisen kertaluvun logiikkaa &dérellisissd puissa (esim. WS1S, ks. myos [[1]), jonka
osateoria muun muassa Presburger-aritmetiikka on. Niinpd MONAn automaattikonstruktiot ovat
yleisempid kuin tidssi esitettdvit, mutta MathCheckin joukko-oppimoodin tarpeita ajatellen ehki

turhankin yleisii.

Jos Presburger-atomikaavassa on » vapaata muuttujaa, niin automaatin aakkoston on oltava X, U.S,
jakielen L, . Kaikissa konstruoitavissa automaateissa (Q, ,US,,, gy, I, 6) tilojen joukko Q koostuu
Presburger-kaavoista tidydennettynd symboleilla T ja L. Tila L edustaa ristiriitaa ja T tilannetta,
jossa merkkijono on hyviéksyttivi. Aluksi Q = {T, L}, jalopputilojen joukko F on kiintedsti { T }.
Liséksi alussa tilasiirtyméfunktiosta 6 tiedetddn vain, ettd 6(0 = 1,a) = 6(0 = 0,a) = 0 =1
aina, kun a € 2, U S,,. Automaatin konstruoimisen taustalla on havainto siitd, ettd jos Presburger-

aritmetiikan atomikaava toteutuu, sen tdytyy toteutua myods modulo 2.

Apulause 27. Olkoot n ja m positiivisia kokonaislukuja, sekd olkoon a - X ~ b Presburger-
atomikaava, jossa on n vapaata muuttujaa. Jos ¢ € [a-X ~ bl jac =2q +r, missir € {0,1}",

niin

2

l. q€ [a X = b_a'r], kun ~ on =,
b—a-r

2.q€[a-x§[ ”,kun~on§,

3. jos ~on =, niin

m+b—a-r

b_a'r] tai q € [a ‘X =, T] kun m on pariton

(a) q € [a-xzm

2
(b) q € [a X =,p %], kun m on parillinen.

Todistus. Jos c toteuttaa ylld esitetyt oletukset, niin ehto a - ¢ ~ b toteutuu. Sijoittamalla esitys
¢ = 2q + r ndhdiin, ettd
a-2q+r)=2a-q+a-r~b,

eli2a- q ~ b —a-r. Kiyddin sitten tapaukset ldpi yksi kerrallaan.

1. ~ on =. Suoraviivainen jako kahdella (b — a - r on vilttdmaittd parillinen).

2. ~on <.Jos b — a - r on parillinen, voidaan suorittaa jako kahdella ja saadaan kokonaislu-
kujen epidyhtilo. Jos taas b — a - r on pariton, niin epayhtélon kahdella jaettu oikea puoli on

pyoristettdvd ylospiin seuraavaan kokonaislukuun yhtépitivin epéayhtédlon saamiseksi.

3. ~on=,,.
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(a) mon pariton. Téll6in syt(2, m) = 1, eli luku 2 voidaan supistaa puolittain. Jos b—a-r on

pariton, lisétdédn sithen moduli m kongruentin parillisen kokonaisluvun 16ytdmiseksi.

(b) m on parillinen. Merkitddn k = m/2, jolloin kongruenssin méadritelmén nojalla
2a-q—b+a-r=my=2ky

jollekin kokonaisluvulle y. Niinpi supistamalla luku 2 puolittain (b—a-r on vilttimétti

parillinen) néhdéén, ettia - q =,,» b_; - -

Automaatin rakentaminen joukolle [a - X ~ b] alkaa tilasta (kaavasta) a - x ~ b. Kutakin atomi-
kaavatyyppid varten voidaan kirjoittaa DFA:n konstruoiva algoritmi esitysti [[14] mukaillen. Seu-
raavassa esimerkissi tiivistetddn algoritmin piivaiheet suomeksi, seki rakennetaan konkreettiset

automaatit yksinkertaisille atomikaavoille.

Esimerkki 28. Konstruoidaan kaikki vilivaiheet 1dpi kdyden joukkoja [x +x, = 0], [x; —x, < 0]
ja[x3 =¢ 1] esittavit DFA:t. Kuva A havainnollistaa algoritmin vaiheita.

1. Aloitetaan atomikaavasta a - X ~ b. Alustetaan konstruoitavan DFA:n tilojen kokoelmaksi
0O = {T, 1} jakiinnitetddn hyvéksyvien tilojen joukoksi F = {T}. Tdssd L tarkoittaa risti-
riitatilaa, johon tullaan siirtyméén aina, kun Apulauseen P7 mukainen eteneminen modulo

2 ei ole mahdollista.

2. Madritelldin tilasiirtyméfunktiossa siirtymét 6(L,a) = Ljaé(T,a) = L kaikillea € £,US,
sdilyttdmaidn ristiriitatila, sekd kieltimiidn hyviksyminen, jos hyvéksyvin tilan saavuttami-
sen jilkeen on vield jotakin luettavaa.

3. Seuraavaksi lisdtddn kaikki puuttuvat tilat. Lisétédsin joukkoon Q tilaa-x ~ b ja midritellddn

se lahtotilaksi.

4. Kiydadn jokaista edellisesséd vaiheessa lisdttyd tilaa a - x ~ f kohti ldpi kaikki aakkoston %,

alkiot a. Jokaisen kohdalla toteutetaan seuraavista vaihtoehdoista tdsmélleen yksi.

(a) ~on=.Jos f—a-(a+") on pariton, merkitdén ¢ = L. Muussa tapauksessa médritelldén

@ kaavaksia - x = %{H")
(b) ~ on <. Méiritelldéin ¢ kaavaksia - x = [%{H") ]

(c) ~on =, Toteutetaan tdsmilleen yksi seuraavista vaihtoehdoista.

i. mon parillinen. Jos f—a-(a+") on pariton, merkitidén ¢ = L. Muussa tapauksessa

médritellddn ¢ kaavaksia - x =,,, pratat’) _a'é‘” ).
ii. m on pariton. Jos f — a - (a+") on pariton, mééritelldéin a-x =, mpalat’) _;'<a+ )
kaavaksi @. Muussa tapauksessa miéritelldén ¢ kaavaksia-x =, fratat’) _a'é‘” .

Jos @ ei vield 16ydy tilojen joukosta Q, lisdtddn se sinne tdssd vaiheessa. Joka tapauksessa

méidritellddn siirtymi 6(a-x ~ f,a) = @.

5. Jos tiloja lisdttiin edellisessd vaiheessa, toistetaan kohta 4. Muuten siirrytddn seuraavaan

kohtaan.
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| [x| +x, = 0] [x; — x, < 0] [x3 = 1]
1 ZusS, L,US,
2. H@ 5Us, H@ a@ (Domus
3.
U8,
T,US,
0 00,01, 11 US, U,
MO R ORI T - D | @
;ZZUSZ
01,10 10 1
X US,
1
w0 00,01, 11 US, U,
01 0
. - 11 o [2YS - é — @DZNSI oo
10 s
00,11 2 U5y
01,10 10 1 .
O
00,01, 11 0
00,01,11 U8,

U8,

00,01,11

Kuva 4. Atomikaavoja vastaavien automaattien konstruointi vaiheittain. Kaavaa a - x ~ b edustaa

tila nimeltd b, jos ~ on = tai <, ja tila nimeltd b(m), jos ~ on =,,,.
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6. Jaljelld on aakkoston .S, alkioihin liittyvien siirtymien mééritteleminen. Kidydéén tilat T ja
1 poislukien jokaista joukon Q alkiota a - x ~ f kohti ldpi kaikki aakkoston .S, alkiot o.
Jokaisen kohdalla asetetaan

T, josa-(o)~f

6(a-x~ f,0) =
1, muulloin.

Tadmin jidlkeen joukkoa [a - X ~ b] vastaava DFA on valmis. o

Apulause 29. Esimerkin § algoritmilla atomikaavalle a - X ~ b muodostetussa DFA:ssa merk-

kijono s

1. vie alkutilasta tilaan T tai tilaan 1, jos ja vain jos se esittdd jotakin kokonaislukuvektoria,

2. vie alkutilasta tilaan T, jos ja vain jos (s) € [a-x ~ b].

Todistus. Tarkoituksena on siis todistaa algoritmin oikeellisuus. Ensimmaéinen viite on varsin help-
poa nihdé algoritmin kohdan 6 perusteella, ja niinpd muita kuin kokonaislukuvektoreita ei voida
hyviksyi automaatissa. Téstd seuraa my0s se, ettd toisen viitteen todistuksessa riittdd tarkastella

merkkijonoja, jotka ovat kokonaislukuvektoreiden esityksii.

Nyt jompaan kumpaan tilaan kaavaan a - X ~ b liittyvéssd automaatissa vievistd merkkijonosta

a,a, -+ a,o voidaan Médritelmén P2 perusteella todeta, ettéd

m
a-(aa,a,0)=Y a-(a+")-2"" +a- (o) 2"
j=1

Seuraavaksi voidaan osoittaa induktiolla luvun m suhteen, ettd merkkijono a,a, - a,,c vie tilaan
T, jos ja vain jos (aa, --- a,,0) € [a-X ~ b]. Jos m = 0, merkkijono koostuu vain merkkibiteis-
td, ja vdite seuraa suoraan algoritmin kohdasta 6. Jos puolestaan viite on tosi, kun m = k, niin
tapauksessa m = k + 1 ndhddin, ettd
m—1
a-(aja - a,0)=a-(a+")+2| D a-(a;,+") -2 +a- (o) - 2" 3)

Jj=1

missi sulkulauseke on induktio-oletuksen muotoa. Niinpd merkkijono a;a, --- a,,0 vie alkutilasta
tilaan T, jos ja vain jos merkkijono a,as -+ a,,0 vie tilasta 6(a - x ~ b,a;) = a-x ~ ftilaan T.
Tédma on puolestaan induktio-oletuksen nojalla yhtépitdvéd sen kanssa, ettd (a,a, -+ a,,0) toteuttaa

kaavan a - x ~ f3, joten yhtilossi () saadaan
a-(aja,-a,o)=a-(a;+")+2a-(ayaz-a,oc)=a-(a+") +2p.
Siis algoritmin kohdan 4 (Apulauseen P27) nojalla edelleen yhtipitavisti
a-(aja,-a,o)y~a-(a+")+b—(a;+")=b,

joten toinen viite on todistettu. O
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4.3.2 Aakkoston minimointi

Kuten edelld mainittiin, Presburger-aritmetiikan automaattien kéytinnon toteutuksen kannalta aak-
kosto £, U S, kasvaa nopeasti liian suureksi tilasiirtyméfunktion tehokasta kisittelyd varten. Aak-
koston rajaaminen vain (merkki)bitteihin tarkoittaa kuitenkin, ettd esimerkiksi kaavaa x; —x, <0
koskevassa automaatissa (ks. kuva ) siirtymit tilojen vililld ovat mahdollisia vasta, kun kaksi
perédkkdiistd bittid on luettu. DFA-muodon siilyttdmisen kannalta tiloja on siis liséttéva siirtymien
kohdalle tallettamaan luettujen merkkien vaikutus siihen asti, kunnes voidaan siirtyi “varsinaiseen”

tilaan.

Kun joukkoon [x; — x, < 0] liittyvéssd automaatissa merkit O, 1, 4+ ja — voidaankin lukea vain

yksi kerrallaan muuttujien numerointijirjestyksessd, niin havaitaan seuraavaa.

e Jos tilassa x; — x, < 0 luetaan merkki O, niin lopputuloksena voi olla vain paluu samaan

tilaan. Samoin kiy tilassa x; — x, < 1, ja niinpé voidaan piirtdd 0-kaaret tiloilta itselleen.

e Jos yhdessi néisti tiloista luetaan merkki 1, niin vaihtoehtoina on joko tilan sdilyminen tai
siirtymd toiseen néisti tiloista. On siis lisdttdva uudet tilat, joihin padadytian lukemalla merkki

1, jajoista edetdén seuraavaksi luetun merkin mukaan joko tilaan x; —x, < Otaix;—x, < 1.

e Mikd tahansa tilassa x; — x, < 1 luettu merkkibitti vie hyvéksyviin tilaan. Samoin tilassa
x| — X, < 0 luettu merkkibitti — vie suoraan tilaan T. Jos puolestaan tilassa x; — x, < 0
luetaan merkki +, niin edellisen kohdan tapaan on siirryttdvi uuteen tilaan, josta puolestaan

siirrytddn seuraavana luetun merkin mukaan joko tilaan T tai L.

Yhdistamailld ndmd huomiot saadaan kuvan [ tilasiirtymifunktion taulukko, johon liittyvd DFA
hyviksyy tdsmaélleen saman, joukkoa [x; — x, < 0] edustavan kielen, mutta operoimalla aakkos-
tolla ; U S| kaksi kertaa laajemman aakkoston X, U .S, sijaan. Muunnosta tehdessi on pidettivi
mielessd, ettd siirtymét alkuperdisen automaatin tilojen vélilli tapahtuvat tismélleen kahden luetun

merkin jilkeen.

Aakkostoon Z; U .S liittyvin automaatin siirtyméfunktion taulukon perusteella uudessa automaa-
tissa esitettavid siirtymié on yhteensi 48, kun taas alkuperiisessé niitd on moninkertaisuudet huo-
mioiden 32. Tdma kasvu syntyy uusien tilojen lisdimisestd. Tilasiirtymifunktion esittimiseen kiy-
tettdvissd muistissa saavutettava etu perustuukin siihen, etti toisin kuin kuvan [ ylemmaéssi auto-
maatissa, alemmassa osa siirtymisti ja tiloista sisiltdi tarpeetonta tietoa. Koska taulukossa liséttyi-
hin tiloihin 1 : +ja 1 : — liittyvit siirtymésarakkeet ovat identtiset, nam4 tilat voidaan yhdistii ja
esimerkiksi tilaan 1 : — tulevat siirtymét ohjata tilaan 1 : 4. Muissa, useampia vapaita muuttujia
kisittelevissd automaateissa olisi lisidksi mahdollista, ettd timdn muunnoksen jilkeen syntyy uusia
identtisid sarakkeita, jotka voidaan jilleen yhdistdd. Tdmé vaikutus saadaan aikaan DFA:n mini-
moinniksi kutsutussa prosessissa [#3], joka voidaan toteuttaa esimerkiksi esityksen [34] tekniikalla.
Tarkempi minimoinnin teoreettinen késittely sivuutetaan, ja siihen viitataan jatkossa kiytdnnossa

menetelménd, jonka nojalla DFA:sta voidaan poistaa turhia tiloja.

Jotta minimoinnin avulla saatava hyoty voitaisiin saavuttaa mahdollisimman aikaisessa vaiheessa,
se voidaan ottaa kdyttoon jo kesken Esimerkin P8 algoritmin. Sen kohtaan 4 voidaan tehd4 seuraa-

vanlaiset muokkaukset, jotta konstruoitava automaatti operoisi aakkostolla X; U ..
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00,01,11 U8,

A —— @

00,01, 11
o(q,a) 0 0:0 0:1 0:4 O0:- 1 1:0 1:1 1:4 1:=- T 1
0 0:0 0 1 1 1 1:0 1 0 1 1 1l 1
1 0: 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1l 1
+ 0:+ 1 1 T T 1:+ 1 1 T T 1l 1
- 0: - 1 1 1 T 1: - 1 1 T T 1l 1

Kuva 5. Joukkoa [x| — x, < 0] esittdivi DFA aakkostolla 2, U S, ja tilasiirtymdfunktion taulukko
aakkostolle ¥, U S|. Numerolla b merkitty tila edustaa kaavaan x| — x, < b liittyvdid tilaa. Kak-
soispisteelld eroteltu aakkonen timdn jilkeen kuvaa tilaa, johon on pddsty numeron esittamdstd
tilasta lukemalla kyseinen aakkonen.

4. Midritellddn jokaista edellisessd vaiheessa liséttyd tilaa y = a - x ~ f kohti erikseen kaik-
ki mahdolliset tilat y : ryry - r,_y, missd r; € X, kun indeksi i = 1,2,...,n — 1, se-
kd lisdtddn ndméd uudet tilat joukkoon Q. Kun 1 < k < n — 1, midritellddn siirtymét
O(W © rry i) = W L Ty Ty, jos T € Xy, jad(y torry g, ry) = 1,
jos r, € .S;. Jokaiselle muotoa y : ryr,---r,_; olevalle tilalle mifritelldsn siirtymét
oty : riry-r,_1,r,) = @ asettamalla ¢ = 1, jos r, € S, tai jos r, € X, merkitse-
milld a = ryry --- r, ja toteuttamalla tdsmalleen yksi Esimerkin 2§ kohdista 4(a), 4(b) tai
4(c). Jos @ ei vield 10ydy tilojen joukosta Q, lisdtddn se sinne tdssd vaiheessa. Sitten mini-
moidaan tidhén asti konstruoitu automaatti lukuunottamatta vield saavuttamattoman tilan T

poistamista.

Vastaava muutos pitdd tehdd myos Esimerkin P§ algoritmin kohdalle 6, jotta myos merkkibitit

voidaan lukea yksi kerrallaan.

6. Jiljelld on merkkibitteihin liittyvien siirtymien mééritteleminen. Méadritelldn jokaista jou-
kon O N Fp,, alkiota y = a - x ~ f kohti erikseen kaikki mahdolliset tilat y : ryry «--r,_y,
missd r; € S|, kun indeksi i = 1,2, ...,n — 1, sekd lisdtdin nimi uudet tilat joukkoon Q.
Kun 1 < k < n— 1, méiritellddn siirtymét 6(y @ riry - rp_1,ry) = W . F{Fy = F, JOS
r, € S1,jao(y L orry i, 1ry) = L, jos r € ;. Jokaiselle muotoa y : ryry v,

olevalle tilalle mééritellddn siirtymit 6(yr @ ryry---r,_1,7,) = @ asettamalla ¢ = 1, jos
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r, € X, tai jos r, € S|, merkitsemélld ¢ = ryr, --- r,, ja asettamalla

T, jos Z,s({c)/x) Eyw
¢ =
1, muulloin.

Sitten minimoidaan konstruoitu automaatti, ja tdiméin jilkeen joukkoa [a - b ~ f] vastaava
DFA on valmis.

Huomautus. Edellisissd muutoksissa oletettiin implisiittisesti, ettd atomikaavassa esiintyvillda muut-
tujilla on jdrjestys, jossa luettavia bittejd sijoitetaan niiden paikalle. Yksittdisen atomikaavan ta-
pauksessa se voi olla jarjestys, jossa muuttujat esiintyvit kaavassa, mutta useampaa atomikaavaa
yhdistellessd jirjestyksen on oltava sama kaikille osakaavoille. Kun yleistd Presburger-kaavaa kos-
kevaa automaattia aloitetaan rakentamaan, kaava on luettava kokonaisuudessaan. Jatkossa olete-
taan, ettil tdssd vaiheessa kaikki kaavassa esiintyvét vapaat ja sidotut muuttujat on jirjestetty (esi-
merkiksi numeroimalla), ja ettd kaikki atomikaavoille konstruoidut automaatit noudattavat téta sa-

maa jirjestysti bittejd lukiessaan.

Yhteensd »n kappaletta kaavassa esiintyvid muuttujia voidaan jirjestdd n! tavalla. On mahdollista,
ettd koko kaavaa koskevan automaatin tilojen lukumééri vaihtelee valitun jirjestyksen mukaan
(vrt. [6]), jolloin tehokkuuden kannalta olisi hyvi pystyd valitsemaan juuri se muuttujajirjestys,

jolla tilojen lukuméiéré on pienin. Tdhdn ongelmaan ei kuitenkaan tartuta tissé tyossi. o

Niillda muutoksilla atomikaavaa vastaavan DFA:n rakentavaan algoritmiin se saadaankin toimi-
maan aakkostolla ; U §;. Tistd on hyotyd myos Lauseen 2§ todistamisen seuraavassa vaiheessa,
kun vapaiden muuttujien lukumaéarista riippumatta automaattien voidaan olettaa toimivan samalla
aakkostolla.

4.3.3 Kvanttorivapaita kaavoja vastaavat automaatit

Kun Presburger-atomikaavoille voidaan nyt muodostaa niité esittaviat DFA:t, myos muut Presburger-
kaavat voidaan kisitelld. Aloitetaan kvanttorivapaista, eli negaation, disjunktion ja konjunktion
avulla rakentuvista kaavoista. Myos implikaatio- ja ekvivalenssinuolet sallittaisiin, mutta semant-

tisten yhtépitdvyyksien vuoksi ne tulkitaan tissd lyhennysmerkinnoiksi.

Konnektiiveja koskevien automaattikonstruktioiden ytimessd on Seurauksen [[9 osoittamat tavat
tulkita kaavojen @ ja y osoittamat joukot [~@], [¢ V y] ja [@ A y] joukko-operaatioiden avulla.
Ne osoittavat, kuinka luvussa .3 esiteltyjd keinoja muodostaa kahden DFA:n hyviksymaén kielen
yhdiste, leikkaus ja joukko-opillinen erotus voidaan soveltaa disjunktion, konjunktion ja negaation

toteuttamiseen. Aloitetaan negaatiosta.

Ensimmaéinen mieleen tuleva ajatus joukkoa [~¢] esittdvin automaatin rakentamisesta voi olla vain
soveltaa Lauseen J menetelmii joukkoa [¢] esittidvidin DFA:han. Tdmé ei kuitenkaan toimi, silld
samalla varsinkin aakkostolla 2; U .S operoivien automaattien tapauksessa joukkoon [—¢] tulisi

paljon merkkijonoja, jotka koodaavat vdiridn mittaisia kokonaislukuvektoreita tai jotka eivit ole
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minké&in kokonaislukuvektorin esityksid. Niin ikéén jos automaatin lopputilojen joukoksi méérite-
tddn { L}, on mahdollista, etti DFA hyviksyisi merkkijonoja, jotka eivit edusta mitién kokonais-
lukuvektoria (esim. merkkibitit voivat puuttua). Siksi joukko [—¢] on parempi nihdé joukon [¢]

komplementtina joukossa Z", missd n on vapaiden muuttujien lukumiéri kaavassa ¢.

Apulause 30. Jos ¢ € Fp, ja siind esiintyvdt vapaat muuttujat ovat jdrjestyksessd vektorissa
X = (X1, Xy, ..., X,), sekd joukkoa (@] esittiii DFA M = (Q,%X, US|, gy, F, 6), niin joukkoa [~¢]
esitticii DFA M' = (OXQ,Z,US,,(0-x=0,q), {(T, L)}, 8y %X 8), missi O on joukkoa [0-x = 0]
esittivan DFA:n tilojen joukko, 8, saman DFA:n tilasiirtymdfunktio ja F' = {T} x (Q \ F).

Todistus. Viite seuraa suoraan Lauseesta [[(, kun ensin Esimerkin 2§ algoritmilla luvussa f.3.7
esitellyin muutoksin konstruoidaan DFA (O,%2; U S1,0-x =0, {T}, 6,) kaavalle 0 - x = 0. Lop-
putilojen joukossa F’ vaatimus joukkoa [0 - x = 0] esittivin automaatin péitymisesti tilaan T
varmistaa, ettd luettu ja hyviksytty merkkijono todella on sopivan mittaisen kokonaislukuvektorin
esitys (ks. Apulause £9). O

Disjunktion ja konjunktion toteuttaminen ei niin ikdin ole aivan suoraviivainen tuloautomaatin
sovellus, silld konnektiivilla yhdistettdavissa kaavoissa @ ja w voi olla seké yhteisid ettd erillisid
vapaita muuttujia. Tdmin kiertimiseksi molemmat kaavat tulkitaan, kuin niissé olisi tdsmélleen

samat vapaat muuttujat. Mikd tahansa muuttuja y voidaan lisdtéd kaavaan a - X ~ b termind Qy.

Kun kiytdssd on aakkostolla £, U S operoivat automaatit, kaavoissa ¢ ja y yhteensd esiintyvilla
vapailla muuttujilla on edellisen osion oletuksen nojalla jérjestys x4, X, ..., x,,. Koska nollalla ker-
rotun muuttujan paikalle voidaan sijoittaa miti tahansa kaavan toteutumisen muuttumatta, kutakin
lisdttya muuttujaa kohti on liséttava kaksi tilaa, toinen sen kohdalla luetulle tavalliselle bitille ja
toinen merkkibitille. Oikeanlaisen tuloksen aikaansaamiseksi on tirkedi, ettd liséttivat tilat sijoi-
tetaan oikeaan paikkaan automaateissa: jos kyseessd on jirjestyksen ensimméinen muuttuja, sitd
kohti liséttavit tilat on sijoitettava heti joukkoon .., kuuluvien tilojen ”perdédn”, ja jos taas li-

sdys tehdddn muuttujan x, jilkeen, uusien tilojen on seurattava kaikkia tiloja, jotka ovat muotoa

/8 . rlrz---rk.

Apulause 31. Oletetaan, etti @,y € Fp, ja ettd niissd yhteensd esiintyvdit vapaat muuttujat ovat
Jjdrjestyksessd vektorissa (x|, X, ... , X,,). Merkitiin symbolein @' ja w' kaavoja, joihin on lisditty
kaavoista ¢ ja v puuttuvat vapaat muuttujat, sekd oletetaan lisciksi, ettdi joukkoa [¢@'] esittici DFA
M, =(0,Z,US,,q,, F|,6)) ja joukkoa [y'] esittiici DFA My = (Q,,2, US|, ¢, F>, 8,). Tiillsin
Joukkoa [@pvy] esittiidi DFA My, = (Q1 X Q,, 21 U S1,(q;,q2), F, 61 X 6,), missd

1. F=(F; X0,)U(Q; X F)),josvonV,

2. F=F X F,, josvonA.

Todistus. Viite seuraa suoraan lauseesta [[0, kun otetaan huomioon Seurauksen [[9 toteamukset
joukoista [@ V w] ja [@ A w]. Seurauksessa [[9 vaadittu vektorin alkioiden poimiminen saadaan
aikaan lisdttyjen tilojen avulla, jotka vaativat vain, etti juuri dsken on luettu joko tavallinen bitti tai
merkkibitti. O
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Taulukko 2. Tilasiirtymdfunktion taulukko joukkoa [0x; 4+ 0x, = 0] esittiviille DFA:lle.

5(q,a)\ 0 0:0 0:+

0
1
+

F - |-

T
1
1
1
1

oo oo
+ + oo
oo
4 A -

Taulukko 3. Tilasiirtymdfunktion taulukko joukkoa [x, + x, = 0] esittivdlle DFA:lle.

8ga)| 0 0:0 0:1 0:+ -1 —1:1 —l:4 T L
o |o:0 o0 1 n 0:1 -1 L 1 1
1 0:1 1 -1 L —1:1 1 L 1L 1
+ |o:+ L 1 T 1+ 1 L 1L 1
- 1 L n L 0:+ 1 T 1L 1

Esimerkki 32. Rakennetaan joukkoa [-x; + x, = 0 A x3 =¢ 1] esittidvd DFA Apulauseiden B( ja
BT, sekéd Esimerkin 2§ avulla.

Aloitetaan osakaavaan —x; + x, = 0 liittyvéstd automaatista. Kaavaan Ox; + Ox, = 0 liittyvén
DFA:n tilasiirtyméafunktion taulukossa P tilojen nimissa esiintyvii atomikaavoja edustaa niiden re-
laation oikea puoli. Koska tissd automaatissa luetuista merkeisti vélid on vain silld, onko kyseessa
merkki- vai tavallinen bitti, suoraan Esimerkin 2§ algoritmilla konstruoidusta taulukosta voidaan
sieventdd pois kaksi saraketta. Liséksi joukkoa [x; + x, = 0] esittdvissi DFA:ssa aakkostolla

%, U S, siirtymédfunktion on esitetty taulukossa . Koska tilassa x; + x, = 0 luetun ykkosbitin

jalkeiset siirtymat ovat tdsméilleen samat kuin tilassa x; + x, = —1 luetun nollabitin jalkeiset siir-
tymit, ndm4 tilat voidaan yhdistdd. Samoin tiloihin x; + x, =0 : +jax; + x, = =1 : —, sekd
tiloihin x; + x, = 0 : — ja L liittyvét sarakkeet ovat identtiset, joten tistd automaatista voidaan

supistaa kolme tilaa turhina pois.

Nyt ndiden taulukoiden kuvaamille automaateille voidaan muodostaa tuloautomaatti Apulauseen
mielessi, jolloin tilojen lyhennysmerkinndin joukkoa [—x; + x, = 0] esittdd DFA, jossa on en-
nen minimointia yhteensi korkeintaan 45 tilaa. Kéytdnnossi, koska joukkoja [0x; + 0x, = 0] ja
[x; + x, = 0] esittdvien automaattien graafit eivét ole tdydellisid, kaikki tilojen yhdistelmat eiviit
ole tuloautomaatissa mahdollisia, eli tiloja on vihemmin kuin kerrottavien automaattien tilojen lu-
kumiérien tulo osoittaa. Joukkoa [—x; 4+ x, = 0] esittdvdn DFA:n tilasiirtyméfunktio on kirjattu
taulukkoon [. Esityksesti on jitetty pois sellaiset tilanteet, joista ei voi enédd pidstd Apulauseen
tarkoittamaan tuloautomaatin lopputilojen joukkoon. Ndma tulisivat joka tapauksessa minimointi-
prosessissa yhdistettyd yhteen tilaan. Koska taulukon ] edustamassa automaatissa on yhteensi 10

tilaa, yhden ristiriitatilan lisddmisen jidlkeen minimoidussa automaatissa on 11 tilaa.

Jotta tuloksena saatua automaattia voitaisiin hyddyntdd suoraan haluttua joukkoa esittdvin DFA:n
rakentamiseen tuloautomaatin avulla, sithen on liséttdvdi mahdollisuus lukea muuttujia x; ja x, kos-
kevien bittien jilkeen vield miki tahansa bitti, pitden kuitenkin kirjaa siitd, onko kyseessé tavallinen
bitti vai merkkibitti. Toisin sanoen automaatti muunnetaan esittdméain kaavaa —x; + x, +0x3 = 0.

Tamai saadaan aikaiseksi viivistamilli tiloista (g, q’), missd vihintdén toinen alkioista g ja ¢" on
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Taulukko 4. Osittainen tilasiirtymdfunktion taulukko joukkoa [—x| + x, = Q] esittdviille DFA:lle.
Viivoin (—) merkityt solut merkitsevdt tilaa josta ei voi endid millddn siirtymilld pddstd lopputilaan.
Lihavoidut solut merkitsevdit lopputiloja.

6(q,a) ‘ (0,0) ©:0,0:0 ©:00:1) (@O:+,0:4) ©O:+ LD

0 ©:0,0:0 (0,0) 0, 1) — —

1 ©:00:1 ©, 1) ©,-1) — —

+ O:+,0:4) — — — (T, D

- O:+,1) — — (T,L1) (T,L1)
6(q,a) 0, 1) ©0,-1) 0:0,1) ©0©:0,-1:1) O:+4+,-1:4)

0 ©:0,1) ©:00:1 0, L) ©0,-1) —

1 ©:0,1) ©0:0,-1:1D 0, 1) 0, 1) —

+ O:+,1) ©O:4,-1:4) — — (T, L)

- ©O:+ L1 ©O:+0:+) — — —

Taulukko 5. Osittainen tilasiirtymdfunktion taulukko joukkoa [—~x| + x, = Q] esittdviille DFA:lle,
kun kaavaan on lisdtty vapaa muuttuja x . Lihavoidut solut merkitsevit lopputiloja.

6(q,a) 0,0) ©:0,0:0 ©0©:0,0:1) ©O:+,0:4) ©O:+,L

0 ©:0,0:0 (0 : 00,0 : 00) ©:01,1) — —

1 ©0:0,0:1) ©:01,L1) ©:01,0:11) — —

+ ©O:+,0:+) — — ©O:++,0:++) ©:+-,1)

- ©O:+ L1 — — ©O:+-1) ©:+-,1)
6(q,a) | (0 : 00,0 : 00) ©:01,1) @©:01,0:11) @O:++,0:++) ©O:+-,1

0 0,0) 0,1) ©O,-1 — —

1 0,0) 0, 1) ©O,-1 — —

+ — — — — (T, 1)

- — — — — (T, L)
6(q,a) 0,1) ©O,-1 ©:0,1) ©0©:0,-1:1 ©O:+,-1:4)

0 ©0:0,1) ©:0,0:1 ©:01,1) ©:01,0: 11 —

1 ©:0,1) ©0©:0,-1:1 ©:01,1) O :01,1) —

+ ©O:+,1) O:+,-1:4) — - O:+-1)

- ©O:+ 1 ©O:+0:+) — — ©:++,0:++)

muotoa y : 1,y € Fpjar € X; US|, tehtivii siirtymid. Jos niissi tiloissa luettava bitti on

samaa laatua kuin r, niin sitten voidaan siirtyd alkuperdisen automaatin osoittamaan seuraavaan
tilaan. Tédssd minimointi auttaa poistamaan paljon tiloja, ja joukkoa [—x| 4+ x5 4+ 0x3 = 0] esittévin

DFA:n siirtyméfunktio on tiivistetty taulukkoon [.

Vastaavaan tapaan otetaan kayttoon joukkoa [Ox; 4+ Ox, + x5 =¢ 1] esittiville DFA:lle esitys,
jossa ennen muuttujaan x; liittyvéa siirtyméd voidaan lukea mitkd tahansa kaksi tavallista bittid
tai merkkibittid perdkkiin. Timd muunnos on tiivistetty taulukkoon [f. Tésti esityksesté on jitet-
ty pois triviaalit siirtymdt tiloista T ja L. Nyt milld tahansa tavanomaisella suoran tuloautomaatin
generoivalla tekniikalla taulukoiden [ ja f| osoittamat DFA:t voidaan yhdistii, ja lopputulos saa-

daan esittdméin joukkoa [-x; + x, = 0 A x3 =¢ 1] asettamalla hyvéksyvien tilojen joukoksi



38

Taulukko 6. Tilasiirtymdfunktion taulukko joukkoa [x5 =¢ 1] esittdville DFA:lle, kun kaavaan on
liscitty vapaat muuttujat x, ja x,.

6(q,a) ‘ 1(6) 16) : 0 1(6) : 00 0(3) 03):0 03):00 03):+ 03):++

0 16):0 1(6) : 00 L 03):0 03):00  003) L L
1 16):0 16):00  0Q3) 03):0 0(3): 00 13) L L
+ L L L 03) : + L L 03) : ++ T
- L L L 03) : + L L 03) : ++ L

sg.a) | 103) 13):0 13):00  2(3) 23):0 23):00 23):+ 203): ++

0 13):0 1(3) : 00 2(3) 23):0  2(3):00 13) L L

1 13):0 1(3) : 00 0(3) 23):0  2(3):00 2(3) L L

+ L L 1 23) @ + L L 23) 1 ++ L

- L L L 23) : + L L 23) : ++ T
F={(T,D}x{T}={((T,L, T} °

4.3.4 Kvanttoreita sisaltavia kaavoja vastaavat automaatit

Apulauseiden B( ja B1] todistus perustuu lopulta Presburger-joukkojen méiritelmin Seuraukseen
[[9. ja vastaavin perustein voidaan kisitelld myos eksistenssikvantifiointia. Tdtd kuitenkin mut-
kistaa se, ettd toisin kuin konnektiivien tapauksessa, jossa vapaiden muuttujien lukuméird pysyy
vihintdidn samana, kvanttori sitoo aina yhden vapaan muuttujan pois kaavasta. Seurauksen [9 mu-
kaisesti kaavaan Jx¢ liittyva kokonaislukuvektoreista koostuva Presburger-joukko saadaan jou-
kosta [¢] poistamalla kaavan ¢ vapaaseen muuttujaan x liittyvit alkiot vektoreista. Toisin sanoen

eksistenssikvantifiointi johtaa vilttdmitta Presburger-joukon vektoreiden lyhentymiseen.

Koska Presburger-kaavan ¢ toteutuminen riippuu sen vapaille muuttujille x annetuista arvoista,
ndiden arvojen on oltava my0s prosessiin kéytettdvin ddrellisen automaatin syotteend. Niinpi kaa-
van 3Jx;@ toteutumisen tutkimiseksi tunnetun automaatin syotteestd ja tilasiirtyméfunktiosta on
poistettava juuri sidotun muuttujan x; vaikutus. Nyt on kuitenkin mahdollista, ettd 16ytyy vektorit
c.d € [¢], joille ¢¥ = d? ja ¢; # d;. Esimerkiksi kéy kaava x; — x, < 0, jonka toteuttavat muun
muassa vektorit (0, 1) ja (0,2). Kuvaan f on toistettu vertailua varten kuva aakkostolla %, U S,
toimivasta DFA:sta kaavalle x; — x, < 0, sekd kaavaa 3x;(x; — x, < 0) vastaava automaat-
ti, jonka siirtyméfunktiota varten poistetaan muuttujan x; vaikutus (aakkoston X, U .S, alkioiden

ensimmadinen bitti) ja ndin syntyvit toisteisuudet.

Kun kuvan fj oikean puoleisen automaatin siirtyméfunktiota aletaan tarkastella, havaitaan etti esi-
merkiksi 6(x; — x5, < 0,0) = {x; — x5 < 0,x; —x, < 1}, jolloin automaatti on epadeterminis-
tinen. On kuitenkin aiemmin kielten katenaation (Lause [[2) tapaan mahdollista muodostaa ensin

eksistenssikvantifiointia edustava NFA, ja sitten determinisoida se Lauseen [[4 menetelmélla.

Vektorin tietyn paikkaluvun poistaminen saadaan toteutettua myds aakkostolla 2; U S| operoivis-
sa automaateissa, koska eksistenssikvantifioitavassa kaavassa vapailla muuttujilla on jirjestys (ks.
huomautus luvussa #.3.7). Niinpi tiettyyn tilaan voidaan piéstd vain lukemalla bitti, joka liittyy

aina samaan muuttujaan. Jos siis ennen kvantifiointia kaavassa esiintyy » muuttujaa jarjestykses-
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00,01, 11 ,US, 0,1 ZUS,;

10 ++,—+ 0
10 0
A —— ‘ ! +, = ‘
00,01, 11 0,1

Kuva 6. Joukkoa [x| — x, < 0] esittiivi DFA (vas.) ja joukkoa [3x,(x; — x5 < 0)] esittdivi NFA.
Numerolla b merkitty tila edustaa kaavaan x| — x, < b liittyvdd tilaa.

sd xq, x,, ..., X,, ja sidottava muuttuja on x,, konstruoitavassa automaatissa on ikdén kuin voitava
hypitd k:nnen tilan ja sitd aina n:n siirtymén vélein seuraavien tilojen yli, kun alkutilaa pidetidin
ensimmdisend tilana. Médritelmd [[1] mieleen palauttaen timé voidaan tehdd e-siirtymien avul-
Ia, jolloin kaikista yli hypéttavistd” tiloista ldhtevit siirtymit korvataan aakkosen sijaan tyhjilld

merkkijonolla tehtiviksi.

Apulause 33. Oletetaan, etti ¢ € Fpyos ja ettd siind esiintyvdt vapaat muuttujat muodostavat
vektorin X = (X1, Xy, ..., X,,). Jos joukkoa @] esittidi DFA M = (Q,Z, U S}, qy, F, 8), niin joukon
[3x, @] jokaisen alkion kaikista merkkijonoesityksistd vihintddn yksi tulee hyviksytyksi NFA:ssa
N =(0,%Z,U Sy, qy, F,8"), missd siirtymdfunktio 5'(q, a) toteuttaa seuraavat ehdot.

Oletetaan, ettd m, on tilan g € Q nimessd vdlittomdsti kaksoispisteen jélkeen esiintyvien aakkoston

2, US| alkioiden lukumdidird.

e Josm,+ 1=k, niin 6'(q,e) ={6(g,)EQ | rez, us;}

e Muussa tapauksessa &' (q,a) = {8(q,a)} aina, kuna € ; U S|.

Todistus. Seurauksen [[9 nojalla riittdd osoittaa, ettd L(N) = (s e L, | (s) € [@]}. Joukon

[3x, @] alkioiden koodaukset ovat nyt muotoa

S =byy - bl(k—l)bl(k+1) by by e bm(k—l)bm(k+1) b0y Of_10pqq O

missi b,-j € ja c; € S,kuni=1,2,...,mjaj=1,....,k—1,k+1,...,n Koska kyseesséd on
erityisesti joukon 3x; ¢ alkion esitys merkkijonona, 16ydetiin lisiksi aakkoset by, ..., b, € 2

jao, € .5, jotka lisadamaélld merkkijono

S=b11 ...bln ...b ...b O-l "'O',,EL(M).

ml mn

Viimeinen ehto voidaan esittdd yhtépitavisti vditteend S(qo, s) € F, miki tarkoittaa, ettd joukkoa

[@] esittidvissd DFA:ssa on olemassa tdamin merkkijonon osoittama tilojen jono

QOaQU’ ’qlna ’qmla $qmn$q(m+1)]7 ’q(m+1)n’
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Jossa g1y, € F.

Tarkastellaan seuraavaksi NFA:n N tilasiirtyméfunktiota. Edelld esitetyn perusteella tilojen jonos-
sa jokainen tila g;; on edeltdjénsi ja joukon [3x, @] alkioon liittyvistd merkkijonosta s, jérjestyk-
sessi luetun aakkosen méériimissi kuvassa funktiossa ’. Tdmén perusteluna tarkastellaan kahta

tapausta.

1. Indeksi j # k, eli Mg, # k — 1. Merkkijonosta s, 10ytyy aakkonen b;; (tai o;), jolloin

oletusten nojalla ¢;; € {6(q;;j—1),b;;)} = 6" (Gi¢j—1) bij)s jos 1 < j
a1 € {5(%_1),,, b} = 5/(4(,-_1),,, bi1) (Gi—1yn = qo Jos i = 1).

< n, ja vastaavasti

2. Indeksi j = k, eli Mg, = k — 1. Nyt merkkijonosta s, ei 10ydy aakkosta b;; (tai o), mutta
tilasta g;,_;, on olemassa e-siirtyma tilaan g;;, jos 1 < k < n, ja vastaavasti tilasta q;;_p,

on olemassa e-siirtymd tilaan g;;, jos k = 1 (q;_1), = 4o, jos i = 1).

Nyt, koska g(,,1.1), € F, voidaan todeta, ettd 5’({q0}, s;) N F # @, eli epiddeterministinen auto-
maatti N hyviksyy merkkijonon s, . Tdmén péittelyn vélivaiheet toimivat yhtd hyvin myos toiseen

suuntaan, joten on osoitettu, ettd N hyviksyy tdsmilleen joukon [Ix; @] alkiot. O

Kun nyt eksistenssikvanttoria kéyttiville kaavoille voidaan muodostaa DFA-esitys, myds univer-
saalikvanttori on kisitelty. Koska Vx@ on loogisesti ekvivalentti kaavan ~3x(—¢) kanssa, tité kaa-
vaa koskeva automaatti rakennetaan joukkoa [¢] esittivisti automaatista soveltamalla ensin Apu-
lausetta B0, sitten edellistd Apulausetta B3 ja determinisoimalla niin saatu NFA, seki lopuksi kdyt-
tamall4 jdlleen Apulausetta B(.

Huomautus. Apulause B3 toteaa vain, ettd rakennettu NFA hyviksyy vihintddn yhden joukon
[3x, @] jokaisen alkion merkkijonoesityksistd. Syy on siini, ettd koska eksistenssikvantifioinnin
myotd joukon [@] vektorista voidaan poistaa juuri se komponentti, jonka merkkijonoesitys on kai-

kista pisin, suoraan rakennettu NFA saattaa hyviksyi vain riittdvin pitkid esityksié joillekin joukon
[Fx, ] [A3].

Tarkastellaan Esimerkin 7 tulosten perusteella joukkoa [Ix3(—x; + x, = 0 A x3 =¢ 1)]. Kos-
ka vektori (0, —1,1) = (011+—+) toteuttaa kvanttorivapaan version kaavasta, lyhyempi vektori
(0,—1) = (014=) = (+—) kuuluu tdhdn joukkoon. Nyt kuitenkin, kuten taulukosta [] havaitaan,
Apulauseen B3 mukainen NFA hyviksyy niistd saman vektorin esityksistd 014+— ja +— vain pi-
demmin. Syyné on, ettd osakaavaan x; =¢ 1 liittyvéssd osassa alkuun luettu merkkibitti estdd

lopputilaan padsemisen (mikéin joukon {0, —1} alkio ei toteuta kaavaa x5 =g 1).

Méiritelmin P35 mielessd Apulause B3 ei siis vield tiytd vaatimusta Presburger-joukon esittimi-
sestd NFA:n (DFA:n) avulla. Ongelma voidaan kiertdd varmistamalla, ettd aina kun merkkijono
s(c) o, missi s € ¥, 0 € S, ja ¢ on positiivinen kokonaisluku, hyviksytiin NFA:ssa, myos
so hyviksytddn (vrt. [A3] MSBF-esitykselle). Tami ei lisid NFA:n hyvidksymien vektorien méi-
rad, silld merkkibittijonon ¢ osoittamaa tavallisten bittien jonoa z(c) voidaan toistaa juuri ennen

merkkibittejd kuinka monta kertaa vain, mukaan lukien nolla kertaa. o

Seuraus 34. Oletetaan, etti ¢ € Fpy, ja ettd siind esiintyvdt vapaat muuttujat muodostavat
vektorinX = (X, Xy, ..., X,). Jos joukkoa @] esitticc DFA M = (Q, %2, US|, qq, F, 6), niin joukkoa
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Taulukko 7. Merkkijonojen 01+— = Ole+—¢ ja +— = +—¢ joukkoon [Ix3(7x| + x, = 0 A x5 =¢
)] liittyvissd NFA:ssa osoittamien polkujen simulointi. Tiedot on mddritetty suoraan taulukoiden
Bl ja B avulla. Merkkijono hyviksytiidn NFA:ssa, jos ja vain jos sekd osakaavaa =x| + x, = 0 ettd
kaavaa x5 =¢ 1 koskevassa sarakkeessa pdididytdicin hyvéiksyvdicin tilaan (lihavoitu).

Osakaava Osakaava Osakaava Osakaava
Merkki  —x; +x, =0 X3 =¢ 1 Merkki  —x;+x,=0 x3=¢1
0,0) 1(6) 0,0) 1(6)
0 ©:0,0:0 (1(6) : 0) + ©O:+,0:4) 1
1 ©:01,L) 1(6) : 00 - O:+,1) 1
€ O, L) 0(3) 1 € (T, 1
+ ©O:+,1) 03):+ L
- O:4-L 03 :++ 1L
€ (T, T 1

[3x, @] esittiiii NFA N = (Q,2,U S}, qo, F,6"), missd siirtymdifunktio 8'(q, a) toteuttaa seuraavat

ehdot.

Oletetaan, etti m, on tilan g € Q nimessd vdlittomdsti kaksoispisteen jélkeen esiintyvien aakkoston

2, US| alkioiden lukumdidird.

o Josm,+ 1=k, niin 6'(q,€) = {6(q,r) €0 | re 2, U S, }.

e Josm, + 1 # k, niin 6'(q, a) = {6(q, @)} aina, kun a € £, U S.

e Aina, kun g’({q}, ﬂ(G)fG) N F # @ mille tahansa merkkijonolle ¢ € S, ja positiiviselle

kokonaisluvulle ¢, myds 5’({q}, o)NF #@.

Tissd luvussa esitetyt tulokset yhdesséd induktioperiaatteen kanssa merkitsevit, ettd Lause 2§ on

todistettu.
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5. TARKASTUKSEN TOTEUTTAMISESTA

Nyt kun kéytdsséd on erilaisia DFA-tekniikalla toteutettavissa olevia perusjoukkoja, voidaan al-
kaa pohtia muita joukko-opin kisitteitd ja niiden semantiikkaa tarkastamisen nikdkulmasta. Seu-
raavassa madritellddn sddnnollisid kielid ja Presburger-joukkoja ilmaisujensa 1dhtokohtina pitdvin
joukko-opin kieli, sekd pohditaan, minkélaisia tehtiivid sen avulla olisi mahdollista toteuttaa Math-
Checkin viitekehyksessa. Lisdksi luodaan katsaus joihinkin joukko-oppimoodin kdytdnnon toteu-

tuksen kannalta tirkeisiin kysymyksiin.

5.1 Joukko-opin kaavat ja niiden semantiikkaa

Jo aiemmin kuvattiin naiivin joukko-opin perusperiaatteita ja sité, kuinka joukkoja voidaan esittdi
sen puitteissa. Tdllaisen joukko-opin teorian tai sen osien ohjelmallinen toteutus vaatii kuitenkin
pohjakseen tdsmillisen kuvauksen sallituista ilmauksista. Samalla tullaan kuvanneeksi karkeasti

myds syntaksi, jonka avulla opiskelija voi syottid vditteitdan MathCheckin tarkastettavaksi.

Aloitetaan yksittdisten joukkojen kuvaamisesta. Tavanomaiseen tapaan joukkoina pidetdén aalto-
sulkeiden {-} viliin kirjattua ddrellist4 listaa alkioita, joiden on tultava jostakin edelld médritellyis-
td merkkijonojen tai kokonaislukuvektoreiden perusjoukoista, sekéd joukkoabstraktion {x | ¢(x)}
osoittamaa ehdon ¢ toteuttavien alkioiden x joukkoa. Jotta timéd mahdollisesti ddreton joukko on
toteutettavissa aiemmin esitetyin dérellisin automaatein, ehdon @ on oltava Presburger-kaava. Aak-
koston médrittelyssé lisdksi omat erityiset symbolinsa voidaan varata tyhjélle joukolle ja kdytossa

oleville perusjoukoille.

Maaritelma 35. Joukko-opin aakkosto on tavanomainen lauselogiikan aakkosto seuraavin tiy-
dennyksin. Erityisid vakiosymboleita ovat { }, X, £* ja Z" jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle

n, sekd skeemojen

1. {a}, missd a € X* tai a € Z" jollakin luonnollisella luvulla n

2. {xeZ" | p(x)}, missd ¢ € Fpes jaX = (X1, Xy, ..., X,) on kaavassa ¢ vapaana esiintyvien

muuttujien vektori

mukaiset symbolit. Funktiosymboleita ovat kaksipaikkaiset U, N, \ ja X, seki yksipaikkaiset ¥
jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle k ja *. Ainoat relaatiosymbolit ovat kaksipaikkaiset €, C
ja =. Liséksi muuttujasymboleita on kahta lajia, alkiomuuttujat 7, joita merkitédin tdssi kirjaimin

a,b,c,...,x,y, z, ja joukkomuuttujat 77, joita merkitdén tdssi kirjaimin A, B,C, ..., X, Y, Z.

Teorian tarkoittamia joukkojen ilmauksia ovat tavanomaiseen tapaan madritellyt joukko-opin ter-

mit (vrt. Médritelmi [[3), eli vakiosymbolit, joukon 7] muuttujasymbolit ja niitd funktiosymbo-
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lein yhdistelelemilli saadut lausekkeet. Ainoat rajoitukset yhdistelemiselle ovat, etti termeissi 7%,

k > 1,ja T* esiintyvissé termissd T ei saa esiintyd skeeman 2 osoittamia vakiosymboleita.

Joukko-opin atomikaavoja ovat tismilleen kaikki muotoa x € T, T; C T, ja T} = T, olevat
ilmaukset, missd x € 7{), x € X* tai x on kokonaislukuvektori, sekid T, T} ja T, ovat joukko-opin
termejd. Lisdksi joukko-opin kaavoiksi ymmirretddn atomikaavat ja niiden konnektiivien avulla

tavanomaiseen tapaan saadut yhdistelmiit. o

Huomautus. Tissid joukko-oppi muotoillaan yksinkertaisuuden vuoksi ilman kvanttoreita. Nii-
den avulla saatavia kaavoja ei juuri koskaan esiinny perusopintotasoisessa joukko-opissa, jolloin
niistd MathCheckin kiyttotapauksissa saatava hyoty on vidhidinen. Liséksi dérellisistd joukoista ké-
sitellddn vakiosymboleiden tasolla vain tyhji joukko ja perusjoukon alkioiden muodostamat yk-
siot, silld laajemmat ddrelliset joukot késitellddn kdytannossd niiden ja yhdisteen avulla. Merkintd
{ay,a,, ...,a,} ymmirretéin siis lyhennysmerkintini Miéritelmin B3 mukaiselle joukko-opin ter-
mille {a;}U{a,}U---U{aq,}. Loogisiin ekvivalensseihin perustuvina lyhennysmerkintdiné voidaan

médritelld ilmaukset
X¢T<:>_‘XET, Tl_¢_T2<=>—|T1QT2 ja TI¢T2@_‘TI=T2,

sekd tiukka sisdltyvyys Ty C T, & T} CT) AT, CT;. o

Joukko-opin mallina kdytetdin nyt DFA-tekniikalla saatavia tulkintoja vakiosymboleille ja joukko-
operaatioille. Lukujen [§ ja f] tuloksiin nojaten jokaiselle joukkovakiolle 16ytyy sitd vastaava DFA,
samoin kuin joukko-operaatioiden avulla saaduille joukkolausekkeille. Atomikaavojen ratkaisemi-
sessa avuksi otetaan algoritmeja (esim. [23, Section 5.4]), joilla voidaan tarkastaa alkion kuulumi-
nen DFA:n esittiméén sddnnolliseen kieleen, sekd kahden DFA:n kielten sisdltyminen toisiinsa tai
niiden samuus. Ensimméinen seuraa suoraan ajatuksesta dérellisestd automaatista laskennan malli-
na: luetaan merkkijonoa (kokonaislukuvektorin tapauksessa sen merkkijonoesitystd) yksi symboli
kerrallaan, seurataan vastaavia muutoksia DFA:n tilassa, ja tarkastetaan lopuksi ollaanko hyvéksy-
vissi tilassa. Kaksi muuta atomikaavoihin liittyvii ratkaisualgoritmia voidaan palauttaa esitettyjen
kielten joukko-opillisen erotuksen ja sen tyhjyyden méidrittimiseen niin ikddn DFA:ta apuna kiyt-
tden [23, Section 5.4]. Taulukko B tiivistd4 erilaiset joukkojen ja niihin liittyvien ilmausten tyypit,

sekd ndiden toteutuksessa kéytettdvit menetelmat.

Niin saadusta kehyksestd joukko-opin kaavojen tarkastamiselle voidaan tehdi vield seuraavia tés-
mentédvid huomioita. Joukon komplementilla pyritdén tdssd tarkoittamaan mahdollisimman “aitoa”
komplementtia. Kuten luvussa huomautettiin, komplementti ei oikeastaan tarkoita samaa asi-
aa kuin negaation ottaminen Presburger-joukon médérittelevasti ehdosta, silld vektorin kuuluminen
Presburger-joukkoon ylipdétiddn jo vaatii siltd tietyn paikkaluvun. Komplementille perusjoukon
suhteen ei ole varattu symbolia joukko-opin formaalissa kieless4, silld sen tulkinta on monikésit-
teinen, ja sen paikalle ehdotetaan Miéritelmin [ mukaisesti joukko-opillista erotusta kulloinkin
kisiteltdvistd perusjoukosta. Yleisemmaélle komplementille ei my0s samasta syysté ole tarkastuk-

sen kuvausta taulukossa g.
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Taulukko 8. Menetelmid erilaisten joukko-opin ilmausten mallintamiseen determinististen ddrel-
listen automaattien avulla.

Ilmauksen tyyppi Menetelma Huomioita
tyhji joukko . . Kokonaislukuvektori on ensin kddnnettavi
yksid Esimerkki § kielen L, merkkijonoksi.

Presburger-joukko luku £.3
yhdiste

leikkaus Lause [I(
joukkoerotus

1 . Adirellinen joukko tulkitaan siihen sisiltyvien
11 kk L - . .

aarefiiien Joukko ause G yksididen yhdisteeksi.

karteesinen tulo Merkintd A X B tulkitaan katenaationa AB
katenaatio Lause [17 silloin, kun A, B C X*, ja muulloin

kielen potenssi karteesisena tulona.

Kleenen sulkeuma Lause [13 Méiritelty vain kielen * osajoukoille.
xeA Tarkastetaan, hyviksyyko DFA merkkijonon x
xX¢& A tai kokonaislukuvektorin x merkkijonoesityksen.
ACB . N
A¢B [23, Section 5.4] Tarkastetaan, onko A \ B tyhji kieli.

ACB .

C .
A¢ B Tarkastetaan,onko AC BjaB¢Z A
A=B Tarkastetaan, onko A C Bja BC A
A#B ’ =rEesa

Seki aksiomaattisessa joukko-opissa ettd perusopintotasoisissa teksteissd on joskus luontevaa kiyt-
tad alkiorelaatiota € my0s joukkoabstraktiossa. Samoin joskus hyodynnetidn kompaktia merkinti-
tapaa {t | @(x)}, missd ¢t on muuttujan x siséltdva termi. Tdssd médritellyn joukko-opin formaalin
kielen nakokulmasta nama ovat sen ulkopuolisia laajennuksia, jotka voidaan kuitenkin tulkita viela
samoin tydkaluin kuin varsinaisetkin joukko-opin ilmaukset. Tarkastellaan esimerkkini positiivis-

ten parittomien kokonaislukujen joukkoa, joka sindnsi voidaan mééritelld Presburger-joukkona

{meZ|Inn=0Am=2n+1)},

mutta jolle tyypillisempid merkintdtapoja ovat

meZ|m=2n+1AneN} tai {2n+1 | n e N}.

Niistd merkinndistd jalkimmé&inen on helppoa muuntaa ensimmaéiseksi méérittelemélld muuttuja
m tarkoittamaan termid 2n + 1 ja lisddmalld joukkoabstraktiossa pystyviivan oikealle puolelle eh-
to m = 2n + 1 konjunktion avulla. Alkiorelaatio » € N puolestaan on ylld mahdollista tulkita
Presburger-kaavana n > 0, ja ndma tarkoittavat samaa, koska Presburger-mallin perusjoukkona on

tdssd tapauksessa kokonaislukujen joukko. Yleisemminkin mikd tahansa ehto x € [@], missd @ on
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Presburger-kaava, voidaan esiintymispaikallaan korvata ehdolla ¢. Jos kyseesséd on kokonaisluku-
vektorien semilineaarinen joukko (ks. Lause 21)), jolle ei tunneta sité esittivid Presburger-kaavaa,
mutta DFA on kuitenkin tiedossa, alkiorelaation toteutus onnistuu vastaavin perustein. Tdssd on
oletettava, etti DFA:n kéyttiméd vapaa muuttuja on tdsmélleen alkiorelaation vasemman puolen

osoittama.

Vield kolmas huomio, joka on mahdollista tehdd parittomien positiivisten kokonaislukujen jou-
kon esimerkisti, liittyy muuttujien rooliin. Yksittdisen joukon méaérittelyn tapauksessa muuttuja,
jota ei sidota joko pystyviivan vasemmalla puolella tai sitten joukon méiérittelevissd ehdossa, on
mahdoton, silld tilloin joukon arvo vaihtuisi vapaan muuttujan tulkinnan mukaan. Téllaisen jouk-
koperheen kisittely sivuutetaan, joten jokaisen joukkoabstraktiossa esiintyvin muuttujan voidaan
olettaa liittyvén joko pystyviivan vasempaan puoleen tai johonkin kvanttoriin. YII4 valitun esi-
merkin tapauksessa muuttuja n onkin implisiittisesti eksistenssikvantifioitu. Ohjetta siihen, kumpi
kvanttori tdllaiselle muuttujalle tulisi valita, voidaan hakea merkint6jen x € A(@) ja Vx € A(p)
tavanomaisista merkityksisti: ensimmiinen on lyhennysmerkinti kaavalle 3x(x € AA@) jajilkim-
miinen kaavalle Vx(x € A — ). Niinp4 jos sitomaton muuttuja esiintyy konjunktiossa muiden
ilmausten kanssa, siithen liittyvéksi kvanttoriksi on luontevaa tulkita eksistenssikvanttori, ja jos se
esiintyy implikaation etulauseena tai disjunktiossa, kvanttoriksi voi olla luontevampaa valita uni-
versaalikvanttori (mahdollisesti lisdten negaatio toiseen disjunktiin). Tarkempi ilmion tutkimus on

kuitenkin vield tarpeen ennen kiytdnnon toteuttamista.

5.2 Joukko-opin tehtavia MathCheckilla

Kun tihdn mennessi on pyritty muotoilemaan erilaisia keinoja kisitelld perusjoukkoja, seuraavak-
si niitd pyritdédn tarkastelemaan pedagogisessa valossa. Nidin voidaan pyrkid valottamaan alusta-
vasti vastauksia kysymykseen siitd, minkélaisia kdyttdtapauksia ja -tarpeita MathCheckin joukko-
oppimoodille voi olla. Tulevat esimerkit kuvaavat tehtavidnantoja, joihin jo esitellyllid koneistolla on
mahdollisuus muotoilla vastaus. Tehtdvien suunnittelussa ja valinnassa on pyritty tuomaan esille

sekd joukko-opin ettd MathCheckin mahdollisuuksien eri yhdistelmia.

Esimerkki 36. Tarkastellaan joukkoja A = {cat,dog}, B = {cow} ja C = {pig}.

(a) Pitaako viite *cat kuuluu joukkoon A tai joukkoon B’ paikkansa?
(b) Pitddko viite "alkioiden cat ja dog muodostama joukko siséltyy joukkoon C’ paikkansa?

(c) Sievennd (A U B) n C vilivaiheita kayttien. o

Ensimmainen esimerkkitehtiva kisittelee tehtévatyyppid, jossa opiskelija harjoittelee joukko-opin
peruskdsitteiden miiritelmid, ja erityisesti alkio- ja siséltyvyysrelaatioiden vilisen eron hahmot-
tamista (vrt. [[1]]). Lisdksi viimeisessd kohdassa vastauksena annetaan vihintdén oikea lopputulos
mahdollisesti vilivaiheita kdyttden samaan tapaan kuin MathCheckin reaaliaritmetiikkamoodissa
[B9, #(]. Vastaus on joukko-opin formaalin kielen ndkokulmasta yksittdinen atomikaava tai totuus-
vakio, tai sitten relaatioketju. Kohdissa (a) ja (b) opiskelija voisi yhtd hyvin my6s kd4ntda viittimén

ensin joukko-opin kielelle ja sen jilkeen paitelld paittelykeinoin (vrt. [36]), onko tulos yhtépita-
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vad identtisesti toden vai epdtoden viittimén kanssa, mutta ilman tarkempaa syntaksin tarkastusta

MathCheckin ei ole mahdollista médrittdd, onko tima kddnnos jarkeva.

Esimerkki 37. Anna esimerkki joukosta,

(a) jossa on ddrellinen médra alkioita,
(b) jossa on ddreton médri alkioita,

(c) jonka alkiot ovat luvun 21 alkulukutekijoita. o

DFA:n tunnistaman kielen #direllisyyden tarkastamista ei késitelty edelld, mutta sekin on mahdol-
lista toteuttaa [23, Section 5.4], ja joukko-opin kielessi sill4 olisi yksipaikkaisen relaatiosymbolin
(predikaatin) asema. Joukon alkioiden lukumi#réa on siis mahdollista kisitelld ainakin @drellisen
ja darettoman vilisen eron tarkkuudella. Tdssé tehtavityypissd opiskelija syottaa MathCheckil-
le suoraan jonkin joukon missi tahansa pétevissd esitysmuodossaan. Toisaalta esimerkki osoit-
taa myos, ettd joukko-oppiin perustuvaa vastaustapaa on mahdollista hyodyntdd myos silloin, kun
opiskeltavana on jokin muu aihe: joukot saadaan hyvin konkreettisesti toimimaan myds muualla

matematiikassa hyddyllisend séiliond muille objekteille.

Tehtidvid suunnitellessa kiytdssi olevat joukot ovat merkkijonojen tapauksessa kaikki sddnnolliset
kielet ja kokonaislukuvektoreiden tapauksessa semilineaariset joukot Lauseen 21 mielessd. Mo-
lempien erikoistapauksina ovat kaikki darelliset joukot. Téllaisten tehtdvien vastauksissa voidaan
sallia alkion toistaminen ilman mitédin erityishuomiota, tai sitten varoittaa opiskelijaa siitd, ettd on
olemassa yhtépitavd, mutta sievempikin ratkaisu. Viimeisen kohdan tehtdvdnanto voidaan tulkita
tehtédvin laatijan valinnan mukaan joko siten, ettd vastauksen on siséllettdva kaikki oikeat vastauk-
set, tai mahdollisesti vain osa niistd. Ero on sama kuin relaatioiden = ja C tarkastamisen vélilli.
Vastauksena annetun joukon tyhjyys on myods mahdollista tarkastaa, jos tyhjda joukkoa ei haluta

hyviksyi predikaatin C mielessé tapahtuvassa tarkastuksessa.

Sekd ensimmiisessi ettd toisessa tehtdaviaesimerkissda MathCheckin antama palaute opiskelijan rat-
kaisusta voi kertoa 1dhinné vain, etti se on oikein tai véirin, tai sitten tarkempi palaute védrista rat-
kaisuista on syysti tai toisesta epakdytannollistd. Ensimmdisen tehtdvian kohdalla MathCheck osaa
vastata suoraan kysymyksiin kohtien (a) ja (b) viittimien paikkansapitdvyydestd, ja (c)-kohdassa
vastaesimerkkid ei voida antaa paljastamatta ainakin osaa oikeasta ratkaisusta. MathCheckin ai-
emmissa toimintamoodeissa téllaisissa tilanteissa palautteen piilottaminen on mahdollista [#Q], ja
samoja toiminnallisuuksia tarvittaisiin siis myos joukko-oppimoodissa. Jilkimmdiisen tehtiviesi-
merkin kohdassa (a) jirkevi vastaesimerkkipalaute kertoisi jonkinlaisen tavan kuvata opiskelijan
antaman ratkaisun osajoukko luonnollisille luvuille, mutta téllaisen generoiminen ohjelmallisesti
voi olla hankalaa. Vastaavasti saman tehtivin (b)-kohdassa mahdollinen vastaesimerkki olisi listata
opiskelijan antaman joukon alkiot, mutta tdmaikin voi yleisessd tapauksessa olla epakéytannollista

ja aikaavievii.

Seuraavassa esimerkissi palautteella on puolestaan hyvin selked merkitys opiskelijan tyoskentelyn

kannalta.

Esimerkki 38. Olkoot A, B ja C saman perusjoukon osajoukkoja. Sievennd (AU B)\ (AN B). <
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Tehtdvananto on analoginen MathCheckin alkuperdisen aritmetiikkamoodin sievennystehtdvien
[B9] kanssa, ja niinpd my0s palautteen toimintaa voidaan suunnitella vastaavasti. Jos opiskeli-
jan jokin joukkojen yhtdsuuruuksia soveltava vilivaihe on virheellinen, ohjelma voisi kokeilemal-
la tulostaa hénelle palautteeksi esimerkit (dérellisistd) joukoista, joilla kyseinen vilivaihe ei pi-
di paikkaansa. Juuri vastaesimerkin generoiminen on tdméin tehtdvityypin puitteissa seikka, jossa
Presburger-joukkojen toteutus luo lisdarvoa opiskelijalle: pelkén oikeellisuuden tai virheellisyyden
paittdminen ratkaisusta voitaisiin tehdd esimerkiksi Wattsin ja Cohenin [41] menetelmii yleista-
mailld. Vastaesimerkiksi sopivia joukkoja voidaan etsii kiinnittimalla jokin joukko ja sijoittamalla
joukkomuuttujien paikalle sen osajoukkojen yhdistelmid. T#4té etsintdd voidaan sitten tarpeen mu-
kaan laajentaa lisdimalli alkioita. Ndin vastaesimerkin 10ytdminen ei aiempien toimintamoodien

[B9] tapaan ole taattua, mutta hyvin todennikoista.

Toinen timén esimerkin ja MathCheckin sievennystehtidvien yhteinen piirre on mahdollisuus vaatia
opiskelijan vastaukselta riittdvaa sievyyttd tai kieltdd siitd tietyt operaatiot (ks. [39]). Jos joukko-
opin kielessd madritellddn vield symmetrinen erotus AAB = (A \ B) U (B \ A), tehtdvin vastaus

voidaan esittdd hyvinkin lyhyesti ja ilman perusjoukko-operaatioita.

Esimerkki 39. (a) Listaa kaikki joukon {x € Z | -3 < x <2 A2x + 1 > 0} alkiot.

(b) Esitd joukkojen yhdisteen ja Kleenen sulkeuman avulla sdénnéllinen kieli, jonka alkiot koos-

tuvat merkeisti a, b ja ¢, ja merkkié a seuraa aina merkki c. o

Joukkojen eri esitysmuotojen harjoitteleminen sekid matematiikan ettd tietojenkésittelytieteen ta-
vanomaisten esimerkkien avulla on niin ikddn mahdollista (vrt. [[13]). Tahdn asti esitettyjen esi-
merkkien kautta on nihty, ettd seki joukko-opin késitteellisiin ettd proseduraalisiin haasteisiin liit-
tyvia tehtdvid voidaan ainakin teoriassa toteuttaa pohjustetulla joukko-opin teorialla, jota tulkitaan
DFA-tekniikoin. Koska MathCheckin aiempien toimintamoodien on huomattu tukevan juuri késit-
teellistd ja proseduraalista osaamista [[18], siitd voidaan esitetyn kaltaisten tehtdvien kautta odottaa

olevan hyotyd myos joidenkin joukko-opin oppimisen haasteiden selédttimiselle.

MathCheckin joukko-oppitoiminnoille asetettavien oppimistarpeiden kulminoitumana esille voi-
daan nostaa joukko-oppiin liittyvien viitteiden todistaminen. Samaan tapaan kuin lineaariseen re-
aaliaritmetiikkaan liittyvén pééttelyn moodissa voidaan tutkia yhtildiden tai yhtidloryhmien ratkai-

suja (ks. [B6]), joidenkin lisdtoimintojen avulla voitaisiin tukea seuraavanlaisia tehtavii.

Esimerkki 40. Todista, ettd mille tahansa saman perusjoukon U osajoukoille A ja B on voimassa
U\N(AUB)=U\ANU\ B). o

Ratkaisun kirjoittaminen etenisi samaan tapaan kuin esityksessd [36]. Klassinen osajoukkorelaa-
tion vahvistaminen molempiin suuntiin jaettaisiin tapauksiin, joita késitellddn omina alitodistuksi-
naan. Alitodistuksissa oletus ja viittima ovat muotoa x € C ja x € D, ja niiden vilissi esitetdin
MathCheckin péittelyoperaattorilla = (ks. [B8, 36]) eriteltyja péittelyvaiheita. Alitodistuksen pe-

rusteella varsinaisen todistuksen tasolle tuotaisiin universaalikvanttorin yleistimisen tapaan kaava
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C C D, jos x ei ole esiintynyt aiemmin p#itodistuksen tasolla vapaana. Lopulta kahden alito-
distuksen jilkeen voitaisiin kirjoittaa paittelyvaihe muotoa C € DA D C C & C = D, mis-
sd < on jilleen MathCheckin pééttelyoperaattori, ja todistus olisi valmis. Téllainen tyoskentely
edustaisi valmiin tehtidvdnannon sijaan pikemminkin MathCheckin kéytdssi kokeneen opiskelijan
itsendistd pyrkimysti tarkastaa péattelyddn koneellisesti. Lisdksi tdllaisen syotteen tdydellinen tar-
kastaminen perustuisi pikemminkin lauselogiikan tarkastamiseen kuin DFA-algoritmeihin, mutta

kuvattujen perusjoukkojen kautta voitaisiin tuottaa vastaesimerkkejd aina tarvittaessa.

5.3 Muita toteuttamisen yksityiskohtia

MathCheck tarjoaa aiempien toimintamoodiensa kautta paljon ajatuksia ja jo olemassaolevia valin-
toja, jotka ohjaavat my6s joukko-opin tarkastamisen toteuttamista. On kuitenkin luontevaa nostaa
esille myos edelld esitettyjen tekniikoiden kdytdnnon yksityiskohtia, jotka eivit néyttele esimerkik-
si Presburger-aritmetiikan teoreettisen automatisoinnin kannalta merkittivéa roolia, mutta jotka on

otettava huomioon ohjelmointitydssa.

Ensimmadinen ja merkittdvin kysymys liittyy joukko-oppimoodin toteutuksen kokonaisuuteen. Edel-
14 on viitattu merkittivisti paitsi sddnnollisten kielten ja Presburger-aritmetiikan DFA-toteutuksen
mukaiseen tarkastamiseen, myos Wattsin ja Cohenin [#1] tai lauselogiikan totuustaulun kaltai-
seen ratkaisumenetelméén. Toteutuksen siilyttdmiseksi mahdollisimman yksinkertaisena voi olla,
ettd MathCheckin olemassa olevien reaaliaritmetiikan relaatio- ja piittelyketjujen tarkastamisen
tapaan joukko-opin sievennys- ja péittelytoiminnallisuudet on jarkevéd jakaa eri toimintamoodei-
hin. Toinen mahdollinen vaihtoehto voisi olla olemassaolevien moodien tdydentdminen siten, ettd

ne pystyvit lukemaan ja tulkitsemaan myos joukko-opin ilmauksia.

Kehitellyn joukko-opin teorian suhde kiytdantoon on tdssd lahempéand LASH-ohjelmiston toimintaa
kuin MONAa. Tédhén on péaadytty osin siitd syystd, etti LASHin tavoitetoiminnot ovat pedagogi-
nen tarkoitus poislukien ldhempidnd MathCheckia: LASH pyrkii esittimééin Presburger-joukkoja
adrellisin automaatein, kun taas MONA pyrkii yleisempiin kddnnoksiin W1S1-mallin kaltaisen
logiikan ja darellisten automaattien vélilld. Tadmé yleisyys voi sekin tarjota vield keinon kisitelld
perusjoukon osajoukkojen esittimisen ja joukko-opillisen péittelyn erilaisia ratkaisualgoritmeja.
Koska W1S1:n kaltainen monadinen toisen kertaluvun logiikka tarjoaa mahdollisuuden késitelld
joukkomuuttujia (tarkkaan ottaen yksipaikkaisia predikaatteja) laajemmin kuin yll4, on mahdollis-
ta, ettd MONAn kaltaisen toteutuksen automaattimenetelmét soveltuvat myos joukkoihin ja niiden

alkioihin liittyvien péittelyjen oikeellisuuden tarkastamiseen ohjelmallisesti.

Teknisemmat seikat, joihin ei ole aiemmin pureuduttu, liittyvit atomikaavojen késittelemiseen
ja kaavaa esittdvien ddrellisten automaattien muotoon. Presburger-aritmetiikan formaalia kieltad
mdadritellessa todettiin, ettd kaikki atomikaavat voidaan esittdd loogisesti ekvivalentissa muodossa
a - x ~ b, missd muuttujatermit on ryhmitelty yhdelle ja vakiotermit toiselle puolelle. Opiskelijan
syote ei tietysti ole valttimattid aina tdssd muodossa, jolloin sité tulee kisitelld ohjelmallisesti ennen
kuin DFA:n rakentaminen luvun #.3 algoritmein on mahdollista. Atomikaavoissa sallittiin lisiksi
tdhén asti vain relaatiosymbolit =, < ja =,,. Ndistd ensimméinen ja viimeinen ovat symmetrisii,

mutta antisymmetrinen vertailurelaatio voi tavanomaisesti kirjoitetuissa kaavoissa esiintyd myos
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aidosti erilaisessa muodossa >. Liséksi vertailurelaatioista kiytetdan usein myos tiukkoja versioita
< ja >. Nimé on mahdollista toteuttaa suoraviivaisesti Esimerkin 28 tapaan, kunhan kattofunk-

tiosta tehdéén lattiafunktio relaatioita > ja > varten.

Edelld DFA:t midriteltiin siten, ettd siirtymifunktio 6 on kokonainen funktio, eli vaatimalla, ettéd
jokaiselta tilan ja aakkosen yhdistelmaltd on médritelty siirtymd. Vaihtoehtona on varsinkin kay-
tdnnon ohjelmatoteutuksissa jittdd tilakohtaisesti tilasiirtyméfunktion arvo méidritteleméttd jolle-
kin aakkoselle silloin, kun lopputuloksena saatavasta tilasta ei ole endd mahdollista siirtyd loppu-
tilaan. Titd vaihtoehtoa kisiteltiin epdsuorasti jo Esimerkin B7 tilasiirtyméfunktion taulukoissa.
Presburger-kaavoihin liittyvien automaattien kannalta tdma tarkoittaa erityisesti sitd, ettd erillistd

ristiriitatilaa ei tarvitse ylldpitds, vaan siirtymit sille voidaan vain jittdd méadrittelemaitta.

Tissd tyossd ei ole kisitelty kaikkia mahdollisia funktioita ja predikaatteja, joita Presburger-aritme-
tiikassa ja laajemmin sen automaattitekniikoin voidaan maiéritelld. Jirkevén laajuuden sdilyttami-
seksi esimerkiksi kokonaislukujen jakolaskuoperaatio (ks. [20]) ja jakojdannoksen madrittiminen
on sivuutettu, mutta nekin vaikuttaisivat kirjallisuuden ja MathCheckin olemassaolevan luonnol-
listen lukujen Presburger-aritmetiikan toimintamoodin [37] perusteella olevan toteutettavissa. Niin
sanottujen 2-mddriteltivien (yleisesti r-mdidriteltiivien, ks. [22)]) predikaattien, kuten In(x = 2"),
kisittely on niin ikddn sivuutettu. Lopullisen, toteutetun MathCheckin joukko-oppimoodin (tai
moodien) kannalta siis jonkin verran monipuolisemmatkin ilmaukset ovat mahdollisia teoriaa tai

tekniikkaa laajentamatta.

Automaatteihin liittyvin Presburger-aritmetiikan toteutuksen kompleksisuuden tiedetdén olevan
pahimmillaan kolmoiseksponentiaalinen erityisesti epddeterministisiin automaatteihin liittyvien
determinisointiprosessien vuoksi [20]. Vaikuttaisi kuitenkin siltd, ettd ndimd pahimmat tapaukset
eivit tule vastaan pedagogisissa sovelluksissa tarvittavien suhteellisten lyhyiden kaavojen kohdal-
la [A3]. Erditd mahdollisia kdytdnnollisid tapoja estdd Presburger-kaavaan liittyvin DFA:n mii-
rittdmisalgoritmia viemasta liikaa aikaa on rajoittaa kdytosséd olevien muuttujien lukumiiria, se-
ki mahdollisesti kisitelld luettava kaava loogisesti ekvivalentissa prenex-normaalimuodossa, jos-
sa kaikki kvanttorit esiintyvit perdkkédin heti kaavan alussa, ja kvanttorivapaassa osassa negaa-
tio esiintyy vain atomikaavan edessd. Vield erds mahdollisuus toteutuksen tehokkuuden paranta-
miseen voi olla epadeterminististen automaattien kdyttaminen Presburger-joukkojen esittimiseen
[14].
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6. YHTEENVETO

Tutkimuksen tavoitteena oli kehittdd kédytinnon toteutus ja pedagogiikka mielessé pitien teoriaa
joukko-opin kaavojen tarkastamisen taustalle. Valittu menetelmad, dérelliset automaatit, soveltuvat
jo tunnettujen algoritmiensa puolesta hyvin joukko-opin perusviittimien x € A, A C BjaA=B
tarkastamiseen, sekd muihinkin, tissd vihemmalle huomiolle jétettyjen joukon ominaisuuksien tut-
kimiseen. Lisdksi tavanomaisille joukko-operaatioille 16ytyy niin ik#dén tulkinta DFA-menetelmin,

joten monimutkaisempienkin joukkolausekkeiden késittely on mahdollista.

Koska siddnnollisten kielten yhdistelemiseen ja paitosongelmien ratkaisemiseen liitty véit algoritmit
Ioytyvit oppikirjallisuudesta, timin tutkielman merkittavimpi panos 16ytyy DFA-tekniikan avulla
ilmaistavissa olevien perusjoukkojen puolelta. Sekd ennakkoon kiinnitettyyn aakkostoon liittyvit
sadnnolliset kielet ettd hiukan monimutkaisemmin niiden pohjalta muodostuvat Presburger-joukot
on esitetyn pohjalta ainakin teoriassa mahdollista toteuttaa kokonaisuudessaan, mutta menetel-
min kompleksisuus voi muodostua kaytdnnossi esteeksi monimutkaisimpien Presburger-kaavojen
edustamien joukkojen osalta. Suuri osa pedagogisesti tarpeellisista tapauksista on kuitenkin riittéd-

vin yksinkertaisia tehokasta toteutusta varten.

Joukko-opin esitellyisti kisitteellisistd ja proseduraalisista haasteista moniin olisi mahdollista vas-
tata kehitetyn teorian pohjalta toteutetun MathCheckin joukko-oppimoodin (tai moodien) avulla.
Erityisesti alkio- ja siséltyvyysrelaatioiden viliseen eroon voidaan kiinnittdd huomiota, kun opis-
kelijalla on keino paitsi tietdd, milloin MathCheckille sy6tetty vastaus tai paéttely on virheellinen,
myd0s saada selitys sille, miksi ndin on. Samoin joukon kokoelmamalliin [[15] liittyviin virheellisiin
kisityksiin, sekd toimintaprosessien puolelta joukon eri esitysmuotojen tunnistamisen haasteisiin
on mahdollista puuttua MathCheckin joukkotoiminnallisuuksiin perustuvien hyvin suunniteltujen

tehtdavien avulla.

Tiassd kehitetyn ratkaisun ongelmat suhteessa oppimishaasteisiin tulevat vastaan matemaattisen
joukko-opin syvillisempien ajatusten kanssa. Esitetyin tyokaluin on mahdollista tutkia vain tilan-
teita, joissa joukon alkiot ovat vain alkioita. Joukkojen muodostamat joukot ja erityisesti potens-
sijoukot eivit ole ainakaan suoraan esitettdvissd DFA-tekniikoin, silld joukkojen joukossa kukin
joukkoa esittdvda DFA pitdisi pystyd koodaamaan sddnnollisen kielen alkioksi, ja vield muodos-
taa juuri oikeat koodaukset tunnistava ylemman tason DFA. Kaikkiin joukko-opin kisitteellisiin
haasteisiin ei siis pystytd vastaamaan, ja potenssijoukon kisitteen puuttuminen poistaa yhden kes-

keisistd tavoista harjoitella relaatioiden € ja C vilisen eron hahmottamista.

Jatkotutkimuksen ja -tydskentelyn aiheeksi jdi luonnollisesti varsinaisen ohjelmointitydn tekemi-
nen ja tarkempien tarkastusalgoritmien suunnitteleminen, mutta myos monien joukko-oppimoodin

kielen yksityiskohtien valitseminen. Téssi esityksessd ei ole kéyty systemaattisesti ldpi kaikkia
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hyodynnetyin tyokaluin mahdollisia tai edes pedagogisessa mielessé tarpeellisia joukko-opin ope-
raatioita ja predikaatteja. Toisaalta myos perusjoukkojen laajentaminen esimerkiksi lineaarisessa
reaaliaritmetiikassa ilmaistaviin joko automaattitekniikoin tai muilla menetelmilld on tutkimisen
arvoinen aihe. Reaalisten vektoreiden joukkojen esittiminen voisi olla erityisen hyodyllistéd line-

aarialgebran ja siihen siséltyvin joukko-opin opiskelun kannalta.
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