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MathCheck on matematiikan opiskelemista tukeva ohjelma, joka tarjoaa opiskelijalle palau­
tetta hänen työskentelystään. Syksyllä 2021 se tukee erityisesti reaaliaritmetiikan relaatioketjujen
ja lineaarisen reaaliaritmetiikan päättelyketjujen tarkastamista. Tässä tutkielmassa otetaan aske­
leita kohti MathCheckin toiminnallisuuksien laajentamista joukko­opin kaavojen automaattiseen
tarkastamiseen.

Joukko­oppimoodin käytännöllisen suunnittelun ja toteuttamisen pohjaksi kehitetään kirjalli­
suuden perusteella teoriaa matemaattisten joukkojen esittämisestä äärellisten automaattien avul­
la. Äärelliset automaatit ovat tietojenkäsittelytieteen ja matemaattisen logiikan rakenne, jotka ky­
kenevät ilmaisemaan säännöllisiä kieliä. Kokonaislukujen lineaarisen aritmetiikan, eli Presburger­
aritmetiikan kielellä esitettävät kokonaislukuvektorien joukot on mahdollista koodata säännöllisiksi
kieliksi, ja sitenmyös esittää äärellisin automaatein. Näin saadaan tietorakenne, jolla onmahdollis­
ta kuvata myös äärettömiä joukkoja. Tämän teoreettisen pohdinnan tueksi ja ohjenuoraksi luodaan
myös katsaus tarkastamisen, palautteen antamisen ja joukko­opin pedagogiikkaan MathCheckin
näkökulmasta.

Tutkielmassa paitsi todistetaan uudelleen, että Presburger­joukkoja voidaan esittää äärellisin
automaatein, myös täydennetään aihetta koskevasta kirjallisuudesta puuttuvia käytännön toteu­
tukseen liittyviä yksityiskohtia. Näiden perusteella saadaan alustava kuva siitä, minkälaisia seik­
koja käytännön toteutuksessa on tarkasteltava. Joukko­oppimoodin perusjoukoiksi kaavailtujen
merkkijonojen säännöllisten kielten ja kokonaislukuvektoreiden Presburger­joukkojen kuvauksen
lisäksi määritellään niiden avulla saatavan joukko­opin lauselogiikan ilmaukset, sekä pohditaan,
minkälaisia MathCheck­tehtävänantoja tai ­harjoittelutilanteita niiden avulla voisi muodostaa.
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ABSTRACT

Ville Koljonen: Automated evaluation of set theory formulas using MathCheck
Master of Science Thesis
Tampere University
Science and Engineering, MSc (Tech)
October 2021

MathCheck is a program designed to support mathematics studies by providing a student with
feedback on their work. In the autumn of 2021 it especially supports automated evaluation and
checking of relation chains in real arithmetic and reasoning chains in linear real arithmetic. This
study takes steps towards expanding the functionalities of MathCheck to automated checking of
set theory formulas.

As the foundations for more practical planning and implementation of a set theory mode, a
theory of representing mathematical sets using finite automata is developed. Finite automata are
a structure in computer science and mathematical logic capable of expressing regular languages.
Sets of integer vectors expressible in linear integer arithmetic, or Presburger aritmetic, can be
encoded as regular languages, and therefore represented by finite automata. This provides a data
structure that can contain even infinite sets. To support and guide this theoretical development,
some attention is also paid to the pedagogy of checking, providing feedback and set theory from
the point of view of MathCheck.

Apart from proving again that Presburger sets are representable by finite automata, this study
also fills in some details pertaining to the practical implementation that are not given explicitly in
the literature. They give a rudimentary understanding of the matters that a practical implemen­
tation must take into account. In addition to the regular languages consisting of strings and the
Presburger sets consisting of integer vectors designed as the basic units of the set theory mode,
a definition of the propositions expressible in a set theory derived from them is given, along with
consideration of MathCheck exercises or practice situations available.

Keywords: MathCheck, automated evaluation, finite automaton, Presburger arithmetic

The originality of this thesis has been checked using the Turnitin OriginalityCheck service.



iii

ALKUSANAT

Elämä on täynnä yllätyksiä, eikä selkeäkään tavoite ole aina suoraviivaista saavuttaa. Työt, opinnot
ja koronapandemian väliintulo aiheuttivat välillä pitkiäkin taukoja tämän diplomityön tekemiseen,
jota aloiteltiin jo keväällä 2019. Tauot, kiertotiet ja umpikujat olivat kuitenkin hyödyllisiä, sillä
ne selkeyttivät ajattelua ja avasivat uusia näkökulmia. Vaikeinta onkin oikeastaan päättää, koska
prosessi on katkaistava.

Nyt kun työ lopulta julkaistaan, kiitettäviä tahoja on paljon. Suurin tunnustus kuuluu työn ohjaa-
jille – erityisesti professori Antti Valmarille – joiden kärsivällinen opastus on tarjonnut sekä suuret
linjat työskentelyn kehykseksi että paljon näkökulmia pieniin yksityiskohtiin. Keväällä ja kesäl-
lä 2020 Tampereen yliopistossa pidetyn matematiikan tutkielmaseminaarin osallistujia ja ohjaajia,
sekä laajemmin Hervannan kampuksen matemaatikkojen työyhteisöä on kiittäminen kannustavis-
ta, myötätuntoisista ja jalat takaisin maahan vetävistä keskusteluista. Vuosien kuluessa kihlatusta
on tullut vaimo, mutta hänen loppumaton tukensa ei ole muuttunut mihinkään. Rohkaiseminen, vä-
littäminen ja ymmärtäminen niin epäilyksen ja turhautumisen kuin ilon ja innostuksenkin hetkissä
on lahja, jonka voin vain toivoa antavani takaisin.

Tampereella, 26. lokakuuta 2021

Ville Koljonen
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LYHENTEET JA MERKINNÄT

DFA deterministinen äärellinen automaatti (engl. deterministic finite automaton)

LSFB vähiten merkitsevä bitti ensin (engl. least significant bit first)

MSFB eniten merkitsevä bitti ensin (engl. most significant bit first)

NFA epädeterministinen äärellinen automaatti (engl. non-deterministic finite
automaton)

|𝐴| äärellisen joukon 𝐴 alkioiden lukumäärä

𝒜Pres Presburger-atomikaavojen joukko

𝛿, ̂𝛿 DFA:n tilasiirtymäfunktio ja sen laajennus merkkijonoille

𝜀 tyhjä merkkijono

𝜀(𝑃 ) NFA:n tilojen osajoukon 𝑃 𝜀-sulkeuma

≡𝑚 kongruenssi modulo 𝑚, missä 𝑚 on positiivinen kokonaisluku

[𝜑] kaavan 𝜑 toteuttavien kokonaislukuvektoreiden joukko

ℱPres Presburger-kaavojen joukko

𝐿, 𝐿𝑛, 𝐿∗ kieli 𝐿, sen 𝑛:s potenssi ja Kleenen sulkeuma 𝐿∗ = ⋃
𝑘∈ℕ

𝐿𝑘

𝐿(𝑀) DFA:n 𝑀 hyväksymien merkkijonojen kieli

𝐿𝑛 𝑛-kokonaislukuvektoreita kuvaava kieli Σ∗
𝑛𝑆𝑛

ℕ luonnollisten lukujen joukko {0, 1, 2, …}

𝒫 (𝐴) joukon 𝐴 osajoukkojen joukko

𝑞 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑘 aakkoston minimoinnissa DFA:n tilasta 𝑞 symbolit 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑘 lukemalla
saavutettu tila

𝑠(𝑖) merkkijonon 𝑠 = 𝑠1𝑠2 ⋯ 𝑠𝑛 𝑖:s alkio 𝑠𝑖

⟨𝑠⟩ merkkijonon 𝑠 arvo kokonaislukuvektorina

𝑠(𝑐/𝑥) arvon 𝑐 sijoitus tulkintafunktioon 𝑠

𝑠(c/x) arvojen c sijoitus tulkintafunktioon 𝑠

Σ𝑛 𝑛-bittijonoista koostuva aakkosto {0, 1}𝑛

𝑆𝑛 𝑛-merkkibittijonoista koostuva aakkosto {+, −}𝑛

⊤, ⊥ Presburger-atomikaavaan liittyvän automaatin lopputila ja ristiriitatila

𝒯Pres Presburger-termien joukko

𝒱0, 𝒱1 joukko-opin alkiomuuttujien ja joukkomuuttujien joukot

𝒱Pres Presburger-aritmetiikan muuttujien joukko
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x, 𝑥𝑖, x(𝑖), (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 vektori (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), sen 𝑖:s alkio, punkteerattu vektori
(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑛) ja järjestetyn indeksijoukon 𝐼 = {𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑘}
osoittama vektori (𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , … , 𝑥𝑖𝑘)

ℤ kokonaislukujen joukko {… , −2, −1, 0, 1, 2, …}

𝒵 Presburger-aritmetiikan malli (ℤ, 0, 1, +, −, ≤, ≡𝑚)
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1. JOHDANTO

Tässä diplomityössä tutkitaan, miten joukko-opin kaavojen tarkastamista voidaan suorittaa ohjel-
mallisesti äärellisten automaattien avulla. Tavoitteena on pohjustaa MathCheck-ohjelman laajen-
tamista uuteen toimintamoodiin kiinnittämällä huomiota teorian lisäksi joihinkin käytännön toteu-
tuksen kannalta tärkeisiin näkökulmiin. Myös joukko-oppiin ja MathCheckiin liittyvää pedago-
giikkaa tarkastellaan, jotta työkalun kehitys opetus- ja opiskelukäyttöön vastaisi mahdollisimman
hyvin realistisiin tarpeisiin. Käytännön ohjelmointityön tai edes sen teoreettisen tarkastelun sijaan
tarkoitus on muodostaa vankka matemaattiseen logiikkaan, joukko-oppiin ja tietojenkäsittelytie-
teeseen perustuva pohja jatkotyöskentelylle ohjelman toteutuksen parissa.

Täsmällisen teorian pohdiskelun lisäksi ja erityisesti sen tueksi huomiota kiinnitetään aikaisessa
vaiheessa ympäristöön ja periaatteisiin, joidenmukaanMathCheck toimii. Tarkastamisen ja palaut-
teen antamisen pedagogiikan tunteminen ohjaa jo esimerkiksi sitä, kuinka laaja teoria joukko-opin
ohjelmallisen tarkastuksen pohjaksi tarvitaan, ja mitä sen avulla on pystyttävä tekemään. Samaan
tapaan joukko-opin oppimisessa raportoitujen haasteiden kartoitus auttaa hahmottamaan, minkä
tyyppisiin ongelmiin joukko-opin opiskelua tukevan automaattisen tarkastus- ja palautteenanto-
ohjelman kipeimmin pitäisi vastata. Toisaalta ohjelmallisen tarkastamisen ja palautteenannonmah-
dollisuuksia matematiikassa rajoittaa se, minkälaisia matemaattisia ongelmia tietokoneella on yli-
päätään mahdollista ratkaista ja se, mitkä näistä ratkaisuista on mahdollista muodostaa järkevässä
ajassa. Kuten MathCheckin aiemmissa toimintamoodeissa, myös joukko-opin kaavojen tarkastuk-
sen suunnittelua ohjaa näiden reunaehtojen sisällä pysytteleminen.

MathCheckin ja joukko-opin pedagogiikan, sekä joidenkin vertailukohtina toimivien ohjelmien
tarkastelun jälkeen siirrytään pohtimaan joukon merkitystä yliopiston perusopintotasoisissa opin-
noissa. Tietojenkäsittelyn puolelta tutummat säännölliset kielet ja äärelliset automaatit esitellään
toisiinsa kietoutuneina käsitteinä, joista jälkimmäinen toimii ensimmäisten ohjelmallisen toteutuk-
sen mallina. Kaikki tässä työssä käsiteltävät joukot, joille tarkastusta pyritään toteuttamaan, tulki-
taan ensin säännöllisinä kielinä, ja determinististä äärellistä automaattia pidetään niitä kuvaavana
tietorakenteena.

Kirjaimellisten merkkijonoista koostuvien säännöllisten kielten lisäksi valittu formalismi taipuu
kuvaamaan myös lukujoukkoja. Esimerkiksi tällaisesta yhteydestä käy kokonaislukujen lineaaris-
ta aritmetiikkaa kuvaava looginen teoria, Presburger-aritmetiikka [26], jonka kaavoja toteuttavien
kokonaislukuvektorien kokoelmia on tutkittu äärellisten ja yleisempien automaattien avulla silloin
tällöin 1960-luvulta eteenpäin Büchin [7] aloittamana. Tuloksena on syntynyt myös useita aihetta
käsitteleviä ohjelmistoja, kuten LASH [32] ja MONA [24], mutta yksikään niistä ei pyri tukemaan
joukko-opin opiskelemista MathCheckin tapaan. Myös MathCheckissa on jo toteutettu luonnolli-
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sia lukuja koskevien Presburger-aritmetiikan kaavojen ja niihin liittyvän päättelyn tarkastus [37],
niin ikään äärellisin automaatein. Tässä työssä samankaltaisia ajatuksia laajennetaan kirjallisuu-
den avulla kattamaan ensin myös negatiiviset kokonaisluvut, ja sitten alustavasti myös Presburger-
aritmetiikan teoriassa ilmaistavat joukot. Laajennus luonnollisista luvuista kokonaislukuihin on
hyödyllinen, sillä vain luonnollisia lukuja käsittelevässä teoriassa ei kyetä erottelemaan yleisem-
min eri asioita tarkoittavia ilmauksia, kuten 𝑛 > 0 ja 𝑛 ≠ 0. Jos joukko-opin kaavojen tarkastukses-
sa joudutaan perusjoukkojen vuoksi tekemään liian rajoittavia oletuksia, näin annetun palautteen
mahdollisuus tukea oppimista heikkenee.

Vaikka myös laajempia perusjoukkoja koskevat teoriat, kuten reaalilukujen lineaarinen aritme-
tiikka [3], vaikuttaisivat olevan toteutettavissa samankaltaisin menetelmin, yksinkertaisempi Pres-
burger-aritmetiikka on hyvä lähtökohta sekä tälle tutkielmalle että MathCheckiin suunniteltavalle
joukko-oppimoodille. Syynä on erityisesti se, että kevyempi, mutta silti joukko-opin pedagogiikkaa
ajatellen ilmaisuvoimainen kokonaislukuja koskeva teoria jättää myös tilaa keskittyä automaatti-
toteutuksen yksityiskohtien tarkasteluun. Monet tässä työssä esiteltävät tulokset ja todistukset pyr-
kivätkin täyttämään aiheesta jo julkaistusta kirjallisuudesta puuttuvia yksityiskohtia.

Kun käytössä on toteutukset kahdelle eri joukkojen luokalle, merkkijonojen säännöllisille kielille
ja kokonaislukuvektorien Presburger-joukoille, huomio voidaan kiinnittää näiden avulla mahdolli-
siin joukko-opin ilmauksiin ja niiden tarkastamiseen. Eräs äärellisten automaattien hyödyntämisen
etu on, että niillä ilmaistuja klassisia ongelmia ratkaisevat algoritmit löytyvät jo alan oppikirjalli-
suudesta. Monien joukko-opin perusväittämien (atomikaavojen) tarkastaminen voidaan palauttaa
näihin algoritmeihin, ja niinpä niiden tarkempi tarkastelu sivuutetaan tässä työssä. Sitä keskeisem-
min voidaan arvioida kehitettyjen perusjoukkojen kielellä saatavia mahdollisia tehtävänantoja, se-
kä niiden suhdetta joukko-opin oppimishaasteisiin. Samoin näitä tehtävänantoja pyritään kommen-
toimaan suhteessa niiden virheellisistä ratkaisuista annettavaan mahdolliseen palautteeseen, joka
on MathCheckin toiminta-ajatuksen kulmakiviä.
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2. MATHCHECK MATEMATIIKAN TARKASTAMISEN
TUKENA

Tässä luvussa luodaan katsaus MathCheckin ja siinä toteutettavaksi suunniteltavan joukko-oppi-
moodin pedagogisiin perusteisiin. Keskeisimpinä käsitteinä esille voidaan nostaa (ratkaisujen) tar-
kastaminen ja palaute matematiikan oppimisen tukena, sekä erilaiset joukko-oppiin liittyvät käsit-
teelliset ja proseduraaliset haasteet. MathCheckia voidaan myös vertailla sekä pegagogisesti että
joukko-oppimoodin näkökulmasta teknisesti samankaltaisia tehtäviä suorittaviin ohjelmiin ja oh-
jelmistoihin.

2.1 MathCheck ja ohjelmallinen tarkastaminen

MathCheck on vuodesta 2015 eteenpäin yliopistomatematiikan opiskelun ja opetuksen tukena Tam-
pereen teknillisessä yliopistossa, Jyväskylän yliopistossa ja Tampereen yliopistossa käytetty selain-
pohjainen ohjelma. Sen alkuperäisenä toimintona oli aritmeettisten sievennysten tarkastaminen,
mutta sittemin se on laajentunut useisiin erilaisiin käyttömoodeihin, joihin kuuluvat muun muas-
sa yhtälönratkaisu- ja päättelymoodit, sekä teoreettiseen tietojenkäsittelyyn painottuva yhteydettö-
mien kielioppien moodi. [35, 39, 40, 36] Ohjelmallisen kehitystyön rinnalla MathCheckin käyttöä
ja hyötyjä opetuksessa on kartoitettu useissa eri tutkimuksissa [18].

Vaikka monet MathCheckin tekemistä tarkastuksista perustuvat syvällisesti sovellettuun mate-
maattiseen logiikkaan (ks. [38]), kaikkea sen osaamaa tarkastamista ei tehdä täydellisesti. Syy-
nä on hiukan tapauksesta riippuen joko kohteena olevan matemaattisen teorian ratkeamattomuus
tai sen laskennallisen toteutuksen kohtuuton aikavaativuus. Esimerkit molemmista löytyvät reaa-
liluvuista. Yleisen reaalilukuja ja niiden siniä koskevan väittämän totuusarvoa ei ole mahdollista
määrittää ohjelmallisesti [31, 28], eli sinifunktion sisältävä reaalilukujen teoria on ratkeamaton. Ta-
vanomaisen reaalikunnan (yleisemmin reaalisuljetun kunnan) ensimmäisen kertaluvun teoria puo-
lestaan on tässä mielessä ratkeava [31], mutta monissa tapauksissa kaavan totuusarvon ratkaisevan
algoritmin suoritusaika on epäkäytännöllisen pitkä [12]. Niinpä myös MathCheckin on tarkastetta-
va joitakin käytännön matematiikan opiskelun kannalta merkityksellisiä väittämiä epätäydellisesti
vain kokeilemalla sopivasti valikoituja esimerkkitapauksia.

Opiskelijan työskentelyn tarkastaminen pahimmillaan vain esimerkkitapauksia tutkimalla voi alus-
tavasti kuulostaa heikolta menetelmältä, mutta se on osoittautunut käytännön kannalta toimivaksi.
Syiksi voidaan ajatella ainakin seuraavanlaisia:

1. Aritmeettisten esimerkkien tutkiminen voidaan toteuttaa tehokkaasti, jolloin MathCheckin
on mahdollista tutkia satoja tapauksia.
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2. Suuri osa pedagogisessa arjessa esiintyvistä funktiopareista saa yhteneviä arvoja vain eris-
tetyissä pisteissä. Tällöin on varsin todennäköistä, että vähintään jokin monista tutkituista
tapauksista on vastaesimerkki silloin, kun tarkastettava väittämä on epätosi.

3. Pelkästään väittämän toteaminen epätodeksi ei vielä selitä opiskelijalle, miksi näin on. Niin-
pä täsmällinen todistaminen hyödyttää MathCheckin käyttäjää vasta, kun epätäydellisen tar-
kastuksen jälkeen on syytä epäillä, että väittämä todella on tosi. [39, 40]

Kun MathCheckin käyttöä ohjaava opettaja on tietoinen epätäydellisen tarkastamisen asettamista
rajoitteista, hänen on mahdollista suunnitella sillä toteutettavia mielekkäitä tehtäviä ilman, että
opiskelija havaitsee tarkastuksen olevan epätäydellistä.

Joukko-oppia koskevan MathCheckin toimintamoodin kehittämistä varten olisi kuitenkin hyödyl-
listä lähteä liikkeelle täydellisestä tarkastamisesta, sillä tällöin vältetäänmonenlaisten heuristiikko-
jen soveltaminen ja ohjelman toteutus voidaan pitää yksinkertaisempana (vrt. [39]). Epätäydellisen
tarkastamisen soveltaminen olisi perustelua myös ratkeavuuden ja maltillisen kompleksisuuden ra-
jat ylittävällä pedagogisella tarpeella, mutta tällaisia on työlästä tunnistaa ennen kuin on olemas-
sa käsitys joukko-oppimoodin tarjoamista käytännön eduista opetukselle ja oppimiselle. Niinpä
tässä työssä keskitytään tarkastelemaan tilanteita, joissa täydellinen tarkastaminen on vähintään
teoriassa mahdollista, jotta myöhempi aiheeseen liittyvä tutkimus- ja kehitystyö voi jatkaa kohti
hankalampia tapauksia.

2.2 Tarkastamisen, palautteen ja joukko­opin pedagogiikkaa

MathCheck ottaa siis syötteenään opiskelijalta merkkijonon, joka ilmaisee esimerkiksi aritmeetti-
sia lausekkeita järjestettyinä relaatioketjuksi [35, 40] tai lineaaristen (epä)yhtälöidenBoolen lausek-
keita järjestettyinä päättelyketjuksi [36]. Lopputulemana opiskelijalle annetaan palautetta kaikista
välivaiheista ensimmäiseen virheelliseen asti. Mahdollisesta virheellisestä välivaiheesta kerrotaan
vastaesimerkin avulla, miksi se on virheellinen, ja jokaisesta sitä edeltävästä oikein menneestä ker-
rotaan sen olevan oikein vähintään siinä mielessä, että vastaesimerkkiä ei onnistuttu löytämään.
Tällaista ohjelman toimintaa voidaan tarkastella hiukan erilaisista, mutta toisiinsa kiinteästi liitty-
vistä tarkastamisen ja palautteen antamisen näkökulmista.

Tarkastamisella tarkoitetaan tässä työssä aiheyhteydestä riippuen joko opiskelijan tai ohjelman pyr-
kimystä verifioida jonkin väitteen tai välivaiheen oikeellisuus. Opiskelijan osalta tarkastamisen ja
siihen liittyvien ajatus- ja toimintamallien merkitys matemaattisen ongelmanratkaisun, sekä laa-
jemmin matematiikan oppimisen kannalta on tunnistettu vähintään Pólyan klassikkokuvauksesta
[25] lähtien. Hänelle tarkastaminen ilmenee kahdessa roolissa sekä käytännön laskujen tai pää-
telmien järkevyyden että ongelmanratkaisun lopputuloksen merkitysten arvioimisena. MathCheck
on ohjelma, joka täydentää näistä tarkastusprosesseista ensimmäistä. Se on tosin suunniteltu toimi-
maan ilman tietoa mahdollisesta tehtävänannosta [40], jolloin tarkastaminen jälkimmäisessä mie-
lessä ei ole mahdollista. Niinpä ratkaisun mielekkyyden, sovellettavuuden ja eleganttiuden kaltai-
set pohdinnat jäävät opiskelijan tehtäväksi.

Ratkaisun välivaiheiden tarkastaminen automaattisesti on kuitenkin arvokas lisä sekä opiskelijal-
le että opettajalle. Tarkastaminen on toistuvasti tunnistettu tärkeäksi osaksi matemaattisen ongel-
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manratkaisun malleja (ks. esim. [25, 9]), mutta samaan aikaan harvat opiskelijat tekevät sitä ak-
tiivisesti [21]. Alustavaksi selitykseksi tälle havainnolle on esitetty ratkaisumenetelmän tai tulok-
sen epistemologisen aseman (engl. epistemological status) käsitettä, jonka mukaan valmiiksi hy-
vin perusteltujen korkean aseman työtapojen, kuten laskukaavojen noudattamisen tai todistami-
sen kanssa tarkastamiseen kuluva ylimääräinen työ ei tarjoa opiskelijan näkökulmasta lisäarvoa.
Sen sijaan arvaten tai muulla tavoin abduktiivisesti päätellyn tuloksen epistemologinen asema on
matala, ja siksi tarkastamisen kautta saatavat lisäperustelut tuntuvat olevan tarpeen. [21] Riskinä
korkean epistemologisen aseman menetelmien tarkastamisen sivuuttamisessa on kuitenkin huoli-
mattomuusvirheiden huomaamatta jääminen, ja tähän MathCheckin kanssa työskenteleminen voi
tarjota ratkaisun. Jos opiskelija työstää ratkaisuaan rutiininomaisesti MathCheckilla, hän voi jättää
epähoukuttelevia osia tarkastustyöskentelystään automatiikan varaan. Opettajalle vastaava hyöty
näkyy ongelmanratkaisutaitojen opettamiseen ohjelmalta saadussa tuessa.

Perinteisesti tarkastamisen tulosten perusteella on mahdollista generoida palautetta, joka tähtää
opiskelijan ongelmanratkaisuprosessien parantumiseen. Palautetta voi olla tuottamassa perinteisen
arviointiasetelman tapaan opettaja, itse- tai vertaisarvioijana toimiva opiskelija, tai sitten Math-
Checkin tapauksessa ohjelma. Automaattisen palautteen suunnittelussa eräs ratkaistava ongelma on
kuitenkin mahdollisimman suuren vaikuttavuuden saavuttaminen. Gibbs ja Simpson [16] kuvaavat
oppimisen kannalta merkityksellisen palautteen muun muassa

• olevan riittävän yksityiskohtaista ja usein saatavaa,

• keskittyvän opiskelijan vallassa oleviin asioihin,

• olevan saatavilla oikea-aikaisesti silloin, kun sillä on vielä väliä ja mahdollisuus edistää tu-
levaa oppimista,

• soveltuvan opiskelijan omaan hahmotukseen käsillä olevasta ongelmasta.

MathCheckin antama automaattinen palaute on lähes välittömästi saatavilla opiskelijan sitä pyy-
täessä, ja se pyrkii välivaiheen virheellisyyden toteamisen lisäksi selittämään vastaesimerkillä,
miksi näin on [40, 36]. Nämä ominaisuudet auttavat sen generoimaa palautetta vastaamaan mo-
niin listatuista vaatimuksista. MathCheckin tulosteen luettuaan opiskelijalla on heti mahdollisuus
reagoida siihen esimerkiksi korjaamalla mahdolliset virheet tai palaamalla oppimateriaaliin. Vas-
taesimerkin avulla hän puolestaan voi yrittää ymmärtää ratkaisunsa virheiden laatua paremmin
kuin vain saadessaan maininnan väärin menneestä välivaiheesta.

Oman työskentelyn tarkastamisesta ja palautteen saamisesta voidaan odottaa olevan hyötyä myös
joukko-opin opiskelulle. MathCheckin joukko-oppimoodien tukemia toiminnallisuuksia ja tehtä-
viä voidaan pohjustaa kirjallisuudessa raportoiduilla oppimisen haasteilla, jotta sen avulla saatai-
siin mahdollisimman paljon etua. Joukko-opin hahmotuksen vaikeuksia voidaan jäsentää käsitteel-
lisiin, proseduraalisiin ja näiden ulkoisvaikutuksiin. Perustavina käsitteellisinä haasteina on rapor-
toitu joukko-opin kuuluvuus- ja sisältyvyysrelaatioiden ∈ ja ⊆ välisen eron [1], sekä joukko alkiona
-ajatuksen hahmottaminen [5]. Lisäksi joukko-opin opiskelun alkuun yleisesti kuuluva ajatus jou-
kosta kokoelmana alkioita voi sekoittaa arkisen ja matemaattisen kokoelman ominaisuuksia: jou-
kon alkioille kuvitellaan virheellisesti yhdistäviä attribuutteja, joukko hahmotetaan vain kahden
tai useamman alkion äärelliseksi kokoelmaksi, alkion toistamista voidaan pitää joukon kannalta
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merkityksellisenä ja joukkojen samuuden kriteerinä pidetään samaa alkioiden lukumäärää [15].

Joukkoihin liittyvien ajatus- ja toimintaprosessien kannalta ongelmakohdiksi on havaittu joukkoon
kuulumisen kriteerin muotoileminen yleisemmän kuvauksen perusteella, joukon yleisen ja yksit-
täisen alkion välisen eron tekeminen, sekä saman joukon eri esitysmuotojen tunnistaminen ja muo-
toileminen joukko-opin kielellä [13]. Näiden ja käsitteellisten haasteiden pulmallisuus tulee esille
myös siinä, kuinkamonetmuutmatematiikan opintojen haarat rakentuvat joukko-opin varaan. Kos-
ka esimerkiksi lineaarialgebra [13], abstrakti algebra [5] ja aksiomaattinen todennäköisyysteoria
[2] nojaavat joukko-opin varaan keskeisten käsitteidensä osalta, vaikeudet joukko-opin oppimises-
sa voivat heijastua edelleen eteenpäin myöhempiin opintoihin.

2.3 Muita apuvälineitä tarkastamiseen

Yliopistomatematiikan opiskelun ja opettamisen tukena on käytetty muun muassa STACK- [30] ja
Wolfram Alpha -ohjelmistoja [42]. Näistä ensimmäisen avulla voidaan MathCheckin tapaan tar-
kastaa opiskelijan syötteitä, ja useimmin käytetty tarkastusmoodi on algebrallinen yhtäpitävyys
opettajan antaman malliratkaisun kanssa. Kuten MathCheckissa, ajatuksena on, että niin kauan
kuin merkintäeroista huolimatta vastaus tarkoittaa samaa kuin malliratkaisu, tarkastusalgoritmi
hyväksyy syötteen. Molemmissa työkaluissa syötetylle vastaukselle on lisäksi mahdollista asettaa
erilaisia muotovaatimuksia, kuten kieltää jonkin operaattorin käyttö, mutta MathCheckin tapauk-
sessa nämä mahdollisuudet ovat hiukan laajempia. Erona on lisäksi, että STACK-järjestelmässä
tarkastus perustuu Maxima-ohjelmistolla tehtyyn symboliseen laskentaan, eikä epätäydellistä tar-
kastamista tueta. Opettajan näkökulmasta vielä merkittävämpää on, että STACKin avulla tuote-
tuissa tehtävissä sekä mahdollisten välivaiheiden tarkastaminen että palaute on ohjelmoitava itse,
kun taas MathCheck osaa ohjatuissa tehtävissä tuottaa molempia pelkän malliratkaisun perusteella
[40].

Wolfram Alpha on puolestaan verkkoselaimessa toimiva ohjelma, jonka tarkoituksena on antaa
vastauksia käyttäjän sille esittämiin kysymyksiin tai tehtäviin. Matematiikan näkökulmasta tämä
tarkoittaa, että opiskelija voi syöttää sille esimerkiksi lausekkeen tai (epä)yhtälön mahdollisesti li-
säkomennoilla täydennettynä, ja sivusto tulostaa hänelle listan syötteeseen liittyviä tietoja, kuten
valmiiksi sievennetyn lausekkeen tai ratkaistun yhtälön. Ohjelman ilmaisversio ei esitä välivai-
heita, joiden avulla kuhunkin tulokseen on päädytty, eikä opiskelijan ole mahdollista syöttää niitä
itse helposti. STACKin tapaan Wolfram Alpha suorittaa tarkastamisen symbolista laskentaa käyt-
täen. Niinpä se vertautuu toimintaidealtaan MathCheckia paremmin 2010-luvulla erityisesti lukio-
opetuksessa yleistyneisiin symbolisiin laskimiin. MathCheckin ja Wolfram Alphan hyötyjä insi-
nööriopiskelijoiden matematiikan perusopintojaksolla vertailleessa tutkimuksessa havaittiin, että
MathCheck näyttäisi tukevan Wolfram Alphaa paremmin sekä konstruktivistisen oppimiskäsityk-
sen mukaista työskentelyä että matematiikan oppimista [18].

STACKin ja Wolfram Alphan lisäksi kirjallisuudessa on esiintynyt myös muita tarkastusohjelmia,
joilla on tähdätty erityisesti joukko-opin oppimisen parantamiseen. Watts ja Cohen [41] kuvailivat
jo neljä vuosikymmentä sitten ohjelmaa, jolla voitaisiin tulkita ja tarkastaa opiskelijan syöttee-
nä antamaa sievennystä joukkoaritmetiikan lausekkeelle. Heidän algoritminsa vastaa käytännössä
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lauselogiikan kaavojen tautologisuuden selvittämistä totuustaulun avulla, ja perustuu siis käytössä
olevan joukko-opin rakenteen tulkintaan Boolen algebrana. Menetelmä ei kuitenkaan salli muiden
kuin joukkomuuttujien käyttöä ja yhdistelemistä tavanomaisin joukko-operaatioin. Siksi sen kyky
vastata joukko-opin oppimisen haasteisiinkin on rajattu. Viimeaikaisessa tutkimuksessa Tynche-
rov kollegoineen [33] esittää samaan tulkintaan perustuvaa joukko-opin tulosten tarkastamista ja
toteuttamista Maple-ohjelman kielellä.

Muutamia näitä yksinkertaisia toteutuksia konkreettisempiin joukkoihin laajentavia toteutuksia on
esitelty 1990-luvulta eteenpäin. LASH [32] on Liègen yliopistossa kehitetty ohjelma äärettömien
tila-avaruuksien (engl. state space) tutkimiseen ja muun muassa äärettömien kokonaislukujoukko-
jen esittämiseen. Siinä pyritään esittämään joukkoja äärellisiksi automaateiksi kutsuttujen tietora-
kenteiden avulla. Samaa tekniikkaa käyttää MONA [24], jonka tavoitteena on tuottaa käännöksiä
tietynlaisten logiikan ilmausten ja äärellisten automaattien välillä. Tässä työssä esitettävät ajatukset
joukkojen mallintamisesta ohjelmallisesti ovat niin ikään samansuuntaisia ja osittain päällekkäisiä-
kin, joten nämä kaksi ohjelmaa tarjoavat hyvän vertailukohdan MathCheckin joukko-oppimoodin
taustaksi kehitettävälle teorialle.
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3. JOUKOT, KIELET JA AUTOMAATIT

Ryhdytään sitten kuvailemaan, minkälaisena tietorakenteena matemaattinen joukko tulisi esittää,
jotta mielekkäiden tehtävien toteuttaminen olisi mahdollista. Tavoitteena on pystyä käsittelemään
myös äärettömiä joukkoja, jolloin alkioiden listaaminen ei luonnollisesti sovellumenetelmäksi. Sen
sijaan käy ilmi, että teoreettisessa tietojenkäsittelytieteessä käytettävien kielten ja jo edellä mainit-
tujen äärellisten automaattien avulla päästään eteenpäin. Juuri näiden valintaa teorian pohjaksi pe-
rustellaan tarkemmin myöhemmin. Tarkastellaan aluksi kuitenkin hiukan tämän lähestymistavan
taustalla olevan matemaattisen joukko-opin perusteita.

3.1 Naiivia joukko­oppia

Matematiikan perusteiden tutkiminen johti 1800-luvun puolivälin jälkeen joukko-opin matemaat-
tisen teorian kehittymiseen. Georg Cantor [8] määritteli joukon hyvin rajattuna kokoelmana erilli-
siä olioita. Kyseessä on siis eräänlainen säiliö käsitteille, kuten luvut, matriisit ja funktiot, joiden
olemassaolo voidaan kuvitella. Joukkoon sisältyviä olioita kutsutaan sen alkioiksi, ja olion 𝑥 kuu-
lumista joukkoon 𝐴 merkitään 𝑥 ∈ 𝐴.

Tämän joukon määritelmän perusteella voidaan muotoilla kaksi perustavanlaatuista periaatetta,
jotka kaikki (klassiset) joukot toteuttavat.

Periaate 1 (Ekstensionaalisuus). Joukot𝐴 ja𝐵 ovat samat, jos ja vain jos niillä on samat alkiot.
Toisin sanoen 𝐴 = 𝐵, jos ja vain jos kaikilla 𝑥 ehdot 𝑥 ∈ 𝐴 ja 𝑥 ∈ 𝐵 toteutuvat täsmälleen samaan
aikaan.

Periaate 2 (Erotteluperiaate). Jos 𝐴 on joukko, niin on mahdollista muodostaa ehdon 𝜑(𝑥) to-
teuttavien olioiden 𝑥 joukko {𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝜑(𝑥)}.

Joukkojen ekstensionaalisuus perustelee, miksi äärellinen joukko voidaan määritellä listaamalla
sen alkiot. Erotteluperiaate puolestaan edustaa yhteyttä joukkojen ja logiikan kaavojen välillä. Al-
kuperäisessä Cantorin joukko-opin erotteluperiaatteessa alkioita ei rajoitettu jonkin jo olemassa
olevan joukon jäseniksi, eli rajoittamattoman joukkoabstraktion {𝑥 ∣ 𝜑(𝑥)} mukainen joukko aja-
teltiin mahdolliseksi. Siinä muodossaan joukko-opin teorian ongelmana on kuitenkin sen ristirii-
taisuus (ks. esim. Russellin paradoksi [29]).

Nämä ongelmat johtivat Ernst Zermelon ja muut kehittämään aksiomaattisen joukko-opin teorian,
jossa pyritään säilyttämään naiivin joukko-opin hyvät puolet ja kiertämään Russellin paradoksin
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kaltaiset suhteellisen tekniset ristiriidat. Tässä olennaisena ajatuksena on joukkoabstraktion rajoit-
taminen yllä esitetyn erotteluperiaatteen mukaan siten, että jo olemassaolevasta joukosta 𝐴 voidaan
erotella ehdon 𝜑(𝑥) toteuttavat alkiot 𝑥 osajoukoksi {𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝜑(𝑥)}. Samalla on lisättävä muita
aksioomia, jotta teorian ilmaisuvoima ei supistu liikaa.

Joukko-opin perusteiden opettamiseen aksiomaattinen joukko-oppi tarjoaa kuitenkin huonon läh-
tökohdan ainakin kolmesta syystä.

1. Aksiomaattinen joukko-oppi vaatii matemaattisen logiikan perusteiden tuntemista. Tätä ei
ehditä sisällyttämään joukko-oppia sovelluksissa tarvitsevien yliopisto-opiskelijoiden mate-
matiikan opintoihin.

2. Erilaisten joukkojen ja niiden ominaisuuksien esittäminen ja todistaminen on monimutkai-
sempaa aksiomaattisesta näkökulmasta kuin esimerkiksi Cantorin luonnehdinnan pohjalta.

3. Joukko-opin keskeisten sovellusten kannalta aksiomaattisten menetelmien täsmällinen tun-
teminen ei ole oleellista.

Käytännössä yliopistojen perus- ja aineopintotasoisessa matematiikan opetuksessa joukkoabstrak-
tion rajoittaminen tapahtuu niin, että kiinnitetään sopiva, asiayhteyden mukaan muuttuva perus-
joukko (engl. universe) 𝑈 , jonka alkioita tai niistä tietyillä keinoilla muodostettavia joukkoja kaik-
ki käsiteltävät oliot ovat. Keinoiksi alkioiden yhdistelemiseen määritellään esimerkiksi joukon 𝑈
osajoukon 𝐴 osajoukkojen joukko 𝒫 (𝐴), eli potenssijoukko, joukon 𝑈 alkioiden muodostamat 𝑛-
vektorit (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛), missä 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 ∈ 𝑈 , vektoreiden muodostamat joukot, sekä perusjou-
kon karteesinen tulo 𝑈 × 𝑈 itsensä kanssa, jonka alkioita merkitään niin ikään muodossa (𝑎, 𝑏),
missä 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑈 . Näillä merkinnöillä joukot 𝑈 2 ja 𝑈 × 𝑈 tarkoittavat käytännössä samaa asiaa,
mutta niihin liittyvät toteutukset automaatteina ovat erilaiset. Ne myös useimmiten esiintyvät eri
aiheyhteyksissä: ensimmäinen vektoreita, lineaarialgebraa ja kahdenmuuttujan funktioiden teoriaa
käsittelevillä opintojaksoilla, sekä jälkimmäinen joukko-opin, relaatioiden ja yleisemmin diskree-
tin matematiikan yhteyksissä.

Loput myöhemmin tarvittavasta joukko-opin välineistöstä voidaan tiivistää tavanomaisiin joukko-
operaatioiden määritelmiin.

Määritelmä 3. Olkoot 𝐴 ja 𝐵 saman perusjoukon 𝑈 osajoukkoja. Joukkojen 𝐴 ja 𝐵 yhdiste on
joukko

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑈 ∣ 𝑥 ∈ 𝐴 ∨ 𝑥 ∈ 𝐵},

joukkojen 𝐴 ja 𝐵 leikkaus on joukko

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑈 ∣ 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝐵},

sekä joukkojen 𝐴 ja 𝐵 erotus on joukko

𝐴 ⧵ 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑈 ∣ 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ ¬𝑥 ∈ 𝐵}.

Erotusta 𝐴 ⧵ 𝐵 kutsutaan myös joukon 𝐵 komplementiksi joukossa 𝐴. Lisäksi joukkojen 𝐴 ja 𝐵
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karteesinen tulo on joukko

𝐴 × 𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 ∣ 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵}. ⋄

3.2 Kielet ja automaatit

Tavoite joukon esittämisestä ohjelmallisesti automaattien avulla lähtee liikkeelle kielen käsitteestä.

Määritelmä 4. Aakkosto Σ on äärellinen joukko symboleita, joihin ei kuulu 𝜀. Aakkoston Σ mää-
räämien merkkijonojen joukko Σ∗ määritellään rekursiolla seuraavasti.

1. Tyhjä merkkijono 𝜀 ∈ Σ∗.

2. Jos 𝑠 ∈ Σ∗ ja 𝑎 ∈ Σ, niin 𝑠𝑎 ∈ Σ∗.

Joukossa Σ∗ ei ole muita alkioita. Aakkostoon Σ liittyvä kieli 𝐿 on mikä tahansa joukon Σ∗ os-
ajoukko. ⋄

Merkkijonot muodostetaan siis asettamalla aakkoston symboleita peräkkäin alkaen tyhjästä merk-
kijonosta 𝜀. Jokainen aakkoston alkio 𝑎 on itse myös merkkijono, sillä tulkitaan että 𝜀𝑎 = 𝑎. Tämä
aakkoston alkioiden peräkkäinasettelu, eli katenaatio yleistyy myös muille merkkijonoille ja jopa
kokonaisille kielille.

Määritelmä 5. Olkoon Σ aakkosto.Merkkijonojen katenaatio on joukon Σ∗ kaksipaikkainen ope-
raatio, joka määritellään rekursiolla seuraavasti.

1. Jos 𝑠 ∈ Σ∗, niin 𝑠𝜀 = 𝑠.
2. Jos 𝑠1, 𝑠2 ∈ Σ∗ ja katenaatio 𝑠1𝑠2 on määritelty, sekä 𝑎 ∈ Σ, niin 𝑠1(𝑠2𝑎) = (𝑠1𝑠2)𝑎.

Jos 𝐿1 ja 𝐿2 ovat aakkostoon Σ liittyviä kieliä, eli 𝐿1, 𝐿2 ⊆ Σ∗, niin kielten katenaatio on kieli

𝐿1𝐿2 = {𝑠1𝑠2 ∣ 𝑠1 ∈ 𝐿1 ∧ 𝑠2 ∈ 𝐿2} ⊆ Σ∗.

Olkoon sitten 𝑛 luonnollinen luku. Merkkijonon 𝑠 ∈ Σ∗ ja kielen 𝐿 ⊆ Σ∗ potenssit ovat

𝑠𝑛 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜀, kun 𝑛 = 0
𝑠𝑛−1𝑠, kun 𝑛 > 0

ja 𝐿𝑛 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

{𝜀}, kun 𝑛 = 0
𝐿𝑛−1𝐿, kun 𝑛 > 0.

Kielen 𝐿 ⊆ Σ∗ Kleenen sulkeuma on kieli 𝐿∗ = ⋃
𝑘∈ℕ

𝐿𝑘 ⊆ Σ∗. ⋄

Kieli on siis yksinkertaisesti (mahdollisesti tyhjä) kokoelmamerkkijonoja. Tämä on joukkojen tun-
nistamisen tarkoitukseen liian yleinen käsite, ja muutenkin monesti mielenkiintoisia ovat vain riit-
tävän säännönmukaiset kielet. Näitä kutsutaan yhteisesti säännöllisiksi kieliksi. Tavallisen määri-
telmän (ks. esim. [23]) mukaan säännöllisiä kieliä ovat tyhjä kieli (tyhjä joukko ∅), tyhjän merkki-
jonon ja aakkoston alkioiden muodostamat yksiöt, sekä rekursiivisesti jo tunnetuista säännöllisistä
kielistä joukkojen yhdisteellä, kielten katenaatiolla ja Kleenen sulkeumalla saadut kielet. Tätä työtä
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𝑞0

𝑞1 𝑞2

𝑎1, 𝑎4, 𝑎6

𝑎7

𝑎2, 𝑎3, 𝑎5, 𝑎8

𝑎3, 𝑎5, 𝑎8

𝑎2

𝑎1, 𝑎4, 𝑎6, 𝑎7

𝑎1, … , 𝑎8
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𝑞2 𝑞2 𝑞2 𝑞2 𝑞2 𝑞2 𝑞2 𝑞2 𝑞2

Kuva 1. Esimerkki deterministisestä äärellisestä automaatista ja sen tilasiirtymäfunktion taulukos-
ta. Tässä 𝑄 = {𝑞0, 𝑞1, 𝑞2}, Σ = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎8}, alkutila on 𝑞0 ja 𝐹 = {𝑞0}.

varten on kuitenkin luontevampaa määritellä säännölliset kielet determinististen äärellisten auto-
maattien avulla. Tarkemmin säännöllisten kielten ja äärellisten automaattien yhteyteen voi tutustua
esimerkiksi Martinin [23] esityksestä.

Äärelliset automaatit kehitettiin 1950-luvun loppuun mennessä laskennan malliksi tilanteisiin, joi-
hin Turingin kone on turhan ilmaisuvoimainen. Rabin ja Scott [27] esittelivät nykyisin vakiintuneen
formalismin, joskin hieman erilaisin merkinnöin kuin tässä.

Määritelmä 6. Olkoon Σ aakkosto. Aakkostoon Σ liittyvä deterministinen äärellinen automaatti
(DFA) 𝑀 on jono (𝑄, Σ, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿), missä 𝑄 on äärellinen joukko, 𝑞0 ∈ 𝑄, 𝐹 ⊆ 𝑄 ja 𝛿 on funktio
𝑄×Σ → 𝑄. Joukon 𝑄 alkioita kutsutaan tiloiksi, tilaa 𝑞0 alkutilaksi, joukon 𝐹 alkioita lopputiloiksi
ja funktiota 𝛿 (tila)siirtymäfunktioksi. Tilasiirtymäfunktion laajennus ̂𝛿 merkkijonoille on funktio
𝑄 × Σ∗ → 𝑄, missä ̂𝛿(𝑞, 𝜀) = 𝑞 aina, kun 𝑞 ∈ 𝑄, ja ̂𝛿(𝑞, 𝑠𝑎) = 𝛿( ̂𝛿(𝑞, 𝑠), 𝑎), kun 𝑠 ∈ Σ∗ ja 𝑎 ∈ Σ.

DFA:n 𝑀 = (𝑄, Σ, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿) sanotaan ottavan syötteenään joukon Σ∗ merkkijonoja. DFA 𝑀 hy-
väksyy syötteen 𝑠 ∈ Σ∗, jos ̂𝛿(𝑞0, 𝑠) ∈ 𝐹 . Muussa tapauksessa 𝑀 hylkää syötteen 𝑠. DFA:n 𝑀
hyväksymien syötteiden kieltä merkitään 𝐿(𝑀). ⋄

Deterministisen äärellisen automaatin ajatuksena on siis, että laskenta-algoritmi alkaa jostakin al-
kutilasta ja että syötteenä luetun merkkijonon jokainen merkki aiheuttaa siirtymän samaan tai toi-
seen tilaan. Algoritmilla on kaksi mahdollista tulosta: joko merkkijono hyväksytään, jos viimei-
nen tila kuuluu automaatin lopputiloihin (eli hyväksyviin tiloihin), tai sitten merkkijono hylätään.
Deterministisen äärellisen automaatin toimintaa voi kuvata esimerkiksi kuvan 1 graafin avulla. Ti-
lasiirtymäfunktio voidaan esittää kompaktisti taulukkona. Kaaviossa ympyrät edustavat tiloja, ja
alkutilaa merkitään sisääntulevalla nuolella ja lopputiloja kahdennetulla ympyrällä. Nuolet tilo-
jen välillä edustavat siirtymäfunktion toimintaa kullekin tilalle ja nuolen yhteyteen kirjoitetuille
aakkoston alkioille tai sen yhteyteen kirjoitetun osajoukon alkioille.

Määritelmä 7. Olkoon Σ aakkosto ja 𝐿 siihen liittyvä kieli. Kieli 𝐿 on säännöllinen, jos löytyy
aakkostoon Σ liittyvä DFA 𝑀 , jolle 𝐿 = 𝐿(𝑀). ⋄
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𝑞0

Σ

𝑞0

𝑞1 𝑞2

𝑎 Σ ⧵ {𝑎}

Σ Σ

Kuva 2. Tyhjää kieltä ∅ ja aakkoston alkioiden yksiöitä {𝑎} ⊆ Σ esittävät DFA:t.

Säännölliset kielet ovat siis täsmälleen ne merkkijonojen kokoelmat, joiden jokainen alkio hyväk-
sytään samassa DFA:ssa, ja kyseinen DFA ei hyväksy yhtäkään muuta merkkijonoa. Ne tarjoavat
myös yhtymäkohdan joukko-opin ja laskennan teorian välille: tulkitaan käsiteltävä joukko säännöl-
lisenä kielenä ja pidetään siihen liittyvää äärellistä automaattia ohjelmallisen toteutuksen pohjana.

Koska säännölliset kielet ovat merkkijonojen joukkoja, joille löytyy ohjelmallinen toteutus DFA:n
avulla, niistä saadaan myös välittömästi ensimmäinen joukkojen luokka, joille tarkastusta voitai-
siin toteuttaa MathCheckilla. Sen jälkeen, kun aakkosto Σ on kiinnitetty, perusjoukoksi 𝑈 saadaan
kaikkien merkkijonojen joukko Σ∗, ja jokainen sen osajoukoista, joka on myös säännöllinen kie-
li, voidaan esittää sopivalla automaatilla. Koska MathCheck on englanninkielinen ohjelmisto, eräs
luonteva aakkosto on Σ = {a, b, c, … , z,A,B,C, … ,Z}, ja tällöin DFA:t hyväksyisivät tiettyjä
englannin kielen aakkosista koostuvien merkkijonojen joukkoja.

Esimerkki 8. Kuten johdattelussa säännöllisten kielten määritelmään esiteltiin, tyhjä kieli ja aak-
koston alkioiden muodostamat yksiöt ovat säännöllisiä kieliä. Tämä on helppo nähdä Määritelmän
7 näkökulmasta, kun tarkastellaan kuvan 2 graafiesityksiä automaateista. Vasemmanpuoleisessa,
tyhjää joukkoa esittävässä automaatissa ei ole lainkaan lopputiloja, joten se ei voi hyväksyä yh-
täkään merkkijonoa. Yksiötä {𝑎} ⊆ Σ esittävässä automaatissa puolestaan alkutilasta siirrytään
hyväksyvään tilaan, jos ensimmäinen luettu merkki on 𝑎, ja kaikki muut siirtymät vievät poispäin
tästä tilasta.

Myös yksittäisenmerkkijononmuodostama kieli on säännöllinen. Tämä nähdään esimerkiksi yleis-
tämällä kuvan 3 automaatti myös muille kuin siinä käsitellylle merkkijonolle. Oletetaan, että aak-
kosto Σ sisältää vähintään symbolit c, a ja t, jolloin kielen {cat} hyväksyvä DFA saadaan valikoi-
malla tiloiksi 𝑄 = {𝑞0, c, a, t, 𝑞1}, aloittamalla tilasta 𝑞0 ja määrittelemällä siirtymien avulla tilojen
polku c, a, t kuten kuvassa 3. Lopputilaksi otetaan merkkijonon viimeinen merkki ja vielä puuttuvat
siirtymät ohjataan tilaan 𝑞1. ⋄

3.3 Automaatteja säännöllisille kielille

MathCheckilla merkkijonojen joukkoihin liittyvän DFA-toteutuksen muotoileminen vaatii hiukan
tarkemman käsityksen siitä, minkälaisille joukoille DFA-esitys on mahdollinen, eli minkälaisia
tiettyyn aakkostoon liittyvät säännölliset kielet oikein voivat olla. Keskitytään siis seuraavaksi ku-
vailemaan erilaisia merkkijonojen säännöllisiä kieliä, sekä niitä vastaavien äärellisten automaattien
konstruoimista. Kuten edellä Esimerkissä 8 todettiin, ainakin tyhjä joukko ja merkkijonojen yksiöt
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Σ

Kuva 3. Kieltä {cat} esittävä DFA.

voidaan esittää DFA:n avulla, joten jonkinlainen tunnettujen kielten kokoelma on jo olemassa.

Seuraava yksinkertainen askel on käsitellä tunnetulla DFA:lla esitetyn joukon komplementtia. Kos-
ka DFA:n laskentatulos on joko ’hyväksytään’ (merkkijono kuuluu joukkoon) tai ’hylätään’ (merk-
kijono ei kuulu joukkoon), joukkoa 𝐿(𝑀) ⊆ Σ∗ esittävässä DFA:ssa 𝑀 = (𝑄, Σ, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿) käsitel-
lään joukkoon Σ∗ ⧵ 𝐿(𝑀) kuuluvaa merkkijonoa 𝑠 silloin, kun ̂𝛿(𝑞0, 𝑠) ∉ 𝐹 , tai yhtäpitävästi kun

̂𝛿(𝑞0, 𝑠) ∈ 𝑄 ⧵ 𝐹 . Niinpä säännöllisen kielen komplementtia esittävä DFA saadaan rakennettua yk-
sinkertaisesti vaihtamalla alkuperäisessä DFA:ssa lopputilojen joukoksi alkuperäisten lopputilojen
komplementti.

Lause 9. Olkoon Σ aakkosto ja 𝑀 = (𝑄, Σ, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿) siihen liittyvä DFA. Tällöin sen pohjalta
rakennettu DFA 𝑀′ = (𝑄, Σ, 𝑞0, 𝑄 ⧵ 𝐹 , 𝛿) hyväksyy kielen 𝐿(𝑀′) = Σ∗ ⧵ 𝐿(𝑀).

Myös kaksipaikkaisten joukko-operaatioiden toteuttaminen onnistuu DFA-tekniikalla, kunhan yh-
disteltävien merkkijonojoukkojen DFA:t tunnetaan. Rakennetta, johon kahden äärellisen automaa-
tin (𝑄𝑖, Σ, 𝑞𝑖, 𝐹𝑖, 𝛿𝑖), 𝑖 = 1, 2, toiminta saadaan yhdistettyä, kutsutaan yleisesti tuloautomaatiksi
(engl. product automaton) (𝑄1 × 𝑄2, Σ, (𝑞1, 𝑞2), 𝐹 , 𝛿1 × 𝛿2). Tässä tilat ovat alkuperäisten auto-
maattien tilojen järjestettyjä pareja ja siirtymät niiden välillä määritellään siten, että luetun merkin
myötä parin kummassakin osassa siirrytään alkuperäisen automaatin erikseen määräämään uuteen
tilaan:

(𝛿1 × 𝛿2)((𝑝1, 𝑝2), 𝑎) = (𝛿1(𝑝1, 𝑎), 𝛿2(𝑝2, 𝑎)). (1)

Tuloautomaatin täsmällinen toiminta määräytyy sen lopputilojen joukon 𝐹 ⊆ 𝑄1 × 𝑄2 perusteel-
la. Valitsemalla sopivat hyväksyvät tilat saadaan katettua säännöllisten kielten yhdiste, leikkaus
ja erotus. Yhdisteen tapauksessa merkkijonon hyväksymiseksi riittää, että lopetustilassa toinen al-
kioista on oman DFA:nsa lopputilojen joukossa. Vastaavasti leikkauksen tapauksessa molempien
lopetustilan alkioista on oltava oman DFA:nsa lopputila.

Lause 10. Olkoon Σ aakkosto ja 𝑀𝑖 = (𝑄𝑖, Σ, 𝑞𝑖, 𝐹𝑖, 𝛿𝑖), 𝑖 = 1, 2, kaksi siihen liittyvää DFA:ta.
Tällöin DFA:n 𝑀 = (𝑄1 × 𝑄2, Σ, (𝑞1, 𝑞2), 𝐹 , 𝛿1 × 𝛿2) hyväksymä kieli on

1. 𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀1) ∪ 𝐿(𝑀2), jos 𝐹 = (𝐹1 × 𝑄2) ∪ (𝑄1 × 𝐹2),
2. 𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀1) ∩ 𝐿(𝑀2), jos 𝐹 = 𝐹1 × 𝐹2,
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3. 𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑀1) ⧵ 𝐿(𝑀2), jos 𝐹 = 𝐹1 × (𝑄2 ⧵ 𝐹2).

Todistus. Martinin [23, Theorem 3.4] esitystä mukaillen väitteen perustelemisen keskiössä on
osoittaa, että kaavan (1) mukaisen tilasiirtymäfunktion 𝛿 = 𝛿1 × 𝛿2 laajennus merkkijonoille to-
teuttaa edelleen samankaltaisen ominaisuuden:

̂𝛿((𝑝1, 𝑝2), 𝑠) = ( ̂𝛿1(𝑝1, 𝑠), ̂𝛿2(𝑝2, 𝑠)) (2)

aina, kun 𝑝1 ∈ 𝑄1, 𝑝2 ∈ 𝑄2 ja 𝑠 ∈ Σ∗ ⧵ 𝜀. Kaavan (1) perusteella väite on jo tosi silloin, kun 𝑠 on
yksittäinen aakkonen, ja loppu seuraa induktiolla, sillä Määritelmän 6 ja oletuksen (2) nojalla

̂𝛿((𝑝1, 𝑝2), 𝑠𝑎) = 𝛿( ̂𝛿((𝑝1, 𝑝2), 𝑠), 𝑎)
= 𝛿(( ̂𝛿1(𝑝1, 𝑠), ̂𝛿2(𝑝2, 𝑠)), 𝑎)
= (𝛿1( ̂𝛿1(𝑝1, 𝑠), 𝑎), 𝛿2( ̂𝛿2(𝑝2, 𝑠), 𝑎))
= ( ̂𝛿1(𝑝1, 𝑠𝑎), ̂𝛿2(𝑝2, 𝑠𝑎)).

Niinpä ̂𝛿((𝑞1, 𝑞2), 𝑠) ∈ 𝐹 , jos ja vain jos ( ̂𝛿1(𝑞1, 𝑠), ̂𝛿2(𝑞2, 𝑠)) ∈ 𝐹 . Kohdat 1 ja 2 seuraavat suoravii-
vaisesti soveltamalla tätä tietoa ja joukko-operaatioiden määritelmiä. Kohta 3 todistuu vastaavasti
Lauseen 9 lisäavulla.

Yhdessä Esimerkin 8 kanssa tämän lauseen ensimmäinen kohta tarkoittaa, että kaikki äärelliset kie-
let voidaan esittää DFA:n avulla. Kaikki äärelliset merkkijonojen joukot nimittäin saadaan merk-
kijonojen yksiöistä joukko-opillisen yhdisteen avulla.

Perusjoukko-operaatioista on jäljellä säännöllisten kielten karteesinen tulo, jonka senkin voidaan
ajatella tuottavan säännöllisen kielen seuraavin varauksin. Vertaamalla karteesisen tulon joukko-
opillista Määritelmää 3 ja kielten katenaation Määritelmää 5 havaitaan, että nämä käsitteet ovat
oikeastaan eri tapoja ilmaista sama asia. Molemmissa operaatioissa on kyse alkuperäisten joukko-
jen (kielten) alkioiden yhdistämisestä järjestykseen peräkkäin. Ainoat erot ilmenevät merkintäta-
voissa, joissa karteesisen tulon alkioita merkitään sulkeiden ja pilkun kanssa muodossa (𝑠1, 𝑠2) ja
katenaation alkioita ilman niitä muodossa 𝑠1𝑠2.

Niinpä joukko-opin tehtävissä sekä karteesiselle tulolle että katenaatiolle saadaan toteutus samoin
periaattein, ja se, kumpaa tehtävien tai harjoittelun suunnittelussa käytetään, riippuu ainoastaan ha-
lutusta harjoittelun kohteesta. Matemaattista joukko-oppia opiskeltaessa karteesinen tulo on luul-
tavasti tyypillisempi, kun taas tietojenkäsittelyn opinnoissa kielten perusteisiin tutustuttaessa kate-
naatio voi olla tarpeellisempi ilmaisumuoto. Jotta automaattitoteutuksessa voitaisiin edelleen pu-
hua saman aakkoston säännöllisestä kielestä, valitaan katenaatio toteutuksen pohjaksi. Nyt käy kui-
tenkin niin, että determinististen äärellisten automaattien formalismi ei enää sovellu katenaatiota
kuvaavan automaatin yksinkertaiseen kuvaamiseen, vaan sen sijaan on sallittava epädeterministi-
siä siirtymiä automaatissa. Näitä ovat siirtymättä jättäminen merkki lukiessa, siirtyminen saman
merkin perusteella useampaan kuin yhteen tilaan, sekä tyhjällä syötteellä siirtyminen.

Määritelmä 11. Olkoon Σ aakkosto. Aakkostoon Σ liittyvä epädeterministinen äärellinen auto-
maatti (𝜀-siirtymin) (NFA) 𝑁 on jono (𝑄, Σ, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿), missä 𝑄 on äärellinen joukko, 𝑞0 ∈ 𝑄,
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𝐹 ⊆ 𝑄 ja 𝛿 on funktio 𝑄 × (Σ ∪ {𝜀}) → 𝒫 (𝑄). Näistä olioista käytettävä terminologia vastaa
DFA:ta koskevaa terminologiaa, ja lisäksi tyhjän merkkijonon 𝜀 määräämiä siirtymiä kutsutaan
𝜀-siirtymiksi. ⋄

Epädeterministisessä äärellisessä automaatissa on siis mahdollista paitsi siirtyä useampaan kuin
yhteen tilaan, myös vaihtaa tilaa ilman, että välissä on luettu yhtäkään merkkiä. Tämä laajentaa
myös varsinaisilla aakkosilla tehtävien siirtymien mahdollisuuksia, sillä tyhjä merkkijono 𝜀 voi-
daan ajatella liitettäväksi sekä luettavan merkin eteen että perään määräämättömän monta kertaa.
Tämän vuoksi tilasiirtymäfunktion laajentaminen merkkijonoille vaatii ensin 𝜀-sulkeuman käsit-
teen [23].

Määritelmä 11 (jatkuu). NFA:han 𝑁 liittyvän tilojen joukon 𝑃 ⊆ 𝑄 𝜀-sulkeuma 𝜀(𝑃 ) määritel-
lään rekursiolla seuraavasti.

1. 𝑃 ⊆ 𝜀(𝑃 ).
2. Jos 𝑝 ∈ 𝜀(𝑃 ), niin 𝛿(𝑝, 𝜀) ⊆ 𝜀(𝑃 ).

Joukossa 𝜀(𝑃 ) ei ole muita alkioita.

NFA:n 𝑁 siirtymäfunktion 𝛿 laajennus ̂𝛿 merkkijonoille on funktio 𝒫 (𝑄) × Σ∗ → 𝒫 (𝑄), missä
̂𝛿(𝑃 , 𝜀) = 𝜀(𝑃 ) aina, kun 𝑃 ⊆ 𝑄, ja

̂𝛿(𝑃 , 𝑠𝑎) = 𝜀
⎛
⎜
⎜
⎝

̂𝛿
⎛
⎜
⎜
⎝

⋃
𝑝∈ ̂𝛿(𝑃 ,𝑠)

𝛿(𝑝, 𝑎), 𝑠
⎞
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎠

,

kun 𝑠 ∈ Σ∗ ja 𝑎 ∈ Σ. NFA:n 𝑁 = (𝑄, Σ, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿) sanotaan ottavan syötteenään joukon Σ∗ merkki-
jonoja. NFA 𝑁 hyväksyy syötteen 𝑠 ∈ Σ∗, jos ̂𝛿({𝑞0}, 𝑠) ∩ 𝐹 ≠ ∅. Muussa tapauksessa 𝑁 hylkää
syötteen 𝑠. NFA:n 𝑁 hyväksymien syötteiden kieltä merkitään 𝐿(𝑁). ⋄

Huomautus. Koska NFA:ssa tilasiirtymäfunktion maalijoukkona on tilojen joukon potenssijouk-
ko, itse siirtymäfunktiosta riittää aina kertoa vain ne siirtymät, jotka eivät johda tyhjään tilojen jouk-
koon. Jatkossa oletetaan aina, että jos NFA:ssa olevalta tilalta ei ole erikseen määritelty aakkoseen
tai tyhjään merkkijonoon liittyvää siirtymää, kyseisen siirtymän tulos on tyhjä. ⋄

Katenaation 𝐿1𝐿2 toteuttamisen ideana on, että annetaan kieleen 𝐿1 liittyvän automaatin toimia
ensin, jonka jälkeen sen lopputiloista sallitaan 𝜀-siirtymä kieleen 𝐿2 liittyvän automaatin alkuti-
laan. Tällä tavoin muodostettu yhdistetty automaatti on muutaman 𝜀-siirtymän vuoksi NFA, mutta
se onnistuu tarkastamaan, sisältääkö syötteenä annettu merkkijono ensin kielen 𝐿1 ja sitten kielen
𝐿2 merkkijonon. Teknisenä rajoitteena vaaditaan, että kielten tilojen joukot ovat pistevieraita, jot-
ta siirtymät eivät sotkeudu keskenään [23]. Tämä ei kuitenkaan loukkaa yleisyyttä, sillä kahdessa
äärellisessä automaatissa on yhteensä aina äärellinen määrä tiloja, ja niinpä ne voidaan tarvittaes-
sa nimetä uudelleen yksikäsitteisiksi. Lisäksi voidaan vapaasti olettaa, että kielet 𝐿1 ja 𝐿2 eivät
ole tyhjiä, sillä kielten katenaation määritelmästä seuraa suoraan, että jos jompi kumpi 𝐿𝑖 = ∅,
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𝑖 = 1, 2, niin 𝐿1𝐿2 = ∅. Koska DFA:n esittämän kielen tyhjyys voidaan tarkastaa algoritmises-
ti [23, Section 5.4] ja tyhjää kieltä esittävä automaatti tunnetaan jo, toisen katenoitavista kielistä
ollessa tyhjä voidaan katenaatiota varten antaa vain tyhjää kieltä esittävä automaatti. Oletus kiel-
ten epätyhjyydestä suoraviivaistaa seuraavan, Martinin esityksestä [23, Theorem 4.4] mukaillun ja
täsmennetyn konstruktion todistusta.

Lause 12. Olkoon Σ aakkosto ja 𝑀𝑖 = (𝑄𝑖, Σ, 𝑞𝑖, 𝐹𝑖, 𝛿𝑖), 𝑖 = 1, 2 kaksi siihen liittyvää DFA:ta,
joille 𝑄1 ∩ 𝑄2 = ∅ ja 𝐿(𝑀1) ja 𝐿(𝑀2) eivät ole tyhjiä. Tällöin NFA 𝑁 = (𝑄1 ∪ 𝑄2, Σ, 𝑞1, 𝐹2, 𝛿)
hyväksyy kielen 𝐿(𝑁) = 𝐿(𝑀1)𝐿(𝑀2), jos 𝛿(𝑞, 𝑎) = {𝛿𝑖(𝑞, 𝑎)} aina, kun 𝑞 ∈ 𝑄𝑖 ja 𝑎 ∈ Σ, sekä
𝛿(𝑞, 𝜀) = {𝑞2} aina, kun 𝑞 ∈ 𝐹1.

Todistus. Oletetaan, että 𝑠1 = 𝑎11𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑘 ∈ 𝐿(𝑀1) ja 𝑠2 = 𝑎21𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑙 ∈ 𝐿(𝑀2), jolloin
yhtäpitävästi ̂𝛿𝑖(𝑞𝑖, 𝑠𝑖) ∈ 𝐹𝑖, kun 𝑖 = 1, 2. NFA:n 𝑁 tilasiirtymäfunktion määritelmän perusteella
siis on mahdollista löytää tilat 𝑞′

𝑖 ∈ 𝐹𝑖, 𝑖 = 1, 2, joille 𝑞′
𝑖 ∈ ̂𝛿({𝑞𝑖}, 𝑠𝑖). Niinpä 𝜀-siirtymän nojalla

{𝑞′
1, 𝑞2} ⊆ ̂𝛿({𝑞1}, 𝑠1), ja täten 𝑞′

2 ∈ ̂𝛿({𝑞1}, 𝑠1𝑠2), eli 𝑠1𝑠2 ∈ 𝐿(𝑁).

Annetaan sitten merkkijonon 𝑠 = 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚 kuulua kieleen 𝐿(𝑁), jolloin eräässä sen määräämis-
tä tilojen poluista 𝑞1, 𝑞′

1, 𝑞′
2, … , 𝑞′

𝑘 automaatissa 𝑁 viimeisen tilan 𝑞′
𝑘 on kuuluttava joukkoon 𝐹2.

Koska 𝑞1 ∈ 𝑄1, 𝑞′
𝑘 ∈ 𝑄2 ja 𝑄1 ∩ 𝑄2 = ∅, tästä jonosta on löydyttävä indeksi 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘, jolle

𝑞′
1, 𝑞′

2, … , 𝑞′
𝑙 ∈ 𝑄1 ja 𝑞′

𝑙+1, 𝑞′
𝑙+2, … , 𝑞′

𝑘 ∈ 𝑄2. Jos näin ei nimittäin olisi, siirtymäfunktion 𝛿 määri-
telmän vastaisesti ei voisi olla siirtymää joukon 𝑄1 tilalta joukon 𝑄2 tilalle, tai pitäisi olla siirtymä
joukon𝑄2 tilalta joukon𝑄1 tilalle. Nyt tilan 𝑞′

𝑙 on oltava joukossa𝐹1, ja siirtymä tilaan 𝑞′
𝑙+1 = 𝑞2 on

𝜀-siirtymä. Näin päätellään, että ̂𝛿1(𝑞1, 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑙) = 𝑞′
𝑙 ∈ 𝐹1 ja ̂𝛿2(𝑞′

𝑙+1, 𝑎𝑙+1𝑎𝑙+2 ⋯ 𝑎𝑚) = 𝑞′
𝑘 ∈ 𝐹2,

eli 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑙 ∈ 𝐿(𝑀1) ja 𝑎𝑙+1𝑎𝑙+2 ⋯ 𝑎𝑚 ∈ 𝐿(𝑀2). On osoitettu, että 𝐿(𝑁) = 𝐿(𝑀1)𝐿(𝑀2).

Katenaation tavoin säännöllisten kielten joukkoesitysten harjoittelemisessa mielenkiintoinen ope-
raatio on kielen 𝐿 Kleenen sulkeuma 𝐿∗, jolle niin ikään saadaan esitys NFA:n avulla. Seuraavan
tuloksen todistus sivuutetaan, mutta sen perusteluihin voi tutustua lähteestä [23, Theorem 4.4]. In-
tuitiivinen ajatus on kuitenkin samankaltainen kuin edellisessä lauseessa: kytketään kieltä 𝐿 kos-
kevan DFA:n lopputilat 𝜀-siirtymillä takaisin alkutilaan, jolloin syntyvä NFA hyväksyy mielival-
taisen määrän peräkkäin asetettuja kielen 𝐿 merkkijonoja. Jotta tyhjä merkkijono kuitenkin tulisi
hyväksytyksi myös silloin, kun DFA:n alkutila ei ole lopputila, sen eteen lisätään uusi alkutila,
jolta 𝜀 vie DFA:n alkutilalle.

Lause 13. Olkoon Σ aakkosto, 𝑀 = (𝑄, Σ, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿) siihen liittyvä DFA ja 𝑞′ ∉ 𝑄. Tällöin NFA:n
𝑁 = (𝑄 ∪ {𝑞′}, Σ, 𝑞′, {𝑞′}, 𝛿′) hyväksymä kieli on 𝐿(𝑁) = 𝐿(𝑀)∗, jos 𝛿′(𝑞, 𝑎) = {𝛿(𝑞, 𝑎)} aina,
kun 𝑞 ∈ 𝑄 ja 𝑎 ∈ Σ, 𝛿′(𝑞, 𝜀) = {𝑞′} aina, kun 𝑞 ∈ 𝐹 , sekä 𝛿′(𝑞′, 𝜀) = {𝑞0}.

Näin esiteltyinä säännöllistä kielen hyväksyvän DFA:n muodostamisessa voidaan Lauseiden 12 ja
13 vuoksi päätyä siihen ongelmaan, että yhdistelty automaatti ei olekaan deterministinen. Lauseet
9 ja 10 on muotoiltu soveltumaan vain DFA:ille. Käy kuitenkin ilmi, että äärellisen automaatin
epädeterministisyys ei muuta sen hyväksymien kielten tyyppiä, vaan jokainen NFA:n hyväksy-
mien merkkijonojen kieli on säännöllinen ja jokaista säännöllistä kieltä esittää jokin NFA. Tämän
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työn kannalta riittää käsitellä seuraavaa implikaatiota, jonka täsmälliseen todistukseen voi tutustua
Martinin teoksesta [23, Theorem 4.1, Theorem 4.2].

Lause 14. Olkoon Σ aakkosto. Jos 𝑁 on aakkostoon Σ liittyvä NFA, niin on olemassa aakkostoon
Σ liittyvä DFA 𝑀 , jolle 𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑁).

Konstruktion idea. Täsmällinen todistus sivuutetaan, mutta tarkastellaan kuitenkin sen avulla saa-
tavaa yleistä algoritmia annettua NFA:ta 𝑁 = (𝑄, Σ, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿) vastaavan DFA:n rakentamiseksi,
eli NFA:n 𝑁 determinisoimiseksi.

1. Aloitetaan 𝜀-siirtymien poistamisella. Jos tilasta 𝑞 ∈ 𝑄 siirrytään aakkosen 𝑎 ∈ Σ johdolla
tilaan 𝑞′ ja tästä voidaan edelleen tehdä 𝜀-siirtymä tilaan 𝑞″, niin NFA:n määritelmän edel-
leen toteuttaen joukkoon 𝛿(𝑞, 𝑎) voidaan lisätä myös tila 𝑞″. Yleisemmin aakkonen 𝑎 tul-
kitaan merkkijonona 𝜀 ⋯ 𝜀𝑎𝜀 ⋯ 𝜀, jolloin sen aiheuttamiin siirtymiin tilasta 𝑞 lisätään sitä
mahdollisesti edeltävien ja seuraavien 𝜀-siirtymien generoimat tilat.

Määritellään siis uusi tilasiirtymäfunktio 𝛿′, jolle

𝛿′(𝑞, 𝑎) = 𝜀
⎛
⎜
⎜
⎝

⋃
𝑝∈𝜀({𝑞})

𝛿(𝑝, 𝑎)
⎞
⎟
⎟
⎠

.

Samalla on kuitenkin otettava huomioon mahdolliset tyhjän merkkijonon hyväksymiset 𝜀-
siirtymillä silloin, kun 𝑞0 ei ole lopputila. Tämä hoituu yksinkertaisesti tekemällä myös al-
kutilasta hyväksyvä tila. Olkoon

𝐹 ′ =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐹 ∪ {𝑞0}, jos 𝜀({𝑞0}) ∩ 𝐹 ≠ ∅
𝐹 , muulloin,

jolloin 𝑁′ = (𝑄, Σ, 𝑞0, 𝐹 ′, 𝛿′) on edelleen NFA (ilman 𝜀-siirtymiä), jonka tunnnistama kieli
on 𝐿(𝑁′) = 𝐿(𝑁).

2. Pyritään sitten poistamaan muut epädeterministiset (rinnakkaiset) siirtymät. Tätä Rabinin ja
Scottin klassista menetelmää [27, Definition 11] kutsutaan osajoukkokonstruktioksi (tai po-
tenssijoukkokonstruktioksi) siitä syystä, että siinä rakennettavan DFA:n tilojen joukoksi ote-
taan NFA:n tilajoukon osajoukot. Tilana toimivalta osajoukolta 𝑄𝑖 ⊆ 𝑄 siirrytään DFA:ssa
aakkosen 𝑎 johdolla toiselle osajoukolle 𝑄′

𝑖 ⊆ 𝑄, 𝑄′
𝑖 ≠ ∅, jos jokaista joukon 𝑄′

𝑖 tilaa kohti
löytyy jokin tila 𝑞 ∈ 𝑄𝑖, jolta 𝑎 määrittelee siirtymän kyseiselle tilalle. Alkutilaksi valitaan
alkuperäisen alkutilan muodostama yksiö {𝑞0}, ja jokainen osajoukko, johon osuu vähintään
yksi alkuperäisistä lopputiloista, on DFA:n hyväksyvä tila. Muodollisemmin siis jos

𝛿″(𝑞, 𝑎) = ⋃𝑝∈𝑞
𝛿′(𝑝, 𝑎) ja 𝐹 ″ = {𝑞 ⊆ 𝑄 ∣ 𝑞 ∩ 𝐹 ′ ≠ ∅}

aina, kun 𝑞 ∈ 𝑄 ja 𝑎 ∈ Σ, niin 𝑀 = (𝒫 (𝑄), Σ, {𝑞0}, 𝐹 ″, 𝛿″) on deterministinen äärellinen
automaatti, jolle 𝐿(𝑀) = 𝐿(𝑁′) = 𝐿(𝑁).
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Jo näillä työkaluilla voidaan esittää monipuolisesti erilaisia merkkijonojen joukkoja, jotka ovat
myös säännöllisiä kieliä. Matematiikan opinnoissa käsiteltävät joukot liittyvät kuitenkin hyvin
usein lukuihin tai muihin niiden päälle rakentuviin olioihin. Tästä näkökulmasta siis MathChec-
kin joukko-oppimoodin käyttöön on syytä pyrkiä toteuttamaan myös muunkinlaisia joukkoja kuin
kieliä.
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4. PRESBURGER­ARITMETIIKKA JA
PRESBURGER­JOUKOT

Joukkojen erotteluperiaatteessa, eli joukon 𝐴 osajoukon {𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝜑(𝑥)} etsimisessä ei vielä oteta
kantaa siihen, mitä kaava 𝜑(𝑥) saa sanoa tai edes mihin logiikan kieleen se kuuluu. Russellin pa-
radoksin kaltaisten ongelmien välttämiseksi kyseessä ei saa olla määriteltävään joukkoon itseensä
liittyvä ilmaus, ja yleensä rajoitetaankin että 𝜑(𝑥) on jonkin predikaattilogiikan kaava, jossa on
yleensä käytössä myös aritmeettisia laskutoimituksia.

Tällaiseen joukkoon liittyvän laskennan, eli esimerkiksi joukkoon kuuluvuuden selvittämisen nä-
kökulmasta tämäkään ei riitä. Luonnollisten lukujen tavallisen aritmetiikan teoriat (kuten esimer-
kiksi Peano-aritmetiikka) ovat ratkeamattomia [11, 10], eli ei ole olemassa algoritmia, joka selvit-
täisi mielivaltaisen luonnollisia lukuja koskevan väittämän totuusarvon. Tästä seuraa, että ei myös-
kään ole olemassa algoritmia, jonka avulla voitaisiin selvittää kaikki vapaiden muuttujien arvojen
yhdistelmät, jotka toteuttavat mielivaltaisen kaavan. Niinpä ainakaan täysi luonnollisten lukujen
aritmetiikka ei sovellu kaavojen 𝜑 kieleksi joukkojen käytännön toteutusta varten.

4.1 Kokonaislukujen yhteenlaskuaritmetiikkaa

Peano-aritmetiikkaa kevyempi Presburger-aritmetiikka käsittelee kokonaislukujen1 teoriaa pelkäl-
lä yhteenlaskulla varustettuna, ja tämä on ratkeava teoria [26]. Tätä ominaisuutta on käytetty hy-
väksi ohjelmien verifioinnissa mallintarkastuksen (engl. model checking) avulla [43]. Presburger-
aritmetiikan ratkeavuus tulee osoitetuksi samalla, kun pohditaanmiten siihen liittyvin kaavoin 𝜑(𝑥)
määriteltyjen joukkojen {𝑥 ∈ ℤ ∣ 𝜑(𝑥)} kuuluvuusrelaatiota voidaan tutkia äärellisin automaa-
tein. Aloitetaan kuitenkin Presburger-aritmetiikan kielen ja tavanomaisen semantiikan määritte-
lystä. Peano-aritmetiikasta tutun seuraajafunktion sijaan käytetään symbolia luonnolliselle luvul-
le 1 Mojżesz Presburgerin [26] itsensä tapaan. Tavanomaisten yhtäsuuruuden ja vertailurelaation
lisäksi oma symbolinsa määritellään kongruenssirelaatioille2 ≡𝑚, missä 𝑚 on positiivinen koko-
naisluku.

Määritelmä 15. Presburger-aritmetiikan aakkosto on tavanomainen predikaattilogiikan aakkos-
to täydennettynä vakiosymboleilla 0 ja 1, kaksipaikkaisella funktiosymbolilla +, yksipaikkaisella
funktiosymbolilla −, sekä kaksipaikkaisilla relaatioilla ≤ ja ≡𝑚 jokaiselle kokonaisluvulle 𝑚 ≥ 2.
Muuttujasymboleiden joukolle käytetään merkintää 𝒱Pres.

1Presburgerin esitys [26] kattaa negatiiviset kokonaisluvut, mutta myöhemmin Presburger-aritmetiikalla on viitattu
myös vain luonnollisiin lukuihin rajoittuvaan teoriaan (ks. esim. [4]).

2Presburger määrittelee kongruenssin yhtäsuuruuden avulla (ks. jäljempänä Apulause 20), mutta asettaa sen sitten
myös atomikaavaksi.
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Presburger-termien joukko 𝒯Pres määritellään rekursiolla seuraavasti.

1. Vakiosymbolit 0, 1 ∈ 𝒯Pres.

2. Jos 𝑥 ∈ 𝒱Pres, niin 𝑥 ∈ 𝒯Pres.

3. Jos 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝒯Pres, niin (𝑡1 + 𝑡2) ∈ 𝒯Pres ja (−𝑡1) ∈ 𝒯Pres.

Joukossa 𝒯Pres ei ole muita alkioita.

Presburger-atomikaavojen joukko on

𝒜Pres = {𝑡1 ∼ 𝑡2 ∣ 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝒯Pres ∧ ∼ ∈ {=, ≤, ≡𝑚}}.

Presburger-kaavojen joukko ℱPres määritellään rekursiolla seuraavasti.

1. 𝒜Pres ⊆ ℱPres.

2. Jos 𝜑 ∈ ℱPres ja 𝑥 ∈ 𝒱Pres, niin ¬(𝜑), ∃𝑥(𝜑), ∀𝑥(𝜑) ∈ ℱPres.

3. Jos 𝜑, 𝜓 ∈ ℱPres, niin (𝜑 ∨ 𝜓), (𝜑 ∧ 𝜓), (𝜑 → 𝜓), (𝜑 ↔ 𝜓) ∈ ℱPres.

Joukossa ℱPres ei ole muita alkioita. ⋄

Sovitaan lisäksi seuraavasta tärkeästä lyhennysmerkinnästä. Jos 𝑘 on kokonaisluku ja 𝑡 ∈ 𝒯Pres,
niin asetetaan

𝑘 ⋅ 𝑡 = 𝑘𝑡 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

0, jos 𝑘 = 0
𝑡, jos 𝑘 = 1
(𝑘 − 1)𝑡 + 𝑡, jos 𝑘 > 1
(−𝑘)(−𝑡), jos 𝑘 < 0.

Lisäksi asetetaan 𝑘0 = 0 ja 𝑘1 = 𝑘 erityistapauksissa, joissa 𝑡 on 0 tai 1. Tällä laajennuksel-
la Presburger-aritmetiikan kielellä pystytään käytännössä ilmaisemaan myös tunnetulla vakiolla
kertominen, mutta ei ratkeavuuden kannalta ongelmalliseksi muodostuvaa muuttujien välistä ker-
tolaskua.

Näin määritellylle kokonaislukujen aritmetiikan kielelle käytetään tavanomaista totuusmääritel-
mää ja ilmeistä mallia 𝒵 = (ℤ, 0, 1, +, −, ≤, ≡𝑚), missä +, ≤ ja ≡𝑚 ovat kokonaislukujen yhteen-
lasku, vertailurelaatio ja kongruenssirelaatiot. Yksipaikkaisella funktiosymbolilla − tarkoitetaan
vastaluvun määrittämistä.

Määritelmä 16. 𝒵 -tulkintafunktio on kuvaus 𝑠 ∶ 𝒱Pres → ℤ. Presburger-termin 𝑡 arvo 𝑡𝒵,𝑠

mallissa 𝒵 tulkintafunktiolla 𝑠 määritellään rekursiolla seuraavasti.

1. 0𝒵 ,𝑠 = 0 ja 1𝒵,𝑠 = 1.
2. Jos 𝑥 ∈ 𝒱Pres, niin 𝑥𝒵,𝑠 = 𝑠(𝑥).
3. Jos 𝑡𝒵,𝑠

1 ja 𝑡𝒵,𝑠
2 on määritelty, niin (𝑡1 + 𝑡2)𝒵,𝑠 = 𝑡𝒵,𝑠

1 + 𝑡𝒵,𝑠
2 ja (−𝑡1)𝒵,𝑠 = −𝑡𝒵,𝑠

1 .

Merkintä 𝒵 , 𝑠 ⊨ 𝜑 tarkoittaa, että Presburger-kaava 𝜑 toteutuu mallissa 𝒵 tulkintafunktiolla 𝑠.
Jos 𝜑, 𝜓 ∈ ℱPres, niin
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1. 𝒵, 𝑠 ⊨ 𝑡1 ∼ 𝑡2, missä 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝒯Pres ja ∼ ∈ {=, ≤, ≡𝑚}, jos 𝑡𝒵,𝑠
1 ∼ 𝑡𝒵,𝑠

2 ,

2. 𝒵, 𝑠 ⊨ ¬(𝜑), jos ei ole voimassa 𝒵, 𝑠 ⊨ 𝜑,

3. 𝒵, 𝑠 ⊨ (𝜑 ∨ 𝜓), jos 𝒵, 𝑠 ⊨ 𝜑 tai 𝒵, 𝑠 ⊨ 𝜓 ,

4. 𝒵, 𝑠 ⊨ (𝜑 ∧ 𝜓), jos 𝒵, 𝑠 ⊨ 𝜑 ja 𝒵, 𝑠 ⊨ 𝜓 ,

5. 𝒵, 𝑠 ⊨ (𝜑 → 𝜓), jos ei ole voimassa 𝒵, 𝑠 ⊨ 𝜑 tai on voimassa 𝒵, 𝑠 ⊨ 𝜓 ,

6. 𝒵, 𝑠 ⊨ (𝜑 ↔ 𝜓), jos on voimassa 𝒵, 𝑠 ⊨ (𝜑 → 𝜓) ja 𝒵, 𝑠 ⊨ (𝜓 → 𝜑),
7. 𝒵, 𝑠 ⊨ ∃𝑥(𝜑), jos löytyy luonnollinen luku 𝑎, jolle on voimassa 𝒵, 𝑠(𝑎/𝑥) ⊨ 𝜑,

8. 𝒵, 𝑠 ⊨ ∀𝑥(𝜑), jos jokaiselle luonnolliselle luvulle 𝑎 on voimassa 𝒵, 𝑠(𝑎/𝑥) ⊨ 𝜑.

Kaavoille 𝜑 ja 𝜓 merkitään 𝜑 ⇔ 𝜓 , jos 𝒵, 𝑠 ⊨ 𝜑 ↔ 𝜓 on voimassa millä tahansa tulkintafunk-
tiolla. Tällöin sanotaan myös, että kaavat 𝜑 ja 𝜓 ovat loogisesti ekvivalentit. ⋄

Presburger-aritmetiikassa voidaan käyttää mitä tahansa tavanomaista predikaattilogiikan päätte-
lyjärjestelmää. Täsmällisempi kokonaislukuaritmetiikan todistusteoreettinen tarkastelu kuitenkin
sivuutetaan yhtäsuuruuteen ja muihin Presburger-aritmetiikan atomisiin relaatioihin liittyviä ak-
sioomia lukuunottamatta. Koska tässä tavoitteena on kuvata kokonaislukujen rakennetta, esimer-
kiksi vain luonnollisia lukuja koskevat Peano-aksioomat ilman kertolaskun perusominaisuuksia
eivät sovellu. Seuraavat aksioomat on valikoitu ja sovellettu Presburgerin [26] alkuperäisistä vält-
tämään toisteisuutta ja hyödyntämään koko yllä esitellyn kielen ilmaisuvoimaa. Vertailurelaatiol-
le ≤, jota Presburger ei käsittele kuin loppuhuomautuksena, annetaan tässä lisäksi tavanomaiset
ominaisuudet. Yksinkertaisuuden vuoksi kaikki aksioomat esitellään lisäksi aksioomaskeemoina,
joihin voidaan sijoittaa mikä tahansa Presburger-termi.

Määritelmä 17. Olkoot 𝑎, 𝑏 ja 𝑐 mielivaltaisia Presburger-termejä. Tällöin seuraavat niitä koske-
vat kaavat ovat Presburger-aritmetiikan aksioomia.

1. 𝑎 = 𝑎 (yhtäsuuruuden perusominaisuudet)

2. 𝑎 = 𝑏 → (𝑎 = 𝑐 → 𝑏 = 𝑐)
3. 𝑎 ≤ 𝑎 (vertailun perusominaisuudet)

4. 𝑎 ≤ 𝑏 ∨ 𝑏 ≤ 𝑎
5. (𝑎 ≤ 𝑏 ∧ 𝑏 ≤ 𝑎) → 𝑎 = 𝑏
6. (𝑎 ≤ 𝑏 ∧ 𝑏 ≤ 𝑐) → 𝑎 ≤ 𝑐
7. 𝑎 = 𝑏 ↔ 𝑎 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑐 (yhteenlaskun perusominaisuudet)

8. 𝑎 ≤ 𝑏 ↔ 𝑎 + 𝑐 ≤ 𝑏 + 𝑐
9. 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎

10. 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐
11. 𝑎 + 0 = 𝑎
12. ∃𝑥(𝑎 + 𝑥 = 𝑏) (erotuksen olemassaolo)

13. 𝑎 ≡𝑚 𝑏 ↔ ∃𝑦(𝑚𝑦 + 𝑎 = 𝑏) (kongruenssin määritelmä)
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14.
𝑚−1

⋁
𝑖=0

𝑖 ≡𝑚 𝑎 (kongruenssin ekvivalenssiluokat)

15. ¬(1 ≡𝑚 0) (1 ja 0 eivät ole kongruentteja) ⋄

Huomautus. 1. Yllä annetuilla aksioomilla ei ole mallinaan esimerkiksi rationaalilukujen ra-
kennetta, sillä aksiooma 15 estää ratkaisut muotoa 𝑚𝑥 + 1 = 0 oleville yhtälöille. Sama
aksiooma takaa myös, että mikään äärellinen additiivinen ryhmä ei sovellu malliksi näille
aksioomille.

2. Presburgerin [26] määrittelemään järjestelmään ei sisälly tässä mukaan otettua yksipaikkais-
ta funktiosymbolia −. Sen ilmaiseman vastaluvun olemassaolo on kuitenkin taattu asettamal-
la 𝑏 = 0 aksioomassa 12.

3. Presburger-aritmetiikka on predikaattilogiikkaan perustuva teoria, ja siksi siinä ovat voimas-
sa tutut loogiset ekvivalenssit

𝜑 ∧ 𝜓 ⇔ ¬(¬𝜑 ∨ ¬𝜓) 𝜑 → 𝜓 ⇔ ¬𝜑 ∨ 𝜓
𝜑 ↔ 𝜓 ⇔ (𝜑 → 𝜓) ∧ (𝜓 → 𝜑) ∀𝑥(𝜑) ⇔ ¬∃𝑥(¬𝜑).

Näistä erityisesti implikaatio- ja ekvivalenssinuolia, sekä universaalikvanttoria käsitellään
jatkossa lyhennysmerkintänä niitä koskevien ekvivalenssien oikeanpuoleisille kaavoille. ⋄

Presburger-termien ja -kaavojen sulutuksesta luovutaan silloin, kun merkityksestä ei ole epäsel-
vyyttä. Tämä tarkoittaa myös sitä, että Määritelmän 17 mukaisia kokonaislukujen yhteenlaskun
vaihdannaisuutta ja liitännäisyyttä sovelletaan suoraan kaavoihin. Vakiolla kertomisen lyhennys-
merkintään sovelletaan osittelulakia, eli esimerkiksi merkintöjen −2(𝑥 + 1), −(2𝑥 + 2) ja −2𝑥 − 2
ymmärretään tarkoittavan samaa asiaa. Lisäksi sovelletaan tietoa vastaluvun vastaluvusta, eli kai-
kille termeille 𝑡 merkitään −(−𝑡) = 𝑡.

Koska yleisille Presburger-termeille ei määritellä kertolaskua, edellisen lyhennysmerkinnän ja sie-
vennysten ansiosta jokainen Presburger-termi voidaan ajatella siinä esiintyvien muuttujien lineaa-
risena lausekkeena. Jos siis 𝑡 ∈ 𝒯Pres, niin

𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛,

missä 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ ℤ ja 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ovat muuttujia. Tämän esitystavan avulla saadaan
perusmuodot myös kaikille atomikaavoille. Määritelmän 17 viimeisen kohdan perusteella jokainen
kokonaislukujen relaatioista =, ≤ ja ≡𝑚 säilyttää yhteenlaskun. Jos lisäksi 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝒯Pres, niin niissä
esiintyvien muuttujien voidaan olettaa olevan samat (lisätään esiintymättömät muuttujat kerrottuna
nollalla). Niinpä atomikaava 𝑡1 ∼ 𝑡2 voidaan sieventää muodosta

𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑥𝑛 ∼ 𝑏′
0 + 𝑏′

1𝑥1 + 𝑏′
2𝑥2 + ⋯ 𝑏′

𝑛𝑥𝑛

muotoon
𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∼ 𝑏,
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missä 𝑏 = 𝑏′
0 − 𝑏0 ja 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑏′

𝑖 , kun indeksi 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. Jatkossa Presburger-atomikaavoja
merkitään kerroin- jamuuttujavektoreiden a = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ja x = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), sekä vakion 𝑏
avulla pistetulomuodossa a ⋅x ∼ 𝑏. Vastaavaa merkitätapaa käyttävät esimerkiksi Durand-Gasselin
ja Habermehl [14].

Yleisessä tapauksessa Presburger-aritmetiikan kaavassa esiintyy vapaita muuttujia, jotka eivät liity
mihinkään kvanttoriin. Vapaat muuttujat kerätään vektoriksi, ja merkinnällä 𝜑(x) tarkoitetaan, että
muuttujavektorin x alkiot esiintyvät vapaina kaavassa 𝜑. Predikaattilogiikan kaavan toteutuvuus
mallissa riippuu ainoastaan niistä arvoista, joita kaavan vapaille muuttujille voidaan antaa, ja niinpä
joukon käsittelemisen kannalta vain ja ainoastaan vapaana esiintyvät muuttujat ovat tärkeitä.

Määritelmä 18. Oletetaan, että 𝜑 ∈ ℱPres ja että kaavassa 𝜑 esiintyvät vapaat muuttujat muo-
dostavat vektorin x = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). Oletetaan lisäksi, että 𝑠 on 𝒵 -tulkintafunktio. Kaavaan 𝜑
liittyy joukko

[𝜑] = {c ∈ ℤ𝑛 ∣ 𝒵 , 𝑠(c/x) ⊨ 𝜑}.

Joukko 𝐴 on Presburger-joukko, jos löytyy sellainen 𝜑 ∈ ℱPres, että 𝐴 = [𝜑]. ⋄

Seuraus 19. Oletetaan, että 𝜑 ja 𝜓 ovat Presburger-kaavoja, joissa yhteensä esiintyvät vapaat
muuttujat muodostavat vektorin x = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). Oletetaan lisäksi, että vektorin x mukaisesti
järjestetyt indeksijoukot 𝐼𝜑 ja 𝐼𝜓 kuvaavat kaavoissa 𝜑 ja 𝜓 esiintyviä vapaita muuttujia. Tällöin

1. ℤ𝑛 = [0 ⋅ x = 0], missä 0 on 𝑛-nollavektori,
2. [¬𝜑] = ℤ|𝐼𝜑| ⧵ [𝜑],
3. [𝜑 ∨ 𝜓] = {c ∈ ℤ𝑛 ∣ (𝑐𝑖)𝑖∈𝐼𝜑 ∈ [𝜑]} ∪ {c ∈ ℤ𝑛 ∣ (𝑐𝑖)𝑖∈𝐼𝜓 ∈ [𝜓]},
4. [𝜑 ∧ 𝜓] = {c ∈ ℤ𝑛 ∣ (𝑐𝑖)𝑖∈𝐼𝜑 ∈ [𝜑]} ∩ {c ∈ ℤ𝑛 ∣ (𝑐𝑖)𝑖∈𝐼𝜓 ∈ [𝜓]},
5. [∃𝑥𝑖𝜑] = {c(𝑖) ∈ ℤ𝑛−1 ∣ c ∈ [𝜑]}, missä 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.

Todistus. Viimeinen väite vaatii hiukan lähempää tarkastelua. Jos vektori c ∈ [𝜑], niin on olemassa
sellainen kokonaisluku 𝑐𝑖, että 𝒵, 𝑠(c(𝑖)/x(𝑖))(𝑐𝑖/𝑥𝑖) ⊨ 𝜑. Siis 𝒵, 𝑠(c(𝑖)/x(𝑖)) ⊨ ∃𝑥𝑖𝜑, eli Presburger-
joukon määritelmän nojalla c(𝑖) ∈ [∃𝑥𝑖𝜑]. Nämä päättelyn välivaiheet ovat yhtäpitäviä, joten väite
seuraa.

Ennen Presburger-kaavan toteuttavat alkiot hyväksyvien äärellisten automaattien käsittelyä tutki-
taan hetki sitä, minkälainen sen avulla määriteltävä joukko oikeastaan on. Atomikaava a ⋅ x = 𝑏
on lopulta lineaarinen Diofantoksen yhtälö. Kongruenssirelaatioiden avulla esitetyt atomikaavat
voidaan periaatteessa palauttaa tähän.

Apulause 20. [a ⋅ x ≡𝑚 𝑏] = [∃𝑦(𝑚𝑦 + a ⋅ x = 𝑏)].

Todistus. Oletetaan, että 𝒵 -tulkintafunktiossa 𝑠 muuttuja 𝑥𝑖 ↦ 𝑐𝑖, kun 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. Tällöin
olennaisesti on todistettava lukuteorian kielellä esitetty väite

a ⋅ c ≡𝑚 𝑏, jos ja vain jos 𝑚𝑦 + a ⋅ c = 𝑏 jollekin kokonaisluvulle 𝑦.
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Tässä jälkilause on yhtäpitävä ehdon a ⋅c−𝑏 = 𝑚𝑦, 𝑦 ∈ ℤ, eli kongruenssin a ⋅c ≡𝑚 𝑏 määritelmän
kanssa.

Presburger-joukkojen perustapauksena voidaan siis eräässä mielessä pitää 𝑛-ulotteisen hypertason
kokonaislukupisteitä {x ∈ ℤ𝑛 ∣ a ⋅ x = 𝑏}. Kongruenssin avulla voidaan muodostaa äärettömän
monta yhdensuuntaista hypertasoa (yksi jokaista jäännösluokan alkiota kohti). Vertailua ei saada
samalla tavoin palautettua yhtäsuuruuteen ilman minkäänlaisia viittauksia esimerkiksi relaatioon
≥, mutta epäyhtälöä a⋅x ≤ 𝑏 voidaan pitää lineaarisena rajoitteena, joka sallii ratkaisuikseen kaikki
hypertason a ⋅ x = 𝑏 samalle puolelle osuvat kokonaislukupisteet. Yhdistelemällä näihin liittyviä
kaavoja disjunktion ja konjunktion avulla saadaan mainittujen joukkojen yhdisteitä ja leikkauksia.
Jonkin kaavassa esiintyvän muuttujan eksistenssi- tai universaalikvantifiointi poistaa Presburger-
joukosta yhden ulottuvuuden.

Huolimatta näinkin moninaisista tavoista muodostaa Presburger-joukkoja niille saadaan Ginsbur-
gin ja Spanierin [17] klassisen tuloksen myötä seuraava, yllättävän yksinkertainen luonnehdinta.
Väitteen todistus sivuutetaan. Alkuperäinen todistus koskee vain luonnollisten luvuista muodostu-
via vektorijoukkoja, mutta yleistys kokonaislukuvektoreiden joukoille on suoraviivainen.

Lause 21. Olkoot 𝑘,𝑚 ja 𝑛 luonnollisia lukuja, sekä𝐴 ⊆ ℤ𝑛 Presburger-joukko. Tällöin löydetään
vektorit b1,b2, … , b𝑘 ∈ ℤ𝑛 ja matriisit 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑘 ∈ ℤ𝑛×𝑚, jotka toteuttavat ehdon

𝐴 =
𝑘

⋃
𝑖=1

{b𝑖 + 𝐵𝑖x ∣ x ∈ ℤ𝑚}.

Jokaista muotoa {b𝑖 + 𝐵𝑖x ∣ x ∈ ℤ𝑚} olevaa joukkoa kutsutaan lineaariseksi, jolloin toisin ilmais-
tuna joukko 𝐴 on äärellisen monen lineaarisen joukon yhdiste (ts. semilineaarinen joukko).

4.2 Kokonaislukuvektoreiden koodaus merkkijonoiksi

Presburger-joukot ovat pohjimmiltaan kokonaislukuvektoreiden joukkojen ℤ𝑛, 𝑛 ≥ ℕ osajouk-
koja, mutta äärelliset automaatit ottavat syötteinään merkkijonoja. Presburger-aritmetiikan DFA-
toteutusta varten kokonaislukuvektorit on siis voitava esittää merkkijonoina, eli koodattava merk-
kijonoiksi. Luonteva tapa tälle on lähteä liikkeelle luonnollisten lukujen binääriesityksestä.

Kun verrataan aikaisempia Presburger-aritmetiikan automaatteja käsitteleviä tutkimuksia keske-
nään, koodauksen valinnassa törmätään kahteen päälähestymistapaan. Kaikissa hyödynnetään luon-
nollisten lukujen binääriesitystä (tai yleisemmin 𝑟-kantaista), ja kun esitetään negatiivisia lukuja,
käytetään binääriesityksen kahden komplementin (tai yleisemmin 𝑟:n komplementin) sääntöä. Erot
syntyvät esityksen bittien lukujärjestyksessä: Wolper ja Boigelot [43] sekä Klaedtke [19, 20] aloit-
tavat eniten merkitsevästä bitistä (engl.most significant bit first, MSBF), kun taas Boudet ja Comon
[4], sekä Durand-Gasselin ja Habermehl [14] aloittavat vähiten merkitsevästä bitistä (engl. least
significant bit first, LSBF).

Vähiten merkitsevän bitin sijoittaa ensimmäiseksi myös Leroux [22] tutkiessaan Presburger-jouk-
koihin liittyvien automaattien yleisempiä ominaisuuksia. Hän listaa myös Presburger-aritmetiikan
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automaatteja hyödyntäviä ohjelmallisia työkaluja, joista jokainen toteuttaa LSBF-muodon, mut-
ta vain yksi (LASH, ks. [32]) myös MSBF-muodon. Klaedtke [19] huomauttaa, että on olemassa
Presburger-kaavoja, joille LSBF-esityksen pohjalta muodostettujen automaattien tilojen lukumää-
rä kasvaa lineaarisesti kvanttorien lukumäärän mukaan, mutta MSBF-esityksessä havaitaan eks-
ponentiaalinen kasvu automaatin koossa. Wolper ja Boigelot [43] puolestaan argumentoivat, että
annetun automaatin hyväksymistä kokonaislukuvektoreista on usein tehokkaampaa löytää esimerk-
ki, jos ne on koodattu MSBF-muodossa. Tarkempi bittijärjestysten vertailu on avoin tutkimusky-
symys, ja molemmilla vaikuttaakin olevan etunsa eri tilanteissa. Tässä työssä käytetään Durand-
Gasselinin ja Habermehlin [14] mukaista LSBF-koodausta pitäen silmällä automaattien kokoa.

Määritelmä 22. Olkoon 𝑛 positiivinen kokonaisluku. Tällöin Σ𝑛 ja 𝑆𝑛 ovat aakkostot

Σ𝑛 = {0, 1}𝑛 = {𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛 ∣ ∀𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛}(𝑏𝑖 = 0 ∨ 𝑏𝑖 = 1)} ja 𝑆𝑛 = {+, −}𝑛.

Aakkoston Σ𝑛 alkion 𝑎 = 𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛 muodostavia symboleita kutsutaan biteiksi, ja sen 𝑖:s bitti
𝑏𝑖 = 𝑎(𝑖). Vastaavasti aakkoston 𝑆𝑛 alkion 𝜎 = 𝜎1𝜎2 ⋯ 𝜎𝑛 symboleita kutsutaan merkkibiteiksi, ja
sen 𝑖:s bitti 𝜎𝑖 = 𝜎(𝑖). Määritellään lisäksi kuvaus 𝜋 ∶ {+, −} → {0, 1} asettamalla 𝜋(+) = 0 ja
𝜋(−) = 1.

Merkitään kieltä Σ∗
𝑛𝑆𝑛 symbolilla 𝐿𝑛, jolloin sen merkkijonot ovat muotoa 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎, missä

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚 ∈ Σ𝑛 ja 𝜎 ∈ 𝑆𝑛. Kielen 𝐿𝑛 merkkijonon 𝑠 = 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎 arvo ⟨𝑠⟩ on kokonaisluku-
vektori (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛), jossa

𝑠𝑖 = −𝜋(𝜎(𝑖)) ⋅ 2𝑚 +
𝑚

∑
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑖) ⋅ 2𝑘−1,

kun indeksi 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. Jos 𝑚 = 0, merkintä ymmärretään arvona 𝑠𝑖 = −𝜋(𝜎(𝑖)). ⋄

Joukon ℤ𝑛 vektoreita kuvataan siis kielellä, jonka aakkosto koostuu kaikista 𝑛-bittijonoista. Näi-
tä voidaan yhdistellä mielivaltaisen pitkäksi merkkijonoksi, jonka perään lisätään vielä yksi 𝑛-
bittijono. Sen tarkoituksena on kuvata kunkin vektorin alkion merkkiä. Näin ei saada kokonais-
lukuvektorille yksikäsitteistä esitystä, mutta niin ei tarvitsekaan olla. Seuraava esimerkki pyrkii
valaisemaan, mitkä merkkijonot todella esittävät samaa kokonaislukuvektoria.

Esimerkki 23. Kielen 𝐿1 merkkijonojen 0101+ ja 0101− arvot ovat

⟨0101+⟩ = −0 ⋅ 24 + 0 ⋅ 21−1 + 1 ⋅ 22−1 + 0 ⋅ 23−1 + 1 ⋅ 24−1 = 10 ∈ ℤ1 = ℤ
⟨0101−⟩ = −1 ⋅ 24 + 0 ⋅ 21−1 + 1 ⋅ 22−1 + 0 ⋅ 23−1 + 1 ⋅ 24−1 = −6.

Huomaa, että tässä esityksessä alkuun kirjoitetut nollat ovat merkitseviä: kielessä 𝐿1 merkkijo-
non arvo ⟨101+⟩ = 5 ≠ ⟨0101+⟩. Merkkibittiä 𝜎 vastaavaa aakkoston Σ1 alkiota 𝜋(𝜎) voidaan
kuitenkin toistaa määräämättömästi juuri ennen merkkibittiä, eli esimerkiksi

⟨0101+⟩ = ⟨01010+⟩ = ⟨010100+⟩ = ⋯ ja ⟨010−⟩ = ⟨0101−⟩ = ⟨01011−⟩ = ⋯ .



26

Siirryttäessä kaksi- ja useampipaikkaisiin vektoreihin tilanne mutkistuu hiukan. Esimerkiksi kiel-
ten 𝐿2 ja 𝐿3 merkkijonoilla 0101010101+− ja 010101010−+− on arvot

⟨0101010101+−⟩ = (−0 ⋅ 25 + 0 ⋅ 20 + 0 ⋅ 21 + 0 ⋅ 22 + 0 ⋅ 23 + 0 ⋅ 24,
−1 ⋅ 25 + 1 ⋅ 20 + 1 ⋅ 21 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 23 + 1 ⋅ 24) = (0, −1)

ja
⟨010101010−+−⟩ = (−1 ⋅ 23 + 0 ⋅ 20 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 22,

−0 ⋅ 23 + 1 ⋅ 20 + 0 ⋅ 21 + 1 ⋅ 22,
−1 ⋅ 23 + 0 ⋅ 20 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 22) = (−6, 5, −6).

Tässäkin esityksessä juuri ennen merkkialkiota 𝜎 kirjoitettua merkibittien määräämää bittijonoa
𝜋(𝜎) = (𝜋(𝜎(1)), 𝜋(𝜎(2)), … , 𝜋(𝜎(𝑛))) voidaan toistaa määräämättömästi. Näin voidaan esimer-
kiksi päätellä, että kielessä 𝐿2 ⟨0101010101+−⟩ = ⟨+−⟩ = ⟨𝜀+−⟩. ⋄

Huomautus. Kokonaislukuvektorin esityksessä merkkijono(i)na ei aina käytetä erillisiä aakkosia
kuvaamaan kunkin alkion merkkiä, vaan suoraan Määritelmän 22 funktion 𝜋 osoittamaa arvoa
0 (positiivinen) tai 1 (negatiivinen) (ks. esim. [43]). Tällöin ei kuitenkaan ole mahdollista nähdä
suoraanmerkkijonosta, kuinkamoniulotteinen sen esittämä vektori on. Esimerkiksi yllä mainituilla
merkkijonoilla 0101010101+− ja 010101010−+− olisi yhtenevä esitys 01010101010101 ilman
erillisiä symboleita merkkibiteille, ja tämä voitaisiin tulkita myös esimerkiksi kielen 𝐿1 alkiona
01010101010−, jolla on arvo −1360. Jos erilliset merkkibitit ovat käytössä, seuraavan pohdinnan
perusteella mikä tahansa kielten 𝐿𝑛 merkkijono voi todella tarkoittaa vain yhtä avaruuksien ℤ𝑛

vektoria, ja niinpä automaatein esitettäviin joukkoihin on mahdollista sisällyttää mielivaltaisia eri
pituisia vektoreita. ⋄

Apulause 24. Olkoon 𝑛 positiivinen kokonaisluku. Jokaista joukon ℤ𝑛 alkiota x kohti löydetään
kielen 𝐿𝑛 merkkijono 𝑠, jolle ⟨𝑠⟩ = x.

Todistus. Konstruoidaan joukonℤ𝑛 vektorille sopivamerkkijonoesitys. Aloitetaan tapauksesta 𝑛 =
1, jossa on löydettävä tavallisen kokonaisluvun merkkijonoesitys kielessä 𝐿1.

Olkoon 𝑥 epänegatiivinen kokonaisluku, sekä määritellään 𝑦1 = 𝑥 ja 𝑖 = 1. Jos 𝑦𝑖 on pariton,
merkitään 𝑏𝑖 = 1, ja muussa tapauksessa 𝑏𝑖 = 0. Asetetaan 𝑦𝑖+1 = (𝑦𝑖−𝑏𝑖)/2 ja kasvatetaan indeksin
𝑖 arvoa yhdellä. Toistetaan edellistä niin kauan, kunnes 𝑦𝑖+1 = 0. Jos tämä algoritmi päättyy 𝑚
vaiheessa, niin haluttu merkkijono on 𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑚+. Olkoon 𝑥 sitten negatiivinen kokonaisluku. Yllä
esitetyllä menetelmällä saadaan luvulle |𝑥| − 1 merkkijonoesitys 𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑚+. Haluttu merkkijono
on 𝑏′

1𝑏′
2 ⋯ 𝑏′

𝑚−, missä 𝑏′
𝑖 = 1 − 𝑏𝑖, kun 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚.

Käsitellään sitten tapaus 𝑛 > 1. Aloitetaan kehittämällä vektorin x jokaiselle komponentille 𝑥𝑖
merkkijonoesitys edellä esitettyyn tapaan. Jos saadut esitykset ovat eri pituisia, täydennetään ne
merkin osoittavalla bitillä pisimmän merkkijonon pituisiksi. Nyt voidaan olettaa, että on löydetty
merkkijonot

𝑏11𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑚𝜎1, 𝑏21𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑚𝜎2, … , 𝑏𝑛1𝑏𝑛2 ⋯ 𝑏𝑛𝑚𝜎𝑛,
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missä yhteiset indeksit osoittavat kyseessä olevat vektorin x komponentit. Haluttu merkkijono on
tällöin 𝑏11𝑏21 ⋯ 𝑏𝑛1𝑏12𝑏22 ⋯ 𝑏𝑛2 ⋯ 𝑏1𝑚𝑏2𝑚 ⋯ 𝑏𝑛𝑚𝜎1𝜎2 ⋯ 𝜎𝑛.

Käytännössä kokonaislukuvektoria x ∈ ℤ𝑛 esittämään voidaan käyttää mitä tahansa kielen 𝐿𝑛 al-
kiota 𝑠, jolle ⟨𝑠⟩ = x. Edellisen todistuksen nojalla tällaisia esityksiä ovat ainakin ne, joiden lopussa
toistuu yhä uudelleen merkit osoittava 𝑛-bittijono. Toisaalta, koska merkkijonon arvon määritelmä
on funktionaalinen (mutta ei tarkkaan ottaen funktio, sillä 𝜀 ei saa mitään kokonaislukuarvoa), sa-
malla merkkijonolla ei koskaan voi olla kahta eri merkitystä kokonaislukuvektoreina. Niinpä ehto
⟨𝑠1⟩ = ⟨𝑠2⟩, missä 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝐿𝑛 ⧵ 𝜀, määrittelee ekvivalenssirelaation kielessä 𝐿𝑛 ⧵ {𝜀}, ja kah-
della eri kokonaislukuvektorilla ei koskaan ole yhtään samaa merkkijonoedustajaa. Koska millä
tahannsa kokonaislukuvektorilla on kuitenkin äärettömän monta edustajaa, yhteydessä äärellisiin
automaatteihin on syytä varmistaa, että DFA joko hyväksyy kaikki mahdolliset koodaukset, tai ei
niistä yhtäkään.

Määritelmä 25. Olkoon 𝐴 kokonaislukuvektoreiden joukko. DFA:n 𝑀 sanotaan esittävän tai
vastaavan joukkoa 𝐴, jos

𝐿(𝑀) = {𝑠 ∣ ⟨𝑠⟩ ∈ 𝐴},

eli jos 𝑀 hyväksyy kaikkien joukon 𝐴 alkioiden kaikki Määritelmän 22 mukaiset koodaukset. ⋄

Käytännön automaattitoteutuksen kannalta joukon Σ𝑛 ∪ 𝑆𝑛 käyttäminen aakkostona aiheuttaa han-
kaluuksia, kun 𝑛 kasvaa suureksi (ks. [43]). Aakkoston alkioiden ja samalla myös DFA:ssa kusta-
kin tilasta lähtevien siirtymien lukumäärä kertautuu kahdella, kun siirrytään tarkastelemaan yhden
ulottuvuuden verran pidempiä kokonaislukuvektoreita. Niinpä tilasiirtymäfunktion tallettaminen
vaatii eksponentiaalisesti enemmän muistia vektoreiden paikkaluvun kasvaessa. Tämä ongelma
voidaan kiertää pitämällä joukkoa Σ1 ∪ 𝑆1 = {0, 1, +, −} aakkostona positiivisesta kokonaislu-
vusta 𝑛 riippumatta, mutta tällöin kääntöpuolena automaattien tilojen lukumäärää täytyy kasvat-
taa. Seuraavassa automaatit konstruoidaan ensin aakkostolle Σ𝑛 ∪ 𝑆𝑛, ja lopuksi pohditaan, mitä
aakkoston pienentäminen tarkoittaa automaatin rakenteen kannalta.

4.3 Presburger­joukon esittäminen säännöllisenä kielenä

Osoitetaan sitten, että kaikki Presburger-kaavoilla määritellyt joukot todella voidaan esittää äärel-
listen automaattien avulla.

Lause 26. Jokaista Presburger-joukkoa esittää jokin DFA.

Loput tästä luvusta johdattelee aputulosten kautta Lauseen 26 todistamiseen induktiolla Presburger-
kaavan rakenteen suhteen. Aloitetaan tehtävä atomikaavoja vastaavien automaattien esittelemises-
tä, jonka induktioaskeleessa käsitellään erikseen konnektiivit ja kvanttorit.
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4.3.1 Atomikaavoja vastaavat automaatit

Algoritmit, joilla tässä rakennetaan Presburger-atomikaavoihin liittyiä automaatteja, esittivät en-
simmäisenä Boudet ja Comon [4] luonnollisiin lukuihin rajoittuneena, ja niitä täydensivät Durand-
Gasselin ja Habermehl [14] kattamaan myös negatiiviset kokonaisluvut. Lisäksi kongruensseja
koskevat konstruktiot ovat peräisin Durand-Gasselinilta ja Habermehlilta. Wolperin ja Boigelot’n
(LASHin) [43] sekä Klaedtken [20] algoritmit ovat hiukan erilaisia päinvastaisen bittien lukujär-
jestyksen vuoksi. MONA-ohjelmistoon [24] verrattuna ero puolestaan syntyy siinä, että se käsitte-
lee yleisemmin toisen kertaluvun logiikkaa äärellisissä puissa (esim. WS1S, ks. myös [7]), jonka
osateoria muun muassa Presburger-aritmetiikka on. Niinpä MONAn automaattikonstruktiot ovat
yleisempiä kuin tässä esitettävät, mutta MathCheckin joukko-oppimoodin tarpeita ajatellen ehkä
turhankin yleisiä.

Jos Presburger-atomikaavassa on 𝑛 vapaata muuttujaa, niin automaatin aakkoston on oltava Σ𝑛 ∪𝑆𝑛
ja kielen𝐿𝑛. Kaikissa konstruoitavissa automaateissa (𝑄, Σ𝑛∪𝑆𝑛, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿) tilojen joukko𝑄 koostuu
Presburger-kaavoista täydennettynä symboleilla ⊤ ja ⊥. Tila ⊥ edustaa ristiriitaa ja ⊤ tilannetta,
jossa merkkijono on hyväksyttävä. Aluksi 𝑄 = {⊤, ⊥}, ja lopputilojen joukko 𝐹 on kiinteästi {⊤}.
Lisäksi alussa tilasiirtymäfunktiosta 𝛿 tiedetään vain, että 𝛿(0 = 1, 𝑎) = 𝛿(0 = 0, 𝑎) = 0 = 1
aina, kun 𝑎 ∈ Σ𝑛 ∪ 𝑆𝑛. Automaatin konstruoimisen taustalla on havainto siitä, että jos Presburger-
aritmetiikan atomikaava toteutuu, sen täytyy toteutua myös modulo 2.

Apulause 27. Olkoot 𝑛 ja 𝑚 positiivisia kokonaislukuja, sekä olkoon a ⋅ x ∼ 𝑏 Presburger-
atomikaava, jossa on 𝑛 vapaata muuttujaa. Jos c ∈ [a ⋅ x ∼ 𝑏] ja c = 2q + r, missä r ∈ {0, 1}𝑛,
niin

1. q ∈ [a ⋅ x = 𝑏−a⋅r
2 ], kun ∼ on =,

2. q ∈ [a ⋅ x ≤ ⌈
𝑏−a⋅r

2 ⌉], kun ∼ on ≤,
3. jos ∼ on ≡𝑚, niin

(a) q ∈ [a ⋅ x ≡𝑚
𝑏−a⋅r

2 ] tai q ∈ [a ⋅ x ≡𝑚
𝑚+𝑏−a⋅r

2 ], kun 𝑚 on pariton

(b) q ∈ [a ⋅ x ≡𝑚/2
𝑏−a⋅r

2 ], kun 𝑚 on parillinen.

Todistus. Jos c toteuttaa yllä esitetyt oletukset, niin ehto a ⋅ c ∼ 𝑏 toteutuu. Sijoittamalla esitys
c = 2q + r nähdään, että

a ⋅ (2q + r) = 2a ⋅ q + a ⋅ r ∼ 𝑏,

eli 2a ⋅ q ∼ 𝑏 − a ⋅ r. Käydään sitten tapaukset läpi yksi kerrallaan.

1. ∼ on =. Suoraviivainen jako kahdella (𝑏 − a ⋅ r on välttämättä parillinen).

2. ∼ on ≤. Jos 𝑏 − a ⋅ r on parillinen, voidaan suorittaa jako kahdella ja saadaan kokonaislu-
kujen epäyhtälö. Jos taas 𝑏 − a ⋅ r on pariton, niin epäyhtälön kahdella jaettu oikea puoli on
pyöristettävä ylöspäin seuraavaan kokonaislukuun yhtäpitävän epäyhtälön saamiseksi.

3. ∼ on ≡𝑚.
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(a) 𝑚 on pariton. Tällöin syt(2, 𝑚) = 1, eli luku 2 voidaan supistaa puolittain. Jos 𝑏−a⋅r on
pariton, lisätään siihen moduli 𝑚 kongruentin parillisen kokonaisluvun löytämiseksi.

(b) 𝑚 on parillinen. Merkitään 𝑘 = 𝑚/2, jolloin kongruenssin määritelmän nojalla

2a ⋅ q − 𝑏 + a ⋅ r = 𝑚𝑦 = 2𝑘𝑦

jollekin kokonaisluvulle 𝑦. Niinpä supistamalla luku 2 puolittain (𝑏−a⋅r on välttämättä
parillinen) nähdään, että a ⋅ q ≡𝑚/2

𝑏−a⋅r
2 .

Automaatin rakentaminen joukolle [a ⋅ x ∼ 𝑏] alkaa tilasta (kaavasta) a ⋅ x ∼ 𝑏. Kutakin atomi-
kaavatyyppiä varten voidaan kirjoittaa DFA:n konstruoiva algoritmi esitystä [14] mukaillen. Seu-
raavassa esimerkissä tiivistetään algoritmin päävaiheet suomeksi, sekä rakennetaan konkreettiset
automaatit yksinkertaisille atomikaavoille.

Esimerkki 28. Konstruoidaan kaikki välivaiheet läpi käyden joukkoja [𝑥1+𝑥2 = 0], [𝑥1−𝑥2 ≤ 0]
ja [𝑥3 ≡6 1] esittävät DFA:t. Kuva 4 havainnollistaa algoritmin vaiheita.

1. Aloitetaan atomikaavasta a ⋅ x ∼ 𝑏. Alustetaan konstruoitavan DFA:n tilojen kokoelmaksi
𝑄 = {⊤, ⊥} ja kiinnitetään hyväksyvien tilojen joukoksi 𝐹 = {⊤}. Tässä ⊥ tarkoittaa risti-
riitatilaa, johon tullaan siirtymään aina, kun Apulauseen 27 mukainen eteneminen modulo
2 ei ole mahdollista.

2. Määritellään tilasiirtymäfunktiossa siirtymät 𝛿(⊥, 𝑎) = ⊥ ja 𝛿(⊤, 𝑎) = ⊥ kaikille 𝑎 ∈ Σ𝑛 ∪𝑆𝑛
säilyttämään ristiriitatila, sekä kieltämään hyväksyminen, jos hyväksyvän tilan saavuttami-
sen jälkeen on vielä jotakin luettavaa.

3. Seuraavaksi lisätään kaikki puuttuvat tilat. Lisätään joukkoon 𝑄 tila a ⋅x ∼ 𝑏 ja määritellään
se lähtötilaksi.

4. Käydään jokaista edellisessä vaiheessa lisättyä tilaa a ⋅ x ∼ 𝛽 kohti läpi kaikki aakkoston Σ𝑛
alkiot 𝑎. Jokaisen kohdalla toteutetaan seuraavista vaihtoehdoista täsmälleen yksi.

(a) ∼ on =. Jos 𝛽−a⋅⟨𝑎+𝑛⟩ on pariton, merkitään 𝜑 = ⊥. Muussa tapauksessa määritellään
𝜑 kaavaksi a ⋅ x = 𝛽−a⋅⟨𝑎+𝑛⟩

2 .

(b) ∼ on ≤. Määritellään 𝜑 kaavaksi a ⋅ x = ⌈
𝛽−a⋅⟨𝑎+𝑛⟩

2 ⌉.
(c) ∼ on ≡𝑚. Toteutetaan täsmälleen yksi seuraavista vaihtoehdoista.

i. 𝑚 on parillinen. Jos 𝛽−a⋅⟨𝑎+𝑛⟩ on pariton, merkitään 𝜑 = ⊥. Muussa tapauksessa
määritellään 𝜑 kaavaksi a ⋅ x ≡𝑚/2

𝛽−a⋅⟨𝑎+𝑛⟩
2 .

ii. 𝑚 on pariton. Jos 𝛽 − a ⋅ ⟨𝑎+𝑛⟩ on pariton, määritellään a ⋅ x ≡𝑚
𝑚+𝛽−a⋅⟨𝑎+𝑛⟩

2
kaavaksi 𝜑. Muussa tapauksessa määritellään 𝜑 kaavaksi a ⋅ x ≡𝑚

𝛽−a⋅⟨𝑎+𝑛⟩
2 .

Jos 𝜑 ei vielä löydy tilojen joukosta 𝑄, lisätään se sinne tässä vaiheessa. Joka tapauksessa
määritellään siirtymä 𝛿(a ⋅ x ∼ 𝛽, 𝑎) = 𝜑.

5. Jos tiloja lisättiin edellisessä vaiheessa, toistetaan kohta 4. Muuten siirrytään seuraavaan
kohtaan.
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[𝑥1 + 𝑥2 = 0] [𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0] [𝑥3 ≡6 1]

1.
2.
3.

0

⊤

⊥

Σ2 ∪ 𝑆2

Σ2 ∪ 𝑆2

0

⊤

⊥

Σ2 ∪ 𝑆2

Σ2 ∪ 𝑆2

⊥1(6)

⊤

Σ1 ∪ 𝑆1

Σ1 ∪ 𝑆1

4. 0 −1

⊤

⊥

00

01, 10

11
Σ2 ∪ 𝑆2

Σ2 ∪ 𝑆2

0

1 ⊤

⊥

00, 01, 11

10
Σ2 ∪ 𝑆2

Σ2 ∪ 𝑆2

⊥1(6)

⊤

0(3)

0

1

Σ1 ∪ 𝑆1

Σ1 ∪ 𝑆1

5. 0 −1

⊤

⊥

00

01, 10

11

00, 11

01
10

Σ2 ∪ 𝑆2

Σ2 ∪ 𝑆2

0

1 ⊤

⊥

00, 01, 11

10

00, 01, 11

10
Σ2 ∪ 𝑆2

Σ2 ∪ 𝑆2

⊥1(6)

⊤

0(3)

1(3)

2(3)

0

1

0

1

0

1

0

1

Σ1 ∪ 𝑆1

Σ1 ∪ 𝑆1

6. 0 −1

⊤

⊥

00

01, 10
+−, −+, −−

11

++

00, 11
++, −−

01
10

+−, −+

Σ2 ∪ 𝑆2

Σ2 ∪ 𝑆2

0

1 ⊤

⊥

00, 01, 11

10

++, −+
−−

+−

00, 01, 11

10

++, +−, −+, −−

Σ2 ∪ 𝑆2

Σ2 ∪ 𝑆2

⊥1(6)

⊤

0(3)

1(3)

2(3)

0
+, −

1

0

1
−+

0

1

+ −

0

1

+

−

Σ1 ∪ 𝑆1

Σ1 ∪ 𝑆1

Kuva 4. Atomikaavoja vastaavien automaattien konstruointi vaiheittain. Kaavaa a ⋅ x ∼ 𝑏 edustaa
tila nimeltä 𝑏, jos ∼ on = tai ≤, ja tila nimeltä 𝑏(𝑚), jos ∼ on ≡𝑚.
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6. Jäljellä on aakkoston 𝑆𝑛 alkioihin liittyvien siirtymien määritteleminen. Käydään tilat ⊤ ja
⊥ poislukien jokaista joukon 𝑄 alkiota a ⋅ x ∼ 𝛽 kohti läpi kaikki aakkoston 𝑆𝑛 alkiot 𝜎.
Jokaisen kohdalla asetetaan

𝛿(a ⋅ x ∼ 𝛽, 𝜎) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⊤, jos a ⋅ ⟨𝜎⟩ ∼ 𝛽
⊥, muulloin.

Tämän jälkeen joukkoa [a ⋅ x ∼ 𝑏] vastaava DFA on valmis. ⋄

Apulause 29. Esimerkin 28 algoritmilla atomikaavalle a ⋅ x ∼ 𝑏 muodostetussa DFA:ssa merk-
kijono 𝑠

1. vie alkutilasta tilaan ⊤ tai tilaan ⊥, jos ja vain jos se esittää jotakin kokonaislukuvektoria,

2. vie alkutilasta tilaan ⊤, jos ja vain jos ⟨𝑠⟩ ∈ [a ⋅ x ∼ 𝑏].

Todistus. Tarkoituksena on siis todistaa algoritmin oikeellisuus. Ensimmäinen väite on varsin help-
poa nähdä algoritmin kohdan 6 perusteella, ja niinpä muita kuin kokonaislukuvektoreita ei voida
hyväksyä automaatissa. Tästä seuraa myös se, että toisen väitteen todistuksessa riittää tarkastella
merkkijonoja, jotka ovat kokonaislukuvektoreiden esityksiä.

Nyt jompaan kumpaan tilaan kaavaan a ⋅ x ∼ 𝑏 liittyvässä automaatissa vievästä merkkijonosta
𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎 voidaan Määritelmän 22 perusteella todeta, että

a ⋅ ⟨𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎⟩ =
𝑚

∑
𝑗=1

a ⋅ ⟨𝑎𝑗+𝑛⟩ ⋅ 2𝑗−1 + a ⋅ ⟨𝜎⟩ ⋅ 2𝑚.

Seuraavaksi voidaan osoittaa induktiolla luvun 𝑚 suhteen, että merkkijono 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎 vie tilaan
⊤, jos ja vain jos ⟨𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎⟩ ∈ [a ⋅ x ∼ 𝑏]. Jos 𝑚 = 0, merkkijono koostuu vain merkkibiteis-
tä, ja väite seuraa suoraan algoritmin kohdasta 6. Jos puolestaan väite on tosi, kun 𝑚 = 𝑘, niin
tapauksessa 𝑚 = 𝑘 + 1 nähdään, että

a ⋅ ⟨𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎⟩ = a ⋅ ⟨𝑎1+𝑛⟩ + 2
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑚−1

∑
𝑗=1

a ⋅ ⟨𝑎𝑗+1+𝑛⟩ ⋅ 2𝑗−1 + a ⋅ ⟨𝜎⟩ ⋅ 2𝑚−1
⎞
⎟
⎟
⎠

(3)

missä sulkulauseke on induktio-oletuksen muotoa. Niinpä merkkijono 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎 vie alkutilasta
tilaan ⊤, jos ja vain jos merkkijono 𝑎2𝑎3 ⋯ 𝑎𝑚𝜎 vie tilasta 𝛿(a ⋅ x ∼ 𝑏, 𝑎1) = a ⋅ x ∼ 𝛽 tilaan ⊤.
Tämä on puolestaan induktio-oletuksen nojalla yhtäpitävää sen kanssa, että ⟨𝑎2𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎⟩ toteuttaa
kaavan a ⋅ x ∼ 𝛽, joten yhtälössä (3) saadaan

a ⋅ ⟨𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎⟩ = a ⋅ ⟨𝑎1+𝑛⟩ + 2a ⋅ ⟨𝑎2𝑎3 ⋯ 𝑎𝑚𝜎⟩ = a ⋅ ⟨𝑎1+𝑛⟩ + 2𝛽.

Siis algoritmin kohdan 4 (Apulauseen 27) nojalla edelleen yhtäpitävästi

a ⋅ ⟨𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝜎⟩ ∼ a ⋅ ⟨𝑎1+𝑛⟩ + 𝑏 − ⟨𝑎1+𝑛⟩ = 𝑏,

joten toinen väite on todistettu.
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4.3.2 Aakkoston minimointi

Kuten edellä mainittiin, Presburger-aritmetiikan automaattien käytännön toteutuksen kannalta aak-
kosto Σ𝑛 ∪ 𝑆𝑛 kasvaa nopeasti liian suureksi tilasiirtymäfunktion tehokasta käsittelyä varten. Aak-
koston rajaaminen vain (merkki)bitteihin tarkoittaa kuitenkin, että esimerkiksi kaavaa 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0
koskevassa automaatissa (ks. kuva 5) siirtymät tilojen välillä ovat mahdollisia vasta, kun kaksi
peräkkäistä bittiä on luettu. DFA-muodon säilyttämisen kannalta tiloja on siis lisättävä siirtymien
kohdalle tallettamaan luettujenmerkkien vaikutus siihen asti, kunnes voidaan siirtyä ”varsinaiseen”
tilaan.

Kun joukkoon [𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0] liittyvässä automaatissa merkit 0, 1, + ja − voidaankin lukea vain
yksi kerrallaan muuttujien numerointijärjestyksessä, niin havaitaan seuraavaa.

• Jos tilassa 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0 luetaan merkki 0, niin lopputuloksena voi olla vain paluu samaan
tilaan. Samoin käy tilassa 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 1, ja niinpä voidaan piirtää 0-kaaret tiloilta itselleen.

• Jos yhdessä näistä tiloista luetaan merkki 1, niin vaihtoehtoina on joko tilan säilyminen tai
siirtymä toiseen näistä tiloista. On siis lisättävä uudet tilat, joihin päädytään lukemallamerkki
1, ja joista edetään seuraavaksi luetun merkin mukaan joko tilaan 𝑥1 −𝑥2 ≤ 0 tai 𝑥1 −𝑥2 ≤ 1.

• Mikä tahansa tilassa 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 1 luettu merkkibitti vie hyväksyvään tilaan. Samoin tilassa
𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0 luettu merkkibitti − vie suoraan tilaan ⊤. Jos puolestaan tilassa 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0
luetaan merkki +, niin edellisen kohdan tapaan on siirryttävä uuteen tilaan, josta puolestaan
siirrytään seuraavana luetun merkin mukaan joko tilaan ⊤ tai ⊥.

Yhdistämällä nämä huomiot saadaan kuvan 5 tilasiirtymäfunktion taulukko, johon liittyvä DFA
hyväksyy täsmälleen saman, joukkoa [𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0] edustavan kielen, mutta operoimalla aakkos-
tolla Σ1 ∪ 𝑆1 kaksi kertaa laajemman aakkoston Σ2 ∪ 𝑆2 sijaan. Muunnosta tehdessä on pidettävä
mielessä, että siirtymät alkuperäisen automaatin tilojen välillä tapahtuvat täsmälleen kahden luetun
merkin jälkeen.

Aakkostoon Σ1 ∪ 𝑆1 liittyvän automaatin siirtymäfunktion taulukon perusteella uudessa automaa-
tissa esitettäviä siirtymiä on yhteensä 48, kun taas alkuperäisessä niitä on moninkertaisuudet huo-
mioiden 32. Tämä kasvu syntyy uusien tilojen lisäämisestä. Tilasiirtymäfunktion esittämiseen käy-
tettävässä muistissa saavutettava etu perustuukin siihen, että toisin kuin kuvan 5 ylemmässä auto-
maatissa, alemmassa osa siirtymistä ja tiloista sisältää tarpeetonta tietoa. Koska taulukossa lisättyi-
hin tiloihin 1 ∶ + ja 1 ∶ − liittyvät siirtymäsarakkeet ovat identtiset, nämä tilat voidaan yhdistää ja
esimerkiksi tilaan 1 ∶ − tulevat siirtymät ohjata tilaan 1 ∶ +. Muissa, useampia vapaita muuttujia
käsittelevissä automaateissa olisi lisäksi mahdollista, että tämän muunnoksen jälkeen syntyy uusia
identtisiä sarakkeita, jotka voidaan jälleen yhdistää. Tämä vaikutus saadaan aikaan DFA:n mini-
moinniksi kutsutussa prosessissa [43], joka voidaan toteuttaa esimerkiksi esityksen [34] tekniikalla.
Tarkempi minimoinnin teoreettinen käsittely sivuutetaan, ja siihen viitataan jatkossa käytännössä
menetelmänä, jonka nojalla DFA:sta voidaan poistaa turhia tiloja.

Jotta minimoinnin avulla saatava hyöty voitaisiin saavuttaa mahdollisimman aikaisessa vaiheessa,
se voidaan ottaa käyttöön jo kesken Esimerkin 28 algoritmin. Sen kohtaan 4 voidaan tehdä seuraa-
vanlaiset muokkaukset, jotta konstruoitava automaatti operoisi aakkostolla Σ1 ∪ 𝑆1.
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⊥

00, 01, 11
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++, −+
−−

+−

00, 01, 11
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++, +−, −+, −−

Σ2 ∪ 𝑆2

Σ2 ∪ 𝑆2

𝛿(𝑞, 𝑎) 0 0 ∶ 0 0 ∶ 1 0 ∶ + 0 ∶ − 1 1 ∶ 0 1 ∶ 1 1 ∶ + 1 ∶ − ⊤ ⊥

0 0 ∶ 0 0 1 ⊥ ⊥ 1 ∶ 0 1 0 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
1 0 ∶ 1 0 0 ⊥ ⊥ 1 ∶ 1 1 1 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
+ 0 ∶ + ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ 1 ∶ + ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥
− 0 ∶ − ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 1 ∶ − ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥

Kuva 5. Joukkoa [𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0] esittävä DFA aakkostolla Σ2 ∪ 𝑆2 ja tilasiirtymäfunktion taulukko
aakkostolle Σ1 ∪ 𝑆1. Numerolla 𝑏 merkitty tila edustaa kaavaan 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 𝑏 liittyvää tilaa. Kak-
soispisteellä eroteltu aakkonen tämän jälkeen kuvaa tilaa, johon on päästy numeron esittämästä
tilasta lukemalla kyseinen aakkonen.

4. Määritellään jokaista edellisessä vaiheessa lisättyä tilaa 𝜓 = a ⋅ x ∼ 𝛽 kohti erikseen kaik-
ki mahdolliset tilat 𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑛−1, missä 𝑟𝑖 ∈ Σ1, kun indeksi 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1, se-
kä lisätään nämä uudet tilat joukkoon 𝑄. Kun 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1, määritellään siirtymät
𝛿(𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑘−1, 𝑟𝑘) = 𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑘, jos 𝑟𝑘 ∈ Σ1, ja 𝛿(𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑘−1, 𝑟𝑘) = ⊥,
jos 𝑟𝑘 ∈ 𝑆1. Jokaiselle muotoa 𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑛−1 olevalle tilalle määritellään siirtymät
𝛿(𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑛−1, 𝑟𝑛) = 𝜑 asettamalla 𝜑 = ⊥, jos 𝑟𝑛 ∈ 𝑆1, tai jos 𝑟𝑛 ∈ Σ1, merkitse-
mällä 𝑎 = 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑛 ja toteuttamalla täsmälleen yksi Esimerkin 28 kohdista 4(a), 4(b) tai
4(c). Jos 𝜑 ei vielä löydy tilojen joukosta 𝑄, lisätään se sinne tässä vaiheessa. Sitten mini-
moidaan tähän asti konstruoitu automaatti lukuunottamatta vielä saavuttamattoman tilan ⊤
poistamista.

Vastaava muutos pitää tehdä myös Esimerkin 28 algoritmin kohdalle 6, jotta myös merkkibitit
voidaan lukea yksi kerrallaan.

6. Jäljellä on merkkibitteihin liittyvien siirtymien määritteleminen. Määritellään jokaista jou-
kon 𝑄 ∩ ℱPres alkiota 𝜓 = a ⋅ x ∼ 𝛽 kohti erikseen kaikki mahdolliset tilat 𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑛−1,
missä 𝑟𝑖 ∈ 𝑆1, kun indeksi 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1, sekä lisätään nämä uudet tilat joukkoon 𝑄.
Kun 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1, määritellään siirtymät 𝛿(𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑘−1, 𝑟𝑘) = 𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑘, jos
𝑟𝑘 ∈ 𝑆1, ja 𝛿(𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑘−1, 𝑟𝑘) = ⊥, jos 𝑟𝑘 ∈ Σ1. Jokaiselle muotoa 𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑛−1
olevalle tilalle määritellään siirtymät 𝛿(𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑛−1, 𝑟𝑛) = 𝜑 asettamalla 𝜑 = ⊥, jos
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𝑟𝑛 ∈ Σ1, tai jos 𝑟𝑛 ∈ 𝑆1, merkitsemällä 𝜎 = 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑛 ja asettamalla

𝜑 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⊤, jos 𝒵, 𝑠(⟨𝜎⟩/x) ⊨ 𝜓
⊥, muulloin.

Sitten minimoidaan konstruoitu automaatti, ja tämän jälkeen joukkoa [a ⋅ b ∼ 𝛽] vastaava
DFA on valmis.

Huomautus. Edellisissämuutoksissa oletettiin implisiittisesti, että atomikaavassa esiintyvillämuut-
tujilla on järjestys, jossa luettavia bittejä sijoitetaan niiden paikalle. Yksittäisen atomikaavan ta-
pauksessa se voi olla järjestys, jossa muuttujat esiintyvät kaavassa, mutta useampaa atomikaavaa
yhdistellessä järjestyksen on oltava sama kaikille osakaavoille. Kun yleistä Presburger-kaavaa kos-
kevaa automaattia aloitetaan rakentamaan, kaava on luettava kokonaisuudessaan. Jatkossa olete-
taan, että tässä vaiheessa kaikki kaavassa esiintyvät vapaat ja sidotut muuttujat on järjestetty (esi-
merkiksi numeroimalla), ja että kaikki atomikaavoille konstruoidut automaatit noudattavat tätä sa-
maa järjestystä bittejä lukiessaan.

Yhteensä 𝑛 kappaletta kaavassa esiintyviä muuttujia voidaan järjestää 𝑛! tavalla. On mahdollista,
että koko kaavaa koskevan automaatin tilojen lukumäärä vaihtelee valitun järjestyksen mukaan
(vrt. [6]), jolloin tehokkuuden kannalta olisi hyvä pystyä valitsemaan juuri se muuttujajärjestys,
jolla tilojen lukumäärä on pienin. Tähän ongelmaan ei kuitenkaan tartuta tässä työssä. ⋄

Näillä muutoksilla atomikaavaa vastaavan DFA:n rakentavaan algoritmiin se saadaankin toimi-
maan aakkostolla Σ1 ∪ 𝑆1. Tästä on hyötyä myös Lauseen 26 todistamisen seuraavassa vaiheessa,
kun vapaiden muuttujien lukumäärästä riippumatta automaattien voidaan olettaa toimivan samalla
aakkostolla.

4.3.3 Kvanttorivapaita kaavoja vastaavat automaatit

KunPresburger-atomikaavoille voidaan nytmuodostaa niitä esittävät DFA:t, myösmuut Presburger-
kaavat voidaan käsitellä. Aloitetaan kvanttorivapaista, eli negaation, disjunktion ja konjunktion
avulla rakentuvista kaavoista. Myös implikaatio- ja ekvivalenssinuolet sallittaisiin, mutta semant-
tisten yhtäpitävyyksien vuoksi ne tulkitaan tässä lyhennysmerkinnöiksi.

Konnektiiveja koskevien automaattikonstruktioiden ytimessä on Seurauksen 19 osoittamat tavat
tulkita kaavojen 𝜑 ja 𝜓 osoittamat joukot [¬𝜑], [𝜑 ∨ 𝜓] ja [𝜑 ∧ 𝜓] joukko-operaatioiden avulla.
Ne osoittavat, kuinka luvussa 3.3 esiteltyjä keinoja muodostaa kahden DFA:n hyväksymän kielen
yhdiste, leikkaus ja joukko-opillinen erotus voidaan soveltaa disjunktion, konjunktion ja negaation
toteuttamiseen. Aloitetaan negaatiosta.

Ensimmäinen mieleen tuleva ajatus joukkoa [¬𝜑] esittävän automaatin rakentamisesta voi olla vain
soveltaa Lauseen 9 menetelmää joukkoa [𝜑] esittävään DFA:han. Tämä ei kuitenkaan toimi, sillä
samalla varsinkin aakkostolla Σ1 ∪ 𝑆1 operoivien automaattien tapauksessa joukkoon [¬𝜑] tulisi
paljon merkkijonoja, jotka koodaavat väärän mittaisia kokonaislukuvektoreita tai jotka eivät ole
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minkään kokonaislukuvektorin esityksiä. Niin ikään jos automaatin lopputilojen joukoksi määrite-
tään {⊥}, on mahdollista, että DFA hyväksyisi merkkijonoja, jotka eivät edusta mitään kokonais-
lukuvektoria (esim. merkkibitit voivat puuttua). Siksi joukko [¬𝜑] on parempi nähdä joukon [𝜑]
komplementtina joukossa ℤ𝑛, missä 𝑛 on vapaiden muuttujien lukumäärä kaavassa 𝜑.

Apulause 30. Jos 𝜑 ∈ ℱPres ja siinä esiintyvät vapaat muuttujat ovat järjestyksessä vektorissa
x = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), sekä joukkoa [𝜑] esittää DFA 𝑀 = (𝑄, Σ1 ∪ 𝑆1, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿), niin joukkoa [¬𝜑]
esittää DFA 𝑀′ = (𝑂 × 𝑄, Σ1 ∪ 𝑆1, (0 ⋅x = 0, 𝑞0), {(⊤, ⊥)}, 𝛿0 × 𝛿), missä 𝑂 on joukkoa [0 ⋅x = 0]
esittävän DFA:n tilojen joukko, 𝛿0 saman DFA:n tilasiirtymäfunktio ja 𝐹 ′ = {⊤} × (𝑄 ⧵ 𝐹 ).

Todistus. Väite seuraa suoraan Lauseesta 10, kun ensin Esimerkin 28 algoritmilla luvussa 4.3.2
esitellyin muutoksin konstruoidaan DFA (𝑂, Σ1 ∪ 𝑆1, 0 ⋅ x = 0, {⊤}, 𝛿0) kaavalle 0 ⋅ x = 0. Lop-
putilojen joukossa 𝐹 ′ vaatimus joukkoa [0 ⋅ x = 0] esittävän automaatin päätymisestä tilaan ⊤
varmistaa, että luettu ja hyväksytty merkkijono todella on sopivan mittaisen kokonaislukuvektorin
esitys (ks. Apulause 29).

Disjunktion ja konjunktion toteuttaminen ei niin ikään ole aivan suoraviivainen tuloautomaatin
sovellus, sillä konnektiivilla yhdistettävissä kaavoissa 𝜑 ja 𝜓 voi olla sekä yhteisiä että erillisiä
vapaita muuttujia. Tämän kiertämiseksi molemmat kaavat tulkitaan, kuin niissä olisi täsmälleen
samat vapaat muuttujat. Mikä tahansa muuttuja 𝑦 voidaan lisätä kaavaan a ⋅ x ∼ 𝑏 terminä 0𝑦.

Kun käytössä on aakkostolla Σ1 ∪ 𝑆1 operoivat automaatit, kaavoissa 𝜑 ja 𝜓 yhteensä esiintyvillä
vapailla muuttujilla on edellisen osion oletuksen nojalla järjestys 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛. Koska nollalla ker-
rotun muuttujan paikalle voidaan sijoittaa mitä tahansa kaavan toteutumisen muuttumatta, kutakin
lisättyä muuttujaa kohti on lisättävä kaksi tilaa, toinen sen kohdalla luetulle tavalliselle bitille ja
toinen merkkibitille. Oikeanlaisen tuloksen aikaansaamiseksi on tärkeää, että lisättävät tilat sijoi-
tetaan oikeaan paikkaan automaateissa: jos kyseessä on järjestyksen ensimmäinen muuttuja, sitä
kohti lisättävät tilat on sijoitettava heti joukkoon ℱPres kuuluvien tilojen ”perään”, ja jos taas li-
säys tehdään muuttujan 𝑥𝑘 jälkeen, uusien tilojen on seurattava kaikkia tiloja, jotka ovat muotoa
𝜓 ∶ 𝑟1𝑟2 ⋯ 𝑟𝑘.

Apulause 31. Oletetaan, että𝜑, 𝜓 ∈ ℱPres ja että niissä yhteensä esiintyvät vapaat muuttujat ovat
järjestyksessä vektorissa (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). Merkitään symbolein 𝜑′ ja 𝜓′ kaavoja, joihin on lisätty
kaavoista 𝜑 ja 𝜓 puuttuvat vapaat muuttujat, sekä oletetaan lisäksi, että joukkoa [𝜑′] esittää DFA
𝑀1 = (𝑄1, Σ1 ∪ 𝑆1, 𝑞1, 𝐹1, 𝛿1) ja joukkoa [𝜓′] esittää DFA 𝑀2 = (𝑄2, Σ1 ∪ 𝑆1, 𝑞2, 𝐹2, 𝛿2). Tällöin
joukkoa [𝜑▿𝜓] esittää DFA 𝑀▿ = (𝑄1 × 𝑄2, Σ1 ∪ 𝑆1, (𝑞1, 𝑞2), 𝐹 , 𝛿1 × 𝛿2), missä

1. 𝐹 = (𝐹1 × 𝑄2) ∪ (𝑄1 × 𝐹1), jos ▿ on ∨,
2. 𝐹 = 𝐹1 × 𝐹2, jos ▿ on ∧.

Todistus. Väite seuraa suoraan lauseesta 10, kun otetaan huomioon Seurauksen 19 toteamukset
joukoista [𝜑 ∨ 𝜓] ja [𝜑 ∧ 𝜓]. Seurauksessa 19 vaadittu vektorin alkioiden poimiminen saadaan
aikaan lisättyjen tilojen avulla, jotka vaativat vain, että juuri äsken on luettu joko tavallinen bitti tai
merkkibitti.
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Taulukko 2. Tilasiirtymäfunktion taulukko joukkoa [0𝑥1 + 0𝑥2 = 0] esittävälle DFA:lle.

𝛿(𝑞, 𝑎) 0 0 ∶ 0 0 ∶ + ⊤ ⊥

0 0 ∶ 0 0 ⊥ ⊥ ⊥
1 0 ∶ 0 0 ⊥ ⊥ ⊥
+ 0 ∶ + ⊥ ⊤ ⊥ ⊥
− 0 ∶ + ⊥ ⊤ ⊥ ⊥

Taulukko 3. Tilasiirtymäfunktion taulukko joukkoa [𝑥1 + 𝑥2 = 0] esittävälle DFA:lle.

𝛿(𝑞, 𝑎) 0 0 ∶ 0 0 ∶ 1 0 ∶ + −1 −1 ∶ 1 −1 ∶ + ⊤ ⊥

0 0 ∶ 0 0 ⊥ ⊥ 0 ∶ 1 −1 ⊥ ⊥ ⊥
1 0 ∶ 1 ⊥ −1 ⊥ −1 ∶ 1 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
+ 0 ∶ + ⊥ ⊥ ⊤ −1 ∶ + ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
− ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ 0 ∶ + ⊥ ⊤ ⊥ ⊥

Esimerkki 32. Rakennetaan joukkoa [¬𝑥1 + 𝑥2 = 0 ∧ 𝑥3 ≡6 1] esittävä DFA Apulauseiden 30 ja
31, sekä Esimerkin 28 avulla.

Aloitetaan osakaavaan ¬𝑥1 + 𝑥2 = 0 liittyvästä automaatista. Kaavaan 0𝑥1 + 0𝑥2 = 0 liittyvän
DFA:n tilasiirtymäfunktion taulukossa 2 tilojen nimissä esiintyviä atomikaavoja edustaa niiden re-
laation oikea puoli. Koska tässä automaatissa luetuista merkeistä väliä on vain sillä, onko kyseessä
merkki- vai tavallinen bitti, suoraan Esimerkin 28 algoritmilla konstruoidusta taulukosta voidaan
sieventää pois kaksi saraketta. Lisäksi joukkoa [𝑥1 + 𝑥2 = 0] esittävässä DFA:ssa aakkostolla
Σ1 ∪ 𝑆1 siirtymäfunktion on esitetty taulukossa 3. Koska tilassa 𝑥1 + 𝑥2 = 0 luetun ykkösbitin
jälkeiset siirtymät ovat täsmälleen samat kuin tilassa 𝑥1 + 𝑥2 = −1 luetun nollabitin jälkeiset siir-
tymät, nämä tilat voidaan yhdistää. Samoin tiloihin 𝑥1 + 𝑥2 = 0 ∶ + ja 𝑥1 + 𝑥2 = −1 ∶ −, sekä
tiloihin 𝑥1 + 𝑥2 = 0 ∶ − ja ⊥ liittyvät sarakkeet ovat identtiset, joten tästä automaatista voidaan
supistaa kolme tilaa turhina pois.

Nyt näiden taulukoiden kuvaamille automaateille voidaan muodostaa tuloautomaatti Apulauseen
30 mielessä, jolloin tilojen lyhennysmerkinnöin joukkoa [¬𝑥1 + 𝑥2 = 0] esittää DFA, jossa on en-
nen minimointia yhteensä korkeintaan 45 tilaa. Käytännössä, koska joukkoja [0𝑥1 + 0𝑥2 = 0] ja
[𝑥1 + 𝑥2 = 0] esittävien automaattien graafit eivät ole täydellisiä, kaikki tilojen yhdistelmät eivät
ole tuloautomaatissa mahdollisia, eli tiloja on vähemmän kuin kerrottavien automaattien tilojen lu-
kumäärien tulo osoittaa. Joukkoa [¬𝑥1 + 𝑥2 = 0] esittävän DFA:n tilasiirtymäfunktio on kirjattu
taulukkoon 4. Esityksestä on jätetty pois sellaiset tilanteet, joista ei voi enää päästä Apulauseen 30
tarkoittamaan tuloautomaatin lopputilojen joukkoon. Nämä tulisivat joka tapauksessa minimointi-
prosessissa yhdistettyä yhteen tilaan. Koska taulukon 4 edustamassa automaatissa on yhteensä 10
tilaa, yhden ristiriitatilan lisäämisen jälkeen minimoidussa automaatissa on 11 tilaa.

Jotta tuloksena saatua automaattia voitaisiin hyödyntää suoraan haluttua joukkoa esittävän DFA:n
rakentamiseen tuloautomaatin avulla, siihen on lisättävämahdollisuus lukeamuuttujia 𝑥1 ja 𝑥2 kos-
kevien bittien jälkeen vielämikä tahansa bitti, pitäen kuitenkin kirjaa siitä, onko kyseessä tavallinen
bitti vai merkkibitti. Toisin sanoen automaatti muunnetaan esittämään kaavaa ¬𝑥1 + 𝑥2 + 0𝑥3 = 0.
Tämä saadaan aikaiseksi viivästämällä tiloista (𝑞, 𝑞′), missä vähintään toinen alkioista 𝑞 ja 𝑞′ on
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Taulukko 4. Osittainen tilasiirtymäfunktion taulukko joukkoa [¬𝑥1 + 𝑥2 = 0] esittävälle DFA:lle.
Viivoin (—) merkityt solut merkitsevät tilaa josta ei voi enää millään siirtymillä päästä lopputilaan.
Lihavoidut solut merkitsevät lopputiloja.

𝛿(𝑞, 𝑎) (0, 0) (0 ∶ 0, 0 ∶ 0) (0 ∶ 0, 0 ∶ 1) (0 ∶ +, 0 ∶ +) (0 ∶ +, ⊥)

0 (0 ∶ 0, 0 ∶ 0) (0, 0) (0, ⊥) — —
1 (0 ∶ 0, 0 ∶ 1) (0, ⊥) (0, −1) — —
+ (0 ∶ +, 0 ∶ +) — — — (⊤, ⊥)
− (0 ∶ +, ⊥) — — (⊤, ⊥) (⊤, ⊥)

𝛿(𝑞, 𝑎) (0, ⊥) (0, −1) (0 ∶ 0, ⊥) (0 ∶ 0, −1 ∶ 1) (0 ∶ +, −1 ∶ +)

0 (0 ∶ 0, ⊥) (0 ∶ 0, 0 ∶ 1) (0, ⊥) (0, −1) —
1 (0 ∶ 0, ⊥) (0 ∶ 0, −1 ∶ 1) (0, ⊥) (0, ⊥) —
+ (0 ∶ +, ⊥) (0 ∶ +, −1 ∶ +) — — (⊤, ⊥)
− (0 ∶ +, ⊥) (0 ∶ +, 0 ∶ +) — — —

Taulukko 5. Osittainen tilasiirtymäfunktion taulukko joukkoa [¬𝑥1 + 𝑥2 = 0] esittävälle DFA:lle,
kun kaavaan on lisätty vapaa muuttuja 𝑥1. Lihavoidut solut merkitsevät lopputiloja.

𝛿(𝑞, 𝑎) (0, 0) (0 ∶ 0, 0 ∶ 0) (0 ∶ 0, 0 ∶ 1) (0 ∶ +, 0 ∶ +) (0 ∶ +, ⊥)

0 (0 ∶ 0, 0 ∶ 0) (0 ∶ 00, 0 ∶ 00) (0 ∶ 01, ⊥) — —
1 (0 ∶ 0, 0 ∶ 1) (0 ∶ 01, ⊥) (0 ∶ 01, 0 ∶ 11) — —
+ (0 ∶ +, 0 ∶ +) — — (0 ∶ ++, 0 ∶ ++) (0 ∶ +−, ⊥)
− (0 ∶ +, ⊥) — — (0 ∶ +−, ⊥) (0 ∶ +−, ⊥)

𝛿(𝑞, 𝑎) (0 ∶ 00, 0 ∶ 00) (0 ∶ 01, ⊥) (0 ∶ 01, 0 ∶ 11) (0 ∶ ++, 0 ∶ ++) (0 ∶ +−, ⊥)

0 (0, 0) (0, ⊥) (0, −1) — —
1 (0, 0) (0, ⊥) (0, −1) — —
+ — — — — (⊤, ⊥)
− — — — — (⊤, ⊥)

𝛿(𝑞, 𝑎) (0, ⊥) (0, −1) (0 ∶ 0, ⊥) (0 ∶ 0, −1 ∶ 1) (0 ∶ +, −1 ∶ +)

0 (0 ∶ 0, ⊥) (0 ∶ 0, 0 ∶ 1) (0 ∶ 01, ⊥) (0 ∶ 01, 0 ∶ 11) —
1 (0 ∶ 0, ⊥) (0 ∶ 0, −1 ∶ 1) (0 ∶ 01, ⊥) (0 ∶ 01, ⊥) —
+ (0 ∶ +, ⊥) (0 ∶ +, −1 ∶ +) — — (0 ∶ +−, ⊥)
− (0 ∶ +, ⊥) (0 ∶ +, 0 ∶ +) — — (0 ∶ ++, 0 ∶ ++)

muotoa 𝜓 ∶ 𝑟, 𝜓 ∈ ℱPres ja 𝑟 ∈ Σ1 ∪ 𝑆1, tehtäviä siirtymiä. Jos näissä tiloissa luettava bitti on
samaa laatua kuin 𝑟, niin sitten voidaan siirtyä alkuperäisen automaatin osoittamaan seuraavaan
tilaan. Tässä minimointi auttaa poistamaan paljon tiloja, ja joukkoa [¬𝑥1 + 𝑥2 + 0𝑥3 = 0] esittävän
DFA:n siirtymäfunktio on tiivistetty taulukkoon 5.

Vastaavaan tapaan otetaan käyttöön joukkoa [0𝑥1 + 0𝑥2 + 𝑥3 ≡6 1] esittävälle DFA:lle esitys,
jossa ennen muuttujaan 𝑥3 liittyvää siirtymää voidaan lukea mitkä tahansa kaksi tavallista bittiä
tai merkkibittiä peräkkäin. Tämä muunnos on tiivistetty taulukkoon 6. Tästä esityksestä on jätet-
ty pois triviaalit siirtymät tiloista ⊤ ja ⊥. Nyt millä tahansa tavanomaisella suoran tuloautomaatin
generoivalla tekniikalla taulukoiden 5 ja 6 osoittamat DFA:t voidaan yhdistää, ja lopputulos saa-
daan esittämään joukkoa [¬𝑥1 + 𝑥2 = 0 ∧ 𝑥3 ≡6 1] asettamalla hyväksyvien tilojen joukoksi
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Taulukko 6. Tilasiirtymäfunktion taulukko joukkoa [𝑥3 ≡6 1] esittävälle DFA:lle, kun kaavaan on
lisätty vapaat muuttujat 𝑥1 ja 𝑥2.

𝛿(𝑞, 𝑎) 1(6) 1(6) ∶ 0 1(6) ∶ 00 0(3) 0(3) ∶ 0 0(3) ∶ 00 0(3) ∶ + 0(3) ∶ ++

0 1(6) ∶ 0 1(6) ∶ 00 ⊥ 0(3) ∶ 0 0(3) ∶ 00 0(3) ⊥ ⊥
1 1(6) ∶ 0 1(6) ∶ 00 0(3) 0(3) ∶ 0 0(3) ∶ 00 1(3) ⊥ ⊥
+ ⊥ ⊥ ⊥ 0(3) ∶ + ⊥ ⊥ 0(3) ∶ ++ ⊤
− ⊥ ⊥ ⊥ 0(3) ∶ + ⊥ ⊥ 0(3) ∶ ++ ⊥

𝛿(𝑞, 𝑎) 1(3) 1(3) ∶ 0 1(3) ∶ 00 2(3) 2(3) ∶ 0 2(3) ∶ 00 2(3) ∶ + 2(3) ∶ ++

0 1(3) ∶ 0 1(3) ∶ 00 2(3) 2(3) ∶ 0 2(3) ∶ 00 1(3) ⊥ ⊥
1 1(3) ∶ 0 1(3) ∶ 00 0(3) 2(3) ∶ 0 2(3) ∶ 00 2(3) ⊥ ⊥
+ ⊥ ⊥ ⊥ 2(3) ∶ + ⊥ ⊥ 2(3) ∶ ++ ⊥
− ⊥ ⊥ ⊥ 2(3) ∶ + ⊥ ⊥ 2(3) ∶ ++ ⊤

𝐹 = {(⊤, ⊥)} × {⊤} = {((⊤, ⊥), ⊤)}. ⋄

4.3.4 Kvanttoreita sisältäviä kaavoja vastaavat automaatit

Apulauseiden 30 ja 31 todistus perustuu lopulta Presburger-joukkojen määritelmän Seuraukseen
19, ja vastaavin perustein voidaan käsitellä myös eksistenssikvantifiointia. Tätä kuitenkin mut-
kistaa se, että toisin kuin konnektiivien tapauksessa, jossa vapaiden muuttujien lukumäärä pysyy
vähintään samana, kvanttori sitoo aina yhden vapaan muuttujan pois kaavasta. Seurauksen 19 mu-
kaisesti kaavaan ∃𝑥𝜑 liittyvä kokonaislukuvektoreista koostuva Presburger-joukko saadaan jou-
kosta [𝜑] poistamalla kaavan 𝜑 vapaaseen muuttujaan 𝑥 liittyvät alkiot vektoreista. Toisin sanoen
eksistenssikvantifiointi johtaa välttämättä Presburger-joukon vektoreiden lyhentymiseen.

Koska Presburger-kaavan 𝜑 toteutuminen riippuu sen vapaille muuttujille x annetuista arvoista,
näiden arvojen on oltava myös prosessiin käytettävän äärellisen automaatin syötteenä. Niinpä kaa-
van ∃𝑥𝑖𝜑 toteutumisen tutkimiseksi tunnetun automaatin syötteestä ja tilasiirtymäfunktiosta on
poistettava juuri sidotun muuttujan 𝑥𝑖 vaikutus. Nyt on kuitenkin mahdollista, että löytyy vektorit
c,d ∈ [𝜑], joille c(𝑖) = d(𝑖) ja 𝑐𝑖 ≠ 𝑑𝑖. Esimerkiksi käy kaava 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0, jonka toteuttavat muun
muassa vektorit (0, 1) ja (0, 2). Kuvaan 6 on toistettu vertailua varten kuva aakkostolla Σ2 ∪ 𝑆2
toimivasta DFA:sta kaavalle 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0, sekä kaavaa ∃𝑥1(𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0) vastaava automaat-
ti, jonka siirtymäfunktiota varten poistetaan muuttujan 𝑥1 vaikutus (aakkoston Σ2 ∪ 𝑆2 alkioiden
ensimmäinen bitti) ja näin syntyvät toisteisuudet.

Kun kuvan 6 oikean puoleisen automaatin siirtymäfunktiota aletaan tarkastella, havaitaan että esi-
merkiksi 𝛿(𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0, 0) = {𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0, 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 1}, jolloin automaatti on epädeterminis-
tinen. On kuitenkin aiemmin kielten katenaation (Lause 12) tapaan mahdollista muodostaa ensin
eksistenssikvantifiointia edustava NFA, ja sitten determinisoida se Lauseen 14 menetelmällä.

Vektorin tietyn paikkaluvun poistaminen saadaan toteutettua myös aakkostolla Σ1 ∪ 𝑆1 operoivis-
sa automaateissa, koska eksistenssikvantifioitavassa kaavassa vapailla muuttujilla on järjestys (ks.
huomautus luvussa 4.3.2). Niinpä tiettyyn tilaan voidaan päästä vain lukemalla bitti, joka liittyy
aina samaan muuttujaan. Jos siis ennen kvantifiointia kaavassa esiintyy 𝑛 muuttujaa järjestykses-
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Kuva 6. Joukkoa [𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0] esittävä DFA (vas.) ja joukkoa [∃𝑥1(𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0)] esittävä NFA.
Numerolla 𝑏 merkitty tila edustaa kaavaan 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 𝑏 liittyvää tilaa.

sä 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, ja sidottava muuttuja on 𝑥𝑘, konstruoitavassa automaatissa on ikään kuin voitava
hypätä 𝑘:nnen tilan ja sitä aina 𝑛:n siirtymän välein seuraavien tilojen yli, kun alkutilaa pidetään
ensimmäisenä tilana. Määritelmä 11 mieleen palauttaen tämä voidaan tehdä 𝜀-siirtymien avul-
la, jolloin kaikista ”yli hypättävistä” tiloista lähtevät siirtymät korvataan aakkosen sijaan tyhjällä
merkkijonolla tehtäviksi.

Apulause 33. Oletetaan, että 𝜑 ∈ ℱPres ja että siinä esiintyvät vapaat muuttujat muodostavat
vektorin x = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). Jos joukkoa [𝜑] esittää DFA 𝑀 = (𝑄, Σ1 ∪ 𝑆1, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿), niin joukon
[∃𝑥𝑘𝜑] jokaisen alkion kaikista merkkijonoesityksistä vähintään yksi tulee hyväksytyksi NFA:ssa
𝑁 = (𝑄, Σ1 ∪ 𝑆1, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿′), missä siirtymäfunktio 𝛿′(𝑞, 𝑎) toteuttaa seuraavat ehdot.

Oletetaan, että𝑚𝑞 on tilan 𝑞 ∈ 𝑄 nimessä välittömästi kaksoispisteen jälkeen esiintyvien aakkoston
Σ1 ∪ 𝑆1 alkioiden lukumäärä.

• Jos 𝑚𝑞 + 1 = 𝑘, niin 𝛿′(𝑞, 𝜀) = {𝛿(𝑞, 𝑟) ∈ 𝑄 ∣ 𝑟 ∈ Σ1 ∪ 𝑆1}.
• Muussa tapauksessa 𝛿′(𝑞, 𝑎) = {𝛿(𝑞, 𝑎)} aina, kun 𝑎 ∈ Σ1 ∪ 𝑆1.

Todistus. Seurauksen 19 nojalla riittää osoittaa, että 𝐿(𝑁) = {𝑠(𝑖) ∈ 𝐿𝑛−1 ∣ ⟨𝑠⟩ ∈ [𝜑]}. Joukon
[∃𝑥𝑘𝜑] alkioiden koodaukset ovat nyt muotoa

𝑠𝑘 = 𝑏11 ⋯ 𝑏1(𝑘−1)𝑏1(𝑘+1) ⋯ 𝑏1𝑛 ⋯ 𝑏𝑚1 ⋯ 𝑏𝑚(𝑘−1)𝑏𝑚(𝑘+1) ⋯ 𝑏𝑚𝑛𝜎1 ⋯ 𝜎𝑘−1𝜎𝑘+1 ⋯ 𝜎𝑛,

missä 𝑏𝑖𝑗 ∈ Σ1 ja 𝜎𝑗 ∈ 𝑆1, kun 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚 ja 𝑗 = 1, … , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1, … , 𝑛. Koska kyseessä on
erityisesti joukon ∃𝑥𝑘𝜑 alkion esitys merkkijonona, löydetään lisäksi aakkoset 𝑏1𝑘, … , 𝑏𝑚𝑘 ∈ Σ1
ja 𝜎𝑘 ∈ 𝑆1, jotka lisäämällä merkkijono

𝑠 = 𝑏11 ⋯ 𝑏1𝑛 ⋯ 𝑏𝑚1 ⋯ 𝑏𝑚𝑛𝜎1 ⋯ 𝜎𝑛 ∈ 𝐿(𝑀).

Viimeinen ehto voidaan esittää yhtäpitävästi väitteenä ̂𝛿(𝑞0, 𝑠) ∈ 𝐹 , mikä tarkoittaa, että joukkoa
[𝜑] esittävässä DFA:ssa on olemassa tämän merkkijonon osoittama tilojen jono

𝑞0, 𝑞11, … , 𝑞1𝑛, … , 𝑞𝑚1, … , 𝑞𝑚𝑛, 𝑞(𝑚+1)1, … , 𝑞(𝑚+1)𝑛,
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jossa 𝑞(𝑚+1)𝑛 ∈ 𝐹 .

Tarkastellaan seuraavaksi NFA:n 𝑁 tilasiirtymäfunktiota. Edellä esitetyn perusteella tilojen jonos-
sa jokainen tila 𝑞𝑖𝑗 on edeltäjänsä ja joukon [∃𝑥𝑘𝜑] alkioon liittyvästä merkkijonosta 𝑠𝑘 järjestyk-
sessä luetun aakkosen määräämässä kuvassa funktiossa 𝛿′. Tämän perusteluna tarkastellaan kahta
tapausta.

1. Indeksi 𝑗 ≠ 𝑘, eli 𝑚𝑞𝑖𝑗 ≠ 𝑘 − 1. Merkkijonosta 𝑠𝑘 löytyy aakkonen 𝑏𝑖𝑗 (tai 𝜎𝑗), jolloin
oletusten nojalla 𝑞𝑖𝑗 ∈ {𝛿(𝑞𝑖(𝑗−1), 𝑏𝑖𝑗)} = 𝛿′(𝑞𝑖(𝑗−1), 𝑏𝑖𝑗), jos 1 < 𝑗 ≤ 𝑛, ja vastaavasti
𝑞𝑖1 ∈ {𝛿(𝑞(𝑖−1)𝑛, 𝑏𝑖1)} = 𝛿′(𝑞(𝑖−1)𝑛, 𝑏𝑖1) (𝑞(𝑖−1)𝑛 = 𝑞0, jos 𝑖 = 1).

2. Indeksi 𝑗 = 𝑘, eli 𝑚𝑞𝑖𝑗 = 𝑘 − 1. Nyt merkkijonosta 𝑠𝑘 ei löydy aakkosta 𝑏𝑖𝑘 (tai 𝜎𝑘), mutta
tilasta 𝑞𝑖(𝑘−1) on olemassa 𝜀-siirtymä tilaan 𝑞𝑖𝑘, jos 1 < 𝑘 ≤ 𝑛, ja vastaavasti tilasta 𝑞(𝑖−1)𝑛
on olemassa 𝜀-siirtymä tilaan 𝑞𝑖1, jos 𝑘 = 1 (𝑞(𝑖−1)𝑛 = 𝑞0, jos 𝑖 = 1).

Nyt, koska 𝑞(𝑚+1)𝑛 ∈ 𝐹 , voidaan todeta, että ̂𝛿′({𝑞0}, 𝑠𝑘) ∩ 𝐹 ≠ ∅, eli epädeterministinen auto-
maatti 𝑁 hyväksyy merkkijonon 𝑠𝑘. Tämän päättelyn välivaiheet toimivat yhtä hyvin myös toiseen
suuntaan, joten on osoitettu, että 𝑁 hyväksyy täsmälleen joukon [∃𝑥𝑘𝜑] alkiot.

Kun nyt eksistenssikvanttoria käyttäville kaavoille voidaan muodostaa DFA-esitys, myös univer-
saalikvanttori on käsitelty. Koska ∀𝑥𝜑 on loogisesti ekvivalentti kaavan ¬∃𝑥(¬𝜑) kanssa, tätä kaa-
vaa koskeva automaatti rakennetaan joukkoa [𝜑] esittävästä automaatista soveltamalla ensin Apu-
lausetta 30, sitten edellistä Apulausetta 33 ja determinisoimalla näin saatu NFA, sekä lopuksi käyt-
tämällä jälleen Apulausetta 30.

Huomautus. Apulause 33 toteaa vain, että rakennettu NFA hyväksyy vähintään yhden joukon
[∃𝑥𝑘𝜑] jokaisen alkion merkkijonoesityksistä. Syy on siinä, että koska eksistenssikvantifioinnin
myötä joukon [𝜑] vektorista voidaan poistaa juuri se komponentti, jonka merkkijonoesitys on kai-
kista pisin, suoraan rakennettu NFA saattaa hyväksyä vain riittävän pitkiä esityksiä joillekin joukon
[∃𝑥𝑘𝜑] [43].

Tarkastellaan Esimerkin 32 tulosten perusteella joukkoa [∃𝑥3(¬𝑥1 + 𝑥2 = 0 ∧ 𝑥3 ≡6 1)]. Kos-
ka vektori (0, −1, 1) = ⟨011+−+⟩ toteuttaa kvanttorivapaan version kaavasta, lyhyempi vektori
(0, −1) = ⟨01+−⟩ = ⟨+−⟩ kuuluu tähän joukkoon. Nyt kuitenkin, kuten taulukosta 7 havaitaan,
Apulauseen 33 mukainen NFA hyväksyy näistä saman vektorin esityksistä 01+− ja +− vain pi-
demmän. Syynä on, että osakaavaan 𝑥3 ≡6 1 liittyvässä osassa alkuun luettu merkkibitti estää
lopputilaan pääsemisen (mikään joukon {0, −1} alkio ei toteuta kaavaa 𝑥3 ≡6 1).

Määritelmän 25 mielessä Apulause 33 ei siis vielä täytä vaatimusta Presburger-joukon esittämi-
sestä NFA:n (DFA:n) avulla. Ongelma voidaan kiertää varmistamalla, että aina kun merkkijono
𝑠𝜋(𝜎)ℓ𝜎, missä 𝑠 ∈ Σ∗

𝑛, 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 ja ℓ on positiivinen kokonaisluku, hyväksytään NFA:ssa, myös
𝑠𝜎 hyväksytään (vrt. [43] MSBF-esitykselle). Tämä ei lisää NFA:n hyväksymien vektorien mää-
rää, sillä merkkibittijonon 𝜎 osoittamaa tavallisten bittien jonoa 𝜋(𝜎) voidaan toistaa juuri ennen
merkkibittejä kuinka monta kertaa vain, mukaan lukien nolla kertaa. ⋄

Seuraus 34. Oletetaan, että 𝜑 ∈ ℱPres ja että siinä esiintyvät vapaat muuttujat muodostavat
vektorin x = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). Jos joukkoa [𝜑] esittää DFA 𝑀 = (𝑄, Σ1 ∪𝑆1, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿), niin joukkoa
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Taulukko 7.Merkkijonojen 01+− = 01𝜀+−𝜀 ja +− = +−𝜀 joukkoon [∃𝑥3(¬𝑥1 + 𝑥2 = 0 ∧ 𝑥3 ≡6
1)] liittyvässä NFA:ssa osoittamien polkujen simulointi. Tiedot on määritetty suoraan taulukoiden
5 ja 6 avulla. Merkkijono hyväksytään NFA:ssa, jos ja vain jos sekä osakaavaa ¬𝑥1 + 𝑥2 = 0 että
kaavaa 𝑥3 ≡6 1 koskevassa sarakkeessa päädytään hyväksyvään tilaan (lihavoitu).

Osakaava Osakaava Osakaava Osakaava
Merkki ¬𝑥1 + 𝑥2 = 0 𝑥3 ≡6 1 Merkki ¬𝑥1 + 𝑥2 = 0 𝑥3 ≡6 1

(0, 0) 1(6) (0, 0) 1(6)
0 (0 ∶ 0, 0 ∶ 0) (1(6) ∶ 0) + (0 ∶ +, 0 ∶ +) ⊥
1 (0 ∶ 01, ⊥) 1(6) ∶ 00 − (0 ∶ +, ⊥) ⊥
𝜀 (0, ⊥) 0(3) ⊥ 𝜀 (⊤, ⊥) ⊥
+ (0 ∶ +, ⊥) 0(3) ∶ + ⊥
− (0 ∶ +−, ⊥) 0(3) ∶ ++ ⊥
𝜀 (⊤, ⊥) ⊤ ⊥

[∃𝑥𝑘𝜑] esittää NFA 𝑁 = (𝑄, Σ1 ∪ 𝑆1, 𝑞0, 𝐹 , 𝛿′), missä siirtymäfunktio 𝛿′(𝑞, 𝑎) toteuttaa seuraavat
ehdot.

Oletetaan, että𝑚𝑞 on tilan 𝑞 ∈ 𝑄 nimessä välittömästi kaksoispisteen jälkeen esiintyvien aakkoston
Σ1 ∪ 𝑆1 alkioiden lukumäärä.

• Jos 𝑚𝑞 + 1 = 𝑘, niin 𝛿′(𝑞, 𝜀) = {𝛿(𝑞, 𝑟) ∈ 𝑄 ∣ 𝑟 ∈ Σ1 ∪ 𝑆1}.
• Jos 𝑚𝑞 + 1 ≠ 𝑘, niin 𝛿′(𝑞, 𝑎) = {𝛿(𝑞, 𝑎)} aina, kun 𝑎 ∈ Σ1 ∪ 𝑆1.

• Aina, kun ̂𝛿′({𝑞}, 𝜋(𝜎)ℓ𝜎) ∩ 𝐹 ≠ ∅ mille tahansa merkkijonolle 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 ja positiiviselle
kokonaisluvulle ℓ, myös ̂𝛿′({𝑞}, 𝜎) ∩ 𝐹 ≠ ∅.

Tässä luvussa esitetyt tulokset yhdessä induktioperiaatteen kanssa merkitsevät, että Lause 26 on
todistettu.
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5. TARKASTUKSEN TOTEUTTAMISESTA

Nyt kun käytössä on erilaisia DFA-tekniikalla toteutettavissa olevia perusjoukkoja, voidaan al-
kaa pohtia muita joukko-opin käsitteitä ja niiden semantiikkaa tarkastamisen näkökulmasta. Seu-
raavassa määritellään säännöllisiä kieliä ja Presburger-joukkoja ilmaisujensa lähtökohtina pitävän
joukko-opin kieli, sekä pohditaan, minkälaisia tehtäviä sen avulla olisi mahdollista toteuttaa Math-
Checkin viitekehyksessä. Lisäksi luodaan katsaus joihinkin joukko-oppimoodin käytännön toteu-
tuksen kannalta tärkeisiin kysymyksiin.

5.1 Joukko­opin kaavat ja niiden semantiikkaa

Jo aiemmin kuvattiin naiivin joukko-opin perusperiaatteita ja sitä, kuinka joukkoja voidaan esittää
sen puitteissa. Tällaisen joukko-opin teorian tai sen osien ohjelmallinen toteutus vaatii kuitenkin
pohjakseen täsmällisen kuvauksen sallituista ilmauksista. Samalla tullaan kuvanneeksi karkeasti
myös syntaksi, jonka avulla opiskelija voi syöttää väitteitään MathCheckin tarkastettavaksi.

Aloitetaan yksittäisten joukkojen kuvaamisesta. Tavanomaiseen tapaan joukkoina pidetään aalto-
sulkeiden {⋅} väliin kirjattua äärellistä listaa alkioita, joiden on tultava jostakin edellä määritellyis-
tä merkkijonojen tai kokonaislukuvektoreiden perusjoukoista, sekä joukkoabstraktion {𝑥 ∣ 𝜑(𝑥)}
osoittamaa ehdon 𝜑 toteuttavien alkioiden 𝑥 joukkoa. Jotta tämä mahdollisesti ääretön joukko on
toteutettavissa aiemmin esitetyin äärellisin automaatein, ehdon 𝜑 on oltava Presburger-kaava. Aak-
koston määrittelyssä lisäksi omat erityiset symbolinsa voidaan varata tyhjälle joukolle ja käytössä
oleville perusjoukoille.

Määritelmä 35. Joukko-opin aakkosto on tavanomainen lauselogiikan aakkosto seuraavin täy-
dennyksin. Erityisiä vakiosymboleita ovat {}, Σ, Σ∗ ja ℤ𝑛 jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle
𝑛, sekä skeemojen

1. {𝑎}, missä 𝑎 ∈ Σ∗ tai 𝑎 ∈ ℤ𝑛 jollakin luonnollisella luvulla 𝑛
2. {x ∈ ℤ𝑛 ∣ 𝜑(x)}, missä 𝜑 ∈ ℱPres ja x = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) on kaavassa 𝜑 vapaana esiintyvien

muuttujien vektori

mukaiset symbolit. Funktiosymboleita ovat kaksipaikkaiset ∪, ∩, ⧵ ja ×, sekä yksipaikkaiset 𝑘

jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle 𝑘 ja ∗. Ainoat relaatiosymbolit ovat kaksipaikkaiset ∈, ⊆
ja =. Lisäksi muuttujasymboleita on kahta lajia, alkiomuuttujat 𝒱0, joita merkitään tässä kirjaimin
𝑎, 𝑏, 𝑐, … , 𝑥, 𝑦, 𝑧, ja joukkomuuttujat 𝒱1, joita merkitään tässä kirjaimin 𝐴, 𝐵, 𝐶, … , 𝑋, 𝑌 , 𝑍.

Teorian tarkoittamia joukkojen ilmauksia ovat tavanomaiseen tapaan määritellyt joukko-opin ter-
mit (vrt. Määritelmä 15), eli vakiosymbolit, joukon 𝒱1 muuttujasymbolit ja näitä funktiosymbo-
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lein yhdistelelemällä saadut lausekkeet. Ainoat rajoitukset yhdistelemiselle ovat, että termeissä 𝑇 𝑘,
𝑘 ≥ 1, ja 𝑇 ∗ esiintyvässä termissä 𝑇 ei saa esiintyä skeeman 2 osoittamia vakiosymboleita.

Joukko-opin atomikaavoja ovat täsmälleen kaikki muotoa 𝑥 ∈ 𝑇 , 𝑇1 ⊆ 𝑇2 ja 𝑇1 = 𝑇2 olevat
ilmaukset, missä 𝑥 ∈ 𝒱0, 𝑥 ∈ Σ∗ tai 𝑥 on kokonaislukuvektori, sekä 𝑇 , 𝑇1 ja 𝑇2 ovat joukko-opin
termejä. Lisäksi joukko-opin kaavoiksi ymmärretään atomikaavat ja niiden konnektiivien avulla
tavanomaiseen tapaan saadut yhdistelmät. ⋄

Huomautus. Tässä joukko-oppi muotoillaan yksinkertaisuuden vuoksi ilman kvanttoreita. Nii-
den avulla saatavia kaavoja ei juuri koskaan esiinny perusopintotasoisessa joukko-opissa, jolloin
niistä MathCheckin käyttötapauksissa saatava hyöty on vähäinen. Lisäksi äärellisistä joukoista kä-
sitellään vakiosymboleiden tasolla vain tyhjä joukko ja perusjoukon alkioiden muodostamat yk-
siöt, sillä laajemmat äärelliset joukot käsitellään käytännössä niiden ja yhdisteen avulla. Merkintä
{𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛} ymmärretään siis lyhennysmerkintänäMääritelmän 35mukaiselle joukko-opin ter-
mille {𝑎1}∪{𝑎2}∪⋯∪{𝑎𝑛}. Loogisiin ekvivalensseihin perustuvina lyhennysmerkintöinä voidaan
määritellä ilmaukset

𝑥 ∉ 𝑇 ⇔ ¬𝑥 ∈ 𝑇 , 𝑇1 ⊈ 𝑇2 ⇔ ¬𝑇1 ⊆ 𝑇2 ja 𝑇1 ≠ 𝑇2 ⇔ ¬𝑇1 = 𝑇2,

sekä tiukka sisältyvyys 𝑇1 ⊂ 𝑇2 ⇔ 𝑇1 ⊆ 𝑇2 ∧ ¬𝑇2 ⊆ 𝑇1. ⋄

Joukko-opin mallina käytetään nyt DFA-tekniikalla saatavia tulkintoja vakiosymboleille ja joukko-
operaatioille. Lukujen 3 ja 4 tuloksiin nojaten jokaiselle joukkovakiolle löytyy sitä vastaava DFA,
samoin kuin joukko-operaatioiden avulla saaduille joukkolausekkeille. Atomikaavojen ratkaisemi-
sessa avuksi otetaan algoritmeja (esim. [23, Section 5.4]), joilla voidaan tarkastaa alkion kuulumi-
nen DFA:n esittämään säännölliseen kieleen, sekä kahden DFA:n kielten sisältyminen toisiinsa tai
niiden samuus. Ensimmäinen seuraa suoraan ajatuksesta äärellisestä automaatista laskennan malli-
na: luetaan merkkijonoa (kokonaislukuvektorin tapauksessa sen merkkijonoesitystä) yksi symboli
kerrallaan, seurataan vastaavia muutoksia DFA:n tilassa, ja tarkastetaan lopuksi ollaanko hyväksy-
vässä tilassa. Kaksi muuta atomikaavoihin liittyvää ratkaisualgoritmia voidaan palauttaa esitettyjen
kielten joukko-opillisen erotuksen ja sen tyhjyyden määrittämiseen niin ikään DFA:ta apuna käyt-
täen [23, Section 5.4]. Taulukko 8 tiivistää erilaiset joukkojen ja niihin liittyvien ilmausten tyypit,
sekä näiden toteutuksessa käytettävät menetelmät.

Näin saadusta kehyksestä joukko-opin kaavojen tarkastamiselle voidaan tehdä vielä seuraavia täs-
mentäviä huomioita. Joukon komplementilla pyritään tässä tarkoittamaan mahdollisimman ”aitoa”
komplementtia. Kuten luvussa 4.3.3 huomautettiin, komplementti ei oikeastaan tarkoita samaa asi-
aa kuin negaation ottaminen Presburger-joukon määrittelevästä ehdosta, sillä vektorin kuuluminen
Presburger-joukkoon ylipäätään jo vaatii siltä tietyn paikkaluvun. Komplementille perusjoukon
suhteen ei ole varattu symbolia joukko-opin formaalissa kielessä, sillä sen tulkinta on monikäsit-
teinen, ja sen paikalle ehdotetaan Määritelmän 3 mukaisesti joukko-opillista erotusta kulloinkin
käsiteltävästä perusjoukosta. Yleisemmälle komplementille ei myös samasta syystä ole tarkastuk-
sen kuvausta taulukossa 8.
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Taulukko 8. Menetelmiä erilaisten joukko-opin ilmausten mallintamiseen determinististen äärel-
listen automaattien avulla.

Ilmauksen tyyppi Menetelmä Huomioita

tyhjä joukko
yksiö Esimerkki 8 Kokonaislukuvektori on ensin käännettävä

kielen 𝐿𝑛 merkkijonoksi.

Presburger-joukko luku 4.3

yhdiste
leikkaus

joukkoerotus
Lause 10

äärellinen joukko Lause 10 Äärellinen joukko tulkitaan siihen sisältyvien
yksiöiden yhdisteeksi.

karteesinen tulo
katenaatio

kielen potenssi
Lause 12

Merkintä 𝐴 × 𝐵 tulkitaan katenaationa 𝐴𝐵
silloin, kun 𝐴, 𝐵 ⊆ Σ∗, ja muulloin
karteesisena tulona.

Kleenen sulkeuma Lause 13 Määritelty vain kielen Σ∗ osajoukoille.

𝑥 ∈ 𝐴
𝑥 ∉ 𝐴

Tarkastetaan, hyväksyykö DFA merkkijonon 𝑥
tai kokonaislukuvektorin 𝑥 merkkijonoesityksen.

𝐴 ⊆ 𝐵
𝐴 ⊈ 𝐵 [23, Section 5.4] Tarkastetaan, onko 𝐴 ⧵ 𝐵 tyhjä kieli.

𝐴 ⊂ 𝐵
𝐴 ⊄ 𝐵 Tarkastetaan, onko 𝐴 ⊆ 𝐵 ja 𝐵 ⊈ 𝐴.

𝐴 = 𝐵
𝐴 ≠ 𝐵 Tarkastetaan, onko 𝐴 ⊆ 𝐵 ja 𝐵 ⊆ 𝐴.

Sekä aksiomaattisessa joukko-opissa että perusopintotasoisissa teksteissä on joskus luontevaa käyt-
tää alkiorelaatiota ∈ myös joukkoabstraktiossa. Samoin joskus hyödynnetään kompaktia merkintä-
tapaa {𝑡 ∣ 𝜑(𝑥)}, missä 𝑡 on muuttujan 𝑥 sisältävä termi. Tässä määritellyn joukko-opin formaalin
kielen näkökulmasta nämä ovat sen ulkopuolisia laajennuksia, jotka voidaan kuitenkin tulkita vielä
samoin työkaluin kuin varsinaisetkin joukko-opin ilmaukset. Tarkastellaan esimerkkinä positiivis-
ten parittomien kokonaislukujen joukkoa, joka sinänsä voidaan määritellä Presburger-joukkona

{𝑚 ∈ ℤ ∣ ∃𝑛(𝑛 ≥ 0 ∧ 𝑚 = 2𝑛 + 1)},

mutta jolle tyypillisempiä merkintätapoja ovat

{𝑚 ∈ ℤ ∣ 𝑚 = 2𝑛 + 1 ∧ 𝑛 ∈ ℕ} tai {2𝑛 + 1 ∣ 𝑛 ∈ ℕ}.

Näistä merkinnöistä jälkimmäinen on helppoa muuntaa ensimmäiseksi määrittelemällä muuttuja
𝑚 tarkoittamaan termiä 2𝑛 + 1 ja lisäämällä joukkoabstraktiossa pystyviivan oikealle puolelle eh-
to 𝑚 = 2𝑛 + 1 konjunktion avulla. Alkiorelaatio 𝑛 ∈ ℕ puolestaan on yllä mahdollista tulkita
Presburger-kaavana 𝑛 ≥ 0, ja nämä tarkoittavat samaa, koska Presburger-mallin perusjoukkona on
tässä tapauksessa kokonaislukujen joukko. Yleisemminkin mikä tahansa ehto 𝑥 ∈ [𝜑], missä 𝜑 on
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Presburger-kaava, voidaan esiintymispaikallaan korvata ehdolla 𝜑. Jos kyseessä on kokonaisluku-
vektorien semilineaarinen joukko (ks. Lause 21), jolle ei tunneta sitä esittävää Presburger-kaavaa,
mutta DFA on kuitenkin tiedossa, alkiorelaation toteutus onnistuu vastaavin perustein. Tässä on
oletettava, että DFA:n käyttämä vapaa muuttuja on täsmälleen alkiorelaation vasemman puolen
osoittama.

Vielä kolmas huomio, joka on mahdollista tehdä parittomien positiivisten kokonaislukujen jou-
kon esimerkistä, liittyy muuttujien rooliin. Yksittäisen joukon määrittelyn tapauksessa muuttuja,
jota ei sidota joko pystyviivan vasemmalla puolella tai sitten joukon määrittelevässä ehdossa, on
mahdoton, sillä tällöin joukon arvo vaihtuisi vapaan muuttujan tulkinnan mukaan. Tällaisen jouk-
koperheen käsittely sivuutetaan, joten jokaisen joukkoabstraktiossa esiintyvän muuttujan voidaan
olettaa liittyvän joko pystyviivan vasempaan puoleen tai johonkin kvanttoriin. Yllä valitun esi-
merkin tapauksessa muuttuja 𝑛 onkin implisiittisesti eksistenssikvantifioitu. Ohjetta siihen, kumpi
kvanttori tällaiselle muuttujalle tulisi valita, voidaan hakea merkintöjen ∃𝑥 ∈ 𝐴(𝜑) ja ∀𝑥 ∈ 𝐴(𝜑)
tavanomaisista merkityksistä: ensimmäinen on lyhennysmerkintä kaavalle ∃𝑥(𝑥 ∈ 𝐴∧𝜑) ja jälkim-
mäinen kaavalle ∀𝑥(𝑥 ∈ 𝐴 → 𝜑). Niinpä jos sitomaton muuttuja esiintyy konjunktiossa muiden
ilmausten kanssa, siihen liittyväksi kvanttoriksi on luontevaa tulkita eksistenssikvanttori, ja jos se
esiintyy implikaation etulauseena tai disjunktiossa, kvanttoriksi voi olla luontevampaa valita uni-
versaalikvanttori (mahdollisesti lisäten negaatio toiseen disjunktiin). Tarkempi ilmiön tutkimus on
kuitenkin vielä tarpeen ennen käytännön toteuttamista.

5.2 Joukko­opin tehtäviä MathCheckilla

Kun tähän mennessä on pyritty muotoilemaan erilaisia keinoja käsitellä perusjoukkoja, seuraavak-
si niitä pyritään tarkastelemaan pedagogisessa valossa. Näin voidaan pyrkiä valottamaan alusta-
vasti vastauksia kysymykseen siitä, minkälaisia käyttötapauksia ja -tarpeita MathCheckin joukko-
oppimoodille voi olla. Tulevat esimerkit kuvaavat tehtävänantoja, joihin jo esitellyllä koneistolla on
mahdollisuus muotoilla vastaus. Tehtävien suunnittelussa ja valinnassa on pyritty tuomaan esille
sekä joukko-opin että MathCheckin mahdollisuuksien eri yhdistelmiä.

Esimerkki 36. Tarkastellaan joukkoja 𝐴 = {cat, dog}, 𝐵 = {cow} ja 𝐶 = {pig}.

(a) Pitääkö väite ’cat kuuluu joukkoon 𝐴 tai joukkoon 𝐵’ paikkansa?

(b) Pitääkö väite ’alkioiden cat ja dog muodostama joukko sisältyy joukkoon 𝐶’ paikkansa?

(c) Sievennä (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ 𝐶 välivaiheita käyttäen. ⋄

Ensimmäinen esimerkkitehtävä käsittelee tehtävätyyppiä, jossa opiskelija harjoittelee joukko-opin
peruskäsitteiden määritelmiä, ja erityisesti alkio- ja sisältyvyysrelaatioiden välisen eron hahmot-
tamista (vrt. [1]). Lisäksi viimeisessä kohdassa vastauksena annetaan vähintään oikea lopputulos
mahdollisesti välivaiheita käyttäen samaan tapaan kuin MathCheckin reaaliaritmetiikkamoodissa
[39, 40]. Vastaus on joukko-opin formaalin kielen näkökulmasta yksittäinen atomikaava tai totuus-
vakio, tai sitten relaatioketju. Kohdissa (a) ja (b) opiskelija voisi yhtä hyvinmyös kääntää väittämän
ensin joukko-opin kielelle ja sen jälkeen päätellä päättelykeinoin (vrt. [36]), onko tulos yhtäpitä-
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vää identtisesti toden vai epätoden väittämän kanssa, mutta ilman tarkempaa syntaksin tarkastusta
MathCheckin ei ole mahdollista määrittää, onko tämä käännös järkevä.

Esimerkki 37. Anna esimerkki joukosta,

(a) jossa on äärellinen määrä alkioita,

(b) jossa on ääretön määrä alkioita,

(c) jonka alkiot ovat luvun 21 alkulukutekijöitä. ⋄

DFA:n tunnistaman kielen äärellisyyden tarkastamista ei käsitelty edellä, mutta sekin on mahdol-
lista toteuttaa [23, Section 5.4], ja joukko-opin kielessä sillä olisi yksipaikkaisen relaatiosymbolin
(predikaatin) asema. Joukon alkioiden lukumäärää on siis mahdollista käsitellä ainakin äärellisen
ja äärettömän välisen eron tarkkuudella. Tässä tehtävätyypissä opiskelija syöttää MathCheckil-
le suoraan jonkin joukon missä tahansa pätevässä esitysmuodossaan. Toisaalta esimerkki osoit-
taa myös, että joukko-oppiin perustuvaa vastaustapaa on mahdollista hyödyntää myös silloin, kun
opiskeltavana on jokin muu aihe: joukot saadaan hyvin konkreettisesti toimimaan myös muualla
matematiikassa hyödyllisenä säiliönä muille objekteille.

Tehtävää suunnitellessa käytössä olevat joukot ovat merkkijonojen tapauksessa kaikki säännölliset
kielet ja kokonaislukuvektoreiden tapauksessa semilineaariset joukot Lauseen 21 mielessä. Mo-
lempien erikoistapauksina ovat kaikki äärelliset joukot. Tällaisten tehtävien vastauksissa voidaan
sallia alkion toistaminen ilman mitään erityishuomiota, tai sitten varoittaa opiskelijaa siitä, että on
olemassa yhtäpitävä, mutta sievempikin ratkaisu. Viimeisen kohdan tehtävänanto voidaan tulkita
tehtävän laatijan valinnan mukaan joko siten, että vastauksen on sisällettävä kaikki oikeat vastauk-
set, tai mahdollisesti vain osa niistä. Ero on sama kuin relaatioiden = ja ⊆ tarkastamisen välillä.
Vastauksena annetun joukon tyhjyys on myös mahdollista tarkastaa, jos tyhjää joukkoa ei haluta
hyväksyä predikaatin ⊆ mielessä tapahtuvassa tarkastuksessa.

Sekä ensimmäisessä että toisessa tehtäväesimerkissä MathCheckin antama palaute opiskelijan rat-
kaisusta voi kertoa lähinnä vain, että se on oikein tai väärin, tai sitten tarkempi palaute vääristä rat-
kaisuista on syystä tai toisesta epäkäytännöllistä. Ensimmäisen tehtävän kohdalla MathCheck osaa
vastata suoraan kysymyksiin kohtien (a) ja (b) väittämien paikkansapitävyydestä, ja (c)-kohdassa
vastaesimerkkiä ei voida antaa paljastamatta ainakin osaa oikeasta ratkaisusta. MathCheckin ai-
emmissa toimintamoodeissa tällaisissa tilanteissa palautteen piilottaminen on mahdollista [40], ja
samoja toiminnallisuuksia tarvittaisiin siis myös joukko-oppimoodissa. Jälkimmäisen tehtäväesi-
merkin kohdassa (a) järkevä vastaesimerkkipalaute kertoisi jonkinlaisen tavan kuvata opiskelijan
antaman ratkaisun osajoukko luonnollisille luvuille, mutta tällaisen generoiminen ohjelmallisesti
voi olla hankalaa. Vastaavasti saman tehtävän (b)-kohdassamahdollinen vastaesimerkki olisi listata
opiskelijan antaman joukon alkiot, mutta tämäkin voi yleisessä tapauksessa olla epäkäytännöllistä
ja aikaavievää.

Seuraavassa esimerkissä palautteella on puolestaan hyvin selkeä merkitys opiskelijan työskentelyn
kannalta.

Esimerkki 38. Olkoot 𝐴, 𝐵 ja 𝐶 saman perusjoukon osajoukkoja. Sievennä (𝐴∪𝐵)⧵(𝐴∩𝐵). ⋄
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Tehtävänanto on analoginen MathCheckin alkuperäisen aritmetiikkamoodin sievennystehtävien
[39] kanssa, ja niinpä myös palautteen toimintaa voidaan suunnitella vastaavasti. Jos opiskeli-
jan jokin joukkojen yhtäsuuruuksia soveltava välivaihe on virheellinen, ohjelma voisi kokeilemal-
la tulostaa hänelle palautteeksi esimerkit (äärellisistä) joukoista, joilla kyseinen välivaihe ei pi-
dä paikkaansa. Juuri vastaesimerkin generoiminen on tämän tehtävätyypin puitteissa seikka, jossa
Presburger-joukkojen toteutus luo lisäarvoa opiskelijalle: pelkän oikeellisuuden tai virheellisyyden
päättäminen ratkaisusta voitaisiin tehdä esimerkiksi Wattsin ja Cohenin [41] menetelmää yleistä-
mällä. Vastaesimerkiksi sopivia joukkoja voidaan etsiä kiinnittämällä jokin joukko ja sijoittamalla
joukkomuuttujien paikalle sen osajoukkojen yhdistelmiä. Tätä etsintää voidaan sitten tarpeen mu-
kaan laajentaa lisäämällä alkioita. Näin vastaesimerkin löytäminen ei aiempien toimintamoodien
[39] tapaan ole taattua, mutta hyvin todennäköistä.

Toinen tämän esimerkin jaMathCheckin sievennystehtävien yhteinen piirre onmahdollisuus vaatia
opiskelijan vastaukselta riittävää sievyyttä tai kieltää siitä tietyt operaatiot (ks. [39]). Jos joukko-
opin kielessä määritellään vielä symmetrinen erotus 𝐴Δ𝐵 = (𝐴 ⧵ 𝐵) ∪ (𝐵 ⧵ 𝐴), tehtävän vastaus
voidaan esittää hyvinkin lyhyesti ja ilman perusjoukko-operaatioita.

Esimerkki 39. (a) Listaa kaikki joukon {𝑥 ∈ ℤ ∣ −3 ≤ 𝑥 < 2 ∧ 2𝑥 + 1 ≥ 0} alkiot.

(b) Esitä joukkojen yhdisteen ja Kleenen sulkeuman avulla säännöllinen kieli, jonka alkiot koos-
tuvat merkeistä a, b ja c, ja merkkiä a seuraa aina merkki c. ⋄

Joukkojen eri esitysmuotojen harjoitteleminen sekä matematiikan että tietojenkäsittelytieteen ta-
vanomaisten esimerkkien avulla on niin ikään mahdollista (vrt. [13]). Tähän asti esitettyjen esi-
merkkien kautta on nähty, että sekä joukko-opin käsitteellisiin että proseduraalisiin haasteisiin liit-
tyviä tehtäviä voidaan ainakin teoriassa toteuttaa pohjustetulla joukko-opin teorialla, jota tulkitaan
DFA-tekniikoin. Koska MathCheckin aiempien toimintamoodien on huomattu tukevan juuri käsit-
teellistä ja proseduraalista osaamista [18], siitä voidaan esitetyn kaltaisten tehtävien kautta odottaa
olevan hyötyä myös joidenkin joukko-opin oppimisen haasteiden selättämiselle.

MathCheckin joukko-oppitoiminnoille asetettavien oppimistarpeiden kulminoitumana esille voi-
daan nostaa joukko-oppiin liittyvien väitteiden todistaminen. Samaan tapaan kuin lineaariseen re-
aaliaritmetiikkaan liittyvän päättelyn moodissa voidaan tutkia yhtälöiden tai yhtälöryhmien ratkai-
suja (ks. [36]), joidenkin lisätoimintojen avulla voitaisiin tukea seuraavanlaisia tehtäviä.

Esimerkki 40. Todista, että mille tahansa saman perusjoukon 𝑈 osajoukoille 𝐴 ja 𝐵 on voimassa
𝑈 ⧵ (𝐴 ∪ 𝐵) = (𝑈 ⧵ 𝐴) ∩ (𝑈 ⧵ 𝐵). ⋄

Ratkaisun kirjoittaminen etenisi samaan tapaan kuin esityksessä [36]. Klassinen osajoukkorelaa-
tion vahvistaminen molempiin suuntiin jaettaisiin tapauksiin, joita käsitellään omina alitodistuksi-
naan. Alitodistuksissa oletus ja väittämä ovat muotoa 𝑥 ∈ 𝐶 ja 𝑥 ∈ 𝐷, ja niiden välissä esitetään
MathCheckin päättelyoperaattorilla ⇒ (ks. [38, 36]) eriteltyjä päättelyvaiheita. Alitodistuksen pe-
rusteella varsinaisen todistuksen tasolle tuotaisiin universaalikvanttorin yleistämisen tapaan kaava
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𝐶 ⊆ 𝐷, jos 𝑥 ei ole esiintynyt aiemmin päätodistuksen tasolla vapaana. Lopulta kahden alito-
distuksen jälkeen voitaisiin kirjoittaa päättelyvaihe muotoa 𝐶 ⊆ 𝐷 ∧ 𝐷 ⊆ 𝐶 ⇔ 𝐶 = 𝐷, mis-
sä ⇔ on jälleen MathCheckin päättelyoperaattori, ja todistus olisi valmis. Tällainen työskentely
edustaisi valmiin tehtävänannon sijaan pikemminkin MathCheckin käytössä kokeneen opiskelijan
itsenäistä pyrkimystä tarkastaa päättelyään koneellisesti. Lisäksi tällaisen syötteen täydellinen tar-
kastaminen perustuisi pikemminkin lauselogiikan tarkastamiseen kuin DFA-algoritmeihin, mutta
kuvattujen perusjoukkojen kautta voitaisiin tuottaa vastaesimerkkejä aina tarvittaessa.

5.3 Muita toteuttamisen yksityiskohtia

MathCheck tarjoaa aiempien toimintamoodiensa kautta paljon ajatuksia ja jo olemassaolevia valin-
toja, jotka ohjaavat myös joukko-opin tarkastamisen toteuttamista. On kuitenkin luontevaa nostaa
esille myös edellä esitettyjen tekniikoiden käytännön yksityiskohtia, jotka eivät näyttele esimerkik-
si Presburger-aritmetiikan teoreettisen automatisoinnin kannalta merkittävää roolia, mutta jotka on
otettava huomioon ohjelmointityössä.

Ensimmäinen jamerkittävin kysymys liittyy joukko-oppimoodin toteutuksen kokonaisuuteen. Edel-
lä on viitattu merkittävästi paitsi säännöllisten kielten ja Presburger-aritmetiikan DFA-toteutuksen
mukaiseen tarkastamiseen, myös Wattsin ja Cohenin [41] tai lauselogiikan totuustaulun kaltai-
seen ratkaisumenetelmään. Toteutuksen säilyttämiseksi mahdollisimman yksinkertaisena voi olla,
että MathCheckin olemassa olevien reaaliaritmetiikan relaatio- ja päättelyketjujen tarkastamisen
tapaan joukko-opin sievennys- ja päättelytoiminnallisuudet on järkevää jakaa eri toimintamoodei-
hin. Toinen mahdollinen vaihtoehto voisi olla olemassaolevien moodien täydentäminen siten, että
ne pystyvät lukemaan ja tulkitsemaan myös joukko-opin ilmauksia.

Kehitellyn joukko-opin teorian suhde käytäntöön on tässä lähempänä LASH-ohjelmiston toimintaa
kuin MONAa. Tähän on päädytty osin siitä syystä, että LASHin tavoitetoiminnot ovat pedagogi-
nen tarkoitus poislukien lähempänä MathCheckia: LASH pyrkii esittämään Presburger-joukkoja
äärellisin automaatein, kun taas MONA pyrkii yleisempiin käännöksiin W1S1-mallin kaltaisen
logiikan ja äärellisten automaattien välillä. Tämä yleisyys voi sekin tarjota vielä keinon käsitellä
perusjoukon osajoukkojen esittämisen ja joukko-opillisen päättelyn erilaisia ratkaisualgoritmeja.
Koska W1S1:n kaltainen monadinen toisen kertaluvun logiikka tarjoaa mahdollisuuden käsitellä
joukkomuuttujia (tarkkaan ottaen yksipaikkaisia predikaatteja) laajemmin kuin yllä, on mahdollis-
ta, että MONAn kaltaisen toteutuksen automaattimenetelmät soveltuvat myös joukkoihin ja niiden
alkioihin liittyvien päättelyjen oikeellisuuden tarkastamiseen ohjelmallisesti.

Teknisemmät seikat, joihin ei ole aiemmin pureuduttu, liittyvät atomikaavojen käsittelemiseen
ja kaavaa esittävien äärellisten automaattien muotoon. Presburger-aritmetiikan formaalia kieltä
määritellessä todettiin, että kaikki atomikaavat voidaan esittää loogisesti ekvivalentissa muodossa
a ⋅ x ∼ 𝑏, missä muuttujatermit on ryhmitelty yhdelle ja vakiotermit toiselle puolelle. Opiskelijan
syöte ei tietysti ole välttämättä aina tässä muodossa, jolloin sitä tulee käsitellä ohjelmallisesti ennen
kuin DFA:n rakentaminen luvun 4.3 algoritmein on mahdollista. Atomikaavoissa sallittiin lisäksi
tähän asti vain relaatiosymbolit =, ≤ ja ≡𝑚. Näistä ensimmäinen ja viimeinen ovat symmetrisiä,
mutta antisymmetrinen vertailurelaatio voi tavanomaisesti kirjoitetuissa kaavoissa esiintyä myös
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aidosti erilaisessa muodossa ≥. Lisäksi vertailurelaatioista käytetään usein myös tiukkoja versioita
< ja >. Nämä on mahdollista toteuttaa suoraviivaisesti Esimerkin 28 tapaan, kunhan kattofunk-
tiosta tehdään lattiafunktio relaatioita ≥ ja > varten.

Edellä DFA:t määriteltiin siten, että siirtymäfunktio 𝛿 on kokonainen funktio, eli vaatimalla, että
jokaiselta tilan ja aakkosen yhdistelmältä on määritelty siirtymä. Vaihtoehtona on varsinkin käy-
tännön ohjelmatoteutuksissa jättää tilakohtaisesti tilasiirtymäfunktion arvo määrittelemättä jolle-
kin aakkoselle silloin, kun lopputuloksena saatavasta tilasta ei ole enää mahdollista siirtyä loppu-
tilaan. Tätä vaihtoehtoa käsiteltiin epäsuorasti jo Esimerkin 32 tilasiirtymäfunktion taulukoissa.
Presburger-kaavoihin liittyvien automaattien kannalta tämä tarkoittaa erityisesti sitä, että erillistä
ristiriitatilaa ei tarvitse ylläpitää, vaan siirtymät sille voidaan vain jättää määrittelemättä.

Tässä työssä ei ole käsitelty kaikkiamahdollisia funktioita ja predikaatteja, joita Presburger-aritme-
tiikassa ja laajemmin sen automaattitekniikoin voidaan määritellä. Järkevän laajuuden säilyttämi-
seksi esimerkiksi kokonaislukujen jakolaskuoperaatio (ks. [20]) ja jakojäännöksen määrittäminen
on sivuutettu, mutta nekin vaikuttaisivat kirjallisuuden ja MathCheckin olemassaolevan luonnol-
listen lukujen Presburger-aritmetiikan toimintamoodin [37] perusteella olevan toteutettavissa. Niin
sanottujen 2-määriteltävien (yleisesti 𝑟-määriteltävien, ks. [22]) predikaattien, kuten ∃𝑛(𝑥 = 2𝑛),
käsittely on niin ikään sivuutettu. Lopullisen, toteutetun MathCheckin joukko-oppimoodin (tai
moodien) kannalta siis jonkin verran monipuolisemmatkin ilmaukset ovat mahdollisia teoriaa tai
tekniikkaa laajentamatta.

Automaatteihin liittyvän Presburger-aritmetiikan toteutuksen kompleksisuuden tiedetään olevan
pahimmillaan kolmoiseksponentiaalinen erityisesti epädeterministisiin automaatteihin liittyvien
determinisointiprosessien vuoksi [20]. Vaikuttaisi kuitenkin siltä, että nämä pahimmat tapaukset
eivät tule vastaan pedagogisissa sovelluksissa tarvittavien suhteellisten lyhyiden kaavojen kohdal-
la [43]. Eräitä mahdollisia käytännöllisiä tapoja estää Presburger-kaavaan liittyvän DFA:n mää-
rittämisalgoritmia viemästä liikaa aikaa on rajoittaa käytössä olevien muuttujien lukumäärää, se-
kä mahdollisesti käsitellä luettava kaava loogisesti ekvivalentissa prenex-normaalimuodossa, jos-
sa kaikki kvanttorit esiintyvät peräkkäin heti kaavan alussa, ja kvanttorivapaassa osassa negaa-
tio esiintyy vain atomikaavan edessä. Vielä eräs mahdollisuus toteutuksen tehokkuuden paranta-
miseen voi olla epädeterminististen automaattien käyttäminen Presburger-joukkojen esittämiseen
[14].
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6. YHTEENVETO

Tutkimuksen tavoitteena oli kehittää käytännön toteutus ja pedagogiikka mielessä pitäen teoriaa
joukko-opin kaavojen tarkastamisen taustalle. Valittu menetelmä, äärelliset automaatit, soveltuvat
jo tunnettujen algoritmiensa puolesta hyvin joukko-opin perusväittämien 𝑥 ∈ 𝐴, 𝐴 ⊆ 𝐵 ja 𝐴 = 𝐵
tarkastamiseen, sekämuihinkin, tässä vähemmälle huomiolle jätettyjen joukon ominaisuuksien tut-
kimiseen. Lisäksi tavanomaisille joukko-operaatioille löytyy niin ikään tulkinta DFA-menetelmin,
joten monimutkaisempienkin joukkolausekkeiden käsittely on mahdollista.

Koska säännöllisten kielten yhdistelemiseen ja päätösongelmien ratkaisemiseen liittyvät algoritmit
löytyvät oppikirjallisuudesta, tämän tutkielman merkittävämpi panos löytyy DFA-tekniikan avulla
ilmaistavissa olevien perusjoukkojen puolelta. Sekä ennakkoon kiinnitettyyn aakkostoon liittyvät
säännölliset kielet että hiukan monimutkaisemmin niiden pohjalta muodostuvat Presburger-joukot
on esitetyn pohjalta ainakin teoriassa mahdollista toteuttaa kokonaisuudessaan, mutta menetel-
män kompleksisuus voi muodostua käytännössä esteeksi monimutkaisimpien Presburger-kaavojen
edustamien joukkojen osalta. Suuri osa pedagogisesti tarpeellisista tapauksista on kuitenkin riittä-
vän yksinkertaisia tehokasta toteutusta varten.

Joukko-opin esitellyistä käsitteellisistä ja proseduraalisista haasteista moniin olisi mahdollista vas-
tata kehitetyn teorian pohjalta toteutetun MathCheckin joukko-oppimoodin (tai moodien) avulla.
Erityisesti alkio- ja sisältyvyysrelaatioiden väliseen eroon voidaan kiinnittää huomiota, kun opis-
kelijalla on keino paitsi tietää, milloin MathCheckille syötetty vastaus tai päättely on virheellinen,
myös saada selitys sille, miksi näin on. Samoin joukon kokoelmamalliin [15] liittyviin virheellisiin
käsityksiin, sekä toimintaprosessien puolelta joukon eri esitysmuotojen tunnistamisen haasteisiin
on mahdollista puuttua MathCheckin joukkotoiminnallisuuksiin perustuvien hyvin suunniteltujen
tehtävien avulla.

Tässä kehitetyn ratkaisun ongelmat suhteessa oppimishaasteisiin tulevat vastaan matemaattisen
joukko-opin syvällisempien ajatusten kanssa. Esitetyin työkaluin on mahdollista tutkia vain tilan-
teita, joissa joukon alkiot ovat vain alkioita. Joukkojen muodostamat joukot ja erityisesti potens-
sijoukot eivät ole ainakaan suoraan esitettävissä DFA-tekniikoin, sillä joukkojen joukossa kukin
joukkoa esittävä DFA pitäisi pystyä koodaamaan säännöllisen kielen alkioksi, ja vielä muodos-
taa juuri oikeat koodaukset tunnistava ylemmän tason DFA. Kaikkiin joukko-opin käsitteellisiin
haasteisiin ei siis pystytä vastaamaan, ja potenssijoukon käsitteen puuttuminen poistaa yhden kes-
keisistä tavoista harjoitella relaatioiden ∈ ja ⊆ välisen eron hahmottamista.

Jatkotutkimuksen ja -työskentelyn aiheeksi jää luonnollisesti varsinaisen ohjelmointityön tekemi-
nen ja tarkempien tarkastusalgoritmien suunnitteleminen, mutta myös monien joukko-oppimoodin
kielen yksityiskohtien valitseminen. Tässä esityksessä ei ole käyty systemaattisesti läpi kaikkia
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hyödynnetyin työkaluin mahdollisia tai edes pedagogisessa mielessä tarpeellisia joukko-opin ope-
raatioita ja predikaatteja. Toisaalta myös perusjoukkojen laajentaminen esimerkiksi lineaarisessa
reaaliaritmetiikassa ilmaistaviin joko automaattitekniikoin tai muilla menetelmillä on tutkimisen
arvoinen aihe. Reaalisten vektoreiden joukkojen esittäminen voisi olla erityisen hyödyllistä line-
aarialgebran ja siihen sisältyvän joukko-opin opiskelun kannalta.
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