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Tutkielmassa tutustutaan matemaattisen kirjallisuuden pohjalta kolmentyyp-
pisiin lukuihin, joita kutsutaan taydellisiksi luvuiksi, Mersennen luvuiksi ja Fer-
mat’n luvuiksi. Taydellisiksi luvuiksi on nimetty sellaiset luvut, joiden kaikkien
positiivisten jakajien summa on yhta suuri kuin kaksi kertaa luku itse, Mersen-
nen luvuiksi muotoa 2™ — 1 olevat luvut ja Fermat'n luvuiksi puolestaan luvut,
jotka voidaan kirjoittaa muodossa 22" + 1.

Taydellisten lukujen osuudessa todistetaan, ettd parillisten taydellisten lu-
kujen on oltava muotoa 2™~1(2™ — 1), jossa luku 2™ — 1 on alkuluku, ja kaikki
tallaiset luvut ovat taydellisid lukuja. Liséksi késitelladn hieman parittomien
taydellisten lukujen olemassaoloa.

Mersennen lukuja, jotka ovat alkulukuja, kutsutaan luonnollisesti Mersen-
nen alkuluvuiksi. Mersennen lukujen osuudessa keskitytaankin juuri Mersennen
alkulukujen tutkimiseen. Aluksi todistetaan, ettd jotta Mersennen luku voi-
si olla alkuluku, on eksponentin m oltava alkuluku. Lisda keinoja Mersennen
alkulukujen tutkimiseen antavat lause, jonka mukaan Mersennen luvun alku-
lukujakajien on oltava tiettyd muotoa, seké Lucas-Lehmerin testiksi kutsuttu
lause, joka antaa suoran ehdon sille, onko tutkittu Mersennen luku alkuluku.
Mersennen luvut ovat olleet tarkedsséd roolissa suurten alkulukujen etsinnés-
sé, ja tallikin hetkelld suurin tunnettu Mersennen alkuluku on samalla suurin
tunnettu alkuluku. Suurten Mersennen alkulukujen etsimiseksi on perustettu
internetissa toimiva Great Internet Mersenne Prime Search, josta kéytetadn
lyhennetta GIMPS ja jonka nettisivuja on kaytetty kirjallisuuden lisdksi tut-
kielman ldhteena.

Viimeisend tutustutaan hieman Fermat’'n lukuihin. Selvidé, ettd Fermat'n

alkuluvut, eli Fermat'n luvut, jotka ovat lisdksi alkulukuja, voidaan esittaa



myos muodossa 2™ + 1. Alun perin esitettiinkin, ettd kaikki Fermat'n luvut
olisivat alkulukuja, mutta todellisuudessa viiden ensimmaéisen Fermat'n luvun

lisdksi ei ole vielakdan 16ydetty muita Fermat'n alkulukuja.

Avainsanat: tdydellinen luku, Mersennen luku, Fermat’n luku, suuret

alkuluvut

Taman julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Tassa tutkielmassa tutustutaan kolmentyyppisiin lukuihin: taydellisiin lukui-
hin, eli lukuihin, joiden tekijoiden summa on yhta suuri kuin kaksi kertaa luku
itse, Mersennen lukuihin, jotka ovat lukuja muodossa 2™ — 1, seké Fermat'n lu-
kuihin, jotka puolestaan ovat lukuja, jotka voidaan kirjoittaa muodossa 22" +1.

Taydellisia lukuja kasitellaan luvussa 3. Se on jaettu kahteen alalukuun,
joista toisessa todistetaan parillisia taydellisia lukuja koskeva lause, jonka mu-
kaan jokainen parillinen taydellinen luku on esitettavissa tietyssa muodossa ja
kaikki lauseen ehdot tayttavat luvut ovat taydellisia lukuja, ja huomataan, et-
ta parillisilla taydellisilla luvuilla on yhteys Mersennen alkulukuihin. Toisessa
kasitellddn parittomien taydellisten lukujen olemassaoloa.

Luku 4 kasittelee nimensa mukaisesti Mersennen luvuiksi kutsuttuja luku-
ja. Sekin on jaettu kahteen alalukuun, jotka késittelevit molemmat padasias-
sa Mersennen alkulukuja. Ensin todistetaan lause, jonka mukaan Mersennen
alkuluvussa esiintyvin eksponentin n on oltava alkuluku, ja tutustutaan sit-
ten hieman lisdd Mersennen alkulukujen etsimiseen. Toinen alaluku kasittelee
suurten alkulukujen etsintaa.

Luvussa 5 perehdytaan viela hieman Fermat'n lukuihin seké alkulukuihin.
Luvussa esimerkiksi osoitetaan, ettd kun kyseessd on Fermat'n alkuluku, mer-
kinnin 22" + 1 sijaan on mahdollista kiyttdi myos merkintdd 2" + 1.

Lukijan oletetaan tuntevan ainakin hieman alkulukuja ja niiden ominai-
suuksia, silla alkulukuihin ei perehdyté tutkielmassa erikseen. Kongruenssin ké-
sitteen tunteminen helpottaa tutkielman lukemista, vaikka kongruenssin méa-
ritelmé ja joitakin siihen liittyvia ominaisuuksia esitelladankin esitiedoissa lu-
vussa 2. Esitietoja-luvussa on esitelty varsin kattavasti sellaiset tutkielmassa
kaytettaviat maaritelmat ja lauseet, joita ei késitella varsinaisissa sisaltoluvuis-
sa.

Tutkielmassa on kaytetty lahteind Kenneth H. Rosenin kirjaa FElementa-
ry number theory and its applications, David M. Burtonin kirjaa FElementary
number theory, James J. Tattersallin kirjaa Elementary number theory in ni-
ne chapters, Cindy Tsangin opinnéytettd Fermat numbers seké Great Internet

Mersenne Prime Search -projektin nettisivuja.



2 Esitietoja

Tassa luvussa esitelldan sellaisia madritelmia ja tuloksia, jotka helpottavat
myOhempien lukujen maéritelmien tai lauseiden ymmaértamista tai joihin vii-
tataan myohempien lukujen lauseiden todistuksissa. Taman luvun lauseita ja
apulauseita ei todisteta, mutta niihin annetaan ldhdeviitteet, jolloin kiinnostu-

neet voivat itse perehtya todistuksiin halutessaan.

Maaritelma 2.1 (Positiivisen kokonaisluvun jakajien summa, vrt. [4, s. 86],
[3, s. 232]). Olkoot n ja d positiivisia kokonaislukuja. Mééritelladn funktio o

seuraavasti:

o(n)=>_d.

din
Apulause 2.1. Olkoon luku p alkuluku ja luku n positiivinen kokonaisluku.

Silloin
pn+ 1 _ 1

p—1
Todistus. Ks. [3, s. 234]. O

o(p") =1+p+p'+- 4=

Maaritelma 2.2 (Suhteelliset alkuluvut, vrt. [3, s. 80]). Kokonaisluvut a ja b

ovat suhteellisia alkulukuja, jos niiden suurin yhteinen tekija on 1.

Maaritelma 2.3 (Multiplikatiivinen funktio, vrt. [3, s. 222]). Olkoon f funktio
positiivisten kokonaislukujen joukolta reaalilukujen joukkoon. Funktio f on
multiplikatiivinen, jos on voimassa yhtalo f(mn) = f(m)f(n) aina, kun luvut

m ja n ovat suhteellisia alkulukuja.
Apulause 2.2. Funktio ¢ on multiplikatiivinen funktio.

Todistus. Ks. [3, s. 234]. O

Lause 2.1. Olkoon funktio f multiplikatiivinen, luku n positiivinen kokonais-

ki ko ko 71 e g ap g g,

luku ja n = pyps? -+ pkr luku n jaettuna alkulukutekijoihin. Télloin

fln) = ) f(05°) - F(pY)-
Todistus. Ks. [3, s. 222] O

Apulause 2.3. Olkoot m, n ja [ sellaisia positiivisia kokonaislukuja, etta lu-

kujen m ja n suurin yhteinen tekija on 1 ja m | nl. Téalléin myos m | [.



Todistus. Ks. [3, s. 97]. O

Maaritelma 2.4 (Kongruenssi, vrt. [3, s. 128]). Olkoon luku m positiivinen
kokonaisluku ja olkoot luvut a ja b kokonaislukuja. Luku a on kongruentti
luvun b kanssa modulo m, jos m | (a — b). Télloin kdytetaan merkintdd a = b

(mod m).

Apulause 2.4. Olkoot luvut a, b, ¢ ja d kokonaislukuja, olkoon m positiivinen

kokonaisluku ja a = b (mod m) ja ¢ = d (mod m). Talloin
a+c=b+d (modm)
ja
ac =bd (mod m).
Todistus. Ks. [3, s. 131] O

Apulause 2.5. Kongruenssilla modulo m on refleksiivisyys-, symmetrisyys- ja

transitiivisuusominaisuudet.
Todistus. Ks. [3, s. 129] O

Maaritelma 2.5 (vrt. [1, s. 147]). Olkoot a ja n sellaisia lukuja, ettd niiden
suurin yhteinen tekija on 1 ja n > 1. Talloin pieninta sellaista positiivista

kokonaislukua k, jolle pitee a* = 1 (mod n) kutsutaan luvun a kertaluvuksi

modulo n.

Lause 2.2. Olkoon k kokonaisluvun a kertaluku modulo n. Tdlloin o = 1

(mod n), jos ja vain jos k | h.
Todistus. Ks. [1, s. 148]. O

Lause 2.3 (Fermat'n pieni lause). Olkoon p alkuluku ja n sellainen positiivinen

kokonaisluku, etti pfmn. Silloin nP~* =1 (mod p).

Todistus. Ks. [3, s. 199-200]. O



3 Taydelliset luvut

Taydelliset luvut ovat lukuja, jotka ovat kiinnostaneet ihmisia jo pitkéan, silla
ne tunnettiin jo muinaisten kreikkalaisten keskuudessa [3, s. 239]. Taméan lu-
vun kahdessa alaluvussa perehdytéaan lyhyesti seka parillisiin etta parittomiin
taydellisiin lukuihin. Tutustutaan kuitenkin ensin taydellisen luvun maéritel-

maan.

Maaritelmé 3.1 (Taydellinen luku, vrt. [3, s. 239]). Olkoon luku n positiivinen

kokonaisluku. Jos o(n) = 2n, luku n on tdydellinen luku.

Esimerkki 3.1 (vrt. [3, s. 239]). Luku 6 on tdydellinen luku, koska o(6) =
1+42+34+6=12=2-6.

3.1 Parilliset taydelliset luvut

Tama alaluku sisaltad oikeastaan vain yhden, mutta parillisten taydellisten
lukujen kannalta merkittavian lauseen todistuksineen. Hieman lisda tietoa pa-
rillisista tdydellisistd luvuista on 16ydettavissa esimerkiksi Burtonin kirjan [1]

sivuilta 219 — 223.

Lause 3.1. Olkoon luku n positiivinen (ja parillinen) kokonaisluku. Luku n on

parillinen taydellinen luku, jos ja vain jos
n=2""12" 1),
missd luku m on sellainen kokonaisluku, ettd m > 2, ja 2™ — 1 on alkuluku.

Todistus (vrt. [3, s. 239-240]). Olkoon luku n positiivinen (ja parillinen) ko-
konaisluku. Oletetaan ensin, ettd luku 2™ — 1 on alkuluku, m > 2 ja n =
2m=1(2m — 1), ja osoitetaan, ettd talloin luku n on taydellinen luku. Taydelli-
sen luvun madritelmén perusteella on siis osoitettava, ettd o(n) = 2n.

Luku 2™~1 on jaollinen vain luvuilla 1,2,22 ...,2"7! [4, 5. 127] ja luku
2™ — 1 on pariton, joten lukujen 2™~ ! ja 2™ — 1 suurin yhteinen tekija on 1.
Maaritelmén 2.2 perusteella luvut 2m~! ja 2™ — 1 ovat siis suhteellisia alku-
lukuja. Liséksi apulause 2.2 kertoo, ettd funktio o on multiplikatiivinen, joten

madaritelman 2.3 nojalla

(3.1) o(n) =c(2™12™ - 1)) = (2™ Yo (2™ — 1).



Koska luku 2 on alkuluku ja m > 2, apulauseen 2.1 perusteella

2m—1+1 _ 1

0_(2771,—1) = ﬁ = 2771, — 1.

Oletuksen perusteella luku 2™ —1 on alkuluku, joten voidaan jalleen hyodyntaé

apulausetta 2.1 ja saadaan

2m —1)2 -1 22m _omtl L1 1
R

2 2 2 2
_22m_2m+1_2m(2m_2)_2m
Sooom-—2  gm_2 7

Sijoittamalla ndma yhtéloon (3.1) saadaan
on)=c2™ He (@™ —-1)=2"(2" 1) =2-2""12™ — 1) = 2n,

eli luku n on taydellinen luku.
Oletetaan sitten, ettd luku n on parillinen taydellinen luku, ja osoitetaan,

etta talloin se voidaan kirjoittaa muodossa
n=2""12m"-1),

missa luku 2™ — 1 on alkuluku ja m > 2.
Olkoot s ja t positiivisia kokonaislukuja, ¢ pariton ja n = 2°t. Koska luku 2

on alkuluku, apulauseen 2.1 perusteella

23+1 -1
0_(2s> = ﬁ = 2S+1 — 1.

Lukujen 2° ja t suurin yhteinen tekija on 1, joten maéritelman 2.3 ja edellisen

yhtélon perusteella

(3.2) a(n) = a(2°t) = o(2%)a(t) = (25T — 1)o(t).
Oletuksen mukaan n on taydellinen luku, joten méaaritelméan nojalla
(3.3) o(n) =2n =2-2% = 2°"1¢.

Yhtéloiden (3.2) ja (3.3) perusteella

(3.4) (25T — 1)o(t) = 25Tt

Myos lukujen 2571 ja 2571 — 1 suurin yhteinen tekija on 1, ja yhtilosta (3.4)

nahdiin, ettd 2571 | (257 — 1)o (), joten apulauseen 2.3 perusteella 25 |o(t).



On siis olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku ¢, ettd o(t) = 2°Tq. Sijoi-

tetaan tdma yhtéloon (3.4), jolloin saadaan
(3.5) (25T — 125t g = 2t & (25T — 1)g = ¢.

Luku ¢ on siis jaollinen luvulla ¢ ja g # t. Sijoittamalla luvun ¢ paikalle luku

(251 — 1)q yhtélosta (3.5) huomataan, etté
(3.6)  t+q=2" -1)g+qg= (2" —1+1)g=2""g=0(t).

Osoitetaan sitten, ettd ¢ = 1. Tehddan vastaoletus, jonka mukaan ¢ # 1.
Koska q | t ja ¢ # t, luku ¢ on jaollinen ainakin kolmella erisuurella positiivisella
kokonaisluvulla, luvuilla ¢, ¢ ja 1. Talloin mééritelman 2.1 perusteella o(t) >
q+t+ 1, mika ei voi pitdd paikkaansa, koska o(t) =t 4 ¢. Vastaoletus on siis
vaara, joten g = 1.

Koska osoitettiin, ettd ¢ = 1, ja aiemmin osoitettiin, ettd ¢t = (257! — 1),
saadaan yhtalo

t=2% 1.

Sijoitetaan 25! — 1 yhtiloon n = 2°¢, jolloin on osoitettu, etté
n=25(2°"1 —1).

Luku s on positiivinen kokonaisluku, joten s > 1. Kun luvun s paikalle sijoite-

taan luku m — 1, saadaan haluttu muoto
n=2""1(2m — 1),

jossam—12>1elim>2.
On vield osoitettava, ettd 271 —1 on alkuluku. Koska yhtélon (3.6) mukaan

o(t) =t + q, ja osoitettiin, ettd g = 1,
o(t)y=1t+1.

Maéritelman 2.1 mukaan luku ¢ on siis jaollinen vain luvuilla ¢ ja 1, joten se
on alkuluku. O

Sellaisiin alkulukuihin, jotka voidaan kirjoittaa muodossa 2™ — 1, perehdy-

taan tarkemmin luvussa 4.
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3.2 Parittomat taydelliset luvut

Alaluvussa 3.1 késiteltiin parillisia tédydellisia lukuja. Téssa alaluvussa pereh-
dytadn lyhyesti parittomien téydellisten lukujen ongelmaan. Alaluku perustuu
kokonaisuudessaan Burtonin kirjan [1] sivuihin 231 - 233.

Esimerkissa 3.1 annettiin esimerkki ainoastaan parillisesta taydellisesta lu-
vusta. Tahén on syyna se, etta parittomia taydellisia lukuja ei tunneta toistai-
seksi yhtakadn. Ei ole kuitenkaan pystytty myoskadn todistamaan, ettei niita
olisi olemassa. Sen sijaan on onnistuttu 1oytaméaéan ehtoja sille, millainen luvun
n tulisi olla, jotta se voisi olla pariton taydellinen luku. Todistetaan seuraavaksi

yksi sellainen.

Lause 3.2. Jos on olemassa pariton tdydellinen luku n, se voidaan kirjoittaa

muodossa
_ kl 2j2 2j
n=py'py”? -
missda luvut pq, ..., p, ovat erisuuria parittomia alkulukuja ja

pr=k =1 (mod4).

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa pariton tdydellinen luku n. Olkoon n =
phiphe. .. pkr luku n jaettuna alkulukutekijoihin. Télloin tdydellisen luvun mééi-

ritelméan sekéd apulauseen 2.2 ja lauseen 2.1 perusteella

2n = o(n) = o(pi)o(ps?) - o (p)").

Luku n on pariton kokonaisluku, joten voidaan merkitd n = 2m + 1. Tal-
16in 2n = 2(2m + 1) = 4m + 2. Nyt huomataan, ettd 4 | 4m + 2 — 2 = 4m,
joten kongruenssin maaritelmén perusteella jokaiselle parittomalle kokonais-
luvulle n pétee 2n = 2 (mod 4). Luku 2n ei voi siis olla jaollinen luvulla 4,
mutta koska se on parillinen, se on jaollinen luvulla 2. Yhden luvuista o (p)
taytyy siis olla parillinen ja muiden lukujen J(pfi) parittomia, koska muuten
luku 2n olisi jaollinen luvulla 4. Valitaan parilliseksi luvuksi o(p}"'). Edelleen
koska luku 2n ei voi olla jaollinen luvulla 4, myoskéan luku o(pf') ei voi olla
jaollinen luvulla 4, jolloin sitd voidaan merkita o(pt') = 2m, missé luku m on
pariton kokonaisluku. Tisté seuraa, kuten aiemmin osoitettiin, ettd o(pf') = 2
(mod 4).

Luku n on pariton, joten jokaisen luvuista pi, ps,...,p, on oltava pariton.

Joka toinen parillinen luku on jaollinen luvulla 4, joten joko 4 | 2m tai 4 |
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2m—2. Jokaiselle parittomalle luvulle 2m+1 pétee siis joko 4 | 2m+1—1 = 2m
tai4 | 2m+1—3 = 2m—2, joten kongruenssin mééritelméan perusteella jokaiselle
luvulle p; péatee joko p; = 1 (mod 4) tai p; = 3 (mod 4). Lisidksi koska p; on

alkuluku, maaritelman 2.1 perusteella
(3.7) o(pf) =1+pi+p} + -+l

Oletetaan nyt, ettd p; = 3 = —1 (mod 4). Tésta seuraa yhtaloén (3.7) ja

apulauseen 2.4 perusteella, etta

L4+ (=D + (=1)*+ -4+ (=D (mod 4)

o (pl?)

0 (mod 4), kun k; on pariton,

1 (mod 4), kun k; on parillinen.

Huomataan ensin, ettd koska o(p}') = 2 (mod 4), ei ole mahdollista, etti
p1 =3 (mod 4). Siispad p; =1 (mod 4).

Tarkastellaan sitten lukuja ps, . . . , p,. Mikili o(pf) = 0 (mod 4), kongruens-
sin médritelmén mukaan 4 | o(pl"), miké ei voi pitad paikkaansa, silli luku
on = o(pi)o(p5?)---o(p¥) ei ole jaollinen luvulla 4. Téstd seuraa, ettd jos
i # 1, niin o(pf") =1 (mod 4) , jolloin luku k; on parillinen.

Siirrytdan nyt tarkastelemaan vaihtoehtoa p; = 1 (mod 4). Talloin jélleen

yhtédlon (3.7) sekéd apulauseen 2.4 perusteella
o) =1+1+12 4+ +1% =k +1 (mod 4).

Aiemmin todettiin, ettd p; = 1 (mod 4) ja o(p}') = 2 (mod 4). Apulauseen
2.5 mukaisesti siis 2=k; +1 (mod 4) elid |2—k —1=1—ky, joten ky =1
(mod 4). Luvut o(p52), ..., (pf") puolestaan ovat parittomia, joten kun i # 1,
niin joko o(pf') = 1 (mod 4), jolloin k; = 0 (mod 4), tai o(pf) = 3 (mod 4),
jolloin k; = 2 (mod 4). Tdméa voidaan perustella samoin kuin edelld tehtiin.
Luku k; (i # 1) on siis parillinen myos, jos p; =1 (mod 4).

Nyt on siis osoitettu, ettd kun n = pfpk? ... pkr on luku n jaettuna alkulu-
k1 =1 (mod 4). Lisdksi télloin luvut ko, ..., k. ovat parillisia, jolloin voidaan

merkita ko = 279, ..., k. = 27,. O]
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4 Mersennen luvut

Tama luku kasittelee 1500 — 1600 -lukujen vaihteessa elaneen Marin Mersennen
mukaan nimettyja lukuja [3, s. 241]. Luvussa keskitytaan Mersennen alkuluku-
jen tutkimiseen: alaluku 4.1 johdattelee lauseillaan ja esimerkeillaan Mersennen
alkulukujen etsimiseen, ja alaluku 4.2 tutustuttaa lukijan siihen, miten Mersen-
nen alkuluvut liittyvat suurten alkulukujen etsimiseen. Kuten luvussa 3 mai-
nittiin, Mersennen alkuluvuilla on my6s yhteys parillisten téaydellisten lukujen

etsimiseen.

4.1 Mersennen luvut ja alkuluvut

Maaritelma 4.1 (vrt. [3, s. 241]). Olkoon luku m positiivinen kokonaisluku.
Luku 2™ —1 on m:s Mersennen luku ja siitd kaytetdan merkintad M,,. Jos luku

M, on lisaksi alkuluku, sita kutsutaan Mersennen alkuluvuksi.

Esimerkki 4.1. Luku 2°—1 = 63 on 6. Mersennen luku eli M. Se ei kuitenkaan

ole Mersennen alkuluku, silla esimerkiksi 3 - 21 = 63.

Lause 4.1. Olkoon luku m positiivinen kokonaisluku. Jos luku 2™ — 1 on alku-

luku, myods luku m on alkuluku.

Todistus (vrt. [3, s. 240-241]). Oletetaan, etta luku 2™ — 1 on alkuluku, ja teh-
déan vastaoletus, jonka mukaan luku m ei ole alkuluku. Koska m ei ole alku-
luku, voidaan kirjoittaa yhtalo m = ab, jossa 1 < a < m ja 1 < b < m. Koska

m = ab,

om _1=2%_1
—9ab fgab—a 4 . L 92 4 ga_gab—a _gab=2a _  _ 9o _
— 9a.9a(b=1) | ga 9ga(b=2) 4 .
490,90 4 9o, _9alb=1) _9a(b-2) _ .. _ 9o _q
= (20— 1)(20071) 90b=2) L p o0 ),

Koska a > 1, myés (2¢—1) > 1, ja (200~H 4290=2) ... 429 4.1) > 1, joten luku
2™ — 1 ei voi olla alkuluku, miké on ristiriidassa oletusten kanssa. Vastaoletus

ei siis pida paikkaansa, eli luku m on alkuluku. O]
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Esimerkki 4.2. Luku 3562 on jaollinen ainakin luvulla 2. Mersennen luku
Mssg0 = 23952 — 1 ei siis ole alkuluku, koska luku 3562 ei ole alkuluku. Sen
sijaan luvut 7 ja 11 ovat alkulukuja, joten lauseen 4.1 perusteella ei voida

paatella, ovatko My ja M, alkulukuja.

Lause 4.2. Olkoon p pariton alkuluku. Talloin jokainen Mersennen luvun M,

alkulukujakaja voidaan kirjoittaa muodossa 2kp + 1.

Todistus (vrt. [1, s. 228]). Olkoon ¢ jokin Mersennen luvun M, = 27 — 1 al-
kulukujakaja. Tarkoituksena on siis todistaa, ettd luvun ¢ on oltava muotoa
2kp + 1.

Koska ¢ | M,, kongruenssin méadritelmén mukaisesti 2 — 1 = 0 (mod ¢)
eli 22 = 1 (mod ¢). Olkoon s mééritelman 2.5 mukainen luvun 2 kertaluku
modulo ¢. Talléin lauseen 2.2 perusteella s | p.

Luku p on alkuluku, joten joko s = 1 tai s = p. Oletetaan ensin, etta
s = 1. Télloin siis 2! =1 (mod ¢), mistd kongruenssin mééritelméan perusteella
seuraa, ettd g | 2 — 1 = 1. Tama ei voi pitdéd paikkaansa, joten s = p.

Koska luku M, = 2P — 1 on pariton ja g | M,, ei voi pitdd paikkaansa,
ettd ¢ = 2. Siispa ¢ 1 2, jolloin lauseen 2.3 perusteella 2971 = 1 (mod q).
Koska aiemmin merkittiin luvulla s luvun 2 kertalukua modulo ¢, lauseen 2.2
perusteella s | ¢ — 1. Koska liséksi s = p, myos p | ¢ — 1. Tamén perusteella
voidaan kirjoittaa yhtalo ¢ — 1 = pt, jolloin ¢ = pt + 1.

Osoitetaan viela, etta luvun ¢ on oltava parillinen eli ettd t = 2k. Oletetaan,
ettd luku t on pariton. Koska myos p on pariton, luku pt on pariton, jolloin
pt + 1 = ¢ on parillinen. Tama ei voi pitdd paikkaansa, koska ¢ on alkuluku
ja q¢ # 2. Luvun t on siis oltava parillinen. Kun merkitdén ¢t = 2k, huomataan,

ettd g = 2kp + 1. n

Huomattiin, etta kun halutaan selvittda, onko Mersennen luku M, alku-
luku, lauseesta 4.1 on hyotyéd vain silloin, kun luku m ei ole alkuluku. Anne-
taan seuraavaksi muutama esimerkki siitd, miten lausetta 4.2 voidaan kayttaa
apuna, kun halutaan péitella, onko Mersennen luku M, alkuluku silloin, kun
luku p on pariton alkuluku. Esimerkit on keksitty kdyttden apuna esimerkkeja
lahteesta [3, s. 242].

Esimerkki 4.3. Luku 11 on pariton alkuluku. Voidaan siis selvittaa lausetta

4.2 kiyttien, onko Mersennen luku M;; = 2!' — 1 = 2047 Mersennen alkuluku.
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Jokaisen luvun Mi; alkulukujakajan on oltava muotoa 2kp + 1. Koska p =
11, jokaisen alkulukujakajan on oltava muotoa 2 - k- 11 +1 = 22k + 1. Nyt
huomataan, ettd luku 22 -1 4 1 = 23 toteuttaa ehdon. Huomataan myos, etta

23 - 89 = 2047 = M, joten Mi; ei ole alkuluku.

Esimerkki 4.4. Piitelldén, onko M, = 27 + 1 = 127 alkuluku. Lauseen 4.2
perusteella jokaisen luvun M; alkulukujakajan on oltava muotoa 2-k-7+1 =
14k +1. Jos 127 ei ole alkuluku, silld tiytyy olla lukua /127 ~ 11, 27 pienempi
alkulukujakaja. Huomataan kuitenkin, ettd 14k + 1 > 11,27, kun k£ > 1, joten
M7 on Mersennen alkuluku. Luku 127 on toki niin pieni luku, ett4 on muutenkin
helppoa selvittaa, onko se alkuluku, mutta lause 4.2 antaa yhden yksinkertaisen

keinon sen selvittamiseksi.

4.2 Suurten alkulukujen etsinta

Sen selvittamiseksi, onko tietty Mersennen luku alkuluku, on olemassa vain
Mersennen luvuille soveltuvia alkulukutestejé. Niiden avulla voidaan loytaa hy-
vinkin suuria Mersennen alkulukuja, mistd johtuen suurin tunnettu alkuluku
on usein Mersennen alkuluku. Mersennen alkulukujenkaan etsiminen ei kuiten-
kaan ollut helppoa ennen tietokoneiden keksimistéa ja niista esitettiin myohem-
min epatosiksi osoittautuneita vaitteitda. Esimerkiksi 1800-luvulla eras mate-
maatikko esitti uskomuksen, ettei lukua Mjz; suurempaa Mersennen alkulukua
koskaan tultaisi 16ytamaén.

Tietokoneiden yleistyttya uusien Mersennen alkulukujen etsinta helpottui,
ja vuosina 1952-1996 16ydettiin yhteensa 22 uutta Mersennen alkulukua tieto-
koneavusteisesti. Sitten avuksi otettiin internet, kun vuonna 1996 perustettiin
the Great Internet Mersenne Prime Search, lyhennettyna GIMPS. Sen avul-
la yksittaiset ihmiset voivat osallistua uusien Mersennen alkulukujen etsin-
taan liittamalla tietokoneensa osaksi etsintda. Ensimmainen alkuluku loydettiin
GIMPS-projektin avulla jo vuonna 1996.

Ranskalainen Edouard Lucas kehitti 1870 -luvulla teorian, josta on ollut
erityisen paljon hyotya uusien Mersennen alkulukujen 16ytamisessa. Yhdysval-
talainen matemaatikko Derrick H. Lehmer kehitti teoriasta yksinkertaisemman

testin vuonna 1930, ja kyseinen testi on nimetty Lucas-Lehmerin testiksi. [3,
s. 242-246|
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Lause 4.3 (Lucas-Lehmerin testi, vrt. [3, s. 243]). Olkoon luku p jokin alkuluku.
Tarkastellaan Mersennen lukua M, = 2P — 1. Olkoon r1 = 4, ja kun k > 2,

olkoon luku ry, sellainen luku, ettd

ry =17, —2 (mod M,), 0 <7, < M,

Tédlloin Mersennen luku M, on alkuluku, jos ja vain jos r,—1 =0 (mod M,).

Lauseen todistus sivuutetaan. Tattersallin kirja [4, s. 131] esittdd saman
asian ehka hieman helpommin ymmarrettavassa muodossa maarittelemallé lu-

vun 7y, jakojadnnokseksi, joka saadaan jakamalla luku 73_; — 2 luvulla M,,.

Esimerkki 4.5. Osoitetaan Lucas-Lehmerin testin avulla, etta luku M;3 =
8191 on alkuluku. Testin mukaan r; = 4. Huomataan, ettd r7 — 2 = 14. Kun
kaytetaan Tattersallin kirjan muotoilua, huomataan, etta kun luku 14 jaetaan
luvulla 8191, jakojannos on 14, joten ro = 14. Huomataan myos, ettd 14 = 14
(mod 8191), joten se toteuttaa myos lauseessa 4.3 muotoillun ehdon. Jélleen
r3 — 2 = 194, joten 73 = 194. Lasketaan seuraavaksi, ettd r2 — 2 = 37634.
Koska 37634 > M3, lasketaan jakojaannos, kun luku 37634 jaetaan luvulla
M3, ja saadaan ry, = 4870. Jatketaan laskemalla, etta r5 = 3953, r4 = 5970,
ry = 1857, rg = 36, rg = 1294, riy = 3470, r; = 128 ja ro = 0. Siis r13.1 =0
(mod 8191), joten M3 on Mersennen alkuluku.

Suurin nykyisin tunnettu Mersennen alkuluku l6ydettiin GIMPS-projektin

282589933

avulla 7.12.2018. Kyseessia on Mgosgggss eli — 1. Se on 51. tunnettu

Mersennen alkuluku ja samalla suurin tunnettu alkuluku. [2]
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5 Fermat’n luvut

Fermat'n luvuiksi kutsuttuja lukuja on tutkittu 1600-luvulta lahtien, jolloin
ranskalainen matemaatikko Pierre de Fermat, jonka mukaan luvut on myos ni-
metty, esitti uskomuksen, ettéd ne olisivat kaikki alkulukuja. Tama osoittatui
vaaraksi, mutta Fermat'n lukuja on pystytty hyodyntaméaan esimerkiksi geo-
metristen ongelmien késittelyssé. [5, s. 2-5]

Tassé tutkielmassa ei kuitenkaan perehdytéd geometriaan, vaan todistetaan
ensin esimerkkina kaksi Fermat'n lukujen perusominaisuutta, ja késitellaan sit-

ten hieman sita, mitd Fermat'n alkuluvuista tiedetaan.

Maaritelméa 5.1 (Vrt. [4, s. 136]). Olkoon luku n ei-negatiivinen kokonaisluku.

Talloin lukua 22" + 1 kutsutaan Fermat'n luvuksi ja sitd merkitdin F),.

Esimerkki 5.1. Luku 22" + 1 on Fermat'n luku Fy.

Lause 5.1. Olkoon luku n posititvinen kokonaisluku. Tdlloin
F,=(F,.1—1)*+1.

Todistus (vrt. [5, s. 7]). Oletetaan, etté luku n on positiivinen kokonaisluku, ja

todistetaan lause seuraavalla yhtaloketjulla:

(Foo1 — 1)+ 1
=27 11241 =(2 P41 =27

277,71 21+n71

+1=2 +1

=2 +1=F,
O
Lause 5.2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tdlloin
F,=Fy---F,_1+2.

Todistus (vrt. [5, s. 7]). Kéytetddn todistamiseen induktiota. Huomataan en-

sin, etti kann=1, F; =22 +1 =5ja
Fo+2=2"41+2=34+2=5=F,.

Viite siis péatee, kun n = 1.
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Tehdéan sitten induktio-oletus, jonka mukaan
F,=Fy- - F,_1+2,
ja vaitetaan, etta talloin myos F, 1 = Fy--- F, + 2. Huomataan ensin, etta
- F,+2=Fy---F,1-F,+2.
ja etta induktio-oletuksen mukaan F,, = Fy--- F,_1 + 2 eli
Fo---F,1=F,—2
Nyt voidaan kirjoittaa yhtaloketju

Fy---Fy+2=Fy---F,_1 - F,+2
=(F,—2)-F,+2
=2 +1-2)(27" +1) +2
=2 -DE¥ +1)+2
=(2")2 42" -2 — 142
=224 1=9"" 4 1=F, ;.

]

Lisda Fermat'n lukujen perusominaisuuksista on luettavissa lahteen [5] si-
vuilta 7 — 11.

Joskus Fermat'n luvuille kiytetiin myos méadritelmad, jossa luvun 22" + 1
tilalla kaytetdan lukua 2" + 1. Kaikki Fermat'n lukujen ominaisuudet eivat kui-
tenkaan ole voimassa jalkimmaéistd madritelmad kaytettdessa. Fermat'n alku-
lukujen kohdalla molemmat méaritelmét ovat kuitenkin yhta kéayttokelpoisia.

[5, s. 12] Todistetaan tdmé seuraavalla lauseella:

Lause 5.3. Olkoon a™ + 1 alkuluku, jossa a > 1 ja n > 0. Tdlloin luku a on
parillinen ja luku n voidaan kirjoittaa muodossa 2", jossa luku r on posititvinen

kokonaisluku.

Todistus (vrt. [4, s. 136]). Oletetaan, etta luku a™ + 1 on alkuluku, jossa a > 1
ja n > 0. Osoitetaan ensin, ettd luvun a on oltava parillinen tekemall& vas-
taoletus, jonka mukaan a on pariton. Talloin luku a™ on pariton, jolloin luku

a™ + 1 on parillinen. Koska a > 1 jan > 0 ja a” 4+ 1 on parillinen, a™ +1 > 3.
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Luku a™ 4 1 on siis parillinen ja suurempi kuin 3, joten se ei voi olla alkuluku,

miké on ristiriidassa oletuksen kanssa. Luvun a taytyy siis olla parillinen.
Osoitetaan sitten, ettd luku n voidaan kirjoittaa muodossa 2. Oletetaan,

ettd luvulla n on lukua 1 suurempi pariton tekija, eli voidaan kirjoittaa yhtalo

n = st, jossa luku s on pariton ja s > 1. Siis

a"+1=a"+1
:ast_at(s—l)+__._a2t_|_at_‘_at(s—l)_at(s—2)_|__”_at_‘_1

_ at . at(s—l) . at . at(s—?) 4.
B T T L I )RR T |
_ (at + 1)(at(371) . at(372) 4o at(sf(sfl)) + 1)

Koska luku s on pariton ja s > 1, s > 3, misté seuraa, ettd a!C—1) — qts=2) 4

-—at=(=1) £ 1 > 1. Samoin koska a > 1, a' +1 > 1. Luvulla 2" + 1 on siis
kaksi lukua 1 suurempaa tekijaa, joten se ei voi olla alkuluku, mikéa on jalleen
ristiriidassa oletuksen kanssa. Luvulla n ei siis voi olla parittomia tekijoita,

joten se voidaan kirjoittaa muodossa 2". O]

Huomautus. Jos Fermat'n alkuluvulle kdytetdan merkintaa 2™ 4 1, kyseessa ei
ole méaritelmén 5.1 mukainen Fermat'n luku F},, vaan luku £, kun luku n on

kirjoitettu lauseen 5.3 mukaisesti muodossa 2.

Fermat'n alkulukuja tunnetaan kuitenkin vain viisi: viisi ensimmaéista Fer-
mat’n lukua eli luvut Fy, Fy, Fs, F3 ja Fj. Suurin tunnettu Fermat'n alkuluku
on siis 22 + 1 = 65537. [5, s. 6] Vaikka ainoat tunnetut Fermat’n alkuluvut
ovat viisi ensimmaistd Fermat'n lukua, ei silti tiedeta, onko niita olemassa &a-

rettomasti [5, s. 19].
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