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Tassa tydssa toteutetaan C++ -ohjelmointikielelld kirjasto, jolla voidaan laskea perus-
operaatioita suuremmille luvuille kuin tavallisesti kokonaislukuja (engl. integer) kaytta-
malla pystyttaisiin. Toteutettu ohjelma kayttaa lukujen kasittelyssa ja tallentamisessa
merkkijonoja (engl. string), mik& mahdollistaa suurien lukujen operaatioiden laskemisen
merkkijonon maksimipituuden ollessa 2%2-1 eli 4 294 967 295 merkkia. Vertailuna C++ -
kielen suurin mahdollinen kokonaisluku on 20 merkkia pitka (18 446 744 073 709 551
615).

Toteutetut operaatiot ovat yhteen-, vdhennys- ja kertolasku, mutta tdman lisaksi ty6-
hon toteutettiin myés mahdollisuus suorittaa Karatsuba-algoritmi eripituisille luvuille ja
nain todeta sen toteutuksen olevan linjassa asymptoottisen suoritusajan kanssa.

Ty6ssa kasitelldan algoritmien ja niiden pseudokoodien teoriaa seka toteutetaan C++
-ohjelmointikielelle kasiteltavat algoritmit silla tavalla, ettad niiden vertaaminen esitettyyn
pseudokoodiin on mahdollista ja helpohkoa C++ -ohjelmointikieltd osaavalle henkildlle.
Tama palvelee tydssa lyhyesti mainittua ideaa siita, etta ty6ta olisi mahdollista hyddyntaa
toteutettaessa vastaavat operaatiot jollekin toiselle ohjelmointikielelle.

Algoritmien asymptoottiset suoritusajat suuria lukuja kasittelevissa operaatioissa ovat
tarkedssa osassa, joten niita tarkastellaan seka teoreettisella ettd kaytannon tasolla.
Kaytannon tarkastelussa suoritetaan toteutettua C++ -ohjelmaa ja lasketaan sielta saa-
tavat asymptoottiset suoritusajat verraten niita teoreettisiin. Kaytannon tasolla on myos
tarkeda huomioida, ettd parempi asymptoottinen tehokkuus ei valttamatta tee algorit-
mista toista nopeampaa, koska suuret vakiotermit saattavat jadda huomioimatta ja siksi
kaytanndssa tehokkuus riippuu kasiteltavien lukujen suuruudesta.

Avainsanat: arithmetic, integer, algorithm, asymptotic

Taman julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck —ohjelmalla.
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1. JOHDANTO

Taman tyon tarkoitus on kayda lapi teoriaa algoritmeista, joiden pohjalta luodaan funktiot
kasittelemaan suuria lukuja, joita ei kasiteltavalla ohjelmointikielelld itsellaan ole mahdol-
lista laskea. Kaytannon tasolla tydssa on tarkoitus toteuttaa operaatiot 1apikaydyn teorian
pohjalta C++ -ohjelmointikielelld niin, ettd vastaavanlaisten operaatioiden/funktioiden to-
teuttaminen myds muilla ohjelmointikielilla olisi mahdollista tdman tyon avulla. Kasittely
etenee operaatio kerrallaan esitellen teorian seka siihen pohjautuvan toteutuksen C++ -

kielella.

Tehokkuus on avainasemassa kasiteltdvien lukujen koon kasvaessa, minkd vuoksi
tydssa kiinnitetdan huomiota seka algoritmien asymptoottiseen tehokkuuteen, etta kay-

tannon toteutuksessa tehdyn C++ -ohjelman tehokkuuteen.

C++ -kielelle on jo entuudestaan olemassa lukuisia kirjastoja suurien lukujen kasittelyyn,
esimerkiksi GNU MP [1]. Taman tyon tarkoitus ole kilpailla niita vastaan esimerkiksi suo-
rituskyvyssa. Tama tyo tarjoaa sen sijaan teoriaan pohjautuvan lahestymistavan tallais-
ten operaatioiden kehittamiseen ja olemassa olevien algoritmien vertailuun. Tyohon

tehty C++ -ohjelma I6ytyy Githubista [2].



2. ASYMPTOOTTISET SUORITUSAJAT

Laskuoperaatioiden suorittaminen hidastuu kasiteltavien lukujen kasvaessa. Siksi on
merkityksellistd huomioida laskuissa kaytettavien algoritmien asymptoottiset tehokkuu-
det, jotta ohjelman tehokkuus ei karsi huonojen algoritmien vuoksi. Taulukkoon 1 on

koottu yleisimpien laskuoperaatioissa kaytettyjen algoritmien asymptoottisia suoritusai-

koja. Operaatiot suoritetaan kahdelle n-pituiselle kokonaisluvulle.

Taulukko 1. Operaatioissa kéytettavien algoritmien asymptoottiset suoritusajat [3, s.

514][4, s. 15]

Operaatio Algoritmi Asymptoottinen suoritusaika
Yhteenlasku Schoolbook O(n)
Vahennyslasku Schoolbook O(n)
Schoolbook O(nZ )
Karatsuba O(nlogz 3 ~ Tl1'585)
Kertolasku
Toom—Cook-3

O(nlogg 5 ~ n1.465)

Schénhage—Strassen

Omlognloglog n)




3. KOKONAISLUKUJEN ALGORITMIT

Toteutetussa C++ -ohjelmassa algoritmit on tehty kayttden kymmenjarjestelmaa, vaikka
luvun 3 alaluvuissa esitellyt algoritmit mahdollistaisivat myds muiden jarjestelmien kay-

ton, esim. binaarijarjestelman [4].

3.1 Yhteenlasku kokonaisluvuilla

Algorithm 1.1 IntegerAddition

Input: A=>0""a;3, B=Y0""b, carry-in 0 < d;,, < 1
Output: C = 23'7] c;3 and 0 < d < 1 suchthat A+ B + d;, = dB" + C

I: d «— di,

2: for iz from O ton — 1 do

3: S« ay + b,,: + d

4 (d,c;) « (s div 3, s mod f3)
5: return C, d.

Ohjelma 1. Schoolbook-algoritmin pseudokoodi yhteenlaskulle [4]

Yhteenlaskussa (ohjelma 1) algoritmi kdy lapi laskettavia lukuja merkki kerrallaan aloit-
taen pienimmista. Rivilla 2 esitetty silmukka suoritetaan n kertaa, missa n tarkoittaa al-
goritmille annetuista numeroista lyhyemman pituutta. Rivilla 3 lasketaan yhteen samalla
saman kantaluvun numerot ja niihin lisataan siirtobitti (engl. carry-bit), jonka arvo on aina
0 tai 1 kaytettdessa kymmenjarjestelmaa. Mikali saatu summa s on suurempi kuin 9,
seuraavan silmukan siirtobitti on 1 ja tdman silmukan summasta s vahennetadn kymme-

nen, joka viedaan siirtobitilla seuraavalle silmukalle.

3.2 Vahennyslasku kokonaisluvuilla

Vahennyslaskun algoritmi toimii Iahes samalla tavalla verrattuna ohjelman 1 yhteenlas-

kuun. Erona on rivin 3 muuttaminen muotoon s < a; — b; +d [4, s. 3]. Tama on toteu-

tetussa ohjelmassa muokattu vielda niin, ettd d vahennetddn eli saadaan

S« a;— b —d.

Vahennyslaskussa huomioitavaa on mahdollisuus negatiivisiin vastauksiin, joten C++ -
toteutuksessa funktiolle voidaan antaa kolmantena parametrina totuusarvo (engl. bool),

mikali miinusmerkkia ei haluta. Tama on hyddyllista, koska vahennyslaskua kaytetaan



kertolaskualgoritmissa (luku 3.3.2), joka tarvitsee kahden luvun erotuksen, mutta ilman

miinusmerkkia.

3.3 Kertolasku kokonaisluvuilla

Kertolaskuoperaatiossa tarkastellaan kolmea eri algoritmia, jotka ovat tavanomainen
(engl. Schoolbook), Karatsuba ja Toom-Cook-3. Naistd parhaimman asymptoottisen
suorituskyvyn tarjoaa Toom-Cook-3 (taulukko 1). Taulukosta 1 I6ytyva Schoénhage—
Strassen-algoritmi on asymptoottisesti vield parempi kuin Toom-Cook-3, mutta sita ei
kasitella tassa tydssa, koska O-notaatio jattda huomioimatta vakiokertoimen, jonka mer-

kitys kaytannon tehokkuuteen on suuri. [5]

Verrattuna tavanomaiseen kertolaskualgoritmiin Karatsuba tarjoaa paremman
asymptoottisen suoritusajan (taulukko 1), mika on merkittava etu, kun tarkoituksena on

kasitella suuria lukuja.

Toom-Cook-3 on teoriassa Karatsuba-algoritmia tehokkaampi, mutta kaytanndn toteu-
tuksissa sen kayttd jad huomattavasti vahaisemmaksi, koska se vaatii tarkkoja jakolas-
kuja (engl. exact division). Syy tarkkojen jakolaskujen valttelyyn on se, etta niiden teho-

kas toteuttaminen on vaikeaa. [6]

3.3.1 Schoolbook

Tavanomainen kertolasku (ohjelma 2) sisaltéda kaksi silmukkaa, jotka kdyvat numeroita
lapi yksi kerrallaan kertoen ne toisillansa. Johtuen kahdesta sisakkaisesta silmukasta,
asymptoottinen suoritusaika on eksponentiaalinen, kuten todettu taulukossa 1. Tavan-
omainen kertolasku |6ytyy toteutetusta C++ -ohjelmasta (MultiplySlow), mutta se haviaa
tehokkuudessa luvussa 3.3.2 kasiteltavalle Karatsuba-algoritmille jo hyvinkin pienilla lu-

vuilla.

Algorithm 1.2 BasecaseMultiply
Input: A=>50""a;6", B=Y0""b,3

Output: C = AB := S?’Jr’”’_] cr 3"
1: C«— A- by
2: for jfrom 1 ton —1do

C —C+pB(A-b))

4: return C.

Ohjelma 2. Schoolbook-algoritmin pseudokoodi kertolaskulle [4, s. 4]



3.3.2 Karatsuba

Verrattuna luvussa 3.3.3 kasiteltavaan Tom-Cook-3 -algoritmiin Karatsuba on suhteelli-
sen yksinkertainen toteuttaa, joten se palvelee taman tyén tarkoitusta toimia mahdolli-
sena apuna kehitettdessa vastaavaa operaatiokirjastoa muihin ohjelmointikieliin tai pro-

jekteihin.

Karatsuba-algoritmi perustuu n-pituisen kertolaskun jakamiseen kolmeksi n/2-pituiseksi
kertolaskuksi. Nama kolme kertolaskua suoritetaan kutsuen Karatsuba-algoritmia rekur-
siivisesti uusilla parametreilla, jotka lasketaan kayttden alkuperaisten lukujen maksimipi-
tuuden n puolikasta yléspain pydristettyna. [4, s. 5]. Algoritmin tarkoitus on siis vahentaa
osittaisten tulosten maaraa pitkissa kertolaskuissa vaadittavien yhteenlaskujen kustan-
nuksella. Huomioitavaa tassa "vaihtokaupassa” on modernien prosessorien kyky laskea
kertolaskuja lahes yhta nopeasti kuin yhteenlaskuja. [7]. Toteutetussa C++ -ohjelmassa
my0Os yhteenlasku on toteutettu omana algoritminaan, joten sen tehokkuutta taytyisi ar-

vioida erikseen.

Tassa tyossa kaytetaan Karatsuba-algoritmin perinteisempaa toteutustapaa School-boy,
mutta on olemassa myos vahemman tunnettu variaatio arbitrary degree Karatsuba
(ADK), jonka mahdollinen paremmuus perustuu tarvittavien kerto- ja yhteenlaskujen eri-
laiseen suhteeseen. ADK:n paremmuus ei kuitenkaan ole itsestaanselvyys vaan riippu-

vainen olosuhteista, joten sen syvallisempi kasittely jatetaan tassa tydssa pois. [7].

Ohjelma 3 esittdd Karatsuba-algoritmin toiminnan. Algoritmille annetaan parametrina

kaksi kokonaislukua, joiden tulo palautetaan.

Liitteessa A esitetdan Karatsuba-algoritmista C++ -kielen toteutus, joka on tehty kayttaen
apuna ohjelman 3 pseudokoodia. Tahan toteutukseen vaaditaan mahdollisuus yhteen-
ja vahennys- ja kertolaskuun. Yhteen- ja vahennyslaskun toteutukset ovat esitetty lu-
vuissa 3.1 ja 3.2. Kertolaskussa kaytetaan luvussa 3.3.1 kasiteltdvaa tavanomaista ker-

tolaskualgoritmia. TAma esitetdan ohjelmassa 3 nimella BasecaseMultiply.



Algorithm 1.3 KaratsubaMultiply

Input: A=Y "a, B=Y4 "b;3
Output: C' = AB := 0" " ¢ 3F
if n < ng then return BasecaseMultiply(A, B)
k — [n/2]
(Ag, Bo) := (A, B) mod 3%, (A1, B1) := (A, B) div 3*
sa < sign(Ag — Ay), sp « sign(By — By)
Cy «— KaratsubaMultiply( Ay, By)
(' «— KaratsubaMultiply(A;, B;)
Cs « KaratsubaMultiply(| Ay — A4|, | By — By|)
return C' := Cy + (Co + C — 5,433(}’2),{3}“ + O, 3%k,

Ohjelma 3. Karatsuba-algoritmin pseudokoodi [4, s. 5]

3.3.3 Toom-Cook-3

Toom-Cook-algoritmi jakaa n-pituisen tulon useaan eri tuloon, joiden maara riippuu kay-
tettdvasta Toom-Cook:in variaatiosta, jota merkitddn numerolla r algoritmin lopussa

(Toom-Cook-r). Jaettujen tulojen maara saadaan kaavalla
2r —1, (1
jossa r on mainittu Toom-Cook:in variaatio. [4, s. 7]

Tassa luvussa esitelladan Toom-Cook-algoritmin ”3-suuntainen” variaatio, joka tarkoittaa
kaavalla 1 laskettuna tulon jakamisen viiteen. Ohjelmassa 4 kertolaskun jako viiteen ha-
vaitaan kaytanndssa riveilla 3-7, joissa Toom-Cook-3 -algoritmia kutsutaan rekursiivi-

sesti viisi kertaa.
Toom-Cook -variaatioiden asymptoottinen suoritusaika saadaan kaavalla

O(nlogr(Zr—l) ), 2

josta saadaan tulokseksi taulukossa 1 esitetty 0(n1°g3 > ) kaytettdessa arvoa 3 muut-

tujalle r. Kaavan 2 perusteella asymptoottinen suoritusaika voi teoriassa lahestya lineaa-
risuutta muuttujan r kasvaessa. Kaytannon toteutuksissa kaytetyt arvot ovat kuitenkin
yleensa 2, 3 tai 4 johtuen Schénhage—Strassen-algoritmin paremmasta asymptootti-

sesta suoritusajasta (taulukko 1). [8]



Luvussa 3.3.2 kasiteltdva Karatsuba-algoritmi on itseasiassa yleistys "2-suuntaisesta”

Toom-Cook-algoritmista, silla siind kertolasku jaetaan kolmeen pienempaan kertolas-

kuun kuten kaavasta 1 voidaan laskea kayttamalla arvoa 2 muuttujalle r. [4, s. 6-7]

Algorithm 1.4 ToomCook3

Input: two integers 0 < A, B < 3"
Output: AB := co + c1 3% + co32F + c333F + ¢4 3 with k = [n/3]
Require: a threshold ny; > 3

I:

A A A S

if n < n; then return KaratsubaMultiply(A, B)

write A = ag + a1 + asx?, B = by + by + bya? with & = 3*.

vo — ToomCook3(ag, by)

v+ ToomCook3(apy+a1, boo+b1) where age «— ag+as, bps — bp+bs
v_1 «— ToomCook3(ags — a1, bz — b1)

vy «— ToomCook3(ay + 2a1 + 4as, by + 2b1 + 4b9)

Voo «— ToomCook3(as, b2)

t1 «— (3’00 + 2v_1 + ’UQ)/G — 2V, tg — (1)1 + ?)_1)/2

Cop < Vp,C1 < U1 — tl, Cy <— tg — Vp — Vsos C3 tl - tg, Cq — Voo

Ohjelma 4. Toom-Cook-3 -algoritmin pseudokoodi [4, s. 7]



4. TOTEUTETTU C++ -OHJELMA

Tassa luvussa kasitellaan tarkemmin aiemmin sivuttua C++ -ohjelmaa [2]. Ohjelman tar-
koitus on olla mahdollisimman yksinkertainen ja helppokayttéinen, jotta sen voisi vaivatta
lisata esimerkiksi johonkin valmiiseen ohjelmaan ja aloittaa sen tarjoamien funktioiden
kayttd. Funktiot ovat tehty jaljitellen esiteltyjen algoritmien pseudokoodia mahdollisim-
man hyvin seka toiminnallisuuden ettd ulkonddn kannalta, jotta johdannossa mainittu
mahdollisuus luoda vastaava operaatiokirjasto kayttden tata tyotd apuna olisi mahdol-

lista.

Toteutettu ohjelma on omana luokkanaan BigNumLib tiedostoissa bignumlib.h seka big-
numlib.cpp. Tama luokka kayttaa kirjastoja <string>, <math.h> ja <algorithm>. Ohjel-
massa on sen lisdksi mukana main.cpp, joka sisaltéd esimerkin BigNumLib:n kayttami-
sesta seka testAsymptotic-funktion, jolla voidaan havaita kertolaskualgoritmin tehokkuus
samaan tapaan kuin luvun 4.2 taulukossa 2. Tama funktio tarvitsee toimiakseen erillisen

tiedoston NumbersForTesting.h.

Ohjelmaan ei ole toteutettu virhetarkasteluja funktioille annetuille syétteille, joten validien

numeroiden ja syoétteiden kayttdminen jaa funktioiden kutsujan vastuulle.

4.1 Funktiot

string sum(string number1, string number2);

Suorittaa yhteenlaskun kahdelle kokonaisluvulle. Mikali toinen luvuista on negatiivinen,
muuttaa yhteenlaskun vahennyslaskuksi ja kayttda substraction-funktiota. Esimerkiksi
lasku -10+7 voidaan ilmoittaa laskuna 7-10. Molempien lukujen ollessa negatiivisia suo-

ritetaan tavallinen yhteenlasku positiivisilla luvuilla ja lisdtdan miinusmerkki lopussa.

string substraction(string number1, string number2, bool minusSign);

Suorittaa vahennyslaskun kahdelle positiiviselle kokonaisluvulle. Kolmantena paramet-
rina annettava minusSign maarittelee, halutaanko lopulliseen vastaukseen miinus-
merkki. Tdman parametrin ollessa epatosi (engl. false), ei vastauksessa ole miinusmerk-

kia, vaikka se olisi negatiivinen.



string multiplyFast(string number1, string number2);

Suorittaa kertolaskun kahdelle positiiviselle kokonaisluvulle kayttden Karatsuba-algo-

ritmia. Tama on suositeltu funktio kertolaskuun.

string multiplySlow(string number1, string number2);

Suorittaa kertolaskun kahdelle positiiviselle luvulle kayttden Schoolbook-algoritmia.
Tama on lahes aina hitaampi tapa laskea kertolasku kuin edelld mainittu multiplyFast,
joten tdman kayttéa ei suositella. Tama funktio on nopeampi pienilla luvuilla, jotka voi
kertoa yhteen ilmankin erillista algoritmia kayttamalla tavallista kokonaislukujen kertolas-

kua.

4.2 Suorituskyky

Taulukkoon 2 on kirjattu yl6s suoritusaikoja, kun multiplyFast-funktiolla suoritetaan tulo
kahdelle n-pituiselle luvulle. Taulukon 2 tarkoituksena on havaita, etta toteutetun kerto-

laskun suorituskyky vastaa hyvin lahelle sita, mika sen pitaisi teoriassakin olla.

Taulukko 2. Kertolaskun suorituskyky kéytdnnéssé ja teoriassa

n Toteutunut | Teoreettinen
aika (ms) aika (ms)

100 4 -

200 15 12

400 45 45

800 125 135
1600 366 375
3200 1138 1098
6400 3337 3414
12800 10283 10011

Teoreettiset arvot ovat laskettu kayttamalla Karatsuba-algoritmin asymptoottista suori-
tusaikaa (taulukko 1) ja toteutuneita aikoja. Esimerkiksi taulukossa 2 n-arvon ollessa 200
toteutuneeksi ajaksi saadaan 15 millisekuntia. Asymptoottisen suoritusajan avulla las-

kettaessa ajan pitisi olla kolminkertainen, kun n-arvo on 400 eli kaksinkertainen.
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5. KEHITYSIDEAT

Toteutettu ohjelma ei sisalla jakolaskua, joten se olisi hyvin looginen lisa ohjelmaan. Oh-
jelmassa ilmenneitten ongelmien takia vain yhteenlaskulle voi antaa negatiivisia lukuja

parametrina. Tdma mahdollisuus pitaisi lisadtd myds muille operaatioille.

Suunnitelmissa ollut aika-arvio -funktio ei myoskaan toteutunut. Taman funktion idea olisi
arvioida halutun operaation kesto eri suuruisilla luvuilla. Kaytanndssa funktio suorittaisi
operaation ennalta maaritellyilla luvuilla ja ottaisi ylos tahan kuluvan ajan. Taman jalkeen
se arvioisi asymptoottisen suoritusajan ja kayttajan lukujen koon perusteella operaation

suorittamiseen kuluvan ajan.

Myés virhetarkastelut olisivat kdytanndn kayttétarkoituksia varten hyddyllisia, jotta kayt-
tajan ei tarvitsisi liilan tarkasti huolehtia syétteiden oikeellisuudesta. Naiden lisddminen
ei ole monimutkaista, koska merkittavin asia on tarkistaa merkkijonojen sisaltavan aino-

astaan numeroita ja mahdollinen miinusmerkki ensimmaisena alkiona.

Edistyksellisempia kehitysmahdollisuuksia olisi esimerkiksi uudet algoritmit kertolaskua
varten ja ohjata ohjelma kayttamaan optimaalisinta syo6tteiden suuruuden mukaan tavoit-
teena minimoida kaytetty aika. Tallainen hybridialgoritmi on kaytdéssa esimerkiksi C++ -

kielen Standard Template Library -kirjaston lajittelualgoritmissa (engl. sort) [9].
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6. YHTEENVETO

Tassa kandidaatintutkielmassa tarkoitus oli kdyda lapi teoriaa algoritmeista, joiden avulla
laskuoperaatioita voidaan toteuttaa ja on nykymaailmassa toteutettu erilaisissa sovellus-
kohteissa. Kasittely jai vajaaksi jakolaskun puuttuessa, mutta yhteen-, vahennys- ja ker-
tolaskuun tyossa saatiin toteutettua toimivat funktiot. Myds ohjelmasta I6ytyva funktio
kertolaskun asymptoottisen tehokkuuden tutkimiseen on toimiva ja todistaa asymptoot-

tisen suoritusajan olevan ohjelman kertolaskussa linjassa teorian kanssa.

Yhteenvetona operaatioiden toteutuksesta voidaan todeta niiden olevan suhteellisen yk-
sinkertaisia ja taten mahdollisia toteuttaa muilla ohjelmointikielilla, joihin ei ole saatavilla

esimerkiksi GNU MP:n kaltaista kirjastoa.
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LITE A: KARATSUBA C++ -KIELELLA

multiply karatsuba ( numberl, number?)
( (numberl.length () ) (number2.length () ) )

to string(stoi (numberl) stoi (number2)) ;

m = max(ceil (numberl.length () ), ceil (number2.length ()
lowl = numberl.substr (numberl.length() -m, m);
highl = numberl.substr (0, numberl.length() m);

low2 = number2.substr (number2.length() m, m);
high2 = number2.substr (0, number2.length () m);

cO0 = multiply karatsuba(lowl,low2);

cl = multiply karatsuba( sum(lowl,highl),
sum (low2,high2));

c2 = multiply karatsuba (highl,high2);

appendFirst (m*2, ) ;

appendSecond (m, ) ;

c = findDiff(cl, c2);
o} c.erase (U, c.find first not of( ))

o} findDiff (c, cO0);
o} c.erase (0, c.find first not of( ))

first = c2.append(appendFirst) ;
second = c.append (appendSecond) ;

sum(first, sum(second,c0));



