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Tässä tutkimuksessa esitellään ordinaalit sekä Cantorin normaalimuoto. Aihe liittyy joukko-
opin piiriin. Vaikka tutkielman pääasiallisena aiheena ovat ordinaalit ja Cantorin normaalimuo-
to, tutkielmassa esitetään myös muita termejä ja käsitteitä, joiden käsittely on välttämätöntä
tutkielman pääasiallisen aiheen ymmärtämiseksi.

Tutkielman alussa esitellään tarvittavat järjestyskäsitteet. Järjestyskäsitteitä tarvitaan ordi-
naalien muodostamiseen. Käsitteitä esitellään kolme: osittainen järjestys, lineaarijärjestys ja
hyvinjärjestys. Järjestyksistä perehdytään erityisesti hyvinjärjestykseen. Järjestyksistä edetään
transfiniittisen induktion ja transfiniittisen rekursion käsitteisiin. Transfiniittisen rekursion todis-
tamiseen tarvitaan korvausaksioomaa. Siksi tutkielmassa esitetään korvausaksioomat. Lisäksi
perehdytään hieman säännöllisyysaksioomaan.

Transfiniittinen rekursio ja hyvinjärjestetyt struktuurit ovat tärkeässä roolissa epsilon-kuvan
käsitteen määrittelemisessä. Näiden jälkeen tutkielmassa esitetään keskeinen ordinaalin käsite.
Useita edellä mainittuja käsitteitä tarvitaan ordinaalien muodostamisessa ja näin ollen Cantorin
normaalimuodon esittämisessä.

Jokainen nollasta eroava ordinaali voidaan esittää Cantorin normaalimuodossa. Tutkielman
lopussa perehdytään Cantorin normaalimuotoon ja esitetään sen olemassaolo sekä yksikäsittei-
syys. Lähteenä käytetään pääasiassa Herbert B. Endertonin kirjaa "Elements of set theory".
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Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Tämän tutkielman tavoitteena on määrittää ordinaaliluvut eli ordinaalit ja esittää ordinaaleille
Cantorin normaalimuoto. Tässä tutkielmassa on viisi päälukua. Tutkielman rakenne on kumula-
tiivinen eli tekstissä pohjustetaan ensin esitietoja, kuten termejä ja käsitteitä. Jokaisessa luvussa
tarvitaan näitä aikaisempia esitietoja paremman ymmärryksen saavuttamiseksi.

Luvussa 2 esitellään kolme tärkeää järjestyskäsitettä. Ne ovat osittainen järjestys, lineaari-
järjestys ja hyvinjärjestys. Näistä annetaan konkreettisia esimerkkejä, jotta järjestyksiin liittyvät
käsitteet on helpompi sisäistää. Tärkeimpänä käsitteenä voidaan pitää hyvinjärjestystä, sillä sitä
tarvitaan tutkielman eri luvuissa. Hyvinjärjestys on myös tärkeässä asemassa ordinaaleja muo-
dostettaessa. Tässä luvussa annetaan lisäksi struktuurin käsite, jota tarvitaan myös ordinaalien
muodostamiseen.

Luku 3 käsittelee pääosin transfiniittistä rekursiota. Luvussa on kerrottu lyhyesti trans-
finiittisen induktion periaate. Transfiniittistä induktiota sovelletaan tutkielman todistuksissa.
Transfiniittisen rekursion todistamiseen tarvitaan yhtä korvausaksioomaa, joka on yksi joukko-
opin keskeisistä aksioomista. Joukko-opissa eniten tutkittu aksiomaattinen järjestelmä lienee
Zermelo-Fraenkelin aksioomat, jonka lyhenne on ZF. Usein puhutaan ZFC aksioomista, mikä
tarkoittaa, että mukaan on lisätty valinta-aksiooma (axiom of choice).

Luvussa 4 tarkastellaan epsilon-kuvan sekä isomorfismin käsitteitä. Edellä mainitut transfi-
niittinen rekursio ja hyvinjärjestys ovat merkittävässä roolissa epsilon-kuvien määrittelemises-
sä. Isomorfismia käsitellään struktuurien näkökulmasta. Tässä tapauksessa isomorfismi kahden
struktuurin välillä tarkoittaa, että näiden kahden struktuurin välinen kuvaus on bijektio, joka
säilyttää järjestykset.

Luvussa 5 esitetään tutkielman kannalta keskeinen ordinaalin käsite. Tähän tarvitaan edel-
lisissä luvuissa määriteltyjä käsitteitä, kuten epsilon-kuvaa ja hyvinjärjestetyn struktuurin kä-
sitteitä. Ordinaaleilla on monia ominaisuuksia, kuten esimerkiksi transitiivisuus ja irrefleksii-
visyys. Ordinaalin voidaan ajatella koostuvan kaikista sitä edeltävien ordinaalien joukosta. Lu-
vussa myös esitellään seuraajaordinaalin sekä rajaordinaalin käsitteet. Lisäksi kerrotaan hieman
kumulatiivisen hierarkian tasoista.

Luvussa 6 käsitellään aluksi transfiniittistä rekursiota ordinaaleille, sekä määritellään iso-
morfiatyypien ja järjestystyypen käsitteet. Järjestystyyppien yhteenlaskuilla ja kertolaskuilla
käytetään yleisesti heprealaista sanakirjajärjestystä. Luvun lopussa käsitellään ordinaaliarit-
metiikkaa eli ordinaalien laskutoimituksia. Jokainen nollasta eroava ordinaali voidaan esittää
Cantorin normaalimuodossa. Lopuksi osoitetaan Cantorin normaalimuodon olemassaolo sekä
yksikäsitteisyys.
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2 Järjestykset

Tässä luvussa esitetään ordinaalilukujen määrittelemiseen tarvittavat järjestyskäsitteet. Nämä
ovat osittainen järjestys, lineaarijärjestys ja hyvinjärjestys. Lisäksi esitetään näistä konkreettisia
esimerkkejä, jotta niiden hahmottaminen olisi selkeämpää. Järjestys käsitteiden lisäksi käsitel-
lään mielivaltaisen järjestetyn joukon alkioihin liittyviä käsitteitä, kuten joukon maksimaalinen
alkio ja minimaalinen alkio. Lisäksi luvussa määritellään jonkin järjestetyn joukon mielivaltai-
sen alkion määräämä alkupätkä. Alkupätkän käsite on keskeisessä asemassa, koska sitä tarvi-
taan tutkielman monissa määritelmissä ja tuloksissa. Tämän luvun lähteenä on käytetty pääosin
Endertonin kirjaa. [2, s.167-173]

2.1 Osittainen järjestys

Määritelmä 2.1. Relaatio R on osittainen järjestys, jos

1. R on transitiivinen relaatio: xRy ∧ yRz ⇒ xRz,

2. R on irrefleksiivinen relaatio: Kaikilla x pätee (x, x) < R

Esimerkki 2.2. (a) Olkoon S mikä hyvänsä joukko. Sen osajoukkorelaatio

Cs = {(A,B) | A ⊆ B ⊆ S & A , B}

on osittainen järjestys.
(b) Olkoon P positiivisten kokonaislukujen joukko. Nyt tiukka jaollisuusrelaatio

C = {(a, b) ∈ P x P | a · q = b, jollakin q , 1}

on osittainen järjestys joukossa P. Esimerkiksi luku 4 jakaa luvun 20, koska 4 · 5 = 20 mutta
luku 4 ei jaa lukua 5 sekä luku 5 ei jaa lukua 4 tiukassa jaollisuusrelaatiossa. Myöskään mikään
joukon P alkio ei jaa itseään tiukassa jaollisuusrelaatiossa.

Osittaisille järjestyksille käytetään yleensä symbolia <. Jos < on osittainen järjestys, niin
voidaan määritellä, että

x ≤ y ⇔ x < y ∨ x = y.

Lause 2.3. Oletetaan, että < on osittainen järjestys. Tällöin kaikilla x, y ja z:

1. Korkeintaan yksi ehdoista

x < y, x = y, y < x

on voimassa.

2. x ≤ y ≤ x ⇒ x = y.

Todistus. (1) Jos pätee x < y ja x = y, niin saadaan x < x. Koska < on osittainen järjestys,
niin x < x on ristiriidassa relaation < irrefleksiivisyyden kanssa. Jos taas x < y ja y < x, niin
relaation < transitiivisuudesta seuraa jälleen x < x, mikä on ristiriita.
(2) Jos x ≤ y ≤ x ja x , y, niin saadaan x < y < x, mikä on ristiriidassa kohdan 1 kanssa. �
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2.2 Lineaarijärjestys

Määritelmä 2.4. Relaatio R on lineaarijärjestys joukossa A, jos seuraavat kaksi ehtoa pätevät:

1. R on transitiivinen relaatio,

2. R toteuttaa trikotomiaehdon joukossa A: kaikille x,y ∈ A pätee täsmälleen yksi ehdoista

xRy, x = y, yRx.

Havaitaan, että trikotomiaehdosta seuraa relaation R irrefleksiivisyys, joten jokainen lineaa-
rinen järjestys on myös osittainen järjestys.

Esimerkki 2.5. Tavallinen järjestysrelaatio on lineaarijärjestys reaalilukujen joukossa, koska
jokaiselle x, y ∈ R, x , y seuraa joko x > y tai x < y.

Esimerkki 2.6. Esimerkin 2.2 tiukka jaollisuusrelaatio todettiin olevan osittainen järjestys,
mutta se ei ole lineaarijärjestys positiivisten kokonaislukujen joukossa, koska selvästi 2,3 ∈ Z+
mutta määritelmän 2.4 trikotomiaehto 2 rikkoutuu. Nyt 2 , 3, 2 - 3 ja 3 - 2.

Määritelmä 2.7. Olkoon R relaatio joukossa A eli R ⊆ A×A. Järjestettyä paria 〈A,R〉 kutsutaan
struktuuriksi.

Erityisesti voidaan puhua osittain järjestetyistä ja lineaarijärjestetyistä struktuureista, jos R
on osittainen järjestys tai lineaarijärjestys joukossa A.
Seuraavaksi esitetään muutamia järjestyksiin liittyviä käsitteitä.

Määritelmä 2.8. [3, s.17] Olkoot < osittainen järjestys joukossa A, D ⊆ A, D , ∅, m ∈ D ja
t ∈ A.

1. m on joukon D pienin alkio, m = min D, jos m ∈ D ja kaikilla a ∈ D pätee m ≤ a.

2. m on joukon D suurin alkio, m = max D, jos m ∈ D ja kaikilla a ∈ D pätee m ≥ a.

3. m on joukon D minimaalinen alkio, jos m ∈ D ja millään a ∈ D ei päde a < m.

4. m on joukon D maksimaalinen alkio, jos m ∈ D ja millään a ∈ D ei päde m < a.

5. t on joukon D alaraja, jos kaikilla a ∈ D pätee t ≤ a.

6. t on joukon D yläraja, jos kaikilla a ∈ D pätee t ≥ a.

7. t on joukon D suurin alaraja, t = inf D, jos jokaisella joukon D alarajalla a pätee a ≤ t.
Toisin sanoen inf D = max B, missä B on on joukon D alarajojen joukko.

8. t on joukon D pienin yläraja, t = sup D, jos jokaisella joukon D ylärajalla a pätee t ≤ a.
Toisin sanoen sup D = min C, missä C on on joukon D ylärajojen joukko.

Jokaisella osajoukolla D ⊆ A ei välttämättä ole suurinta eikä pienintä alkiota.

Esimerkki 2.9. Avoimella välillä ]0,1[⊆ R ei ole pienintä eikä suurinta alkiota.

Jos joukolla on pienin alkio tai suurin alkio, niin silloin se on myöskin yksikäsitteinen. Jos
m1 ja m2 ovat molemmat joukon D pienimpiä alkioita, niin silloin pätee m1 ≤ m2 sekä m2 ≤ m1,
joten m1 = m2. Sama pätee myös joukon D suurimmalle alkiolle.
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Esimerkki 2.10. Tarkastellaan taas esimerkin 2.2 tiukkaa jaollisuusrelaatiota positiivisten ko-
konaislukujen joukossa P,

C = {(a, b) ∈ P × P | a · q = b jollakin q , 1}

Luku 1 on joukon P pienin alkio. Olkoon sitten D = {a ∈ P | a , 1}. Nyt jokainen alkuluku on
joukon D minimaalinen alkio eikä joukossa D ole pienintä alkiota. Tästä voidaan päätellä, että
joukolla voi olla useita minimaalisia tai maksimaalisia alkioita.
Esimerkki 2.11. Olkoot Q rationaalilukujen joukko ja < tavallinen lineaarijärjestysrelaatio.
Positiivisten rationaalilukujen joukolla ei ole ylärajaa. Joukolla {x ∈ Q | x2 < 3} taas on
ylärajoja joukossa Q, mutta sillä ei ole pienintä ylärajaa rationaalilukujen joukossa Q.

2.3 Hyvinjärjestys

Määritelmä 2.12. Lineaarijärjestys joukossa A on hyvinjärjestys, jos jokaisella epätyhjällä
joukon A osajoukolla on pienin alkio.
Esimerkki 2.13. Luonnollisten lukujen joukon ω tavallinen järjestys on hyvinjärjestys, mutta
kokonaislukujen joukko Z ei ole hyvinjärjestetty joukko, koska esimerkiksi joukolla A = {x ∈
Z | x ≤ 4} ⊆ Z ei ole pienintä alkiota.
Esimerkki 2.14. Olkoot joukko A epätyhjä äärellinen joukko ja < joukon A lineaarijärjestys.
Koska joukko A on äärellinen ja < on lineaarijärjestys joukossa A, niin silloin A on hyvin-
järjestetty joukko. Nyt joukolla A on pienin alkio t0. Edelleen jos A \ {t0} , ∅, niin joukolla
A \ {t0} on pienin alkio ja merkitään sitä t1. Seuraavaksi tarkastellaan joukkoa A \ {t0, t1}. Jos
A \ {t0, t1} , ∅, niin sillä on pienin alkio ja merkitään sitä t2. Tätä voidaan jatkaa niin kauan,
kuin joukossa A riittää alkioita, jolloin saadaan jono

t0 < t1 < t2 < t3 < · · · < tn,

missä n ∈ N. Tällöin joukko A \ {t0, t1, . . . , tn} = ∅ eli alkio tn on joukon A suurin alkio.
Lause 2.15. Olkoon < lineaarijärjestys joukossa A. Nyt < on hyvinjärjestys, jos ei ole olemassa
funktiota f : ω → A, jolla pätee f (n+) < f (n) jokaisella n ∈ ω, missä ω on luonnollisten
lukujen joukko.
Todistus. Jos on olemassa laskeva ketju f , niin silloin ran( f ) on epätyhjä joukon A osajoukko
ja selvästi sillä ei ole pienintä alkiota. Toisin sanoen jokaiselle f (n) on olemassa pienempi alkio
f (n+). Siis < ei ole hyvinjärjestys.
Oletetaan vastoin väitettä, että < ei ole hyvinjärjestys joukossa A. Nyt jollakin joukolla B ⊆ A ei
ole pienintä alkiota, jolloin kaikilla x ∈ B on olemassa y ∈ B jolla pätee y < x. Edelleen koska
joukolla B ei ole pienintä alkiota, niin jokaiselle y ∈ B on olemassa z ∈ B jolla pätee z < y.
Joukon B valintafunktion nojalla on olemassa kuvaus g : B→ B, jolle pätee g(x) < x, jokaisella
x ∈ B. Määritellään rekursiivisesti funktio f : ω → B. Olkoot f (0) = x ja f (n+) = g( f (n)),
missä n ∈ ω. Tällöin

f (0) = x,
f (1) = g( f (0)) = g(x) < x = f (0),
f (2) = g( f (1)) = g(g(x)) < g(x) = f (1),
...

f (n+) = g( f (n)) < f (n).

On siis olemassa funktio f : ω→ B jolla pätee f (n+) < f (n). �
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Määritelmä 2.16. Olkoon < osittainen järjestys joukossa A ja t ∈ A. Nyt alkion t määräämä
alkupätkä on

seg t = {x | x < t}.

Esimerkki 2.17. Jos ω on luonnollisten lukujen joukko, niin jokaisella n ∈ ω pätee

seg n = {x | x ∈ n} = {0,1, . . . ,n − 1} = n.
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3 Transfiniittinen induktio, transfiniittinen rekur-
sio ja korvausaksiooma

Tässä luvussa määritellään, mitä tarkoittaa transfiniittinen induktio sekä transfiniittinen rekursio.
Transfiniittisen induktion määrittelemiseen tarvitaan edellisessä luvussa määriteltyä alkupätkän
käsitettä. Transfiniittisestä rekursiosta esitetään kaksi muotoa, sen heikko muotoilu ja vahva
muotoilu. Luvussa todistetaan transfiniittisen rekursion vahva muotoilu, johon tarvitaan yhtä
korvausaksioomista. Lähteenä on käytetty Endertonin kirjaa. [2, s.174-181]
Määritelmä 3.1. Olkoon A joukko ja B ⊆ A. Joukko B on <-induktiivinen, jos seuraava ehto
pätee. Kaikille t ∈ A pätee, jos seg t ⊆ B, niin t ∈ B.

Tämä tarkoittaa siis sitä, että alkio t takuulla kuuluu johonkin joukkoon B, jos tiedetään, että
kaikki alkiot, jotka ovat pienempiä kuin alkio t kuuluvat joukkoon B. Tämä voidaan muotoilla
transfiniittisen induktion periaatteeksi.

3.1 Transfiniittisen induktion periaate

Lause 3.2 (Transfiniittisen induktion periaate). Olkoon < hyvinjärjestys joukossa A. Oletetaan,
että B ⊆ A, jolla jokaisella t ∈ A pätee,

seg t ⊆ B⇒ t ∈ B,

jolloin B = A.
Todistus. Jos B ⊂ A, niin silloin joukolla A \ B on olemassa pienin alkio t. Tästä seuraa, että
y ∈ B kaikilla y < t. Nyt seg t ⊆ B ja oletuksesta seuraa, että t ∈ B, mikä on ristiriita. Siis
joukko B ei ole <-induktiivinen. �

Todistusta voidaan vielä havainnollistaa samalla tavalla kuin esimerkissä 2.14. Olkoon t0
joukon A pienin alkio. Nyt seg t0 = ∅, josta seuraa selvästi, että seg t0 ⊆ B. Oletuksen nojalla
t0 ∈ B. Olkoon sitten t1 joukon A \ {t0} pienin alkio. Nyt seg t1 = {t0} ⊆ B, joten taas oletuksen
nojalla t1 ∈ B. Tätä voidaan jatkaa taas niin kauan, kuin joukossa A riittää alkioita. Kun alkiot
loppuvat, niin voidaan todeta, että B = A.
Lause 3.3. Oletetaan, että < on lineaarijärjestys joukossa A. Oletetaan, että A on ainoa <-
induktiivinen A:n osajoukko. Tällöin < on hyvinjärjestys joukossa A.
Todistus. OlkoonC ⊆ A. Osoitetaan, että joko joukollaC on pienin alkio taiC = ∅. Tarkastellaan
joukon C tiukkojen alarajojen joukkoa.

B = {t ∈ A | t < x kaikilla x ∈ C}.

Nyt B ∩ C = ∅. Tarkastellaan joukon B <-induktiivisuutta.

Tapaus 1. Oletetaan, että joukko B ei ole <- induktiivinen. Tällöin on olemassa alkio t ∈ A,
jolle pätee seg t ⊆ B mutta t < B. Osoitetaan, että alkio t on joukon C pienin alkio. Koska t < B,
on olemassa alkio x ∈ C, jolle x ≤ t. Lisäksi ei voi olla, että x < t, koska seg t ⊆ B ja B∩C = ∅,
joten on oltava x = t ja t ∈ C. Alkio t on joukon C pienin alkio, koska jokainen alkio, joka on
pienempi kuin t sisältyy joukkoon seg t, joka ei sisälly joukkoon C.

Tapaus 2. Oletetaan sitten, että joukko B on <-induktiivinen. Lauseen oletuksen nojalla
saadaan, että B = A. Tällöin C = ∅. �
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3.2 Transfiniittisen rekursion heikko muotoilu

Seuraavaksi esitellään funktion konstruoiminen hyvinjärjestetyssä struktuurissa käyttäen trans-
finiittistä rekursiota. Oletetaan, että < on joukon A hyvinjärjestys. Tavoitteena on määritellä
funktion F(t) arvo, missä t ∈ A. Tätä varten pitää tietää kaikkien funktioiden F(x) arvot, missä
x < t. Siis sääntönä on, että jotta voidaan määrittää funktion F arvo alkiolle t, on tiedettävä
funktion arvot kaikille alkioille, jotka ovat pienempiä kuin alkio t. Nyt voidaan aloittaa joukon
A pienimmästä alkiosta t0 ja käyttää edellä mainittua sääntöä arvon F(t0)määrittelemiseksi. Tä-
män jälkeen siirrytään seuraavaksi pienimpään alkioon t1 ja määritellään niin ikään arvo F(t1)
ja niin edelleen. Koska < on hyvinjärjestys ja kun on määritelty funktio F jossakin joukon A
aidossa osajoukossa B, aina on olemassa yksikäsitteinen seuraava alkio, joka on pienin alkio
joukossa A \ B. Sääntöä voidaan hyödyntää kyseiseen alkioon.

Seuraavaksi tehdään ideasta konkreettisempi. Edellä mainittu sääntö voidaan määritellä
funktion G avulla.Tällöin funktion arvo F(t), missä t ∈ A, löydetään käyttämällä funktiota G
arvoihin F(x), missä x < t:

F(t) = G(F � seg t).

Tällöin sanotaan, että funktio F onG-konstruoitu, jos yllä oleva yhtälö pätee kaikilla t ∈ dom(F).
Jotta yhtälön oikea puoli pätee, niin dom(G):ssä on oltava kaikki funktiot, jotka ovat muotoa
F � seg t. Tämä johtaa seuraavaan määritelmään.

Määritelmä 3.4. Olkoot < hyvinjärjestys joukossa A ja B jokin joukko. Funktioiden joukko
järjestyksen < määräämiltä alkupätkiltä joukkoon B on

<AB = { f | jollakin t ∈ A f on funktio seg t → B}.

Tästä saadaan johdettua transfiniittisen rekursiolauseen heikko muotoilu.

Lause 3.5 (Tranfiiniittisen rekursiolauseen heikko muotoilu). Olkoot < hyvinjärjestys joukossa
A ja G : <AB→ B. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen funktio F : A→ B, jolle jokaiselle t ∈ A
pätee

F(t) = G(F � seg t).

Transfiniittisen rekursion heikko muotoilu todistetaan samalla, kun esitetään transfiniittisen
rekursion vahva muotoilu.

Esimerkki 3.6. Olkoonω hyvinjärjestetty luonnollisten lukujen joukko. Tällöin pätee jokaiselle
n ∈ ω

seg n = {x | x ∈ n} = {0,1 . . . n − 1} = n.

Edellisen lauseen 3.5 nojalla on olemassa yksikäsitteinen funktio F : ω→ B, jolle pätee kaikilla
n ∈ ω

F(n) = G(F � n).

Erityisesti siis saadaan G-konstruoitua funktio F, kun aloitetaan luonnollisten lukujen pie-
nimmästä alkiosta eli 0:sta,

F(0) = G(F � 0) = G(∅),
F(1) = G(F � 1) = G({(0,F(0))}),
F(2) = G(F � 2) = G({(0,F(0)), (1,F(1))}).
...
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Huomataan, että tässä funktion F arvo luvulla n määräytyy siis kaikista sen edellisistä arvoista
F(0), . . . ,F(n − 1).

Tranfiniittisen rekursion heikon muotoilun lähtökohtana on, että sopiva maalijoukko B on
tiedossa, mikä ei kuitenkaan aina ole mahdollista. Tarkastellaan seuraavaa luonnollista rekursii-
vista määritelmää,

F(t) = {F(x) | x < t} = ran(F � seg t)}.

Nyt ei ole olemassa funktiota G, jolle pätee G(a) = ran(a) jokaisella joukolla a. Mutta jokaiselle
joukolle B on olemassa funktio G, jolle pätee dom(G) = B ja G(a) = ran(a) kaikilla a ∈ B.
Ongelma piilee siinä, miten löydetään tällainen joukko B, jossa on varmasti kaikki tarvittavat
alkiot yllä olevaa rekursiota varten. Tämän takia tarvitaan vahvempi muotoilu transfiniittisestä
rekursiosta, missä funktio G korvataan kaavalla γ.

3.3 Transfiniittisen rekursion vahva muotoilu

Lause 3.7 (Tranfiiniittisen rekursiolauseen vahva muotoilu). Jokaisella kaavalla γ(x, y) seu-
raava on teoreema:

Olkoot < hyvinjärjestys joukossa A ja jokaisella funktiolla f on olemassa yksikäsitteinen y,
jolla kaava γ( f , y) on tosi. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen funktio F, jonka lähtöjoukko on
A, eli dom(F) = A, jolle pätee

γ(F � seg t,F(t))

jokaisella t ∈ A.

Transfiniittisen rekursiolauseen vahva muotoilu todistetaan myöhemmin korvausaksiooman
jälkeen.

Funktio F on γ-konstruoitu, jos γ(F � seg t,F(t)) pätee jokaisella t ∈ dom(F).

Esimerkki 3.8. Valitaan kaavaksi γ(x, y) kaava y = ran(x). Nyt automaattisesti pätee, että
jokaiselle f on olemassa yksikäsitteinen y, jolle y = ran( f ). Olkoon lisäksi < hyvinjärjestys
joukossa A. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen funktio F, jonka lähtöjoukko on A, jolle pätee

F(t) = ran(F � seg t).

Esimerkki 3.9. Transitiivisen rekursion heikko muotoilu seuraa vahvasta muotoilusta valitse-
malla kaavaksi γ(x, y):

γ(x, y) ⇔(x ∈<A B ∧ y = G(x))(3.1)
∨ (x <<A B ∧ y = ∅).(3.2)

Jokaiselle f on olemassa yksikäsitteinen y, jolle kaava γ( f , y) pätee. Transfiniittisen rekursion
vahvanmuotoilun nojalla on olemassa yksikäsitteinen funktio F, jonka lähtöjoukko on A, joka on
γ-konstruoitu. Siis jokaiselle t ∈ A pätee joko 3.1, eli (F � seg t) ∈<A B ja F(t) = G(F � seg t)
tai 3.2, jolloin (F � seg t) <<A B ja F(t) = ∅. Kun G : <AB → B, niin transfiniittisen induktion
nojalla havaitaan, että kaava 3.1 pätee jokaiselle t ∈ A. Siis F on G-konstruoitu.
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3.4 Korvausaksioomat

Jos G on funktio ja A on joukko, niin G[A] on joukko, koska G[A] ⊆ ran(G) ja ran(G) on joukko.
Oletetaan, että H on luokka järjestettyjä pareja, joka toteuttaa funktioehdon eli jokaiselle x on
olemassa yksikäsitteinen y, jolle pätee (x, y) ∈ H ja A on joukko. Tällöin korvausaksiooma
sanoo, että on olemassa joukko

H[A] = {y | ∃x ∈ A((x, y) ∈ H)}.

Määritelmä 3.10 (Korvausaksioomat). Jokaisella kaavalla ϕ(x, y), joka ei sisällä symbolia B,
seuraava lause on aksiooma:

∀A
(
(∀x ∈ A)∀y∀z(ϕ(x, y) ∧ ϕ(x, z) ⇒ y = z)

⇒ ∃B ∀y(y ∈ B⇔ (∃x ∈ A)ϕ(x, y))
)
.

Kaavassa ϕ(x, y) voi esiintyä muitakin muuttujia kuin x ja y. Tätä vodaan korostaa kirjoit-
tamalla kaava muotoon ϕ(x, y, t0, . . . , tk) ja lisäämällä aksiooman alkuun ”∀t0 . . .∀tk”. Tämä ei
kuitenkaan ole tarpeellista, koska kaava ϕ(x, y) on tarpeeksi vahva.

Kuvaillaan hieman, millaisia korvausaksioomat ovat. Määritellään luokka

H = {(x, y) | x ∈ A ja ϕ(x, y)}.

Tällöin aksiooman implikaation alkuosa

(∀x ∈ A)∀y∀z(ϕ(x, y) ∧ ϕ(x, z) ⇒ y = z)

väittää, että H on luokkafunktio. Implikaation loppuosa

∃B ∀y(y ∈ B⇔ (∃x ∈ A)ϕ(x, y))

taas väittää, että jos
B = {y | (∃x ∈ A) ϕ(x, y)} = H[A],

niin B on joukko.

Transfiniittisen rekursion vahva muotoilu -lauseen todistus. Jos t ∈ A, niin funktio v on γ-
konstruoitu alkioon t asti, jos

1. dom(v) = {x | x ≤ t} = seg t ∪ {t} ja

2. γ(v � seg x, v(x)) pätee jokaisella x ∈ dom(v).

Osoitetaan ensin, että kaikki johonkin alkioon asti γ-konstruoidut funktiot ovat keskenään yh-
teensopivia, jolloin voidaan ottaa niistä yhdiste ja merkitään tätä F ja osoitetaan sitten, että F
toteuttaa vaaditut ehdot.

(1) Ensin väitetään, jos t1 ≤ t2, v1 on γ-konstruoitu alkioon t1 asti ja v2 on γ-konstruoitu
alkioon t2 asti, niin v1(x) = v2(x) kaikilla x ≤ t1. Tehdään vastaoletus, että joukko

D = {x ≤ t1 | v1(x) , v2(x)} , ∅.

Tällöin joukossa D on pienin alkio ja olkoon se d ∈ D. Tällöin v1 � seg d = v2 � seg d. Lisäksi
pätee, että

γ(v1 � seg d, v1(d)) ja γ(v2 � seg d, v2(d)).
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Koska funktiot v1 ja v2 ovat γ-konstruoitu, niin oletuksen nojalla v1(d) = v2(d). Tämä on
ristiriita, koska d ∈ D.

Valitsemalla t1 = t2 = t havaitaan, että on olemassa korkeintaan yksi funktio v joka on
γ-konstruoitu alkioon t asti. Määritellään seuraavaksi luokka κ, joka sisältää kaikki funktiot v,
jotka ovat γ-konstruoitu alkioon t asti jollakin t ∈ A. Toisin sanoen

κ = {v | (∃t ∈ A) funktio v on γ-konstruoitu alkioon t asti}.

Sovelletaan sopivaa korvausaksioomaa ja todetaan sen avulla, että κ on joukko. Tarkastellaan
kaavaa ϕ(t, v), joka kertoo, että v on funktio, joka on γ-konstruoitu alkioon t asti. Korvausak-
siooman määritelmän nojalla

t ∈ A ∧ ϕ(t, v1) ∧ ϕ(t, v2) ⇒ v1 = v2,

ja edelleen korvausaksioomanmääritelmän nojalla on olemassa joukko κ, jolla jokaisella v pätee

v ∈ κ ⇔ (∃t ∈ A) ϕ(t, v)
⇔ (∃t ∈ A) v on γ-konstruoitu alkioon t asti.

Olkoon F =
⋃
κ. Siis

(x, y) ∈ F ⇔ v(x) = y jollakin v ∈ κ.(3.3)

Todistetaan, että F on funktio. Oletetaan, että (x, y1) ∈ F ja (x, y2) ∈ F. Nyt 3.3 nojalla
on olemassa v1, v2, t1 ja t2, joille pätee vi(x) = yi ja vi on γ-konstruoitu alkioon ti asti, mis-
sä i ∈ {1,2}. Nyt pätee joko x ≤ t1 ≤ t2 tai x ≤ t2 ≤ t1 ja edelleen pätee y1 = v1(x) = v2(x) = y2.

(2) Toiseksi väitetään, että jokaiselle x ∈ dom(F) pätee γ(F � seg x,F(x)). Jos x ∈ dom(F),
niin on olemassa v ∈ κ, jolla pätee x ∈ dom(v). Tällöin

γ(v � seg x, v(x)) (kun v ∈ κ),

v � seg x = F � seg x (3.3 ja kohta 1),
v(x) = F(x) (3.3).

Siis γ(F � seg x,F(x)) pätee.

(3) Kolmanneksi väitetään, että dom(F) = A. Tehdään taas vastaoletus, että dom(F) , A.
Tällöin A \ dom(F) , ∅. Tällöin tässä joukossa on pienin alkio ja olkoon se t ∈ A \ dom(F).
Nyt seg t ⊆ dom(F). Itse asiassa pätee seg t = dom(F). Valitaan yksikäsitteinen y, jolle pätee
γ(F, y) ja olkoon

v = F ∪ {(t, y)}.

Halutaan osoittaa, että tällöin v on γ-konstruoitu. Selvästi v on funktio ja dom(v) = {x | x ≤ t}.
Jokaiselle x < t pätee v � seg x = F � seg x ja v(x) = F(x), joten kohdan 2 mukaan pätee
γ(v � seg x, v(x)). Jos taas x = t, niin silloin pätee v � seg t = F ja v(t) = y. Koska y on
valittu sopivasti, niin γ(v � seg t, v(t)) pätee. Siis v on γ-konstruoitu alkioon t asti, mutta tällöin
t ∈ dom(F). Tämä on ristiriita, koska t ∈ A \ dom(F).

(4) Neljänneksi osoitetaan, että F on yksikäsitteinen. Oletetaan F1 ja F2 toteuttavat vaaditut
ehdot. Sovelletaan transitiivista induktiota, joten olkoon C joukko, jolle pätee

C = {t ∈ A | F1(t) = F2(t)}.
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Muistutetaan, että joukko C on <-induktiivinen, jos jollakin t ∈ A pätee

seg t ⊆ C ⇒ t ∈ C.

Jos seg t ⊆ C, niin F1 � seg t = F2 � seg t. Tällöin pätee myös

γ(F1 � seg t,F1(t)) ja γ(F2 � seg t,F2(t)),

joten F1(t) = F2(t) eli t ∈ C. �

14



4 Epsilon-kuva ja isomorfismi

Transfiniittistä rekursiota voidaan soveltaa epsilon-kuvien määrittelemiseen. Tässä luvussa esi-
tetään epsilon-kuvan määritelmä ja havainnollistetaan sitä yksinkertaisella esimerkillä. Luvussa
määritellään myös tärkeä isomorfian käsite ja lisäksi tutkitaan järjestettyjä struktuureita ja niiden
isomorfioita. Todistetaan esimerkiksi, että jos on kaksi struktuuria ja toinen on lineaarijärjestetty
struktuuri, niin silloin myös toisen on oltava lineaarijärjestetty struktuuri. Lähteenä käytetään
Endertonin kirjaa. [2, s.182-187]

4.1 Epsilon-kuva

Määritelmä 4.1. Olkoot< hyvinjärjestys joukossa A ja γ(x, y) kaava y = ran(x). Transfiniittinen
rekursio antaa yksikäsitteisen funktion E , jonka lähtöjoukko on A ja jolla jokaisella t ∈ A pätee

E(t) = ran(E � seg t) = E[seg t] = {E(x) | x < t}.

Tästä eteenpäin merkitään α = ran(E). Joukkoa α kutsutaan hyvinjärjestetyn struktuurin 〈A, <〉
epsilon-kuvaksi (ε − kuva).

Epsilon-kuva osoittautuu myöhemmin olevan ordinaaliluku.

Esimerkki 4.2. Havainnollistetaan seuraavaksi, miltä epsilon-kuva näyttää, joten tarkastellaan
neljän alkion joukkoa A = {a, b, c, d}, missä a < b < c < d. Määritetään tämän joukon epsilon-
kuva:

E(a) = {E(x) | x < a} = ∅,

E(b) = {E(x) | x < b} = {E(a)} = {∅},

E(c) = {E(x) | x < c} = {E(a),E(b)} = {∅, {∅}},

E(d) = {E(x) | x < d} = {E(a),E(b),E(c)} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}.

Luonnollisten lukujen määritelmän mukaan E(a) = 0, E(b) = 1, E(c) = 2 ja E(d) = 3.
Lisäksi struktuurin 〈A, <〉 epsilon-kuva α on 4.

Määritellään joukkoon α suhteellistettu alkiorelaatio ∈α : = {(x, y) ∈ α × α | x ∈ y}.

Lause 4.3. Olkoon < hyvinjärjestys joukossa A. Olkoot α hyvinjärjestetyn struktuurin 〈A, <〉
epsilon-kuva ja E kuten määritelmässä 4.1. Tällöin pätee

1. E(t) < E(t), kun t ∈ A,

2. E on bijektio A→ α,

3. jokaiselle s ∈ A ja t ∈ A pätee

s < t ⇔ E(s) ∈ E(t),

4. α on transitiivinen joukko.
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Todistus. (1) Oletetaan vastoin väitettä, että C = {t ∈ A | E(t) ∈ E(t)} ja t0 joukon C pienin
alkio. Tällöin pätee E(t0) ∈ E(t0). Funktion E(t0) määritelmän perusteella on olemassa s < t0,
jolle pätee E(s) = E(t0). Tällöin E(s) ∈ E(s), jolloin saadaan, että s ∈ C, mikä on ristiriita,
koska alkio t0 on joukon C pienin alkio. Siis C = ∅.

(2) Selvästi funktio E on surjektio, koska määritelmän mukaan α = ran(E), joten tarvitsee
todistaa, että E on injektio. Olkoon s, t ∈ A ja s , t. Symmetrian nojalla voidaan olettaa, että
s < t. Nyt E(s) ∈ E(t). Nyt kohdan 1 nojalla E(s) < E(s), joten E(s) , E(t). Siis funktio E on
injektio. Koska E on sekä injektio että surjektio, se on bijektio.

(3) Funktion E määritelmän nojalla pätee

s < t ⇒ E(s) ∈ E(t).

Oletetaan kääntäen, että E(s) ∈ E(t). Funktion E määritelmän nojalla on olemassa jokin
alkio x < t, jolle pätee E(s) = E(x). Koska E on bijektio, niin s = x, jolloin saadaan, että s < t,
joten E(s) ∈ E(t) ⇒ s < t ja edelleen

s < t ⇔ E(s) ∈ E(t).

(4) Olkoon γ ∈ β ∈ α. Nyt β = E(t) jollakin t ∈ A ja γ = E(s), missä s ∈ A ja s < t, joten
γ ∈ α. Siis joukko α on transitiivinen. �

4.2 Isomorfismi

Määritelmä 4.4. Kaksi struktuuria 〈A,R〉 ja 〈B,S〉 ovat isomorfisia, jos on olemassa bijektio
f : A→ B, jolle pätee

xRy ⇔ f (x)S f (y),

missä x, y ∈ A. Isomorfismia merkitään 〈A,R〉 � 〈B,S〉.

Lause 4.5. Olkoon 〈A,R〉, 〈B,S〉 ja 〈C,T〉 mitä tahansa struktuureja. Tällöin pätee,

〈A,R〉 � 〈A,R〉,
〈A,R〉 � 〈B,S〉 ⇒ 〈B,S〉 � 〈A,R〉,
〈A,R〉 � 〈B,S〉 � 〈C,T〉 ⇒ 〈A,R〉 � 〈C,T〉.

Todistus. Olkoot f identiteettifunktio f : A → A, f (x) = x ja x, y ∈ A alkioita, joille pä-
tee xRy. Koska f on identiteettifunktio, niin f (x)R f (y). Lisäksi f on selvästi bijektio, joten
〈A,R〉 � 〈A,R〉.

Oletetaan sitten, että 〈A,R〉 � 〈B,S〉. Tällöin on olemassa bijektio f : A → B, jolle pätee
xRy ⇔ f (x)S f (y), missä x, y ∈ A. Koska f on bijektio, niin myös f −1 : B → A on bijektio ja
sille pätee, että f −1(x)R f −1(y) ⇔ f ( f −1(x))S f ( f −1(y)) ⇔ xSy, joten 〈B,S〉 � 〈A,R〉.

Oletetaan seuraavaksi, että 〈A,R〉 � 〈B,S〉 � 〈C,T〉. On olemassa bijektiot f : A → B ja
g : B → C, joille pätee xRy ⇔ f (x)S f (y), missä x, y ∈ A sekä cSd ⇔ g(c)Tg(d), missä
c, d ∈ B. Koska f ja g ovat bijektioita niin myös g ◦ f : A → C on bijektio. Saadaan, että
xRy ⇔ f (x)S f (y) ⇔ g( f (x))Tg( f (y)), joten 〈A,R〉 � 〈C,T〉. �
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Apulause 4.6. Olkoot f : A → B bijektio ja <B osittainen järjestys joukossa B. Määritellään
joukossa A relaatio <A asettamalla

x <A y ⇔ f (x) <B f (y)

jokaiselle x, y ∈ A. Tällöin

1. Relaatio <A on osittainen järjestys.

2. Jos <B on lineaarijärjestys joukossa B, niin <A on lineaarijärjestys joukossa A.

3. Jos <B on hyvinjärjestys joukossa B, niin <A on hyvinjärjestys joukossa A.

Todistus. (1) Irrefleksiivisyys: Oletetaan, että x <A y. Tällöin f (x) <B f (y). Koska <B on ir-
refleksiivinen, niin f (x) , f (y). Koska f on funktio, niin x , y, joten <A on irrefleksiivinen.
Transitiivisuus: Oletetaan sitten, että x <A y ja y <A z. Nyt f (x) <B f (y) ja f (y) <B f (z) ja
koska <B on transitiivinen, niin f (x) <B f (z). Relaation <A määritelmän perusteella x <A z,
joten <A on transitiivinen. Siis <A on osittainen järjestys.

(2) Oletetaan, että <B on lineaarijärjestys. Tällöin <B on myös osittainen järjestys ja kohdan
1 nojalla <A on osittainen järjestys. Siis <A on transitiivinen. Vielä pitää todistaa trikotomiaehto.
Oletetaan, että <B on lineaarijärjestys joukossa B. Tällöin täsmälleen yksi seuraavista vaihtoeh-
doista on voimassa,

f (x) <B f (y), f (x) = f (y), f (y) <B f (x),

missä x, y ∈ A. Jos f (x) <B f (y) pätee, niin määritelmän perusteella x <A y. Jos f (x) = f (y),
niin x = y, koska f on bijektio. Jos f (y) <B f (x) pätee, niin määritelmän perusteella y <A x.
Useampi vaihtoehto ei voi olla voimassa, koska vastaavastimääritelmän nojalla pätee, jos x <A y,
niin f (x) <B f (y). Jos x = y, niin f (x) = f (y). Jos y <A x, niin f (y) <B f (x). Siis <A on
lineaarijärjestys.

(3) Olkoot <B hyvinjärjestys ja ∅ , C ⊆ A. Koska <B on hyvinjärjestys, se on myös
lineaarijärjestys, jolloin kohdan 2 perusteella <A on lineaarijärjestys. Nyt joukko D = f [C] ⊆ B
on epätyhjä, joten siinä on pienin alkio d ∈ D järjestyksen <B suhteen. Koska f on bijektio,
niin on olemassa yksikäsitteinen c ∈ C, jolla f (c) = d. Todistetaan, että alkio c on joukon C
pienin alkio. Olkoon x mikä tahansa muu joukon C alkio. Tällöin f (x) ∈ f [C] ja koska d on
pienin alkio järjestyksen <B suhteen, niin d = f (c) ≤B f (x) mutta koska f on bijektio, niin
pätee f (c) <B f (x). Edelleen relaation <A määritelmän nojalla saadaan, että c <A x, joten alkio
c on joukon C pienin alkio, eli relaatio <A on hyvinjärjestys. �

Lause 4.7. Oletetaan, että kaksi struktuuria ovat 〈A,R〉 ja 〈B,S〉 ovat isomorfiset. Jos toinen
struktuureista on osittainen-, lineaari- tai hyvinjärjestys niin myös toinen on.

Todistus. Oletetaan, että toinen struktuureista on osittainen järjestys. Symmetrian nojalla voi-
daan olettaa, että 〈B,S〉 on osittainen järjestys. Koska 〈A,R〉 � 〈B,S〉, niin on olemassa bijektio
f : A→ B, jolle pätee

x <A y ⇔ f (x) <B f (y)

jokaiselle x, y ∈ A. Apulauseen 4.6 nojalla 〈A,R〉 on osittainen järjestys. Samoin apulauseen
4.6 nojalla jos 〈B,S〉 on lineearijärjestys tai hyvinjärjestys, niin myös 〈A,R〉 on. �

Seuraus 4.8. Oletetaan, että < on hyvinjärjestys joukossa A ja että α struktuurin 〈A,R〉 epsilon-
kuva. Tällöin α on transitiivinen joukko sekä ∈α on hyvinjärjestys joukossa α.
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5 Ordinaaliluvut

Tässä luvussa määritellään, mitä ordinaaliluvuilla tarkoitetaan. Tämän määrittämiseen tarvitaan
aiemmin esitettyä epsilon-kuvan ja isomorfismin käsitteitä. Luvussa käsitellään monia mielen-
kiintoisia tuloksia, kuten ordinaalien transitiivisuutta sekä mitä tarkoitetaan seuraajaordinaalilla
ja rajaordinaalilla. Lisäksi perehdytään kumulatiivisen hierarkian tasoihin. Lähteenä käytetään
pääosin Endertonin kirjaa. [2, s.187-205]

5.1 Ordinaaliluku

Lause 5.1. Kaksi hyvinjärjestettyä struktuuria ovat isomorfisia, jos niillä on sama epsilon-kuva.
Toisin sanoen 〈A, <A〉 � 〈B, <B〉, jos niillä on sama epsilon-kuva.

Todistus. Oletetaan ensin, että struktuureilla 〈A, <A〉 ja 〈B, <B〉 on sama epsilon-kuva. Nyt
〈A, <A〉 � 〈α, εα〉 � 〈B, <B〉, mistä seuraa, että 〈A, <A〉 � 〈B, <B〉.

Oletetaan sitten, että 〈A, <A〉 � 〈B, <B〉. Tällöin on olemassa bijektio f : A → B. Olkoot
sitten E1 : A → α1 ja E2 : B → α2, missä α1 on struktuurin 〈A, <A〉 epsilon-kuva ja α2 on
struktuurin 〈B, <B〉 epsilon-kuva. Funktiot E1 ja E2 ovat isomorfismeja, jotka on määritelty
kuten määritelmässä 4.1. Kaikilla s ∈ A ja t ∈ B pätee

E1(s) = {E1(x) | x <A s},

E2(t) = {E2(y) | y <B t}.

Transfiniittisellä induktiolla todistetaan, että kaikilla s ∈ A pätee

E1(s) = E2( f (s)).

Olkoot C = {s ∈ A | E1(s) = E2( f (s))} ja seg s ⊆ C. Tällöin

E1(s) = {E1(x) | x <A s} (määritelmä)
= {E2( f (x)) | x <A s} (seg s ⊆ C)
= {E2(y) | y <B f (s)} ( f [seg s] = seg f (s))
= E2( f (s)),

joten s ∈ C eli joukko C on <A- induktiivinen.
Nyt voidaan päätellä, että

α1 = {E1(s) | s ∈ A}
= {E2( f (s)) | s ∈ A}
= {E2(t) | t ∈ B} (koska f on bijektio)
= α2.

�

Määritelmä 5.2. Olkoon < hyvinjärjestys joukossa A. Struktuurin 〈A, <〉 ordinaaliluku on
sen epsilon-kuva. Ordinaaliluku eli ordinaali on joukko, joka on hyvinjärjestetyn struktuurin
ordinaaliluku.
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Jos < on jokin joukon A järjestys ja joukko C on joukon A osajoukko, C ⊆ A, niin selvästi
myös < järjestää joukon C alkiot. Nyt ei välttämättä päde, että < on järjestys joukossa C, koska
jos C , A, niin < ei ole välttämättä relaatio joukossa C. Määritellään järjestyksen < rajoittuma
joukkoon C seuraavasti:

<◦ = < ∩ C × C.

Tämä taas on selvästi joukonC järjestys. Tällöin on muodostettu uusi struktuuri 〈C, <◦〉 ja lisäksi
jos C = seg t, missä t ∈ A, niin saadaan struktuurin rajoittuma 〈seg t, <◦〉 alkupätkään seg t.

Lause 5.3. Olkoot < osittainen järjestys joukossa A ja C ⊆ A. Tällöin <◦ on osittainen järjestys
joukossa C. Vastaavasti pätee, että jos < on lineaarijärjestys tai hyvinjärjestys niin silloin myös
<◦ on lineaarijärjestys tai hyvinjärjestys.

Todistus. Olkoon joukon C identtinen funktio f : C → C. Funktio f on bijektio, joten väite
seuraa suoraan apulauseesta 4.6. �

Jokaiselle kahdelle hyvinjärjestetylle struktuurille pätee, että ne ovat joko keskenään isomor-
fiset tai toinen struktuureista on toisen struktuurin alkupätkän kanssa isomorfiset. Muotoillaan
tämä lauseeksi.

Lause 5.4. Olkoot 〈A, <A〉 ja 〈B, <B〉 hyvinjärjestettyjä struktuureja. Tällöin yksi seuraavista
vaihtoehdoista pätee:

〈A, <A〉 � 〈B, <B〉,

(∃a ∈ A)〈seg a, <◦A〉 � 〈B, <B〉,

(∃b ∈ B)〈seg b, <◦B〉 � 〈A, <A〉.

Ideana on, ettämuodostetaan pareja joukkojen A ja B alkioista aloittaenmolempien joukkojen
pienimmästä alkiosta. Tämä voidaan tehdä, koska joukot ovat hyvinjärjestettyjä. Seuraavaksi
muodostetaan parit joukkojen toiseksi pienimmistä alkioista ja niin edelleen. Lopulta toisesta
joukosta loppuvat alkiot, jolloin sanotaan, että struktuuri on isomorfinen toisen struktuurin
alkupätkän kanssa. Jos alkiot loppuvat samaan aikaan, niin struktuurit ovat isomorfiset toistensa
kanssa.

Todistus. Parien muodostaminen perustuu transfiniittiseen rekursioon. Olkoon e alkio, joka ei
kuuluu joukkoon A eikä joukkoon B. Nyt transfiniittisen rekursion nojalla on olemassa funktio
F : A→ B ∪ {e}, jolla jokaisella t ∈ A pätee,

F(t) =

{
min(B \ F[seg t]), jos B \ F[seg t] , ∅
e, jos B \ F[seg t] = ∅.

Nyt saadaan kolme erilaista tapausta.

Tapaus 1: e ∈ ran(F).
Olkoon sitten alkio a joukon A pienin alkio, jolle pätee, että F(a) = e. Väitetään, että F � seg a
on isomorfismi 〈seg a, <◦A〉 → 〈B, <B〉 ja merkitään F◦ = F � seg a.
Selvästi funktio F◦ : seg a → B on surjektio, koska muuten pätisi B \ F◦[seg a] , ∅, jolloin
F(a) ∈ B, mikä on ristiriidassa sen kanssa, että F(a) = e < B.
Lisäksi kaikilla x, y ∈ A pätee, että

x ≤A y <A a⇒ F[seg x] ⊆ F[seg y]

⇒ B \ F[seg y] ⊆ B \ F[seg x]
⇒ F(x) ≤B F(y).
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Edelleen jos x <A y <A a, niin F(x) , F(y), koska F(x) ∈ F[seg y] mutta F(y) < F[seg y].
Siis saadaan, että

(5.1) x <A y <A a⇒ F(x) <B F(y).

Oletetaan käänteisesti, että x ≤A a, y ≤A a ja F(x) <B F(y). Koska F(x) <B F(y), niin
F(y) �B F(x). Edelleen pätee, että y �A x eli x <A y. On päätelty, että

(5.2) F(x) <B F(y) ⇒ x <A y <A a.

Siis kohdista 5.1 ja 5.2 seuraa, että

x <A y <A a⇔ F(x) <B F(y).

Vielä pitää todeta, että F◦ on injektio. Olkoot x <A a ja y <A a, joille pätee x , y. Nyt pätee
joko x <A y tai y <A x. Kohdan 5.1 mukaan pätee joko F(x) <B F(y) tai F(y) <B F(x). Joka
tapuksessa F(x) , F(y), joten F◦ on injektio.
Siispä F◦ on isomorfismi 〈seg a, <◦A〉 → 〈B, <B〉.

Tapaus 2: ran(F) = B.
Vastaavasti kuin tapauksessa 1, funktio F : A → B on bijektio, joka säilyttää järjestykset. Siis
struktuurit 〈A, <A〉 ja 〈B, <B〉 ovat isomorfiset eli 〈A, <A〉 � 〈B, <B〉.

Tapaus 3: ran(F) on joukon B aito osajoukko, ran(F) ⊂ B.
Olkoon b pienin alkio joukosta B \ ran(F). Väitetään, että ran(F) = seg b.
Koska b on pienin alkio seuraa, että seg b ⊆ ran(F).
Kääntäen ei voi olla mahdollista, että b <B F(x) millään alkiolla x, koska F(x) on pienin alkio
joukossa B \ F[seg x] ja myös b ∈ B \ F[seg x]. Siis ran(F) = seg b.
Vastaavasti kuin tapauksissa 1 ja 2, funktio F on bijektio, joka säilyttää järjestykset. Tästä seuraa,
että struktuurit 〈A, <A〉 ja 〈seg b, <◦B〉 ovat isomorfiset eli 〈A, <A〉 � 〈seg b, <◦B〉. �

Määritelmä 5.5. Jos joukkoon A suhteellistettu alkiorelaatio

∈A= {(x, y) ∈ A × A | x ∈ y}

on joukon A hyvinjärjestys, niin se hyvinjärjestää joukon A.

Palataan takaisin ordinaaleihin. Seuraava lause näyttää, että jokainen ordinaaliulku on itsensä
epsilon-kuva. Tähän todistukseen tarvitaan yllä olevaa määritelmää.

Lause 5.6. Olkoon α transitiivinen joukko, jonka alkiorelaatio eli ∈α-relaatio hyvinjärjestää.
Tällöin α on ordinaali ja α on myös struktuurin 〈α,∈α〉 epsilon-kuva.

Todistus. Pitää osoittaa, että funktio E on identiteettifunktio eli E(x) = x jokaisella x ∈ α,
missä E on epsilon-kuvan määräämä funktio. Tällöin sille pätee, että

ran(E) = {E(x) | x ∈ α} = {x | x ∈ α} = α.

Lisäksi havaitaan, että jokaiselle t ∈ α pätee,

x ∈ t ⇔ x ∈α t,
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koska α on transitiivinen joukko. Todetaan sitten, että seg t = t.
Jos x ∈α t, niin x ∈ t, joten seg t ⊆ t. Toisaalta, jos x ∈ t, niin x ∈ α joukon α transitiivisuuden
perusteella, joten x ∈α t. Siis pätee myös t ⊆ seg t.
Oletetaan seuraavaksi, että E(x) = x jokaisella x ∈ seg t. Nyt

E(t) = {E(x) | x ∈α t}
= {x | x ∈α t}
= seg t
= t.

Siis transfiniittisen induktion nojalla E(x) = x jokaisella x ∈ α ja struktuurin 〈α,∈α〉 epsilon-
kuva on α. �

Lause 5.7. Jokaiselle ordinaalille α, β ja γ pätee,

1. (Luokan transitiivisuus): Jokainen α:n alkio on ordinaali.

2. (Transitiivisuus): α ∈ β ja β ∈ γ ⇒ α ∈ γ.

3. (Irrefleksiivisyys): α < α.

4. (Trikotomiaehto): Tasan yksi seuraavista vaihtoehdoista pätee,

α ∈ β, α = β, β ∈ α.

5. (Hyvinjärjestys): Jokaisessa epätyhjässä joukossa S ordinaaleja on pienin alkio µ. Siis
joko µ ∈ α tai µ = α jokaisella α ∈ S.

Todistus. (1) Olkoon x ∈ α. Nyt α on jonkin hyvinjärjestetyn struktuurin 〈A, <〉 epsilon-kuva.
Siis x = E(t), missä t ∈ A. Pitää osoittaa, että x on ordinaali. Osoitetaan se todistamalla, että x on
struktuurin 〈seg t, <◦〉 epsilon-kuva. Lauseen 5.3 nojalla, rajoittuma <◦ on hyvinjärjestys joukos-
sa seg t. Tällöin struktuurin 〈seg t, <◦〉 epsilon-kuva on E[seg t] = E(t) = x, joten x on ordinaali.

(2) Lause 4.3 sanoo, että kaikki epsilon-kuvat ovat transitiivisia joukkoja. Jos α ∈ β ja β ∈ γ,
niin α ∈ γ.

(3) Oletetaan vastoin väitettä, että α ∈ α. Nyt α on jonkin hyvinjärjestetyn struktuurin 〈A, <〉
epsilon-kuva ja olkoon E vastaava funktio E : A→ α. Vastaoletuksen nojalla on olemassa t ∈ α,
jolle E(t) = α. Nyt pätisi E(t) ∈ E(t), joka on ristiriidassa lauseen (4.3) kanssa. Siis α < α.

(4) Jos pätee α ∈ β ja α = β, niin pätee α ∈ α, mikä on mahdotonta irrefleksiivisyyden
nojalla. Jos taas pätee α ∈ β ja β ∈ α, niin saadaan transitiivisuuden nojalla α ∈ α, mikä on
edelleen mahdotonta irrefleksiivisyyden nojalla. Vielä jos α = β ja β ∈ α, niin β ∈ β, mikä
on mahdotonta. Siis trikotomian ”korkeintaan yksi” -ehto on voimassa. Todistetaan vielä, että
vähintään yksi ehdoista

α ∈ β, α = β, β ∈ α.

pätee. Tarkastellaan struktuureja 〈α,∈α〉 ja 〈β,∈β〉. Lause 5.4 sanoo, että joko 〈α,∈α〉 � 〈β,∈β〉
tai on olemassa δ ∈ β, jolle pätee 〈α,∈α〉 � 〈seg δ,∈◦β〉 tai on olemassa δ ∈ α, jolle pätee
〈seg δ,∈◦α〉 � 〈β,∈β〉.
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Tapaus 1. 〈α,∈α〉 � 〈β,∈β〉.
Lauseen 5.1 nojalla kaksi struktuuria ovat isomorfiset, jos ja vain jos niillä on sama epsilon-
kuva. Mutta ordinaalit ovat itsensä epsilon-kuvia, joten α = β.

Tapaus 2. Symmetrian nojalla voidaan valita, että 〈α,∈α〉 � 〈seg δ,∈◦β〉, missä δ ∈ β.
Nyt δ on ordinaali ja sille pätee, että seg δ = δ ja ∈◦β=∈δ. Tällöin pätee, että

〈α,∈α〉 � 〈δ,∈δ〉.

Tapauksen 1 nojalla α = δ. Siis α ∈ β.

(5) Olkoot S , ∅ joukko ordinaaleja ja β ∈ S. Jos β ∩ S = ∅, niin ordinaali β on joukon S
pienin ordinaali. Tällöin jokaisella α ∈ S pätee α < β ja edelleen trikotomian perusteella joko
α = β tai β ∈ α.

Oletetaan sitten, että β ∩ S , ∅. Tällöin joukolla β ∩ S on pienin alkio, koska ∈β on joukon
β hyvinjärjestys. Siis µ = min(β∩ S). Väitetään, että µ on joukon S pienin alkio. Olkoon α ∈ S.
Jos α < β, niin trikotomian perusteella joko α = β tai β ∈ α, joten µ ∈ α. Jos taas α ∈ β, niin
α ∈ β∩ S, joten µ ∈ α tai µ = α alkion µminimaalisuuden perusteella. Joka tapauksessa µ = α
tai µ ∈ α. �

Jotta lauseesta saadaan seuraus, tarvitsee määritellä, mitä tarkoitetaan seuraajaordinaalilla ja
rajaordinaalilla.

Määritelmä 5.8. [5, s.134,196] Olkoon α ordinaali.

1. α:n seuraajaordinaali on α+ = α ∪ {α}.

2. α on rajaordinaali, jos α ei ole seuraajaordinaali sekä α , 0.

Seuraus 5.9. 1. Jokainen transitiivinen joukko ordinaaleja on itsessään ordinaali.

2. 0 on ordinaali.

3. Jos α on ordinaali, niin silloin myös α+ on ordinaali.

4. Jos A on jokin joukko ordinaaleja, niin silloin myös
⋃

A on ordinaali.

Todistus. 1 Lauseen 5.7 nojalla jokainen joukko A ordinaaleja on hyvinjärjestetty alkiorelaa-
tiolla. Lisäksi jos joukko A on transitiivinen, niin se on lauseen 5.6 nojalla ordinaali.

(2) Tyhjä joukko on transitiivinen joukko ordinaaleja ja 0 = ∅, joten 0 on ordinaali Kohdan
1 perusteella.

(3) Ordinaalin α seuraajaordinaali on siis määritelmän perusteella α+ = α ∪ {α}. Edellisen
lauseen 5.7 nojalla seuraajaordinaalin α+ alkiot ovat ordinaaleja. Lisäksi pitää osoittaa, että α+
on transitiivinen. Koska α on ordinaali, niin se on myös transitiivinen. Oletetaan sitten, että
β ∈ α+ ja γ ∈ β. Seuraajaordinaalin määritelmän mukaan,

β ∈ α+ ⇒ β ∈ α ∪ {α} ⇒ β ∈ α ∨ β ∈ {α}.

Oletetaan ensin, että β ∈ α. Koska α on transitiivinen, niin γ ∈ α⇒ γ ∈ α+.
Oletetaan sitten, että β ∈ {α}. Nyt β = α ja oletuksen nojalla γ ∈ α ⇒ γ ∈ α+. Siis joka
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tapauksessa γ ∈ α+, joten α+ on transitiivinen ja edelleen α+ on ordinaali.

(4) Olkoon A jokin joukko ordinaaleja. Jos β ∈
⋃

A, niin β ∈ α jollakin α ∈ A. Lauseen
5.7 nojalla β on ordinaali ja

⋃
A on joukko ordinaaleja. Lisäksi pitää osoittaa, että

⋃
A on

transitiivinen.
Oletetaan, että β ∈

⋃
A. Nyt saadaan seuraava päättelyketju,

β ∈
⋃

A⇒ β ∈ α ∈ A (jollakin α ∈ A)

⇒ β ⊆ α ∈ A (α on transitiivinen)

⇒ β ⊆
⋃

A.

Tästä huomataan, että kaikilla γ ∈ β pätee, että γ ∈
⋃

A. Edelleen kohdan 1 nojalla
⋃

A on
ordinaali. �

Määritelmä 5.10. [3, s.19] Määritellään ordinaaleille α ja β, että α < β, jos ja vain jos α ∈ β.

Lisäksi kaikilla ordinaaleilla α ja β pätee, että

α < β⇒ α ∈ β (määritelmä)
⇒ α ⊂ β (β on transitiivinen)
⇒ β 
 α (muuten β < β)

⇒ α ∈ β (trikotomiaehto)
⇒ α < β (määritelmä).

Nyt on saatu ekvivalenssiketju

α < β⇔ α ∈ β⇔ α ⊂ β.

Seuraus 5.11. Itse asiassa edellisen seurauksen 5.9 kohta 4 voidaan vahvistaa seuraavaan
muotoon.
Jos A on joukko ordinaaleja, niin

⋃
A on ordinaali, joka on joukon A pienin yläraja ordinaalien

luokassa, eli
⋃

A = sup A.

Todistus. Tiedetään, että α ≤
⋃

A jokaisella α ∈ A, ja jos α ≤ β jokaisella α ∈ A, niin tällöin⋃
A ≤ β. Siis

⋃
A = sup A. �

Koska
⋃

A on pienin yläraja osajoukkorelaation ⊂ suhteen, niin
⋃

A on myös pienin yläraja
järjestyksen < suhteen ordinaalien luokassa.

Osoitetaan, että ordinaalin α seuraajaordinaali α+ on pienin ordinaali, joka on suurempi
kuin α.
Selvästi α ∈ α+, joten α+ on suurempi kuin α. Oletetaan sitten, että α ∈ β, missä β on jokin
ordinaali. Koska β on transitiivinen, niin α ⊂ β. Edelleen pätee α+ ⊆ β eli α+ = β tai α+ ⊂ β,
joka on edellä mainitun ekvivalenssiketjun nojalla α+ ∈ β. Tämä osoittaa, että α+ on pienin
ordinaali, joka on suurempi kuin α.

Havaitaan, että mikä tahansa ordinaali on joukko, joka sisältää kaikki sitä pienemmät ordi-
naalit. Toisin sanoen, jos α on ordinaali, niin silloin

α = {x | x ∈ α}
= {x | x on ordinaali ja x ∈ α}.

Siis α on yhtä suuri kuin joukko, joka sisältää kaikki α:aa pienemmät ordinaalit.
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Lause 5.12 (Burali-Fortin lause). Ei ole olemassa joukkoa, johon kaikki ordinaalit kuuluvat.

Todistus. Oletetaan vastoin väitettä, on olemassa joukko, johon kaikki ordinaalit kuuluvat.
Merkitään tätä joukkoa

Ord = {α | α on ordinaali}.

Koska Ord on transitiivinen joukko ordinaaleja, niin seurauksen 5.9 mukaan se itsessään olisi
ordinaali.Mutta tällöin olisi Ord ∈Ord. Tämä onmahdotonta, koska jokaiselle ordinaalille pätee,
että se ei ole itsensä alkio. Siis ei ole olemassa joukkoa, johon kaikki ordinaalit kuuluvat. �

5.2 Kumulatiivisen hierarkian tasot

Tavoitteena on määritellä jokaiselle ordinaaliluvulle α joukko Vα, jossa V0 = ∅ ja yleisemmin,
että Vα sisältää ne joukot joiden alkiot sisältyvät joukkoon Vβ jollakin β ∈ α. Toisin sanoen

a ∈ Vα ⇔ (∃β ∈ α) a ⊆ Vβ
⇔ (∃β ∈ α) a ∈ P(Vβ)

⇔ a ∈
⋃
β∈α

P(Vβ).

Tämä kumulatiivisen hierarkian taso on siis joukko Vα, joka voidaan kirjoittaa muotoon

Vα =
⋃
{P(Vβ) | β ∈ α}.

Tämän määrittelemiseen täsmällisesti tarvitaan transfiniittistä rekursiota. Transfiniittinen rekur-
sio pitää tehdä joukon hyvinjärjestyksen suhteen, sitä ei voi tehdän ordinaalien luokan suhteen.
Tämän takia tasot Vα määritellään johonkin ylärajaan δ asti. Osoitetaan ensin muutama helpot-
tava apulause.

Apulause 5.13. Jokaisella ordinaalilla δ on olemassa funktio Fδ, jolle dom(Fδ) = δ ja jokaisella
α ∈ δ pätee

Fδ(α) =
⋃
{P(Fδ(β)) | β ∈ α}.

Todistus. Sovelletaan transfiniittistä rekursiota. Olkoon γ( f , y) kaava

y =
⋃
{P(z) | z ∈ ran( f )}.

Osoitetaan, että {P(z) | z ∈ ran( f )} on joukko käyttämällä korvausaksioomaa. Olkoon ϕ(z,w)
kaava w = P(z). Koska ran(x) on joukko, niin {P(z) | z ∈ ran(x)} on joukko.

Selvästi jokaisella f on olemassa yksikäsitteinen y, jolle kaava γ( f , y) on tosi. Tällöin
transfiniittinen rekursio antaa funktion Fδ, jolle jokaisella α ∈ δ pätee

Fδ(α) =
⋃
{P(z) | z ∈ ran(Fδ � segα)} ja dom(Fδ) = δ.(5.3)

Koska ordinaali δ on hyvinjärjestetty relaation ∈δ suhteen, niin pätee

segα = {t | t ∈δ α}
= {t | t ∈ α}
= α.
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Siis pätee

z ∈ ran(Fδ � segα) ⇔ z ∈ ran(Fδ � α)
⇔ (∃β ∈ α) z = Fδ(β).

Siis yhtälö 5.3 saadaan muotoon

Fδ(α) =
⋃
{P(z) | z = Fδ(β)}

=
⋃
{P(Fδ(β)) | β ∈ α},

kuten haluttiinkin. �

Apulause 5.14. Olkoon δ ja ϑ ordinaaleja ja olkoon Fδ ja Fϑ kuten apulauseessa 5.13. Tällöin

Fδ(α) = Fϑ(α)

jokaisella α ∈ δ ∩ ϑ

Todistus. Tapaus δ = ϑ on selvä, koska funktio F on yksikäsitteinen apulauseen 5.13 nojalla.
Symmetrian nojalla voidaan olettaa, että δ ∈ ϑ. Nyt δ ⊂ ϑ ja edelleen δ ∩ ϑ = δ. Osoitetaan

transfiniittistä induktiota käyttäen, että Fδ(α) = Fϑ(α) jokaisella α ∈ δ.
Olkoon

C = {α ∈ δ | Fδ(α) = Fϑ(α)}

ja oletetaan, että segα ⊆ C. Tällöin

segα ⊆ C ⇒ (∀β ∈ α) Fδ(β) = Fϑ(β)

⇒
⋃
{P(Fδ(β)) | β ∈ α} =

⋃
{P(Fϑ(β)) | β ∈ α}

⇒ Fδ(α) = Fϑ(α)
⇒ α ∈ C

jokaisella α ∈ δ. �

Määritelmä 5.15. Olkoon α ordinaali. Taso Vα on sitä vastaava joukko

Vα = Fδ(α),

missä δ on mikä tahansa ordinaali, joka on suurempi kuin α.

Esimerkiksi δ = α+ kelpaa.

Lause 5.16. Jokaiselle ordinaalille α pätee

Vα =
⋃
{P(Vβ) | β ∈ α}.

Todistus. Olkoon δ = α+. Määritelmän 5.15 nojalla pätee Vα = Fδ(α) ja Vβ = Fδ(β) jokaiselle
β ∈ α. Siispä apulauseen 5.13 nojalla pätee

Vα = Fδ(α) =
⋃
{P(Vβ) | β ∈ α}.

�
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Apulause 5.17. Jos α on transitiivinen joukko, niin myös P(α) on transitiivinen.

Todistus. Olkoon α transitiivinen joukko. Oletetaan sitten, että b ∈ c ja c ∈ P(α). Nyt c ⊆ α ja
edelleen b ∈ α. Koska α on transitiivinen niin b ⊆ α ja edelleen b ∈ P(α). �

Apulause 5.18. Jokaiselle ordinaalille α pätee, että taso Vα on transitiivinen.

Todistus. Osoitetaan tämä jokaisella ordinaalilla δ, että jos α ∈ δ, niin Vα = Fδ(α) on transi-
tiivinen. Sovelletaan todistuksessa transfiniittistä induktiota hyvinjärjestyksen 〈δ,∈δ〉 suhteen.
Olkoon B joukko, jolle pätee

B = {α ∈ δ | Vα on transitiivinen joukko}.

Osoitetaan tällöin, että B = δ. Tämä seuraa siitä, jos joukko B on ∈δ-induktiivinen.
Oletetaan, että segα ⊆ B. Huomaa apulauseen 5.13 nojalla, että segα = α. Nyt jokaiselle β ∈

α pätee, ettäVβ on transitiivinen joukko ja apulauseen 5.17 nojalla myös P(Vβ) on transitiivinen.
Tällöin myös Vα on transitiivinen, koska

x ∈ Vα ⇒ (∃β ∈ α) x ∈ P(Vβ)
⇒ (∃β ∈ α) x ⊆ P(Vβ)
⇒ x ⊆ Vα.

Siis Vα on transitiivinen, joten α ∈ B. �

Lause 5.19. 1. Kaikilla ordinaaleilla α ja β, joilla β ∈ α, pätee Vβ ⊆ Vα,

2. V0 = ∅,

3. Vα+ = P(Vα) jokaiselle ordinaalille α,

4. Vλ =
⋃
β∈λ Vβ jokaiselle rajaordinaalille λ.

Todistus. (1) Oletetaan. että β ∈ α. Tällöin Vβ ∈ P(Vβ) ⊆ Vα. Siis Vβ ∈ Vα ja koska Vα on
transitiivinen, niin Vβ ⊆ Vα.

(2) Tämä seuraa suoraan määritelmästä.

(3) Kohdan 1 perusteella pätee

β ∈ α⇒ Vβ ⊆ Vα ⇒ P(Vβ) ⊆ P(Vα).

Tällöin
Vα+ =

⋃
{P(Vβ) | β ∈ α tai β = α} = P(Vα).

(4) Osoitetaan ensin, että inkluusioVλ ⊆
⋃
β∈λ Vβ pätee. Oletetaan, että x ∈ Vλ. Tästä saadaan

seuraava päättelyketju.

x ∈ Vλ ⇒ (∃β ∈ λ)x ∈ P(Vβ)
⇒ x ∈ Vβ+ (kohta 3)

⇒ x ∈
⋃
β∈λ

Vβ (koska β+ ∈ λ).

Siis Vλ ⊆
⋃
β∈λ Vβ pätee.

Inkluusio
⋃
β∈λ Vβ ⊆ Vλ pätee kohdan 1 nojalla, joten Vλ =

⋃
β∈λ Vβ pätee jokaiselle rajaor-

dinaalille λ. �
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Määritelmä 5.20. Joukko A on hyvinperustettu, jos A ⊆ Vα jollain ordinaalilla α. Tällöin joukon
A aste, merkitään rank(A), on pienin pienin ordinaali α, jolle tämä pätee.

Nyt siis jokaisella hyvinperustetulla joukolla A pätee

A ⊆ Vrank(A) ja A ∈ V(rank(A))+ .

Siis rank(A) on ordinaali, ja rank(A) kertoo, kuinka monta kertaa potenssijoukko-operaatiota
pitää käyttää alkaen tyhjästä joukosta, jotta saadaan muodostettua kaikki joukon A alkiot.

Lause 5.21. 1. Jos a ∈ A ja A on hyvinperustettu joukko, niin silloin a on hyvinperustettu
ja rank(a) ∈ rank(A).

2. Jos jokainen joukon A alkio on hyvinperustettu, niin silloin joukko A on hyvinperustettu
ja

rank(A) =
⋃
{(rank(a)+ | a ∈ A}.

Todistus. (1) Oletetaan, että a ∈ A ja joukko A on hyvinperustettu. Tällöin

A ⊆ Vrank(A) ⇒ a ∈ Vrank(A)

⇒ (∃β ∈ rank(A)) a ∈ P(Vβ)
⇒ (∃β ∈ rank(A)) a ⊆ Vβ
⇒ rank(a) ∈ rank(A).

Edellä olevan päättelyn kolmannelta riviltä voidaan nähdä, että joukko a on hyvinperustettu.

(2) Oletetaan, että jokainen joukon A alkio on hyvinperustettu. Määritellään ordinaali

α =
⋃
{(rank(a)+ | a ∈ A}.

Väitetään aluksi, että A ⊆ Vα. Tämä osoittaa sen, että joukko Aon hyvinperustettu sekä rank(A) ⊆
α. Olkoon siis a ∈ A. Nyt pätee

a ∈ A⇒ a ⊆ Vrank(a)

⇒ a ∈ V(rank(a)+

⇒ a ∈ Vα (lause 5.19 kohta 1),

kun rank(a)+ ⊆ α jokaisella a ∈ A. Siis A ⊆ Vα.
Osoitetaan vielä, että α ⊆ rank(A). Päätellään kohdan 1 avulla seuraavasti,

a ∈ A⇒ rank(a) ∈ rank(A)
⇒ (rank(a))+ ⊆ rank(A).

Tämä tarkoittaa, että rank(A) on on ordinaalien (rank(a))+ yläraja, joten rank(A) on suurempi
tai yhtä suuri kuin näiden ordinaalien pienin yläraja α. Toisin sanoen

α = sup{(rank(a))+ | a ∈ A} ⊆ rank(A).

Siis rank(A) =
⋃
{(rank(a)+ | a ∈ A}. �

Seuraavan lauseen kohta 2 voidaan muodostella sanallisesti seuraavasti: Joukon aste on
pienin ordinaali, joka on välttämättä suurempi kuin kaikkien joukon alkioiden asteet.
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Lause 5.22. Seuraavat kaksi ehtoa ovat yhtäpitäviä:

1. Jokainen joukko on hyvinperustettu.

2. Jokaisella joukolla A , ∅ on alkio m, jolla m ∩ A = ∅.

Todistus. Oletetaan, että jokainen joukko A hyvinperustettu ja A , ∅. Ideana on, että joukossa
A on alkio m, jolla on pienin mahdollinen aste µ. Siis min({rank a | a ∈ A}) = µ ja valitaan
m ∈ A, jolle pätee rank m = µ.

Jos x ∈ m, niin lauseen 5.21 nojalla rank x ∈ µ. Tällöin x < A, koska µ on pienin aste. Siis
m ∩ A = ∅.

Oletetaan sitten, että jokaisella joukolla A , ∅ on alkio m, jolla m∩ A = ∅. Oletetaan vastoin
väitettä, että on olemassa joukko c, joka ei ole hyvinperustettu. Tällöin joukossa {c} on alkio,
joka ei ole hyvinperustettu. Olkoon joukko B joukon {c} transitiivinen sulkeuma. Siis joukko B
on transitiivinen joukko, jolla on alkio, joka ei ole hyvinperustettu.

Olkoon A = {x ∈ B | x ei ole hyvinperustettu}. Koska A , ∅, niin kohdan 2 nojalla on
olemassa m ∈ A, jolla pätee m ∩ A = ∅. Väitetään, että jokainen alkio, joka kuuluu joukkoon
m on hyvinperustettu. Jos x ∈ m, niin x ∈ B, koska B on transitiivinen. Mutta x < A, koska
m ∩ A = ∅, joten alkion x on oltava hyvinperustettu. Koska jokainen x ∈ m on hyvinperustettu,
niin lauseen 5.21 nojalla m on hyvinperustettu, mikä on ristiriita sen kanssa, että m ∈ A. Siis
jokainen joukko on hyvinperustettu. �

Lauseen 5.22 kohtaa 2 kutsutaan säännöllisyysaksioomaksi.
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6 Ordinaalit ja ordinaaliaritmetiikka

Tässä luvussa keskitytään tarkastelemaan tarkemmin ordinaaleja. Aluksi esitellään transfiniit-
tinen rekursio ordinaaleille, jonka jälkeen esitellään ordinaalioperaatioita ja mitä tarkoittaa
operaation monotonisuus sekä jatkuvuus. Tämän jälkeen päästään tarkastelemaan ordinaali-
aritmetiikkaa. Ordinaaliaritmetiikan yhteen- ja kertolaskun voi määritellä kahdella eri tavalla,
ensimmäinen tapa on määritellä ne transfiniittisellä rekursiolla ordinaalien suhteen ja toinen
tapa on käyttää järjestystyyppejä. Tässä keskitytään käyttämään jälkimmäistä tapaa, jonka takia
pitää myös määrittää, mitä tarkoitetaan järjestystyypeillä. Lopuksi käsitellään konkreettisia esi-
merkkejä ordinaaliaritmetiikasta, kuten jakoyhtälönmuodostaminen ordinaaleille, sekä Cantorin
normaalimuoto. Lähteenä käytetään pääosin Endertonin kirjaa.[2, s.210-239]

6.1 Transfiniittinen rekursio ordinaaleille

Olkoon G luokkafunktio, jonka määrittelyluokka on kaikkien joukkojenV luokka. Tämä tarkoit-
taa siis sitä, että G on luokka järjestettyjä pareja ja jokaisella joukolla x on olemassa täsmälleen
yksi joukko y, jolle pätee (x, y) ∈ G. Väitetään, että on olemassa funktioluokka F, jonka mää-
rittelyjoukko on kaikkien ordinaalien luokka Ord ja jolla on voimassa seuraava rekursioehto:
Jokaisella α ∈ Ord pätee

F(α) = G(F � α).

Tämä ei seuraa luvun 3 transfiniittisestä rekursiolauseesta. Tämä lause koskee rekursiota jossakin
joukossa määritellyn hyvinjärjestyksen suhteen. Mutta tiedetään, että Ord on aito luokka.
Muotoillaan transfiniittinen rekursio uudelleen luokan Ord suhteen niin, että luokkafunktiot G ja
F korvataan niitä vastaavilla kaavoilla γ(x, y) ja ϕ(x, y). Tämä tarkoittaa siis, että pari (x, y) ∈ G,
jos kaava γ(x, y) on tosi ja samoin pari (x, y) ∈ F, jos kaava ϕ(x, y) on tosi. Tällöin yhtälö

F(α) = G(F � α)

korvataan ilmauksella: jos f on funktio, jonka määrittelyjoukko on α ∈ Ord, jolla kaava
ϕ(β, f (β)) pätee kaikilla β ∈ α, niin tällöin se yksikäsitteinen y, jolla pätee ϕ(α, y), on sa-
ma kuin se yksikäsitteinen y, jolla pätee γ( f , y).

Lause 6.1 (Transfiniittinen rekursioskeema.). Olkoon γ(x, y) kaava. Tällöin voidaan konstruoi-
da kaava ϕ(u, v), jolla seuraava pätee:

Oletetaan, että jokaiselle f on olemassa yksikäsitteinen joukko y, jolla kaava γ( f , y) on
tosi. Tällöin jokaisella ordinaalilla α on olemassa yksikäsitteinen y, jolla kaava ϕ(α, y) on
tosi. Edelleen jos f on funktio, jonka määrittelyjoukko on ordinaali α ja jolla pätee ϕ(β, f (β))
jokaisella β ∈ α, niin jokaisella joukolla y on voimassa

ϕ(α, y) ⇔ γ( f , y).

Ennen kuin todistetaan tämä transitiivinen rekursioskeema, niin havainnollistetaan sitä hie-
man esimerkillä. Olkoon tα se yksikäsitteinen y, jolla pätee ϕ(α, y). Tällöin operaatio α 7→ tα on
γ-konstruoitu seuraavassa mielessä. Kun f on tämän operaation rajoittuma johonkin ordinaaliin
α eli dom( f ) = α ja f (β) = tβ jokaisella β ∈ α, tällöin rekursioskeeman nojalla pätee γ( f , tα).
Tämä voidaan kirjoittaa myös muotoon γ(t � α, tα).
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Esimerkki 6.2. Edellisestä luvusta tunnettu kumulatiivinen hierarkia voidaan konstruoida ope-
raationa α 7→ tα. Tässä kaava γ on

y =
⋃
{P(z) | z ∈ ran( f )}.

Jos f on operaation α 7→ tα rajoittuma johonkin ordinaaliin α, niin tällöin f (β) = Vβ kaikilla
β ∈ α. Rekursioyhtälö voidaan siis kirjoittaa muotoon

Vα =
⋃
{P(z) | z ∈ ran( f )} =

⋃
{P(Vβ) | β ∈ α}.

Siis joukolle Vα saadaan sama määritelmä kuin edellisessä luvussa.

Transitiivisen rekursioskeeman todistus. Kaava ϕ(α, y) on seuraava: On olemassa ordinaali δ,
joka on suurempi kuin α, ja on olemassa γ-konstruoitu funktio Fδ, dom(Fδ) = δ, jolle Fδ(α) = y.

Kuten luvussa 5 sanotaan, Fδ on γ-konstruoitu, jos γ(Fδ � β,Fδ(β)) jokaiselle β ∈ δ.
Osoitetaan ensin funktion Fδ olemassaolo. Tiedetään, että jokaisella f on olemassa yksikäsit-
teinen y, jolla γ( f , y) pätee. Siis jokaiselle ordinaalille δ voidaan soveltaa luvun 3 transfiniittistä
rekursiota hyvinjärjestettyyn struktuuriin 〈δ,∈δ〉. Tällöin saadaa yksikäsitteinen γ-konstruoitu
funktio Fδ, dom(Fδ) = δ. Oletetaan, että α on jokin ordinaali. Halutaan löytää jokin y, jolle
pätee ϕ(α, y). Valitaan jokin ordinaalia α suurempi ordinaali δ ja asetetaan y = Fδ(α). Tällöin
selvästi ϕ(α, y) pätee.

Osoitetaan seuraavaksi yksikäsitteisyys. Väitetään, jos Fδ ja Fε ovat γ-konstruoituja funk-
tioita, dom(Fδ) = δ ja dom(Fϑ) = ϑ, niin Fδ(α) = Fϑ(α) jokaisella α ∈ δ ∩ ϑ. Osoitetaan tämä
käyttämällä transfiniittistä induktiota. Oletetaan, että Fδ(β) = Fϑ(β) jokaisella β ∈ α. Tällöin
Fδ � α = Fϑ � α. Koska kaavat γ(Fδ � α,Fδ(α)) ja γ(Fϑ � α,Fϑ(α)) pätevät, niin silloin
Fδ(α) = Fϑ(α).

Tästä seuraa, että jokaiselle ordinaalille α on olemassa yksikäsitteinen y siten, että ϕ(α, y)
pätee. Oletetaan vielä, että f on funktio, dom( f ) = α, ja että kaava ϕ(β, f (β)) pätee jokaisella
β ∈ α. Pitää osoittaa, että

ϕ(α, y) ⇔ γ( f , y)

jokaiselle y. Nyt f on oltava funktio Fα. Ainoa y, jolla kaava γ(Fα, y) pätee on Fδ(α), missä δ
on suurempi ordinaali kuin α. Se on myös ainoa y, jolle kaava ϕ(α, y) pätee. �

6.2 Ordinaalioperaatiot

Määritelmä 6.3. Ordinaalioperaatio on luokkafunktio, joka liittää jokaiseen ordinaaliin α,
ordinaalin tα.

Määritelmä 6.4. 1. Ordinaalioperaatio α 7→ tα on monotoninen, jos pätee

α ∈ β⇒ tα ∈ tβ.

2. Ordinaalioperaatio on jatkuva, jos pätee

tλ =
⋃
β∈λ

tβ

jokaisella rajaordinaalilla λ.

3. Ordinaalioperaatio on normaali, jos se on sekä monotoninen että jatkuva.
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Esimerkki 6.5. Seuraajaordinaali-operaatioα 7→ α+ onmonotoninen.Olkootα ja β ordinaaleja,
joille pätee α ∈ β. Seuraajaordinaalin määritelmän nojalla α+ = α ∪ {α} ja β+ = β ∪ {β}. Vrt.
seurauksen 5.11 jälkeiseen selitykseen, missä on päätelty, jos α ∈ β, niin α+ = β tai α+ ∈ β.
Jos α+ = β, niin silloin pätee, että α+ = β ∈ β+. Jos α+ ∈ β, niin α+ ∈ β+, koska β ∈ β+ ja β+
on transitiivinen. Siis operaatio α 7→ α+ on monotoninen.
Mutta operaatio α 7→ α+ ei ole jatkuva, koska ω =

⋃
n∈ω n+ , ω+, missä ω on luonnollisten

lukujen joukko.
Lause 6.6. Oletetaan, että α 7→ tα on jatkuva operaatio. Tämä operaatio on monotoninen, jos
jokaiselle ordinaalille γ pätee

tγ ∈ tγ+ .

Todistus. Todistetaan tämä ordinaalin β suhteen transfiniittisellä induktiolla. Pitää siis osoittaa,
että seuraava implikaatio pätee kaikilla ordinaaleilla α ja β,

α ∈ β⇒ tα ∈ tβ.

Tapaus 1. β = 0.
Nyt α < 0, joten implikaatio on triviaalisti tosi.

Tapaus 2. β on seuraajaordinaali γ+.
Nyt

α ∈ β⇒ α ∈ γ+

⇒ α ⊆ γ

⇒ tα ⊆ tγ (induktio-oletus)
⇒ tα ∈ tγ+ (koska tγ ∈ tγ+)
⇒ tα ∈ tβ.

Tapaus 3. β on rajaordinaali.
Nyt

α ∈ β⇒ α ∈ α+ ∈ β

⇒ tα ∈ tα+ ⊆ tβ

jatkuvuuden perusteella. Siis tα ∈ tβ. Väite pätee induktion nojalla. �

Lause 6.7. Oletetaan, että α 7→ tα on normaali operaatio. Tällöin jokaisella ordinaalilla β, jos
t0 ⊆ β, niin on olemassa suurin ordinaali γ, jolle tγ ⊆ β.

Tiedetään lauseen 5.7 nojalla, että jokainen epätyhjä joukko ordinaaleja sisältää pienimmän
ordinaalin. Mutta yllä oleva lause kertookin, että joukossa {γ | tγ ⊆ β} on suurin alkio.

Todistus. Olkoon λ = {α | tα ⊆ β}. Tämä on joukko ordinaaleja, joka on monotonisuuden
perusteella transitiivinen joukko. Siis se on itsessään ordinaali.
Nyt λ , 0, koska tällöin λ = {α | tα ⊆ β} = ∅, mutta t0 ⊆ β, mikä on ristiriita.
Jos taas λ on rajaordinaali, niin silloin pätee

tλ = sup{tα | α ∈ λ} ⊆ β,

joten tλ ∈ {α | tα ⊆ β}, jolloin λ ∈ λ, mikä on ristiriita. Siis λ ei voi olla rajaordinaali.
Koska λ , 0 sekä λ ei ole rajaordinaali, niin sen on oltava seuraajaordinaali γ+. Tällöin γ on
joukon λ suurin alkio, joten γ on suurin ordinaali, jolle pätee tγ ⊆ β. �
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Lause 6.8. Oletetaan, että α 7→ tα on normaali operaatio ja S on epätyhjä joukko ordinaaleja.
Tällöin

tsup S = sup{tα | α ∈ S}.

Todistus. Osoitetaan aluksi inkluusio sup{tα | α ∈ S} ⊆ tsup S käyttämällä operaation monoto-
nisuutta. Oletetaan, että α ∈ S. Tällöin

α ∈ S ⇒ α ⊆ sup S
⇒ tα ⊆ tsup S,

joten sup{tα | α ∈ S} ⊆ tsup S.
Osoitetaan seuraavaksi käänteinen inkluusio tsup S ⊆ sup{tα | α ∈ S}. Tässä on kaksi tapausta.
Jos joukossa S on suurin ordinaali δ, niin sup S = δ ja tsup S = tδ ⊆ sup{tα | α ∈ S}. Tällöin
väite pätee.
Jos joukossa S ei ole suurinta ordinaalia, niin ordinaalin sup S on oltava rajaordinaali, koska
S , ∅. Siis operaation jatkuvuudesta seuraa, että

tsup S = sup{tβ | β ∈ sup S}.

Jos β ∈ sup S, niin silloin β ∈ γ ∈ S jollain ordinaalilla γ. Operaation monotonisuudesta seuraa,
että tβ ∈ tγ, joten

tβ ∈ sup{tα | α ∈ S}.

Koska ordinaali β on mielivaltainen joukon S alkio, niin pätee

tsup S = sup{tβ | β ∈ sup S} ⊆ sup{tα | α ∈ S}.

On osoitettu inkluusion molemmat suunnat, joten väite pätee. �

6.3 Isomorfiatyypit ja järjestysaritmetiikka

Määritelmä 6.9. Olkoon R joukon A relaatio. Struktuurin 〈A,R〉 isomorfiatyyppi it〈A,R〉 on
kaikkien struktuurien 〈B,S〉 joukko, jolle seuraavaat ehdot pätevät:

1. 〈A,R〉 � 〈B,S〉.

2. Struktuuri 〈C,T〉 jonka aste on pienempi kuin struktuurin 〈B,S〉, ei voi olla isomorfinen
struktuurin 〈B,S〉 kanssa. Toisin sanoen rank〈C,T〉 < rank〈B,S〉 ⇒ 〈C,T〉 � 〈B,S〉

Isomorfiatyyppi it〈A,R〉 on joukko, koska se kuuluu kumulatiivisen hierarkian tasoon Vα+ .
Selvästi it〈A,R〉 on epätyhjä joukko.

Lause 6.10. Struktuureilla 〈A,R〉 ja 〈B,S〉 on sama isomorfiatyyppi, jos ne ovat isomorfisia.
Siis

it〈A,R〉 = it〈B,S〉 ⇔ 〈A,R〉 � 〈B,S〉.

Todistus. Oletetaan ensin, että it〈A,R〉 = it〈B,S〉. Olkoon 〈C,T〉 jokin yhteisen isomorfismityy-
pin struktuuri. Suoraan määritelmän 6.9 perusteella pätee

〈A,R〉 � 〈C,T〉 � 〈B,S〉.

Oletetaan sitten, että 〈A,R〉 � 〈B,S〉. Kaikki struktuurit 〈C,T〉, jotka ovat isomorfisia struktuurin
〈A,R〉 kanssa, niin ne ovat myös isomorfisia struktuurin 〈B,S〉. Symmetrisesti tämä pätee myös,
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jos 〈C,T〉 on isomorfinen 〈B,S〉 kanssa.Mutta tällöin struktuurien 〈C,T〉 aste ei voi olla pienempi
kuin struktuurien 〈A,R〉 ja 〈B,S〉 aste. Siis

it〈A,R〉 = it〈C,T〉 = it〈B,S〉.

�

Määritelmä 6.11. Järjestystyyppi on lineaarijärjestetyn struktuurin isomorfiatyyppi.

Merkitään järjestystyyppejä kreikkalaisilla kirjaimilla ρ,σ ja τ. Ensiksi määritellään jär-
jestystyyppien yhteenlasku. Sen perusidea on, että ρ + σ sanotaan järjestyksessä "ensin ρ ja
sitten σ.

Määritelmä 6.12. Olkoot ρ ja σ järjestystyyppejä. Valitaan struktuuri 〈A,R〉, jonka järjestys-
tyyppi on ρ, struktuuri 〈B,S〉, jonka järjestystyyppi on σ ja A ∩ B = ∅. Määritellään relaatio
R ⊕ S, jolle pätee

R ⊕ S = R ∪ S ∪ (A × B).

Nyt voidaan määritellä ρ + σ siten, että

ρ + σ = it〈A ∪ B,R ⊕ S〉.

Seuraava apulause osoittaa, että yhteenlasku on hyvinmääritelty.

Apulause 6.13. Olkoot struktuurit 〈A,R〉 ja 〈B,S〉 lineaarijärjestettyjä ja A ∩ B = ∅. Tällöin

1. R ⊕ S on lineaarijärjestys joukossa A ∪ B,

2. jos 〈A,R〉 � 〈A′,R′〉, 〈B,S〉 � 〈B′,S′〉 ja A′ ∩ B′ = ∅, niin

〈A ∪ B,R ⊕ S〉 � 〈A′ ∪ B′,R′ ⊕ S′〉.

Todistus. (1) Olkoon x ∈ A∪ B. Pari (x, x) < R ja (x, x) < S, koska R ja S ovat lineaarijärjestyk-
sen nojalla irrefleksiivisiä ja (x, x) < A × B, koska A ja B ovat erillisiä joukkoja. Siis R ⊕ S on
irrefleksiivinen.
Oletetaan, että (x, y) ∈ R⊕ S ja (y, z) ∈ R⊕ S. Jos molemmat parit ovat relaatiossa R, niin silloin
(x, z) ∈ R ja edelleen (x, z) ∈ R ⊕ S. Samalla tavalla, jos molemmat parit ovat relaatiossa S, niin
(x, z) ∈ R ⊕ S.
Muuten toinen pareista kuuluu joukkoon A × B. Voidaan olettaa, että (x, y) ∈ A × B. Tällöin
x ∈ A ja pari (y, z) kuuluu relaatioon S, koska y ∈ B. Tällöin z ∈ B ja (x, z) ∈ A × B. Tapaus
(y, z) ∈ A × B käsitellään samaan tapaan.
Lopuksi vielä on helppo nähdä, että relaatio R ⊕ S on vertailullinen joukossa A ∪ B. Olkoot
x ∈ A ∪ B ja y ∈ A ∪ B. Tällöin joko molemmat kuuluvat joukkoon A, molemmat kuuluvat
joukkoon B tai toinen kuuluu joukkoon A ja toinen joukkoon B. Koska joukot A ja B ovat line-
aarijärjestettyjä, niin jokatapauksessa R ⊕ S on joukon A ∪ B lineaarijärjestys.

(2) Oletetaan, että 〈A,R〉 � 〈A′,R′〉, 〈B,S〉 � 〈B′,S′〉 ja A′ ∩ B′ = ∅. Tällöin on olemassa
bijektiot f : A → A′ ja g : B → B′. Koska A ja B ovat myös erillisiä niin kuvaus h = f ∪
g : A ∪ B → A′ ∪ B′ on bijektio ja koska f ja g säilyttävät järjestykset, niin myös h säilyttävät
järjestykset, joten

〈A ∪ B,R ⊕ S〉 � 〈A′ ∪ B′,R′ ⊕ S′〉.

�
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Esimerkki 6.14. Jokaisella ordinaalilla α on järjestystyyppi it〈α,∈α〉. Eri ordinaaleilla on myös
eri järjestystyyppi, koska

it〈α,∈α〉 = it〈β,∈β〉 ⇒ 〈α,∈α〉 � 〈β,∈β〉
⇒ α = β,

jokaiselle ordinaalille lauseiden 5.1 ja 5.6 nojalla.

Merkitään ordinaalin α järjestystyypiä it〈α,∈α〉 = α.

Esimerkki 6.15. 1. 1 + ω = ω,

2. ω + 1 = ω+,
missä ω on luonnollisten lukujen joukko.

Määritellään seuraavaksi järjestystyyppien kertolasku. Ideana kertolaskussa on, että ρ · σ
voidaan ajatella "ρ,σ kertaa".

Määritelmä 6.16. Olkoot ρ ja σ järjestystyyppejä. Valitaan struktuuri 〈A,R〉, jonka järjestys-
tyyppi on ρ ja struktuuri 〈B,S〉, jonka järjestystyyppi on σ. Määritellään ensin relaatio R ∗ S
siten, että

R ∗ S = {((a1, b1), (a2, b2)) ∈ (A × B) × (A × B) | b1Sb2 tai (b1 = b2 ja a1Ra2}.

Tätä kutsutaan heprealaiseksi sanakirjajärjestykseksi. Nyt voidaan määritellä kertolasku ρ · σ
siten, että

ρ · σ = it〈A × B,R ∗ S〉.

Seuraava apulause osoittaa, että kertolasku on hyvinmääritelty.

Apulause 6.17. Olkoot struktuurit 〈A,R〉 ja 〈B,S〉 lineaarijärjestettyjä. Tällöin

1. R ∗ S on lineaarijärjestys joukossa A × B,

2. jos 〈A,R〉 � 〈A′,R′〉, 〈B,S〉 � 〈B′,S′〉, niin

〈A × B,R ∗ S〉 � 〈A′ × B′,R′ ∗ S′〉.

Todistus. (1) Koska relaatiot R ja S ovat irrefleksiivisiä, niin myös relaatio R ∗ S on irrefleksii-
vinen. Samoin havaitaan, että R ∗ S on vertailullinen joukossa A × B. Pitää vielä osoittaa, että
relaatio R ∗ S on transitiivinen. Oletetaan, että

(a1, b1)(R ∗ S)(a2, b2) ja (a2, b2)(R ∗ S)(a3, b3).

Määritelmänmukaan oletuksesta (a1, b1)(R∗S)(a2, b2), seuraa, että joko b1Sb2 tai (b1 = b2 ja a1Ra2).
Samoin oletuksesta (a2, b2)(R ∗ S)(a3, b3), seuraa, että joko b2Sb3 tai (b2 = b3 ja a2Ra3).

Tapaus 1. Jos b1Sb2 ja b2Sb3 pätee, niin b1Sb3 ja edelleenmääritelmän perusteella (a1, b1)(R∗
S)(a3, b3) pätee.

Tapaus 2. Jos b1Sb2 ja (b2 = b3 ja a2Ra3) pätee, niin b1Sb3 ja edelleen määritelmän perus-
teella (a1, b1)(R ∗ S)(a3, b3) pätee.
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Tapaus 3. Jos (b1 = b2 ja a1Ra2) ja b2Sb3 pätee, niin b1Sb3 ja edelleen määritelmän perus-
teella (a1, b1)(R ∗ S)(a3, b3) pätee.

Tapaus 4. Jos (b1 = b2 ja a1Ra2) ja (b2 = b3 ja a2Ra3) pätee, niin (b1 = b3 ja a1Ra3) ja
edelleen määritelmän perusteella (a1, b1)(R ∗ S)(a3, b3) pätee.
Siis relaatio R ∗ S on transitiivinen.

(2) Koska 〈A,R〉 � 〈A′,R′〉 ja 〈B,S〉 � 〈B′,S′〉, niin on olemassa bijektiot f : A → A′ ja
g : B→ B′, joille pätee

xRy ⇔ f (x)R′ f (y) ja x′Sy′⇔ g(x′)S′(y′).

Selvästi h : A × B → A′ × B′, h(x, y) = ( f (x),g(y)) on bijektio. Lisäksi, koska f ja g säilyttää
järjestykset, niin myös h säilyttää järjestykset, joten 〈A × B,R ∗ S〉 � 〈A′ × B′,R′ ∗ S′〉. �

Esimerkki 6.18. ω ·2 luetaan "ω, 2 kertaa". Joukkoω×2 heprealaisessa sanakirjajärjestyksessä
on

〈0,0〉, 〈1,0〉, 〈2,0〉, 〈3,0〉, . . . , 〈0,1〉, 〈1,1〉, 〈2,1〉, 〈3,1〉, . . . .

Tämä järjestys ei ole isomorfinen luonnollisten lukujen kanssa. Toisaalta 2 · ω luetaan "2, ω
kertaa. Joukko 2 × ω heprealaisessa sanakirjajärjestyksessä on

〈0,0〉, 〈1,0〉, 〈0,1〉, 〈1,1〉, 〈0,2〉, 〈1,2〉, . . . .

Tämä järjestys on isomorfinen luonnollisten lukujen kanssa.

Esimerkki 6.19. Esimerkkien 6.15 ja 6.18 nojalla yhteenlaskun ja kertolaskun vaihdannaisuus
ei ole voimassa järjestystyypeillä.

2 + ω = ω , ω + 2 ja 2 · ω = ω , ω · 2.

Lause 6.20. Kaikilla järjestystyypeillä ρ, σ ja τ pätee:

1. Liitäntälaki
(ρ + σ) + τ = ρ + (σ + τ),

(ρ · σ) · τ = ρ · (σ · τ).

2. Vasemmanpuoleinen osittelulaki

ρ · (σ + τ) = (ρ · σ) + (ρ · τ).

3. Neutraalialkion olemassaolo
ρ + 0 = 0 + ρ = ρ,

ρ · 1 = 1 · ρ = ρ,

ρ · 0 = 0 · ρ = 0.

Todistus. Olkoon struktuurin 〈A,R〉 järjestystyyppi ρ, struktuurin 〈B,S〉 järjestystyyppi σ ja
struktuurin 〈C,T〉 järjestystyyppi τ, joille pätee, että joukot A, B ja C ovat erillisiä.
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(1) Sekä (ρ + σ) + τ että ρ + (σ + τ) tuottavat järjestyksen "ensin ρ, sitten σ, sitten τ".
Tällöin määritelmän 6.12 nojalla sekä (R ⊕ S) ⊕ T , että R ⊕ (S ⊕ T) ovat

R ∪ S ∪ T ∪ (A × B) ∪ (A × C) ∪ (B × C).

Sekä (ρ ·σ) · τ että ρ · (σ · τ) tuottavat heprealaisen sanakirjajärjestyksen joukossa A×B×C.
Nyt (R∗S)∗T on järjestys joukossa (A×B)×C ja R∗(S∗T) on järjestys joukossa A×(B×C), mutta
nyt voidaan osoittaa näille isomorfia. Ehto ((a1, b1), c1) pienempi kuin ((a2, b2), c2) järjestyksen
(R ∗ S) ∗ T nojalla on

c1Tc2 tai (c1 = c2 ja b1Sb2) tai (c1 = c2 ja b1 = b2 ja a1Ra2).

Toisaalta ehto (a1, (b1, c1)) pienempi kuin (a2, (b2, c2)) järjestyksen R ∗ (S ∗T) nojalla on täsmäl-
leen sama.

(2) Sekä R ∗ (S ⊕ T) että (R ∗ S) ⊕ (R ∗ T) ovat järjestyksiä joukossa (A × B) ∪ (A × C).
Molemmissa tapauksissa ehto (a1, x) pienempi kuin (a2, y) on muotoa

xSy tai xT y tai (x ∈ B ja y ∈ C) tai (x = y ja a1Ra2).

(3) Selvä määritelmän nojalla. �

6.4 Ordinaaliaritmetiikka

Määritelmä 6.21. Järjestystyyppi ρ on hyvinjärjestetty, jos kaikki järjestystyypin struktuurit
〈A,R〉 ovat hyvinjärjestettyjä.

Lause 6.22. Hyvinjärjestettyjen järjestystyyppien summa ja tulo ovat hyvinjärjestettyjä.

Todistus. Olkoot 〈A,R〉 ja 〈B,S〉 hyvinjärjestettyjä struktuureita ja A∩B = ∅. Pitää siis osoittaa,
että struktuurit 〈A∪ B,R ⊕ S〉 ja 〈A× B,R ∗ S〉 ovat hyvinjärjestyksiä. Jos C , ∅ ja C ⊆ A∪ B,
niin joko C ∩ A , ∅ tai C ∩ B , ∅. Ensimmäisessä tapauksessa joukossa C ∩ A on pienin alkio
x relaation R suhteen, ja koska joukot A ja B ovat erillisiä, niin alkio x on joukon C pienin alkio
relaation R ⊕ S suhteen. Jälkimmäinen tapaus todistetaan samoin.
Jos taas D , ∅ ja D ⊆ A × B, valitaan relaation S suhteen pienin alkio b0 ∈ ran(D). Olkoon a0
relaation R suhteen pienin alkio joukossa {a | (a, b0) ∈ D}. Tällöin (a0, b0) on relaation (R ∗ S)
suhteen pienin alkio joukossa D. �

Tarkastellaan seuraavaksi hyvinjärjestettyjen järjestystyyppien ja ordinaalien välistä suhdetta
yhteenlaskussa ja kertolaskussa.

Määritelmä 6.23. Olkoon α ja β ordinaaleja. Summa α + β on se yksikäsitteinen ordinaali γ,
jolla pätee α + β = γ. Samoin tulo α · β on se yksikäsitteinen ordinaali δ, jolle pätee α · β = δ.

Tarkastellaan tarkemmin summaa α + β. Se on joukon

({0} × α) ∪ ({1} × β)

järjestystyyppi sanakirjajärjestyksessä <L . Näin ollen α + β on on struktuurin

〈({0} × α) ∪ ({1} × β), <L〉
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ordinaali. Tämä luetaan järjestyksessä "ensin α, sitten β.
Samoin α · β on joukon A × B järjestystyyppi heprealaisessa sanakirjajärjestyksessä <H . Näin
ollen α · β on struktuurin

〈α × β,<H〉

ordinaali. Tämä luetaan "α, β kertaa".

Esimerkki 6.24. 1+ω. Määritelmän nojalla vaihdetaan järjestystyyppeihin 1+ω = ω. ja sitten
takaisin ordinaaleihin 1 + ω = ω.

Esimerkki 6.25. Samoin tunnetuille yhtälöilleω+1 = ω+ ja 2 ·ω = ω saadaan vastaavat yhtälöt
ordinaaleille. ω + 1 = ω+ ja 2 · ω = ω.

Lause 6.26. Jokaiselle ordinaalille pätee

(α + β) + γ = α + (β + γ),

(α · β) · γ = α · (β · γ),

α · (β + γ) = (α · β) + (α · γ),

α + 0 = 0 + α = α,
α · 1 = 1 · α = α,
α · 0 = 0 · α = 0.

Todistus. Lauseen 6.20 nojalla järjestystyypit ovat liitännäisiä, eli

(α + β) + γ = α + (β + γ).

Tällöin ordinaaleilla (α + β) + γ ja α + (β + γ) on sama järjestystyyppi. Siis ne ovat yhtäsuuret.
Sama argumentti pätee lauseen muihin kohtiin. �

Esimerkki 6.27. Järjestystyyppien yhteenlaskut ja kertolaskut eivät ole vaihdannaisia esimerkin
6.19 nojalla. Myöskään ordinaalien yhteenlaskut ja kertolaskut eivät ole vaihdannaisia.

1 + ω , ω + 1,

2 · ω , ω · 2.

Lause 6.28. Jokaiselle ordinaalille α, β ja rajaordinaalille λ pätee

α + 0 = α,(6.1)
α + β+ = (α + β)+,(6.2)
α + λ = sup{α + β | β ∈ λ},(6.3)
α · 0 = 0,(6.4)
α · β+ = α · β + α,(6.5)
α · λ = sup{α · β | β ∈ λ}.(6.6)

Todistus. Lauseen kohdat 6.1 ja 6.4 todistetaan kuten lauseessa 6.26.
Lauseen kohta 6.2: koska β+ = β + 1, lauseesta 6.26 seuraa

α + β+ = α + (β + 1)
= (α + β) + 1
= (α + β)+.
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Samoin todistetaan lauseen kohta 6.5:

α · β+ = α · (β + 1)
= α · β + α · 1
= α · β + α.

Lauseen kohta 6.3: Koska λ on rajaordinaali niin jokaiselle ordinaalille β ∈ λ pätee α + β ∈
α + λ. Tällöin sup{α + β | β ∈ λ} ⊆ α + λ. Oletetaan seuraavaksi, että γ ∈ α + λ. Tällöin
γ ∈ α + sup{β | β ∈ λ} ⊆ sup{α + β | β ∈ λ}, joten α + λ ⊆ sup{α + β | β ∈ λ}. Siis
α + λ = sup{α + β | β ∈ λ}. Luseen kohta 6.6 todistetaan samoin. �

Esitellään vielä määritelmä ordinaalien eksponenteille transfiniittisen rekursion avulla.

Määritelmä 6.29. [5, s.215] Olkoon α > 0 ordinaali. Ordinaaleille α, β ja rajaordinaalille λ
potenssiin korotus määritellään transfiniittisen rekursion avulla seuraavasti:

α0 = 1,(6.7)
αβ
+

= αβ · α,(6.8)
αλ = sup{αβ | β ∈ λ}.(6.9)

Kun α on kiinteä ordinaali, niin operaatio α-yhteenlasku on operaatio, joka liittää jokaiseen
ordinaaliin β summan α+ β. Samoin α-kertolasku on operaatio, joka liittää jokaiseen ordinaaliin
β kertolaskun α · β ja α-eksponentti on operaatio, liittää jokaiseen ordinaaliin β eksponentin αβ.

Lause 6.30. 1. Jokaiselle ordinaalille α operaatio α-yhteenlasku on normaali,

2. jos 1 ⊆ α, niin operaatio α-kertolasku on normaali,

3. jos 2 ⊆ α, niin operaatio α-eksponentti on normaali.

Todistus. Jatkuvuus seuraa suoraan lauseen 6.28 kohdista 6.3 ja 6.6 ja määritelmästä 6.29
kohdasta 6.9. Jäljelle jää siis osoittaa operaatioiden monotonisuus. Tällöin riittää osoittaa, että

α + β ∈ α + β+,

α · β ∈ α · β+ (jos 1 ⊆ α),
αβ ∈ αβ

+

(jos 2 ⊆ α).

Lauseen 6.28 kohdan 6.2 nojalla

α + β ∈ (α + β)+ = α + β+,

joten α-yhteenlasku on normaali operaatio.
Jos 1 ⊆ α, niin 0 ∈ α. Koska α · β-yhteenlasku on monotoninen, niin

α · β ∈ α · β + α = α · β+,

joten α-kertolasku on normaali operaatio.
Samoin jos 2 ⊆ α, niin 1 ∈ α. Koska αβ-kertolasku on monotoninen, niin

αβ ∈ αβ · α = αβ
+

,

joten α-eksponentti on normaali operaatio. �
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Seuraus 6.31. 1. Seuraavat järjestyksen säilyttävät lait pätevät:

β ∈ γ ⇔ α + β ∈ α + γ.

Jos 1 ⊆ α, niin
β ∈ γ ⇔ α · β ∈ α · γ.

Jos 2 ⊆ α, niin
β ∈ γ ⇔ αβ ∈ αγ .

2. Seuraavat vasemmanpuoleiset supistukset ovat voimassa:

α + β = α + γ ⇒ β = γ.

Jos 1 ⊆ α, niin
α · β = α · γ ⇒ β = γ.

Jos 2 ⊆ α, niin
αβ = αγ ⇒ β = γ.

Todistus. Nämä ovat seurauksia monotonisuudesta. Jokaiselle monotoniselle operaatiolle, joka
liittää ordinaaliin β ordinaalin tβ, seuraavat ehdot ovat voimassa,

β ∈ γ ⇔ tβ ∈ tγ,
tβ = tγ ⇒ β = γ.

�

Esimerkki 6.32. Yllä olevan seurauksen kohdassa 2 on voimassa vain vasemmanpuoleiset
supistukset. Yleisesti oikeanpuoleiset supistukset eivät ole voimassa.

4 + ω = 3 + ω = ω,
4 · ω = 3 · ω = ω,

4ω = 3ω = ω,

mutta näistä ei voi supistaa ordinaalia ω, koska tällöin saadaan 4 = 3.

Lause 6.33 (Erotus). Olkoot α ja β ordinaaleja. Jos α ⊆ β, niin tällöin on olemassa yksikäsit-
teinen ordinaali δ siten, että α + δ = β. (δ:n voi myös ajatella olevan α:n ja β:n erotus.)

Todistus. Ordinaalin δ yksikäsitteisyys seuraa suoraan seurauksesta 6.31.Osoitetaan seuraavaksi
olemassaolo. Koska α-yhteenlasku on normaali operaatio ja ordinaali β on vähintään yhtä suuri
kuin ordinaali α + 0, niin tiedetään lauseen 6.7 nojalla, että on olemassa suurin δ, jolle pätee
α + δ ⊆ β. Yhtäsuuruden on oltava voimassa, koska jos α + δ ∈ β, niin

α + δ+ = (α + δ)+ ⊆ β,

mikä on ristiriidassa ordinaalin δ maksimaalisuuden kanssa. �

Lause 6.34 (Jakoyhtälö). Olkoot α ja δ ordinaaleja, missä δ , 0 on jakaja. Tällöin on olemassa
yksikäsitteiset ordinaalit β ja γ, joille pätee

α = δ · β + γ ja γ ∈ δ.
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Todistus. Osoitetaan ensin olemassaolo. Olkoon β suurin ordinaali, jolle pätee δ · β ⊆ α. Tällöin
lauseen 6.4 nojalla on olemassa γ, jolle pätee δ · β + γ = α. Osoitetaan, että γ ∈ δ. Oletetaan
vastoin väitettä, että δ ⊆ γ. Tällöin

δ · β+ = δ · β + δ ⊆ δ · β + γ = α,

mikä on ristiriidassa ordinaalin δ maksimaalisuuden kanssa.
Osoitetaan sitten yksikäsitteisyys. Olkoon

α = δ · β1 + γ1 = δ · β2 + γ2,

missä γ1 ja γ2 ovat pienempiä kuin δ. Osoitetaan, että β1 = β2. Oletetaan vastoin väitettä, että
β1 ∈ β2. Tällöin β1

+ ⊆ β2. Koska γ1 ∈ δ, niin

α = δ · β1 + γ1 ∈ δ · β1 + δ = δ · (β1
+) ⊆ δ · β2 = δ · β2 + γ2 = α,

mikä on mahdotonta, joten β1 < β2. Symmetrian nojalla β2 < β1. Joten β1 = β2 ja merkitään
tätä β:lla. Nyt pätee

α = δ · β + γ1 = δ · β + γ2,

joten seurauksen 6.31 nojalla γ1 = γ2. �

Lause 6.35 (Logaritmi). . Olkoot α , 0 ja β > 1 ordinaaleja. Tällöin on olemassa yksikäsitteiset
ordinaalit γ, δ ja ρ, joille pätee

α = βγ · δ + ρ ja 0 , δ ∈ β ja ρ ∈ βγ .

Todistus. Koska β-eksponentti on normaali operaatio, niin on olemassa suurin γ, jolle pätee
βγ ⊆ α. Sovelletaan jakoyhtälöä, jolloin saadaan ordinaalit δ ja ρ, joille pätee

α = βγ · δ + ρ ja ρ ∈ βγ .

Nyt δ , 0, koska ρ ∈ βγ ⊆ α. Pitää osoittaa, että δ ∈ β. Tehdään vastaoletus, että β ⊆ δ. Tällöin
βγ
+

= βγ · β ⊆ βγ · δ ⊆ βγ · δ + ρ = α, mikä on ristiriidassa ordinaalin γ maksimaalisuuden
kanssa. On siis osoitettu ordinaalien γ, δ ja ρ olemassaolo yllä olevilla ehdoilla.

Osoitetaan seuraavaksi yksikäsitteisyys. Olkoon α = βγ · δ + ρ jolle pätee 0 , δ ∈ β ja
ρ ∈ βγ. Osoitetaan ensin, että γ on suurin ordinaali, jolla pätee βγ ⊆ α. Tällöin

βγ ⊆ α = βγ · δ + ρ (koska 1 ⊆ δ)
∈ βγ · δ + βγ (koska ρ ∈ βγ)
= βγ · δ+

⊆ βγ · β (koska δ ∈ β)
= βγ

+

.

Siis βγ ⊆ α ∈ βγ
+ . Tämä yksikäsitteisesti määrittelee ordinaalin γ, joka on suurin ordinaali,

jolle pätee βγ ⊆ α. Koska γ on kiinteä, niin jakoyhtälön nojalla δ ja ρ ovat yksikäsitteisiä. �

Lause 6.36 (Cantorin normaalimuoto). [1, s.59] Jokainen ordinaali α > 0 voidaan esittää
yksikäsitteisesti muodossa

α = ωγ1 · n1 + ω
γ2 · n2 + · · · + ω

γk · nk,

missä n1, . . . ,nk , 0 ovat luonnollisia lukuja ja γk ∈ · · · ∈ γ1.
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Todistus. Edellisen lauseen 6.35 nojalla pätee βγ ⊆ α sekä ρ ∈ βγ. Mielenkiintoinen erikoista-
paus on jossa ordinaali β on korvattu luonnollisten lukujen joukolla ω. Tällöin jokainen α > 0
voidaan jakoyhtälön nojalla esittää muodossa

α = ωγ1 · n1 + ρ1,

missä 0 , n1 on luonnollinen luku ja ρ1 ∈ ω
γ1 ⊆ α. Jos ρ1 , 0, niin voidaan soveltaa jakoyhtälöä

uudelleen ordinaalille ρ1. Tällöin saadaan

ρ1 = ω
γ2 · n2 + ρ2,

missä 0 , n2 on luonnollinen luku ja ρ2 ∈ ω
γ2 ⊆ ρ1 ∈ ω

γ1 . Tällöin pätee ρ1 ∈ ρ2 ja γ2 ∈ γ1.
Jos taas ρ2 , 0, niin voidaan jatkaa jakoyhtälön soveltamista. Tällöin saadaan aina toistansa
pienempiä ordinaaleja ρ1, ρ2, . . . . Tämä laskeva ketju ei voi olla ääretön, joten jollain äärellisellä
k pätee ρk = 0. Nyt on saatu ordinaali α muotoon

α = ωγ1 · n1 + ω
γ2 · n2 + · · · + ω

γk · nk,

missä n1, . . . ,nk , 0 ovat luonnollisia lukuja ja γk ∈ · · · ∈ γ1.
Vielä pitää osoittaa yksikäsitteisyys. Olkoon α = ωγ′1 · n′1 + ω

γ′2 · n′2 + · · · + ω
γ′
k · n′k , jokin

toinen Cantorin normaalimuoto esitys ordinaalille α, missä {n1, . . . ,nk} , 0 ja γ′k ∈ · · · ∈ γ
′
1.

Tällöin

ωγ′1 ⊆ α = ωγ′1 · n′1 + ω
γ′2 · n′2 + · · · + ω

γ′
k · n′k

∈ ωγ′1 · n′1 + ω
γ′1

= ωγ′1 · n′1
+

⊆ ωγ′1 · ω

= ωγ′1
+
.

Siis ωγ′1 ⊆ α ∈ ωγ′1
+. Tämä yksikäsitteisesti määrittelee ordinaalin γ′1, joka on suurin ordinaali,

jolle pätee ωγ′1 ⊆ α. Tällöin siis ωγ′1 = ωγ1 ja edelleen γ′1 = γ1. Samoin jokainen γ′k = γk ja
n′k = nk jokaisella k ∈ Z+. On siis todistettu Cantorin normaalinuoto. �

Määritelmä 6.37 (Hessenbergin summa). [4] Olkoon α ja β ordinaaleja, joiden Cantorin nor-
maalimuodot ovat α =

∑k
i=1 ω

γi · ni ja β =
∑k

i=1 ω
γi · mi. Tällöin Hessenbergin summa on

α ⊕ β =

k∑
i=1

ωγi · (ni + mi).

Esimerkki 6.38. Olkoot α = ω3 · 2 + ω2 · 3 + ω · 4 ja β = ω2 · 2 + ω · 2 + 1. Tällöin
α ⊕ β = ω3 · (2 + 0) + ω2 · (3 + 2) + ω · (4 + 2) + ω0 · (0 + 1) = ω3 · 2 + ω2 · 5 + ω · 6 + 1.

Esimerkki 6.39. Havaitaan, että Hessenbergin summa on vaihdannainen, koska

α ⊕ β =

k∑
i=1

ωγi · (ni + mi) = ω
γi · (mi + ni) = β ⊕ α.
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Esimerkki 6.40. Olkoot α = ω3 · 2 + ω2 · 3 + ω · 4 ja β = ω2 · 2 + ω · 2 + 1. Määritellään
yhteenlaskut α + β sekä β + α. Nyt

α + β = (ω3 · 2 + ω2 · 3 + ω · 4) + (ω2 · 2 + ω · 2 + 1)
= ω3 · 2 + ω2 · 3 + (ω · 4 + ω2 · 2) + ω · 2 + 1
= ω3 · 2 + ω2 · 3 + ω(4 + ω · 2) + ω · 2 + 1
= ω3 · 2 + ω2 · 3 + ω((4 + ω) + ω) + ω · 2 + 1
= ω3 · 2 + ω2 · 3 + ω(ω · 2) + ω · 2 + 1
= ω3 · 2 + (ω2 · 3 + ω2 · 2) + ω · 2 + 1
= ω3 · 2 + ω2 · 5 + ω · 2 + 1.

ja

β + α = (ω2 · 2 + ω · 2 + 1) + (ω3 · 2 + ω2 · 3 + ω · 4)
= ω2 · 2 + ω · 2 + (1 + ω3 · 2) + ω2 · 3 + ω · 4
= ω2 · 2 + (ω · 2 + ω3 · 2) + ω2 · 3 + ω · 4
= ω2 · 2 + ω(2 + ω2 · 2) + ω2 · 3 + ω · 4
= (ω2 · 2 + ω3 · 2) + ω2 · 3 + ω · 4
= ω2(2 + ω · 2) + ω2 · 3 + ω · 4
= ω3 · 2 + ω2 · 3 + ω · 4.

Havaitaan, että α + β , β + α. Lisäksi esimerkin 6.38 Hessenbergin yhteenlasku α ⊕ β , α + β
ja β⊕α , β+α. Siis ordinaalien α ja β yhteenlaskut tuottavat eri tulokset, riippuen lasketaanko
α + β, β + α vai Hessenbergin yhteenlaskulla α ⊕ β.
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