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Tissid tutkimuksessa esitellddn ordinaalit sekd Cantorin normaalimuoto. Aihe liittyy joukko-
opin piiriin. Vaikka tutkielman péiasiallisena aiheena ovat ordinaalit ja Cantorin normaalimuo-
to, tutkielmassa esitetdin myos muita termejd ja kisitteitd, joiden kisittely on valttimitonta
tutkielman pidasiallisen aiheen ymmartamiseksi.

Tutkielman alussa esitellddn tarvittavat jirjestyskisitteet. Jarjestyskésitteitd tarvitaan ordi-
hyvinjéarjestys. Jarjestyksistd perehdytdén erityisesti hyvinjirjestykseen. Jarjestyksistd edetdin
transfiniittisen induktion ja transfiniittisen rekursion késitteisiin. Transfiniittisen rekursion todis-
tamiseen tarvitaan korvausaksioomaa. Siksi tutkielmassa esitetddn korvausaksioomat. Lisédksi
perehdytidin hieman sdéinnollisyysaksioomaan.

Transfiniittinen rekursio ja hyvinjirjestetyt struktuurit ovat tiarkeédssa roolissa epsilon-kuvan
kisitteen madrittelemisessd. Néiden jadlkeen tutkielmassa esitetdin keskeinen ordinaalin késite.
Useita edelld mainittuja késitteitd tarvitaan ordinaalien muodostamisessa ja néin ollen Cantorin
normaalimuodon esittdmisessa.

Jokainen nollasta eroava ordinaali voidaan esittdd Cantorin normaalimuodossa. Tutkielman
lopussa perehdytddn Cantorin normaalimuotoon ja esitetddn sen olemassaolo seki yksikasittei-
syys. Lihteend kiytetdin padasiassa Herbert B. Endertonin kirjaa "Elements of set theory".
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1 Johdanto

Tamin tutkielman tavoitteena on méirittdd ordinaaliluvut eli ordinaalit ja esittdd ordinaaleille
Cantorin normaalimuoto. Tdssa tutkielmassa on viisi padlukua. Tutkielman rakenne on kumula-
tiivinen eli tekstissd pohjustetaan ensin esitietoja, kuten termeja ja késitteitd. Jokaisessa luvussa
tarvitaan nditd aikaisempia esitietoja paremman ymmarryksen saavuttamiseksi.

Luvussa 2 esitellddin kolme tarkedd jérjestyskésitettd. Ne ovat osittainen jérjestys, lineaari-
jarjestys ja hyvinjirjestys. Naistd annetaan konkreettisia esimerkkeja, jotta jarjestyksiin liittyvit
kisitteet on helpompi sisdistdd. Tarkeimpand kidsitteend voidaan pitdd hyvinjarjestystd, silld sita
tarvitaan tutkielman eri luvuissa. Hyvinjéirjestys on myos tarkedssid asemassa ordinaaleja muo-
dostettaessa. Tdssd luvussa annetaan lisdksi struktuurin késite, jota tarvitaan myos ordinaalien
muodostamiseen.

Luku 3 Kkésittelee pddosin transfiniittistd rekursiota. Luvussa on kerrottu lyhyesti trans-
finiittisen induktion periaate. Transfiniittistd induktiota sovelletaan tutkielman todistuksissa.
Transfiniittisen rekursion todistamiseen tarvitaan yhtad korvausaksioomaa, joka on yksi joukko-
opin keskeisistd aksioomista. Joukko-opissa eniten tutkittu aksiomaattinen jarjestelmi lienee
Zermelo-Fraenkelin aksioomat, jonka lyhenne on ZF. Usein puhutaan ZFC aksioomista, mika
tarkoittaa, ettd mukaan on lisétty valinta-aksiooma (axiom of choice).

Luvussa 4 tarkastellaan epsilon-kuvan sekd isomorfismin kisitteitd. Edelld mainitut transfi-
niittinen rekursio ja hyvinjirjestys ovat merkittdvissi roolissa epsilon-kuvien médrittelemises-
sd. Isomorfismia kisitellddn struktuurien ndkokulmasta. Téassé tapauksessa isomorfismi kahden
struktuurin vililld tarkoittaa, ettd ndiden kahden struktuurin vélinen kuvaus on bijektio, joka
sailyttdd jarjestykset.

Luvussa 5 esitetidin tutkielman kannalta keskeinen ordinaalin késite. Tdhén tarvitaan edel-
lisissd luvuissa midriteltyja kasitteitd, kuten epsilon-kuvaa ja hyvinjirjestetyn struktuurin ka-
sitteitd. Ordinaaleilla on monia ominaisuuksia, kuten esimerkiksi transitiivisuus ja irrefleksii-
visyys. Ordinaalin voidaan ajatella koostuvan kaikista sitd edeltivien ordinaalien joukosta. Lu-
vussa myos esitellddn seuraajaordinaalin seké rajaordinaalin késitteet. Lisdksi kerrotaan hieman
kumulatiivisen hierarkian tasoista.

Luvussa 6 kisitelldan aluksi transfiniittistd rekursiota ordinaaleille, sekd madritelldan iso-
morfiatyypien ja jirjestystyypen késitteet. Jarjestystyyppien yhteenlaskuilla ja kertolaskuilla
kiytetddn yleisesti heprealaista sanakirjajarjestystd. Luvun lopussa késitellddn ordinaaliarit-
metiikkaa eli ordinaalien laskutoimituksia. Jokainen nollasta eroava ordinaali voidaan esittda
Cantorin normaalimuodossa. Lopuksi osoitetaan Cantorin normaalimuodon olemassaolo seka
yksikdsitteisyys.



2 Jarjestykset

Téssd luvussa esitetddn ordinaalilukujen méirittelemiseen tarvittavat jarjestyskisitteet. Nama
ovat osittainen jarjestys, lineaarijirjestys ja hyvinjirjestys. Lisdksi esitetdiin ndistd konkreettisia
esimerkkeji, jotta niiden hahmottaminen olisi selkedmpad. Jérjestys késitteiden lisdksi késitel-
lddn mielivaltaisen jirjestetyn joukon alkioihin liittyvia késitteitd, kuten joukon maksimaalinen
alkio ja minimaalinen alkio. Lisédksi luvussa miéritelldén jonkin jarjestetyn joukon mielivaltai-
sen alkion madrdama alkupitkd. Alkupidtkédn késite on keskeisessd asemassa, koska sité tarvi-
taan tutkielman monissa méadritelmissé ja tuloksissa. Taméin luvun ldhteend on kiytetty padosin
Endertonin kirjaa. [2, s.167-173]
2.1 Orsittainen jarjestys
Miiritelma 2.1. Relaatio R on osittainen jdrjestys, jos

1. R on transitiivinen relaatio: xRy A yRz = xRz,

2. R on irrefleksiivinen relaatio: Kaikilla x patee (x,x) ¢ R

Esimerkki 2.2. (a) Olkoon S miké hyvinsa joukko. Sen osajoukkorelaatio
C;={(ALB)|]ACBCS&A+B}

on osittainen jarjestys.
(b) Olkoon P positiivisten kokonaislukujen joukko. Nyt tiukka jaollisuusrelaatio

C={(a,b)e PxP|a-q=h, jollakin g # 1}

on osittainen jarjestys joukossa P. Esimerkiksi luku 4 jakaa luvun 20, koska 4 - 5 = 20 mutta
luku 4 ei jaa lukua 5 sekd luku 5 ei jaa lukua 4 tiukassa jaollisuusrelaatiossa. Myoskddn mikédin
joukon P alkio ei jaa itsedédn tiukassa jaollisuusrelaatiossa.

Orsittaisille jirjestyksille kiytetddn yleensd symbolia <. Jos < on osittainen jdrjestys, niin
voidaan madaritelld, etta
X<yex<yvVi=y.

Lause 2.3. Oletetaan, ettd < on osittainen jdrjestys. Tdlloin kaikilla x, y ja z:
1. Korkeintaan yksi ehdoista
x <y, x =y, y<x
on voimassa.
2. x<y<x=>x=).

Todistus. (1) Jos pitee x < y ja x = y, niin saadaan x < x. Koska < on osittainen jérjestys,
niin x < x on ristiriidassa relaation < irrefleksiivisyyden kanssa. Jos taas x < y ja y < x, niin
relaation < transitiivisuudesta seuraa jélleen x < x, miki on ristiriita.

(2)Jos x <y < xjax # y,niin saadaan x < y < x, miki on ristiriidassa kohdan 1 kanssa. O
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2.2 Lineaarijarjestys

Mairitelma 2.4. Relaatio R on lineaarijdirjestys joukossa A, jos seuraavat kaksi ehtoa patevit:
1. R on transitiivinen relaatio,
2. R toteuttaa trikotomiaehdon joukossa A: kaikille x,y € A pitee tismilleen yksi ehdoista

XRy, X =y, YyRx.

Havaitaan, ettd trikotomiaehdosta seuraa relaation R irrefleksiivisyys, joten jokainen lineaa-
rinen jarjestys on myos osittainen jarjestys.

Esimerkki 2.5. Tavallinen jarjestysrelaatio on lineaarijirjestys reaalilukujen joukossa, koska
jokaiselle x,y € R, x # y seuraa joko x > y tai x < y.

Esimerkki 2.6. Esimerkin 2.2 tiukka jaollisuusrelaatio todettiin olevan osittainen jirjestys,
mutta se ei ole lineaarijérjestys positiivisten kokonaislukujen joukossa, koska selvisti 2,3 € Z*
mutta mééritelmén 2.4 trikotomiaehto 2 rikkoutuu. Nyt 2 # 3,2 3 ja3 1 2.

Mairitelmi 2.7. Olkoon R relaatio joukossa A eli R € A X A. Jérjestettyd paria (A, R) kutsutaan
struktuuriksi.

Erityisesti voidaan puhua osittain jéarjestetyistd ja lineaarijirjestetyistd struktuureista, jos R
on osittainen jarjestys tai lineaarijirjestys joukossa A.
Seuraavaksi esitetdiin muutamia jarjestyksiin liittyvid késitteita.

Miaritelmi 2.8. [3, s.17] Olkoot < osittainen jirjestys joukossa A, D C A, D # O, m € D ja
teA.

1. m on joukon D pienin alkio, m = min D, jos m € D ja kaikilla a € D pitee m < a.
2. mon joukon D suurin alkio, m = max D, jos m € D ja kaikilla a € D pitee m > a.
3. m on joukon D minimaalinen alkio, jos m € D ja milldén a € D ei pide a < m.

4. m on joukon D maksimaalinen alkio, jos m € D ja millddn a € D ei pide m < a.
5. t on joukon D alaraja, jos kaikilla a € D pitee t < a.

6. t on joukon D yldraja, jos kaikilla a € D pitee t > a.

7. t on joukon D suurin alaraja, t = inf D, jos jokaisella joukon D alarajalla a pitee a < t.
Toisin sanoen inf D = max B, missd B on on joukon D alarajojen joukko.

8. t on joukon D pienin yldraja, t = sup D, jos jokaisella joukon D ylérajalla a pitee t < a.
Toisin sanoen sup D = min C, missd C on on joukon D yldrajojen joukko.

Jokaisella osajoukolla D C A ei vilttdmatta ole suurinta eika pienintd alkiota.
Esimerkki 2.9. Avoimella vililld |0, 1[C R ei ole pieninté eiké suurinta alkiota.

Jos joukolla on pienin alkio tai suurin alkio, niin silloin se on mydskin yksikésitteinen. Jos
my ja my ovat molemmat joukon D pienimpid alkioita, niin silloin péatee m; < my sekd my < my,
joten m; = my. Sama pitee myos joukon D suurimmalle alkiolle.

6



Esimerkki 2.10. Tarkastellaan taas esimerkin 2.2 tiukkaa jaollisuusrelaatiota positiivisten ko-
konaislukujen joukossa P,

C={(a,b)e PXP|a-q=>bjollakin g # 1}

Luku 1 on joukon P pienin alkio. Olkoon sitten D = {a € P | a # 1}. Nyt jokainen alkuluku on
joukon D minimaalinen alkio eikd joukossa D ole pieninti alkiota. Tastd voidaan paitelld, ettd
joukolla voi olla useita minimaalisia tai maksimaalisia alkioita.

Esimerkki 2.11. Olkoot Q rationaalilukujen joukko ja < tavallinen lineaarijdrjestysrelaatio.
Positiivisten rationaalilukujen joukolla ei ole ylirajaa. Joukolla {x € Q | x> < 3} taas on
ylirajoja joukossa Q, mutta silla ei ole pienintd yldrajaa rationaalilukujen joukossa Q.

2.3 Hyvinjarjestys

Mairitelméa 2.12. Lineaarijirjestys joukossa A on hyvinjdrjestys, jos jokaisella epityhjilla
joukon A osajoukolla on pienin alkio.

Esimerkki 2.13. Luonnollisten lukujen joukon w tavallinen jérjestys on hyvinjarjestys, mutta
kokonaislukujen joukko Z ei ole hyvinjirjestetty joukko, koska esimerkiksi joukolla A = {x €
Z | x < 4} C Z ei ole pieninti alkiota.

Esimerkki 2.14. Olkoot joukko A epityhjd ddrellinen joukko ja < joukon A lineaarijirjestys.
Koska joukko A on &érellinen ja < on lineaarijdrjestys joukossa A, niin silloin A on hyvin-
jarjestetty joukko. Nyt joukolla A on pienin alkio #y. Edelleen jos A \ {#o} # 0, niin joukolla
A\ {to} on pienin alkio ja merkitddn sitd 7. Seuraavaksi tarkastellaan joukkoa A \ {#o,;}. Jos
A\ {to,t;} # 0, niin silld on pienin alkio ja merkitéddn sité #,. Tdtd voidaan jatkaa niin kauan,
kuin joukossa A riittdd alkioita, jolloin saadaan jono

h<hh<h<tz<:--<Iy,
missd n € N. Tilloin joukko A \ {t,11,...,t,} = 0 eli alkio ¢, on joukon A suurin alkio.

Lause 2.15. Olkoon < lineaarijdirjestys joukossa A. Nyt < on hyvinjdrjestys, jos ei ole olemassa
funktiota f: w — A, jolla pdtee f(n™) < f(n) jokaisella n € w, missd w on luonnollisten
lukujen joukko.

Todistus. Jos on olemassa laskeva ketju f, niin silloin ran(f) on epityhji joukon A osajoukko
ja selvisti silld ei ole pieninti alkiota. Toisin sanoen jokaiselle f(n) on olemassa pienempi alkio
f(n™). Siis < ei ole hyvinjérjestys.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd < ei ole hyvinjarjestys joukossa A. Nyt jollakin joukolla B C A ei
ole pieninti alkiota, jolloin kaikilla x € B on olemassa y € B jolla pitee y < x. Edelleen koska
joukolla B ei ole pienintd alkiota, niin jokaiselle y € B on olemassa z € B jolla pitee z < y.
Joukon B valintafunktion nojalla on olemassa kuvaus g: B — B, jolle pitee g(x) < x, jokaisella
X € B. Miiritellddn rekursiivisesti funktio f: w — B. Olkoot f(0) = x ja f(n™) = g(f(n)),
missd n € w. Télloin

fQ0) = x,

f(1) = g(f(0) = g(x) < x = f(0),

f@2) =g(f(1) = g(g(x)) < glx) = f(1),
f(n™) = g(f(m) < f(n).

On siis olemassa funktio f: w — B jolla pitee f(n*) < f(n). O
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Mairitelmi 2.16. Olkoon < osittainen jdrjestys joukossa A ja ¢t € A. Nyt alkion r midrddma
alkupditkd on
segt = {x | x <t}.

Esimerkki 2.17. Jos w on luonnollisten lukujen joukko, niin jokaisella n € w pitee

segn={x|xen}={0,1,....,.n—1} =n.



3 Transfiniittinen induktio, transfiniittinen rekur-
sio ja korvausaksiooma

Téassd luvussa madritellddn, mitéd tarkoittaa transfiniittinen induktio seké transfiniittinen rekursio.
Transfiniittisen induktion méairittelemiseen tarvitaan edellisessd luvussa madriteltya alkupitkén
kisitettd. Transfiniittisestd rekursiosta esitetddn kaksi muotoa, sen heikko muotoilu ja vahva
muotoilu. Luvussa todistetaan transfiniittisen rekursion vahva muotoilu, johon tarvitaan yhta
korvausaksioomista. Lihteend on kiytetty Endertonin kirjaa. [2, s.174-181]

Mairitelma 3.1. Olkoon A joukko ja B € A. Joukko B on <-induktiivinen, jos seuraava ehto
patee. Kaikille r € A pitee, jos segt C B, niint € B.

Tama tarkoittaa siis sitd, ettd alkio ¢ takuulla kuuluu johonkin joukkoon B, jos tiedetdin, etti
kaikki alkiot, jotka ovat pienempii kuin alkio ¢ kuuluvat joukkoon B. Tdma voidaan muotoilla
transfiniittisen induktion periaatteeksi.

3.1 Transfiniittisen induktion periaate

Lause 3.2 (Transfiniittisen induktion periaate). Olkoon < hyvinjdrjestys joukossa A. Oletetaan,
ettd B C A, jolla jokaisella t € A pditee,

segt CB=1€B,
jolloin B = A.

Todistus. Jos B C A, niin silloin joukolla A \ B on olemassa pienin alkio 7. Tastd seuraa, ettid
y € B kaikilla y < r. Nyt segt C B ja oletuksesta seuraa, ettd t € B, mikd on ristiriita. Siis
joukko B ei ole <-induktiivinen. O

Todistusta voidaan vield havainnollistaa samalla tavalla kuin esimerkissid 2.14. Olkoon £,
joukon A pienin alkio. Nyt segfy = 0, josta seuraa selvisti, ettd segty € B. Oletuksen nojalla
to € B. Olkoon sitten 71 joukon A \ {#p} pienin alkio. Nyt seg?; = {fo} C B, joten taas oletuksen
nojalla t; € B. Titd voidaan jatkaa taas niin kauan, kuin joukossa A riittda alkioita. Kun alkiot
loppuvat, niin voidaan todeta, ettd B = A.

Lause 3.3. Oletetaan, ettd < on lineaarijdrjestys joukossa A. Oletetaan, ettd A on ainoa <-
induktiivinen A:n osajoukko. Tdlloin < on hyvinjdrjestys joukossa A.

Todistus. Olkoon C C A. Osoitetaan, ettéd joko joukolla C on pienin alkio tai C = ). Tarkastellaan
joukon C tiukkojen alarajojen joukkoa.

B={te A|t< xkaikillax € C}.
Nyt B N C = 0. Tarkastellaan joukon B <-induktiivisuutta.

Tapaus 1. Oletetaan, ettd joukko B ei ole <- induktiivinen. T4ll6in on olemassa alkio ¢ € A,
jolle pitee segt € B mutta ¢ ¢ B. Osoitetaan, ettd alkio ¢ on joukon C pienin alkio. Koska t ¢ B,
on olemassa alkio x € C, jolle x < r. Liséksi ei voi olla, ettd x < t, koskasegt C BjaBNC = 0,
joten on oltava x =t jat € C. Alkio ¢ on joukon C pienin alkio, koska jokainen alkio, joka on
pienempi kuin 7 sisiltyy joukkoon seg z, joka ei sisdlly joukkoon C.

Tapaus 2. Oletetaan sitten, ettd joukko B on <-induktiivinen. Lauseen oletuksen nojalla
saadaan, ettd B = A. Talloin C = 0. O



3.2 Transfiniittisen rekursion heikko muotoilu

Seuraavaksi esitelldéin funktion konstruoiminen hyvinjérjestetyssa struktuurissa kiyttden trans-
finiittistd rekursiota. Oletetaan, ettd < on joukon A hyvinjirjestys. Tavoitteena on maéritelld
funktion F(r) arvo, missd ¢ € A. Tatd varten pitdi tietda kaikkien funktioiden F(x) arvot, missa
x < t. Siis sddntond on, ettd jotta voidaan mairittdd funktion F arvo alkiolle 7, on tiedettiva
funktion arvot kaikille alkioille, jotka ovat pienempid kuin alkio ¢. Nyt voidaan aloittaa joukon
A pienimmastd alkiosta 7 ja kdyttdd edelld mainittua sddntod arvon F(#p) méirittelemiseksi. Ti-
main jdlkeen siirrytddn seuraavaksi pienimpédn alkioon #; ja miéritellddn niin ikdén arvo F(t;)
ja niin edelleen. Koska < on hyvinjérjestys ja kun on médritelty funktio F jossakin joukon A
aidossa osajoukossa B, aina on olemassa yksikdsitteinen seuraava alkio, joka on pienin alkio
joukossa A\ B. Saidntod voidaan hyodyntid kyseiseen alkioon.

Seuraavaksi tehdddn ideasta konkreettisempi. Edelld mainittu sddntd voidaan méiritelld
funktion G avulla.Tilloin funktion arvo F(¢), missid t € A, 10ydetdédn kdyttamailld funktiota G
arvoihin F(x), missid x < t:

F(t) = G(F | segt).

T#ll6in sanotaan, ettd funktio F on G-konstruoitu, jos ylla oleva yhtilo patee kaikillat € dom(F).
Jotta yhtélon oikea puoli pétee, niin dom(G):ssé on oltava kaikki funktiot, jotka ovat muotoa
F | segt. Tima johtaa seuraavaan mairitelmain.

Mairitelmi 3.4. Olkoot < hyvinjdrjestys joukossa A ja B jokin joukko. Funktioiden joukko
jarjestyksen < madrddmiltd alkupitkilta joukkoon B on

<AB = {f|jollakinz € A f on funktio segt — B}.

Téstd saadaan johdettua transfiniittisen rekursiolauseen heikko muotoilu.

Lause 3.5 (Tranfiiniittisen rekursiolauseen heikko muotoilu). Olkoot < hyvinjdrjestys joukossa
Aja G: “AB — B. Tilloin on olemassa yksikdsitteinen funktio F: A — B, jolle jokaiselle t € A
pdtee

F(t) = G(F | segt).

Transfiniittisen rekursion heikko muotoilu todistetaan samalla, kun esitetadn transfiniittisen
rekursion vahva muotoilu.

Esimerkki 3.6. Olkoon w hyvinjarjestetty luonnollisten lukujen joukko. T4lloin pétee jokaiselle
new
segn={x|xen}={0,1...n-1} =n.

Edellisen lauseen 3.5 nojalla on olemassa yksikésitteinen funktio F': w — B, jolle pitee kaikilla
new
F(n) = G(F | n).

Erityisesti siis saadaan G-konstruoitua funktio F, kun aloitetaan luonnollisten lukujen pie-
nimmasti alkiosta eli O:sta,

F(0) = G(F 1 0) = G(0),
F(1) = G(F 1'1) = GH(O, FO)}),
F(2) = G(F 1 2) = G({(0. F(0)). (1, F(1))}).
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Huomataan, ettd tissd funktion F arvo luvulla n méardytyy siis kaikista sen edellisisti arvoista
FQ),...,F(n-1).

Tranfiniittisen rekursion heikon muotoilun ldhtokohtana on, ettd sopiva maalijoukko B on
tiedossa, miké ei kuitenkaan aina ole mahdollista. Tarkastellaan seuraavaa luonnollista rekursii-
vista maaritelmaa,

F(t)={F(x) | x <t} =ran(F | segt)}.

Nyt ei ole olemassa funktiota G, jolle patee G(a) = ran(a) jokaisella joukolla a. Mutta jokaiselle
joukolle B on olemassa funktio G, jolle pitee dom(G) = B ja G(a) = ran(a) kaikilla a € B.
Ongelma piilee siind, miten 10ydetdén tdllainen joukko B, jossa on varmasti kaikki tarvittavat
alkiot ylld olevaa rekursiota varten. Tdmaén takia tarvitaan vahvempi muotoilu transfiniittisesta
rekursiosta, missa funktio G korvataan kaavalla 7.

3.3 Transfiniittisen rekursion vahva muotoilu

Lause 3.7 (Tranfiiniittisen rekursiolauseen vahva muotoilu). Jokaisella kaavalla y(x,y) seu-
raava on teoreema:

Olkoot < hyvinjdrjestys joukossa A ja jokaisella funktiolla f on olemassa yksikdsitteinen vy,
jolla kaava y(f,y) on tosi. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen funktio F, jonka ldhtojoukko on
A, elidom(F) = A, jolle pdtee

y(F | segt, F(t))

jokaisellat € A.

Transfiniittisen rekursiolauseen vahva muotoilu todistetaan myohemmin korvausaksiooman
jélkeen.

Funktio F on y-konstruoitu, jos y(F | segt, F(t)) pitee jokaisella r € dom(F).

Esimerkki 3.8. Valitaan kaavaksi y(x,y) kaava y = ran(x). Nyt automaattisesti pitee, ettd
jokaiselle f on olemassa yksikésitteinen y, jolle y = ran(f). Olkoon lisdksi < hyvinjérjestys
joukossa A. Tdlloin on olemassa yksikisitteinen funktio F, jonka ldhtdjoukko on A, jolle pitee

F(t) =ran(F | segt).

EsimerkKi 3.9. Transitiivisen rekursion heikko muotoilu seuraa vahvasta muotoilusta valitse-
malla kaavaksi y(x, y):

(3.1 y(x,y) ©(x €A BAy = G(x))
(3.2) V(xgABAy=0).

Jokaiselle f on olemassa yksikisitteinen y, jolle kaava y(f,y) pitee. Transfiniittisen rekursion
vahvan muotoilun nojalla on olemassa yksikésitteinen funktio F, jonka ldhtojoukko on A, joka on
y-konstruoitu. Siis jokaiselle # € A pitee joko 3.1, eli (F | segt) €4 Bja F(t) = G(F | segt)
tai 3.2, jolloin (F | seg?) ¢<4 Bja F(t) = 0. Kun G: <AB — B, niin transfiniittisen induktion
nojalla havaitaan, ettd kaava 3.1 pitee jokaiselle ¢ € A. Siis F on G-konstruoitu.

11



3.4 Korvausaksioomat

Jos G on funktio ja A on joukko, niin G[A] on joukko, koska G[A] C ran(G) jaran(G) on joukko.
Oletetaan, ettd H on luokka jérjestettyjd pareja, joka toteuttaa funktioehdon eli jokaiselle x on
olemassa yksikdésitteinen y, jolle pitee (x,y) € H ja A on joukko. Télléin korvausaksiooma
sanoo, ettd on olemassa joukko

H[A] = {y | 3x € A((x,y) € H)}.

Miaritelmé 3.10 (Korvausaksioomat). Jokaisella kaavalla ¢(x, y), joka ei sisidlld symbolia B,
seuraava lause on aksiooma:

VA((Vx € AVyVz(p(x,y) A p(x,2) = y = 2)
= IBVy(y € B & (Tx € A)p(x,y))).

Kaavassa ¢(x, y) voi esiintyd muitakin muuttujia kuin x ja y. Tétd vodaan korostaa kirjoit-
tamalla kaava muotoon ¢(x, y, o, . . .,#) ja lisdamailla aksiooman alkuun "Vt ... V#;”. Timi ei
kuitenkaan ole tarpeellista, koska kaava ¢(x, y) on tarpeeksi vahva.

Kuvaillaan hieman, millaisia korvausaksioomat ovat. Maaritelldan luokka

H={(x,y) | xeAjagy)}
Télloin aksiooman implikaation alkuosa
(Vx € ANVyVz(p(x,y) A p(x,2) = y = 2)
vaittid, ettd H on luokkafunktio. Implikaation loppuosa
dABVy(y €e B (dx € A)p(x,y))

taas vdittad, ettd jos
B ={y|(3x € A)e(xy)} = H[A]

niin B on joukko.

Transfiniittisen rekursion vahva muotoilu -lauseen todistus. Jos t € A, niin funktio v on y-
konstruoitu alkioon ¢ asti, jos

1. dom(v) = {x | x <t} =segtU {t}ja
2. y(v | segx,v(x)) pitee jokaisella x € dom(v).

Osoitetaan ensin, ettd kaikki johonkin alkioon asti y-konstruoidut funktiot ovat keskendin yh-
teensopivia, jolloin voidaan ottaa niistd yhdiste ja merkitddn titd F ja osoitetaan sitten, ettd F'
toteuttaa vaaditut ehdot.

(1) Ensin viitetdin, jos t; < fp, vi on y-konstruoitu alkioon #; asti ja v» on y-konstruoitu
alkioon £, asti, niin v{(x) = v,(x) kaikilla x < #;. Tehddén vastaoletus, ettd joukko

D={x<t|vi(x)#wnx)}=+0.

Talloin joukossa D on pienin alkio ja olkoon se d € D. Télloin vy | segd = v, [ segd. Lisiksi
patee, etta

y(v1 [ segd,vi(d))jay(va | segd,va(d)).
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Koska funktiot v ja v, ovat y-konstruoitu, niin oletuksen nojalla v{(d) = v,(d). Tima on
ristiriita, koska d € D.

Valitsemalla #; = t, = t havaitaan, ettd on olemassa korkeintaan yksi funktio v joka on
y-konstruoitu alkioon ¢ asti. Miiritellddn seuraavaksi luokka «, joka sisdltdad kaikki funktiot v,
jotka ovat y-konstruoitu alkioon ¢ asti jollakin ¢ € A. Toisin sanoen

k = {v | (3t € A) funktio v on y-konstruoitu alkioon ¢ asti}.

Sovelletaan sopivaa korvausaksioomaa ja todetaan sen avulla, ettd x on joukko. Tarkastellaan
kaavaa ¢(t,v), joka kertoo, ettd v on funktio, joka on y-konstruoitu alkioon ¢ asti. Korvausak-
siooman mééritelmén nojalla

1€ ANt,v1) Aot v2) = vi =1y,
jaedelleen korvausaksiooman médritelmén nojalla on olemassa joukko «, jolla jokaisella v pitee

veke (Are A o(tv)
< (3t € A) v on y-konstruoitu alkioon 7 asti.

Olkoon F = (J k. Siis
(3.3) (x,y) € F & v(x) = y jollakin v € «.

Todistetaan, ettd F' on funktio. Oletetaan, ettd (x,y;) € F ja (x,y2) € F. Nyt 3.3 nojalla
on olemassa vy, vy, t ja tp, joille pitee v;(x) = y; ja v; on y-konstruoitu alkioon ¢ asti, mis-
sdai € {1,2}. Nytpitee jokox < t; < trtai x < 1, < t; jaedelleen pitee y; = vi(x) = vo(x) = y».

(2) Toiseksi viitetdén, ettd jokaiselle x € dom(F) pitee y(F | seg x, F(x)). Jos x € dom(F),
niin on olemassa v € «, jolla pitee x € dom(v). Talloin

y(v | segx,v(x)) (kun v € «),
v Isegx=F[segx (3.3 ja kohta 1),
v(x) = F(x) (3.3).

Siis y(F T seg x, F(x)) pitee.

(3) Kolmanneksi viitetddn, ettd dom(F) = A. Tehdéin taas vastaoletus, ettd dom(F) # A.
Télloin A \ dom(F) # 0. Tilloin téssd joukossa on pienin alkio ja olkoon se t € A \ dom(F).
Nyt segt C dom(F). Itse asiassa pitee segt = dom(F'). Valitaan yksikisitteinen y, jolle pitee
v(F,y) ja olkoon

v=FU{{ty)}

Halutaan osoittaa, etté tdlloin v on y-konstruoitu. Selvisti v on funktio ja dom(v) = {x | x < ¢}.
Jokaiselle x < ¢ piatee v [ segx = F [ segx ja v(x) = F(x), joten kohdan 2 mukaan pitee
vy(v | segx,v(x)). Jos taas x = ¢, niin silloin pitee v | segr = F ja v(t) = y. Koska y on
valittu sopivasti, niin y(v | segt,v(t)) pitee. Siis v on y-konstruoitu alkioon 7 asti, mutta talloin
t € dom(F). Tama on ristiriita, koska t € A \ dom(F).

(4) Neljanneksi osoitetaan, ettd F on yksikésitteinen. Oletetaan Fj ja F; toteuttavat vaaditut
ehdot. Sovelletaan transitiivista induktiota, joten olkoon C joukko, jolle pitee

C={re Al Fi(t) = >(1)}.
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Muistutetaan, ettid joukko C on <-induktiivinen, jos jollakin ¢ € A pitee
segt cC=>t1reC.
Jossegt C C,niin F; | segt = F> | segt. Tdlloin pitee myos
y(F1 [ segt, F1(1)) jay(Fy | segt, Fa(1)),

joten Fi(t) = Fa(t)elit € C.
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4 Epsilon-kuva ja isomorfismi

Transfiniittistd rekursiota voidaan soveltaa epsilon-kuvien midrittelemiseen. Tassad luvussa esi-
tetddn epsilon-kuvan miiritelmai ja havainnollistetaan sitd yksinkertaisella esimerkilld. Luvussa
madritellddn myos tiarked isomorfian kisite ja lisdksi tutkitaan jirjestettyja struktuureita ja niiden
isomorfioita. Todistetaan esimerkiksi, ettd jos on kaksi struktuuria ja toinen on lineaarijirjestetty
struktuuri, niin silloin my0s toisen on oltava lineaarijirjestetty struktuuri. Lihteend kaytetddn
Endertonin kirjaa. [2, s.182-187]

4.1 Epsilon-kuva

Miaritelmi 4.1. Olkoot < hyvinjirjestys joukossa A jay(x, y) kaava y = ran(x). Transfiniittinen
rekursio antaa yksikisitteisen funktion E, jonka ldhtojoukko on A ja jolla jokaisella r € A pitee

E(t) =ran(E | segt) = E[segt] = {E(x) | x < t}.

Téstd eteenpdin merkitddn @ = ran(E). Joukkoa @ kutsutaan hyvinjérjestetyn struktuurin (A, <)
epsilon-kuvaksi (€ — kuva).

Epsilon-kuva osoittautuu myohemmin olevan ordinaaliluku.

Esimerkki 4.2. Havainnollistetaan seuraavaksi, miltd epsilon-kuva ndyttii, joten tarkastellaan
neljan alkion joukkoa A = {a, b,c,d}, missi a < b < ¢ < d. Midritetddn timén joukon epsilon-
kuva:

E(a) ={E(x) | x <a} =0,

E(b) ={E(x) | x < b} = {E(a)} = {0},

E(c) ={E(x) | x < c} = {E(a). E(b)} = {0.{0}},

E(d) ={E(x) | x < d} = {E(a),E(b). E(c)} = {0,{0},{0,{0}}}.

Luonnollisten lukujen méiritelmian mukaan E(a) = 0, E(b) = 1, E(c) = 2 ja E(d) = 3.
Liséksi struktuurin (A, <) epsilon-kuva @ on 4.

Mairitellddn joukkoon a suhteellistettu alkiorelaatio €,: = {(x,y) € a X a | x € y}.

Lause 4.3. Olkoon < hyvinjdirjestys joukossa A. Olkoot a hyvinjdrjestetyn struktuurin (A, <)
epsilon-kuva ja E kuten mddritelmdssd 4.1. Tdlloin pdtee

1. E(t)¢ E(t), kunt € A,
2. E on bijektio A — a,

3. jokaiselle s € A jat € A pdtee

s <t<o E(s) € E(t),
4. «@ on transitiivinen joukko.
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Todistus. (1) Oletetaan vastoin viitettd, ettd C = {t € A | E(t) € E(t)} ja tp joukon C pienin
alkio. Talloin pitee E(ty) € E(ty). Funktion E(ty) maaritelmin perusteella on olemassa s < t,
jolle pitee E(s) = E(ty). Talloin E(s) € E(s), jolloin saadaan, ettd s € C, miké on ristiriita,
koska alkio #p on joukon C pienin alkio. Siis C = 0.

(2) Selvisti funktio E on surjektio, koska miiritelman mukaan a = ran(E), joten tarvitsee
todistaa, ettd E on injektio. Olkoon s, € A ja s # ¢t. Symmetrian nojalla voidaan olettaa, etta
s < t. Nyt E(s) € E(t). Nyt kohdan 1 nojalla E(s) ¢ E(s), joten E(s) # E(t). Siis funktio E on
injektio. Koska E on sekd injektio ettd surjektio, se on bijektio.

(3) Funktion E miiritelmén nojalla pitee
s <t= E(s) € E(t).

Oletetaan kaintden, ettd E(s) € E(t). Funktion £ miiritelmédn nojalla on olemassa jokin
alkio x < t, jolle pitee E(s) = E(x). Koska E on bijektio, niin s = x, jolloin saadaan, ettd s < t,
joten E(s) € E(t) = s < t jaedelleen

s<to E(s) € E(t).

(4) Olkoon y € B € a. Nyt B8 = E(t) jollakin r € Ajay = E(s), missd s € Ajas < t, joten
v € a. Siis joukko @ on transitiivinen. O

4.2 Isomorfismi

Miaritelmi 4.4. Kaksi struktuuria (A, R) ja (B, S) ovat isomorfisia, jos on olemassa bijektio
f: A — B, jolle pitee
xRy & f(x)Sf(y),

missd x,y € A. Isomorfismia merkitddn (A, R) = (B, S).
Lause 4.5. Olkoon (A, R), (B, S) ja (C,T) mitd tahansa struktuureja. Tdlloin pdtee,

(A,R) = (A,R),
(A,R) = (B,S) = (B,S) = (A,R),
(A,R) = (B,S) = (C,T) = (A,R) = (C,T).

Todistus. Olkoot f identiteettifunktio f: A — A, f(x) = x ja x,y € A alkioita, joille pa-
tee xRy. Koska f on identiteettifunktio, niin f(x)Rf(y). Lisdksi f on selvisti bijektio, joten
(AR) = (A,R).

Oletetaan sitten, ettd (A, R) = (B, S). Télloin on olemassa bijektio f: A — B, jolle pitee
xRy & f(x)Sf(y), missd x,y € A. Koska f on bijektio, niin my6és f~! : B — A on bijektio ja
sille pitee, ettd f'(x)RF(y) @ F(f 1 (x)SF(f~1(y)) & xSy, joten (B,S) = (A,R).

Oletetaan seuraavaksi, ettd (A,R) = (B,S) = (C,T). On olemassa bijektiot f: A — B ja
g: B — C, joille piatee xRy < f(x)Sf(y), missd x,y € A sekd ¢Sd & g(c)Tg(d), missa
¢,d € B. Koska f ja g ovat bijektioita niin myos g o f: A — C on bijektio. Saadaan, etti
xRy & f(x)Sf(y) & g(f(x)NTE(f(y)), joten (A, R) = (C,T). O
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Apulause 4.6. Olkoot f: A — B bijektio ja <p osittainen jérjestys joukossa B. Miiritelld4n
joukossa A relaatio <4 asettamalla

x<ay e f(x)<p f(y)
jokaiselle x,y € A. Télloin

1. Relaatio <4 on osittainen jirjestys.
2. Jos <p on lineaarijirjestys joukossa B, niin <4 on lineaarijirjestys joukossa A.
3. Jos <p on hyvinjdrjestys joukossa B, niin <4 on hyvinjirjestys joukossa A.

Todistus. (1) Irrefleksiivisyys: Oletetaan, ettd x <4 y. Talloin f(x) <p f(y). Koska <g on ir-
refleksiivinen, niin f(x) # f(y). Koska f on funktio, niin x # y, joten <4 on irrefleksiivinen.
Transitiivisuus: Oletetaan sitten, ettd x <4 y jay <4 z. Nyt f(x) <g f(y)ja f(y) <g f(z) ja
koska <p on transitiivinen, niin f(x) <p f(z). Relaation <4 maédritelmén perusteella x <4 z,
joten <4 on transitiivinen. Siis <4 on osittainen jarjestys.

(2) Oletetaan, ettid <p on lineaarijarjestys. Talloin < on my0s osittainen jirjestys ja kohdan
1 nojalla <4 on osittainen jirjestys. Siis <4 on transitiivinen. Vield pitdd todistaa trikotomiaehto.
Oletetaan, ettd <p on lineaarijarjestys joukossa B. Téalloin tasmilleen yksi seuraavista vaihtoeh-
doista on voimassa,

J) < f(y),  f)=f0)  fO) < fx),

missd x,y € A. Jos f(x) <p f(y) pitee, niin madritelmén perusteella x <4 y. Jos f(x) = f(y),
niin x = y, koska f on bijektio. Jos f(y) <p f(x) pitee, niin maéritelmén perusteella y <4 x.
Useampi vaihtoehto ei voi olla voimassa, koska vastaavasti miiritelman nojalla pétee, jos x <4 v,
niin f(x) <g f(y). Jos x = y, niin f(x) = f(y). Jos y <4 x, niin f(y) < f(x). Siis <4 on
lineaarijdrjestys.

(3) Olkoot <p hyvinjérjestys ja @ # C € A. Koska <p on hyvinjirjestys, se on my0s
lineaarijérjestys, jolloin kohdan 2 perusteella <4 on lineaarijérjestys. Nyt joukko D = f[C] C B
on epityhjd, joten siind on pienin alkio d € D jirjestyksen <p suhteen. Koska f on bijektio,
niin on olemassa yksikésitteinen ¢ € C, jolla f(c) = d. Todistetaan, ettd alkio ¢ on joukon C
pienin alkio. Olkoon x miké tahansa muu joukon C alkio. Télloin f(x) € f[C] ja koska d on
pienin alkio jérjestyksen <p suhteen, niin d = f(c) <p f(x) mutta koska f on bijektio, niin
pitee f(c) <p f(x). Edelleen relaation <4 méaritelmén nojalla saadaan, ettd ¢ <4 x, joten alkio
¢ on joukon C pienin alkio, eli relaatio <4 on hyvinjarjestys. O

Lause 4.7. Oletetaan, ettd kaksi struktuuria ovat (A, R) ja (B, S) ovat isomorfiset. Jos toinen
struktuureista on osittainen-, lineaari- tai hyvinjdrjestys niin myos toinen on.

Todistus. Oletetaan, ettd toinen struktuureista on osittainen jarjestys. Symmetrian nojalla voi-
daan olettaa, ettd (B, S) on osittainen jirjestys. Koska (A, R) = (B, S), niin on olemassa bijektio
f: A — B, jolle pitee

x<ay e f(x)<p f(y)
jokaiselle x,y € A. Apulauseen 4.6 nojalla (A, R) on osittainen jirjestys. Samoin apulauseen
4.6 nojalla jos (B, S) on lineearijérjestys tai hyvinjérjestys, niin myos (A, R) on. O

Seuraus 4.8. Oletetaan, ettd < on hyvinjdrjestys joukossa A ja ettd a struktuurin (A, R) epsilon-
kuva. Tidlloin a on transitiivinen joukko sekd €, on hyvinjdrjestys joukossa a.
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5 Ordinaaliluvut

Tassa luvussa madritellaan, mitd ordinaaliluvuilla tarkoitetaan. Taméan maarittimiseen tarvitaan
aiemmin esitettyd epsilon-kuvan ja isomorfismin késitteitd. Luvussa késitelldan monia mielen-
kiintoisia tuloksia, kuten ordinaalien transitiivisuutta sekd mita tarkoitetaan seuraajaordinaalilla
ja rajaordinaalilla. Lisdksi perehdytidin kumulatiivisen hierarkian tasoihin. Lihteend kiytetdin
padosin Endertonin kirjaa. [2, s.187-205]

5.1 Ordinaaliluku

Lause 5.1. Kaksi hyvinjdrjestettyd struktuuria ovat isomorfisia, jos niilld on sama epsilon-kuva.
Toisin sanoen (A,<4) = (B, <g), jos niilld on sama epsilon-kuva.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd struktuureilla (A, <4) ja (B,<p) on sama epsilon-kuva. Nyt
(A, <4) = (a,€6) = (B, <p), mistd seuraa, ettd (A, <4) = (B, <p).

Oletetaan sitten, ettd (A, <4) = (B, <p). Télloin on olemassa bijektio f: A — B. Olkoot
sitten E1: A — «; ja E>: B — ap, missd @ on struktuurin (A, <) epsilon-kuva ja @, on
struktuurin (B, <p) epsilon-kuva. Funktiot E; ja E, ovat isomorfismeja, jotka on méiritelty
kuten madritelméassi 4.1. Kaikilla s € A jat € B pitee

E(s) ={Ei1(x) | x <a s},
Ex(t) ={E2(y) | y <p 1}.
Transfiniittiselld induktiolla todistetaan, ettd kaikilla s € A pitee
E(s) = Ex(f ().
Olkoot C = {s € A | E\(s) = E2(f(s))} jasegs C C. Talloin

Ei(s) ={Ei(x) | x <4 s} (méaaritelma)
= {Ex(f(x)) | x <a s} (segs € C)
={Ex(y) | y < f(s)} (flsegs] = seg f(s))
= Ex(f(s)),

joten s € C eli joukko C on <4- induktiivinen.
Nyt voidaan piitelld, ettd
a1 ={E(s) | s € A}

={E2(f(5)) | s € A}
= {Ex(t) | t € B} (koska f on bijektio)

= m.
O

Miaritelmé 5.2. Olkoon < hyvinjirjestys joukossa A. Struktuurin (A, <) ordinaaliluku on
sen epsilon-kuva. Ordinaaliluku eli ordinaali on joukko, joka on hyvinjdrjestetyn struktuurin
ordinaaliluku.
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Jos < on jokin joukon A jdrjestys ja joukko C on joukon A osajoukko, C C A, niin selvisti
myos < jarjestdd joukon C alkiot. Nyt ei vilttimattd pade, ettd < on jirjestys joukossa C, koska
jos C # A, niin < ei ole vélttimatta relaatio joukossa C. Miiritellddn jarjestyksen < rajoittuma
joukkoon C seuraavasti:

<*=<nCxC.

Tédmad taas on selvisti joukon C jérjestys. Talloin on muodostettu uusi struktuuri (C, <°) ja lisdksi
jos C = segt, missd t € A, niin saadaan struktuurin rajoittuma (segt, <°) alkupétkdin segz.

Lause 5.3. Olkoot < osittainen jdrjestys joukossa A ja C C A. Tdlldin <° on osittainen jdrjestys
Joukossa C. Vastaavasti pdtee, ettd jos < on lineaarijdrjestys tai hyvinjdrjestys niin silloin myos
<° on lineaarijdrjestys tai hyvinjdrjestys.

Todistus. Olkoon joukon C identtinen funktio f: C — C. Funktio f on bijektio, joten viite
seuraa suoraan apulauseesta 4.6. O

Jokaiselle kahdelle hyvinjirjestetylle struktuurille pétee, ettd ne ovat joko keskenédén isomor-
fiset tai toinen struktuureista on toisen struktuurin alkupétkédn kanssa isomorfiset. Muotoillaan
tama lauseeksi.

Lause 5.4. Olkoot (A,<4) ja (B,<pg) hyvinjdrjestettyja struktuureja. Tdalloin yksi seuraavista
vaihtoehdoista pditee:

<A’ <A> = <B’ <B>9
(3a € A)(sega, <) = (B,<p),
(b € B)(seg b, <p) = (A, <a).

Ideana on, ettd muodostetaan pareja joukkojen A ja B alkioista aloittaen molempien joukkojen
pienimmastd alkiosta. Tami voidaan tehdid, koska joukot ovat hyvinjdrjestettyjd. Seuraavaksi
muodostetaan parit joukkojen toiseksi pienimmistéd alkioista ja niin edelleen. Lopulta toisesta
joukosta loppuvat alkiot, jolloin sanotaan, ettd struktuuri on isomorfinen toisen struktuurin
alkupitkén kanssa. Jos alkiot loppuvat samaan aikaan, niin struktuurit ovat isomorfiset toistensa
kanssa.

Todistus. Parien muodostaminen perustuu transfiniittiseen rekursioon. Olkoon e alkio, joka ei
kuuluu joukkoon A eikd joukkoon B. Nyt transfiniittisen rekursion nojalla on olemassa funktio
F: A — BU {e}, jolla jokaisella r € A pitee,

F(r) = min(B \ F[segt]), jos B\ F[segt] # 0
e, jos B\ F[segt] = 0.

Nyt saadaan kolme erilaista tapausta.

Tapaus 1: e € ran(F).
Olkoon sitten alkio a joukon A pienin alkio, jolle pitee, ettd F'(a) = e. Viitetddn, ettd F' [ sega
on isomorfismi (seg a, <}) — (B, <p) ja merkitdéin F° = F | sega.
Selvisti funktio F°: sega — B on surjektio, koska muuten pétisi B \ F°[sega] # 0, jolloin
F(a) € B, miki on ristiriidassa sen kanssa, ettd F(a) = ¢ ¢ B.
Lisdksi kaikilla x, y € A pitee, ettd

X <pay<aa= F[segx] C F[segy]
= B\ F[segy]| € B\ F[segx]
= F(x) <g F(y).
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Edelleen jos x <4 y <4 a, niin F(x) # F(y), koska F(x) € F[seg y] mutta F(y) ¢ F[seg y].
Siis saadaan, ettd

(5.1) x<ay<aa= F(x)<gF(y).

Oletetaan kaanteisesti, ettd x <4 a, y <4 a ja F(x) <g F(y). Koska F(x) <g F(y), niin
F(y) £p F(x). Edelleen pitee, ettd y £4 x eli x <4 y. On péitelty, ettd

(5.2) F(x)<p F(y) = x <4y <4 a.
Siis kohdista 5.1 ja 5.2 seuraa, ettd
X<pay<aae F(x)<gF(y).

Viela pitdd todeta, ettd F° on injektio. Olkoot x <4 a jay <4 a, joille pitee x # y. Nyt pitee
joko x <4 ytai y <4 x. Kohdan 5.1 mukaan pitee joko F(x) <p F(y) tai F(y) <pg F(x). Joka
tapuksessa F(x) # F(y), joten F° on injektio.

Siispd F° on isomorfismi (sega, <}) — (B, <p).

Tapaus 2: ran(F) = B.
Vastaavasti kuin tapauksessa 1, funktio F': A — B on bijektio, joka sdilyttda jiarjestykset. Siis
struktuurit (A, <4) ja (B, <p) ovat isomorfiset eli (A, <4) = (B, <p).

Tapaus 3: ran(F) on joukon B aito osajoukko, ran(F) C B.
Olkoon b pienin alkio joukosta B \ ran(F). Viitetdin, ettd ran(F) = seg b.
Koska b on pienin alkio seuraa, ettd seg b C ran(F).
Kaiintden ei voi olla mahdollista, ettd b <p F(x) milldén alkiolla x, koska F(x) on pienin alkio
joukossa B \ F[seg x]jamyos b € B\ F[seg x]. Siis ran(F) = seg b.
Vastaavasti kuin tapauksissa 1 ja 2, funktio F on bijektio, joka sdilyttaa jarjestykset. Tastd seuraa,
ettd struktuurit (A, <4) ja (seg b, <3) ovat isomorfiset eli (A, <4) = (seg b, <3). O
Mairitelma 5.5. Jos joukkoon A suhteellistettu alkiorelaatio

€a={(x,y) e AXA|xe€y}

on joukon A hyvinjarjestys, niin se hyvinjdrjestdd joukon A.

Palataan takaisin ordinaaleihin. Seuraava lause niyttaa, ettd jokainen ordinaaliulku on itsensa
epsilon-kuva. Tdhén todistukseen tarvitaan ylli olevaa miiritelmaa.

Lause 5.6. Olkoon « transitiivinen joukko, jonka alkiorelaatio eli €,-relaatio hyvinjdrjestdd.
Talloin a on ordinaali ja a on myos struktuurin {a, €,) epsilon-kuva.

Todistus. Pitda osoittaa, ettd funktio £ on identiteettifunktio eli E(x) = x jokaisella x € «,
missd E on epsilon-kuvan médrdaamai funktio. Télloin sille patee, ettd

ran(E) ={E(x) | x€a} ={x|x € a} =a.
Lisidksi havaitaan, ettd jokaiselle ¢ € « pitee,

XEIT S X EYL,
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koska « on transitiivinen joukko. Todetaan sitten, ettd seg t = ¢.

Jos x €, t, niin x € 1, joten segt C ¢. Toisaalta, jos x € t, niin x € @ joukon « transitiivisuuden
perusteella, joten x €, t. Siis pitee myoOs ¢ C segt.

Oletetaan seuraavaksi, ettd E(x) = x jokaisella x € segr. Nyt

E@t) ={E(x) | x €q 1}
={x|x¢&t}
=segt
=1.

Siis transfiniittisen induktion nojalla E(x) = x jokaisella x € « ja struktuurin (o, €,) epsilon-
kuva on a. m|

Lause 5.7. Jokaiselle ordinaalille a, B ja vy pditee,
1. (Luokan transitiivisuus): Jokainen a:n alkio on ordinaali.
2. (Transitiivisuus): @ € BjaB €y = a € .
3. (Irrefleksiivisyys): a ¢ a.

4. (Trikotomiaehto): Tasan yksi seuraavista vaihtoehdoista piitee,
a € B, a =, BE€a.

5. (Hyvinjdrjestys): Jokaisessa epdityhjdssd joukossa S ordinaaleja on pienin alkio u. Siis
joko u € a tai u = « jokaisella a € S.

Todistus. (1) Olkoon x € @. Nyt a on jonkin hyvinjarjestetyn struktuurin (A, <) epsilon-kuva.
Siis x = E(t), missd ¢ € A. Pitdi osoittaa, ettd x on ordinaali. Osoitetaan se todistamalla, ettd x on
struktuurin (seg ¢, <°) epsilon-kuva. Lauseen 5.3 nojalla, rajoittuma <° on hyvinjérjestys joukos-
sa seg t. Talloin struktuurin (seg ¢, <°) epsilon-kuvaon E[segt]| = E(t) = x, joten x on ordinaali.

(2) Lause 4.3 sanoo, ettd kaikki epsilon-kuvat ovat transitiivisia joukkoja. Jos @ € Sja B € vy,
niin o € v.

(3) Oletetaan vastoin véitettd, ettd @ € a. Nyt @ on jonkin hyvinjérjestetyn struktuurin (A, <)
epsilon-kuva ja olkoon E vastaava funktio £: A — «a. Vastaoletuksen nojalla on olemassat € «,
jolle E(t) = a. Nyt pitisi E(t) € E(t), joka on ristiriidassa lauseen (4.3) kanssa. Siis @ ¢ a.

(4) Jos pitee @ € B ja @ = B, niin pitee @ € «, mikd on mahdotonta irrefleksiivisyyden
nojalla. Jos taas pitee @ € [ ja § € a, niin saadaan transitiivisuuden nojalla @ € @, mikd on
edelleen mahdotonta irrefleksiivisyyden nojalla. Vield jos @« = 8 ja 8 € @, niin § € S, mika
on mahdotonta. Siis trikotomian “’korkeintaan yksi” -ehto on voimassa. Todistetaan vield, ettd
vihintddn yksi ehdoista

a € B, a =, B Ea.

pitee. Tarkastellaan struktuureja (@, €,) ja (B, €g). Lause 5.4 sanoo, etti joko (@, €,) = (B, €p)
tai on olemassa 6 € S, jolle pitee (a,€,) = (seg?, e;) tai on olemassa 6 € «, jolle pitee

(segd,€,) = (B, €p).
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Tapaus 1. (o, €,) = (B, €p).
Lauseen 5.1 nojalla kaksi struktuuria ovat isomorfiset, jos ja vain jos niilld on sama epsilon-
kuva. Mutta ordinaalit ovat itsensi epsilon-kuvia, joten @ = S.

Tapaus 2. Symmetrian nojalla voidaan valita, ettd (@, €,) = (seg 9, e;), missd 0 € S.
Nyt ¢ on ordinaali ja sille pitee, ettd segd = 0 ja 62265. Talloin pitee, ettd

(a, €,) = (6, €s).

Tapauksen 1 nojalla @ = ¢. Siis @ € .

(5) Olkoot S # 0 joukko ordinaaleja ja 8 € S. Jos BN S = 0, niin ordinaali 8 on joukon S
pienin ordinaali. Tdlloin jokaisella @ € § pitee @ ¢ B ja edelleen trikotomian perusteella joko
a=Ftaip e a.

Oletetaan sitten, ettd § N S # 0. Tdlloin joukolla 8 N S on pienin alkio, koska €z on joukon
[ hyvinjidrjestys. Siis ¢ = min(8 N S). Viitetdin, ettd u on joukon § pienin alkio. Olkoon a € S.
Jos a ¢ B, niin trikotomian perusteella joko @ = S tai 8 € «, joten u € . Jos taas @ € B, niin
a € NS, joten u € a tai u = a alkion ¢ minimaalisuuden perusteella. Joka tapauksessa u = «
tai u € . mi

Jotta lauseesta saadaan seuraus, tarvitsee madritelld, mité tarkoitetaan seuraajaordinaalilla ja
rajaordinaalilla.

Maairitelma 5.8. [5, s.134,196] Olkoon « ordinaali.
1. a:n seuraajaordinaali on a* = a U {a}.
2. a on rajaordinaali, jos « ei ole seuraajaordinaali sekd a # 0.
Seuraus 5.9. 1. Jokainen transitiivinen joukko ordinaaleja on itsessdidn ordinaali.
2. 0 on ordinaali.
3. Jos a on ordinaali, niin silloin myés a™ on ordinaalli.
4. Jos A on jokin joukko ordinaaleja, niin silloin myos | A on ordinaali.

Todistus. 1 Lauseen 5.7 nojalla jokainen joukko A ordinaaleja on hyvinjarjestetty alkiorelaa-
tiolla. Liséksi jos joukko A on transitiivinen, niin se on lauseen 5.6 nojalla ordinaali.

(2) Tyhja joukko on transitiivinen joukko ordinaaleja ja O = 0, joten 0 on ordinaali Kohdan
1 perusteella.

(3) Ordinaalin a seuraajaordinaali on siis médritelmin perusteella @™ = @ U {a}. Edellisen
lauseen 5.7 nojalla seuraajaordinaalin @™ alkiot ovat ordinaaleja. Liséksi pitdd osoittaa, ettd a™
on transitiivinen. Koska @ on ordinaali, niin se on my0s transitiivinen. Oletetaan sitten, ettd
B € a” jay € B. Seuraajaordinaalin miéritelmian mukaan,

Bea*=>pecaU{a}l =>pcaVpce{al.

Oletetaan ensin, ettd 8 € . Koska a on transitiivinen, niiny € @ = y € a™.
Oletetaan sitten, ettd B8 € {a}. Nyt 8 = «a ja oletuksen nojalla y € @ = y € a*. Siis joka
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tapauksessa y € a*, joten a™ on transitiivinen ja edelleen @* on ordinaali.

(4) Olkoon A jokin joukko ordinaaleja. Jos 8 € | J A, niin 8 € « jollakin @ € A. Lauseen
5.7 nojalla B8 on ordinaali ja [ J A on joukko ordinaaleja. Lisdksi pitdd osoittaa, ettd (J A on
transitiivinen.

Oletetaan, ettd 8 € | J A. Nyt saadaan seuraava paittelyketju,

ﬁeUA:,BeaeA (jollakin @ € A)
=>pCacA ( on transitiivinen)
= [ C U A.

Téstd huomataan, ettd kaikilla y €  pitee, ettd v € | J A. Edelleen kohdan 1 nojalla ([ J A on
ordinaali. o

Mairitelma 5.10. [3, s.19] Médritellddn ordinaaleille « ja 5, ettd @ < 3, jos ja vain jos a € 3.

Lisiksi kaikilla ordinaaleilla « ja § pitee, ettd

a<B=>acp (madritelméa)
> acCp (B on transitiivinen)
=>BLa (muuten 8 < B)
=>a€ef (trikotomiaehto)
S>a<p (mééritelma).

Nyt on saatu ekvivalenssiketju
a<BeoaefeSacp.

Seuraus 5.11. Itse asiassa edellisen seurauksen 5.9 kohta 4 voidaan vahvistaa seuraavaan
muotoon.

Jos A on joukko ordinaaleja, niin | J A on ordinaali, joka on joukon A pienin yldraja ordinaalien
luokassa, eli | J A = sup A.

Todistus. Tiedetdidn, ettd @ < |J A jokaisella @ € A, ja jos @ < S jokaisella @ € A, niin télloin
(UA < . Siis |JA = sup A. O

Koska [ A on pienin yldraja osajoukkorelaation C suhteen, niin | A on my0s pienin ylédraja
jarjestyksen < suhteen ordinaalien luokassa.

Osoitetaan, ettd ordinaalin @ seuraajaordinaali @* on pienin ordinaali, joka on suurempi
kuin a.
Selvisti @ € a*, joten @' on suurempi kuin @. Oletetaan sitten, ettd @ € £, missd 8 on jokin
ordinaali. Koska B on transitiivinen, niin & C B. Edelleen pitee a* C Beli at = B tai a™ C S,
joka on edelld mainitun ekvivalenssiketjun nojalla a* € B. Tama osoittaa, ettd @™ on pienin
ordinaali, joka on suurempi kuin «.

Havaitaan, ettd miki tahansa ordinaali on joukko, joka sisdltdi kaikki sitd pienemmat ordi-
naalit. Toisin sanoen, jos @ on ordinaali, niin silloin

a={x|xea}

= {x | x on ordinaali ja x € a}.

Siis @ on yhtd suuri kuin joukko, joka sisiltdd kaikki a:aa pienemmit ordinaalit.
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Lause 5.12 (Burali-Fortin lause). Ei ole olemassa joukkoa, johon kaikki ordinaalit kuuluvat.

Todistus. Oletetaan vastoin viitettd, on olemassa joukko, johon kaikki ordinaalit kuuluvat.
Merkitéin téita joukkoa
Ord = {«@ | @ on ordinaali}.

Koska Ord on transitiivinen joukko ordinaaleja, niin seurauksen 5.9 mukaan se itsessédédn olisi
ordinaali. Mutta tdlloin olisi Ord € Ord. Tama on mahdotonta, koska jokaiselle ordinaalille pitee,
ettd se ei ole itsensd alkio. Siis ei ole olemassa joukkoa, johon kaikki ordinaalit kuuluvat. O

5.2 Kumulatiivisen hierarkian tasot

Tavoitteena on médritelld jokaiselle ordinaaliluvulle @ joukko V,, jossa Vp = 0 ja yleisemmin,
ettd V, sisiltda ne joukot joiden alkiot sisiltyvit joukkoon Vp jollakin 8 € «. Toisin sanoen

aeVy, o 3Bea)acVp
© (3pea)acP(Vp)

saec U P(Vp).
Bea

Tama kumulatiivisen hierarkian taso on siis joukko V,, joka voidaan kirjoittaa muotoon

Vo = J1P(p) | B € o).

Tdman méirittelemiseen tdsmallisesti tarvitaan transfiniittistid rekursiota. Transfiniittinen rekur-
sio pitdd tehdd joukon hyvinjarjestyksen suhteen, sitd ei voi tehdin ordinaalien luokan suhteen.
Taman takia tasot V, médritelldin johonkin ylidrajaan ¢ asti. Osoitetaan ensin muutama helpot-
tava apulause.

Apulause 5.13. Jokaisella ordinaalilla 6 on olemassa funktio Fy, jolle dom(F;s) = ¢ ja jokaisella
a € ¢ pitee

Fy(a) = J{P(Fs(B)) | € a}.
Todistus. Sovelletaan transfiniittistd rekursiota. Olkoon y( f, y) kaava
y=| JIP@) | z e ran(f)}.

Osoitetaan, ettd {#(z) | z € ran(f)} on joukko kdyttimailla korvausaksioomaa. Olkoon ¢(z, w)
kaava w = P(z). Koska ran(x) on joukko, niin {#(z) | z € ran(x)} on joukko.

Selvisti jokaisella f on olemassa yksikisitteinen y, jolle kaava y(f,y) on tosi. Talloin
transfiniittinen rekursio antaa funktion Fy, jolle jokaisella a € § pitee

(5.3) Fs(a) = U{so(z) | z € ran(Fs | seg@)} ja dom(Fy) = 6.
Koska ordinaali ¢ on hyvinjirjestetty relaation €5 suhteen, niin pitee

sega ={t |t €5 a}
={t|te€a}

= .
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Siis pitee

zeran(Fs | sega) © z eran(Fs | @)
S (AB € a) z = F5(B).

Siis yhtdlo 5.3 saadaan muotoon
Fs(@) = | J{P@) | 2 = Fs(B)}
= JltrFs)) | B € o},
kuten haluttiinkin. O

Apulause 5.14. Olkoon ¢ ja @ ordinaaleja ja olkoon F;s ja Fy kuten apulauseessa 5.13. Talloin
Fs(a) = Fy(a)
jokaisellaa € 6 N Y

Todistus. Tapaus 6 = ¥ on selvd, koska funktio F' on yksikdsitteinen apulauseen 5.13 nojalla.
Symmetrian nojalla voidaan olettaa, ettd 6 € . Nyt 6 C ¢ jaedelleen 6 N} = ¢. Osoitetaan
transfiniittistd induktiota kiyttden, ettd Fs(a) = Fy(a) jokaisella a € §.
Olkoon
C={a €| Fs(a) = Fy(a)}

ja oletetaan, ettd seg @ C C. Talloin

sega € C = (VB € a) F5s(B) = Fs(B)

= | JIP(EB) | peat = {PEPB) | B e a)
= F3(@) = Fy(a)
=acC

jokaisella a € 6. O
Maaritelma 5.15. Olkoon « ordinaali. Taso V,, on sitéd vastaava joukko
Vo = Fs(a),
missd 0 on mikd tahansa ordinaali, joka on suurempi kuin .
Esimerkiksi § = a* kelpaa.
Lause 5.16. Jokaiselle ordinaalille a pditee
Vo = | J1P(p) | B € o).

Todistus. Olkoon 6 = a*. Midritelmin 5.15 nojalla pitee V,, = Fs(a) ja V3 = F5() jokaiselle
B € «. Siispa apulauseen 5.13 nojalla pitee

Vo = Fs(@) = | {P(Vp) | B e a}.
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Apulause 5.17. Jos a on transitiivinen joukko, niin myds #(«) on transitiivinen.

Todistus. Olkoon « transitiivinen joukko. Oletetaan sitten, ettd b € ¢ jac € P(a). Nytc C a ja
edelleen b € @. Koska « on transitiivinen niin » C « ja edelleen b € P(«). O

Apulause 5.18. Jokaiselle ordinaalille a pétee, etti taso V,, on transitiivinen.

Todistus. Osoitetaan tama jokaisella ordinaalilla ¢, ettd jos @ € 6, niin V, = Fs(a) on transi-
tiivinen. Sovelletaan todistuksessa transfiniittistd induktiota hyvinjirjestyksen (9, €s) suhteen.
Olkoon B joukko, jolle pitee

B = {a € ¢ | V, on transitiivinen joukko}.

Osoitetaan talloin, ettd B = ¢. Tdma seuraa siité, jos joukko B on €s-induktiivinen.

Oletetaan, ettd seg @« € B. Huomaa apulauseen 5.13 nojalla, ettd seg @ = . Nyt jokaiselle 5 €
@ pitee, ettd Vz on transitiivinen joukko ja apulauseen 5.17 nojalla my6s $ (V) on transitiivinen.
Talloin myos V,, on transitiivinen, koska

xeV,= 3B ea)xeP(Vg)
= (3B eca)x CP(Vp)
=xCV,.

Siis V,, on transitiivinen, joten @ € B. O
Lause 5.19. 1. Kaikilla ordinaaleilla a ja B, joilla B € a, pdtee Vg C V,,

2. Vo=0,

3. Vo = P(V,) jokaiselle ordinaalille «,

4. Va = Ugea Vp jokaiselle rajaordinaalille A.

Todistus. (1) Oletetaan. ettd 8 € «. Tilloin Vg € P(Vg) C V,. Siis Vg € V, ja koska V,, on
transitiivinen, niin Vg C V.

(2) Tama seuraa suoraan mairitelmasta.

(3) Kohdan 1 perusteella pitee
Bea= VgV, = P(Vg) CP(Va).
Talloin

Vo = U{P(Vﬂ) | Beataif=a)=PWV,).

(4) Osoitetaan ensin, ettd inkluusio V), C [ J pea Vp pitee. Oletetaan, ettd x € V). Tistd saadaan
seuraava paattelyketju.

xeVi= (3B exeP(Vp)

= x € Vg (kohta 3)
= xc€ U Vs (koska 8" € A).
Be

Siis V) € Ugea Vp pitee.
Inkluusio (Jge, Vg C V) piitee kohdan 1 nojalla, joten V; = (Ugey Vj piitee jokaiselle rajaor-
dinaalille A. m|
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Mairitelma 5.20. Joukko A on hyvinperustettu, jos A C V, jollain ordinaalilla «. Téll6in joukon
A aste, merkitddn rank(A), on pienin pienin ordinaali @, jolle timéi pitee.

Nyt siis jokaisella hyvinperustetulla joukolla A pitee
AC Vrank(A) ja A€ V(rank(A)ﬁ-

Siis rank(A) on ordinaali, ja rank(A) kertoo, kuinka monta kertaa potenssijoukko-operaatiota
pitda kiyttaa alkaen tyhjistd joukosta, jotta saadaan muodostettua kaikki joukon A alkiot.

Lause 5.21. 1. Jos a € A ja A on hyvinperustettu joukko, niin silloin a on hyvinperustettu
ja rank(a) € rank(A).

2. Jos jokainen joukon A alkio on hyvinperustettu, niin silloin joukko A on hyvinperustettu
ja
rank(A) = U{(rank(a)+ |ae Al

Todistus. (1) Oletetaan, ettd a € A ja joukko A on hyvinperustettu. Talloin

AC Vrank(A) =ac Vrank(A)
= (3B € rank(A)) a € P(Vp)
= (3B € rank(A)) a € Vj
= rank(a) € rank(A).

Edelld olevan piittelyn kolmannelta riviltd voidaan néhda, ettd joukko a on hyvinperustettu.

(2) Oletetaan, ettd jokainen joukon A alkio on hyvinperustettu. Maéritelladan ordinaali

a= U{(rank(a)+ | a € A}.

Viitetddn aluksi, ettd A C V,,. Tama osoittaa sen, ettd joukko A on hyvinperustettu seké rank(A) C
a. Olkoon siis a € A. Nyt pitee

a e A = da g ‘/rank(a)
=ac V(r.ank(a)Jr
=acV, (lause 5.19 kohta 1),

kun rank(a)* C «@ jokaisella a € A. Siis A C V.
Osoitetaan vield, ettd @ C rank(A). Pdatelldan kohdan 1 avulla seuraavasti,

a € A = rank(a) € rank(A)
= (rank(a))™ C rank(A).

Tamai tarkoittaa, ettd rank(A) on on ordinaalien (rank(a))* yléraja, joten rank(A) on suurempi
tai yhtd suuri kuin ndiden ordinaalien pienin ylédraja «. Toisin sanoen

a = sup{(rank(a))* | @ € A} C rank(A).
Siis rank(A) = [ J{(rank(a)* | a € A}. O

Seuraavan lauseen kohta 2 voidaan muodostella sanallisesti seuraavasti: Joukon aste on
pienin ordinaali, joka on vilttimattda suurempi kuin kaikkien joukon alkioiden asteet.
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Lause 5.22. Seuraavat kaksi ehtoa ovat yhtdpitdvid:
1. Jokainen joukko on hyvinperustettu.
2. Jokaisella joukolla A # (0 on alkio m, jollam N A = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd jokainen joukko A hyvinperustettu ja A # (). Ideana on, ettd joukossa
A on alkio m, jolla on pienin mahdollinen aste u. Siis min({ranka | a € A}) = u ja valitaan
m € A, jolle pitee rank m = p.

Jos x € m, niin lauseen 5.21 nojalla rank x € p. Talloin x ¢ A, koska u on pienin aste. Siis
mnNA=0.

Oletetaan sitten, ettd jokaisella joukolla A # () on alkio m, jollamN A = (. Oletetaan vastoin
viitettd, ettd on olemassa joukko c, joka ei ole hyvinperustettu. Talloin joukossa {c} on alkio,
joka ei ole hyvinperustettu. Olkoon joukko B joukon {c} transitiivinen sulkeuma. Siis joukko B
on transitiivinen joukko, jolla on alkio, joka ei ole hyvinperustettu.

Olkoon A = {x € B | x ei ole hyvinperustettu}. Koska A # 0, niin kohdan 2 nojalla on
olemassa m € A, jolla piatee m N A = (). Viitetddn, ettd jokainen alkio, joka kuuluu joukkoon
m on hyvinperustettu. Jos x € m, niin x € B, koska B on transitiivinen. Mutta x ¢ A, koska
m N A = 0, joten alkion x on oltava hyvinperustettu. Koska jokainen x € m on hyvinperustettu,
niin lauseen 5.21 nojalla m on hyvinperustettu, miké on ristiriita sen kanssa, etti m € A. Siis
jokainen joukko on hyvinperustettu. O

Lauseen 5.22 kohtaa 2 kutsutaan sdidnnollisyysaksioomaksi.
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6 Ordinaalit ja ordinaaliaritmetiikka

Téssd luvussa keskitytddn tarkastelemaan tarkemmin ordinaaleja. Aluksi esitelldén transfiniit-
tinen rekursio ordinaaleille, jonka jéilkeen esitellddn ordinaalioperaatioita ja mitd tarkoittaa
operaation monotonisuus sekd jatkuvuus. Tdmén jidlkeen padstdin tarkastelemaan ordinaali-
aritmetiikkaa. Ordinaaliaritmetiikan yhteen- ja kertolaskun voi méidritelld kahdella eri tavalla,
ensimmadinen tapa on mairitelld ne transfiniittiselld rekursiolla ordinaalien suhteen ja toinen
tapa on kayttii jarjestystyyppejd. Tassd keskitytddn kdyttamadn jalkimmaisti tapaa, jonka takia
pitdd myos madrittad, mitd tarkoitetaan jirjestystyypeilld. Lopuksi kisitelldadan konkreettisia esi-
merkkejd ordinaaliaritmetiikasta, kuten jakoyhtdlon muodostaminen ordinaaleille, sekd Cantorin
normaalimuoto. Lihteend kéytetddn padosin Endertonin kirjaa.[2, s.210-239]

6.1 Transfiniittinen rekursio ordinaaleille

Olkoon G luokkafunktio, jonka méairittelyluokka on kaikkien joukkojen V luokka. Tamad tarkoit-
taa siis sitd, ettd G on luokka jdrjestettyji pareja ja jokaisella joukolla x on olemassa tismélleen
yksi joukko y, jolle pétee (x,y) € G. Viitetidn, ettd on olemassa funktioluokka F', jonka mai-
rittelyjoukko on kaikkien ordinaalien luokka Ord ja jolla on voimassa seuraava rekursioehto:
Jokaisella @ € Ord pitee

F(a) = G(F | ).

Tdmai ei seuraa luvun 3 transfiniittisestd rekursiolauseesta. Tima lause koskee rekursiota jossakin
joukossa midritellyn hyvinjarjestyksen suhteen. Mutta tiedetédén, ettd Ord on aito luokka.
Muotoillaan transfiniittinen rekursio uudelleen luokan Ord suhteen niin, ettd luokkafunktiot G ja
F korvataan niitd vastaavilla kaavoilla y(x, y) ja ¢(x, y). Tamai tarkoittaa siis, ettd pari (x,y) € G,
jos kaava y(x, y) on tosi ja samoin pari (x,y) € F, jos kaava ¢(x, y) on tosi. Téalloin yhtalo

F(a)=G(F | a)

korvataan ilmauksella: jos f on funktio, jonka madrittelyjoukko on @ € Ord, jolla kaava
o(B, f(B)) pitee kaikilla 8 € «, niin tdlloin se yksikisitteinen y, jolla pitee ¢(a,y), on sa-
ma kuin se yksikisitteinen y, jolla pitee y(f, y).

Lause 6.1 (Transfiniittinen rekursioskeema.). Olkoon y(x,y) kaava. Tdllin voidaan konstruoi-
da kaava ¢(u,v), jolla seuraava pdtee:

Oletetaan, etti jokaiselle f on olemassa yksikdsitteinen joukko y, jolla kaava y(f,y) on
tosi. Tdlloin jokaisella ordinaalilla @ on olemassa yksikdsitteinen y, jolla kaava ¢(a,y) on
tosi. Edelleen jos f on funktio, jonka mddirittelyjoukko on ordinaali « ja jolla pdtee ¢(B, f(B))
Jokaisella B € a, niin jokaisella joukolla y on voimassa

p(a,y) © y(f,y).

Ennen kuin todistetaan tama transitiivinen rekursioskeema, niin havainnollistetaan siti hie-
man esimerkilld. Olkoon 7, se yksikésitteinen y, jolla patee ¢(a, y). Tilloin operaatio @ +— ¢, on
v-konstruoitu seuraavassa mielessid. Kun f on tdmén operaation rajoittuma johonkin ordinaaliin
a eli dom(f) = a ja f(B) = tg jokaisella § € a, tilloin rekursioskeeman nojalla pitee y(f,#y).
Tamai voidaan Kirjoittaa myos muotoon y(f | @,t,).
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Esimerkki 6.2. Edellisestd luvusta tunnettu kumulatiivinen hierarkia voidaan konstruoida ope-
raationa @ — f,. Tédssd kaava y on

y=|JIP@) | z e ran(f)}.

Jos f on operaation a + f, rajoittuma johonkin ordinaaliin «, niin tdlléin f(B8) = Vj kaikilla
B € a. Rekursioyhtdl6 voidaan siis kirjoittaa muotoon

Vo = | J{P@) |z €ran(f)} = J{P(Vp) | B € a}.
Siis joukolle V, saadaan sama miiritelma kuin edellisessd luvussa.

Transitiivisen rekursioskeeman todistus. Kaava ¢(a, y) on seuraava: On olemassa ordinaali ¢,
joka on suurempi kuin «, ja on olemassa y-konstruoitu funktio Fs, dom(Fy) = 6, jolle Fs(a@) = y.

Kuten luvussa 5 sanotaan, Fs on y-konstruoitu, jos y(Fs I B, Fs()) jokaiselle B € 6.
Osoitetaan ensin funktion Fs olemassaolo. Tiedetéén, ettd jokaisella f on olemassa yksikésit-
teinen y, jolla y(f, y) pdtee. Siis jokaiselle ordinaalille 6 voidaan soveltaa luvun 3 transfiniittistd
rekursiota hyvinjarjestettyyn struktuuriin (6, €s). Télloin saadaa yksikisitteinen y-konstruoitu
funktio Fys, dom(Fs) = §. Oletetaan, ettd o on jokin ordinaali. Halutaan 16ytda jokin y, jolle
pétee ¢(a,y). Valitaan jokin ordinaalia a suurempi ordinaali ¢ ja asetetaan y = Fs(a). Talloin
selvisti p(a, y) pitee.

Osoitetaan seuraavaksi yksikisitteisyys. Viitetddn, jos Fs ja Fe ovat y-konstruoituja funk-
tioita, dom(Fy) = ¢ ja dom(Fy) = 13, niin Fs(a) = Fy(a) jokaisella @ € 6 N ). Osoitetaan tima
kayttdmalld transfiniittistd induktiota. Oletetaan, ettd F5(8) = Fy(B) jokaisella 8 € . TillGin
Fs | @ = Fy | a. Koska kaavat y(F5 | «,Fs(a)) ja y(Fy | a,Fgy(a)) pitevit, niin silloin
Fs(a) = Fy(a).

Téstd seuraa, ettd jokaiselle ordinaalille @ on olemassa yksikésitteinen y siten, ettd ¢(a, y)
pitee. Oletetaan viel4, ettd f on funktio, dom(f) = a, ja ettd kaava (B, f(8)) pitee jokaisella
B € «. Pitai osoittaa, etta

pla,y) @ v(f.y)
jokaiselle y. Nyt f on oltava funktio F,. Ainoa y, jolla kaava y(F,,y) pitee on Fs(a), missd 6

on suurempi ordinaali kuin @. Se on my0s ainoa y, jolle kaava ¢(«, y) pitee. m|
6.2 Ordinaalioperaatiot

Mairitelmé 6.3. Ordinaalioperaatio on luokkafunktio, joka liittdd jokaiseen ordinaaliin «,
ordinaalin 7.

Miiritelmé 6.4. 1. Ordinaalioperaatio a — t, on monotoninen, jos pitee

a € B =1, € tg.

2. Ordinaalioperaatio on jatkuva, jos pitee

l/lZUlB

BeA
jokaisella rajaordinaalilla A.

3. Ordinaalioperaatio on normaali, jos se on sekd monotoninen etti jatkuva.
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Esimerkki 6.5. Seuraajaordinaali-operaatio @ — a* on monotoninen. Olkoot & ja B ordinaaleja,
joille pitee a € B. Seuraajaordinaalin médritelmén nojalla @™ = a U {a} ja B* = B U {B}. Vrt.
seurauksen 5.11 jélkeiseen selitykseen, missd on paitelty, jos @ € B, niin @™ = B tai a* € B.
Jos @t = B, niin silloin pitee, ettd o™ = B € B*. Jos a* € B, niin a™ € B7, koska B € B* ja B*
on transitiivinen. Siis operaatio @ +— @' on monotoninen.

Mutta operaatio @ +— a* ei ole jatkuva, koska w = |J,c, n" # w™, missd w on luonnollisten
lukujen joukko.

Lause 6.6. Oletetaan, ettid a — t, on jatkuva operaatio. Tdmd operaatio on monotoninen, jos
Jjokaiselle ordinaalille 'y pditee

ty € Z7+.

Todistus. Todistetaan timé ordinaalin S8 suhteen transfiniittiselld induktiolla. Pitdd siis osoittaa,
ettd seuraava implikaatio pitee kaikilla ordinaaleilla « ja 5,

a €L > 1, € 1.
Tapaus 1. g = 0.

Nyt a ¢ 0, joten implikaatio on triviaalisti tosi.

Tapaus 2. 3 on seuraajaordinaali y™.

Nyt
aeEB=>aeyt
=>aCvy
=1, Cty (induktio-oletus)
=ty € ty+ (koska t, € t,+)
= 1, € t5.

Tapaus 3.  on rajaordinaali.

Nyt
aeEf>aca €f
= 1q €ty S g
jatkuvuuden perusteella. Siis 7, € 1g. Viite pitee induktion nojalla. m|

Lause 6.7. Oletetaan, ettd a — t, on normaali operaatio. Tilloin jokaisella ordinaalilla B, jos
to € B, niin on olemassa suurin ordinaali vy, jolle t, C .

Tiedetdin lauseen 5.7 nojalla, ettd jokainen epdtyhja joukko ordinaaleja siséltdad pienimmén
ordinaalin. Mutta ylld oleva lause kertookin, ettd joukossa {y | #, € B} on suurin alkio.

Todistus. Olkoon A = {«a | t, € B}. Taméd on joukko ordinaaleja, joka on monotonisuuden
perusteella transitiivinen joukko. Siis se on itsessddn ordinaali.

Nyt A # 0, koska tilloin A = {a | t, € B} = 0, mutta fy C B, miké on ristiriita.

Jos taas A on rajaordinaali, niin silloin pétee

ty =sup{t, | @ € 1} C BB,

jotenty € {a | t, C B}, jolloin A € A, miki on ristiriita. Siis A ei voi olla rajaordinaali.
Koska A # 0 seké A ei ole rajaordinaali, niin sen on oltava seuraajaordinaali y*. Talloin y on
joukon A suurin alkio, joten y on suurin ordinaali, jolle pitee £, C £. m|
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Lause 6.8. Oletetaan, etti a — t, on normaali operaatio ja S on epdtyhjd joukko ordinaaleja.
Tdlloin

Isups = sup{ty | @ € S}.
Todistus. Osoitetaan aluksi inkluusio sup{z, | @ € S} C ty,ps kiyttdmilld operaation monoto-
nisuutta. Oletetaan, ettd « € S. Tilloin

aeES=acCsups
::’tozglsups’

joten sup{z, | @ € S} C tyyps.
Osoitetaan seuraavaksi kéddnteinen inkluusio fgp s C sup{t, | @ € S}. Tissd on kaksi tapausta.
Jos joukossa S on suurin ordinaali 6, niin sup S = 6 ja tsps = ts C sup{t, | @ € S}. Télloin
véite patee.
Jos joukossa S ei ole suurinta ordinaalia, niin ordinaalin sup § on oltava rajaordinaali, koska
S # 0. Siis operaation jatkuvuudesta seuraa, ettd

taups = sup{tg | B € sup S}.

Jos B € sup S, niin silloin 8 € y € § jollain ordinaalilla y. Operaation monotonisuudesta seuraa,
ettd 1g € t,, joten
tg € sup{ty | @ € S}.

Koska ordinaali § on mielivaltainen joukon S alkio, niin pitee
tsups = sup{tg | B € sup S} C sup{t, | @ € S}.

On osoitettu inkluusion molemmat suunnat, joten viite pitee. m|

6.3 Isomorfiatyypit ja jarjestysaritmetiikka

Miaritelmé 6.9. Olkoon R joukon A relaatio. Struktuurin (A, R) isomorfiatyyppi it(A, R) on
kaikkien struktuurien (B, S) joukko, jolle seuraavaat ehdot pitevit:

1. (A,R) = (B,S).

2. Struktuuri (C,T) jonka aste on pienempi kuin struktuurin (B, S), ei voi olla isomorfinen
struktuurin (B, S) kanssa. Toisin sanoen rank(C,T) < rank(B,S) = (C,T) # (B,S)

Isomorfiatyyppi it(A, R) on joukko, koska se kuuluu kumulatiivisen hierarkian tasoon V.
Selvisti it(A, R) on epityhji joukko.
Lause 6.10. Struktuureilla (A, R) ja (B, S) on sama isomorfiatyyppi, jos ne ovat isomorfisia.
Siis
it(A,R) = it(B,S) © (A,R) = (B,S).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd it(A, R) = it(B, S). Olkoon (C,T) jokin yhteisen isomorfismityy-
pin struktuuri. Suoraan méiiritelmin 6.9 perusteella pitee

(A,R) = (C,T) = (B,S).

Oletetaan sitten, ettd (A, R) = (B, S). Kaikki struktuurit (C, T), jotka ovat isomorfisia struktuurin
(A, R) kanssa, niin ne ovat myds isomorfisia struktuurin (B, S). Symmetrisesti tima pitee myos,
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jos (C,T) onisomorfinen (B, S) kanssa. Mutta tidlloin struktuurien (C, T) aste ei voi olla pienempi
kuin struktuurien (A, R) ja (B, S) aste. Siis

it{A, R) = it{C,T) = it(B, S).

Mairitelma 6.11. Jdrjestystyyppi on lineaarijéarjestetyn struktuurin isomorfiatyyppi.

Merkitddn jarjestystyyppejd kreikkalaisilla kirjaimilla p,o ja 7. Ensiksi mééritellddn jar-
jestystyyppien yhteenlasku. Sen perusidea on, ettd p + o sanotaan jérjestyksessd "ensin p ja
sitten o.

Miaritelmi 6.12. Olkoot p ja o jirjestystyyppejd. Valitaan struktuuri (A, R), jonka jirjestys-
tyyppi on p, struktuuri (B, S), jonka jérjestystyyppi on o ja A N B = (). Midritelldédn relaatio
R @ S, jolle pitee

R®S=RUSU(AXB).

Nyt voidaan méiiritelld p + o siten, ettd
p+o=it{AUB,R® S).
Seuraava apulause osoittaa, ettd yhteenlasku on hyvinmaéiritelty.
Apulause 6.13. Olkoot struktuurit (A, R) ja (B, S) lineaarijirjestettyjd ja A N B = 0. T&ll6in
1. R @ S on lineaarijérjestys joukossa A U B,
2. jos(A,R) = (A",R"), (B,S) = (B',S") ja A’ N B’ = 0, niin

(AUB,R®S) = (A'UB R 9 5).

Todistus. (1) Olkoon x € AU B. Pari (x,x) ¢ Rja(x,x) ¢ S, koska R ja S ovat lineaarijirjestyk-
sen nojalla irrefleksiivisid ja (x,x) ¢ A X B, koska A ja B ovat erillisid joukkoja. Siis R & S on
irrefleksiivinen.

Oletetaan, ettd (x,y) € R® Sja(y,z) € R®S. Jos molemmat parit ovat relaatiossa R, niin silloin
(x,z) € Rjaedelleen (x,z) € R® S. Samalla tavalla, jos molemmat parit ovat relaatiossa S, niin
(x,z) ER®S.

Muuten toinen pareista kuuluu joukkoon A X B. Voidaan olettaa, ettd (x,y) € A X B. Tall6in
X € A ja pari (y, z) kuuluu relaatioon S, koska y € B. Télloin z € B ja (x,z) € A X B. Tapaus
(y,2) € A X B kasitelldin samaan tapaan.

Lopuksi vield on helppo nidhdi, ettd relaatio R @ S on vertailullinen joukossa A U B. Olkoot
x € AUBjay € AU B. Tilloin joko molemmat kuuluvat joukkoon A, molemmat kuuluvat
joukkoon B tai toinen kuuluu joukkoon A ja toinen joukkoon B. Koska joukot A ja B ovat line-
aarijarjestettyjd, niin jokatapauksessa R @ S on joukon A U B lineaarijarjestys.

(2) Oletetaan, ettd (A,R) = (A’,R'), (B,S) = (B’,§’) ja A’ n B’ = (. Talloin on olemassa
bijektiot f: A — A’ ja g: B — B’. Koska A ja B ovat myos erillisid niin kuvaus 7 = f U
g: AU B — A’ U B’ on bijektio ja koska f ja g sdilyttavit jarjestykset, niin my0s /& sdilyttavit
jarjestykset, joten

(AUB,R®S) = (A'UB R 9 5).
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Esimerkki 6.14. Jokaisella ordinaalilla @ on jirjestystyyppi it{«, €, ). Eri ordinaaleilla on myos
eri jarjestystyyppi, koska

it<aa ea) = it(ﬁ’ eﬁ) = <a/’ €a/> = <ﬁ’ E,B)
Sa=p,

jokaiselle ordinaalille lauseiden 5.1 ja 5.6 nojalla.
Merkitdédn ordinaalin « jirjestystyypid it{a, €,) = @.
Esimerkki 6.15. 1. 1+ = o,

2. W+ 1=w,
missd w on luonnollisten lukujen joukko.

Mairitellddn seuraavaksi jarjestystyyppien kertolasku. Ideana kertolaskussa on, ettd p - o
voidaan ajatella "p, o kertaa".

Miaritelmé 6.16. Olkoot p ja o jirjestystyyppeja. Valitaan struktuuri (A, R), jonka jirjestys-
tyyppi on p ja struktuuri (B, S), jonka jdrjestystyyppi on o. Méiritelldén ensin relaatio R * S
siten, etta

RxS = {((al,bl), (az, bz)) € (A X B) X (A X B) | b]Sb2 tai (b] = b2 ja alRaz}.

Tatd kutsutaan heprealaiseksi sanakirjajcirjestykseksi. Nyt voidaan mééritelld kertolasku p - o
siten, etta
p-o=it{AX B,Rx*S).

Seuraava apulause osoittaa, ettd kertolasku on hyvinmééritelty.
Apulause 6.17. Olkoot struktuurit (A, R) ja (B, S) lineaarijarjestettyja. Talloin
1. R+ S on lineaarijirjestys joukossa A X B,
2. jos (A,R) = (A',R’), (B,S) = (B’,S§’), niin
(AXB,R*S) = (A"xXB,R x5").
Todistus. (1) Koska relaatiot R ja S ovat irrefleksiivisid, niin myos relaatio R * S on irrefleksii-

vinen. Samoin havaitaan, ettd R * S on vertailullinen joukossa A x B. Pitidi vield osoittaa, ettid
relaatio R = S on transitiivinen. Oletetaan, etti

(a1,b1)(R = S)(az, ba) ja (a2, b2)(R * S)(as, b3).

Maiiritelméin mukaan oletuksesta (a1, b )(R*S)(ay, by), seuraa, ettd joko b Sb; tai (b; = by ja ajRay).
Samoin oletuksesta (ay, b2)(R * S)(as, b3), seuraa, ettd joko b, Sbhs tai (b, = b3 ja ayRa3).

Tapaus 1.Jos b1 Sby ja by Shs pitee, niin by Sh3 jaedelleen médritelmén perusteella (ay, by )(Rx*
S)(as, b3) pitee.

Tapaus 2. Jos b1Sb; ja (by = b3 ja axRasz) pitee, niin by Sb3 ja edelleen miéritelmén perus-
teella (ay, b1 )(R * S)(as, b3) pitee.
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Tapaus 3. Jos (b = by ja ajRay) ja bySbhs pitee, niin by Sb3 ja edelleen miéritelmén perus-
teella (ay, b1 )(R * S)(as, b3) pitee.

Tapaus 4. Jos (b = by jaajRay) ja (b, = bs ja axRas) pitee, niin (b = b3 ja ajRa3) ja
edelleen méadritelmén perusteella (ay, b1)(R * S)(asz, b3) pitee.
Siis relaatio R = S on transitiivinen.

(2) Koska (A,R) = (A",R’) ja (B,S) = (B’,S’), niin on olemassa bijektiot f: A — A’ ja
g: B — B, joille pitee

xRy & f(x)R f(y)jax'Sy" < g(x')S'(y").

Selvisti h: AX B — A’ X B’, h(x,y) = (f(x),g(y)) on bijektio. Lisdksi, koska f ja g sdilyttda
jarjestykset, niin myos /4 sailyttid jarjestykset, joten (A X B,R « §) = (A’ X B’,R" * §’). O

Esimerkki 6.18. @ -2 luetaan "@, 2 kertaa". Joukko w X 2 heprealaisessa sanakirjajirjestyksessi
on

(0,0), (1,0), (2,0, (3,0),...,{0,1), (1,1), (2,1}, (3,1),....

Tami jdrjestys ei ole isomorfinen luonnollisten lukujen kanssa. Toisaalta 2 - @ luetaan "2, @
kertaa. Joukko 2 X w heprealaisessa sanakirjajarjestyksessad on

(0,0), (1,0), (0,1), (1,1), (0,2), (1,2),....
Tama jéarjestys on isomorfinen luonnollisten lukujen kanssa.

Esimerkki 6.19. Esimerkkien 6.15 ja 6.18 nojalla yhteenlaskun ja kertolaskun vaihdannaisuus
ei ole voimassa jirjestystyypeilla.

2+t0=0w+w+2ja2 W=w+w-2.
Lause 6.20. Kaikilla jérjestystyypeilld p, o ja T pditee:

1. Liitdntdlaki
(p+o)+17=p+ (0 +71),

(p-o)-1=p-(0-7).
2. Vasemmanpuoleinen osittelulaki

p-(c+1)=(p-0)+(p-7).

3. Neutraalialkion olemassaolo

p+0=0+p=p,
p-1=1-p=p,
p-0=0-p=0.

Todistus. Olkoon struktuurin (A, R) jirjestystyyppi p, struktuurin (B, S) jirjestystyyppi o ja
struktuurin (C,T) jarjestystyyppi 7, joille pitee, ettd joukot A, B ja C ovat erillisia.
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(1) Sekd (p + o) + 7 ettd p + (o + 7) tuottavat jirjestyksen "ensin p, sitten o, sitten 7".
Talloin médritelmén 6.12 nojalla sekd (R® S) @ T, ettda R @ (S & T) ovat

RUSUTU(AXB)U(AXC)U(BxC).

Sekd (p- o) - T ettd p- (o - T) tuottavat heprealaisen sanakirjajirjestyksen joukossa AX Bx C.
Nyt (R=+S)*T on jdrjestys joukossa (AXB)xC ja R+(S+T) on jdrjestys joukossa AX(BxC), mutta
nyt voidaan osoittaa niille isomorfia. Ehto ((ay, b1), c1) pienempi kuin ((as, by), ¢2) jarjestyksen
(R % S) = T nojalla on

c1Tcp tai (¢ = ¢ jab1Shy) tai (¢ = ¢ ja by = by ja ajRay).

Toisaalta ehto (a1, (b1, c1)) pienempi kuin (az, (b2, ¢3)) jarjestyksen R * (S * T) nojalla on tasmail-
leen sama.

(2) Sekd R« (S T) ettd (R « S) @ (R = T) ovat jdrjestyksid joukossa (A X B) U (A x C).
Molemmissa tapauksissa ehto (aj, x) pienempi kuin (a;, y) on muotoa

xSy tai xTytai (x € Bjay € C) tai (x = y jaajRay).

(3) Selva miiritelmén nojalla. O

6.4 Ordinaaliaritmetiikka

Mairitelmi 6.21. Jarjestystyyppi o on hyvinjdrjestetty, jos kaikki jdrjestystyypin struktuurit
(A, R) ovat hyvinjérjestettyja.

Lause 6.22. Hyvinjdrjestettyjen jdrjestystyyppien summa ja tulo ovat hyvinjdrjestettyjd.

Todistus. Olkoot (A, R) ja (B, S) hyvinjarjestettyji struktuureita ja AN B = (). Pitaa siis osoittaa,
ettd struktuurit (AU B,R & S) ja (A X B, R = §) ovat hyvinjdrjestyksid. Jos C # 0 jaC C AU B,
niin joko C N A # 0 tai C N B # (. Ensimmdisessi tapauksessa joukossa C N A on pienin alkio
x relaation R suhteen, ja koska joukot A ja B ovat erillisid, niin alkio x on joukon C pienin alkio
relaation R @ S suhteen. Jalkimmiinen tapaus todistetaan samoin.

Jostaas D # () ja D C A X B, valitaan relaation S suhteen pienin alkio by € ran(D). Olkoon a
relaation R suhteen pienin alkio joukossa {a | (a,bg) € D}. Talloin (ag, by) on relaation (R * S)
suhteen pienin alkio joukossa D. m|

Tarkastellaan seuraavaksi hyvinjérjestettyjen jirjestystyyppien ja ordinaalien vilistd suhdetta
yhteenlaskussa ja kertolaskussa.

Mairitelmé 6.23. Olkoon « ja § ordinaaleja. Summa « + 8 on se yksikdsitteinen ordinaali y,
jolla pitee @ + 8 = y. Samoin tulo « - 8 on se yksikisitteinen ordinaali 0, jolle pitee a - 8 = 6.

Tarkastellaan tarkemmin summaa @ + 8. Se on joukon

({0} x ) U ({1} x B)

jarjestystyyppi sanakirjajirjestyksessd <. Néin ollen @ + 8 on on struktuurin
({0} x @) U ({1} x B), <)
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ordinaali. Tdmd luetaan jérjestyksessd "ensin a, sitten f3.
Samoin @ - 8 on joukon A X B jirjestystyyppi heprealaisessa sanakirjajarjestyksessd <g. Ndin
ollen @ - 8 on struktuurin
(@ X B,<m)
ordinaali. Tama luetaan "a, $ kertaa".

Esimerkki 6.24. 1+ w. Miiritelmin nojalla vaihdetaan jirjestystyyppeihin 1 + @ = @. ja sitten
takaisin ordinaaleihin 1 + w = w.

EsimerkKi 6.25. Samoin tunnetuille yhtildille @+ 1 = w* ja2-@ = w saadaan vastaavat yhtilot
ordinaaleille. w + 1 = w"ja2 - w = w.

Lause 6.26. Jokaiselle ordinaalille pditee

(@+p)+y=a+(B+y)

(@-B)-y=a-(B-7)

a-(B+y)=(a-p)+(a-y),
a+0=0+a =q,
a-1=1-a=a,
a-0=0-a=0.

Todistus. Lauseen 6.20 nojalla jarjestystyypit ovat liitdnndisia, eli
@+p)+y=a+(B+7)

Télloin ordinaaleilla (@ + B8) + v ja @ + (B + ) on sama jarjestystyyppi. Siis ne ovat yhtdsuuret.
Sama argumentti patee lauseen muihin kohtiin. O

Esimerkki 6.27. Jarjestystyyppien yhteenlaskut ja kertolaskut eivit ole vaihdannaisia esimerkin
6.19 nojalla. Myoskiin ordinaalien yhteenlaskut ja kertolaskut eivit ole vaihdannaisia.

l+w#w+1,
2-w#Fw-2.

Lause 6.28. Jokaiselle ordinaalille a, B ja rajaordinaalille A pditee

(6.1) a+0=q,

(6.2) a+ " =(a+p),

(6.3) a+A=sup{la+pB|B e},
(6.4) a-0=0,

(6.5) a-BF=a-B+a,

(6.6) a-A=sup{a-B|B e}

Todistus. Lauseen kohdat 6.1 ja 6.4 todistetaan kuten lauseessa 6.26.
Lauseen kohta 6.2: koska 8% = 8 + 1, lauseesta 6.26 seuraa

a+B =a+(B+1)
=(e+p)+1
=(a+p)".
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Samoin todistetaan lauseen kohta 6.5:

@B =a (B+1)
=a-B+a-1
=a-f+a.
Lauseen kohta 6.3: Koska A on rajaordinaali niin jokaiselle ordinaalille 8 € A pitee a + 8 €
a + A. Télloin sup{a + B | B € A} C a + A. Oletetaan seuraavaksi, ettd y € a + A. Télloin

vyea+sup{B | B €A} Csup{la+B | B € A}, joten @« + A C sup{a + B | B € A}. Siis
a + A =sup{a + B | B € A}. Luseen kohta 6.6 todistetaan samoin. O

Esitelldédn vield madritelma ordinaalien eksponenteille transfiniittisen rekursion avulla.

Mairitelma 6.29. [5, s.215] Olkoon @ > 0 ordinaali. Ordinaaleille @, g ja rajaordinaalille A
potenssiin korotus mairitellddn transfiniittisen rekursion avulla seuraavasti:

(6.7) =1,
(6.8) af = af . @,
(6.9) at = sup{a® | B € A}.

Kun « on kiinted ordinaali, niin operaatio a-yhteenlasku on operaatio, joka liittdad jokaiseen
ordinaaliin 8 summan a + 8. Samoin a-kertolasku on operaatio, joka liittdd jokaiseen ordinaaliin
B kertolaskun « - 8 ja a-eksponentti on operaatio, liittiii jokaiseen ordinaaliin 3 eksponentin o,

Lause 6.30.  [. Jokaiselle ordinaalille a operaatio a-yhteenlasku on normaali,
2. jos 1 C a, niin operaatio a-kertolasku on normaali,
3. jos 2 C a, niin operaatio a-eksponentti on normaali.

Todistus. Jatkuvuus seuraa suoraan lauseen 6.28 kohdista 6.3 ja 6.6 ja miiritelméstd 6.29
kohdasta 6.9. Jiljelle jdd siis osoittaa operaatioiden monotonisuus. Tilloin riittdd osoittaa, ettd

a+pBea+p’,
a-Bea-pt (jos 1 C @),

a? € o (jos2 C a).
Lauseen 6.28 kohdan 6.2 nojalla
a+pe(@+p) =a+p",

joten a-yhteenlasku on normaali operaatio.
Jos 1 € @, niin 0 € . Koska « - B-yhteenlasku on monotoninen, niin

a-fea-B+ra=a-p,

joten a-kertolasku on normaali operaatio.
Samoin jos 2 C a, niin 1 € a. Koska aP-kertolasku on monotoninen, niin

P eadl a=d",

joten a-eksponentti on normaali operaatio. m|
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Seuraus 6.31. /. Seuraavat jdrjestyksen sdilyttdvdit lait pdteviit:
peyoa+pPea+y.

Jos 1 C «, niin
ey a-Lea-y.

Jos 2 C «, niin
Beyeadfea,

2. Seuraavat vasemmanpuoleiset supistukset ovat voimassa:

a+f=a+y=p=v.

Jos 1 C «a, niin
a-f=a-y=>p=y.

Jos 2 C a, niin
af=a"=p=y.

Todistus. Namd ovat seurauksia monotonisuudesta. Jokaiselle monotoniselle operaatiolle, joka
liittda ordinaaliin § ordinaalin 75, seuraavat ehdot ovat voimassa,

BEyYy Stgety,
tﬁ:l‘yﬁﬁ:y.
m|

Esimerkki 6.32. YIId olevan seurauksen kohdassa 2 on voimassa vain vasemmanpuoleiset
supistukset. Yleisesti oikeanpuoleiset supistukset eivit ole voimassa.

+w=3+w=w,
4. w=3 w=uw,

49 = 3% = @,
mutta ndisti ei voi supistaa ordinaalia w, koska tilloin saadaan 4 = 3.

Lause 6.33 (Erotus). Olkoot « ja  ordinaaleja. Jos a C B, niin tdlloin on olemassa yksikdsit-
teinen ordinaali § siten, ettd a + & = . (6:n voi myos ajatella olevan a:n ja B:n erotus.)

Todistus. Ordinaalin ¢ yksikasitteisyys seuraa suoraan seurauksesta 6.31. Osoitetaan seuraavaksi
olemassaolo. Koska a-yhteenlasku on normaali operaatio ja ordinaali 8 on vidhintdédn yhtd suuri
kuin ordinaali @ + 0, niin tiedetdin lauseen 6.7 nojalla, ettd on olemassa suurin ¢, jolle pitee
a + 6 C B. Yhtasuuruden on oltava voimassa, koska jos @ + § € 3, niin

a+6"=(a+06)" Cp,
miké on ristiriidassa ordinaalin § maksimaalisuuden kanssa. ]

Lause 6.34 (Jakoyhtilo). Olkoot a ja 6 ordinaaleja, missi 6 # 0 on jakaja. Tdlloin on olemassa
vksikdsitteiset ordinaalit B ja vy, joille pdtee

a=0-B+vyjay€d.
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Todistus. Osoitetaan ensin olemassaolo. Olkoon S suurin ordinaali, jolle pitee ¢ - 8 C a. Talldin
lauseen 6.4 nojalla on olemassa v, jolle pitee d - 8 + vy = . Osoitetaan, ettd y € ¢. Oletetaan
vastoin vditettd, ettd 6 C y. Talloin

§-Bt=6-B+5Co-B+y=a,

mik& on ristiriidassa ordinaalin 6 maksimaalisuuden kanssa.
Osoitetaan sitten yksikisitteisyys. Olkoon

a=0-Br+y1=0"P2+7y2

missd y; ja v, ovat pienempid kuin 6. Osoitetaan, ettd 81 = ;. Oletetaan vastoin vditettd, ettd
B1 € Bo. Tdlloin B, C B,. Koska y; € 6, niin

a=6-B1+y1€6-P1+6=6-(B1")C6-fr=6-fr+y2=a,

mikd on mahdotonta, joten 81 ¢ [>. Symmetrian nojalla 8, ¢ ;. Joten 81 = > ja merkitdin
tatd B:lla. Nyt pitee
a=6-B+y1=06-B+,

joten seurauksen 6.31 nojalla y; = y». O

Lause 6.35 (Logaritmi). . Olkoot a # 0ja B > 1 ordinaaleja. Tdilloin on olemassa yksikdsitteiset
ordinaalit vy, § ja p, joille pditee

a=p"-6+pja0+deBjapecp.

Todistus. Koska S-eksponentti on normaali operaatio, niin on olemassa suurin vy, jolle pitee
B C a. Sovelletaan jakoyhtdl6d, jolloin saadaan ordinaalit ¢ ja p, joille pétee

a=B"-6+pjapep.

Nyt o # 0, koska p € 57 C «. Pitdd osoittaa, ettd 6 € . Tehdédin vastaoletus, ettd 5 C ¢. Talldin
B =pY-BCB-65C B -5+ p =, miki on ristiriidassa ordinaalin y maksimaalisuuden
kanssa. On siis osoitettu ordinaalien y, d ja p olemassaolo ylli olevilla ehdoilla.

Osoitetaan seuraavaksi yksikésitteisyys. Olkoon @ = BY - 6 + p jolle pitee 0 # 6 € B ja
p € B7. Osoitetaan ensin, ettd y on suurin ordinaali, jolla pitee 57 C «. Talldin

B Ca=p8"-6+p (koska 1 C 6)
epY-6+p (koska p € B%)
s
cp’-B (koska & € j3)
=p.

Siis B¥ € a € ,87+. Tamai yksikésitteisesti madrittelee ordinaalin 7y, joka on suurin ordinaali,
jolle patee B¥ C «. Koska vy on kiinted, niin jakoyhtdlon nojalla ¢ ja p ovat yksikasitteisia. O

Lause 6.36 (Cantorin normaalimuoto). [I, s.59] Jokainen ordinaali « > 0 voidaan esittdc
vksikdsitteisesti muodossa

a=w" -n+w”? ny+--+w* - ny,

missd ny, . . . ,ng # 0 ovat luonnollisia lukuja ja yy € - - - € y1.
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Todistus. Edellisen lauseen 6.35 nojalla pitee 57 C «a sekd p € 7. Mielenkiintoinen erikoista-
paus on jossa ordinaali 8 on korvattu luonnollisten lukujen joukolla w. Téll6in jokainen a > 0
voidaan jakoyhtdlon nojalla esittdd muodossa

a=w"-n +pi,

missd 0 # n; onluonnollinen luku ja p; € w” C a.Jos p; # 0, niin voidaan soveltaa jakoyhtdlod
uudelleen ordinaalille p;. Tilloin saadaan

p1=w" N+ po,

missd 0 # ny on luonnollinen luku ja p, € w” C p; € w'. Tdlloin pétee p; € py jayz € 1.
Jos taas po # 0, niin voidaan jatkaa jakoyhtdlon soveltamista. Tdlloin saadaan aina toistansa
pienempid ordinaaleja py, p2, . . . . Tama laskeva ketju ei voi olla déreton, joten jollain dérellisella
k pitee px = 0. Nyt on saatu ordinaali @ muotoon

a=w" n+w? m+--+ 0% ny,

missd ny, . . .,ng # 0 ovat luonnollisia lukuja ja y; € --- € yy.

Vieli pitid osoittaa yksikisitteisyys. Olkoon & = w1 - ny + MER ny o+t PUR n,, jokin
toinen Cantorin normaalimuoto esitys ordinaalille e, missd {ny,...,n} # Ojay, € --- € y].
Talloin

’ ’ ’ ’
wh ga/:(,[)’yl-n’l-|-(/U7/2.]/1’24_..._'_(/()7’](.n;C

€ewl - nj +wh

:afyf-n’fr
’

Cw-w
+

=N,

Siis w” C @ € w”1 . Tama yksikasitteisesti médrittelee ordinaalin 7y}, joka on suurin ordinaali,

jolle pitee w1 C a. Tillsin siis w1 = w”! ja edelleen ¥} = 1. Samoin jokainen y, = y; ja

n;C = ny jokaisella k € Z,. On siis todistettu Cantorin normaalinuoto. a

Maaritelma 6.37 (Hessenbergin summa). [4] Olkoon « ja § ordinaaleja, joiden Cantorin nor-
maalimuodot ovat @ = Zle w’ -njjap = Zle w?” - m;. Talloin Hessenbergin summa on

k
a@ﬁ:Zw”-(ni+m,-).
i=1
Esimerkki 6.38. Olkoot @ = &’ -2+ w? -3 +w-4ja B = w? -2+ w2+ 1. Tilloin

a®f=w - 2+0)+0? B+ +w-G+2)+’ - 0+1)=0w’ 2+w? - 5+w-6+1.

Esimerkki 6.39. Havaitaan, ettd Hessenbergin summa on vaihdannainen, koska

k
a@ﬁ:Zw”~(n,-+mi):w7i-(m,-+n,~):,8€Ba/.

i=1
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Esimerkki 6.40. Olkoot @ = w® -2+ w? -3+ w-4jaf = w? -2+ w -2+ 1. Midritelldin
yhteenlaskut a + 8 sekd 8 + a. Nyt

a+B=W 2+ 3+w- D+ W 2+w-2+1)
=w 24w 3+ (w-4+w D+w-2+1
=0 2+0* 3rw@d+w-)+rw-2+1
=0 2+ 3ro@+rw)ro)+tw-2+1
=w 2+w 3+ww-2)+w-2+1
=w 2+ (W 3+w 2 +w-2+1
=w 2+w S+w-2+1,
ja
Bra=W* 24+w-2+ D)+ (- 2+w? 3+w-4)
=W 24w 2+(14+0 - )+ - 3+w-4
=w 24+ (W 2+w D +w - 3+w-4
=w 24+w2+w -2+ 3+w-4
= (W 2+ D+ 3+w-4
=wQ2+w-2)+w 3+w-4
=0 2+ 0w 3+w-4
Havaitaan, ettd « + 8 # 8 + a. Liséksi esimerkin 6.38 Hessenbergin yhteenlaskua @ 8 # a + 8

jaB®a # B+ . Siis ordinaalien « ja 8 yhteenlaskut tuottavat eri tulokset, riippuen lasketaanko
a + B, B + a vai Hessenbergin yhteenlaskulla a @ .

42



Lahteet

[1] Bachmann, H. Transfinite Zahlen. Berlin: Springer Berlin Heidelberg, 1967.
[2] Enderton, H. Elements of set theory. New York: Academic Press, 1977.

[3] Jech, T. Set theory. Third edition. Berlin: Springer, 2003.

[4] Stark, J. Ordinal Arithmetic, July 23, 2015.

[S5] Suppes, P. Axiomatic set theory. New York: Dover publications, 1972.

43



	Johdanto
	Järjestykset
	Osittainen järjestys
	Lineaarijärjestys
	Hyvinjärjestys

	Transfiniittinen induktio, transfiniittinen rekursio ja korvausaksiooma
	Transfiniittisen induktion periaate
	Transfiniittisen rekursion heikko muotoilu
	Transfiniittisen rekursion vahva muotoilu
	Korvausaksioomat

	Epsilon-kuva ja isomorfismi
	Epsilon-kuva
	Isomorfismi

	Ordinaaliluvut
	Ordinaaliluku
	Kumulatiivisen hierarkian tasot

	Ordinaalit ja ordinaaliaritmetiikka
	Transfiniittinen rekursio ordinaaleille
	Ordinaalioperaatiot
	Isomorfiatyypit ja järjestysaritmetiikka
	Ordinaaliaritmetiikka

	Lähteet

