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Alkusanat

Tdma moniste on tarkoitettu oheislukemistoksi Tampereen yliopistossa pidettiville
kurssille Analyysi C. Monisteen tavoitteena on tukea luentojen seuraamista, har-
joitustehtdvien ratkaisemista ja tenttiin valmistautumista. Moniste sisidltdd melko
kattavasti kurssilla késiteltdvit asiat, mutta paikoitellen lisdselitykset ja mahdollinen
lisimateriaali helpottanevat tekstin seuraamista ja esitettyjen asioiden ymmaértimista.
Moniste ei varsinaisesti ole tarkoitettu kattavaksi itseopiskelupaketiksi.

Monisteen rakenne ja sisdltd pohjautuvat suurelta osin jo edesmenneen Seppo
Vepsildisen aikoinaan Tampereen yliopistossa pitdmiin luentoihin. Siséltdd on jonkin
verran muokattu kevyempéin suuntaan ja myos rakenteessa on tehty muutoksia.

Kurssin menestyksellinen seuraaminen edellyttdd Tampereen yliopiston opinto-
jaksoilla Analyysi A ja Analyysi B (ja niiden esitietoina olevilla opintojaksoilla)
esitettyjen asioiden hyviaa hallintaa. Jos kurssilla tarvittavat esitiedot ovat padsseet
unohtumaan tai niiden hallinnassa on muusta syysti puutteita, myos esitietojen ker-
taamiseen pitdd varata riittavasti aikaa (kurssin Analyysi C seuraamisen ohessa).
Koska moniste on suoraa jatkoa kurssien Analyysi A ja B vastaaville monisteille, ma-
tematiikan opiskelun luonnetta koskevien huomautusten osalta ndisséd alkusanoissa
tyydytédan viittaamaan kurssin Analyysi A monisteen alkusanoihin.

Lopuksi esitén kiitokset kaikille, jotka ovat kommenteillaan, ehdotuksillaan ja
neuvoillaan auttaneet minua tdmin monisteen teossa.

Pertti Koivisto

Vuoden 2021 painokseen on lisitty suurelta osin eri ldhteistd kerittyjd harjoitus-
tehtivii ja tehty muutamia osin teknisid muutoksia. Kiitdn Jarmo Niemeldd hyvin
tehdysté teknisestd toimitustyosta.

P. K.



Sisallys

1 KEsitietoja

2 Epaoleellinen integraali

2.1
22
2.3
24

Integraalin suppeneminen . . . . . . .. . ... ...
Ei-negatiivisen funktion integraalin suppeneminen . . . . .. . ..
Itseinen suppeneminen . . . . . . . . ... ...
Integrointi yli ddrettomén vélin . . . . . . .. ... ... ... ...

3 Sarjateorian alkeita

3.1
3.2
33
34
3.5

Madritelmid . . . . . . ..o
Perustuloksia . . . . . ... ... Lo
Positiiviterminen sarja . . . . . . . . . .. ...
Vuorottelevasarja . . . . . .. .. ..o
Itseinen suppeneminen . . . . . . . . ... ...

4 Funktiosarjoista

4.1
4.2
4.3

Funktiosarjan suppeneminen . . . . . . ... ... ... ... ...
Sarjan tasainen suppeneminen . . . . . . ... ... ... ... ..
Tasaisen suppenemisen seurauksia . . . . . . . .. .. .. ... ..

5 Potenssisarjoista

5.1
5.2
53
54

Madritelmd . . . . . ..o
Potenssisarjan suppenemissade ja-viali . . . . ... ... ... ...
Potenssisarjan miérittelemad funktio . . . . .. ... ... ... ..
Taylorinsarja . . . . . . . . . ...

19
31
36

66
66
75
83
100
106

113
113
118
127



1 Esitietoja

Kursseilla Analyysi A ja B esitetyt lukujonon ja funktion raja-arvoa, funktion
jatkuvuutta ja derivaattaa sekd alkeisfunktioita ja Riemann-integraalia koskevat
tulokset oletetaan jatkossa tunnetuksi.

Monisteen esimerkeissd hyodynnetiddn aiemmilla kursseilla kisiteltyjen alkeis-
funktioiden perusominaisuuksia laskusddntdineen (sisdltden derivointi- ja integroin-
titulokset). Lisdksi muutamien esimerkkien ja huomautusten ymmairtaminen edellyt-
tdd perustietamystd integrointitekniikasta. Kéytettyjd menetelmid ovat esimerkiksi
yhdistetyn funktion integrointisdénto, osittaisintegrointi ja sijoitussidinto.

Seuraavassa on vield kertauksena mainittu muutamia tuloksia, joita jatkossa
tullaan kayttamaan. Tavanomaisten laskusdantojen ohella monisteen esimerkeissi
hyodynnetidin muutamia kursseilla Analyysi A ja B johdettuja raja-arvotuloksia.
Téllaisia ovat esimerkiksi raja-arvot
lim(1+l)n —e ja  1lim X _

n—oo n x—=0 X
kurssilta Analyysi A sekd raja-arvot

In(1+x) x*

lim 1 ja lim — =0 (seR)
x—0 X x—o0 X
kurssilta Analyysi B.

Todistuksissa hyodynnetddn myos vililla I mééritellyn Riemann-integraalin

(1.1) G(x) = /f(t) dt (x,cel)

jatkuvuutta ja mahdollista derivoituvuutta. Kyseiset tulokset esitetddn viittausten
selkeyttdmiseksi alla vield lauseina.

Lause 1.1. Ehdon (1.1) funktio G on jatkuva vdlilld 1.

Lause 1.2. Jos funktio f on jatkuva vdlilld I, niin ehdon (1.1) funktio G on
paitsi jatkuva myos derivoituva vdlilld I ja

G'(x) = f(x) Vx e l.




2 Epaoleellinen integraali

Riemann-integraalin maéaérittelyssa oli kaksi rajoitusta. Toisaalta integrointivali oli
adrellinen suljettu vili, ja toisaalta integroitava funktio oli rajoitettu integrointivalilla.
Seuraavaksi tutkitaan tapauksia, joissa rajoitteet eivit vilttamattd ole voimassa.

Aluksi luovutaan vaatimuksesta, ettd integroitava funktio on rajoitettu integroin-
tivalilla. Integrointivéli on edelleen ddrellinen. Sen jilkeen tarkastellaan tilannetta,
jossa integrointivili on ddreton, ja lopuksi tarkastellaan tapausta, jossa on luovuttu
molemmista rajoitteista.

2.1 Integraalin suppeneminen

2.1.1 Epaoleellisuus valin paatepisteessa

Tarkastellaan aluksi tilannetta, jossa integroitava funktio ei ole rajoitettu integrointi-
vilin [a, b] loppupisteessd. Olkoon siis f sellainen vililld [a, b[ (ei siis valttamatta
pisteessd b) madritelty funktio, ettd f on Riemann-integroituva vililla [a, z] kaikilla

z € la,bleli
/f(x) dx

on olemassa kaikilla z € ]a, b|.

Mairitelma 2.1. Jos raja-arvo

iy frwa

on adrellisend olemassa, sanotaan etti integraali

b
/f(x) dx

suppenee, ja merkitddan

Zl_i)ril_‘/zf(x) dx = /bf(x) dx.

Mairitelmén 2.1 integraalia sanotaan funktion f epdoleelliseksi integraaliksi
vélilld [a, b]. Jos raja-arvo ei ole olemassa tai se ei ole ddrellinen, sanotaan etti
integraali hajaantuu.



Funktion epéoleellinen integraali integrointivilin alarajalla méairitellddn vastaa-
vasti. Myo0s télloin integraalin sanotaan hajaantuvan, jos raja-arvo ei ole olemassa
tai se ei ole ddrellinen.

Miaéritelmi 2.2. Jos on f sellainen vililld |a, b] méadritelty funktio, ettd f on
Riemann-integroituva vililld [z, b] kaikilla z € ]a, b[ ja on olemassa dérellinen
raja-arvo

b
lim / f(x) dx,
7—a+
z

b
/f(x) dx

sanotaan ettd integraali

suppenee, ja merkitaan

Z1_i>r£1+/l{f(x)dx = ff(x)dx.

Huomautus 2.1. Miéritelmin 2.1 ehto Riemann-integroituvuudesta vileilld
[a, z] toteutuu, jos esimerkiksi f on jatkuva vililld [a, b[. Vastaavasti mairi-
telmén 2.2 ehto Riemann-integroituvuudesta vileilld [z, b] toteutuu, jos f on
jatkuva vililld |a, b].

Huomautus 2.2. Ylld olevaa vastaava huomautus voidaan esittdd myos muille
luvun 2 mairitelmille ja tuloksille. Toisin sanoen funktion jatkuvuus vililld 7
takaa funktion Riemann-integroituvuuden jokaisella vilin / suljetulla osavililla.

Huomautus 2.3. Jos halutaan korostaa integraalin epdoleellisuutta tai epdoleel-
lisuuspisteitd, voidaan merkitd

Z b-
i [r@ar = [rea
ja

Z1_i>rcr11+/bf(x)dx = jf(x)dx.




Esimerkki 2.1. Midritetdaan

1
1
— dx.
b/ V1 — x2

Epéoleellisuuspiste on nyt integrointivilin yldrajalla. Siis

1 Z
/;dx = lim/ ! dx
) Vi-x2 iy Vi-x2

Z
= lim /arcsinx
z—1-

0

= lim (arc sin z — arc sin 0)

z—1-
= arcsinl -0

T

5
Esimerkki 2.2. Tutkitaan integraalin

b b
1
—dx = /x_sdx (b>0,5s €R)
xs

0 0

suppenemista, ja osoitetaan, ettd

b
1
/ — dx hajaantuu, kun s > 1, ja suppenee, kun s < 1.
X
0

Epioleellisuuspiste on nyt integrointivilin alarajalla.! Olkoon z jokin vilin ]0, 5[
piste. Jos s = 1, niin

b b
(2.1) /x_sdx = /lnx = Inb-Ingz,
Z Z
jajos s # 1, niin
4 t yl-s pl=s  ,l-s
(2.2) /x_sdx: /l—s: =5 1=
Z Z

1Jos s < 0, niin x~* on jatkuva vililld [0, ], joten kyseessi ei ole varsinainen epioleellisuuspiste
(vrt. huomautus 2.4, s. 10).



Téten saadaan seuraavat tapaukset.

1°: Jos s > 1, niin tuloksen (2.2) perusteella

<0 vakio — 00
b 1 . —_— =
. s . b= ) 1 1 1
lim [ x*dx = lim ———— = lim ( - ):oo,
70+ 70+ 1—-s =0+ 1 — s\ ps-1 751
Z
joten integraali hajaantuu.
2°: Jos s = 1, niin tuloksen (2.1) perusteella
b vakio — —o0
lim [ xPdx = lim(Ilnb — Inz) = oo,
7—0+ 7—0+
Z
joten integraali hajaantuu.
3°: Jos s < 1, niin tuloksen (2.2) perusteella
>0
b ~ vakio -0
bl—s _ Zl—s 1 —_— bl—s
lim [ x"dx = lim —————— = lim (' - 717%) = :
70+ =0+ 11— =0+ 1 — 1-ys

Z

joten integraali suppenee.

Siis kohtien 1°-3° perusteella

b
1
/ — dx hajaantuu, kun s > 1, ja suppenee, kun s < 1.
X
0

Lisiksi integraalin supetessa

Luvun 2.1.1 lopuksi voidaan vieda todeta, ettd epdoleellisen integraalin méadritte-
lyn raja-arvotulos pétee myos silloin, kun integroitava funktio on Riemann-integroi-
tuva.



Huomautus 2.4. Jos funktio f on Riemann-integroituva vililld [a, b], niin

z b b
zl—i>rllvl— f(x)dx = zl—i>rcr¢1+‘/f(x) dx = /f(x) dx,

a

missi

b
/ £(x) dx

on funktion f Riemann-integraali vililld [a, b].

Todistus. Viite seuraa suoraan jatkuvuuden méiritelmastd, silld lauseen 1.1 (s. 5)
nojalla

Z b
G1(2) = / fFde o Gaz) = / F(x) dx

ovat jatkuvia funktiota vililld [a, b]. Titen

lim Gi(z) = Gi(b) ja lim G2(z) = Ga(a).
7—b— z—a+

2.1.2 Epaoleellisuus vilin sisapisteessi

Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa epéoleellisuuspiste on integrointivilin [a, b]
sisdpisteessd.

Miaritelma 2.3. Olkoon funktio f madritelty vililld [a, b] paitsi mahdollisesti
pisteessd ¢ € |a, b[. Oletetaan liséksi, ettd f on Riemann-integroituva vililld
[a, z] kaikillaz € ]a, c[ jaRiemann-integroituva vililla | z, b] kaikillaz € |c, b|.

T&lloin sanotaan, ettd integraali
b

/ f(x)dx

a
suppenee, jos integraalit

¢ b
/f(x) dx ja /f(x) dx

suppenevat. Talloin

/bf(x)dx = /Cf(x)dX+/bf(x)dx.

10



Esimerkki 2.3. Tutkitaan integraalin

(2.3) /— dx

suppenemista.
Epéoleellisuuspiste on nyt integrointivilin keskelld pisteessd x = 0. Jos esimer-
kiksi 0 < z < 1, niin

1 1 1
/—dx = /_ﬁ = —E(I—Z—z) — oo, kunz > 0+.

Siis integraali (2.3) hajaantuu.

Huomautus 2.5. Jos integraalin epéoleellisuuspiste on keskelld integrointiva-
lid, integraalin suppenemista médritettdessd raja-arvotarkastelua ei saa suorit-
taa epdoleellisuuspisteen eri puolilla olevissa integraaleissa yhtdaikaisesti (ks.
esimerkki 2.4).

Esimerkki 2.4. Tarkastellaan esimerkin 2.3 integraalia

/—dx

Nyt

11m(/—dx+/—dx) i
7—0+ 7—0+

Il
=
=
—_—
—
|
2=

[\

+
—
}l?) —_—
[\
~————

mutta integraali (2.3) ei siis suppene.

Huomautus. Yhtiaikaisen raja-arvotarkastelun ohella mahdollinen virhe on, ettd
keskelld integrointivilid olevaa integraalin epéoleellisuuspistetti ei ollenkaan huo-
mioida. Esimerkiksi laskemalla suoraviivaisesti

11 1 1 1 1
Sdv= [-o5 = —(3-5) =0
—1 —1

saadaan virheellinen tulos, silld kyseessd on epioleellinen integraali ja esimerkis-
sd 2.4 osoitettiin, ettd kyseinen epdoleellinen integraali hajaantuu.

11



2.1.3 Epaoleellisuus valin molemmissa paatepisteissa

Tarkastellaan sitten vield tapausta, jossa funktio ei ole rajoitettu integrointivilin
kummassakaan paitepisteessd. Ennen varsinaista médrittelyi esitetdéin yksi tilannetta
helpottava aputulos.

Lause 2.6. Olkoon funktio f mddritelty vililld [a, b| ja ¢ € |a, b|[. Oletetaan
lisciksi, ettd f on Riemann-integroituva vdlilld | a, z] kaikilla z € |a, b[. Tdalloin

integraalit
b b
[row o [rwae

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti. Edelleen jos integraalit suppene-

vat, niin
b b c
/f(x)dx —/f(x)dx = /f(x)dx.

Todistus. Viitteet seuraavat suoraan raja-arvon laskusidannoisti, silla

= vakio
—_——

/f(x)dx +/f(x)dx = /f(x)dx Vz €]c,b|
ja

jf(x)dx—jf(x)dx = jf(x)dx Vz €le, bl.

Huomautus 2.7. Lausetta 2.6 vastaava tulos on voimassa, jos epdoleellisuus-
piste on integrointivilin alarajalla (harjoitustehtéva).

Sitten voidaan esittdd varsinainen madrittely. Jos funktio ei ole rajoitettu in-
tegrointivilin kummassakaan paitepisteessd, tilanne yksinkertaisesti palautetaan
minkd tahansa vilin sisdpisteen avulla tapauksiin, jossa funktio ei ole rajoitettu
integrointivilin alkupisteessi ja loppupisteessi.

12



Mairitelmi 2.4. Olkoon funktio f Riemann-integroituva jokaisella vilin
|a, b[ suljetulla osavililla. Olkoon lisdksi ¢ € |a, b[. Télloin integraali

/bf(X) dx

suppenee, jos integraalit

jf(X) dx ja /bf(X) dx

molemmat suppenevat. Talloin

/hf(x) dx = jf(x) dx +/bf(x) dx.

Huomautus 2.8. Lauseen 2.6 ja huomautuksen 2.7 nojalla integraalin

b
/f(x) dx

arvo médritelméssd 2.4 ei riipu pisteen c¢ valinnasta.

Huomautus. Madritelmaéssi 2.4 esitetty osavileihin jako soveltuu myos tapauk-
siin, jossa funktiolla on epdoleellisuuspiste vilin piitepisteessi ja sisdpisteessi
(tai péétepisteissd ja sisdpisteissi).

Esimerkki 2.5. Tutkitaan integraalin

1
1
J———
4 x(1—=x)
suppenemista.

Integraalilla on epéoleellisuuspiste integrointivilin molemmissa padtepisteissa.
Aluksi havaitaan, ettd vililla |0, 1]

- — . ————dx = 2arcsinVx +C.



Olkoon nyt ¢ jokin vilin |0, 1[ piste. Talldin

-0
—_——

= lim 2 (arcsinVc — arcsinvz) = 2arcsin Ve

C
. dx
L vl
z—0+ — z—U+
/ x(x—=1)
ja
—_——

lim = lim 2 (arcsinvz —arcsinVc) = - 2arcsine.

/Z dx
z—1- J le(.x _ 1) 7—1-

Siis integraali

SIE]

j;dx
4 Vx(1—x)

suppenee ja

c 1
1 1
—d —d
O/\/x(l - X) ) +C/\/x(1 - Xx) )

= 2arcsinVc + (m — 2arcsin Vc)

1
1
—d
0/\/x(1 - Xx) )

= T

Huomautus 2.9. Jos integraalilla on epdoleellisuuspiste integrointivilin mo-
lemmissa paitepisteissd, integraalin suppenemista mairitettdessi raja-arvotar-
kastelua ei saa suorittaa molemmissa péétepisteissd yhtdaikaisesti (ks. esimerk-
ki 2.6). Vrt. my0s huomautus 2.5 ja huomautus 2.41 (s. 54).

Esimerkki 2.6. Tarkastellaan integraalia

1

1-2x
/x(l—x) dx.

0

Yhtiaikaisella raja-arvotarkastelulla saadaan

1-z 5 l-z
1-2x
li dex = 1 1 1-
zg&/x(l —Xx) * zg(l)l+ n(x(1 = x)
z z
= lim (In((1 - z)z) — In(z(1 - 2)))
7—0+
= (),

mutta integraali ei kuitenkaan suppene (harjoitustehtiva).

14



2.1.4 Perustuloksia

Esitetddn luvun 2.1 lopuksi vield pari epdoleellisten integraalien tutkimista helpotta-
vaa tulosta.

Lause 2.10. Oletetaan, ettdi integraalit

b b

[row a [ewa

a a

suppenevat ja A € R. Tidlloin myos funktioiden Af ja f + g epdoleelliset
integraalit suppenevat vililld [a, b] ja

b b
//lf(x)dx = ﬂ/f(x)dx
a a
ja
b b b
/(f+g)(x) dx = /f(x) dx +/g(x) dx.
a a a
Todistus. Tulokset seuraavat suoraan raja-arvon laskusdaanndista. O

Lause 2.11. Oletetaan, ettd integraali

/bf(x) dx

suppenee. Tdlloin

z b
lim /f(x)dsz ja lim /f(x)dx:O
7—a+ z—b—
a e

Todistus. Todistetaan tapaus, jossa on yksi epdoleellisuuspiste integrointivilin yla-
rajalla. Muut tapaukset todistetaan vastaavasti (harjoitustehtidvd). Olkoon siis f
Riemann-integroituva vililld [a, c] kaikilla ¢ € ]a, b[. Talloin lauseen 1.1 (s. 5)
nojalla

lim f(x) dx = /f(x) dx =

z—a+

15



Lisidksi lauseen 2.6 nojalla

b b Z
/f(x)dx—/f(x)dx = /f(x)dx Vz € la, b,
a z a
joten
b b Z
/f(x)dx = /f(x)dx—/f(x)dx Vz € ]a, b|.
Siis raja-arvon laskusdéntojen perusteella
= vakio

—_————
b

hm (/f(x)dx —/f(x)dx)
/f(x)dx - hm /f(x)dx
/f(x)dx —/f(x)dx

= 0.

b
s friva

Harjoitustehtavia
Integrointivihje: Hyodynna yhdistetyn funktion integrointisaantoa.

2.1.1. Madrita

1 1 1
dx, b — dx, —d
(a)ofvm" ”O/mx (°)O/mx

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

2.1.2. Mairita
Fo
dx, (©) / dx
1 xVinx

9 2
1 1
@ / \S/mdx’ ®) / Xlnx
1 1

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

2.1.3. Tutki, milld vakion p € R arvoilla epdoleellinen integraali

2

1
/ x(Inx)? d

1

suppenee. Myonteisessd tapauksessa madritd integraalin arvo.

16



2.1.4. Osoita, ettd integraalin
T
sin x
— dx
Vx
0

epdoleellisuus on ndenndistd siind mielessd, ettd integroitava funktio voidaan muuntaa
Riemann-integroituvaksi mairittelemalla sille nollassa jokin arvo.

2.1.5. Madrita

5

2
4 1
(a) /x+4dx, (b) /(x—l)zdx
0

=5

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

5 2
1
(a) / dx, (b) / tan x dx
x—3
0 b/g

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

2.1.6. Mairitd

2.1.7. Madrita

1 3
1 1
— dx, b — dx.
® ! 1 —4x2 " ®) / —x2+4x -3 *

Vihje: x> +4x-3=(x-1)3—-x) =1 - (x - 2)°.
2.1.8. Esité epdoleellinen integraali

6

1
—d
/x3—6x2+8x o
0

Riemann-integraalien raja-arvojen summana.

2.1.9. Olkoon f sellainen jokaisella vilin [a, b[ suljetulla osavililli Riemann-in-
tegroituva funktio, ettd epdoleellinen integraali

/bf(X) dx

suppenee. Osoita, ettd jokaista positiivilukua & > 0 kohti on olemassa sellainen piste

c €la,b|,ettd
‘/f(x) dx

<é&

aina, kun ¢ < 71,722 < b.

17



2.1.10. Olkoon f jokaisella vilin [a, b[ suljetulla osavililla Riemann-integroituva
funktio. Oletetaan lisdksi, ettd jokaista positiivilukua & > 0 kohti on olemassa

sellainen piste ¢ € |a, b, ettd
22
‘ / f(x)dx
21

aina, kun ¢ < 71, zo < b. Osoita, ettd epdoleellinen integraali

/bf(X) dx

Vihje: Cauchyn suppenemisehto (lukujonoille).

<é&

suppenee.

18



2.2 Ei-negatiivisen funktion integraalin suppeneminen

Tutkitaan sitten epdoleellisen integraalin suppenemista, kun integroitava funktio on
ei-negatiivinen. Talloin pystytddn hyodyntdmaién tietoa, ettd vililld |a, b[ kasvavalla
ja ylhailta rajoitetulla funktiolla on vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessi b.

Lause 2.12. Olkoon f sellainen vdlilld [a, b| mdidritelty funktio, ettd f on
Riemann-integroituva vililld [a, 7] kaikilla z € |a, b[. Oletetaan lisdksi, ettd
f(x) = 0 kaikilla x € [a, b][. Jos tdlloin on olemassa sellainen M > 0, ettd

2.4) /f(x) dx < M Vz € la, b,

niin

suppenee ja

Todistus. Merkitadn
Z
G() = / F)dy,  zelabl.

Télloin G on oletuksen nojalla ylhadltd rajoitettu vélilld [a, b[. Olkoot nyt z; ja 2o
sellaisia vilin [a, b[ pisteitd, ettd z; < zp. Koska f(x) > O kaikilla x € [z1, z2], niin

G(z2) —G(z1) = /f(x)dx > 0.

Siis G on vililld [a, b[ kasvava, joten raja-arvo lir;? G (z) on olemassa ja
z—b—

lim G < M.
z—1>rlI71— (z) < O

Huomautus 2.13. Jos funktio f on Riemann-integroituva vililld [a, z] kaikilla
z € la, b jalisdksi 0 < f(x) < M kaikillax € [a, b[, niin

/f(x)dx < /de = M(z—a) < M(b-a) Vz € ]a,bl.

Siis lauseen 2.12 ehto (2.4) on voimassa esimerkiksi (ei-negatiivisille) ylhdilta
rajoitetuille funktioille.
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Huomautus 2.14. Lausetta 2.12 ja huomautusta 2.13 vastaavat tulokset ovat
voimassa myo0s vililld |a, b] (harjoitustehtiva).

Esimerkki 2.7. Koska
1
0 <1l+sin—- <2 Vx €]0,1],
X

niin huomautuksen 2.13 nojalla lauseen 2.12 (ja huomautuksen 2.14) ehdot ovat

voimassa. Siis )
o1
/ (1 + sin —) dx
X
0

suppenee.

Lause 2.15 (Majoranttiperiaate). Olkoot f ja g sellaisia vdlilld [a, b| mdd-
riteltyjd funktiota, ettd f ja g ovat Riemann-integroituvia vdlilld |a, z] kaikilla
z €la,bl ja

(i) 0<f(x) <gx) Vxela,b]

b
(ii) / g(x) dx suppenee.
a
Tdlloin

b
/f(x) dx

b

/bf(x)dx < /g(x)dx.

a

suppenee ja

Todistus. Olkoon z € [a, b[. Koska g(x) > 0 kaikilla x € [a, b[, niin

y
/g(x)dx 50 Vyelubl.

e
Siis raja-arvon perusominaisuuksien nojalla

b

y
/g(x)dx = linbl /g(x)dx > 0,
y—b-
Z

<
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missd raja-arvon olemassaolo seuraa ehdosta (ii) ja lauseesta 2.6 (s. 12). Téten
ehdon (i) ja lauseen 2.6 nojalla

Z Z Z b b
/f(x) dx < /g(x) dx < /g(x) dx + /g(x) dx = /g(x) dx.
a a a V4 a
Siis ehdon (ii) nojalla
Z
/ f(x)dx
on ylhaalti rajoitettu, joten lauseen 2.12 nojalla
b
/ f(x)dx
suppenee ja
b b
/f(x) dx < /g(x) dx.
a a O

Jos tutkitaan pelkistddn epdoleellisen integraalin suppenemista, majoranttiperi-
aate voidaan esittdd muodossa, jota on joskus yksinkertaisempi kiyttia.

Seuraus 2.16 (Majoranttiperiaate). Olkoot f ja g sellaisia vililld [a, b| mdd-
riteltyjd funktiota, ettd f ja g ovat Riemann-integroituvia vdlilld [a, 7] kaikilla
z €la, bl ja

(1) A >0ja3dc € [a,b] siten, ettd0 < f(x) < A-g(x) Vx € [c,b],

b
(ii) / g(x) dx suppenee.

Tdlloin myos

b
/ £(x) dx

suppenee.

Todistus. Jos ¢ € |a, b[, niin lauseen 2.6 (s. 12) nojalla integraalit

/bf(x) dx ja ff(x) dx
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suppenevat samanaikaisesti, ja jos A > 0, niin lauseen 2.10 (s. 15) nojalla integraalit

b b
/g(x) dx ja /A -g(x)dx
a a
suppenevat samanaikaisesti. O

Majoranttiperiaatetta kidyttden voidaan siis osoittaa epidoleellisen integraalin
suppeneminen vertaamalla integroitavaa funktiota johonkin funktioon, jonka epa-
oleellisen integraalin tiedetddn suppenevan. Epédoleellisen integraalin hajaantuminen
voidaan vastaavalla tavalla osoittaa kdyttimalld minoranttiperiaatetta. Myos mino-
ranttiperiaatteesta esitetddn kaksi versiota.

Lause 2.17 (Minoranttiperiaate). Olkoot f ja g sellaisia vdlilld [a, b| mdd-
riteltyjd funktiota, etti f ja g ovat Riemann-integroituvia vdlilld |a, z] kaikilla
z€la,b|ja

1) f(x)=gkx) =0 Vxela,bl,

b
(ii) / g(x) dx hajaantuu.
a

Tdlloin myos

b
/f(x) dx

hajaantuu.

Todistus. Jos

/bf(x) dx

suppenisi, niin ehdon (i) ja majoranttiperiaatteen perusteella myos

b

/g(x) dx

a

suppenisi, mistd seuraisi ristiriita ehdon (ii) kanssa. O
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Seuraus 2.18 (Minoranttiperiaate). Olkoot f ja g sellaisia vdlilld [ a, b mdid-
riteltyjd funktiota, ettd f ja g ovat Riemann-integroituvia vdlilld |a, z] kaikilla
z€la,b|ja

(1) A >0ja3c € [a,b] siten, ettd f(x) > A-g(x) =20 Vxe€ [c,b],

(ii) / g(x) dx hajaantuu.

Tdlloin myos

b
/f(x) dx

hajaantuu.

Todistus. Vastaavasti kuin seuraus 2.16.

Huomautus 2.19. Lauseita 2.15 ja 2.17 ja seurauksia 2.16 ja 2.18 vastaavat
tulokset ovat voimassa my0s vililld |a, b] (harjoitustehtéva).

Esimerkki 2.8. Osoitetaan, ettd epédoleellinen integraali

1
0
suppenee, ja arvioidaan integraalin arvoa.
Epéoleellisuuspiste on nyt integrointivilin yldrajalla.

[
Q
| S
:‘
[\
&

1°: Koska 1 < ¢* < e kaikillax € [0, 1], niin

X

0< — ¢ Vx € [0, 1].
V1 —x2 VI —x2
2°: Integraali
1 1
/Vl—x
0 0

suppenee (esimerkki 2.1, s. 8, ja lause 2.10, s. 15).

Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd integraali

/

—_
Q
| 5
:‘
[\
IS
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suppenee. Lisiksi esimerkin 2.1 nojalla

1
X
/ ¢ dee-z.
1—x 2
0

|

Huomautus 2.20. Koska

b
1
/—sdx (b > 0)
X
0

suppenee tismilleen silloin, kun s < 1 (esimerkki 2.2, s. 8), niin

8 =

on usein sopiva vertailufunktio, kun epioleellisuuspiste on vélin [0, b] alarajalla.

Esimerkki 2.9. Osoitetaan, ettd epédoleellinen integraali

5

X +2x2+6

—= dx
X +Xx

0

hajaantuu.
Epioleellisuuspiste on nyt integrointivélin alarajalla.

1°: Jos 0 < x < 1, niin x3 < x2. Téten

X +2x2+6 6 6 1
> > = 3.
x3 +x2 x3 +x2 x2 +x2 x?2

1
1
— dx
./ x2
0
Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, ettd epédoleellinen integraali

5
3 +2x2+6
— 5
x> +x
0

2°: Integraali

hajaantuu (esimerkki 2.2, s. 8).

hajaantuu.
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Esimerkki 2.10. Osoitetaan, ettd epdoleellinen integraali

1

/ ﬁ
———— dx
In(1 +x)

0
suppenee.

Epioleellisuuspiste on nyt integrointivélin alarajalla.
1°: Tarkastellaan apufunktiota

fx) = 1n(x+1)—’§‘, xe[0,1].

Nyt

! = —  __ > 1
f@) = —=-3520 Yreloll,

joten f on kasvava vililld [0, 1]. Koska f(0) = 0, niin
flx) =20 Vx € [0, 1]

ja edelleen

n(1+x) > = Vxel[o1].

[\

Siis
Vx €]0,1].

2°: Integraali

suppenee (esimerkki 2.2, s. 8).
Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd epioleellinen integ-

raali
1

N
/1n(1+x) d
0

Huomautus 2.21. Esimerkin 2.10 vertailufunktio saadaan johdettua myos raja-ar-
votuloksesta

suppenee.

. In(1+x)
Iim ——= =

x—0+ X

silld funktion raja-arvon perusominaisuuksien nojalla on olemassa sellainen 4 > 0,
ettd ekvivalenssin

1 1
1. n(1+x) -
2 X

epayhtilot ovat voimassa vililld |0,

1,

3
=3 %<ln(l+x) < ?x

S N W

] € 10, 1]. Téten

1 1
2. — Vx € ]0, k]

2 1
0<=-'- < —— <
3 x In(1+x) X
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ja edelleen
Vx 1

— <2 — N 0,h].

S h(en S2 o reloal

Esimerkki 2.11. Osoitetaan, ettd epdoleellinen integraali

1

1
—d
/ In(1+x) &
0
hajaantuu.

Epioleellisuuspiste on nyt integrointivélin alarajalla.

1°: Huomautuksen 2.21 nojalla on olemassa sellainen 2 > 0, ettd

[\

1

> = 0 V. 0,h].
m(l+x) — 3 x x €10, 4]

= | =

2°: Integraali

dx

= | =

/

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, ettd epédoleellinen integraali

hajaantuu (esimerkki 2.2, s. 8).

1
1
- 4
_/1n(1+x) o
0

hajaantuu.

Huomautus 2.22. Koska

b b
1 ) 1
/ G—a)y dx ja u/ B x> dx (a < b)

suppenevat tismaélleen silloin, kun s < 1 (harjoitustehtiva, vrt. huomautus 2.20),

niin 1
g(x) =

(x —a)’
on usein sopiva vertailufunktio, kun epdoleellisuuspiste on vilin [a, b] alarajalla,
ja vastaavasti

1
glx) = b —x)

on sopiva vertailufunktio, kun epéoleellisuuspiste on vilin [a, b] yldrajalla.
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Esimerkki 2.12. Osoitetaan, ettd epdoleellinen integraali

T
Sin x

—(ﬂ —)? dx

hajaantuu.
Epioleellisuuspiste on nyt integrointivilin yldrajalla.

1°: Koska sinx = sin (7 — x) kaikilla x € R, niin

Siis on olemassa sellainen luku A, etti 0 < & < 7 ja

i 1
Y 3 Vx € [r—h,n|

T—X

seki edelleen )
sin x 1

1
T s .
(mr—-x)2 ~ 2 m—x

Vx €[n—h,n|.

2°: Huomautuksen 2.22 perusteella integraali

s

1
/ dx
T—X

n—h

hajaantuu.

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, ettd integraali

ﬂ .
sin x
—dx
/ (m —x)2
0
hajaantuu.

Harjoitustehtivia

2.2.1. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali
1
2

1

Inx
0

2.2.2. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kéyttden, suppeneeko epdoleellinen
integraali

T 1

%
1 +cosx I +cosx 3x +sinx
(a) /T dx, (b) /x—2 dx, (C) /x—2 dx.
0 0 0
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2.2.3. Osoita majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttéen, ettd toinen epdoleellisista

integraaleista
3

3
1 1
d j d
_/x2+x o /x+\/)_c g
0

0

suppenee ja toinen hajaantuu.

2.2.4. Osoita, etta toinen epdoleellisista integraaleista

3

ex
_d 'a -
/ S O/v?c

suppenee ja toinen hajaantuu.

2.2.5. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kayttdaen, suppeneeko epédoleellinen
integraali

1 1
(a) / ! d. (b) / ! d.
a X, — dx.
Vx +x x2 — x4sin®x
0 0
2.2.6. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali
1
]
+ 1 X +xsin =
(@ / u O RAALLLEP
X +sinx
0
2.2.7. Osoita, ettda
1
/ ¥ le™ dx

0
hajaantuu, kun s < 0.

2.2.8. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kéyttden, suppeneeko epdoleellinen
integraali

3

1
1 sinx
(a) '()/%_xdx, (b) /\/_ \/ﬂ (c) /3x—x2dx'

0

2.2.9. Tutki, milld vakion s € R arvoilla epédoleellinen integraali

1
1
/xs In(x +1) dx
0

suppenee.

28



2.2.10. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttden, suppeneeko epioleelli-

nen integraali
1

arc sin x
dx.
xyx

0

arc sin x

Vihje: Raja-arvo lim
x—0+ X

2.2.11. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttden, suppeneeko epioleelli-
nen integraali

1 1 e
1 1 X -1
(a) / dx,  (b) / I, (© / ¢ .
e —1 eX — cosx x2
0 0 0

2.2.12. Tutki, suppeneeko epidoleellinen integraali

2 1
sin(3x) 1
@ [ dx, o) [ =
x2 Vsinx
0 0
2.2.13. Osoita, ettd epdoleellinen integraali
%
/ ! d. (p €R)
(sinx)? * p
0
suppenee tismilleen silloin, kun p < 1.
2.2.14. Tutki, suppeneeko epidoleellinen integraali
1 Fin(1+8)
1 n(l++x
———— dx, b —=dx.
@ /1n(x2+ 1) * ®) _/ e 1
0 0

2.2.15. Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat jatkuvia ja f on ei-negatiivinen vilil-
14 [2, 5]. Osoita, etti jos

lirgl g(x) =3,

x—5-

niin epdoleelliset integraalit

5 5
/ f@dr / F(0)g(x) d
2 2

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.
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2.2.16. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva ja ei-negatiivinen vélilld [0, 1[. Osoita,
ettd epdoleelliset integraalit

1

1
[rwa [ Zqrea
0

0

suppenevat samanaikaisesti.

2.2.17. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva ja ei-negatiivinen vililla |—1, 1[. Osoita,
ettd epdoleelliset integraalit

1

1
/ f(x)dx  ja / (1—x)" £(x) dx
-1

-1
suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.

2.2.18. Olkoon f sellainen vililld [0,4] jatkuva funktio, ettd f(0) = 2. Tutki,
suppeneeko epioleellinen integraali

4

/x_f(x) dx.

0

2.2.19. Olkoot f: [a,b| — Rjag: [a,b| — R sellaisia ei-negatiivisia funktioita,
ettd f ja g ovat Riemann-integroituvia vélilld [a, c] kaikilla ¢ € [a, b| ja

lim ACI

=A,
x—b— g(x)

missd A € Rja A > 0. Osoita, ettd epaoleelliset integraalit

b

/bf(x) dx ja /g(x) dx

a

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.

2.2.20. Tutki, suppeneeko epidoleellinen integraali

1 7 ‘
(a) / L (b) / In(sinx)
X
0 0

= i

I
Vihje: Kun s > 0, niin lim —— = 0,

z—o0 78
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2.3 Itseinen suppeneminen

Tarkastellaan vield lyhyesti epdoleellisen integraalin itseistd suppenemista. Itseistid
suppenemista koskevissa madritelmissd ja lauseissa oletetaan tietysti, ettd tarkas-
teltava funktio on Riemann-integroituva epéoleellisen integraalin maéadrittelyissi
esiintyvilld integrointivilin suljetuilla osavileilld (ks. huomautus 2.25, s. 33).

Mairitelma 2.5. Epioleellinen integraali

/bf(X) dx

suppenee itseisesti, jos vastaava epdoleellinen integraali

b
[irna

suppenee.

Lause 2.23. Jos integraali

b
/f(x) dx

suppenee itseisesti, se suppenee tavallisessakin mielessd.

Todistus. Oletetaan, etti

b
Jirna
suppenee. Koska

0 < |fI-fx) < 2If(0)]  Vxela,b],

niin majoranttiperiaatteen nojalla myos

b
/ (F ()] - £(x)) dx

suppenee. Titen lauseen 2.10 (s. 15) nojalla my6s epéoleellinen integraali

b

b
[irwi-trwi-sene = [ 1w

suppenee. m]
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Esimerkki 2.13. Osoitetaan, ettd epdoleellinen integraali

1
1
/ sm - dx
Vx
0
suppenee.

Epioleellisuuspiste on nyt integrointivilin alarajalla. Tutkitaan itseistd suppene-
mista.

1°: Koska
0 < |sin—| <1 Vx €]0,1],
X
miin 1 1 1 1
0 < —-sin— < |—=| = — Vx €]0,1].
= TG

2°: Integraali
1
0

Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd integraali

&IH

suppenee (esimerkki 2.2, s. 8).

1
1 1
— -sin — dx
[
0

suppenee itseisesti ja samalla lauseen 2.23 nojalla my0s tavallisesssa mielessa.

Huomautus 2.24. Lause 2.23 ei ole voimassa kiidntden (ks. esimerkki 2.14).

Mairitelmi 2.6. Epiaoleellinen integraali suppenee ehdollisesti, jos se suppe-
nee tavallisessa mielessd, mutta ei suppene itseisesti.

Esimerkki 2.14. Voidaan osoittaa, ettd integraali

1

/— 1n dx
X

0

suppenee ehdollisesti eli se suppenee tavallisessa mielessd, mutta ei suppene itseisesti
(harjoitustehtava, vrt. huomautukset 2.26, s. 37, ja 2.40, s. 47).
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Huomautus 2.25. Itseistd suppenemista koskevissa madritelmissd ja lauseissa ole-
tetaan tietysti, ettd tarkasteltava funktio on Riemann-integroituva epéoleellisen integ-
raalin maédrittelyissi esiintyvilld integrointivilin suljetuilla osavileilld. Jos esimer-

kiksi
1, kun x € Q,
fx) =
-1, kunx e R\ Q,

b
/f(x) dx

el sanota suppenevan, vaikka integraali

b b
/lf(x)|dx = /ldx =b-a

a

niin integraalin

suppenee, silld f ei ole Riemann-integroituva milldédn suljetulla valilla.

Harjoitustehtavia
2.3.1. Osoita, ettd toinen epdoleellisista integraaleista

1 1

cos(Inx) ) / cos(Inx)
——dx ja —~dx
VE x

0 0

suppenee ja toinen hajaantuu.

2.3.2. Tutki, suppeneeko epdoleellinen integraali

1+ 2sin ; p b sm(cotx)
a s
® / P ®) ./ x3 +3\/_

2.3.3. Tutki, suppeneeko epidoleellinen integraali

sin(In(2 - x)) /2x+551n(tanx)
b dx.
® /2 X+ V2 - x ®) )

2.3.4. Osoita, ettd epaoleellinen integraali

| 21231+ ) e o1

dx
er++x—1

suppenee.
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2.3.5. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali

1

; In(V2 +cos(1 +Inx)) p
/ Vx —x g

0

2.3.6. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali

(a)/\/)_cm - ) /\/)_ccos—

Sin x tan x

2.3.7. Osoita, ettd epdoleellinen integraali

/ Vx sm(cotx)

tan(sin x)

suppenee.

2.3.8. Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat Riemann-integroituvia jokaisella vi-
lin [a, b[ suljetulla osavililld. Osoita, ettd jos epdoleelliset integraalit

b

/bf(x) dx ja /g(x) dx

a

suppenevat itseisesti, myos funktion f + g epaoleellinen integraali vililld [a, b]
suppenee itseisesti.

2.3.9. Olkoot f ja g sellaisia funktioita, ettd f ja g ovat Riemann-integroituvia
vililld [a, c] kaikilla ¢ € ]a, b[ ja epéoleelliset integraalit

b

jﬁ@ﬂx i [ewa

a

suppenevat. Osoita, ettid epdoleellinen integraali

b
./f@M@ﬁh

suppenee.
Vihje: (f + g)? > 0.
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2.3.10. Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat Riemann-integroituvia jokaisella vi-
lin [a, b| suljetulla osavililld. Osoita, ettd jos epdoleellinen integraali

/bf(X) dx

suppenee itseisesti ja g on rajoitettu vililld [a, b [, niin epdoleellinen integraali

b
/ F0)g(x) dx

suppenee.
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2.4 Integrointi yli aarettoman valin

Edelld laajennettiin Riemann-integraali tapauksiin, joissa integroitava funktio ei ollut
rajoitettu integrointivililld. Seuraavaksi tutkitaan integrointia, kun integrointivili ei
ole rajoitettu. Luvuissa 2.4.1-2.4.3 keskitytdén viliin [a, oo[. Luvussa 2.4.4 (s. 52)
tarkastelu laajennetaan koskemaan myos vilid |—co, b] ja luvussa 2.4.5 (s. 55)
vastaavasti erilaisten epdoleellisten integraalien yhdistelmid.

2.4.1 Integraalin suppeneminen

Olkoon f sellainen funktio, ettd f on Riemann-integroituva jokaisella vilin [a, co[

suljetulla osavililla eli
Z
/ f(x)dx

on olemassa kaikilla z > a.

Mairitelma 2.7. Jos raja-arvo

15130 / f(x)dx

on ddrellisend olemassa, sanotaan, ettd integraali

/oof(x) dx

suppenee, ja merkitddan

/Oof(X) dx = Zli_)ngo /Zf(x) dx.

Mairitelmén 2.7 integraalia sanotaan funktion f epdoleelliseksi integraaliksi
vililld [a, oo[. Jos raja-arvo ei ole olemassa tai se ei ole ddrellinen, sanotaan, etti
integraali hajaantuu.

Huomautus. Miiritelméssa 2.7 ei edellytetd, ettd funktio f on rajoitettu vi-
lilld [a, oo (toki f on rajoitettu vilin [a, co[ suljetuilla osavileilld) tai ettad
funktiolla f(x) on raja-arvo, kun x — oo (ks. esimerkki 2.27, s. 49).
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Esimerkki 2.15. Integraali

(o]
/sinx dx
0

hajaantuu, silléd raja-arvo

Z

700 7—00

Z
lim [ sinxdx = lim /—cosx = lim (1 —cosz)
—00
0 0

ei ole olemassa.

Esimerkki 2.16. Maiiritetdin

oo

1
dx.
/xlnzx

e

Kayttamailla yhdistetyn funktion derivointisddntod sekd potenssin ja logaritmin
derivointikaavoja saadaan

7—00 X 1112 X 7—00

e e

Z
lim ! dx lim —/(—1)-L-ldx
X

) 1 1
= Iim —(— - —)
Inz Ine

Huomautus 2.26. Olkoon a > 0. Tilloin integraalit

/Oof(x)dx ja /% (%)dx

0

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti ja niiden supetessa

1
a

/oof(x)dx - /)%Jf(%)dx.

0
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Todistus. Tulos seuraa raja-arvon perusominaisuuksista, silld sijoittamalla

1 . 1 1 1
t

x = ja dx = ——=-dt, a——, 77— -
a

saadaan

ff(x) dx = /zf(;)-(—tlz) di

Il
—
| =
\
—_—
~ | =
~———

QU

-~

Il
\m
><N|,_.
\
—_—
= |-
~——

S

Esimerkki 2.17. Tutkitaan integraalin

o0

1

— dx
xS
a

suppenemista (a > 0, s € R), ja osoitetaan, ettd

[
/ — dx suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun s < 1.
X
a

Huomautuksen 2.26 perusteella

(o] [se]

1 1\
—dx = /(—) dx
x5 X

a a

suppenee tismilleen silloin, kun

1

f, 1
/;w dx = /xz_sdx
0

suppenee. Integraali

puolestaan suppenee esimerkin 2.2 (s. 8) nojalla tasmailleen silloin, kun 2 — s < 1 eli
kun s > 1. Siis

1 o
/ = dx suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun s < 1.
a

Aiemmisssa luvuissa esitetyt epédoleellisia integraaleja koskevat tulokset ovat
vastaavalla tavalla voimassa, kun integrointivili ei ole rajoitettu. Lauseet todistetaan
vastaavasti kuin rajoittamattomien funktioiden tapauksessa, ja todistukset jitetdan
harjoitustehtéviksi.
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Lause 2.27. Olkoon funktio f Riemann-integroituva jokaisella vdlin [a, oo|
suljetulla osavidlilld. Olkoon lisdksi b > a. Tilloin integraalit

/oof(x) dx  ja /Oof(x) dx
a b

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti ja niiden supetessa

/Oof(x)dx—/oof(x)dx = /bf(x)dx.
a b a

Todistus. Harjoitustehtava (vrt. lause 2.6, s. 12).

Lause 2.28. Oletetaan, ettd integraalit

(o)

/Oof(x) dx ja /g(x) dx

a

suppenevat ja A € R. Tdlloin Tdilloin myos funktioiden Af ja f + g epdoleelliset
integraalit suppenevat vililld [a, oo ja

o0

//lf(x)dx = /I/Oof(x)dx

a

ja

(o)

/Oo(f+g)(x)dx = /Oof(x)dx +/g(x)dx.

a

Todistus. Harjoitustehtava (vrt. lause 2.10, s. 15).

Lause 2.29. Oletetaan, ettd integraali

/oof(x) dx

lim /f(x)dx = 0.
7—00
Z

suppenee. Tdlloin

Todistus. Harjoitustehtadva (vrt. lause 2.11, s. 15).
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2.4.2 Ei-negatiivisen funktion integraalin suppeneminen

Ei-negatiivisen funktion integraalin suppenemisen tutkimiseen on rajoittamattomalla
vililld kaytossd samat aputulokset kuin tapauksessa, jossa funktion arvo ei ole rajoi-
tettu. Perustuloksena on nytkin, ettd ei-negatiivisen funktion integraali on kasvava
ja ettd kasvavalla ylhailta rajoitetulla funktiolla on raja-arvo.

Lause 2.30. Olkoon f sellainen funktio, ettd f(x) > 0 kaikilla x > a ja f on
Riemann-integroituva jokaisella vdilin [a, oo[ suljetulla osavililld. Jos tdlléin
on olemassa sellainen M > 0, ettd

Z
/f(x)dx <M Vz > a,
a

niin -
/ f(x)dx
a
suppenee ja
/ f(x)dx < M

Todistus. Harjoitustehtdva (vrt. lause 2.12, s. 19).

Esimerkki 2.18. Olkoon a > 0. Osoitetaan, ettd integraali

oo

2
2.5) / T

X
a

suppenee, ja arvioidaan integraalin arvoa.
Selvasti

2

Koska sin“ x < 1 kaikilla x € R, niin lisdksi

Z

in F 11 1 1
/Smxdxs —a’x:/——:———<— Yz > a.
x2 x?2 X z a

a a a

Siis lauseen 2.30 nojalla integraali (2.5) suppenee ja

2.2

sin” x 1
5 dx < —.
X a

a
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Myd6s majorantti- ja minoranttiperiaatteet ovat voimassa vastaavalla tavalla kuin
rajoittamattomille funktioille. Periaatteet todistetaan vastaavasti kuin rajoittamatto-
mien funktioiden tapauksessa, ja todistukset jatetddn harjoitustehtaviksi.

Lause 2.31 (Majoranttiperiaate). Oletetaan, ettd f ja g ovat Riemann-in-
tegroituvia jokaisella vdlin [a, oo[ suljetulla osavdlilld ja

1) 0< f(x) <gx) Vx=>a,

(ii) / g(x) dx suppenee.
a

Tdlloin -
[rwa
a
suppenee ja
/f(x) dx < /g(x) dx
a a
Todistus. Kuten lause 2.15 (s. 20). O

Seuraus 2.32 (Majoranttiperiaate). Oletetaan, etti [ ja g ovat Riemann-in-
tegroituvia jokaisella vdlin [a, oo[ suljetulla osavililld ja

(1) A >0ja3dc € [a,oo] siten, ettd 0 < f(x) < A-g(x) Vx>,

(i1) / g(x) dx suppenee.
Cc

Tdlloin myos

/oof(x) dx

suppenee.

Todistus. Kuten seuraus 2.16 (s. 21). |

Rajoittamattomien funktioiden tapaan majoranttiperiaatteella on nyt mahdollista
osoittaa epdoleellisen integraalin suppeneminen vertaamalla integroitavaa funktiota
johonkin funktioon, jonka integraalin tiedetdan suppenevan. Edellytyksena tietysti on,
ettd tillainen funktio 10ydetdin. Vastaavasti minoranttiperiaatteella voidaan osoittaa
epdoleellisen integraalin hajaantuminen vertaamalla integroitavaa funktiota johonkin
funktioon, jonka integraalin tiedetdidn hajaantuvan.
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Lause 2.33 (Minoranttiperiaate). Oletetaan, etti [ ja g ovat Riemann-in-
tegroituvia jokaisella vdlin [a, oo[ suljetulla osavdlilld ja

i) 0<g(x)<f(x) Vx=a,
(ii) / g(x) dx hajaantuu.

Tdlloin myos

/oof(x) dx

hajaantuu.

Todistus. Harjoitustehtdva (vrt. lause 2.17, s. 22).

Seuraus 2.34 (Minoranttiperiaate). Oletetaan, ettd f ja g ovat Riemann-in-
tegroituvia jokaisella vdlin [a, oo suljetulla osavililld ja

(i) 3A>0ja3c € [a,oo[ siten, ettd 0 < A-g(x) < f(x) Vx>cg,

(ii) / g(x) dx hajaantuu.
Cc

Tdlloin myos

/oof(x) dx

hajaantuu.

Todistus. Harjoitustehtédva (vrt. seuraus 2.18, s. 23).

Esimerkki 2.19. Esimerkin 2.18 integraalin (2.5) suppeneminen seuraa suoraan
myos majoranttiperiaatteesta, sillid koska 0 < sin?x < 1 kaikilla x € R, niin

sin” x 1

< —

)

1

— dx
/x2
a

0< Vx > a,

X

ja toisaalta integraali

suppenee (esimerkki 2.17, s. 38).

42



Esimerkki 2.20. Osoitetaan, ettd epdoleellinen integraali
2 +sinx
/ dx
X
1

1°: Koska 2 + sinx > 1 kaikilla x € R, niin

hajaantuu.

2 +sinx 1
>

X X

2°: Integraali

hajaantuu (esimerkki 2.17, s. 38).

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, ettéd integraali

(o)

2 + si
/ sin x I
X

1

hajaantuu.

Esimerkki 2.21. Tutkitaan epéoleellisen integraalin

(o)

1
/x2+\/)_cdx (a >0)

a

suppenemista.
1°: Koska
P+ > 2 >0 Vx > a,
niin
1 1
0 < < — Vx > a

2°: Integraali

F 1
—d
/xzx
a

suppenee (esimerkki 2.17, s. 38).

Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd integraali

roo
dx
/x2+\/)7
a

suppenee (kun a > 0).
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Esimerkki 2.22. Tutkitaan epéoleellisen integraalin

(o)

1
2.6 dx
2.6) /H\/;
1
suppenemista.
1°: Koska
0 < x+Vx < x+x = 2x Vx > 1,
niin | | 1
> — ==--=->0 Vx > 1
X+ Vx 2x 2 x o

2°: Integraali

hajaantuu (esimerkki 2.17, s. 38).

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, etté integraali (2.6) hajaantuu.

Lause 2.35. Olkoot f ja g sellaisia funktioita, ettd f(x) > 0 ja g(x) > 0
kaikilla x > a ja f sekd g ovat Riemann-integroituvia jokaisella vdlin [a, oo[
suljetulla osavidlilld. Jos tdlloin on olemasssa raja-arvo

fim 23—

=B (0<B<w),
e g(x)

niin

(o)

/Dof(x) dx  ja /g(x) dx

a

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.

Todistus. Koska B > 0ja f(x) > 0 sekd g(x) > 0 kaikilla x > a, voidaan olettaa,
ettd muuttujan x jostakin riittdvian suuresta arvosta alkaen g(x) > 0. Siis raja-arvon
madritelmén nojalla on olemassa sellainen xo > a, ettd

f) 3

1
~--B<*~—2 < >.B Vx>
) < g(x) < > X 2 X0

ja edelleen
B 3B
0 < E-g(x) < f(x) < T-g(x) Vx > xo.

Téten majorantti- ja minoranttiperiaatteiden nojalla integraalit

(o8]

/oof(x) dx ja /g(x) dx

a

suppenevat samanaikaisesti. O
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Huomautus 2.36. Jos lauseessa 2.35 raja-arvo B = 0 ja integraali

o0

/g(x) dx

a

/Oof(X) dx

suppenee, myos integraali

suppenee.

Todistus. Harjoitustehtava.

Huomautus 2.37. Jos lauseessa 2.35 raja-arvo B = oo ja integraali

oo

/g(x) dx

a

/oof(x) dx

hajaantuu, my0s integraali

hajaantuu.

Todistus. Harjoitustehtava.

Esimerkki 2.23. Osoitetaan, etti integraali

xS
/1+x2 dx (s € R)
1

suppenee tismalleen silloin, kun s < 1.
Olkoon

ja

Talloin f(x) > 0 sekd g(x) > 0 kaikilla x > 1. Lisdksi

K— 2
O X im 2~ 1 >0
x—co g(x)  x—oeo (1+x2) x5 x>0 | 442

45



Edelleen esimerkin 2.17 (s. 38) nojalla

(o) (o)

/g(x) dx = /le_s dx

1 1

suppenee tdsmilleen silloin, kun 2 — s > 1 eli s < 1. Siis lauseen 2.35 perusteella

xS
/f(x)dx = /1+x2dx
1 1

suppenee tismilleen silloin, kun s < 1.

Huomautus. Lausetta 2.35 on toisinaan helpompi soveltaa kuin majorantti-
ja minoranttiperiaatteita. Kyseiset periaatteet ovat kuitenkin sikéli yleisempid,
ettd niitd voi joskus kayttdd siindkin tapauksessa, ettd lauseen 2.35 vaatimaa
raja-arvoa ei ole olemassa (ks. esimerkki 2.20).

Lisidksi majorantti- ja minoranttiperiaatteita voi aina kiyttdd, kun lau-
seen 2.35 vaatima raja-arvo on olemassa. Tarvittava majoroiva tai minoroiva
funktio saadaan tdlloin lauseen 2.35 todistuksessa kéytetylld menettelylla.

Esimerkki 2.24. Osoitetaan lausetta 2.35 kéyttéden, ettd esimerkin 2.22 epdoleellinen

integraali
1
dx
./x +/x
1
hajaantuu.
Olkoon |
xX) = X > 1
f(x) TiE ( )
ja
1
gx) =~ (x21).
Nyt f(x) > 0ja g(x) > 0 kaikilla x > 1. Lisaksi
fx) 1 /1 x 1 1
gx)  x+x x_x+\/)_c_1+% ’

kun x — oo, ja integraali

ool
/—dx
X

1

hajaantuu (esimerkki 2.17, s. 38).
Téten integraali

rol
d
./x+\/)_cx
1

hajaantuu lauseen 2.35 perusteella.
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2.4.3 Itseinen suppeneminen

Tarkastellaan sitten vield epdoleellisen integraalin itseistd suppenemista, kun in-
tegrointivéli ei ole rajoitettu. Itseistd suppenemista koskevissa midritelmissd ja
lauseissa oletetaan tietysti, ettd tarkasteltava funktio on Riemann-integroituva in-
tegrointivilin kaikilla suljetuilla osavileilld (vrt. huomautus 2.25, s. 33).

Aiemmin esitetyt epdoleellisen integraalin itseistd suppenemista koskevat tulok-
set ovat vastaavalla tavalla voimassa, kun integrointivili ei ole rajoitettu. Tulokset
todistetaan vastaavasti kuin rajoittamattomien funktioiden tapauksessa, ja todistukset
jatetddn harjoitustehtaviksi.

Maaritelma 2.8. Epéoleellinen integraali

/‘”f(x) dx

suppenee itseisesti, jos vastaava epdoleellinen integraali

/oolf(x)ldx

suppenee.

Lause 2.38. Jos integraali

/‘X’f(x) dx

suppenee itseisesti, se suppenee tavallisessakin mielessd.

Todistus. Harjoitustehtdva (vrt. lause 2.23, s. 31).

Huomautus 2.39. Nytkin epédoleellinen integraali suppenee ehdollisesti, jos se
suppenee tavallisessa mielessd, mutta ei suppene itseisesti.

Huomautus 2.40. Lause 2.38 ei ole voimassa kiéntden. Esimerkiksi integraali

o
sinx
—dx
X
T

suppenee ehdollisesti (ks. esimerkki 2.28, s. 50).
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Esimerkki 2.25. Integraalit

[s¢]

oo
smx . COS x
Jja
1

1

suppenevat itseisesti majoranttiperiaatteen nojalla ainakin silloin, kun s > 1, silld

0 < ‘sin‘x < l ia 0 < ‘cos‘x < i
x5 x5 x5 xS
kaikillax > 1 ja
1
— dx
xS

1
suppenee, kun s > 1 (esimerkki 2.17, s. 38).

Esimerkki 2.26. Osoitetaan, ettd epdoleellinen integraali

(o]

2
/cos(2x ) I
X

1

suppenee.
Tutkitaan itseistd suppenemista.
1°: Nyt
cos(x?)

< — Vx > 1.

[S¢]
/ 1
%)
1
Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd integraali
[o¢]
1
suppenee, joten lauseen 2.38 nojalla myos integraali

P 2
/cos(zx ) I
X

1

2°: Integraali

suppenee (esimerkki 2.17, s. 38).

cos(x?)

dx
2

suppenee.
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Esimerkki 2.27. Osoitetaan esimerkkid 2.26 hyodyntamilld, ettid epédoleellinen in-
tegraali

oo

/ sin(x?) dx

1
suppenee.
Olkoon z > 1. Osittaisintegroimalla saadaan

Z Z

1/ sin(x?) dx = % 1/ (—%)-(—sin(xz)-Zx) dx

Z

= %/(—}C) - D(cos(x?)) dx

1

/Z(—}C) -cos(x?) — % /Zé - cos(x?) dx

1

| =

Z

= _l(cos(zz) —1-cos 1) - % / cos(x’) dx.

2 Z x?2
1
Nyt
-0
—_——
1 (cos(z?) cos 1
lim ——( — Ccos 1) =
7—00 2 z
Lisiksi raja-arvo
Z
1 / cos(x?)
lim -
z—00 2 x2
1
on olemassa, silla

suppenee (esimerkki 2.26).
Siis raja-arvo

lim [ sin(x?) dx

7—00

on olemassa, joten

(0]

/ sin(x?) dx

1
suppenee.
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Esimerkki 2.28. Osoitetaan, ettd epdoleellinen integraali

sinx
[
suppenee ehdollisesti.
I: Osoitetaan ensin, ettd integraali

/ sin x I

ei suppene itseisesti. Tarkastellaan siis integraalia

/

Ve

sin x

X

dx,

japalautetaan aluksi mieleen pari aiempaa tulosta. Monisteessa Analyysi A osoitettiin
Cauchyn suppenemisehtoa kiyttiden (luku 3.6), etti!

2.7) lim Y — = oo,

ja monisteessa Analyysi B osoitettiin luvussa 7.1, etta
(k+1)x

(2.8) / [sinx|dx = 2
kn

kaikilla k € Z.
Olkoon nyt k € Z,. Koska funktio 1/x on vihenevi, kunx > 7, niin tuloksen (2.8)
nojalla

(k+1)m (k+1)m (k+1)km
sin x |sin x| |sin x| 2
— | dx dx > —dx = —.
/ X ’ / X o / (k+1)m * (k+1)m
km km km

Olkoon sitten n € Z, (n > 2). Talloin

/n sinx Zi /+ ﬂsmx "Z_i 2 2 Zn: 1
> ) — == ) -,
J = = (k+ 1) m k
joten raja-arvon (2.7) nojalla
nmn X
lim mx dx = oo
n—o0 X

e

"Tulos seuraa myds luvun 3.1 esimerkisti 3.3, s. 69.
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ja edelleen (koska integroitava funktio on ei-negatiivinen)

Z .
sinx

lim dx = oo.

7—00

Siis integraali

hajaantuu eli integraali
sin x
/ UL
X
/e
el suppenene itseisesti.
II: Osoitetaan sitten, ettd integraali

[.¢]
sinx
—dx
X
/8

suppenee. Olkoon z > x. Osittaisintegroimalla saadaan

Z Z

i 1
/smx dx = /— - D(—cosx) dx

X X
T Vs

Zl Z 1
= / o (—cosx) —/(—;) - (—cosx) dx
Ve /e

Nyt
—0
—
. cosz 1 1
lim (- -—=) = ——.
700 z T b
Lisiksi raja-arvo
Z
. COS X
lim dx
7—00 X2
T
on olemassa, silla
(o]
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suppenee (esimerkki 2.25). Siis my0s raja-arvo

Z .
. sin x
lim —dx
700 X
T

[o¢]
sinx
—dx
x
/e
suppenee.

Kohdista I ja II seuraa, ettd integraali

on olemassa, joten integraali

suppenee ehdollisesti.

2.4.4 Muut rajoittamattomat valit

Luvuissa 2.4.1-2.4.3 laajennettiin Riemann-integraali tapauksiin, joissa integrointi-

vili oli [a, oo[. Integraali
b
[rwa

madritellddn vastaavasti eli integraali suppenee, jos raja-arvo

b
Zl_i)rjlOo / f(x)dx

on adrellisend olemassa. Luvuissa 2.4.1-2.4.3 esitetyt tulokset ovat vastaavasti
voimassa myos integrointivililld |—co, b].

Integrointivili voi olla rajoittamaton myds molemmissa paitepisteissd. Talloin
integraali midritellddn vastaavasti kuin luvussa 2.1 jakamalla vilipisteen avulla
integraali kahteen osaan. Siis integraali

maédritellddn integraalien

/f(x) dx ja /f(x) dx (c e R)

avulla.
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Esimerkki 2.29. Maidritetdan

(2.9)

Nelioimalla saadaan

2

Siis
Z
. 1
lim — dx
> ) x2+x+1
0
ja
, 1
lim ——dx

== ) X2+ x+1

Siis integraali (2.9) suppenee ja

(o)

1
/—dx _
X2+x+1

—00

12 3 3((2x+
x+x+1:(x+—)+ :4_1(

v +1
Z
. / 2 x+ 1
= lim |/ — arctan
7—00 3
0 oz
2
= lim (arc tan 22+1 arc tan 1)
oo N3 V3 V3
3 2(7r n)_ m T
V2 6 T V3 3
0
lim / 2 arctanzx-'-1
= 1 —_
= | V3N
z sz
2
T 2( ) 1 . 2Z+1)
= lim —/[(arctan — — arctan
= V3 3 NG
2 (nm T b4 b4
- —(_+_) - T T
V316 2/ 3v3 3
; 1 r 1
/—dx+/—dx
X2+x+1 xX2+x+1
—00 0
(Ze Z) (- X))
3v3 V37 W3 3\3
2
\/§'
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Huomautus 2.41. Jos

/oof(x) dx

11_>r£10 / f(x)dx

suppenee, niin raja-arvo

on olemassa. Sen sijaan kéintden raja-arvo voi olla olemassa integraalin silti
hajaantuessa (ks. esimerkki 2.30). Vrt. myos huomautus 2.9, s. 14.

Esimerkki 2.30. Tarkastellaan funktiota

2x + 1
flo) = x2+1°
Talloin
Fox+1 f(2 1
lim/ “Ydx = lim Al dx
> ) x2+41 7—00 x2+1  x2+1
—Z —Z
Z
= lim /(ln(x2 +1) + arctanx)
7—00
-z
= lim ((ln(z2 +1) +arctanz)
—(In((=2)* + 1) +arc tan(—z)))
:0 N % _)_%
e e e
= lim (In(z* + 1) — In(z% + 1) + arc tan z — arc tan(-z))
7—00
_ Tz
202
=7
Integraali

2x+1
[Ee,
x2+1
ei kuitenkaan suppene, silld esimerkiksi integraali

Z

f2e41

/ al lim /(ln(x2 + 1) + arc tan x)
x2 + l z—00

0 0

— 00 N

©N

—_—
lim ((ln(z2 +1)+arctanz) — (0 + O))
7—00

(o¢]

hajaantuu.
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2.4.5 Rajoittamaton funktio ja direton vili

Integraalia voidaan tarkastella my0s tapauksissa, joissa sekd funktio ei ole rajoitettu
integrointivalilla ettd integrointivili ei ole rajoitettu. Jos integrointivili ei ole rajoitettu
ja funktiolla on integrointivilin toisessa paatepisteessd epdoleellisuuspiste, integraali
madritellddn vastaavasti kuin luvussa 2.1 (méadritelmi 2.4, s. 13) jakamalla vélipisteen
avulla integraali kahteen osaan. Siis integraali

maidritellddn integraalien

/f(x) dx ja /f(x) dx (a <c)

avulla ja integraali

b—
[rwa
integraalien
c b—
/f(x) dx ja /f(x) dx (c < b)
avulla.

Jos epioleellisuuspiste ¢ on rajoittamattoman vilin keskelld, mééritelldén epa-
oleellinen integraali kuten vastaavassa tapauksessa luvussa 2.1 (mééritelmi 2.3,
s. 10) yhdistamilld epdoleelliset integraalit, joissa ¢ on integrointivilin loppupiste ja
alkupiste. Siis integraali

maidritellddn integraalien

/f(x) dx ja /f(x) dx (a <c)

avulla, integraali

integraalien

/f(x) dx ja /f(x) dx (c < b)
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avulla ja integraali

/‘X’f(x) dx

/f(x) dx ja /f(x) dx (c e R)

integraalien

avulla. Alkuperdinen integraali tulee tdll6in jaetuksi viahintddn kolmeksi integraaliksi,
silld ainakin toinen yhdistettdvistd integraaleista on sellainen, ettd funktio ei ole
rajoitettu integrointivalilld ja integrointivéli ei ole rajoitettu. Téaten kyseinen integraali
on jaettava uuden vélipisteen avulla vield (ainakin) kahteen osaan.

Esimerkki 2.31. Tutkitaan integraalin

1
dx
./x2+\/)7
0

suppenemista.
Integraalilla on epdoleellisuuspiste myos alarajalla, joten jaetaan epdoleellisuus-
tarkastelu kahteen osaan valitsemalla ¢ = 1 jakopisteeksi. Koska

x?+vVx > Vx >0 Vvxe]o1],

niin
1
x2+

0 < < —  Vxelo,1].

1
x WV

1
1
/ dx
x
0

suppenee (esimerkki 2.2, s. 8, s = %), niin majoranttiperiaatteen nojalla integraali

<|

Koska lisdksi

Bl

1
x2+/x

dx

o _

suppenee.
Toisaalta esimerkin 2.21 (s. 43) nojalla my0s integraali

1
dx
./x2+\/)7
1

suppenee (a = 1). Titen integraali

0 1 )
1 1 1
dx = dx + dx
/x2+\/)7 /x2+\/)_c /x2+
0 0 1

5

suppenee.



Esimerkki 2.32. Tutkitaan Eulerin gammafunktiota

(o)

I'(s) = /xs_le_x dx (s >0).!

0
Jaetaan epioleellisuustarkastelu kahteen osaan kirjoittamalla

1 oo

I'(s) = /xs_le_xdx + /xs_le_xdx =L+

0+ 1

1°: Koska e™ on aidosti vihenevi, niin
l=e">e*>e! >0 Vx €]0,1].

Téaten
0 < xle™ < x*7! Vx €]0,1].

Lisdksi esimerkin 2.2 (s. 8) nojalla

1

1
1
‘/)cs_ld)c:/1 dx
x—S
0

0

suppenee, kun 1 —s < 1 eli s > 0. Titen majoranttiperiaatteen nojalla myos 7
suppenee, kun s > 0.
2°: Koska
s=1 ,—x s+1
. X
lim = lim
X—00 .X_Z x—oo eX

=0

ja

o0 001
/x_zdx = /—zdx
X
1 1

suppenee esimerkin 2.17 (s. 38) nojalla, niin huomautuksen 2.36 (s. 45) nojalla myo6s
integraali I suppenee.

Téten kohtien 1° ja 2° perusteella I'(s) suppenee (kun s > 0). Kayttimalla
osittaisintegrointia saadaan (kun x, s > 0)

S S
/xs_le_x dx = T o /x_ < (—e™) dx
s s
1 1
= —x'e" 4+ - /xse_x dx.
s s

1Jos s < 0, niin integraali hajaantuu (harjoitustehtivi).
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Taten

kun s > 0. Koska

niin vastaavasti (kun s >

(o)

/xs_le_x dx

1

Siis kun s > 0, niin

(o)

/xs_le_x dx =

0

eli

Z Z
1 1 s -z .
= lim —(e Z’e7*) + lim -
z—0+ § —— 7—0+ 5
—0
1
1 1 _
= — + — [ xX*e " dx,
s-e K
0
Y
. Z
lim — =0,
z—o0 et

0)

-0
[Se]
1 1
= — + — [ x'e M dx
s-e s

I'(s) = %F(s+1)
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ja edelleen
['(s+1) = sT'(s).

Lisiksi!
o Z -0
(1) = /e_xdx = lim /—e * = lim —(:—3—1) = 1,
0 Z_)OOO o
joten
re) = 1-1=1,
ra) = 2-1=2,

ja yleisesti
I'n+1) = n! (n e N).

Harjoitustehtavia

Integrointivihje: Hyodynnd yhdistetyn funktion integrointisdintoa.

Integraalin suppeneminen

2.4.1. Madrita

ro ro ro
(a) /—(x+1)2 dv.  (b) /1+x2 dr. (o) /3x+1dx
0 0 0

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

2.4.2. Tutki, suppeneeko epdoleellinen integraali

1 1 1
a - dx, b dx, c ——— dx.
® /x2+2x+2 ®) /xln3x © /x2+x—2
0 e? 2
Myonteisessd tapauksessa méiritd epaoleellisen integraalin arvo.
D (o) 2 _ 2 ) e 1 _ 11 1
Vihje: (a): x* +2x +2 = (x + 1)* + 1, (¢): Kun x > 2, niin —— = 305 - =)

2.4.3. Millid vakion k € R arvoilla epéoleellinen integraali

(o]
/e_kx dx
0

suppenee? Mikd on télloin epédoleellisen integraalin arvo?

'Kun s = 1, niin funktiolla I'(s) on tismillisesti ottaen nienniinen epioleellisuuspiste pisteessi
x =0, silli funktiota x~'e™* ei ole tilloin méritelty. Koska funktion arvolla yksittiisessi pisteessi
ei ole merkitysti integroinnin kannalta, voidaan tissi olettaa, etti x5~ 'e™ = ¢ my0s pisteessi
x=0.
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2.4.4. Osoita, ettda

(o)

/arctanx n?
—dx = —.
1+x2 8

0
2.4.5. Olkoon f(x) sellainen funktio, ettd f’(x) on jatkuva kaikilla x > a ja

lim () = f().

/Oof’(x) dx =0

1
= kun x € R\ Z,,

Osoita, ettd

2.4.6. Olkoon

fx) =
(-D*-k, kunx e Z,.

Osoita, ettd epdoleellinen integraali
/ f(x)dx
1

suppenee, ja madritd epioleellisen integraalin arvo.

Ei-negatiivisen funktion integraalin suppeneminen

2.4.7. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttiden, suppeneeko epdoleellinen

integraali
£ 3x - sinx -2 [ 4x-3
) / Sxosinx-2 ) / _ B3
x3 x3 +sinx + 1
1 1

2.4.8. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kéyttiden, suppeneeko epdoleellinen
integraali

(G2 + 1 4 2
@) / n(x” + )dx, b / X+ dx, © / +cosx
/ X x + sin? x
2.4.9. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali
@) jo tan}c
a
I +xyx
1

2.4.10. Tutki majorantti- ja minoranttiperiaatteita kdyttiden, suppeneeko epaoleelli-
nen integraali

(a) /#dx, (b) / 3‘/; dx, (c)/ dx (a>1).
. xX2+vVx+1 . x> =4

ix. ) 2\/_+\/)_ccosx+1d
x2+4x+3
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2.4.11. Osoita majorantti- ja minoranttiperiaatteita kiyttiden, ettd toinen epaoleelli-
sista integraaleista

(o)

1
i —d
/x+1nx ) /xz—lnx *
1

1

suppenee ja toinen hajaantuu.

2.4.12. Tutki, suppenevatko epaoleelliset integraalit
/ : / :
Lx] [x]
1 1

2.4.13. Osoita, etta

2.4.14. Olkoon funktio f(x) jatkuva kaikillax > 1 ja
o f)

x—o Inx

/ oF ) g
1
2.4.15. Tutki, milld vakion a € R arvoilla epioleellinen integraali

o0
/e_x dx
1

2.4.16. Olkoot f ja g sellaisia funktioita, ettd f(x) > 0ja g(x) > O kaikillax > a
ja f sekd g ovat Riemann-integroituvia jokaisella vilin [a, o[ suljetulla osavililla.
Oletetaan lisaksi, ettd

Osoita, ettd epdoleellinen integraali

suppenee.

suppenee.

o

=0 ja / g(x) dx suppenee.

a

/oof(x) dx

f@)
A e

Todista, ettd myos

suppenee.
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2.4.17. Olkoot f ja g sellaisia funktioita, ettd f(x) > 0ja g(x) > O kaikillax > a
ja f sekd g ovat Riemann-integroituvia jokaisella vilin [a, o[ suljetulla osavililla.
Oletetaan lisaksi, ettd

(o)

ja / g(x) dx hajaantuu.

a

N
i glx)

Todista, ettd myos

(o)

/f(x) dx

a

hajaantuu.

2.4.18. Tutki epéoleellisen integraalin

ro3 Fa3+l 2
(a)/ X d. ) /x + i, © / X + sinx I
x3+1 x4
1 1

x2x +2
suppenemista sekd kdyttden majorantti- ja minoranttiperiaatteita ettd kdyttden osa-
madritestia (lause 2.35).

2.4.19. Mairitd kaikki vakion s € R arvot, joilla epdoleellinen integraali

o0

/ x*+3x+2
— dx
2x3 +4x3 + 1

0

suppenee

2.4.20. Tutki, suppeneeko epdoleellinen integraali

/ 1
1 x21/s1n

2.4.21. Tutki, suppeneeko epidoleellinen integraali

[ [ I
® / iy ® / F(In(x +4) — Inx)’
1 1

2.4.22. Osoita, ettd toinen epdoleellisista integraaleista

/ (In(x+1) —Inx)dx  ja / (In(x* + 1) — In(x?)) dx
1 1

suppenee ja toinen hajaantuu.
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Itseinen suppeneminen

2.4.23. Tutki, suppeneeko epdoleellinen integraali

F4cosx -3
@) / CcOS X . ) / cos;c I
x2 +sin? x / X

2.4.24. Tutki, suppeneeko epdoleellinen integraali
sinx cos(e)
(@) / (b) /
X+ x\/_ - 2x + 2
2.4.25. Osoita, etta
/ e sinx dx
1

2.4.26. Olkoon f(x) sellainen kaikilla x > 0 jatkuva funktio, ettad

‘O/f(x) e dx

suppenee.

suppenee itseisesti. Osoita, etta

O/f(x) e dx

suppenee kaikilla a > 1.

2.4.27. Osoita, etti

(o)
—IX o3
. e Ysinx
Iim [ ———dx = 0.
t—oo X
Ve

2.4.28. Osoita, ettd jos epdoleellinen integraali

/Oof(x) dx

suppenee itseisesti, niin

’/Oof(X)dx < /Oolf(X)l dx
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Muut rajoittamattomat vilit

2.4.29. Mairiti

3 1 0
1 1 )
(a) _Zmdx, (b) _Z \/6Tx dx, (c) _47262 dx

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

2.4.30. Mairita

(a) / e M dx, (b) / 1+1x2 dx, © / X dx

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

2.4.31. Olkoon a € R. Osoita, etti

o0

/ ]

—00

Vihje: x2 + 2ax + a*> = (x + a)>.

2.4.32. Osoita, ettd epdoleellinen integraali
/ e dx

Vihje: Kiyti funktiota e~ majoranttina.

suppenee.

Rajoittamaton funktio ja aareton vali

2.4.33. Mairitd

(a) /Oo eV dx (b) j LN © /oo LIN
o 2\/.; ’ K V1 —x ’ K X3

tai osoita, ettd epdoleellinen integraali hajaantuu.

2.4.34. Esitd epdoleellinen integraali

(o)

1
d
/x2—4x o

—00

Riemann-integraalien raja-arvojen summana. Osoita my0s, ettd epaoleellinen integ-
raali hajaantuu.
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2.4.35. Tutki, suppeneeko epéoleellinen integraali

1 1
dx, b/—d
(a)ofmx R

2.4.36. Osoita minoranttiperiaatetta kéyttien, ettd epdoleelliset integraalit

1 1
i d
./x+ Ja /x+x2 *
0 0

hajaantuvat.

2.4.37. Tutki, suppeneeko epéoleellinen integraali

r 1 r 1 r 1
(a) /_xz . dx, (b) / m dx, (C) -1/)(:2_—\/‘z dx

2.4.38. Tutki, milld vakion p € R arvoilla epdoleellinen integraali

o

4
/xl’(1+x)l’ o
0

suppenee.

2.4.39. Osoita, ettd epdoleellinen integraali
[o¢] B . q
xP

suppenee tismilleen silloin, kung+ 1 < p < 3¢g + 1.

2.4.40. Tutki, suppeneeko epioleellinen integraali

cx)1 — 45in2x 1- 2c0s(1nx)
— dx, b
(a)/ x3 +x * ®) / x2+x+\/_
0
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3 Sarjateorian alkeita

3.1 Mairitelmia

Olkoon (x,) reaalilukujono. Muodostetaan muodostetaan timin jonon jasenistd uusi
lukujono (S;), missd

St = xi,

Sz = X1+ X7,

S3 = X1 +XxX2+Xx3,

Sn = x1+x204 -+ x,.

Mairitelmi 3.1. Lukujonoa (S,) sanotaan lukujonon (x,) jisenten muodosta-
maksi sarjaksi ja sitd merkitddn

o
Zxk tai X1+XxX2+---+x,+---
k=1

Luku x,, on sarjan n:s termi, ja S, on sarjan n.:s osasumma. Jos raja-arvo
Iim S, = S

on ddrellisend olemassa (ts. osasummien muodostama lukujono (S,) suppenee),
sanotaan, ettd sarja suppenee ja sen summa on S. Talloin merkitdin

ixk = S.
k=1

Jos raja-arvoa ei ole ddrellisend olemassa, sanotaan sarjan hajaantuvan.

Huomautus. Yl1la mairitelmassa 3.1 merkinti

(s}
2,
k=1
tarkoittaa siis kahta eri asiaa: seki sarjaa ettd (suppenevan) sarjan summaa. Sarjan
summalla on tietysti arvo vain, kun sarja suppenee.

Huomautus. Ei ole mitenkéén oleellista, milléd kirjaimella sarjan summausin-
deksid merkitddn. Sama sarja voidaan ilmoittaa esimerkiksi muodoissa

(o) oo

o
Zxk, an tai in.

k:l n:l l=1

Tédssd monisteessa ovat useimmiten kadytossi indeksit & ja n.
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Huomautus. Ei my6skdin ole oleellista, ettd sarjan termien indeksointi alkaa
ykkosestd. Jos sarjan indeksointi alkaa jostakin kokonaisluvusta p, voidaan
vastaavasti madritella

o0 n

Z xr = lim Xk.
n—oo

k=p k=p

Varsinkin tapaus p = 0 esiintyy usein.

Huomautus. Lukujonon raja-arvon perusominaisuuksista seuraa, etti sarjat

ixk ja ixk (p eZy)
k=1 pa

suppenevat samanaikaisesti ja niiden supetessa

—

p—

o o
IS )

k=1 k=p 1

=~
1l

On myos syyté korostaa ddrellisen summan ja sarjan (eli ddrettoméan summan)
eroa. Adrellisessd summassa

X1+x2+---+Xx,

yhteenlaskettavien jérjestystd voidaan vaihtaa ja summaan voidaan liséti tai siitd
voidaan poistaa sulkuja ilman, etti summan arvo muuttuu. Airelliselld summalla on
myos aina yksikésitteinen arvo.

Sarjan summassa on kuitenkin kyse raja-arvosta, joten edelld mainitut omi-
naisuudet eivit vilttamittd ole voimassa. Esimerkiksi sarjan termien jérjestyksen
vaihto tai termien ryhmittely sulkuja lisdamall4 tai poistamalla voi vaikuttaa sarjan
suppenemiseen tai sarjan summan arvoon.

Huomautus 3.1. Suppenevassa sarjassa perdkkiisid termejd voidaan kuitenkin yh-
distelld lisaamadlld sarjaan sulkuja, silld suluttamalla saadun sarjan osasummien jono
on alkuperdisen sarjan osasummien jonon osajono. Tédten jono suppenee kohti samaa
raja-arvoa ja saatu uusi sarja suppenee ja silld on sama summa kuin alkuperdiselld
sarjalla.

Sulkujen poistaminen suppenevasta sarjasta ei sen sijaan ole luvallista. Esimer-
kiksi sarja

(I-H+(1-D+(1-D+--- =0+0+0+---

suppenee (kukin osasumma on 0), mutta sarja
I-14+1-1+1-1+---

hajaantuu (ks. esimerkki 3.2).
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Esimerkki 3.1. Osoitetaan, ettd sarja

51 1 R S SR S
kﬂk@+1)_1-2 2-3 3.4

suppenee ja ettd sen summa on 1.
Koska

< 1
S = Z:Hk+n

I
1=
—_
x| =

I
=
+ | -
[—
S~

k=1
- (1-5)+(3-3)*G-7)++ (G- 7)
B 2 2 3 3 4 n n+l
~ 1
B n+1
Siis
lim S, = mn@— ):1,
n—oo n—oo n+1

joten tarkasteltava sarja suppenee ja

- 1
> e - !
£ ke(k +1)

Huomautus. Sarjaa kutsutaan teleskooppiseksi, jos sen termit x; voidaan (ku-
ten esimerkissa 3.1) esittdd muodossa

Xk = Ak — g4l (k€Zy,).

Kuten esimerkistd 3.1 havaitaan, teleskooppinen sarja suppenee, jos lukujonol-
la (ay) on raja-arvo.

Esimerkki 3.2. Osoitetaan, ettd sarja
PG R PR PR T S
k=1

hajaantuu.
Nyt
Z 1, kun n on pariton,
Sun= D (=D = o
= 0, kun n on parillinen,

joten raja-arvo
lim S,

n—oo

ei ole olemassa. Siis sarja hajaantuu.
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Esimerkki 3.3 (Harmoninen sarja). Osoitetaan, ettd harmoninen sarja
i L 1+ : + 1 +
= k 2 3

hajaantuu.
Olkoon k € Z.,. Talloin

1 1
- > - Vx € [k, k+1],
k X
joten
k+1 k+1 k+1
1 1 1 1
— = —- [ 1ldx = —dx > —dx.
KKk / * /k t = /x *
k k k
Siis
n | n k+11 n+11 n+l
S, = - > /—dx:/—dx:/lnx:ln(n+l) Vn e Z,,
k X X
k=1 k=15 1 I
joten

Siis harmoninen sarja hajaantuu.

Esimerkki 3.4 (Geometrinen sarja). Osoitetaan, ettd geometrinen sarja (jossa sar-
jan ensimmaéinen termi on 1)

iq" = iqk‘l = l+q+q*+--
k=0 k=1

suppenee tismaélleen silloin, kun |¢g| < 1, ja ettd téalloin

k=0
Nyt
1 _ 4
, kung #1,
Sy =1l+qg+---+g" 1 =3 1- 1
n, kun g = 1.
Jos siis |¢| < 1, niin
1
lim S, = —,
n—oo 1- q
jajos |g| = 1, niin raja-arvo
lim S,
n—->oo
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ei ole (darellisend) olemassa. Tdten geometrinen sarja

qu = l+q+q*+--
k=0

suppenee tismaélleen silloin, kun |¢g| < 1, ja télldin

- 1
k _

Z::q Cl-g

k=0

Huomautus. Jos sarjan indeksointi aloitetaan nollasta, tormétdéin toisinaan
epimiiriiseen muotoon 0°. TAlloin noudatetaan sopimusta, etti sarjan termi-
na 0" = 1.

Huomautus. Jos |g| < 1, niin esimerkin 3.4 nojalla

Maaritelma 3.2. Jos S, on sarjan

7:Ss osasumma, niin

on sarjan n:s jadnnostermi.

Huomautus. Sarjan jddnnostermi ei ole hyvin médritelty siind mielessd, ettd
jos sarja hajaantuu, niin jddnnostermilld ei ole arvoa.

Huomautus. Jadnnosterminkddn maaritettelyssa ei ole oleellista, ettd sarjan indek-
sointi alkaa nimenomaan ykkosestd. Jos sarjan indeksointi alkaa jostakin muusta

luvusta, on jadnnostermin indeksin alkuarvoa sitten vain muutettava vastaavasti.

Sinidnsi ei ole mydskddn oleellista, ettd tarkasteltava jaddnnostermi vastaa nimen-
omaan osasummaa S,. Esimerkiksi jadnnostermin raja-arvoa tutkittaessa voi joskus
olla merkinnillisesti yksinkertaisempaa miéritelld jadnnOstermi vastaamaan jotakin

muuta osasummaa.
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Huomautus 3.2. Jos S on suppenevan sarjan summa ja S, sarjan z:s osasumma,
niin

R, =8-S,
Lisédksi tdlloin

limR, = lim(S-S,) = imS—1limS, = S-S = 0.

n—oo

Esimerkki 3.5. Jos |¢g| < 1, niin geometrisen sarjan (ks. esimerkki 3.4)
2,4
k=0

jaannostermiksi saadaan

n

k I 1-4" _ q

R, = = = .
l-qg 1-g¢ l-g¢g

q

(o)
k=

n

Huomautus. Koska geometrisen sarjan indeksointi aloitetaan nollasta, niin sar-
jan n:nnen jddnnostermin indeksointi esimerkissd 3.5 alkaa arvosta n (eiki siis
arvostan + 1).

Madiritetddn luvun 3.1 lopuksi vield summa kahdelle myohemminkin esiintyville
sarjalle. Summia hyddynnetddn myohemmissid esimerkeissa.

Esimerkki 3.6. Osoitetaan, etté sarja

= (-DE!
2%

suppenee ja ettd sen summa on In2 (vrt. esimerkki 4.14, s. 131).

Olkoon . -
B (="
S, = Z p

k=1

sarjan n:s osasumma. Oletetaan lisdksi, ettd r € [0, 1], ja tarkastellaan geometrista
sarjaa, jonka suhdeluku on —z. Koska —¢ # 1, niin kyseisen geometrisen sarjan
n:nneksi osasummaksi saadaan (ks. esimerkki 3.4)

nz_i(_t)k — 1_(_t)n — 1 (_t)n
k=0

1= (=1) 1+t 1+t
Taten

1 £ —1)"
- Z(—t)k + —(1 +)t VnelZ,.
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Jos siis n € Z,, niin

1
/ 1
1+

0

I
St~

k=0
T 1
—)"
= /(—t)k dt+/(1 +)t d
k=07 0
Merk. = R,
- ni( 1)’</1 R
- B k+1 "
k=0 0
~ n—1 (—l)k . K
= k+1
n -1 k-1
= ( ]z + R,
k=1
= S, + R,
Toisaalta 1
1
/1— t = /1n(1+t) = In(l1+1)-Inl = In2,
0
joten
S, = In2-R, YnelZ,.
Koska

Ry
Rl = ’/m

1
—[n
P
1+1¢
0
! n
t
= dt
/1+t
0
1
< /t”dt
0
1
tn+1
B /n+l
0
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1
n+1

— 0, kunn — oo,

niin
lim S, = lim (In2—-R,) = lim In2 — lim R, = In2.
n—>0oo

n—0oo n—oo n—0oo

Siis tarkasteltava sarja suppenee ja

© (_1)k-1
Z(lz = In2.
k=1

Esimerkki 3.7. Tutkimalla geometrista sarjaa, jonka suhdeluku on —12, voidaan
vastaavalla tavalla kuin esimerkissd 3.6 osoittaa (harjoitustehtéva), ettd sarja

(=1)*
k+1

k=0

[\

suppenee ja

—1)k
Z( ) = arctanl :%

kO k+1

N

(o)

(vrt. esimerkki 5.12, s. 153).

Harjoitustehtavia
3.1.1. Olkoon

Zx - 6 + 8 + 10 +...+ﬂ+...
KT 34745756 (n+2)(n+3) ’

missa
2n+4

(n+2)(n+3)
on sarjan n:s termi. Mairitd termi xg, kun (a) p =0, (b) p=1,(c) p=3,(d) p = 5.

3.1.2. Tutkittavasta sarjasta tiedetdin, ettd jokaista lukua ¢ > 0 kohti on olemassa
sellainen vakio N € Z,, ettd sarjan osasummat S, ja S,, toteuttavat ehdon

S, — S| < ¢

aina, kun n > N jam > N. Voidaanko timin perusteella osoittaa, ettd tutkittava
sarja suppenee tai hajaantuu?

3.1.3. Osoita osasummia tarkastelemalla, ettd sarja

S SR ok
® 2y P 2w 9 LG

suppenee, ja madritd sarjan summa.
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3.1.4. Osoita, etta

Z—M - 1.

(o)
k=1 \Y k2 +k
3.1.5. Osoita osasummia tarkastelemalla, ettd sarja

> (1)

k=1

hajaantuu.

3.1.6. Olkoon S, harmonisen sarjan n:s osasumma ja
X, = S, —Inn (neZl,).

Osoita, etti lukujono (x,) suppenee.’

3.1.7. Anna esimerkki geometrisesta sarjasta, jonka summa on (a) 5, (b) 10.

3.1.8. Maiirita sellainen vakio r € R, ettd

l+e +e” +e¥+... = 9.

3.1.9. Madriti pienin sellainen luku n € N, etti

1

1 — |1
Zz—k - D58 < 00L
k=0 k=0
3.1.10. Osoita, ettd sarja
i (-DF
= 2k +1

suppenee ja

=~

o (=1
Z k +

T
= arctan]l = 1
k=0

N
—

'"Lukujonon raja-arvoa kutsutaan Eulerin tai Eulerin-Mascheronin vakioksi (= 0,5772..

merkitddn usein symbolilla y.

74

) ja



3.2 Perustuloksia

Tarkastellaan sitten muutamia sarjojen perusominaisuuksia.

o0

Lause 3.3. Jos E Xk Suppenee, niin klim xx =0.
—00
k=1

Todistus. Sarjan supetessa osasummien jonoilla (S,) ja (S,—;) on sama raja-arvo S
eli
lim S, = lim §,_; = S.
n—oo

n—oo

Taten

limx, = lim(S,-S,-1) = limS, — lim §,.; = §-§ = 0.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Huomautus 3.4. Lause 3.3 ei ole voimassa kiéntden. Esimerkiksi harmoninen
sarja hajaantuu (ks. esimerkki 3.3, s. 69), vaikka sen termin raja-arvo on nolla.

Lause 3.3 voidaan esittdd myds muodossa, jota voidaan helposti kiyttdd sarjan
hajaantumisen osoittamiseen.

Seuraus 3.5 (Hajaantumistarkastin). Jos klim xx # 0, niin sarja Zxk ha-
jaantuu. o k=1

Esimerkki 3.8. Osoitetaan, etté sarja

(o]
P
n+2
n=1

hajaantuu.
Koska

. n . 1
AL Sz = e
n
niin sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla.

Esimerkki 3.9. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissid 3.8 voidaan osoittaa, etti sarja

hajaantuu (harjoitustehtivi).
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(o)

Lause 3.6. Olkoon Zxk =S, Z vk =T ja c € R Tidlloin
k=1 k=1

) Zc-xk =c-S
k=1

(ii) Z(xk +y0) = S+T.
k=1

Todistus. Adirellisten summien perusominaisuuksien ja oletusten nojalla

n n
i S, = Zc-xk = C-Zxk — ¢S, kunn — oo,
k=1 k=1
n n n
) S, = Z(xk+yk) = Zxk+2yk — S+T,kunn — oo. O
k=1 k=1 k=1

Huomautus. Lauseessa 3.6 sarjan summan olemassaolo siséltdd tietysti ole-
tuksen (tai viitteen), ettd sarja suppenee.

Esimerkki 3.10. Koska esimerkin 3.7 (s. 73) perusteella

i (-1* = arctan 1
— 2k +1
niin lauseen 3.6 nojalla
b ( 1)k+1 e (_1)k ~ _ ~ T
Z il (-1) 22k+1 = —arctanl = arctan(—1) = 1

>~
I

0

(ja siis molemmat sarjat suppenevat). Vrt. esimerkki 5.12, s. 153.

Esimerkki 3.11. Osoitetaan, ettd sarja
i 1 4 2k+2
k+1
k=0 3

suppenee, ja madritetddn sarjan summa.
Lauseen 3.6 ja geometrisen sarjan suppenemistulosten (esimerkki 3.4, s. 69)
nojalla

- 1 1 1 1 — 1 1 1
I D I e DY N S

1
0 3




ja

o 2K 22 2k_4i(2)k_4
3 3/ 73 1-2 3

Zkl EYEY3
3 k:3 3 k=0

k=0
(ja siis molemmat sarjat suppenevat). Taten lauseen 3.6 nojalla tarkasteltava sarja

suppenee ja
o L+2M2 0 (1 2’<+2_14_9
EZW—;_O:W*W =5t =35

k=0
Esimerkki 3.12. Lausetta 3.6 kiyttden geometrisen sarjan

(o)
k
2,9
k=0
jaannostermi saadaan sarjan supetessa helposti mééritettyd myos kayttdmattd sarjan
osasummaa (vrt. esimerkki 3.5, s. 71), silld kun |¢g| < 1, niin

= iqk = q”-iqk =T T T

k=0

k=n

Seuraus 3.7. Jos ¢ # 0 ja sarja

[ee]
2

k=1

hajaantuu, niin myos sarja
(]

Sen

k=1

hajaantuu.
Esimerkki 3.13. Sarja
32
k=1 k
hajaantuu seurauksen 3.7 nojalla, silld

S S
x| =

[Se]
k=1 k=1

ja harmoninen sarja

gk
| —

=~
Il
—_

hajaantuu (esimerkki 3.3, s. 69).
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Seuraus 3.8. Jos toinen sarjoista

Z Xk o Ja Z Vi
k=1 k=1
suppenee ja toinen hajaantuu, niin sarja
Z(Xk + i)
k=1
hajaantuu.
Esimerkki 3.14. Osoitetaan, ettd sarja
i k+2
= k(k+1)
hajaantuu.
Koska
k+2  (k+D+1 1 1

= = — + -
k(k+1) k(k+1) k  k(k+1)
kaikilla k € Z,, niin viite seuraa suoraan seurauksesta 3.8, silld sarja

i 1
L (k +1)

suppenee (esimerkki 3.1, s. 68) ja harmoninen sarja

1

=1

hajaantuu (esimerkki 3.3, s. 69).

Huomautus. Jos sarjat

ixk ja Z Yk

k=1 k=1

molemmat hajaantuvat, niin sarja

Z(xk + Vi)
=l

voi hajaantua tai supeta (ks. esimerkki 3.15).
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Esimerkki 3.15. Olkoon

1 1
= — j = —= kel,).
Xk A ja Yk X ( +)
Talloin sarjat
Z Xk o ja Z Vi
k=1 k=1
molemmat hajaantuvat (harmoninen sarja; seuraus 3.7). Toisaalta sarja
i(Xk +yk) = i(l + (—l)) = io =0
k k
k=1 k=1 k=1
suppenee, mutta sarja
D) = Dfpry) = Dg
k=1 k=1 k=1

hajaantuu (esimerkki 3.13).

Huomautus. Jos sarjat

im ja i Yk
k=1 =l

molemmat suppenevat, niin sarjan

(o)

Zxkyk

k=1

el silti tarvitse supeta (ks. esimerkki 3.16).

Esimerkki 3.16. Myohemmin esimerkissd 3.30 (s. 102) osoitetaan, ettd sarja

©0 o0 (_1)k+1
Zxk - Z Vi

k=1 k=1

suppenee. Kuitenkin kertomalla saatu sarja

R _ © (_1)k+1 . (_1)k+l ~ s l

hajaantuu harmonisena sarjana (esimerkki 3.3, s. 69).

Todistetaan vield luvun 3.2 lopuksi pari sindnsé ilmeistd myohemmissé todistuk-
sissa tarvittavaa aputulosta.
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Lause 3.9. Jos sarjat

suppenevat ja

niimS < T.

Todistus. Lauseen oletusten perusteella

n

n
S, = ;xk < klyk =T, VnelZ,.

Koska sarjat suppenevat, niin lukujonon raja-arvon perusominaisuuksien nojalla

S=1lm§S, < lm7, =T.

n—oo n—oo

Seuraus 3.10. Jos sarjat

suppenevat, niin |S| < T.

Todistus. Koska
—|xk| < xp < |xkl Vk € Z,,

niin lauseen 3.9 (ja sarjan suppenemisen perusominaisuuksien) nojalla

- <S§ <T.

Téten viite seuraa itseisarvon perusominaisuuksista. O

Huomautus 3.11. Luvun 3.2 tulokset ovat tietysti voimassa my0s, jos sarjan
indeksointi alkaa jostakin muusta luvusta kuin 1.

Harjoitustehtavia
3.2.1. Osoita, ettd jos x; > x4+ = 0 kaikilla k € Z, ja sarja Zxk suppenee, niin
k=1
lim kx; = 0.

Vihje: Hyodynnd Cauchyn suppenemisehtoa (osasummien jonoon).

80



3.2.2. Osoita, ettd jos x; > 0 kaikilla k € Z, ja sarja
2.
k=1

suppenee, niin joukossa { x; | kK € Z,} on suurin luku.

3.2.3. Tutki, suppeneeko sarja

ok S 5k2 -1 °°
2 —
@ Y O Y © ek
k=1 k=1 k=1
3.2.4. Osoita, ettd sarja
> 1 i 1 ha 22n n! 2
@ Y n(en—1),  (b) s© ) 2( )
n=1 n=2 (Inn)n =1 (2n)!

hajaantuu.

3.2.5. Olkoon a € R. Osoita, ettd sarja

(o)

Z ea—kﬂ

k=0
suppenee, ja madritd sellainen vakion a arvo, ettd sarjan summa on 1.

3.2.6. Tutki, suppeneeko sarja

©0 2k+1 + 3k+2 hau 3+ 2k ©0 2k+2 +4 - (_1)/{
(a) ;4—k (b) kZ W © kZ e
=0 =0 =0

Myonteisessa tapauksessa midritd sarjan summa.

3.2.7. Osoita, etta
2

i 2"+n"+n |
n(n+1)2m! B
3.2.8. Oletetaan (kurssilta Analyysi A) tunnetuksi, ettid

1
WA

k=0

Mairitd timén tuloksen avulla sarjan

@ Z% b) Zk+1, © Z(k—l)(k+1)

sumima.
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3.2.9. Tutki, suppeneeko sarja

2k+3 3k 1

© i o 3k+1 +k
(a) ancos(kn), (b) Z . (0 Z -
k=1 k=0

Myonteisessd tapauksessa miiritd sarjan summa.
3.2.10. Osoita, ettd jos sarja
[ee] .
Z 1 +sink
k+1
= 2
suppenee, niin sarjan summa on korkeintaan 2.
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3.3 Positiiviterminen sarja

Positiivitermiselld sarjalla tarkoitetaan sarjaa, jonka termit ovat ei-negatiivisia. Toisin
sanoen sarja

(o)

S

k=1
on positiiviterminen, jos x; > 0 kaikilla k € Z,.

Lause 3.12. Positiiviterminen sarja suppenee tiasmdilleen silloin, kun sen osa-
summien jono (S,) on ylhddltd rajoitettu.

Todistus. Positiivitermisen sarjan osasummien jono (S,) on ilman muuta kasvava.
Jos (S,) on lisdksi ylhailtd rajoitettu, niin raja-arvo

lim S, =S

n—oo
on olemassa monotonisten jonojen peruslauseen nojalla, joten sarja suppenee. Jos

taas (5,) ei ole ylhadlti rajoitettu, niin

lim §,, = oo,

n—oo
joten sarja hajaantuu. m|
Positiivitermisille sarjoille on lukuisia suppenemistesteji, joista tdssi tarkastel-

laan muutamaa. Aluksi tarkastellaan integraalitestid.

3.3.1 Integraalitarkastin

Integraalitestissd tavoitteena on verrata sarjan ja epaoleellisen integraalin suppene-
mista.

Lause 3.13 (Integraalitarkastin). Olkoon f sellainen vihenevd funktio, ettd
f(x) = 0 kaikilla x > 1. Tdlloin

Z f (k) suppenee & / f(x) dx suppenee.
k=1 /

Todistus. Koska f on vihenevi, niin
f(k) = f(x) = f(k+1) Vx € [k, k +1]

kaikilla k € Z,. Titen
k+1 k+1 k+1

f(k) = /f(k)dx > /f(x)dx > /f(k+1)dx = f(k+1) VkeZ,
k k k
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ja edelleen

n+l

n+l n
3.1) Zf(k) > /f(x)dx > Zf(k+1) = Zf(k) Vn € Z,.
k=1 1 k=1 k=2

”<": Oletetaan ensiksi, etta

/ £(x) d

suppenee. Koska nyt f(x) > 0, niin

S,= Y50 = Y 0 2 f+ [ < s [ o as
=1 k=2 1 1

= vakio

kaikilla n € Z... Siis jono (S,) on ylhéilta rajoitettu, joten sarja

S F)
k=1

suppenee lauseen 3.12 nojalla.
”="": Oletetaan sitten, etti

s =

k=1

suppenee. Olkoon z > 1 jan = |z]. Télloin n < z < n+ 1 ja koska f on ei-
negatiivinen, niin

(ERIIRS -
[rwa < [rwa <Y 0 < Y rw = u
1 1 k=1 k=1
Téten epdoleellinen integraali
/ f(x)dx
1
suppenee lauseen 2.30 (s. 40) nojalla. O

Huomautus 3.14. Lauseen 3.13 todistuksesta havaitaan, ettd sarjan ja sitd
vastaavan epdoleellisen integraalin supetessa

[r@a < Y0 < s+ [fwan
1 k=1 /
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Huomautus 3.15. Integraalitarkastimessakaan ei ole oleellista, ettd sarjan sum-
maus aloitetaan indeksin arvosta 1. Tulos pitee tietysti myods muilla aloitusar-
voilla k¢, kunhan vain tarkasteltava funktio f on vdhenevi ja f(x) > 0 kaikilla
x > k.

Esimerkki 3.17. Osoitetaan, ettd sarja

o0

1
Z nlnn

n=2

hajaantuu.

Funktio ]

xInx

fx) =

on vihenevi ja positiivinen, kun x > 2. Titen integraalitarkastimen nojalla

/ f(x) dx suppenee < Z f(n) suppenee.
) n=2

Koska
z —00
—_—
lim dx = lim /ln(lnx) = lim (In(Inz) = In(In2)) = oo,
7—00 xInx 7—00 7—00
2 2

niin sekd integraali

1
/ dx
xInx
2

ettd sarja

hajaantuvat.

Esimerkki 3.18. Osoitetaan, ettd

o0

Z — suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun s < 1.
n

n=1

1°: Olkoon s < 0. Talloin

) 1 )
Im — = limn®* > 1 > 0,
n—oo ps n—oo

joten sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla.
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2°: Olkoon s > 0. Tarkastellaan funktiota
1
fx) = —=

xs’
joka on nyt vihenevé ja > 0, kun x > 1. Lisédksi esimerkin 2.17 (s. 38) nojalla

suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun s < 1. Titen integraalitarkastimen nojalla
sarja

ns
n=1
suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun 0 < s < 1.
Viite seuraa nyt kohdista 1° ja 2°.

Huomautus. Esimerkin 3.18 suppenevat sarjat méadrittelevit (osin) ns. Riemannin
zeeta-funktion

o 1
()=, — (s>,
n=1
jolla on keskeinen rooli analyyttiseksi lukuteoriaksi kutsutulla matematiikan osa-
alueella.
Huomautus. Jos s > 1, niin

o] Z Z

1 1 1 1 1 /1 1
/—dx = lim [ —dx = lim / = lim ( —1) = .
x5 7—00 X3 z—o0 | —5 [ x5-1 =00 | — g \z5-1 s—1
1 1 1

Tédten huomautuksen 3.14 nojalla saadaan arvio

1
< l(s) < 1+
s—1 s —

3.3.2 Majorantti- ja minoranttiperiaate

Majorantti- ja minoraattiperiaatteissa tarkasteltavaa sarjaa verrataan sarjoihin, joiden
tiedetddn suppenevan tai hajaantuvan. Periaatteita kutsutaan siksi my0s vertailuperi-
aatteiksi.

Lause 3.16 (Majoranttiperiaate). Jos

1) 0 < xx < yx Vk e Z,,

(s}
(i1) Z Vi suppenee,
k=1
[o¢]
niin myos sarja Z X} suppenee.
k=1
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Todistus. Ehdosta (ii) seuraa, ettd on olemassa sellainen 7 € R, etti
[se]
St
k=1

Koska ehdon (i) nojalla y; > 0 kaikilla k € Z,, niin

T, = yi+y,+--+y, <T VnelZl,.

Téten ehdon (i) nojalla

S, = x1+x+-+x, < yi1+y2+---4+y, T Vnel,.

Siis osasummien jono (S,) on ylhdiltd rajoitettu, joten lauseen 3.12 nojalla sarja
2,
k=1

suppenee. O

Jos K > 0, niin sarjat
Z Yk ja Z K- yi
k=1 k=1

suppenevat samanaikaisesti. Liséksi sarjan alkupiin termeilla ei ole merkitysté sarjan
suppenemisen kannalta. Taten majoranttiperiaate voidaan esittdi seuraavassa sen
kayttod yksinkertaistavassa muodossa.

Seuraus 3.17 (Majoranttiperiaate). Jos

(1) 3K > 0jaIko € Z, siten, etti 0 < xx < K-yr Vk > ko,

(i1) Z Yk Suppenee,

k=1
[o¢]
niin myos sarja Z X) suppenee.
k=1

Majoranttiperiaatteella voidaan siis osoittaa sarjan suppeneminen. Sarjan ha-
jaantumisen osoittamiseen voidaan vastaavasti kiyttdd minoranttiperiaatetta, josta
esitetdin taas kaksi eri muotoilua.
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Lause 3.18 (Minoranttiperiaate). Jos

i) 0 < yr < xx Vk € Z,,

(i1) Z Vi hajaantuu,

k=1
[o¢]
niin myos sarja Z Xi hajaantuu.
k=1

Todistus. Jos sarja 3, X; suppenisi, niin my0s sarja ;" | yx suppenisi majorantti-
periaatteen nojalla, missi on ristiriita oletuksen (ii) kanssa. O

Seuraus 3.19 (Minoranttiperiaate). Jos

(i) 3IK > 0ja Jky € Z, siten, ettd 0 < K- yr < xx Vk = ko,

(>i1) Z Vi hajaantuu,
k=1

[o¢]
niin myos sarja Z Xk hajaantuu.
k=1

Esimerkki 3.19. Osoitetaan, ettd sarja
i 2k 4 4k
k 4 5k
435 +5

suppenee.
1°: Jos k € N, niin

2°: Sarja

k=0
suppenee, silld kyseessd on geometrinen sarja (esimerkki 3.4, s. 69), jonka suhdelu-
vulle g = %‘ pitee |g| < 1.
Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd sarja
i 2k + 4k
k 4 5k
35 +5

suppenee.
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tailusarjana usein esimerkin 3.18 (s. 85) sarjaa

i 1

b
ns
n=1

harmoninen sarja (s = 1), joka siis hajaantuu.

Huomautus. Majorantti- ja minoranttiperiaatteita sovellettaessa kéytetdin ver-

joka suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun s < 1. Erikoistapauksena tissd on

Esimerkki 3.20. Osoitetaan, ettd sarja

o n+3
3.2
(3-2) Zn2+2
n=1
hajaantuu.
1°: Jos n € Z,, niin

n+3 n n 1 1
- > — = — ==--—2>0
n+2 n? + 2n? 3n? 3 n

[(S¢]
. . L.
2°: Harmoninen sarja Z — hajaantuu.
n

n=1

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, ettd sarja (3.2) hajaantuu.

Esimerkki 3.21. Osoitetaan, ettd sarja

> n+5
3.3 _
(3-3) nZ::‘n3—6n
suppenee.
1°: Koska
0 <n+5 < n+bd5n = 6n Vn e Z,
ja
3 3 3
3— 3— -n = 3_”_ = n >4
n—-6n >n 612 n > 2>0 Vn > 4,
niin 5 6 .
0< 252 2. Vi > 4
n3 —6n n n?
2

> 1
2°: Sarja — suppenee (esimerkki 3.18, s. 85).
] 2 PP

n=1

Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd sarja (3.3) suppenee.
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Esimerkki 3.22. Osoitetaan, ettd sarja

[s¢]

(3.4) (Vn+3
=1

n

hajaantuu.

1°: Josn € Z,, niin

—= _ (n+3)-n
SEC Vn+3++/n

3
Vn+3++n
3
Vn+3n++n
3
2\n++/n
1

i
> 0.

\%

1
2°: Sarja — hajaantuu (esimerkki 3.18, s. 85).
ja ) N ( )

n=1

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, ettd sarja (3.4) hajaantuu.

Esimerkki 3.23. Osoitetaan, ettd sarja

i‘/nexdx
n=1

suppenee.

1°: Koska 0 < e’ < 1 kaikilla x € R, niin

OS/ / —2 VneZ,.

1
2°: Sarja Z — suppenee (esimerkki 3.18, s. 85).
n

n=1

Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd tarkasteltava sarja suppe-
nee.
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Huomautus. Epioleellisen integraalin tapaan (ks. huomautus 2.21, s. 25) so-
piva majoroiva tai minoroiva sarja voidaan joskus 10ytda tutkimalla sarjojen
termien raja-arvoa.

Esimerkki 3.24. Osoitetaan, ettd sarja

[ee]

1
(3.5) > sin

n=1

hajaantuu.
Tarkastellaan vertailusarjana harmonista sarjaa. Koska

. sin%
lim =1,

n—oo

1
n

niin lukujonon raja-arvon perusominaisuuksien nojalla on olemassa sellainen luku

-1
1 Slnﬁ 3
- < < = Yn > ng.
2 1 2 0
n
Taten
1 1 o1
0 < =-— < sin— Yn > ny.
2 n n

Koska harmoninen sarja hajaantuu, niin minoranttiperiaatteen nojalla myos sarja (3.5)
hajaantuu.

3.3.3 Osamiiaratarkastin

Osamairitarkastimessa sarjan suppeneminen pyritddn selvittimaan tutkimalla kah-
den perikkiisen termin suhdetta.

o0

Lause 3.20 (Osamaariatarkastin). Tarkastellaan sarjaa Z Xk.

k=1
(i) Jos olemassa sellainen vakio L, 0 < L < 1, ja sellainen indeksin arvo

ko € Zy, ettd x; > 0 ja

Xk+1
Xk

< L Vk > ko,

niin tarkasteltava sarja suppenee.
(i1) Jos olemassa sellainen vakio L > 1 ja sellainen indeksin arvo kg € Z.,,

etti x; > 0 ja
Xk+1

Xk

> L Vk > ko,

niin tarkasteltava sarja hajaantuu.
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Todistus. (i) 1°: Koska

. Xk+1
x>0 ja Y <L Vk =k,

Xk

niin
Xk+1 < Xxi - L Vk > ko.
Siis
2
0 < Xigtp < Xikgip—1 'L < Xpgap2 - L™ < ---SxkO-Lp VpeN

eli

0 < Xikgsp < Xiy-LP Vp eN.
——
vakio

2°: Koska 0 < L < 1, niin geometrinen sarja

o)

p=0

suppenee.
Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd sarja

(o)

Z Xko+p

p=0

suppenee. Koska sarjan alkupdén termeillad ei ole merkitystd sarjan suppenemisen

kannalta, my0s sarja
[ee]
P3RS

k=1

suppenee.
(i1) Vastaavalla tavalla kuin kohdassa (i) saadaan (koska L > 1), ettd

Xkgap = Xko - LY > xpy > 0 Vp e N.
——
vakio
Siis
lim x; # O,
k—o0
joten sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla. O

Huomautus. Lauseen 3.20 kohdassa (i) ei ehdon

X
BloL <1 Vkxko
Xk
sijasta ei riitd ehto
x
“l <1 Vi k.
Xk

Esimerkiksi harmoninen sarja toteuttaa jalkimmaiisen ehdon, mutta ei suppene.
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Esimerkki 3.25. Osoitetaan, ettd sarja

1 1 1 1

+ + + +
2-3  2.32  22.32  22.33

+ .-

W =

suppenee.
Nyt sarjan k:s termi

1
20 .3p°

kun k =2p (p € Z,) eli k on parillinen,
Xk =
T30 kun k =2p — 1 (p € Z,) eli k on pariton.

Selvasti x; > 0 kaikilla k € Z,. Kun k on pariton (k =2p — 1, p € Z;), niin

op-1.3p — 20.30 O’

Xesl | X2p 1 / 1 2r-t.3r ]
Xk B X2p-1 - 20 .3p

jakun k on parillinen (k = 2p, p € Z,), niin

Xiel  Xopel X2(psD)-1 1 / o231
Xe  xp  xap  2D-L.3pel [ 2030 T 20 .3prl T3
Taten . .
o L= G Vk € Z,.
Xk 2 Xk 3
Siis )
el o2 o VkeZ,,
Xk

joten sarja suppenee osamddratarkastimen nojalla.

Osamadiritarkastimesta kiytetddn usein muotoa, jossa tutkitaan termien osa-
midrin raja-arvoa. Tarkastimen raja-arvomuotoa on usein helpompi kayttdd, mutta
toisaalta perusmuoto on yleisempi, silld se voi sopia my0s tapauksiin, joissa termien
osamairdlld ei ole raja-arvoa (ks. esimerkki 3.25).

[ee]
Lause 3.21 (Osaméaritarkastin). Oletetaan, ettd sarja Z Xx on positiiviter-
minen ja termien osamddrdlld on raja-arvo k=1
. Xk+l
lim =~ = K.
k—oo Xp

Jos K < 1, niin sarja suppenee, ja jos K > 1, niin sarja hajaantuu.

Todistus. Olkoon
I - K+1

2

lukujen K ja 1 keskiarvo.
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1°: Oletetaan, ettd K < 1. Tilloin K < L < 1 ja lukujonon raja-arvon perusomi-
naisuuksien nojalla on olemassa sellainen kg € Z., etti

Wl oL <1 Yk k.
Xk

Téten sarja suppenee osamadritarkastimen perusversion nojalla.
2°: Oletetaan, ettd K > 1. Tilloin K > L > 1 ja lukujonon raja-arvon perusomi-
naisuuksien nojalla on olemassa sellainen kg € Z,, etti

Xk+1
= > L>1  Vk=>k.
Xk
Téten sarja hajaantuu osamiéritarkastimen perusversion nojalla. O

Huomautus. Jos lauseessa 3.21 raja-arvo on 1, niin sarja voi supeta tai hajaan-
tua (ks. esimerkki 3.26).

Esimerkki 3.26. Toinen sarjoista

= o 1

hajaantuu ja toinen suppenee (ks. esimerkki 3.18, s. 85). Kuitenkin

11 1
lim /— = lim —/— = lim =1
n—on+1/n n—oon+ 1 n—>001+%
ja
1 1 2 1
lim—/—: im —— = lim ——— = 1,
oo (na D2 I a2 T ame (na )2 ane 1124 L

joten molemmissa sarjoissa termien osaméérén raja-arvo on 1.

Esimerkki 3.27. Osoitetaan, ettd sarja

suppenee.
Sarja on selvisti positiiviterminen. Jos x,, on sarjan n:s termi, niin

Xn+l ((n+DY? / (n!)>

X Qn+ 1) (2n)!
_ (n+ D! (n+ D! (2n)!
B n!l-nl-(2n+2)!

(n+1)(n+1)
2n+1)2n+2)

(1+3)(1+3)
2+3)02+3)
1
e
joten osamddrdtarkastimen raja-arvomuodon nojalla sarja suppenee.

— kunn — oo,
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Esimerkki 3.28. Osoitetaan, ettd sarja

hajaantuu.
Jos x, on sarjan n:s termi, niin

Xnt1 (n+1)!/ n! (m+ 1122 n+1
= — = = — o0, kunn — .
Xy, 22(n+1) 22n n! . 22n+2 4
Siis on olemassa sellainen vakio L > 1 ja sellainen indeksin arvo ng € Z,, ettad

x, > 0ja
Xn+1

Xn

> L VYn > ny,
joten osamaddritarkastimen nojalla sarja hajaantuu.

Esimerkki 3.29. Osoitetaan, ettd sarja

suppenee, kun x > 0.

1°: Kun x = 0, niin sarjan suppeneminen on ilmeisti. Koska sarjan ensimméiinen
termi on ykkonen ja muut termit ovat nollia, niin sarjan kaikkien osasummien arvo
ja titen myos sarjan summa on 1.

2°: Olkoon x > 0. Tdlloin sarja on selvisti positiiviterminen ja

xn+l X Xn+1'l’l! 1
— - = ——— =x-—— — 0, kunn — oo,
(n+1)! /1 n! x"-(n+1)! n+1

joten osamadratarkastimen raja-arvomuodon nojalla sarja suppenee.

Harjoitustehtavia

3.3.1. Osoita lausetta 3.12 kiyttéden, ettd jos xx, yx > 0 kaikilla k € Z; ja sarjat

[(o¢] [o¢]
DI I
k=1 k=1
suppenevat, myos sarja
[se]
3 v
k=1

suppenee.
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Integraalitarkastin

3.3.2. Tutki integraalitarkastinta kdyttiden, suppeneeko sarja

o0

ok k
(@) ;m ®) Y5 © Z—.

3.3.3. Tutki, milld vakion p > 0 arvoilla sarja

oo

1
nz:; n(Inn)?

suppenee.

3.3.4. Osoita, ettd sarja

[ee]

Z 1
Shon Inn (Inln n)?

suppenee, kun p > 1.

3.3.5. Tutki, suppeneeko sarja

(o)

1
levn(lnn)(lnlnn)---(]n...lnn) (keZ,).
"= H/—/

k kpl
Yll4 oletetaan, ettd N on niin suuri, ettd In - - - Inn on médritelty.

3.3.6. Tutki, milld vakion a > 0 arvoilla sarja

(o]
Z alnn
n=1

suppenee.

Vihje: Muunna sarjan termi n:n potenssiksi.

3.3.7. Osoita, ettd

IR
M8

STE

- 2 V4
@ QmEt <2

Majorantti- ja minoranttiperiaate

3.3.8. Tutki seka kayttiden integraalitarkastinta ettd kéyttden majorantti- tai mino-
ranttiperiaatetta, suppeneeko sarja

SR
@ ;%——1 ®) Z )2’ © Z1<2+1'
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3.3.9. Osoita, ettd toinen sarjoista

o k2 +cos(km+ k%) +1 ) o 2k — cos(k*m + k) — 1
; 203 . ; &
suppenee ja toinen hajaantuu.
3.3.10. Osoita, ettd toinen sarjoista
o V-5 , - +5
nzzn:-/_\/ﬁ+1 " ;nzx—/_\/r_z—l

suppenee ja toinen hajaantuu.

3.3.11. Tutki, suppeneeko sarja

3n+2 > 1 n—=6
(a) —_—, (b) _ ©) .
;n3+1 nzz;ln(n+2) ;‘V416n9+3n7+2

3.3.12. Osoita, ettd toinen sarjoista

i\m+ —vVn-1 . i n+l-vn-1
J
n=1 \/ﬁ n=1 n

suppenee ja toinen hajaantuu.

3.3.13. Tutki, suppeneeko sarja

1
nZ
(o] (o) 1
(a) Z / sin(x?) dx, (b) Z / dx.
n=17 0
3.3.14. Osoita, ettd sarja

22 (n!)? (2n)! S
(a) Zm (b) 222,1( B © >

n=1 1

hajaantuu.

3.3.15. Osoita, ettd jos ax > ax+1 > 0 kaikilla k& € Z,, niin sarjat

o0 o0
Z ay ja Z Varak+i
=1 =1

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.

3.3.16. Tutki, suppeneeko sarja

1
00 1 0 n \/;
(a) Zarctanz, (b) Z/ T2 dx
n=1 n=1 0
t
Vihje: Raja-arvo lim arefanx
x—0 X

97



3.3.17. Tutki, milld vakion p € R arvoilla sarja

= 1
> ln(l + —)
npP
suppenee.

3.3.18. Osoita, ettd sarja

suppenee, jos klggoxk =2.

3.3.19. Osoita, ettd sarja

hajaantuu, jos klim Xx = 2.

3.3.20. Olkoot (ay), (b,) ja (c,) sellaisia lukujonoja, ettd
lim a, =2, limnb,=2 ja lim(n+a,)c,=23.
n—oo n—o0 n—oo

Tutki, suppeneeko sarja

@ b o Sen
n=1 n=1

3.3.21. Osoita, ettd jos klirn kxy = A > 0, niin sarja
D
k=1
hajaantuu.

3.3.22. Osoita, ettd jos on olemassa sellainen kg € Z, ettd x; > 0ja y; > 0 kaikilla
k > ko, ja sellainen A € R, ettd

. Xk
lim — = A,
k—oo Vi
niin sarjat
[ee] (o]
2w
k:] k=1

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.
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Osamaaritarkastin

3.3.23. Tutki sekd kdyttden majorantti- tai minoranttiperiaatetta ettd kiyttaen osa-
maiiritarkastinta, suppeneeko sarja

S| SN S o 3k
@ > ® > 7 © > =—.
k:13 +k k:03 +1 k:02 +k
3.3.24. Osoita, ettd jos on olemassa sellainen kg € Z,, ettd x; > 0 ja
Xl oo 1
Xk k

kaikilla k > ko, niin sarja 3}, x; hajaantuu.
3.3.25. Tutki osamiiritarkastinta kiyttden, suppeneeko sarja
o 323 3 32 32 33 33

= Sttt o
ka 4k 4742787445548

3.3.26. Tutki, voidaanko sarjan

i 4lk/2]
k
k=1 3

suppeneminen osoittaa osamadratarkastinta kdyttden. Osoita myos, ettd sarja suppe-
nee.

3.3.27. Tutki, voidaanko sarjan

[ee]
SWk+a2-Vk) (a0

k=1

suppeneminen tai hajaantuminen selvittdd osamairatarkastimen avulla.

3.3.28. Tutki, suppeneeko sarja
Ny > k! S e =y 5Vk
@) O m @Y @)
k=1 k=1 k=1 k=1
3.3.29. Tutki, milld vakion p > 0 arvoilla sarja

o
2
n=1

suppenee.

3.3.30. Tutki, suppeneeko sarja

— 1" (2n)! — 2" (n+1)! — 27Inn
b -~ 7
(a) 21 Gl (b) 21 — © Z‘ p
Vihje: lim (1+1)" =e.

n—oo

99



3.4 Vuorotteleva sarja

Olkoon x; > 0 kaikilla k € Z,.. Tall6in sarjaa
Z(—l)k_lxk = xi—xa+x3—+ (=D g+
k=1

sanotaan vuorottelevaksi sarjaksi. Vuorottelevan sarjan suppenemista voidaan tutkia
esimerkiksi Leibnizin lauseen avulla.

Lause 3.22 (Leibnizin lause). Oletetaan, ettd

1 x>0 Vkel,

(i) x;1 =2 x2 2 x3 > -0 2 x5 200,
(iii) klim xp = 0.
Tdlloin sarja
Z(—l)k_lxk
k=1

suppenee. Lisdiksi jddnnostermi R, on samanmerkkinen kuin ensimmdinen
poisjdtetty termi (—1)"x,41 ja

|Rn| < Xptl-

Todistus. Olkoon ¢ > 0 ja S, sarjan n:s osasumma (n € Z;). Kun p € Z, ja p on
pariton, niin

Sn+p - Sn| = |(_1)nxn+1 + (_1)n+1xn+2 +---F (_1)n+p_1xn+p|
= |(_1)n| ’ |xn+1 —Xpg2 t 0 +xn+p|
>0 >0 >0
—_—— ——

= [(Xn+1 = Xpa2) + 0+ (Knap—2 = Xpap-1) + Xnap |

= Xpt+l —Xpe2 t o Xpgp2 — Xprp-1 T Xnap

>0 >0
— —
= Xppl — (X2 = Xpa3) — 000 — (xn+p—l - xn+p)

< Xptl-

Vastaavasti jos p on parillinen, niin

Suep = Sa| = (1) "xpe1 + (1) x4+ (1) Pk,
= [(=D"]- |xn+1 —Xps2 t _xn+p|
>0 >0
—— —_—

|(Xps1 = Xpg2) + -+ + (xn+p—1 - xn+p)|
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Xn#l = Xp42 + 0+ Xppp—1 — Xnap

>0 >0 >0
S PN
= Xn+l — (xn+2 - xn+3) - (xn+p—2 - xn+p—1) — Xn+p
< Xp+l-
Siis
|Snip = Sa| < xpe1 VYn,p €Z,.
Koska x, > 0 kaikillan € Z, ja
lim x, = 0,
n—0o0

niin lukujonon raja-arvon perusominaisuuksien nojalla on olemassa sellainen rajalu-
kung € Z,, etta
0 < xp41 <€ Vn > ng.

Taten
Swip—Su| <& Vn>ng ¥p el

Siis Cauchyn suppenemisehdon nojalla lukujono (S,) ja samalla my0s sarja

(o]

D =Dy

k=1

suppenee.
Tarkastellaan sitten jadnnostermid R, (n € Z,). Koska sarja suppenee, niin

(=D (=1)"xpe1 + (=)™ xpi + (= 1) a3 + -+ )

Xn+l = Xp+2 + Xp43 — - -

(_l)n : Rn

ja edelleen huomautuksen 3.1 (s. 67) nojalla

>0 >0
Xnel —Xpa2 ¥ Xpa3 — 0 = Xppl = Xpe2 +Xp43 —Xpag + 00 2 0
sekd <0 <0
Xntl = Xp42 FXp43 — 00 = Xptl = Xp42 T Xp43 — X3 + Xpd — -0 < Xyl
Téten

0 < (=D"Ry < Xns1.

Koska (—1)"R,, > 0, niin jadnnostermin R, on oltava samanmerkkinen kuin ensim-
mdinen poisjatetty termi (—1)" x,,.. Liséksi siis

|Rn| < Xntl- O

Huomautus. Leibnizin lausetta sovellettaessa riittda, ettd lauseen oletukset ovat
voimassa indeksin k jostakin arvosta ko alkaen. Tadlloin tietysti jadnnostermia
koskeva ehto on voimassa vain, kun k > k.
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Esimerkki 3.30. Osoitetaan, ettd

&0 -1 n+l
Z( )s suppenee < s > 0.

n
n=1

1°: Jos s > 0, niin sarja on selvisti vuorotteleva.

2°: Jos s > 0, niin n* on (aidosti) kasvava ja

1
3% Jos s > 0, niin lim — = 0.
n—oo ns

Kohdista 1°-3° seuraa nyt Leibnizin lauseen nojalla, etti sarja

i (_1)n+1
n=1 n

suppenee, kun s > 0.
Jos taas s < 0, niin raja-arvo

' (_1)n+1
lim

n—o0 n

—S

= lim (=)' n
n—oo

el ole olemassa. Titen sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla.

Esimerkki 3.31. Osoitetaan, ettd sarja

= (-4)"
z::‘) n!

(o)

n 4”
- ;(_1) =

suppenee.
1°: Sarja on vuorotteleva.
2% Jos n € N, niin

4" 4 (n+1)! _ 4!
— 2> & >
n! (n+1)! n! 4n
S n+l > 4
S o on o> 3.
Siis
qn 4n+1 4n+2

- > > > ... >0 VYn > 3,
Al T e T (me2) T T "=

joten Leibnizin lauseen ehto (ii) on voimassa, kun n > ng = 3.
3°: Koska

4n 4 4 4 4 4 4 4
0 < — = — .« — .+ -« — -« — .. —_
n! 1 2 3 4 5 6 n
< 4 4 4 4 4 4 4
-1 2 3 4 5 5 5
B 32 (4)”—4
-3 \5
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kaikilla n > 4, niin

Kohdista 1°-3° seuraa nyt Leibnizin lauseen nojalla, ettd sarja

(o)

Sentt

n=0
suppenee.

Huomautus. Leibnizin lauseessa termien monotonisuusehto on valttimaton
(ks. esimerkki 3.32).

Esimerkki 3.32. Olkoon
1

Vo +1+ (=D

kun k =2ptai k =2p — 1 (p € Z,). Osoitetaan, ettd vuorotteleva sarja

Xk =

(o8]

DDy = R L
e V2-1 V2+1 V3-1 V3+1

hajaantuu, vaikka Leibnizin lauseen ehdot (i) ja (iii) ovat voimassa.
Selvasti x; > 0 kaikilla k € Z, ja

(3.6)

lim Xk = 0.
k—o0

Téten Leibnizin lauseen ehdot (i) ja (iii) ovat voimassa.
Toisaalta harmonisen sarjan osasummana (ks. esimerkki 3.3, s. 69)

n

1
Z— — o0, kunn — oo,
k—lk

joten my®0s sarjan (3.6) osasumma

.
2n = -
1 \Vk+1-1 k+1+1

_ Z 2
= (k+1)-1

a\
|

=1

N

Il
[\
x| =

k=1
— o0, kunn — oo.

)

Téten sarjan (3.6) osasummien jono hajaantuu, joten myos sarja (3.6) hajaantuu.
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Harjoitustehtavia
3.4.1. Tutki, suppeneeko sarja
)k 1,

o (=D* (-1 X 2k+3
(a) ;kmk’ (b) Z . © ;(—1) =

3.4.2. Osoita, ettd sarja

pet 22(n1)*
Z(_ ) (2n +1)!

n=1
suppenee.

3.4.3. Tutki, suppeneeko sarja

(- 1. 2vk o cos(m — 2 arc tan k) o (—1)k-1
, b , )
@ Z k + 1000 ®) ; DT & © ; x

3.4.4. Osoita, ettd sarja

i( 1)n+1 n 1
~on+ 1 = k
suppenee.

Vihje: Voit olettaa tunnetuksi tehtivin 3.1.6 raja-arvotuloksen.

3.4.5. Olkoon f sellainen vilillad [0, 1] jatkuva funktio, ettd f(0) = 2. Osoita, ettd

sarja
Z cos(mr)/f(x) dx
n=2

suppenee.

3.4.6. Osoita, etta

jaannostermi R, on varmasti pienempi kuin 0,01, kun (a) s =1, (b) s =2,(c) s =3

3.4.8. Osoita, ettd sarja

suppenee, ja madritd jokin sellainen vakio n € Z,, ettd jos sarjan osasummassa
on vihintdidn n termid, niin osasumman arvo eroaa sarjan summasta vahemmain
kuin 0,01.

104



3.4.9. Osoita, etta
389 o (—1)F 390
— < <
70 5 2

3.4.10. Tutki, suppeneeko sarja

i (—1)k! 1 1 1 1 1

= l-—-4-—-—=+—-——+-

£ 2k + (-1)kk 6 3 12 5 18
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3.5 Itseinen suppeneminen

Tarkastellaan lopuksi vield lyhyesti sarjan itseistd suppenemista.

[s]

[ee]
Mairitelmi 3.3. Sarja Z Xj Suppenee itseisesti, jos sarja Z |xx| suppenee.
k=1 k=1

Lause 3.23. Itseisesti suppeneva sarja suppenee myos tavallisessa mielessd.

Todistus. Oletetaan, ettd sarja

(S}
D bl
k=1

suppenee. Koska
0 < |xx|—xk < 2|xg] Vk € Z,,

niin majoranttiperiaatteen nojalla myos sarja

Z(|xk| - Xk)
P

suppenee. Tiaten myOs termit yhdistamalld saatu sarja

[e9]

D (kl = (el =x0) = ) x

o0
k=1 k=1

suppenee.

Huomautus. Lause 3.23 ei ole voimassa kddntiden (ks. esimerkki 3.34).

Miiritelmi 3.4. Sarja suppenee ehdollisesti, jos sarja suppenee, mutta ei
suppene itseisesti.

Esimerkki 3.33. Sarja
2,4
n=0

suppenee itseisesti, kun |¢g| < 1, silla tdlloin sarja

i q"| = i lq]"
n=0 n=0

suppenee (esimerkki 3.4, s. 69).
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Esimerkki 3.34. Kun 0 < s < 1, niin sarja

o0 )n+1

>

n=1

suppenee Leibnizin lauseen nojalla (esimerkki 3.30, s. 102), mutta sarja

Z

=1

o0

1
- 2w

n=1

( 1)n+1

hajaantuu (esimerkki 3.18, s. 85). Tdten sarja

s )n+1

>

=1

suppenee ehdollisesti, kun 0 < s < 1.

Esimerkki 3.35. Osoitetaan, ettd sarja

i (-p=' 1 1 1 1
34 (-1)" 4 5710 11
n=

=X

suppenee ehdollisesti.
Sarja suppenee Leibnizin lauseen nojalla (harjoitustehtdva). Koska

EA ! > ! > ! L1 > 0 Vn el
X = = — .= n
" 3n+ (=)' T 3n+1 T 3n+n 4 n *
ja harmoninen sarja

31

nzln

hajaantuu (esimerkki 3.3, s. 69), niin minoranttiperiaatteen nojalla sarja

(o]
Z |xn|
n=1

hajaantuu. Titen suppeneminen ei ole itseisté.

Esimerkki 3.36. Vastaavalla tavalla kuin esimerkeissi 3.34 ja 3.35 voidaan osoittaa,
ettd sarja

i (-1)*Inn

n=2 n

suppenee ehdollisesti (harjoitustehtivi).

Huomautus. Positiivitermisié sarjoja koskevat suppenemiskriteerit saattavat
olla tehokkaita my6s muille sarjoille, kun sovelletaan niitd sarjaan, jossa terminé
on alkuperdisen termin itseisarvo.
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Esimerkki 3.37. Osoitetaan, ettd sarja
— sinn + cos(n?)
D A

n=1 ————

=Xpn
suppenee.
1°: Koska
0 < |Sinn+cos(n2)| < 2 Vn e Z,,
niin 1
0 < |l <2 Vn € Z.,.
n
o 1 . .
2°: Sarja Z — suppenee (esimerkki 3.18, s. 85).
n=1 n

Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd sarja

o0
Z ||
n=1
suppenee, joten sarja
[o¢] .
Z sinn + cos(n?)
2
n=1 n

suppenee itseisesti ja siis myoOs tavallisessa mielessi.
Huom. Sarjan suppenemisen tutkimiseen ei voi kiyttdad Leibnizin lausetta, silld
sarja ei ole vuorotteleva.

Esimerkki 3.38. Esimerkissd 3.29 (s. 95) osoitettiin, ettd sarja

suppenee, kun x > 0. Osoitetaan nyt, ettd sarja suppenee kaikilla x € R.
Olkoon siis x < 0 jan € N. Jos nyt

X
xn =
n!
niin |x,| > 0 ja
il W -
— - = = |x| - — unn — oo
|, | (n+1)! 1 n! [x|" - (n+1)! n+1 ’ ’

joten osamdiritarkastimen nojalla sarja suppenee itseisesti ja samalla tavallisessa
mielessa.
Siis sarja suppenee (itseisesti) kaikilla x € R.
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Huomautus. Positiivitermisid sarjoja koskevat suppenemiskriteerit voidaan
joissakin tapauksissa myOs suoraan muuntaa muotoon, jossa sarjan termin
sijasta tutkitaan termin itseisarvoa.

Tarkastellaan esimerkkind osaméérétestin raja-arvomuotoa (lause 3.21, s. 93).

Lause 3.24 (Osaméaritarkastin). Oletetaan, ettd sarjan
o0
P
k=1

termien itseisarvojen osamddrdlld on raja-arvo

1 |xk+1|
im =
k—oo x|

Jos K < 1, niin sarja suppenee, ja jos K > 1, niin sarja hajaantuu.

Todistus. 1°: Oletetaan, ettd K < 1. Tilloin sarja suppenee positiivitermisten sarjo-
jen osaméadratarkastimen nojalla itseisesti ja siis my0s tavallisessa mielessa.

2°: QOletetaan, ettda K > 1. Olkoon

L_K+1
)

lukujen K ja 1 keskiarvo. Télloin K > L > 1 ja lukujonon raja-arvon perusominai-
suuksien nojalla on olemassa sellainen k¢ € Z,, etti

[Xk+1]
|k |

> L > 1 Yk > k.

Vastaavalla tavalla (harjoitustehtdvi) kuin positiivitermisten sarjojen osaméadratestin
(lause 3.20, s. 91) todistuksessa saadaan (koska L > 1), etta

|Xk0+p| > |Xk0| . LP > |Xk0| > O Vp € Z+.
_—
vakio
Siis
lim x; # 0,
k—o00
joten sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla. O
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Esimerkki 3.39. Tutkitaan sarjan

£ (=2)k - k!

Il
—_

=Xk

suppenemista.
Kun k£ — oo, niin

el (k+ DM / k"
x| 2L (k+ 1)1 [ 2K . k!
2k k! .(k+1)"+1
2kl (k4 1)! kk

1L (k+ 1)k+1
k+1 k*
(k + 1)k

i ST R SR I NS R S ST

\%

Siis sarja hajaantuu osamaédaratarkastimen (lause 3.24) nojalla.

Harjoitustehtavia

3.5.1. Tutki sarjan

o (D! o cos(k Sy (k2 - 1) cos(k
() Z (3k)_2 ’ ) Z cos( 7T)’ © Z( ) cos(k)
k=1 k=0

2
= k+2 3k?+5k+1

suppenemista ja itseistd suppenemista.

3.5.2. Osoita, ettd sarja

i (k +2)cosk +sin(k3 + 1)

3
— k°+3
suppenee.

3.5.3. Osoita, ettd sarja
i (-)"Inn
n=2 n

suppenee ehdollisesti.
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3.5.4. Tutki sarjan
(-1)"Inn (=11
, b
@ Z 2n+3 ®) Z11n(e”+e‘”)
suppenemista ja itseistd suppenemista.

3.5.5. Tutki sarjan
Z (-D)¥ sin %
k=2
suppenemista ja itseistd suppenemista.

3.5.6. Osoita, ettd sarja
1

o0 xn
-1 n—1 d
;( ) / 1+e* o

0
suppenee ehdollisesti.
3.5.7. Osoita, ettd sarja
o (2n)! (=3)"
=7 b
@ 2 Syl ® Z 2 ()

hajaantuu.
3.5.8. Osoita, ettd jos sarjat

Z Xe o ja Z Vi

k=1 k=1

suppenevat ja ainakin toinen niistd suppenee itseisesti, myos sarja

(o)

D Xk

k=1

suppenee.

3.5.9. Osoita majoranttiperiaatetta kiyttden, ettd jos sarjat

[(o¢] [o¢]
. 2
2% B
k=1 k=1
suppenevat, niin sarja

(s}

S

k=1

suppenee (itseisesti).

Vihje: Tarkastele sarjaa, jonka termi on ¢ = max{xi, yi} (k € Z,).
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3.5.10. Todista, ettd jos sarjat

S O

k=1 k=1

suppenevat ja p > 2, my0s sarja

Z(Xk - yi)’
=1

suppenee.
Vihje: Voit olettaa tehtivin 3.5.9 tuloksen tunnetuksi.
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4 Funktiosarjoista

4.1 Funktiosarjan suppeneminen

Seuraavaksi tarkastellaan sarjoja, joiden termit ovat (lukujen sijasta) jollakin valilla /
madriteltyjd funktioita. Tdsmaéllisemmin funktiosarjalla (tai lyhyemmin sarjalla)
tarkoitetaan funktioista u; : I — R, k € N, muodostettua sarjaa

[e9]

Zuk(x).

k=0
Sarja on tietenkin madritelty vililld /. Sarjan osasummasta kédytetddn merkintda

n—1

Su@) = ) ().

k=0

Osasummaa S, (x) vastaavasta jddannostermistd kdytetaan merkintad

[ee)

Ri(x) = > uk(x).

k=n

Numeeristen sarjojen tapaan nytkdin ei ole oleellista, milld kirjaimella sarjan
indeksid merkitddn tai aloitetaanko sarjan indeksointi nollasta, ykkosesti tai josta-
kin muusta kokonaisluvusta. Samaten osasummasta voitaisiin aivan hyvin kayttai

merkintda
n

S(x) = > ui(x)

k=0
ja jaannostermistd vastaavasti merkintdd

(o)

Ri(x) = > ui(x).

k=n+1

Mairitelmi 4.1. Funktioista u; : I — R muodostettu sarja

[ee]

Z ui(x)

k=0

suppenee (eli suppenee pisteittdin tai tavallisessa mielessd) vililld I kohti
summafunktiota S: I — R, jos

o

S(x) = > ux(x)

k=0

jokaiselle yksittdiselle pisteelle x € 1.
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Huomautus 4.1. Sarja

(9]

Z u(x)

k=0

suppenee kohti summafunktiota S(x) vililld / tdsmélleen silloin, kun
lim S,(x) = S(x)

kaikillax € 1.

Huomautus 4.2. Kvanttoreita kéyttiden sarjan

(o)

D u(x)

k=0
suppeneminen vililld / tarkoittaa, etti

Vx € I: Ve > 0: dn, € Nsiten, ettd |R,(x)| < &€ Vn > ng.

Jos sarjan osasumma on S,(x) ja summa S(x), niin ylld oleva ehto voidaan
ilmaista myos muodossa

Vx € I: Ve > 0: In, € Nsiten, ettd |S,(x) — S(x)| < &€ Vn>n,.

Huomautus. Koska sarjan suppeneminen vililld / palautuu sarjan suppenemiseen
vilin [ yksittdisissd pisteissd, luvussa 3 johdetut sarjojen perusominaisuudet ovat
voimassa my0s vélilld / (jos sarja suppenee vililld 7). Jos esimerkiksi ¢ € R ja

D) =S ja ) wkx) = TW)
k=0 k=0
(ja siis tarkasteltavat sarjat suppenevat) vililld 7, niin my0Os
Zc cup(x) = ¢-Sx)
k=0

ja
D (k) +wi(x)) = S(x) +T(x)
k=0
(ja kyseiset sarjat suppenevat) valilld I (vrt. lause 3.6, s. 76).
Huomautus. Nytkin on mahdollista, ettd sarjan termind esiintyy epamadrdinen

muoto 0° (ks. esimerkki 4.1). Aiempaan tapaan tilloin noudatetaan sopimusta, etti
sarjan termini 0° = 1.
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Esimerkki 4.1. Esimerkissd 3.4 (s. 69) osoitettiin, ettd geometrinen sarja

2.
k=0
suppenee vililld 7 = ]—1, 1[. Sarjan supetessa

o
S -

k=0

Jos |x| > 1, niin geometrinen sarja ei suppene vaan hajaantuu.
Esimerkki 4.2. Esimerkissd 3.38 (s. 108) osoitettiin, ettd sarja

Oo.x
2

k=0

suppenee kaikilla x € R. Sarjan summa madritetddn esimerkissd 4.16 (s. 135).

Esimerkki 4.3. Olkoon ¢ € R. Tutkitaan, milloin sarja

i (x—o)"

n=1
suppenee.
Kun x # ¢ jan — oo, niin
(=™ e )] n = ! el o el
= = “lx—¢ x—cl.
|(x —¢)*/n] (n+1)-|x—=c|" n+1

Téten suppenemisen tarkastelu voidaan jakaa seuraaviin tapauksiin.

1°: Jos x = ¢, niin
_ n
Z (x C) ZO _ 0
n=1
joten sarja suppenee.
2°: Jos 0 < |x — ¢| < 1, niin sarja

o (=)
2

n=1

suppenee osamddratarkastimen (itseisen suppenemisen version) nojalla.
3°: Jos |x — ¢| > 1, niin sarja

o (- o)”
;xnc

hajaantuu osamédiratarkastimen (itseisen suppenemisen version) nojalla.
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4°: Josx —c¢ =1, niin

o (x—0)" <o 1
;xnc ZZIZ,

joten sarja hajaantuu (esimerkki 3.3, s. 69).
5°: Jos x — ¢ = —1, niin kyseessd on vuorotteleva sarja

S (=D

joka suppenee Leibnizin lauseen nojalla (esimerkki 3.30, s. 102).
Kohdista 1°-5° seuraa, ettd sarja

o (-0
Z:;xnc

suppenee tismaélleen silloin, kunx —c € [-1,1[ eli x € [c — 1,c + 1].

Esimerkki 4.4. Koska

niin esimerkin 4.3 nojalla sarja

&0 (_1)k—1 k
D

k=1

suppenee tasmilleen silloin, kun —x € [—1, 1[ eli kun x € ]-1, 1]. Sarjan summa
madritetddn esimerkissa 4.14 (s. 131).

Esimerkki 4.5. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissi 4.3 voidaan osoittaa, ettd sarja

o (x—2)"
Z n2 22}1

n=1

suppenee tismaélleen silloin, kun x € [-2, 6] (harjoitustehtéva).

Harjoitustehtavia
4.1.1. Tutki luvun 4.1 esimerkkejad hyodyntéden, suppeneeko sarja

o0 2n+1 +(_3)n+3

n3n
n=1

4.1.2. Tutki luvun 4.1 esimerkkisarjojen suppenemistuloksia hyodyntden, milld
muuttujan x arvoilla sarjat

(o]

(2x = 3)* _ o (2 = 3x)k
2 k oD 2%

k=1 =1
suppenevat.
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4.1.3. Osoita, ettd sarja

O (x—2)"
Z n2 22}1
n=1

suppenee tismaélleen silloin, kun x € [-2, 6].

4.1.4. Tutki, milld muuttujan x arvoilla sarja

> (2x + 1) o (4x + 1)

suppenee.

4.1.5. Osoita, ettd sarja

Z(\/k +x2 - Vk)
k=1
suppenee vain pisteessd x = 0.
4.1.6. Madritd sarjan
Z(sin x)2k
k=0

summafunktio valilld ]—%, N [

4.1.7. Tutki, millda muuttujan x arvoilla sarja

2n

suppenee.

4.1.8. Tutki, milld muuttujan x arvoilla sarja

suppenee.
4.1.9. Osoita, ettd sarja

i; (0<a<x)

k _ 4k
k:]X a

suppenee tdsmilleen silloin, kun x > 1.

4.1.10. Osoita, ettd jos ug (x) > 0 kaikilla x € R ja kaikilla £ € N, niin sarjat

2 +u)  ja Y )
k=0 k=0

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti (kaikilla x € R).
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4.2 Sarjan tasainen suppeneminen

Olisi mukavaa, jos funktiosarjan termien ominaisuudet (esimerkiksi jatkuvuus, deri-
voituvuus ja integroituvuus) periytyisivit sarjan supetessa sarjan summafunktiolle.
Yleisesti ndin ei kuitenkaan vilttimatta tapahdu (ks. esimerkki 4.13, s. 128). Siksi
on tarpeen tutkia sarjan pisteittdistd suppenemista vahvempaa ominaisuutta.

Mairitelmi 4.2. Sarja

(o)

D)

k=0

suppenee tasaisesti vililld I, jos
Ve > 0: dn, € Nsiten, ettd |R,(x)| < &€ Vxe€l, Vn > ng,

missid R, (x) on sarjan jaannostermi (ks. s. 113).

Huomautus 4.3. Jos sarjan osasumma on S, (x) ja summa S(x), niin méiritel-
min 4.2 ehto voidaan ilmaista myos muodossa

Ve > 0: dn, € Nsiten, ettd |S,(x) - S(x)| < € Vxel, Vn> n,.

Huomautus 4.4. Sarja

(o)

Z u(x)

k=0

ei suppene tasaisesti vililla I, jos
de > 0: Vng, € N: 3x € I: 3n > ng siten, ettd |R,(x)| > &
eli jos
de > 0: Vng € N: dx € I: 3n > ng siten, ettd |S,(x) — S(x)| > &,

misséd S, (x) on sarjan osasumma ja S(x) sarjan summa.

Huomautus 4.5. Jos sarja suppenee tasaisesti vililld I, se suppenee tasaisesti
my0s jokaisella vilin 7 osavililla.

Huomautus. Jos sarja suppenee tasaisesti vililld 1, se suppenee myos pisteittdin
vililla 7.
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Huomautus. Jos funktiosarja ei suppene jossakin vilin [ pisteessd, sarja ei
tietenkddn suppene tasaisesti (eikd myoskéan pisteittdin) valilld 1.

Huomautus 4.6. Olkoon ¢ € R. Jos sarjat

oo

Dmx) ja iwm
k=0

k=0
suppenevat tasaisesti vililla /, my0s sarjat

(o) (o)

doemt)ja () +wix)

k=0 k=0

suppenevat tasaisesti vililld / (harjoitustehtava).

Esimerkki 4.6. Osoitetaan, ettd geometrinen sarja (ks. esimerkki 4.1, s. 115)

C 1
kZ:;)Xk - 1-—x

suppenee tasaisesti jokaisella vilin |—1, 1[ suljetulla osavililld [a, b].
Valitaan (mielivaltainen) & > 0. Merkitidin

¢ = max{lal, |bl},

jolloin 0 < ¢ < 1. Hyodyntdmalla geometrisen sarjan summakaavaa saadaan jain-
nostermille arvio (vrt. esimerkki 3.12, s. 77)

[ee] o0 1 n
Ro(x) = ot = 3ok = x-S vae-LL
f=n k=0 X X
Taten
x" 1 1
IRy (x)| = | = 1= Ix|" < - " Vxela,b].
Lisaksi

1
lim =0,
n—oo | —¢

joten on olemassa sellainen n. € N, ettd

1
1-c¢

"< g Vn > n,.

Téaten
IR,(x)| < & Vx € [a,b], VYn > ng.

(e
2.

k=0

Siis sarja

suppenee tasaisesti vililld [a, b].
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Esimerkki 4.7. Osoitetaan, ettd geometrinen sarja (ks. esimerkki 4.1, s. 115)

% 1
Z::)Ck - 1-x

k=0

ei suppene tasaisesti valilld I = |1, 1[.
Valitaan € = 1. Olkoon n, € N mielivaltainen ja n > n. jokin joukon Z, alkio.

Olkoon lisdksi
(1)5 .1 1
Z = — = — = .
2 2 2
Talloin z € I sekd
% <z < ja 7" = %
Téten esimerkin 4.6 nojalla
7" 1 1
R, = = "T>2-- =1
[Ra(2) = |12 =7 ¢ 5

Siis sarja
o0
2.
k=0
el suppene tasaisesti vililla /.

Esimerkki 4.8. Olkoon a > 0. Tilloin sarja
)k—l

—

suppenee tasaisesti vililld I = [a, co[ (harjoitustehtdvd). Huom. Jos a < 1, niin piste
x = 1 kuuluu viliin /. Talloin

1

=

(=D~
kx

joten tasaista suppenemista ei voi osoittaa Weierstrassin M-testid (ks. lause 4.8)
kidyttaen. Tehtdva on siis ratkaistava suoraan madritelmaa kiyttdaen eli arvioimalla
sarjan jaannostermid (esimerkiksi Leibnizin lausetta kiyttden).

Huomautus 4.7. Esimerkistd 4.8 ndhdéén, ettd sarjan tasainen suppeneminen
ei takaa, ettd sarja suppenisi itseisesti.

Sarjan tasaisen suppenemisen tutkiminen suoraan mééritelméédn perustuen on
melko hankalaa. Seuraavaksi esitettivid Weierstrassin M-testi tarjoaa joskus helpon
tavan osoittaa, ettd sarja suppenee tasaisesti. Testid ei kuitenkaan voi kdyttdd sen
osoittamiseen, ettd sarja ei suppene tasaisesti.

Weierstrassin M-testissé tarkasteltavan sarjan termejd majoroidaan jonkin suppe-
nevan numeerisen sarjan termeilld. Talloin myos tarkasteltavan sarjan jaidnnostermid
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voidaan arvioida koko vililld taméan yhden suppenevan numeerisen sarjan jaan-
nostermillda. Koska numeerisen sarjan jaddnnostermi lahestyy suppenemisen vuoksi
nollaa termien lukuméirin kasvaessa, saadaan riittdvd arvio myos tarkasteltavan
funktiosarjan jddnnostermille (vrt. esimerkki 4.6, s. 119).

Lause 4.8 (Weierstrassin M-testi). Olkoot My, M|, M,, ... ei-negatiivisia
reaalilukuja ja I jokin reaalilukuvdli. Jos

(1) ko € N siten, ettd |up(x)| < My Vxe€l, Yk > ko,

oo
(i1) sarja Z My suppenee,
k=0
o
niin sarja Z ur (x) suppenee tasaisesti vililld I.
k=0

Todistus. Valitaan (mielivaltainen) € > 0, jaoletetaan, ettin > k¢. Lauseen oletusten
ja majoranttiperiaatteen nojalla sarjat

iMk, iluk(xﬂ ja iuk(x)
k=n k=n k=n

suppenevat kaikilla x € I. Kéyttamalld seurausta 3.10 (s. 80) seké oletusta (i) ja
lausetta 3.9 (s. 80) saadaan nyt

Rl = [ o] £ Yol < 3wy
k=n k=n k=n

kaikilla x € 1.
Lisiksi oletuksen (ii) perusteella (huomautus 3.2, s. 71)

(o)

lim Mk = 0,

n—oo

joten lukujonon raja-arvon madritelmén nojalla on olemassa sellainen ny € N, etta

o0
ZMk < & Vn > nyp.
k=n

Taten

Ri@)] < ) My < &
k=n

aina, kun n > n, = max{kg, no} ja x € I. Siis sarja

(o)

Z u(x)

k=0

suppenee tasaisesti vililla /. O
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Huomautus 4.9. Weierstrassin M-testin nojalla myos sarja

(o)

> e ()]

k=0

suppenee tasaisesti vililla /.

Esimerkki 4.9. Osoitetaan, ettd jos s > 1, niin sarjat

— sin(kx) ) o cos(kx)
Z ks Ja Z ks
k=1 k=1
suppenevat tasaisesti joukossa R.
Olkoon s > 1. Tallgin
_ |sin(kx) 1 cos(kx) 1
1°: s <5 s < = Vx e R, Vk € Z,,

o 1
2°: sarja Z — suppenee (esimerkki 3.18, s. 85).
kS
k=1

Siis sarjat

(o) (o)

sin(kx) ) cos(kx)
Z ks Ja Z ks

k:] k:l

suppenevat Weierstrassin M-testin nojalla tasaisesti joukossa R.

Esimerkki 4.10. Osoitetaan, ettd sarja

k

OOX

suppenee tasaisesti jokaisella ddrelliselld vililld [a, b].
Kiytetdan majoranttisarjana vilin [a, b] pédétepisteessd saatavaa sarjaa. Olkoon
siis ¢ = max{|al, |b|}. Talloin

xk ck
o. |2 e
1°: a < A Vx € [a,b], Yk € N,
2°: sarja Z 7 suppenee (esimerkki 3.38, s. 108).
k=0 "

Téten sarja
ok
25
!
= k!

suppenee tasaisesti vililld [a, b] Weierstrassin M-testin nojalla.
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Esimerkki 4.11. Vastaavasti kuin esimerkissd 4.10 voidaan osoittaa, ettd sarjat

1)k 2k 1)k 2k+1

(- : (-
Z (26)! 1 Z 2k +1)!

suppenevat tasaisesti jokaisella dérelliselld valilld [a, b] (harjoitustehtéava).

Esimerkki 4.12. Maidrittamailld kutakin indeksin k arvoa kohti sarjan

iuk(x) = i%
k=1 k=1

termin uy (x) suurin arvo vililld [0, 1] ja osoittamalla, ettd nidin saatujen suurim-
pien arvojen muodostama sarja suppenee, voidaan Weierstrassin M-testid kadyttden

osoittaa, ettd sarja
o0 k
Z (I -x)x
k

k=1
suppenee tasaisesti vililld [0, 1] (harjoitustehtavi).

Harjoitustehtavia

4.2.1. Todista, ettd jos sarja
Z ug (x)
k=0

suppenee tasaisesti vileilld [a, b] ja [b,c], niin sarja suppenee tasaisesti myos
vililld [a, c].

4.2.2. Todista, ettd jos sarjat

Dlm)  ja ) we(x)
k=0 k=0
suppenevat tasaisesti vélilld 7, my0s sarja
Z(”k(x) +w(x))
k=0

suppenee tasaisesti vililla /.

4.2.3. Osoita, ettd sarja
(_ l)k—l
kx

s

~
Il
—_

suppenee tasaisesti vililld [a, oo (a > 0).
Vihje: Ks. esimerkki 4.8.
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4.2.4. Osoita, ettd sarja

b (_1)n—l
; nx + 1

suppenee tasaisesti vililld [1,2].

4.2.5. Olkoon b > 0. Osoita, ettd sarja

—1)k
Z( ) k3 +x

k=0

suppenee tasaisesti vililld |0, b].

4.2.6. Osoita, ettd sarja
D=0 (1 -x)
n=1

suppenee tasaisesti vlilla [0, 1].

4.2.7. Osoita, ettd sarja

(a) ie"“, (b) i’;—f
k=1 k=0 °

ei suppene tasaisesti vililld |0, oo|.

4.2.8. Olkoon [ jokin reaalilukuvili. Osoita, ettd jos uy (x) > ug+1 (x) kaikillax € 1
jakaikilla k € N ja jos jokaista lukua & > 0 kohti on olemassa sellainen luku k¢ € N,
ettd |uy (x)| < € kaikilla x € [ ja kaikilla k > k¢, niin sarja

> (=DFu(x)
k=0

suppenee tasaisesti vililla /.

4.2.9. Osoita, ettid jos funktio g on rajoitettu ja sarja >, ux (x) suppenee tasaisesti
vililld [a, b], my0s sarja

D) m(x)
k=0

suppenee tasaisesti valilld [a, b].

4.2.10. Osoita, ettd jos wi(x) > 0 kaikilla x € [a, b] ja kaikilla k € N ja sarja
2o Wk (x) suppenee tasaisesti vililld [a, b], my0s sarja

[ee]

Z €x_kx2Wk ()C)

k=0

suppenee tasaisesti vililld [a, b].
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4.2.11. Perustele, miksi Weierstrassin M-testin avulla ei voida osoittaa, ettd sarja

i (=D**'(k+1)
2 3 _ k3¢
P k*+ k°> — k’sinx
suppenee tasaisesti valilla [0, r].

4.2.12. Osoita, ettd sarja

- 1 o arc tan(kx) o k +2sinx
—’ b —’ —.
@ kZ:I‘)c2+k2 ®) ;) 2k © kZ:Z k% + sin x

suppenee tasaisesti joukossa R.

4.2.13. Osoita, ettd sarja

@ i k+1’ ®) Zs1n(x+k)’ © i kzcosx-l.-ksinx
= k=1

— k3 +x e~ kX 4 k4 sinx + 2k*

suppenee tasaisesti valilld [0, co.

4.2.14. Osoita, ettd sarjat
) (—l)kXZk ' © (_1)kx2k+1
2 (2k)! DY 2k + 1)!
k=0 ) k=0 ’

suppenevat tasaisesti jokaisella dérelliselld vililld [a, b].

4.2.15. Olkoon b > 1. Osoita, ettd sarja

i In(k*x)

3
= kK
suppenee tasaisesti valilld [1, b].
4.2.16. Osoita, ettd sarja

(- l)k — k +arc tan(k + x)
b
()22" ();) k3—k+x

suppenee tasaisesti valilld [1, oof.

4.2.17. Osoita, ettd sarja
i (1-x)x*
k=1 k

suppenee tasaisesti vlilla [0, 1].
Vihje: Ks. esimerkki 4.12.
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4.2.18. Tutki, suppeneeko sarja

[ee)

X
tasaisesti vililld [0, 2].
4.2.19. Tutki, suppeneeko sarja
i 2ok
k=1

tasaisesti valilld [0, co.

4.2.20. Osoita, ettd sarja

i In(1 + kx?)
2
k=1 k

suppenee kaikilla x € R ja ettd suppeneminen on tasaista vililla [—b, b] (b > 0).
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4.3 Tasaisen suppenemisen seurauksia

4.3.1 Summafunktion jatkuvuus

Osoitetaan seuraavaksi, ettd vaikka sarjan supetessa sarjan termien jatkuvuus jollakin
vililla ei vilttamattd periydy sarjan summafunktiolle, ndin tapahtuu, jos sarjan
suppeneminen on tasaista.

Lause 4.10. Jos vdlilld 1 tasaisesti suppenevan sarjan termit ovat jatkuvia
vdlilld 1, myos sarjan summafunktio on jatkuva vdlilld 1.

Todistus. Todistetaan jatkuvuus tapauksessa, jossa tarkasteltava piste on vilin /
sisdpiste. Tapaukset, joissa kyseessd on (esimerkiksi suljetun) vilin péatepiste, todis-
tetaan vastaavasti (harjoitustehtivi).
Olkoon siis a € [ vilin [ sisdpiste. Valitaan (mielivaltainen) € > 0. Olkoon
lisdksi S, (x) tasaisesti suppenevan sarjan osasumma ja S(x) summa (vélilld 7).
Koska sarja suppenee tasaisesti vélilld /, huomautuksen 4.3 (s. 118) nojalla on
olemassa sellainen n, € Z,, etta

1S, (x) = S(x)| < g Vxel, ¥n> n,.

Olkoon nyt n > n.. Koska sarjan termit ovat jatkuvia vililld /, sarjan (dérellinen)
osasumma S, (x) on jatkuva pisteessd x = a. Titen jatkuvuuden méiritelmin nojalla
on olemassa sellainen ¢ > 0, etti?

1S,(x) = S,(a)| < g aina, kun |x — a| < 6.
Jos siis |x — a| < 6 (jax € I), niin

1S(x) =S(a)| = |S(x) = Su(x) + Sa(x) = Sn(a) + Sp(a) — S(a)l
IS = Sa + 184(x) = Sa@)] + [Su(a) - S(a)]

<

e

<

o

<

o

XISEI Y
Wl M
+
W[ m

Siis funktio S(x) on jatkuva pisteessd x = a.
Koska a oli mielivaltainen vélin / piste, niin S on jatkuva vililla /. O

ITillin on tarkasteltava vasemmalta tai oikealta jatkuvuutta.
2Todistuksen yleisyytti rajoittamatta voidaan olettaa luvun & olevan niin pieni, etti jos |x — a| < 6,
niinx € 1.
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Huomautus. Sarjan summafunktio voi tietenkin olla jatkuva vililld 7, vaikka
sarjan suppeneminen ei olisikaan tasaista vélilla 7 (ks. esimerkki 4.7, s. 120).

Seuraus 4.11. Jos sarjan termit ovat jatkuvia vdlilld I, mutta sarjan summa-
funktio ei ole jatkuva vdlilld 1, niin sarja ei suppene tasaisesti valilldi 1.

Esimerkki 4.13. Tutkitaan sarjan

tasaista suppenemista valilld [—1, 1].

Koska - .
Z(l —x)xk = (1=x%) Zxk,
k=0 k=0

niin geometrisen sarjan suppenemisen nojalla tarkasteltava sarja suppenee (pisteit-
tdin) ja

- 1
Z(l—xz)xk = (1—)(2)-1 = 1l+x
k=0

- X
kaikilla x € |-1, 1[. Lisiksi sarja suppenee, kun x = +1, silld till6in

i yxk = Zo

k=0

Siis sarja suppenee vililla [-1, 1] ja

i(l—xz)xk _ {x+1, kun |x| < 1,

— 0, kun |x| = 1.

Nyt sarjan termit ovat jatkuvia vililld [—1, 1]. Sarjan summafunktio sen sijaan
ei ole (vasemmalta) jatkuva pisteessd x = 1. Taten seurauksen 4.11 nojalla sarja

Z (1 —x%)x*
k=0
ei suppene tasaisesti valilld [—1, 1].

4.3.2 Sarjan integrointi

Osoitetaan sitten, ettid funktiosarja voidaan integroida termeittdin, jos sarja suppenee
tasaisesti ja sarjan termit ovat jatkuvia.
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Lause 4.12. Oletetaan, ettd

(1) funktiot uy ovat jatkuvia vililld [a, b] (kaikilla k € N),

(ii) sarja S(x) = Z uy (x) suppenee tasaisesti vililld [a, b].
k=0

Tdlloin termit uy (x) integroimalla muodostettu sarja

; a/buk(x) dx

suppenee ja
b oo b
/(Z uk(x)) dx = Z /uk(x) dx.
Y= k=0 ¢
~—_————

=5(x)

Todistus. Valitaan (mielivaltainen) & > 0, ja merkitidin

n—1

Sp(x) = Z uy(x), neZz,.

k=0

Koska funktiot u; ovat jatkuvia ja sarjan suppeneminen on tasaista vililld [a, b], niin
lauseen 4.10 (s. 127) nojalla summafunktio S on jatkuva ja siten my0s integroituva
vililld [a, b]. My0s sarjan yksittdiset termit ja osasummafunktiot S,, (n € Z,) ovat

jatkuvina funktioina integroituvia vililla [a, b].

Koska sarja suppenee tasaisesti vililld [a, b], on huomautuksen 4.3 (s. 118)

nojalla olemassa sellainen n, € Z,, etti

1S, (x) = S(x)| < bi Vx € [a,b], Vn > n,.

Jos siis n > ng, niin

b b
'/Sn(x)dx—/S(x)dx

a

b
L/wam—su»w

b

'/wam—sunw
ab

£
d.
/b—ax

a

IA

A

= €&.
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Siis lukujonon raja-arvon miiritelmén nojalla

b b
4.1) lim | S,(x)dx = /S(x) dx

n—oo
a a

ja edelleen

b
n—1
lim Z /uk(x) dx
n—oo
=0 ¢

b

w b
(x) d
;)‘a/ukxx

n—1
= lim (Z Uy (x)) dx
n—>o0 J k:0
b

lim | S,(x)dx
n—>oo
a

(4.1) ;
= /S(x)dx

a

(S miw)as

Y \k=0

Seuraus 4.13. Oletetaan, etti c € I ja

(1) funktiot uy ovat jatkuvia vililld I (kaikilla k € N),

(ii) sarja S(t) = Z uy (t) suppenee tasaisesti vililld 1.
k=0

Tdlloin yhtdlon (4.2) oikealla puolella oleva sarja suppenee ja

X

4.2) /S(t) dt = /(i uk(t)) dt = i /uk(t) dt
c k=0

k=0

Cc

kaikilla x € 1.

Huomautus. Jos sarjan suppeneminen ei ole tasaista, yhtilo (4.2) ei valttimatti
pade (ks. harjoitustehtidvi 4.3.10), mutta voi pated (ks. harjoitustehtidvid 4.3.11).
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Esimerkki 4.14. Osoitetaan, ettd

iﬂ = In(1+x) Vx e ]-1,1].
k=1 k

Esimerkin 3.6 (s. 71) nojalla viite pitee, kun x = 1. Tarkastellaan siis avointa
vilid | -1, 1] . Otetaan 1dhtokohdaksi geometrinen sarja

- 1

Dk = —,  rel-Lif,
1+1¢

k=0

jaintegroidaan sarja termeittidin. Sarja suppenee tarkasteltavalla vililld, mutta suppe-
neminen ei ole tasaista koko vililld (esimerkki 4.7, s. 120). Sen sijaan vililld [—a, a],
missd 0 < a < 1, suppeneminen on tasaista (esimerkki 4.6, s. 119).

Olkoon nyt x € [—a,a]. Koska tarkasteltavan geometrisen sarjan termit ovat
jatkuvia valilla |—1, 1[, niin seurauksen 4.13 nojalla

0/% j(g(—t)k) dt
; /(—t)"dt

0

= k+1

oo( 1)k/x l.k+1
0

xk+1

S k
;)(_1) k+1

Toisaalta
X 1 X
/mdt = /1n(1+t) = In(l1+x)-Inl = In(1+x),
0 0
joten
s (_l)k—lxk s ' xk+1
4.3 ~ 2 = -1 = In(1 +x).
(4.3) ,Zf p ;( ) g = In(l+x)

Koska 0 < a < 1 jax € [—a,a] olivat mielivaltaisia, yhtalo (4.3) patee kaikilla
x € |—1, 1] ja samalla siis koko valilla |—1, 1].
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Esimerkki 4.15. Lasketaan sarjan

summa.
Alauksi havaitaan, etti

x5 dx.

3|
|-
bl
|
x| =
—_
| =
N —
bl
Il
o
\m|~
=~ =
=
=~
Il
(=]
\NI'—‘

Edelleen sarja

xk

St -

o
k=1 k=0

[ee]

suppenee tasaisesti vililld [0, %] (esimerkki 4.6, s. 119) ja termit x*~! (k € Z,) ovat
jatkuvia valilla [0, %]. Titen lauseen 4.12 perusteella

1

o0 0 2
1 — /k—ld
A

1

_ j@xk-l)dx

1

- !7§;ﬁ)a

—In(1 —x)

1l
[w] (]
\'\’l'— \awl»—-
—
| —_
=
&

= -Inl+nl

= In2.

Huomautus 4.14. Jos esimerkin 4.14 tulos oletetaan tunnetuksi, esimerkin 4.15
tulos voidaan laskea suoraan

D DY)
k

i ! @ (=R =1k (L)
k=1 1 k

k=1

Il
|
—_—
=
_
+
T
=
SN—
Il
|
—_—
=
=
Il
—_—
=
[\®)
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4.3.3 Sarjan derivointi

Tarkastellaan sitten sarjan derivointia termeittiin jollakin vililla. Nyt sarjan tasainen
suppeneminen ei voi olla riittdva ehto sille, ettd sarjan summafunktio on derivoituva
ja summafunktion derivaatta on sarjan termit derivoimalla muodostetun sarjan
summafunktio. Esimerkiksi sarja
i sin(kx)

2
ok
suppenee tasaisesti joukossa R (esimerkki 4.9, s. 122), mutta sarjan termit derivoi-
malla muodostettu sarja

i cos(kx)
k=1 k
hajaantuu harmonisena sarjana esimerkiksi pisteessd x = 0.
Riittdva ehto on nyt derivoimalla saadun sarjan tasainen suppeneminen. Itse sar-
jasta riittdi olettaa tasaisen suppenemisen sijasta suppeneminen pelkédstiin yhdessi
tarkasteltavan vilin pisteessi.

Lause 4.15. Oletetaan, ettd

(i) funktiot uy ja w) ovat jatkuvia vililld I (kaikilla k € N),

(i1) sarja Z uy (c) suppenee ainakin yhdessd pisteessd c € I,
k=0
(iii) sarja Z u) (x) suppenee tasaisesti vililld 1.
k=0
Tdlloin sarja

(o0

S() = D ()

k=0
suppenee (pisteittdin) kaikilla x € I ja sarjan summafunktio S on derivoituva
valilld I sekd

’ d - o ’
S'(x) = E;uk(x) = ;)uk(x) Vx e l.

Todistus. Lauseen 4.10 (s. 127) nojalla funktio

o0

FOx) = > up(x)

k=0
on jatkuva ja siten integroituva vililld /. Olkoon nyt x € /. Merkitdin

F(x) = /f(r) dt.
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Talloin seurauksen 4.13 (s. 130) nojalla

F(x) = /f(t)dt
_ /(Z u’k(z))dt
k=0
= Z / up (1) dt
k=0 ¢,
= Z /Mk(f)
k=0 ,
= () — uk(e)).
k=0
Siis sarja
D k() = i ()
k=0
suppenee (koska sen summafunktio on F(x)). Tdaten myos sarja
D) = > (k) —ui(0) +ur(e)) = ) (ux(x) —ux(e)) + > ui(e)
k=0 k=0 k=0 k=0

suppenee kahden suppenevan sarjan summana (lause 3.6, s. 76). Lisdksi
S(x) = F(x)+S(c).

Koska f on lauseen 4.10 (s. 127) nojalla jatkuva vililld 7, niin F on lauseen 1.2
(s. 5) nojalla derivoituva vililla 7 ja

, d [ >
Fe) = 4 [ fwdr = 5o = Y
p k=0
kaikilla x € I. Taten my6s S on derivoituva valilla 7 ja
’ d ’ - ’
S@) = —(F@+S() = Fa) = ;uk(x)
kaikilla x € I. O
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Esimerkki 4.16. Sarja

suppenee kaikilla x € R (esimerkki 4.2, s. 115). Méadritetddn sarjan summafunktio f.

Merkitdian L

X
u(x) = o (k € N).
Koska ug(x) = 0 ja
/ k-1 k-1
niin
4.4) Zuk(x) =0+ Z &= = ZF = Zuk(x)
k=0 k=1 ' k=0 k=0

kaikilla x € R. Siis sarja ja siitd termit derivoimalla saatu sarja ovat sama sarja.
Esimerkin 4.10 (s. 122) nojalla timé sarja suppenee tasaisesti jokaisella ddrelliselld
vililld [a, b].

Koska lisdksi termit uy (x) ja u) (x) ovat jatkuvia kaikilla x € R ja kaikilla k € N,
niin lauseen 4.15 nojalla

f = %;ukm - P Y uww = £

k=0 k=0

jokaisella ddrelliselld vililld [a, b]. Taten

f(x) = f(x) Vx € R.

Koska

=0
—_——

(W) = (F0) - f@)e™ =0 VxeR,
niin integraalilaskennan peruslauseen nojalla on olemassa sellainen C € R, etta
fx)e* = C Vx € R.
Siis
fx) = C-¢* Vx € R.
Koska f(0) = 1, niin C = 1. Taten

-k
f(x):z%:ex Vx € R.
k=0 "~

Huomautus. Siis

2 3
X X
e :1+X+5+§+"' Vx € R.
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Harjoitustehtavia

Summafunktion jatkuvuus

4.3.1. Osoita, ettd funktio

(&) —k2X2 oo )
@ f(x) = Z € o ) f(x) = Z I+ ZSln(k;ck+ arc tan x)
k=1 k=1

on jatkuva kaikilla x € R.

4.3.2. Osoita sarjan summafunktiota tarkastelemalla, ettd sarja

Z 25Xk (1 - 2x)
k=1

ei suppene tasaisesti vililla [0, %]

4.3.3. Osoita sarjan summafunktiota tarkastelemalla, ettd sarja
[o¢]
Z x2k+l — x2k |
k=1

ei suppene tasaisesti valilla [0, 1].

4.3.4. Madrita

x—>0 Z (k + 1)(]( +x)

4.3.5. Osoita, etta funktiolla

— 1 — kx
fx) = kZ e
=1

on ainakin yksi nollakohta.
Vihje: Bolzanon lause.
Sarjan integrointi

4.3.6. Todista, ettd jos sarjan funktiot u;(x) ovat jatkuvia vililld [0, 1] ja sarja
f(x) = X uk(x) suppenee tasaisesti vililld [0, 1], niin

-1

lim ( E uk(x)) dx = /f(x) dx.
e 0 k=0
4.3.7. Madritd

T o 2
@ [ (Z "Osk(—fx))dx, o [ (kz_;ke_kx)dx
/&

o k=1
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4.3.8. Osoita, ettda

4.3.9. Osoita, etta

(S @n+ Dsin(x+2n0)) 1
/(Zl 2]/13 dx = Zlg
0 n= n=

4.3.10. Osoita, ettd jos
up(x) = 11 -x)(KPx - (k=12 (keZy),
niin

1 o 1
/(Zuk(x)) dx # Z/uk(x) dx.
0 k=l k=1

Mitd voit paitelld integroitavan sarjan tasaisesta suppenemisesta vlilla [0, 1]?
4.3.11. Osoita, etta

1 o 1
/(Z(l— )dx Z/(l—xz)xkdx,
0 0

k=0

vaikka integroitava sarja ei suppene tasaisesti vililla [0, 1] (ks. esimerkki 4.13).
4.3.12. Mairitéd funktion In(1 + x) sarjaesitystd hyodyntiden sarjan
® ok ke
2
summafunktio valilld [—1, 1].

4.3.13. Madrité sarjan

i (_1)k—1

k
P k2
summa.

Sarjan derivointi

4.3.14. Osoita, ettid funktio

f(x) = i rctan( )

n=1

on derivoituva kaikilla x € R.
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4.3.15. Osoita, ettd funktio

(o)

2 2
foo = 3 )

n=1

on derivoituva kaikilla x € R, ja maéritd f(0).

4.3.16. Miiriti sarjan termeittdin derivointia hyddyntiden funktion
—kx

=3
k=1

derivaatta pisteessd x = 1. Osoita my0s, ettd termeittdin derivointi on sallittu.

4.3.17. Osoita, ettd funktio

o0

F(x) = Z sin(kx)

3
k=1 k

on derivoituva ja silld on ainakin kaksi derivaatan nollakohtaa vililla |0, 27 |.
Vihje: Rollen lause.

4.3.18. Osoita eksponenttifunktion sarjaesitystd hyodyntiden, ettd

kaikilla x € R.
4.3.19. Midritd sarjan
i 1
k
e 2%k!
summa.

4.3.20. Osoita eksponenttifunktion sarjaesitystéd ja majoranttiperiaatetta hyodyntéen,
ettd sarja

(o)

1
2 i

n=0

suppenee, kun a > 1.
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S Potenssisarjoista

5.1 Maaritelma

Olkoot ag, ay, ay, . .. reaalisia vakioita ja ¢ € R.

Maaritelma 5.1. Muotoa

(o)

Zak(x—c)k = a0+a1(x—c)+a2(x—c)2+---
k=0

olevaa sarjaa sanotaan c-keskiseksi potenssisarjaksi.

Nytkéin ei tietenkédédn ole merkitystd, merkitdinko potenssisarjan summausin-
deksid kirjaimella k vai jollakin muulla kirjaimella, esimerkiksi kirjaimella n. Osa
vakioista ag, ai, as, ... voi olla myos nollia, jolloin merkintdjd voidaan joskus yk-
sinkertaistaa jattdmalld kyseiset termit merkitseméttd (ks. esimerkit 5.3 ja 5.5 seka
huomautus 5.1).

Selvisti jokainen potenssisarja suppenee (vakioiden ag, ai, a», ... arvoista
riippumatta) pisteessd x = ¢. On my0s mahdollista, ettd piste x = ¢ on ainoa piste,
jossa potenssisarja suppenee (ks. esimerkki 5.1). Toisaalta potenssisarja voi supeta
koko reaalilukujoukossa (ks. esimerkki 5.2) tai sitten jollakin ddrelliselld vililla (ks.
muut esimerkit ja luku 5.2).

Esimerkki 5.1. Osamiiritarkastimen nojalla potenssisarja

o

Z k!(x —c)*

k=0
suppenee vain, kun x = ¢. Jos nimittdin x # ¢, niin
|(k + 1)1 (x — ¢)F+|

=(k+1)-|x—c|] — oo,
TG o (k+1)-Jx—c]

kun £k — oo.

Esimerkki 5.2. Potenssisarja

suppenee kaikilla x € R (esimerkki 4.2, s. 115).

Esimerkki 5.3. Esimerkin 4.3 (s. 115) perusteella potenssisarja

o (-0)"
Z:;xnc

suppenee tismaélleen silloin, kunx € [¢ — 1,c + 1].
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Esimerkki 5.4. Olkoon A # 0. Geometrisen sarjan (esimerkki 4.1, s. 115) suppene-
misesta seuraa, ettd potenssisarja

iA(x—c)k = A-i(x—c)k
k=0 k=0

suppenee tismaélleen silloin, kun |x — ¢| < lelikunx € |¢ — 1, ¢ + 1[. Jos erityisesti
A =1 jac =0, kyseessd on potenssisarja

(o)

joka siis suppenee, kun x € |—1, 1[.

Esimerkki 5.5. Kiyttamalld osamaaritarkastinta ja Leibnizin lausetta voidaan osoit-
taa, ettd potenssisarja

i (_1)kx2k+1 — x_x_3+x_5_x_7+...
42k +1 35 7

suppenee tismaélleen silloin, kun x € [—1, 1] (harjoitustehtéva).

Huomautus 5.1. Kun esimerkin 5.5 sarjan suppenemista tutkitaan esimerkiksi osa-
madritestilld, kyseessd on sarja

oo

S

k=0
missa

(_l)k 2k+1
= k .
ay T X Yk e N

Potenssisarjana ajateltuna kyseessa on kuitenkin sarja

(o)
E ax",

n=0
missi
0, kun n = 2k (k € N) eli n on parillinen,
T D nn= 2k + 1 (k € N) eli 0 on pariton,
2k +1°

Kuten jo alussa todettiin, potenssisarja suppenee joko yhdessd pisteessa tai sitten
jollakin vililld (joka voi olla koko reaalilukujoukko).

Lause 5.2. Jos potenssisarja suppenee pisteessd x| # ¢, niin sarja suppenee
(vieldpd itseisesti) myos vililldi

{xERllx—c|<r} =lc—r,c+r[,

missd r = |x1 — cl.
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Todistus. Oletetaan, ettd sarja

o0

Z ag(xi — o)

k=0

suppenee ja x; # c¢. Koska suppenevan sarjan termit ovat rajoitettuja, on olemassa
sellainen M > 0, ettd

lag| ¥ = |ax(xi—c)¥| < M VkeN
eli w
|ak| < = Vk € N.
r
Siis

[x — ¢

r

M k
|ak(x—c)k| < r—k-lx—clk = M—( ) Vx € R, Vk € N.

Téten sarja
|ak(x—c)k| <M Vk e N

suppenee itseisesti majoranttiperiaatteen nojalla, kun |x —¢| < r (majoranttina
suppeneva geometrinen sarja). O

Seuraus 5.3. Jos sarja

(o)

Z ax(xy —c)*

k=0

hajaantuu ja |x — c| > |x| —c| (=r), myds sarja

o]
Z ar(x —c)k
k=0
hajaantuu.
Harjoitustehtavia
5.1.1. Mairita potenssisarjan
[ee] [o¢]
1
k _ = .2n
2, = ) g
k=0 n=1
kertoimet ag, a, as, . . ., ja tutki, missé pisteissd potenssisarja suppenee.
5.1.2. Madritd potenssisarjan
©0 i 3x +3 2n+1
Z ap(x —c)k = Z Bx+3)™ (lnn))”
k=0 n=2

keskipiste ¢ ja kertoimet ag, ay, as, . ..
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5.1.3. Osoita, etté tehtdvidn 5.1.2 potenssisarja suppenee kaikilla x € R.

5.1.4. Osoita, ettd potenssisarja

i (—1)k 2K+l
— k+1

k=0

[\

suppenee tismaélleen silloin, kun x € [—1, 1].

5.1.5. Tutki, millad luvuilla a > 0 pitee, ettd potenssisarja

(a) i?)kxk, (b) Z?%kxk
k=0

suppenee vililld |—a, a|.

5.1.6. Osoita, ettd jos potenssisarja 3., a xx* suppenee pisteessi r > 0, niin po-
tenssisarja

k

e

ag
— X
k!

>~
Il

0
suppenee kaikilla x € R.

5.1.7. Olkoon a; > 0 kaikilla k& € N. Osoita, ettd jos potenssisarja 3}, axk
suppenee, kun |x| < 1, ja hajaantuu pisteessd x = 1, niin

o

lim akxk = 00,
1_
R,

5.1.8. Olkoon

[Se]

> o

k=0

potenssisarja, joka suppenee pisteessd x = 2 ja hajaantuu pisteessid x = 6. Voidaanko
ylld olevan tiedon perusteella osoittaa, etti tarkasteltava potenssisarja suppenee tai
hajaantuu, kun (a) x = 1, (b) x = =7, (c) x =47

5.1.9. Tutki, missd pisteissd potenssisarja

[ee)

D awx = 2)"

k=0
suppenee, kun ;7> ) a; on ehdollisesti suppeneva vuorotteleva sarja.

5.1.10. Olkoon p(y) = ay? + by + c jokin toisen asteen polynomi (a, b,c # 0).
Osoita, ettd potenssisarja

> p(xt

k=0

suppenee tismélleen silloin, kun |x| < 1.
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5.2 Potenssisarjan suppenemissade ja -vali

Luvun 5.1 esimerkeisti ja tuloksista havaitaan, ettd yleisesti potenssisarja ndyttéi-
si suppenevan jollakin vililla (tai vain pisteessd x = c). Tarkastellaan nyt asiaa
tasméllisemmin.

Mairitelma 5.2. Jos joukko

S = { lx —c| ‘ Zak(x — o)k suppenee}
k=0

on ylhdalti rajoitettu, niin potenssisarjan

oo

Zak(x —o)*

k=0

suppenemissdde R = sup S. Jos joukko S ei ole ylhailtd rajoitettu, niin R = oo.

Lauseen 5.2 nojalla saadaan vélittomasti seuraavat tulokset (harjoitustehtéva).

Lause 5.4. Potenssisarjan suppenemissdteelld R on seuraavat ominaisuudet.
(i) Jos R =0, niin sarja suppenee vain, kun x = c.
(i) Jos R = oo, niin sarja suppenee kaikilla x € R.

(iii) Jos 0 < R < oo, niin sarja suppenee, kun |x —c| < R, ja sarja
hajaantuu, kun |x — c| > R.

Huomautus 5.5. Jos 0 < R < oo, niin lauseen 5.4 kohdan (iii) perusteella po-
tenssisarja suppenee vililld |c — R, ¢ + R[. Kyseisti vilid kutsutaan potenssisar-
jan suppenemisvidliksi. Jos R = 0, niin potenssisarjan suppenemisvili surkastuu
pisteeksi ¢, ja jos R = oo, niin suppenemisvili on koko reaalilukujoukko.

Huomautus 5.6. Suppenemisvilin paitepisteissd ¢ — R ja ¢ + R potenssisarja
voi supeta tai hajaantua (ks. esimerkki 5.7, s. 144).!

!Joskus potenssisarjan suppenemisvililld tarkoitetaan vilii, joka siséltid nyt médritellyn sup-
penemisvilin (eli avoimen vilin) lisdksi myds vilin pditepisteet tai pddtepisteen, jos potenssisarja
suppenee kyseisissé pisteissi.
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Huomautus 5.7. Potenssisarjan suppeneminen ja itseinen suppeneminen ovat
yhtépitidvid muualla paitsi mahdollisesti pisteissd ¢ — R ja ¢ + R.

Esimerkki 5.6. Esimerkin 5.1 (s. 139) potenssisarjan suppenemissidde on O ja esi-
merkin 5.2 (s. 139) potenssisarjan suppenemissidde on oo.

Esimerkki 5.7. Esimerkkien 5.3 (s. 139), 5.4 (s. 140) ja 5.5 (s. 140) jokaisen
potenssisarjan suppenemissade on 1.

Suppenemisvilin pédtepisteissa esimerkkien 5.3-5.5 sarjat kuitenkin kayttayty-
vit eri tavalla. Esimerkin 5.4 potenssisarja hajaantuu suppenemisvilin molemmissa
paitepisteissi, esimerkin 5.5 sarja suppenee suppenemisvilin molemmissa péitepis-
teissd ja esimerkin 5.3 sarja suppenee toisessa padtepisteessi ja hajaantuu toisessa
padtepisteessa.

Jos potenssisarjan kertoimet ovat itseisarvoltaan pienempii tai yhtisuuria kuin
jonkin toisen potenssisarjan kertoimet, niin potenssisarjojen suppenemissiteet ovat
kidnteisessd jarjestyksessid. Tami ndhddédn seuraavasta lauseesta.

Lause 5.8. Olkoot Ry ja R, (jirjestyksessd) potenssisarjojen

Dar=of ja ) bia-of
k=0 k=0

suppenemissdteet. Jos on olemassa sellainen ko € N, ettd
5.1 lar| < |bgl Yk > ko,

niin Ry > R».

Todistus. Olkoon x| jokin vilin |¢ — Ry, ¢ + R; | piste. Téll6in sarja

Z bi(x1 — )
=0

suppenee itseisesti. Ehdosta (5.1) seuraa titen majoranttiperiaatteen nojalla, ettad
myos sarja

[(0¢]
k
Z ar(x; —c)
n=0
suppenee itseisesti. Siis sarja
[o¢]
k
Z ag(x —c)
n=0
suppenee kaikissa vilin |¢ — Ry, ¢ + Ry [ pisteissa. Taten R > R;. O
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Huomautus 5.9. Olkoon M > 0, m > 0 ja R potenssisarjan

o0

Z ax(x —c)*

k=0
suppenemisside. Jos on olemassa sellainen kg € N, ettd
(1) lax| £ M kaikilla k > kg, niin R > 1,
(i1) |ax| = m kaikilla k > kg, niin R < 1,

(iii) m < |ax| £ M kaikilla k > kg, niin R = 1.

Todistus. Viite seuraa suoraan lauseesta 5.8, silld esimerkin 5.4 (s. 140) perusteella

potenssisarjat
Zm(x—c)k ja ZM(x—c)k
k=0 k=0

molemmat suppenevat tismilleen silloin, kun |x — ¢| < 1, joten kummankin sarjan
suppenemisside on yksi. O

Esimerkki 5.8. Miiritetdin potenssisarjan

(o]

> s

k=0
suppenemisside R, kun tiedetddn, ettd lim a; = 3.

k—o0
Koska
lim a; = 3,

k—o0
niin lukujonon raja-arvon perusominaisuuksien nojalla on olemassa sellainen kg € N,

etta
2 <ap £4 Yk > kg.

Téiten huomautuksen 5.9 kohdan (iii) nojalla R = 1.

Seuraava lause antaa kiyttokelpoisen ja usein helpon tavan madrittaa potenssi-
sarjan suppenemissade.

Lause 5.10. Jos

. ag .
lim = A (0<A<oofai A=),
k—co | Afy1
niin potenssisarjan

o0

Z ax(x —c)*

k=0

suppenemissdde R = A.
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Todistus. Jos x = c, niin tarkasteltava potenssisarja suppenee. Jos taas x # ¢, niin

_ A\ k+1
52 lim joen G-
k—o0 |ak(x — C)k| k—oo

ak+1
ag

1
r—el = o lv=el,

A

joten sarjan suppenemista voidaan tutkia osamadritarkastinta kayttien.

1°: Jos A = 0 ja x # c, niin raja-arvo (5.2) on ddreton. Tdten sarja hajaantuu,
kunx # c. Siis R = A (=0).

2°: Jos A = co, niin raja-arvo (5.2) on nolla. Tdten sarja suppenee kaikilla x € R.

Siis R = A (= ).

3°: Jos 0 < A < oo, niin sarja suppenee, kun

1
— - |lx= <1 li —c| < A,
) |x — c] eli |x — c|

ja hajaantuu, kun

1
— - |x = > 1 li —c| > A.
yl lx — | eli lx —c|

Siis R = A.
Kohdista 1°-3° seuraa, ettd potenssisarjan

oo

Zak(x —o)*

k=0

suppenemisside R = A. m|

Huomautus. Lause 5.10 ei ole voimassa kéintden, silld lauseessa vaadittava
raja-arvo ei valttamaittd ole olemassa (ks. esimerkki 5.11).

Esimerkki 5.9. Miiritetdidn potenssisarjan

Z(k+1)xk
k=0
suppenemisside R.
Koska
k+1 B k+1
oo k+ )+ 1] i k+2

niin lauseen 5.10 nojalla R = 1. Suppenemisvilin paitepisteissd x = +1 sarja
hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla, joten sarja suppenee tismaélleen silloin,
kun |x| < 1.
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Esimerkki 5.10. Maidritetddn potenssisarjan

suppenemisside R.
Kun n — oo, niin

n!/n" _n! (n+ 1)1
n+ D!/ (n+ D)™~ wn (n+1)!
3 (n+ 1)
ot (n+1)

Tiaten R = e lauseen 5.10 nojalla. Sarja

M1
=
R:

n=1

siis suppenee, kun |x| < e, ja hajaantuu, kun |x| > e.
Suppenemissidde ei kuitenkaan kerro mitddn sarjan suppenemisesta pisteissi
X = *e, joten ndissi pisteissd suppeneminen on tutkittava erikseen.

Esimerkki 5.11. Oletetaan, etti n> < a, < n* kaikilla n € Z,. Midritetiin potens-

sisarjan
Z a,x"
n=1
suppenemisside R.
Olkoot R; ja R4 (jarjestyksessd) potenssisarjojen

Z n’x" ja Z n*x"
n=1 n=1
suppenemissiteet. Koska n> < a, < n* kaikilla n € Z,, niin lauseen 5.8 nojalla
R, > R > Ry.
Toisaalta
n2 4

n
=1 i li =1,
Ja n1—>r§o (l’l + 1)4

i
noo (n+1)2
joten lauseen 5.10 nojalla R, = R4 = 1. Siis R = 1.
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Huomautus. Lauseen 5.10 kiytossd on kuitenkin oltava huolellinen. Koska

2k
2k+1

1
29

lim

k—o00

niin varomaton lauseen 5.10 kéytto antaa esimerkiksi potenssisarjan

[o¢]
Z 2kX2k
k=0

suppenemissiteeksi virheellisesti R = %
Potenssisarjana ajateltuna kyseessi on kuitenkin sarja

(o]
S e

n=0
missa
2%, kun n = 2k (k € N) eli n on parillinen,
0, kunn=2k+1 (k €N)elin on pariton.
Téten joka toinen sarjan termi on nolla ja perdkkiisten termien osaméadrin raja-arvoa
el voida tutkia. Ndin ollen sarjan suppenemissidettd ei voida madrittaa lausetta 5.10
kayttien.

Osamaddritarkastinta kdyttden sarjan suppenemissiteeksi saadaan R = % (har-
joitustehtdva).

Harjoitustehtivia

5.2.1. Potenssisarjasta

o0

5 e

k=0
tiedetddn, ettd sen suppenemissidde on 3. Voidaanko ylld olevan tiedon perusteella

osoittaa, ettd tarkasteltava potenssisarja suppenee tai hajaantuu, kun (a) x = 2,
(b)x=-3,(c)x =-4?

5.2.2. Anna esimerkki potenssisarjasta, joka suppenee ehdollisesti suppenemisva-
linsd molemmissa paitepisteissa.

5.2.3. Anna esimerkki potenssisarjasta, joka suppenee ehdollisesti suppenemisvi-
linsé toisessa padtepisteessd ja itseisesti suppenemisvilinsi toisessa padtepisteessd,
tai osoita, ettd tdllaista potenssisarjaa ei ole olemassa.

5.2.4. Olkoon potenssisarjan )}, a «x* suppenemisside 2. Médriti potenssisarjan

(o) o0 o0
(a) Z ay c*xk, (b) Z apx™, (©) Z apxkn
kZO k:o k:o

suppenemisside (¢ € Ry, n € Z,).
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5.2.5. Olkoot R ja R, (jarjestyksessd) potenssisarjojen

(o) (o)

. 2
Z akxk ja Z akxk

k=0 k=0

suppenemissiteet. Osoita, ettd jos 1 < R| < oo, niin Ry = 1.

Vihje: Huomioi itseinen suppeneminen.

5.2.6. Olkoon R potenssisarjan

o0

5 e

k=0

suppenemisside. Osoita, ettd jos b > R, niin joukko { ax b* | k € N} ei ole rajoitettu.

5.2.7. Médirita potenssisarjan

oo

5 e

k=0

suppenemisside, kun tiedetiin, ettd klim ax = 0jasarja 3, ax hajaantuu.
—00

5.2.8. Olkoon 98 < A < 99. Méiritd potenssisarjan

[s¢]

> o

k=0

suppenemissade, kun lim a; = A.

k—o0

5.2.9. Olkoon a = 0,a1azas . .. irrationaaliluvun @ desimaaliesitys. Médrita potens-
sisarjan

oo

Z a kxk
k=1
suppenemisside.
5.2.10. Olkoon R potenssisarjan
Z a kxk
k=0

suppenemissidde. Osoita, ettd jos R > 1, niin joukko {a; | kK € N} on rajoitettu.
Piteeko tulos, jos R = 17

5.2.11. Olkoon R potenssisarjan

o0

5 e

k=0

suppenemissidde. Osoita todeksi tai (vastaesimerkilld) epatodeksi, ettd jos (a) R = 1,
(b) R < 1, niin on olemassa sellainen m > 0 ja sellainen ko € N, ettd |ax| > m
kaikilla k > k.
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5.2.12. Mairitd potenssisarjan

ok

Z r

=k
suppenemissidde seki tutkimalla sarjan suppenemista pisteissda x = 1 jax = —1 ettd
kdyttamalla lausetta 5.10.

5.2.13. Maiiritd potenssisarjan

N o S > 2k+1
(a) ;ﬁxk, (b) ;ﬁxk, © ;kzekxk’ ) Z( )

suppenemisside.

5.2.14. Maiiritd potenssisarjan

(o)

5 e

n=1
suppenemisside, ja tutki sarjan suppenemista suppenemisvalin paitepisteissd vakion
p € Reri arvoilla.

5.2.15. Anna esimerkki potenssisarjasta, jonka suppenemisside on 5. Onko mahdol-
lista, ettd sarja suppenee suppenemisvilinsd molemmisssa pédtepisteissi?

5.2.16. Anna esimerkki potenssisarjasta, jonka suppenemisside on 8 ja joka suppe-
nee suppenemisvilinsd molemmisssa paitepisteissi, sekd esimerkki potenssisarjasta,
jonka suppenemissdde on 8 ja joka hajaantuu suppenemisvilinsd molemmisssa
padtepisteissa.

5.2.17. Mairiti potenssisarjan

(a) 28;))3' x", (b) Z( D" x", (c) 22”nsin(%)x”

suppenemisside.

5.2.18. Maiiritd potenssisarjan

(a) i 311+ %)x” (b) i 3" In(3" + 3% )2
n=1 n=0

suppenemisside.

5.2.19. Mairitd potenssisarjan

! 1 >
() Z”(”;;Z) ", (b) Z;n!(e'

suppenemisside.

Vihje: Voit olettaa tunnetuksi raja-arvotuloksen lim n”(en — 1)" = ve.

n—oo

5.2.20. Mairitd potenssisarjan

@ Y ety Y S per)
n=1 n=1

suppenemisside.
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5.3 Potenssisarjan maarittelema funktio

Tutkitaan seuraavaksi potenssisarjan summafunktiota. Potenssisarjan suppenemis-
ominaisuuksista seuraa, ettd potenssisarjan summafunktio on maédritelty jollakin
vililld (tai mahdollisesti vain yhdessa pisteessi).

Luvussa 4 osoitettiin, ettd jos funktiosarja suppenee tasaisesti jollakin vilil-
14, sarjan termien jatkuvuus ja integroituvuus periytyvit sarjan summafunktiolle.
Siksi aloitetaan osoittamalla, ettd potenssisarja suppenee aina tasaisesti jokaisel-
la suppenemisvilin suljetulla osavililld. Seurauksena saadaan sitten vélittomasti
summafunktion jatkuvuutta ja integroituvuutta koskevat tulokset.

Lause 5.11. Olkoon

(o]

Zak(x - o)

n=0
potenssisarja, jonka suppenemissdde R > 0. Tdlloin sarja suppenee tasaisesti
Jjokaisella vdlilla I, = [c —r,c+r], missd 0 <r < R.

Todistus. Koska
k| — k k .
|ak(x—c)|—|ak|-|x—c| < lag|-r Vx €I, ja Vk eN
ja sarja
Dllalr* = Jar(c+r) = o)f|
k=0 k=0

suppenee (huomautus 5.7, s. 144), niin Weierstrassin M-testin (lause 4.8, s. 121)
nojalla sarja

o0

Z ax(x —c)*
k=0
suppenee tasaisesti vililla 7. O
Lause 5.12. Olkoon .
fl) = > ax—of
k=0

potenssisarja, jonka suppenemisside R > 0. Tdlloin sarja mddirittelee koko
suppenemisvilillid |¢ — R, ¢ + R| jatkuvan funktion f.

Todistus. Sarjan termit ay (x — ¢)* ovat jatkuvia kaikilla x € R ja kaikilla k € N,
joten lauseen 4.10 (s. 127) nojalla my0s sarjan summafunktio f on jatkuva jokai-
sella lauseen 5.11 valilld I,. Koska r voi olla mielivaltaisen ldhellda lukua R, niin
summafunktio on jatkuva koko vililld |c¢ — R, ¢ + R|. O
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Lause 5.13. Potenssisarja

(o)

fl) = > ax—of

k=0

voidaan integroida termeittdin jokaisella sarjan suppenemisvdlin ¢ — R, ¢ + R|
(R > 0) suljetulla osavililld [a, b] eli termit integroimalla muodostettu sarja

0o b
Z /ak(x — o)k dx
k=0 ¥

suppenee ja

b o b
/f(x)dx = Z /ak(x—c)kdx.
a k=0"%

Todistus. Lauseen 5.11 nojalla sarja

oo

Z ax(x = )"

k=0

suppenee tasaisesti vililld [a, b]. Koska sarjan termit ovat lisdksi jatkuvia vilil-
14 [a, b], vdite seuraa lauseesta 4.12 (s. 129). O

Koska potenssisarjan termit voidaan helposti integroida, lauseen 5.13 tulos
saadaan muotoon

b

/f(x)dx = 2 [t = N -0 - o),

a

Valitsemalla ylld a = ¢ ja b = x saadaan termeittdin integrointia koskevalle tulokselle
seuraava muoto.

Seuraus 5.14. Olkoon

(o)

Fl) = > ax— o

k=0

potenssisarja, jonka suppenemisside R > 0. Jos x € |c — R, ¢ + R|, niin

f(de = ) _d (x — )%+,
c/ kzz(:)k+l
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Esimerkki 5.12. Osoitetaan, ettd

&) _1 k
arctanx = ux2k+1 Vx € [-1,1].
— 2k +1

Esimerkkien 3.7 (s. 73) ja 3.10 (s. 76) perusteella véite pitee vilin padtepisteissd
x = 1 ja x = —1. Tarkastellaan siis avointa vilid |1, 1[. Otetaan 1dhtokohdaksi

potenssisarja
[0¢] [(S¢] 1
_1)k2k = AV ,
;)< ) ;)< )=

jonka suppenemisvili on geometrisena sarjana |—1, 1[. Taten lauseen 5.13 perusteella

X

frtso - figee

0

Z /(—1)’%2" dt

k=07

oo X

(e

X
t2k+1

S NE
kZ:(:) O/2k+1

— i (_1)k x2k+1
k+1

k=0

[\

kaikilla x € |1, 1[. Toisaalta

X X

1
/ dt = /arctant = arctanx
1+12
0 0

kaikilla x € R, joten

S (_l)k x2k+1

Vx e]-1,1].
£i2k+1

arctanx =

Siis viite pitee koko vililla [—1, 1]. Kun |x| > 1, viite ei tietenkddn pade, silld
sarja hajaantuu (ks. esimerkki 5.5, s. 140).

Tarkastellaan sitten potenssisarjojen derivointia termeittdin. Aluksi osoitetaan,

ettd jos muodostetaan uusi sarja derivoimalla jonkin potenssisarjan termit, tuloksena
on potenssisarja, jolla on sama suppenemissidde kuin alkuperiiselld potenssisarjalla.
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Lause 5.15. Potenssisarjoilla

Zak(x—c)k ja Z:kak(x—c)k_1
k=0 k=1

on sama suppenemissdde.

Todistus. Olkoot R; ja R, (jarjestyksessd) sarjojen

Zak(x—c)k ja Zkak(x—c)k_1
k=0 k=1

suppenemissiteet. Koska
lax| < |kak| Vk € Zs,,

niin lauseen 5.8 (s. 144) nojalla R; > R».
Osoitetaan sitten, ettd Ry < Rj. Olkoon 0 < r < R;. Téll6in sarja

[se]

Z a(x - o)

k=0

suppenee pisteessd x = ¢ + r. Koska suppenevan sarjan termit ovat rajoitettuja, on
olemassa sellainen M > 0, ettd

ar|r* = |ax((c+r) =) < M VkeZ,

eli y
lar] < —  VkeZ,.
r
Siis y i .
x —c|k-
SRS R T
r r r

kaikilla x € R ja kaikilla k € Z,. Edelleen sarja

S Mk |x—clk-1 M & x —c|k-1 M < x—clk
Yo = T e = T X[
k=1 k=1 k=0

suppenee (esimerkki 5.9, s. 146) aina, kun |)%| <lelijx—c|<r.

Titen sarja
Z kag(x —c)k!
k=1

suppenee majoranttiperiaatteen nojalla aina, kun |x — ¢| < r. Siis sarja suppenee
kaikillax € |c —r,c + r[, joten Ry > r. Koska r voidaan valita mielivaltaisen ldheltd
lukua Ry, niin R, > R; ja edelleen R = R;. O
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Seuraus 5.16. Jos sarja

oo

Zak(x —o)*

k=0
integroidaan termeittdin, niin saadulla sarjalla on sama suppenemissdde kuin

alkuperdiiselld sarjalla.

Huomautus. Termeittdin derivoimalla tai integroimalla saadun sarjan suppenemi-
sesta suppenemisvilin paitepisteissid ¢ — R ja ¢ + R edelli olevat tulokset eivit kerro

mitidan.

Lause 5.17. Potenssisarja

(0]

Zak(x - o)

k=0
voidaan derivoida termeittdin jokaisessa suppenemisvilinsd |¢ — R,c + R|

(R > 0) pisteessd eli

d < ko _ N k-1
(5.3) E;)ak(x—c) = kz:;kak(x—c) Vx e€l]c—R,c+R]|.

Todistus. Jokaisella vililld I, = [¢c — r,c + r], missd 0 < r < R, on voimassa

1°: Z ar(x — ¢)* suppenee (silld r < R),
k=0

: ar(x —c)" ~ suppenee tasaisesti (lause 5. a lause J. ,
20 kay(x —c)*=! supp isesti (lause 5.11 ja lause 5.15)
k=1

3°: termit ax(x — ¢)* (k € N) ja kay(x — ¢)*~! (k € Z,) ovat jatkuvia.

Téten sarja

Z ax(x —c)*

k=0
voidaan lauseen 4.15 (s. 133) nojalla derivoida termeittdin ja yhtdlo (5.3) on voimassa
jokaisella vililla /,. Koska r voidaan valita mielivaltaisen ldaheltd lukua R, niin

o0

Z ax(x —c)*

k=0

voidaan derivoida termeittdin koko vililld |¢ — R, ¢ + R] ja
4 i ar(x — o)k = i kag(x —¢)*!
dx k=0 k=1

kaikillax € |¢c — R,c + R].
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Esimerkki 5.13. Maidritetdén sarjan
k

flx) = i’%
k=1

summa valilla |-1, 1[.
Esimerkin 5.3 (s. 139) nojalla sarjan suppenemisside R = 1. Téten

k

f’(_x) = d—Z% = i = xk_l = _xk = I
= k=1 k=1 k=0 X
kaikilla x € ]-1, 1[. Koska my0s
1
D(-In(1 —x)) = —,
1—x

niin integraalilaskennan peruslauseen nojalla on olemassa sellainen C € R, etta
f(x) = =In(1-x)+C
kaikilla x € ]-1, 1[. Koska f(0) = 0, niin C =0 ja
f(x) = —In(1 -x)
kaikillax € |-1, 1[.

Seuraus 5.18. Potenssisarjan

o0

Zak(x —o)*

k=0

summafunktiolla S(x) on sarjan suppenemisvdlilld ¢ — R,c+ R[ (R > 0)
kaikkien kertalukujen derivaatat ja

(5.4) SW) =Y k- (k=1)- - (k=(n=1)-ax- (x =)™
k=n

kaikilla x € |¢c — R, c + R|[.

Huomautus 5.19. Potenssisarjan

(o)

S() = ) arx=o)

k=0

summafunktion derivaatat S (x) ovat sarjan suppenemisvililli tietenkin myos
jatkuvia.
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Jos yhtdlossd (5.4) erityisesti x = ¢, niin summalausekkeen muut termit kuin
k = n ovat nollia. Taten

SWe) =n-n=1)---(n=(m=1)-a, = n!-ay,

eli |
a, = —-S(")(c)
n!

kaikilla n € N. Siis

o ¢(k)
S(x) :ZSk'(C) (x — )k Vxelc—R,c+R]|.
k=0 )

Naiin on tullut todistetuksi seuraus 5.20.

Seuraus 5.20. Jos funktio f voidaan esittid vdlilld ¢ — h,c+ h[ (h > 0)
potenssisarjana

(o]

fx) = Zak(x - o),

k=0
niin tdmd esitys on yksikdsitteinen ja

_ Y
k!

ag

kaikilla k € N.

Lause 5.21 (Yksikisitteisyyslause). Jos jollakin vdlilld |c — h, ¢ + h[ (h > 0)
on voimassa

Dlax—o)f = Y bi(x -0,
k=0 k=0

niin ay = by, kaikilla k € N.

Todistus. Jos potenssisarjojen yhteinen summafunktio vililld |¢ — &, ¢ + k[ on S(x),
niin seurauksen 5.20 nojalla

~ S(k)(c) ~
= 0 =
kaikilla £ € N. |

by

Harjoitustehtivia

5.3.1. Tutki, milld luvuilla a > 0 pitee, ettd potenssisarja

o0 (o) 1
(a) Z3kxk, (b) Z3—kxk
k=0 k=0

suppenee tasaisesti valilld [—a, a].
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5.3.2. Annaesimerkki potenssisarjasta, jonka suppenemissidde on 1 ja joka suppenee
tasaisesti valilld [—1, 1].

5.3.3. Anna esimerkki potenssisarjasta

(o)

Z apxk,

k=0
jonka suppenemissdde on 2 ja joka ei suppene tasaisesti valilld |-2,2][.
5.3.4. Osoita, ettd arkustangentin sarja

i (_ )k x2k+1
k+1

k=0

p—

[\

suppenee tasaisesti valilld [%, 1] .

5.3.5. Osoita, ettda

Z (-DF ox
L (2k+1)3F 23

5.3.6. Madirita funktion

(o)

) = 3

k=1
derivaatta pisteessd x = 1.

5.3.7. Osoita, ettda

@) ;(m Dk = T _lx)z, (b) kz:;(m 1) (k +2)xk = T _Zx)3
kaikilla x € ]-1, 1.
5.3.8. Maiirita funktion
n+1 2n

@ () =) — @f@—zey

~ (n+1)!

derivaatat £(2929)(0) ja £(202D)(0).
5.3.9. Anna esimerkki sellaisesta funktiosta f, etti
fO)=3 ja  f™0)=n Vn>1.
Mairitd myos f(1) ja f(2).
5.3.10. Maiiritid sellainen rationaalifunktio f, ettd

FM0) =2"n!  VneN.
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5.4 Taylorin sarja

Tdhén asti funktiosarjoja tutkittaessa pddasiallisena tavoitteena on ollut maarittaa
sarjojen summafunktioita. Seuraavaksi tarkastellaan kédénteisti tehtivii eli etsitdin
potenssisarjaa, jonka summafunktio on jokin haluttu funktio.

5.4.1 Taylorin polynomi

Ennen varsinaista tarkastelua esitetddn yksi kdyttokelpoinen aputulos, jonka avulla
pystytddn mahdollisesti arvioimaan 10ydetyn potenssisarjan virhetermii.

Lause 5.22 (Taylorin lause). Jos funktio f ja sen derivaatat f', f”, ..., f™
ovat jatkuvia vililld [a, b] ja derivaatta f™+V) on olemassa vililli |a, b, niin
on olemassa sellainen & € |a, b|, ettd

(k) (n+1)
f(b)_zf @ () _ oy f( 1()53( .

Todistus. Merkitdaian

k=0 ki
ja
g(x) = (b-x)"",
jolloin
F'(x) = i(f(x)+if(k)(x) (b—x)k)
dx k!
_ S ) v P k-1
= f<x>+;(T<b—x> SRR
_ FlrD () (b x)"
n!
ja

gx) = -(n+1)(b-x)".

Lauseen oletusten nojalla funktiot g(x) ja F(x) ovat jatkuvia vililld [a, b] ja
derivoituvia vililla |a, b[. Téten (differentiaalilaskennan) yleistetyn viliarvolauseen
nojalla on olemassa sellainen ¢ € |a, b|, ettd

(5.5) F'(&)[g(b) —g(a)] = g(&)[F(b) - F(a)]
eli

(n+1)
T2 oo 1) 2(@)] = ~(n+ Db )" [F(B) - Fla).
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Siis

(n+1)
fn—'(é:) [g(b) —g(a)] = =(n+1)-[F(b) — F(a)]
seki edelleen
o)
8B —s@] = ~[F(b) - F(a)]

ja
)

F(b) = F(a) + %,

- [g(a) —g(D)].
Koska F(b) = f(b),

ja
gla)-gb) = (b-a)™' -0 = (b-a)",
niin 1)
s (a) v S ntl
f(b)—z - a) +m(b—a) . .

Jos b < a ja Taylorin lauseen oletukset ovat voimassa vileilld [b, a] ja |b, a|,
niin Taylorin lauseen todistuksessa & € |b, a[ ja yhtilo (5.5) korvautuu yhtalolla

F'(&)[g(a) —g(D)] = g'(&)[F(a) - F(b)],

joka on yhtipitiva yhtdlon (5.5) kanssa. Téaten voidaan esittdd seuraava huomautus.

Huomautus 5.23. Taylorin lause on voimassa myos, kun b < a. Talloin tietysti
¢ € |b, al jalauseen oletuksia on tarkasteltava vileilld [b, a] ja |b, a|.

Taylorin lauseen oletuksia tarkasteltaessa havaitaan, etti jos derivaatta £
(n € Z,) on jatkuva vililld [a, b], my0s derivaatat f’, f”, ..., f (n=1) gvat jatkuvia
vililld [a, b]. Muutenhan derivaattaa £ ei voitaisi muodostaa. Titen olisi riittinyt
olettaa pelkistdin derivaatan f” jatkuvuus. Jos vastaavasti derivaatta f**!) on
olemassa jollakin vililld 7, niin derivaattojen f’, f”, ..., f" on oltava jatkuvia
vélilla 1. Néin ollen voidaan esittdéd seuraava Taylorin lauseen seuraus.

Seuraus 5.24. Jos funktio f on n + 1 kertaa derivoituva pisteen c jossakin
ympdristossd I ja x € 1 (x # c), niin on olemassa sellainen ¢ € |c,x| (tai
£ €lx,cl, josx <c), etti

(k) (n+1)
6O ) = Z [0 (et L (g,

Todistus. Sovelletaan Taylorin lausetta vililld [c, x] (tai [x, c]). O
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Huomautus 5.25. Jos x = ¢, niin yhtdlo6 (5.6) on voimassa kaikilla luvun £ arvoilla,
silld

n (k) (n+1) ©)
ka(C) (C—C)k + f—l(f)(c_c)n+l = m +0 = f(C)

(n+1)! 0!

Mairitelma 5.3. Yhtélossd (5.6) esiintyvidd summaa

noor(k)
T = L (o

!
o k!

kutsutaan funktion f(x) Taylorin polynomiksi pisteessi c. Jos erityisesti ¢ = 0,
niin polynomia kutsutaan funktion f(x) Maclaurinin polynomiksi.

Taylorin polynomia kéyttden seuraukselle 5.24 saadaan jonkin verran selkedmpi
esitysmuoto.

Huomautus 5.26. Jos funktio f on n + 1 kertaa derivoituva pisteen ¢ jossakin
ympdiristossd 1 ja x € I (x # c¢), niin on olemassa sellainen ¢ € |c,x[ (tai
&€ lx,c[,josx < c),ettd

f(x) = Tn(x) +Rn(x),

missi

[

R.(x) = )] (x =)™,

Taylorin lauseessa arvio jadnnostermille saatiin differentiaalilaskennan yleistettya
viliarvolausetta kdyttaen. Kiyttdmalld osittaisintegrointia voidaan helposti todistaa
(induktiolla, harjoitustehtdvéd) Taylorin lauseen jdidnnostermille tdsmaéllinen esitys
(= huomautus 5.27). Tilloin on oletettava myds derivaatan f**1 jatkuvuus.

Huomautus 5.27. Jos funktio f ja sen derivaatat f’, f”, ..., f"*D ovat
jatkuvia pisteen ¢ jossakin ympadristossa I ja x € I, niin

f(x) = T,(x) + Ry (x),

missi
X

R = & / FOD () (x— 1) dr.

[
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Esimerkki 5.14. Muodostetaan funktion

f(x) = In(1+x)

Taylorin polynomi pisteesséd ¢ = 0 (eli funktion Maclaurinin polynomi).

Funktiolla f(x) = In(1+x) on selvisti kaikkien kertalukujen (jatkuvat) derivaatat,
kun x > —1. Olkoon siis x > —1. Derivoimalla funktio muutamia kertoja havaitaan,
ettd

F@ = = e
/) = (=) (1+x)72

@) = (=D(=2)- (1+x)7,
P = (=D2)(=3)- (1+x)7™,

Induktiolla voidaan nyt helposti todistaa, etti
(=D*"(k-1)!

fP@ = DRk (7 = (1+x)

Vk > 1,

joten
R0 = (DT k-1 Vi > 1.

Koska f(0) = 0, niin funktion f Maclaurinin polynomi on

noop(k)
Tn(x) = Z f ' (0) Xk

g N

k=1
= i (_l)k_l .xk
k=1 k

kaikilla n € N. Jos n = 0, niin ylld Ty(x) = 0.
Lisdksi huomautuksien 5.27 ja 5.26 nojalla (x > —1,n € N)

In(1+x) = T,(x) + R,(x),

missi
1 X
Rv) = / £ ) (- )" di

0

Ly

= ) Uagmt Co00dl
0

[ =y

= D (1 +1)n+!
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tai (jos x # 0)

f(n+l)(§) xn+1
(n+1)!

(=)™ n! 1
A+&™ (e

(_1)n xn+1
(n+1) (1 +&n+!

Ry (x)

n+l

b

missd & € |0, x[ (tai & € |x,0[, jos x < 0).

5.4.2 Taylorin sarja

Tarkastellaan sitten varsinaista tehtdviid eli etsitddn potenssisarjaa, jonka summa-
funktio on haluttu funktio f. Ldhtokohdan tarjoaa seuraus 5.20 (s. 157), silld jos
funktiolla f(x) on vililld |c¢ — h, ¢ + h[ (h > 0) potenssisarjakehitelma

F) = > arx = o),
k=0
niin seurauksen 5.20 nojalla
ARG
ayp = X .

Siis etsitty potenssisarja on

NEANG)
(5.7) kZé o -0k,

jota nyt tutkitaan tarkemmin.

Miaritelmi 5.4. Sarjaa (5.7) kutsutaan funktion f(x) Taylorin sarjaksi (tai
sarjakehitelmdksi) pisteessd c. Jos Taylorin sarjassa ¢ = 0, niin sarjaa kutsutaan
funktion f(x) Maclaurinin sarjaksi.

Funktion f(x) Taylorin sarja voidaan muodostaa pisteessi ¢ silloin, kun £ (c)
on olemassa kaikilla k € N eli funktiolla f on pisteessid ¢ kaikkien kertalukujen
derivaatat. Tilloin derivaatat f(¥)(x) ovat olemassa (ja ne ovat jatkuvia) myds
jollakin vililld Jc — h, ¢ + h[ (h > 0), silld f**D(¢) voidaan muodostaa vain, jos
derivaatta f¥)(c) on midritelty pisteen ¢ jossakin ympiristossa.

Funktion f(x) pisteessd ¢ muodostetun Taylorin sarjan summa ei valttimatta
ole f(x) kaikilla x € R. Ensinnikin sarja voi hajaantua muuttujan x joillakin arvoilla.
Toisaalta on mahdollista, ettd vaikka sarja suppenee jollakin vililld /, niin sarjan
summa ei ole f(x) vililla 7 (ks. esimerkki 5.23, s. 168).
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Pisteessd x = ¢ sarjan summa on aina f(c), silld

2 k) (0)
S ey = 5D o)

mutta yleisesti Taylorin sarjan summa on f(x) vain, kun sarjan osasumma eli
vastaava Taylorin polynomi 7, (x) ldhestyy arvoa f(x), kun n — oo. Toisin sanoen
jos funktion f Taylorin sarja voidaan muodostaa pisteesséi c, niin

=Y
k=0

(x =)

P
k

!

tasmalleen silloin, kun
lim T,,(x) = f(x) eli lim R,(x) = 0,
n—oo n—oo

missd R, (x) on huomautuksissa 5.26 ja 5.27 esiintyva Taylorin polynomia 7,,(x)
vastaava jadnnOstermi. Esitetdén asia vield tasmallisesti lauseen muodossa.

Lause 5.28. Oletetaan, ettd funktiolla f on kaikkien kertalukujen derivaatat
pisteessd c. Tdlloin

O r(k)
) = Y I o
k=0 ’

tasmdilleen silloin, kun
lim R,(x) = 0,
n—ooo

missd Ry, (x) on huomautuksissa 5.26 ja 5.27 esiintyvd Taylorin polynomia T, (x)
vastaava jadnnostermi.

Jos funktion f Taylorin sarjan summa pisteessd x on f(x), sanotaan, ettd sarja
esittdd funktiota f pisteessa x. Taylorin sarjan voimassaoloalue on niiden pisteiden
joukko, joissa sarja esittdd funktiota f. Joskus sanotaan my®ds, ettd funktio f voidaan
kehittdd Taylorin tai Maclaurinin sarjaksi.

Esimerkki 5.15. Muodostetaan funktion

f(x) = sinx

Maclaurinin sarja, ja osoitetaan, ettd sarja esittdd funktiota sin x kaikilla x € R (eli
sarjan voimassaoloalue on koko reaalilukujen joukko).
Induktiolla voidaan helposti todistaa, ettid

FPO %) = (=DFfsinx  ja FP*Dx) = (=) cosx
kaikilla k € N ja kaikilla x € R. Titen

0 =0  ja DO = (-1)F
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kaikilla k € N. Siis
Z f )(0) ok Z (-1)k (2k+
£y Qk+1)1°

on funktion f(x) = sinx Maclaurinin sarja. Osoitetaan vield, ettd timin sarjan
summa on sin x kaikilla x € R.

Jos x = 0, niin seki sarjan summa ettd sinin arvo ovat nollia, joten sarja esittaa
funktiota sin x. Olkoon sitten x # 0. Taylorin lauseen (huomautus 5.26) nojalla

sinx = T,(x) + R,(x),
missi 7,,(x) on funktion sinx Maclaurinin polynomi (n € N) ja

f(n+1) (‘f) n+1

R,(x) = D] (£ €]0,x[ tai &€ € |x,0[).
Nyt
|R (x)l _ f(n+1)(§;) |x|n+1
" ) (n+1)!
kaikillan € N ja
|x|n+1
noeo (n+ )
joten
lim R,(x) = 0.
Siis lauseen 5.28 nojalla
o (=DF 2k+1 XX
= = X—=—+—=—-- Vx e R
i ;) 2k + 1) 3175 g

Taylorin lauseen vaatima funktion derivaattojen laskeminen ja jadnnostermitar-
kastelu on usein tyoldstd. Seuraava jo aluksi esitetty huomio tarjoaa mahdollisuuden
kayttdd Taylorin lauseen sijasta jo aiemmin muodostettuja potenssisarjoja.

Huomautus 5.29. Jos funktiolla f(x) on vililld |¢ — h, ¢ + k[ (h > 0) potens-
sisarjakehitelmi

(o)

(5.8) f) = Y ax=of,

k=0

niin seurauksen 5.20 (s. 157) nojalla tdmi sarja on funktion f(x) Taylorin sarja
pisteessa c.
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Huomautus 5.30. Huomautuksen 5.29 Taylorin sarjan voimassaoloalue on vihin-
taan huomautuksen vili |¢ — &, ¢ + k[, mutta voimassaoloalue voi olla laajempikin.
Voimassaoloalue sisiltdd esimerkiksi kaikki ne viliin |¢ — A, ¢ + h[ kuulumattomat
pisteet x, joille on jo osoitettu, ettd ehto (5.8) on voimassa. Talloinhdn muodostettu
Taylorin sarja esittdd funktiota f(x) myos pisteessd x. Téllainen tilanne voi esiintyd
esimerkiksi, jos |¢ — h, ¢ + h[ on tarkasteltavan Taylorin sarjan suppenemisvili ja
véliin kuulumaton piste on suppenemisvilin péétepiste.

Aiemmin muodostettuja potenssisarjoja voidaan nyt yrittdd hyddyntédd joko suo-
raan tai muokkaamalla niitd sopivasti. Jos on aiemmin osoitettu, ettd jonkin oikeaa
muotoa olevan potenssisarjan summa on jossakin pisteen ¢ ympdristossd funktio,
jonka Taylorin sarjaa etsitdédn, niin tehtdva on sarjan muodostamisen osalta jo suo-
ritettu. Jiljelld on mahdollisesti vield sarjan voimassaoloalueen méirittaminen, jos
voimassaoloalue ei selvid aiemman tarkastelun perusteella.

Jos toisaalta edelld mainittua potenssisarjaa ei ole tiedossa, voidaan yrittaad
muokata tunnettuja potenssisarjoja siten, ettd uuden sarjan summa on haluttu funktio.
Mahdollisia tapoja ovat esimerkiksi sarjojen derivointi ja integrointi, funktioiden
sijoittaminen sarjoihin muuttujan x tilalle tai sopivien (esimerkiksi trigonometristen)
kaavojen kiytto. Lahtokohdan tarjoaa esimerkiksi geometrinen sarja

= 1
ZXk T 1-x

k=0

joka potenssisarjana on funktion

fx) = —
Maclaurinin sarja valilld | -1, 1[.

Esimerkki 5.16. Esimerkissd 4.14 (s. 131) osoitettiin geometrista sarjaa integroi-
malla ja aiempia tuloksia kiyttden, ettd

)k 1 k X2 X3 X4

(1 _
1n(1+x)_z _x—?+?—z+~- Vx e |-1,1].

Huomautusten 5.29 ja 5.30 nojalla kyseinen sarja on funktion In(1 + x) Maclaurinin
sarja valilla | -1, 1].

Jos x > 1 tai x < —1, niin sarja hajaantuu (esimerkki 4.4, s. 116). Titen sarjan
summa ei voi olla In(1 + x) (ja In(1 + x) ei edes ole médritelty, kun x < —1).

EsimerkKki 5.17. Esimerkissi 4.16 (s. 135) osoitettiin, ettd

i i% Vx € R.
k=0

k=0
Huomautuksen 5.29 nojalla sarja on funktion ¢* Maclaurinin sarja (kaikilla x € R).

»lk
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Esimerkki 5.18. Maidritetddn kosinin Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

Kosinin Maclaurinin sarja voidaan tietysti mairittaa vastaavasti kuin sinin Maclau-
rinin sarja esimerkissd 5.15. Menetelldaédn nyt kuitenkin toisin ja hyddynnetédén esi-
merkissd 5.15 muodostettua sarjaa

_ (- 1)k 2K+
sin x Z (2k+l)‘ Vx € R.

Koska tama sarja voidaan potenssisarjana derivoida termeittdin, niin

cosx = D(sinx)

_ S (_l)k 2k+1
- D(Z(2k+1)!x )

kaikilla x € R. Siis funktion cos x Maclaurinin sarja on

( 2 4 6

N wo_ XL
COSX ;)(Zk)'x =1 TR 6!+ Vx € R.

Esimerkki 5.19. Esimerkissd 5.12 (s. 153) osoitettiin geometrista sarjaa integroi-
malla ja aiempia tuloksia kiyttden, ettd

—1)k 3 5
arctanx = zoék—_'_)lx%“ = x—%+%—-~ Vx € [-1,1].

Huomautusten 5.29 ja 5.30 nojalla kyseinen sarja on funktion arc tan x Maclaurinin
sarja valilla [—1, 1].

Jos |x| > 1, niin sarja hajaantuu (esimerkki 5.5, s. 140), joten sarjan summa ei
tietenkddn ole arc tan x (eli sarja ei esitd funktiota arc tan x).

Esimerkki 5.20. Méiritetizn funktion f(x) = e>*! Maclaurinin sarja ja sarjan
voimassaoloalue.
Esimerkin 5.17 perusteella

= 3x)k e3k
3x+1 _ k
e = k_g 24 s X Vx € R.
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Esimerkki 5.21. Miiritetdén funktion a* (@ > 0) Maclaurinin sarja ja sarjan voi-
massaoloalue.
Esimerkin 5.17 perusteella

k k
at = e~flna Z (xlna) Z (lna) xk Vx € R,

joten huomautuksen 5.29 nojalla

00 1 k
= Z(nkc'l) Xk Vx € R.

k=0

Esimerkki 5.22. Maidritetdan funktion

-1
¢ , kunx # 0,
f)y=q9 =
1, kunx =0,
Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.
Esimerkin 5.17 perusteella
i © ok © Lk
e —1=ZH—1:Zk—! Vx € R,
k=0 k=1
joten
e* —1 1w xk o xk1 - xk
= — _— = _— = V O
X X ;k' /Zf ! kZ::J)(k+1)' xF
Liséksi )
S L0,0
= —+—+--- =1 = f(0),
kZO(k+1)! 2' 3! £

joten sarja esittdd funktiota f(x) my0s pisteessd x = 0. Tdaten huomautuksen 5.29
nojalla

1 2 3
f(x):z Forr eyt v vkeR
4 L7314

EsimerkKki 5.23. Olkoon

_ Lz kun x # 0,
fx) = {0,

kun x = 0.

Voidaan suhteellisen helposti osoittaa, etti £ (0) = 0 kaikilla n € N (harjoitusteh-
tavd). Taten funktion f(x) Maclaurinin sarja on

Zﬂ")(()) —”:ZO:O Vx € R.
n=0

Sarja tietenkin suppenee kaikilla x € R, mutta antaa funktion f(x) arvon vain
pisteessd x = 0.

n=0
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5.4.3 Sovelluksia

Taylorin sarjaa voidaan kiyttdd esimerkiksi funktion raja-arvon ja dériarvon maa-
rittimiseen (korvaamalla funktio Taylorin sarjallaan), derivaattojen méérittimiseen
pisteessa ¢ sekd yleensikin erilaisiin likiarvotehtaviin.

EsimerkKi 5.24. Miiritetizn derivaatta £ (0), kun

e -1

fx)=1 x
1, kun x = 0.

, kunx #0,

Esimerkin 5.22 nojalla

f(x):z L o wier
n=0

n+ 1!
Téten seurauksen 5.20 (s. 157) nojalla

fmo 1

= Vn e N
n! (n+1)! e

ja edelleen

1
(n) =
fY(0) P Vn € N.

Siis esimerkiksi

Esimerkki 5.25. Maidritetdin raja-arvo

2

w

X X X

e —-1—-x-% -
lim 3 2 6.
x—0 x° arctanx

Tehtavad voidaan ratkaista kdyttamalld neljd kertaa 1’Hopitalin sddntdd, mutta
tdlloin joudutaan kohtuullisen mutkikkaisiin derivointeihin. Médritetddn raja-arvo
nyt I’Hopitalin sddnnnon sijasta kdyttdmalld funktioiden potenssisarjaesityksid. Esi-
merkin 5.17 nojalla

x2 x3 4 5 )C6

ex:1+x+5+§+%+%+a+m Vx € R,
joten
R AU AT AONE. AUNE. QAU (L SO SN
2 6 4! 5! 6! 4! 51 6!
kaikilla x € R. Esimerkin 5.19 nojalla taas
arctanx:x—x;+%5—~-- Vx e [—-1,1],
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joten
3 3 X3 XS 4 Xz x4
x arctanx = x(x—-—+——---| = x|l -=+——---
3 5 3 5
kaikilla x € [—1, 1]. Jos siis 0 < |x| < 1, niin
2 3 2 2
X X X 4(1 X X 1 X X
e—l—x—7—g _X(m+§+a+") _I+§+a+'
3 - 4 X2 X4 - x2 x4 ’
X° arc tan x Hl-5+5---) - +5 -
josta nihddén suoraan, ettd
2 3
e —l-x-%5-% 1 1
lim 3 = — = —
x—0 Xx° arc tan x 4! 24

Esimerkki 5.26. Midritetdén integraalille
1
/ e dx
0

sellainen likiarvo, etti virhe on korkeintaan 1072
Esimerkin 5.17 perusteella

_ / ( 1) 2k+1
- Qk+ k!

_Z (-DF
B 2k + k!’

Tulokseksi saatu sarja toteuttaa selvasti Leibnizin lauseen ehdot, joten sarja suppenee

ja jaannostermille saadaan arvio
1

R, £ ——
IRil 2n+ 1)n!

kaikilla n € N. Virheelle asettu vaatimus toteutuu nyt, jos

1
<107
Qn+ Dn! ~
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eli
2n+1)n! > 100.

Pienin epéyhtilon toteuttava kokonaisluku on 4, joten esimerkiksi
: (-1)¥ 1 26
1 1
_xd :1——+—__:_
/ o Z(2k+1)k' 3710 42 35
0

tuottaa halutun tarkkkuuden.

Esimerkki 5.27. Arvioidaan funktiota f(x) = sinx vililld [O, g—r] tarkkuudella 104,
Esimerkissi 5.15 (s. 164) osoitettiin, ettd

sinx = T,(x) + R,(x),

missé 7,,(x) on funktion sinx Maclaurinin polynomi (n € N) ja

|x|n+1

(n+1)!

[Ra ()] <

kaikilla x € R ja kaikilla n € N. Vililla [(), %] tarvittavaksi ehdoksi tulee taten

1 T n+1
il 1074,
(n+1)! (4) <

joka toteutuu, kun n > 6.
Siis riittavan tarkka tulos saadaan, kun valitaan arvioksi esimerkiksi 74 (x). Téten
kaikilla x € [O, 4] on voimassa arvio

X

sinx = Tg(x) + Rg(x) = x—§+§—5

missi 6] < 1074 .

Harjoitustehtivia

5.4.1. Olkoon f sellainen funktio, ettd
)| < 2

kaikilla x € R ja kaikilla n € Z,. Osoita, ettd funktion f Maclaurinin sarja esittad
funktiota f kaikilla x € R.

5.4.2. Olkoon f sellainen funktio, ettd

FP ()| < n

kaikilla x € R ja kaikilla n € Z,. Osoita, ettd funktion f Maclaurinin sarja esittdd
funktiota f kaikilla x € |-3, 3[.
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5.4.3. Maarita funktion |

X) = ——
@) (x+1)2
Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

5.4.4. Maarita funktion

@ fW=e™ 0 W)=, (© fx)=2xe"
Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

5.4.5. On melko helppo osoittaa, ettd

2 - (_1)k 22k+1 2k+2
= E Vx € R
sin” x 24 2k +2)! X

Osoita ylld olevaa tulosta ja funktion sin x Maclaurinin sarjaa kiyttden, etti

2sinx cosx = sin2x Vx € R.

5.4.6. Maiirita funktion

X

@ ()= . ®) () =sin(3).  © F@) =In(1-20)

Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

5.4.7. Madritd funktio, jonka Maclaurinin sarja vililld [—1, 1] on

i (_l)k x2k+1.
k=1 k

5.4.8. Madiritéd funktion

(@) f(x)=cos(2x?), (b) f(x) = arctan(3x)
Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.
5.4.9. Madritd hyperbolisen sinin eli funktion

ef—e

2

—X

sinhx =

Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

5.4.10. Maiiritd hyperbolisen kosinin eli funktion

ef+e™*
2

coshx =

Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

5.4.11. Miiritd derivaatat £(2929(0) ja £(202D(0), kun f(x) = arc tanx.
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5.4.12. Miiritd derivaatta £® (0), kun

ef—1—x

J(x) = x?

, kun x = 0.

, kunx #0,

=

5.4.13. Miiritd derivaatat £2929(0) ja £(292D(0), kun

w, kun x # 0,
fx)=9 x
1, kun x = 0.

5.4.14. Mairitd potenssisarjaesitysti kdyttden raja-arvo

arctanx 1 —e* e —2xr—2x -1

@ )11—I>I(1) x ©) zll—r}(l) 3x © il—rf(l) 4x3

5.4.15. Mairitd potenssisarjaesityksid kdyttden raja-arvo

inx —arct 2 — 1) In(1 +x°
@ lim s1n;c arc anx’ ) lim (e ) In( +2x )
x—=0  x%In(1 +x) x—0 (1 —cos3x)

5.4.16. Miiritd potenssisarjaesityksid kayttden raja-arvo

— si 11 In(x?
@ lim 2 (b) lim(——,—), © lim M)
x—0 X COSX x—0\x  sinx x—1 x—1
5.4.17. Mairitd potenssisarjaesitysti kdyttden raja-arvo
(a) lim i/(1 —e"z)dt (b) lim i/sin(2t2) dt
x—0 x3 ’ x—0 x3 '
0 0

5.4.18. Oletetaan, ettd Maclaurinin sarja

FO0) = £(0)+ Y arx®
k=1

esittdd funktiota f pisteen x = 0 jossakin ympadristossi ja kg > 0 on pienin indeksin &
arvo, jolle a; # 0. Osoita, ettd jos ko on pariton, niin piste x = O ei ole funktion f
paikallinen ddriarvokohta.

5.4.19. Miiritd integraalin
1

/ sin(x?) dx

0

likiarvo siten, etti virhe on itseisarvoltaan pienempi kuin 107,

5.4.20. Mairita funktion cos x likiarvo pisteessd x = % siten, ettd virhe on itseisar-
voltaan pienempi kuin 1074,
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