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Alkusanat

Tämä moniste on tarkoitettu oheislukemistoksi Tampereen yliopistossa pidettävälle
kurssille Analyysi B. Monisteen tavoitteena on tukea luentojen seuraamista, har-
joitustehtävien ratkaisemista ja tentteihin valmistautumista. Moniste sisältää melko
kattavasti kurssilla käsiteltävät asiat, mutta paikoitellen lisäselitykset ja mahdollinen
lisämateriaali helpottanevat tekstin seuraamista ja esitettyjen asioiden ymmärtämistä.
Moniste ei varsinaisesti ole tarkoitettu kattavaksi itseopiskelupaketiksi.

Monisteen rakenne ja sisältö pohjautuvat Riemann-integraalin määrittelyä lukuun
ottamatta suurelta osin jo edesmenneen Seppo Vepsäläisen aikoinaan Tampereen
yliopistossa pitämiin luentoihin. Sisältöä on jonkin verran muokattu kevyempään
suuntaan ja myös rakenteessa on tehty muutoksia.

Kurssin menestyksellinen seuraaminen edellyttää Tampereen yliopiston opinto-
jaksolla Analyysi A (ja sen esitietoina olevilla opintojaksoilla) esitettyjen asioiden
hyvää hallintaa. Jos kurssilla tarvittavat esitiedot ovat päässeet unohtumaan tai niiden
hallinnassa on muusta syystä puutteita, myös esitietojen kertaamiseen pitää varata
riittävästi aikaa (kurssin Analyysi B seuraamisen ohessa). Koska moniste on suoraa
jatkoa kurssin Analyysi A vastaavalle monisteelle, matematiikan opiskelun luonnetta
koskevien huomautusten osalta näissä alkusanoissa tyydytään viittaamaan kurssin
Analyysi A monisteen alkusanoihin.

Lopuksi esitän kiitokset kaikille, jotka ovat kommenteillaan, ehdotuksillaan ja
neuvoillaan auttaneet minua tämän monisteen teossa.

Pertti Koivisto

Vuoden 2021 painokseen on lisätty suurelta osin eri lähteistä kerättyjä harjoitus-
tehtäviä ja tehty muutamia osin teknisiä muutoksia. Kiitän Jarmo Niemelää hyvin
tehdystä teknisestä toimitustyöstä.

P. K.
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1 Esitietoja

1.1 Supremum ja infimum
Joukon pienintä ylärajaa (supremum) ja suurinta alarajaa (infimum) on käsitelty jo
kurssilla Analyysi A. Kerrataan vielä aluksi supremumin ja infimumin määritelmät ja
perusominaisuuksia sekä esitetään muutamia myöhemmissä todistuksissa tarvittavia
aputuloksia.

Määritelmä 1.1. Olkoon 𝐴 ⊆ R, 𝐴 ≠ ∅. Jos joukon 𝐴 ylärajojen joukossa on
pienin, niin se on joukon 𝐴 pienin yläraja eli supremum (merkitään sup 𝐴).

Määritelmä 1.2. Olkoon 𝐴 ⊆ R, 𝐴 ≠ ∅. Jos joukon 𝐴 alarajojen joukossa on
suurin, niin se on joukon 𝐴 suurin alaraja eli infimum (merkitään inf 𝐴).

Täydellisyysaksiooman nojalla jokaisella epätyhjällä ylhäältä rajoitetulla jou-
kon R osajoukolla on pienin yläraja. Vastaavasti jokaisella epätyhjällä alhaalta
rajoitetulla joukon R osajoukolla on suurin alaraja.

Seuraava lause kuvaa infimumin ja supremumin suhdetta yksinkertaisessa eri-
koistapauksessa.

Lause 1.1. Olkoot 𝐴 ja 𝐵 epätyhjiä joukon R osajoukkoja. Jos 𝐴 ⊆ 𝐵, niin

inf 𝐵 ≤ inf 𝐴 ≤ sup 𝐴 ≤ sup 𝐵.

Todistus. Harjoitustehtävä.

Yleisesti joukon 𝐴 supremumin tai infimumin ei tarvitse kuulua joukkoon 𝐴.
Jos ne kuitenkin kuuluvat joukkoon 𝐴, niin joukon 𝐴 ylä- ja alarajoina ne ovat
vastaavasti joukon 𝐴 suurin alkio max 𝐴 ja pienin alkio min 𝐴. Tulos on voimassa
myös kääntäen, mikä nähdään seuraavasta lauseesta.

Lause 1.2. Olkoon 𝐴 epätyhjä joukon R osajoukko.

(a) Jos joukossa 𝐴 on suurin luku 𝑀 , niin sup 𝐴 = 𝑀 .

(b) Jos joukossa 𝐴 on pienin luku 𝑚, niin inf 𝐴 = 𝑚.

Todistus. Ks. Analyysi A.

Huomautus. Weierstrassin min-max-lauseen nojalla suljetulla välillä [𝑎, 𝑏]
jatkuvan funktion 𝑓 kuvajoukossa 𝑓 ( [𝑎, 𝑏]) on suurin ja pienin alkio.
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Seuraava lause antaa vaihtoehtoisen tavan tutkia joukon supremumin ja infi-
mumin olemassaoloa. Lause on hyödyllinen apuväline todistettaessa täsmällisesti
supremumin ja infimumin ominaisuuksia.

Lause 1.3. Olkoon 𝐴 epätyhjä joukon R osajoukko. Tällöin

(a) sup 𝐴 = 𝐺 ⇔
{

(i) ∀𝑥 ∈ 𝐴 : 𝑥 ≤ 𝐺,

(ii) ∀𝜀 > 0: ∃𝑥 ∈ 𝐴 : 𝑥 > 𝐺 − 𝜀,

(b) inf 𝐴 = 𝑔 ⇔
{

(i) ∀𝑥 ∈ 𝐴 : 𝑥 ≥ 𝑔,

(ii) ∀𝜀 > 0: ∃𝑥 ∈ 𝐴 : 𝑥 < 𝑔 + 𝜀.

Todistus. Ks. Analyysi A.

Riemann-integraalin määrittelyssä erityistä merkitystä on tilanteella, jossa yhden
joukon kaikki alkiot ovat pienempiä tai yhtäsuuria kuin jonkin toisen joukon alkiot.
Tällöin tarkastellaan sellaisia epätyhjiä joukkoja 𝐴 ⊆ R ja 𝐵 ⊆ R, että

𝑎 ≤ 𝑏 ∀𝑎 ∈ 𝐴 ja ∀𝑏 ∈ 𝐵.

Seuraavaksi esitetään lauseiden muodossa muutama tällaisia joukkoja koskeva tulos.
Tuloksia hyödynnetään myöhemmissä todistuksissa. Intuitiivisesti tulokset tuntuvat
luonnollisilta, ja ne voidaan suhteellisen helposti todistaa täsmällisesti esimerkiksi
lauseen 1.3 avulla. Itse täsmälliset todistukset jätetään harjoitustehtäväksi.

Lause 1.4. Olkoot 𝐴 ⊆ R ja 𝐵 ⊆ R sellaisia epätyhjiä joukkoja, että 𝑎 ≤ 𝑏
kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴 ja kaikilla 𝑏 ∈ 𝐵. Tällöin

sup 𝐴 ≤ inf 𝐵.

Todistus. Harjoitustehtävä.

Lause 1.5. Olkoot 𝐴 ⊆ R ja 𝐵 ⊆ R sellaisia epätyhjiä joukkoja, että 𝑎 ≤ 𝑏
kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴 ja kaikilla 𝑏 ∈ 𝐵. Tällöin

sup 𝐴 = inf 𝐵

täsmälleen silloin, kun jokaista positiivilukua 𝜀 > 0 kohti on olemassa sellaiset
alkiot 𝑎 ∈ 𝐴 ja 𝑏 ∈ 𝐵, että

𝑏 − 𝑎 < 𝜀.

Todistus. Harjoitustehtävä.
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Hyödyntämällä lukujonon raja-arvon perusominaisuuksia saadaan lauseen 1.5
seurauksena välittömästi seuraava tulos.

Seuraus 1.6. Olkoot 𝐴 ⊆ R ja 𝐵 ⊆ R sellaisia epätyhjiä joukkoja, että 𝑎 ≤ 𝑏
kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴 ja kaikilla 𝑏 ∈ 𝐵. Tällöin

sup 𝐴 = inf 𝐵

täsmälleen silloin, kun on olemassa sellaiset lukujonot (𝑎𝑛) ja (𝑏𝑛), että 𝑎𝑛 ∈ 𝐴,
𝑏𝑛 ∈ 𝐵 ja

lim
𝑛→∞ 𝑎𝑛 = lim

𝑛→∞ 𝑏𝑛.

Lisäksi tällöin
sup 𝐴 = inf 𝐵 = lim

𝑛→∞ 𝑎𝑛 (= lim
𝑛→∞ 𝑏𝑛).

Todistus. Harjoitustehtävä.

Harjoitustehtäviä
1.1.1. Anna jokin sellainen välillä [0, 4] rajoitettu funktio 𝑓 , että joukossa

𝐴 = { 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ [0, 4] }

ei ole suurinta eikä pienintä alkiota. Tässä tehtävässä ei tarvitse antaa täsmällistä
perustelua, että suurinta ja pienintä alkiota ei ole olemassa. Esimerkiksi funktion
kuvaajaan tukeutuva perustelu on riittävä.

1.1.2. Anna sellainen välillä ]−2, 2[ jatkuva ja rajoitettu funktio 𝑓 , että

(a) sup 𝐴 ≠ max 𝐴 ja inf 𝐴 ≠ min 𝐴, (b) sup 𝐴 ≠ max 𝐴 ja inf 𝐴 = min 𝐴,

(c) sup 𝐴 = max 𝐴 ja inf 𝐴 ≠ min 𝐴, (d) sup 𝐴 = max 𝐴 ja inf 𝐴 = min 𝐴,

kun 𝐴 = { 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ ]−2, 2[ }. Yllä inf 𝐴 ≠ min 𝐴 ja sup 𝐴 ≠ max 𝐴 tarkoittavat,
että min 𝐴 ja max 𝐴 eivät ole olemassa. Tässä tehtävässä ei tarvitse antaa täsmällistä
perustelua, että infimum ja supremum toteuttavat vaaditut ehdot. Esimerkiksi funktion
kuvaajaan tukeutuva perustelu on riittävä.

1.1.3. Olkoon 𝐴 rajoitettu ja epätyhjä joukko, 𝜆 > 0 ja 𝐵 = { 𝜆𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐴 }. Osoita
täsmällisesti perustellen, että

(a) sup 𝐵 = 𝜆 · sup 𝐴, (b) inf 𝐵 = 𝜆 · inf 𝐴.

1.1.4. Olkoon 𝐴 rajoitettu ja epätyhjä joukko, 𝜆 < 0 ja 𝐵 = { 𝜆𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐴 }. Osoita
täsmällisesti perustellen, että

(a) sup 𝐵 = 𝜆 · inf 𝐴, (b) inf 𝐵 = 𝜆 · sup 𝐴.
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1.1.5. Olkoot 𝐴 ja 𝐵 rajoitettuja ja epätyhjiä joukkoja ja

𝐶 = { 𝑎 + 𝑏 | 𝑎 ∈ 𝐴 ja 𝑏 ∈ 𝐵 }.

Osoita täsmällisesti perustellen, että

(a) sup𝐶 = sup 𝐴 + sup 𝐵, (b) inf 𝐶 = inf 𝐴 + inf 𝐵.

1.1.6. Osoita täsmällisesti perustellen, että jos 𝐴 ⊆ R ja 𝐵 ⊆ R ovat sellaisia
epätyhjiä joukkoja, että 𝑎 ≤ 𝑏 kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴 ja kaikilla 𝑏 ∈ 𝐵, niin

sup 𝐴 ≤ inf 𝐵.

1.1.7. Olkoot 𝐴 ⊆ R ja 𝐵 ⊆ R epätyhjiä ja rajoitettuja joukkoja. Todista, että jos

sup 𝐴 = inf 𝐵,

niin jokaista lukua 𝜀 > 0 kohti on olemassa sellaiset alkiot 𝑎 ∈ 𝐴 ja 𝑏 ∈ 𝐵, että

𝑏 − 𝑎 < 𝜀.

Onko myös käänteinen väite tosi?

1.1.8. Olkoot 𝐴 ⊆ R ja 𝐵 ⊆ R sellaisia epätyhjiä ja rajoitettuja joukkoja, että 𝑎 ≤ 𝑏
kaikilla 𝑎 ∈ 𝐴 ja kaikilla 𝑏 ∈ 𝐵. Todista, että jos jokaista lukua 𝜀 > 0 kohti on
olemassa sellaiset alkiot 𝑎 ∈ 𝐴 ja 𝑏 ∈ 𝐵, että

𝑏 − 𝑎 < 𝜀,

niin
sup 𝐴 = inf 𝐵.

1.1.9–1.1.10. Tehtävissä 1.1.9 ja 1.1.10 oletetaan, että 𝑛 ∈ Z+, 𝑓 : [0, 1] → R on
sellainen funktio, että 𝑓 (0) = 0 ja 𝑓 (1) = 1, ja

𝐴𝑘 =
{
𝑓 (𝑥)

�� 𝑥 ∈ [
𝑘−1
𝑛 , 𝑘𝑛

] } (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛).

1.1.9. Osoita, että jos 𝑓 on välillä [0, 1] aidosti kasvava, niin

𝑛∑︁
𝑘=1

sup 𝐴𝑘 −
𝑛∑︁

𝑘=1
inf 𝐴𝑘 = 1.

1.1.10. Osoita, että jos 𝑓 on jatkuva välillä [0, 1], niin on olemassa sellainen
𝑐 ∈ [0, 1], että

𝑓 (𝑐) = 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

sup 𝐴𝑘 .
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1.2 Raja-arvo ja jatkuvuus
Kurssilla Analyysi A esitetyt lukujonon raja-arvoa sekä funktion raja-arvoa ja jatku-
vuutta koskevat tulokset oletetaan jatkossa tunnetuksi. Tavanomaisten laskusääntö-
jen ohella tarvitaan esimerkiksi suljetulla välillä jatkuvien funktioiden ominaisuuk-
sia (mm. Bolzanon lause ja Weierstrassin min-max lause). Lisäksi hyödynnetään
polynomi- ja juurifunktioiden, eksponentti- ja logaritmifunktioiden sekä trigono-
metristen funktioiden ja niiden käänteisfunktioiden jatkuvuustuloksia sekä joitakin
kurssilla Analyysi A johdettuja raja-arvotuloksia. Tällaisia ovat esimerkiksi raja-arvot

(1.1) lim
𝑥→0

𝑥 sin
1
𝑥

= 0 ja lim
𝑥→0

sin 𝑥
𝑥

= 1.

Eksponentti- ja logaritmifunktioiden osalta on syytä palauttaa mieleen myös
logaritmin normaalit laskusäännöt sekä kaava

(1.2) log𝑎 𝑥 =
ln 𝑥
ln 𝑎

(𝑥 > 0, 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1), jolla 𝑎-kantainen logaritmi saadaan palautetuksi (luonnolli-
seksi) logaritmiksi, ja yleinen muunnoskaava

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑒ln 𝑓 (𝑥)𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑔(𝑥) ln 𝑓 (𝑥) ( 𝑓 (𝑥) > 0).

Muunnoskaavan erikoistapauksina tulevat käyttöön myös yleisen eksponenttifunktion
määritelmä

(1.3) 𝑎𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝑎 (𝑥 ∈ R, 𝑎 > 0)

ja yleisen potenssifunktion määritelmä

(1.4) 𝑥𝑎 = 𝑒𝑎 ln 𝑥 (𝑥 > 0, 𝑎 ∈ R).

Lisäksi tarvitaan raja-arvoa

(1.5) lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1
𝑥

= 1.

Seuraavaksi esitetään vielä kertauksena muutama tulos, joihin tullaan viittaamaan
myöhemmin. Tulokset on todistettu kurssilla Analyysi A. Aluksi pari funktion raja-
arvoa koskevaa lausetta.

9



Lause 1.7. Olkoon lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) = 𝐴. Jos tällöin on olemassa sellainen 𝛿𝑀 > 0,
että

𝑓 (𝑥) ≤ 𝑀 ∀𝑥 ∈ U′
𝛿𝑀

(𝑎),
niin 𝐴 ≤ 𝑀 , ja jos on olemassa sellainen 𝛿𝑚 > 0, että

𝑓 (𝑥) ≥ 𝑚 ∀𝑥 ∈ U′
𝛿𝑚
(𝑎),

niin 𝐴 ≥ 𝑚.

Lause 1.8. Olkoon lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) = 𝐴. Jos 𝐴 > 0, niin on olemassa sellainen 𝛿 > 0,
että

𝑓 (𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈ U′
𝛿 (𝑎),

ja jos 𝐴 < 0, niin on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että

𝑓 (𝑥) < 0 ∀𝑥 ∈ U′
𝛿 (𝑎).

Käänteisfunktioita tutkittaessa joudutaan nytkin rajoittumaan tietyn tyyppisiin
funktioihin. Täsmällisesti ottaen hyödynnetään tietoa, että jos funktio on jollakin
välillä aidosti monotoninen ja jatkuva, niin funktiolla on käänteisfunktio, joka myös
on aidosti monotoninen ja jatkuva.

Lause 1.9. Olkoon 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R sellainen aidosti kasvava ja jatkuva funk-
tio, että 𝑓 (𝑎) = 𝐴 ja 𝑓 (𝑏) = 𝐵. Tällöin funktiolla 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → [𝐴, 𝐵] on
käänteisfunktio 𝑓 −1 : [𝐴, 𝐵] → [𝑎, 𝑏], joka on välillä [𝐴, 𝐵] aidosti kasvava
ja jatkuva.

Lause 1.10. Olkoon 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R sellainen aidosti vähenevä ja jatkuva
funktio, että 𝑓 (𝑎) = 𝐴 ja 𝑓 (𝑏) = 𝐵. Tällöin funktiolla 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → [𝐵, 𝐴] on
käänteisfunktio 𝑓 −1 : [𝐵, 𝐴] → [𝑎, 𝑏], joka on välillä [𝐵, 𝐴] aidosti vähenevä
ja jatkuva.

Huomautus 1.11. Lauseet 1.9 ja 1.10 voidaan yleistää koskemaan minkä ta-
hansa tyyppistä väliä 𝐼.

Lopuksi kerrataan vielä tasaisen jatkuvuuden määritelmä ja suljetulla välillä
jatkuvien funktioiden tasaista jatkuvuutta koskeva perustulos. Tulosta hyödynnetään
jatkuvien funktioiden Riemann-integroituvuuden todistamisessa.
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Määritelmä 1.3. Funktio 𝑓 on tasaisesti jatkuva välillä 𝐼, jos jokaista positii-
vilukua 𝜀 > 0 kohti on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että

| 𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥2) | < 𝜀 aina, kun 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼 ja |𝑥1 − 𝑥2 | < 𝛿.

Lause 1.12. Suljetulla välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva funktio on tällä välillä tasaisesti
jatkuva.

Harjoitustehtäviä
1.2.1. Määritä (perustellen) max 𝐴, kun

𝐴 = { 𝑦 ∈ R | 𝑦 = 𝜋 − arc tan |𝑥 + 1| , 𝑥 ∈ R }.

Osoita myös, että joukossa 𝐴 ei ole pienintä alkiota.

1.2.2. Olkoon 𝑎 > 0. Osoita, että funktiolla

𝑓 (𝑥) = 𝑒2𝑥−𝑎 − cos 𝑥

on ainakin yksi nollakohta välillä ]0, 𝑎[.
1.2.3. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) =
1

𝑒𝑥 + |tan 𝑥 |
saavuttaa välillä

]− 𝜋
2 ,

𝜋
2
[

suurimman arvonsa.

1.2.4. Määritä vakiot 𝑎 ja 𝑏 siten, että funktio

𝑓 (𝑥) =

𝑎 arc cos(1 − 𝑒−𝑥), kun 𝑥 < 0,
𝜋, kun 𝑥 = 0,
𝑒𝑥+𝑏 + arc tan

(
𝑒

1
𝑥

)
, kun 𝑥 > 0,

tulee jatkuvaksi pisteessä 𝑥 = 0.

1.2.5. Määritä
lim
𝑥→0+

(
ln(cot 𝑥) + ln(3 sin 𝑥)) .

1.2.6. Määritä jokin sellainen väli [𝑎, 𝑏], että funktiolla

𝑓 (𝑥) = (2 + cos 𝑥)𝑥 − 2 arc tan 𝑥

on ainakin neljä nollakohtaa välillä ]𝑎, 𝑏[.
1.2.7. Ratkaise yhtälö

(a) 𝑥3𝑥 = (3𝑥)𝑥 , (b) 𝑥2𝑥 = (𝑥 + 6)𝑥 , (c) 𝑥ln 𝑥 =
√
𝑒.
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1.2.8. Määritä
(a) lim

𝑥→0+
𝑥

1
ln 𝑥 , (b) lim

𝑥→0+
𝑥

𝑥+2
ln 𝑥 .

1.2.9. Määritä

(a) lim
𝑥→0

3
√︁
𝑒8𝑥2 − 1

3√
𝑥2

, (b) lim
𝑥→0

𝑎3𝑥 − 1
𝑥

(𝑎 ∈ R+).

1.2.10. Olkoon 𝑓 sellainen välillä ]𝑎, 𝑏[ jatkuva funktio, että

lim
𝑥→𝑎+ 𝑓 (𝑥) = lim

𝑥→𝑏−
𝑓 (𝑥) = 0.

Tutki, onko mahdollista, että (a) funktio 𝑓 saavuttaa välillä ]𝑎, 𝑏[ sekä suurimman
että pienimmän arvonsa, (b) funktio 𝑓 saavuttaa välillä ]𝑎, 𝑏[ vain suurimman tai
vain pienimmän arvonsa, (c) funktio 𝑓 ei saavuta välillä ]𝑎, 𝑏[ suurinta eikä pienintä
arvoaan.
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2 Funktion derivaatta

2.1 Määritelmiä ja perusominaisuuksia

2.1.1 Määrittelyjä
Määritellään aluksi, mitä funktion derivaatalla ja derivoituvuudella tarkoitetaan.

Määritelmä 2.1. Funktio 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑥, jos raja-arvo

lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

on äärellisenä olemassa. Kyseistä raja-arvoa sanotaan tällöin funktion 𝑓 deri-
vaataksi pisteessä 𝑥 ja merkitään 𝑓 ′(𝑥).

Huomautus. Derivaatan määritelmä tässä muodossa esitettynä sisältää oletuksen,
että funktio 𝑓 on määritelty pisteen 𝑥 jossakin ympäristössä (piste 𝑥 mukaan luettuna).

Huomautus. Muita mahdollisia derivaatan merkitsemistapoja ovat esimerkiksi
𝑑

𝑑𝑥
𝑓 (𝑥), 𝐷 𝑓 (𝑥), 𝐷𝑥 𝑓 (𝑥).

Huomautus. Osamäärää
𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)

ℎ

sanotaan funktion 𝑓 erotusosamääräksi pisteessä 𝑥.

Huomautus 2.1. Derivaatan määritelmässä esiintyvä raja-arvo voidaan esittää
myös muodossa

lim
𝑦→𝑥

𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)
𝑦 − 𝑥

.

Esimerkki 2.1. Olkoon
𝑓 (𝑥) =

1
𝑥

(𝑥 ≠ 0).
Määritetään 𝑓 ′(1) ja 𝑓 ′(−1).

Olkoon 0 < |ℎ | < 1. Tällöin

𝑓 (1 + ℎ) − 𝑓 (1)
ℎ

=

1
1+ℎ − 1

ℎ
=

−ℎ
1+ℎ
ℎ

= − 1
1 + ℎ

→ −1, kun ℎ → 0,

ja

𝑓 (−1 + ℎ) − 𝑓 (−1)
ℎ

=

1
−1+ℎ − (−1)

ℎ
=

ℎ
−1+ℎ
ℎ

=
1

−1 + ℎ
→ −1, kun ℎ → 0.

Siis 𝑓 ′(1) = 𝑓 ′(−1) = −1.
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Esimerkki 2.2. Osoitetaan, että funktio

𝑓 (𝑥) = |𝑥 |
ei ole derivoituva pisteessä 𝑥 = 0.

Olkoon ℎ ≠ 0. Tällöin

𝑓 (0 + ℎ) − 𝑓 (0)
ℎ

=
|0 + ℎ | − |0|

ℎ
=

|ℎ |
ℎ

=

{
1, kun ℎ > 0,
−1, kun ℎ < 0.

Siis raja-arvo

lim
ℎ→0

𝑓 (0 + ℎ) − 𝑓 (0)
ℎ

ei ole olemassa ja 𝑓 ei ole derivoituva pisteessä 𝑥 = 0.

Esimerkki 2.3. Osoitetaan, että vakiofunktion derivaatta on aina nolla eli

𝐷 (𝑐) = 0

kaikilla 𝑐 ∈ R.
Olkoon 𝑓 (𝑥) = 𝑐 (𝑐 ∈ R). Jos nyt ℎ ≠ 0, niin erotusosamäärä

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

=
𝑐 − 𝑐

ℎ
= 0

kaikilla 𝑥 ∈ R. Tällöin myös erotusosamäärän raja-arvo on 0, kun ℎ → 0, eli
𝑓 ′(𝑥) = 0 kaikilla 𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.4. Olkoon 𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑛 (𝑛 ∈ Z+). Osoitetaan, että

𝑓 ′(𝑥) = 𝑛 · 𝑥𝑛−1

kaikilla 𝑥 ∈ R ja kaikilla 𝑛 ∈ Z+.1
Koska

𝑦𝑛 − 𝑥𝑛 = (𝑦 − 𝑥) (𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2𝑥 + · · · + 𝑦𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−1)
kaikilla 𝑥, 𝑦 ∈ R ja kaikilla 𝑛 ∈ Z+ (totea), niin huomautuksen 2.1 ja polynomifunk-
tion jatkuvuuden nojalla

𝑓 ′(𝑥) = lim
𝑦→𝑥

𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)
𝑦 − 𝑥

= lim
𝑦→𝑥

𝑦𝑛 − 𝑥𝑛

𝑦 − 𝑥

= lim
𝑦→𝑥

(𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2𝑥 + · · · + 𝑦𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−1)

= 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝑥 + · · · + 𝑥𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−1

= 𝑛 · 𝑥𝑛−1

kaikilla 𝑥 ∈ R ja kaikilla 𝑛 ∈ Z+.
1Jos 𝑛 = 1 ja 𝑥 = 0, kaavassa on tulkittava 00 = 1.
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Esimerkki 2.5. Osoitetaan, että

𝐷 (sin 𝑥) = cos 𝑥

kaikilla 𝑥 ∈ R.
Palautetaan aluksi trigonometriasta mieleen kaava

(2.1) sin 𝑥 − sin 𝑦 = 2 cos
𝑥 + 𝑦

2
sin

𝑥 − 𝑦

2
∀𝑥, 𝑦 ∈ R.

Käyttämällä kaavaa (2.1) sekä hyödyntämällä kosinin jatkuvuutta ja raja-arvoa

lim
𝑥→0

sin 𝑥
𝑥

= 1

(ks. (1.1), s. 9) saadaan

lim
ℎ→0

sin(𝑥 + ℎ) − sin 𝑥
ℎ

= lim
ℎ→0

2 cos 2𝑥+ℎ
2 sin ℎ

2
ℎ

= lim
ℎ→0

sin ℎ
2

ℎ
2︸︷︷︸

→1

cos
(
𝑥 + ℎ

2︸︷︷︸
→𝑥

)
= 1 · cos 𝑥
= cos 𝑥

kaikilla 𝑥 ∈ R.
Käyttämällä kaavan (2.1) sĳasta kaavaa

cos 𝑥 − cos 𝑦 = −2 sin
𝑥 + 𝑦

2
sin

𝑥 − 𝑦

2

voidaan vastaavalla tavalla osoittaa (harjoitustehtävä), että

𝐷 (cos 𝑥) = − sin 𝑥

kaikilla 𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.6. Osoitetaan, että

lim
𝑥→0

cos 𝑥 − 1
𝑥

= 0.

Olkoon 𝑓 (𝑧) = cos 𝑧. Tällöin

lim
𝑥→0

cos 𝑥 − 1
𝑥

= lim
𝑥→0

cos(0 + 𝑥) − cos 0
𝑥

= 𝑓 ′(0) = − sin 0 = 0.
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Esimerkki 2.7. Osoitetaan, että

𝐷 (𝑒𝑥) = 𝑒𝑥

kaikilla 𝑥 ∈ R.
Hyödyntämällä potenssin laskusääntöjä ja raja-arvoa (ks. (1.5), s. 9)

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1
𝑥

= 1

saadaan

lim
ℎ→0

𝑒𝑥+ℎ − 𝑒𝑥

ℎ
= lim

ℎ→0

𝑒𝑥𝑒ℎ − 𝑒𝑥

ℎ
= lim

ℎ→0
𝑒𝑥
( 𝑒ℎ − 1

ℎ︸ ︷︷ ︸
→1

)
= 𝑒𝑥 · 1 = 𝑒𝑥

kaikilla 𝑥 ∈ R.

2.1.2 Toispuoleiset derivaatat
Erotusosamäärän raja-arvon sĳasta voidaan tarkastella vain erotusosamäärän oi-
keanpuoleista tai vasemmanpuoleista raja-arvoa. Tällöin saadaan vastaavasti vain
oikeanpuoleinen tai vasemmanpuoleinen derivaatta.

Määritelmä 2.2. Mikäli raja-arvo

𝑓 ′(𝑥+) = lim
ℎ→0+

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

on äärellisenä olemassa, sanotaan sitä funktion 𝑓 oikeanpuoleiseksi derivaataksi
pisteessä 𝑥. Vastaavasti mikäli raja-arvo

𝑓 ′(𝑥−) = lim
ℎ→0−

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

on äärellisenä olemassa, sanotaan sitä funktion 𝑓 vasemmanpuoleiseksi deri-
vaataksi pisteessä 𝑥.

Esimerkki 2.8. Olkoon
𝑓 (𝑥) = |𝑥 | .

Esimerkissä 2.2 (s. 14) osoitettiin, että jos ℎ ≠ 0, niin

𝑓 (0 + ℎ) − 𝑓 (0)
ℎ

=

{
1, kun ℎ > 0,
−1, kun ℎ < 0.

Täten
𝑓 ′(0+) = 1 ja 𝑓 ′(0−) = −1.
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Esimerkki 2.9. Olkoon 𝑎 > 0. Määritetään funktion

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑎 (𝑥 ≥ 0)
oikeanpuoleinen derivaatta pisteessä 𝑥 = 0.

Jos ℎ → 0+, niin

𝑓 (0 + ℎ) − 𝑓 (0)
ℎ

=
(0 + ℎ)𝑎 − 0𝑎

ℎ
=

ℎ𝑎

ℎ
= ℎ𝑎−1 →


0, kun 𝑎 > 1,
1, kun 𝑎 = 1,
∞, kun 0 < 𝑎 < 1.

Täten

𝑓 ′(0+) =

{
0, kun 𝑎 > 1,
1, kun 𝑎 = 1.

Kun 0 < 𝑎 < 1, niin 𝑓 ′(0+) ei ole olemassa.

Huomautus 2.2. Koska erotusosamäärän raja-arvo palautuu erotusosamäärän
toispuoleisiin raja-arvoihin, funktio 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑥 täsmälleen
silloin, kun 𝑓 ′(𝑥−) ja 𝑓 ′(𝑥+) ovat äärellisenä olemassa ja yhtä suuret.

Määritelmä 2.3. Funktio 𝑓 on derivoituva avoimella välillä ]𝑎, 𝑏[, jos 𝑓 on
derivoituva välin jokaisessa pisteessä.

Määritelmä 2.4. Funktio 𝑓 on derivoituva suljetulla välillä [𝑎, 𝑏], jos 𝑓 on
derivoituva välin jokaisessa sisäpisteessä ja lisäksi 𝑓 ′(𝑎+) ja 𝑓 ′(𝑏−) ovat äärel-
lisenä olemassa.

Määritelmä 2.5. Funktio 𝑓 on derivoituva välillä [𝑎, 𝑏[, jos 𝑓 on derivoituva
välillä ]𝑎, 𝑏[ ja 𝑓 ′(𝑎+) on äärellisenä olemassa, ja 𝑓 on derivoituva välillä
]𝑎, 𝑏], jos 𝑓 on derivoituva välillä ]𝑎, 𝑏[ ja 𝑓 ′(𝑏−) on äärellisenä olemassa.

Huomautus. Jos 𝑓 on derivoituva välillä 𝐼, sanotaan kuvausta 𝑓 ′ : 𝐼 → R (jon-
ka saamat arvot välillä 𝐼 ovat derivaatat 𝑓 ′(𝑥)) funktion 𝑓 derivaattafunktioksi
(tai lyhyesti derivaataksi) välillä 𝐼.

Huomautus. Derivaatta 𝑓 ′(𝑥) ja derivaattafunktion (eli derivaatan) raja-arvo

lim
𝑦→𝑥

𝑓 ′(𝑦)

ovat kaksi eri käsitettä (ks. esimerkki 2.10 ja esimerkki 2.25 (s. 29)).
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Esimerkki 2.10. Tarkastellaan funktion

𝑓 (𝑥) =
{

3, kun 𝑥 ≥ 1,
2, kun 𝑥 < 1,

derivoituvuutta ja derivaatan raja-arvoa pisteessä 𝑥 = 1.
1o: Raja-arvo

lim
𝑥→1

𝑓 ′(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑓 ′(𝑥) = lim
𝑥→1−

𝑓 ′(𝑥) = 0,

sillä 𝑓 ′(𝑥) = 0 kaikilla 𝑥 ≠ 1.
2o: Funktio 𝑓 ei kuitenkaan ole derivoituva pisteessä 𝑥 = 1, sillä

𝑓 ′(1−) = lim
ℎ→0−

𝑓 (1 + ℎ) − 𝑓 (1)
ℎ

= lim
ℎ→0−

2 − 3
ℎ

= lim
ℎ→0−

−1
ℎ

= ∞

ei ole äärellisenä olemassa.

Huomautus. Jos derivaattafunktio 𝑓 ′ on jatkuva välillä 𝐼, sanotaan, että funk-
tio 𝑓 on jatkuvasti derivoituva välillä 𝐼.

2.1.3 Perusominaisuuksia

Lause 2.3. Jos funktio 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑥, niin 𝑓 on jatkuva pistees-
sä 𝑥.

Todistus. Jos 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑥, niin

lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

= 𝑓 ′(𝑥).

Olkoon ℎ ≠ 0. Tällöin

𝑓 (𝑥 + ℎ) = ( 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)) + 𝑓 (𝑥)

= ℎ · 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

+ 𝑓 (𝑥)
→ 0 · 𝑓 ′(𝑥) + 𝑓 (𝑥)
= 𝑓 (𝑥),

kun ℎ → 0. Siis 𝑓 on jatkuva pisteessä 𝑥. �

Huomautus. Jos funktio 𝑓 ei ole jatkuva pisteessä 𝑥, niin 𝑓 ei ole myöskään
derivoituva pisteessä 𝑥.
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Huomautus. Jos funktio on derivoituva jollakin välillä 𝐼, on se tällä välillä
myös jatkuva (harjoitustehtävä).

Huomautus. Lause 2.3 ei ole kääntäen voimassa (ks. esimerkki 2.11).

Esimerkki 2.11. Funktion jatkuvuus ei takaa funktion derivoituvuutta. Esimerkiksi
funktio

𝑓 (𝑥) = |𝑥 |
on jatkuva pisteessä 𝑥 = 0, mutta funktio ei ole derivoituva pisteessä 𝑥 = 0 (ks.
esimerkki 2.2, s. 14).

Lause 2.4. Olkoot funktiot 𝑓 ja 𝑔 derivoituvia pisteessä 𝑥. Tällöin myös funktiot

𝑓 + 𝑔, 𝑓 − 𝑔, 𝑓 𝑔, 𝑘 𝑓 (𝑘 ∈ R) ja
𝑓

𝑔
(kun 𝑔(𝑥) ≠ 0)

ovat derivoituvia pisteessä 𝑥 ja

(i) ( 𝑓 + 𝑔)′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) + 𝑔′(𝑥),
(ii) ( 𝑓 − 𝑔)′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) − 𝑔′(𝑥),
(iii) (𝑘 𝑓 )′(𝑥) = 𝑘 · 𝑓 ′(𝑥),
(iv) ( 𝑓 𝑔)′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑔′(𝑥) 𝑓 (𝑥),

(v)
( 𝑓
𝑔

)′
(𝑥) =

𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑔′(𝑥) 𝑓 (𝑥)
𝑔(𝑥)2 .

Todistus. (i) Laskemalla saadaan

( 𝑓 + 𝑔)′(𝑥) = lim
ℎ→0

( 𝑓 + 𝑔) (𝑥 + ℎ) − ( 𝑓 + 𝑔) (𝑥)
ℎ

= lim
ℎ→0

[ 𝑓 (𝑥 + ℎ) + 𝑔(𝑥 + ℎ)] − [ 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥)]
ℎ

= lim
ℎ→0

[ 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)] + [𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)]
ℎ

= 𝑓 ′(𝑥) + 𝑔′(𝑥).

(ii) Tulos seuraa kohdista (i) ja (iii), kun funktioksi 𝑔 valitaan −𝑔.
(iii) Koska vakiofunktion derivaatta on nolla, tulos saadaan kohdasta (iv) valitse-

malla funktioksi 𝑔 vakiofunktio 𝑘 .
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(iv) Laskemalla saadaan

( 𝑓 𝑔)′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)
ℎ

= lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥) + 𝑓 (𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥) − 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)
ℎ

= lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ) [𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)] + 𝑔(𝑥) [ 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)]
ℎ

= lim
ℎ→0

[
𝑓 (𝑥 + ℎ)︸    ︷︷    ︸
→ 𝑓 (𝑥)

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)
ℎ

+ 𝑔(𝑥) 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

]
= 𝑓 (𝑥)𝑔′(𝑥) + 𝑔(𝑥) 𝑓 ′(𝑥).

(v) Oletetaan, että 𝑔(𝑥) ≠ 0. Osoitetaan, että( 1
𝑔

)′
(𝑥) = − 𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥)2 .

Tällöin väite seuraa kohdasta (iv), sillä(
𝑓

𝑔

)′
(𝑥) =

(
𝑓 · 1

𝑔

)′
(𝑥)

= 𝑓 ′(𝑥) · 1
𝑔(𝑥) +

(
− 𝑔′(𝑥)
𝑔(𝑥)2

)
· 𝑓 (𝑥)

=
𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑔′(𝑥) 𝑓 (𝑥)

𝑔(𝑥)2 .

Laskemalla saadaan nyt(
1
𝑔

)′
(𝑥) = lim

ℎ→0

1
ℎ

(
1

𝑔(𝑥 + ℎ) −
1

𝑔(𝑥)

)
= lim

ℎ→0

𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥 + ℎ)
ℎ · 𝑔(𝑥 + ℎ) · 𝑔(𝑥)

= lim
ℎ→0

−𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)
ℎ

· 1
𝑔(𝑥 + ℎ)︸   ︷︷   ︸
→𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥)

= − 𝑔′(𝑥)
𝑔(𝑥)2 . �

Esimerkki 2.12. Lauseen 2.4 sekä esimerkkien 2.3 (s. 14) ja 2.4 (s. 14) perusteella
polynomifunktio

𝑝(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + · · · + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0

on derivoituva ja

𝑝′(𝑥) = 𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1 + (𝑛 − 1)𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−2 + · · · + 2𝑎2𝑥 + 𝑎1

kaikilla 𝑥 ∈ R.
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Esimerkki 2.13. Käyttämällä tulon derivointisääntöä sekä polynomin (esimerk-
ki 2.12) ja sinin (esimerkki 2.5, s. 15) derivointikaavoja saadaan

𝐷 (𝑥5 sin 𝑥) = 5𝑥4 sin 𝑥 + 𝑥5 cos 𝑥

kaikilla 𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.14. Käyttämällä tulon derivointisääntöä ja eksponenttifunktion (esi-
merkki 2.7, s. 16) sekä sinin ja kosinin (esimerkki 2.5, s. 15) derivointikaavoja
saadaan

𝐷 (𝑒𝑥 sin 𝑥 cos 𝑥) = 𝐷 (𝑒𝑥) sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥𝐷 (sin 𝑥 cos 𝑥)
= 𝑒𝑥 sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥 (𝐷 (sin 𝑥) cos 𝑥 + sin 𝑥 𝐷 (cos 𝑥))
= 𝑒𝑥 sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝑒𝑥 (cos 𝑥 · cos 𝑥 + sin 𝑥 · (− sin 𝑥))
= 𝑒𝑥 (cos2 𝑥 + sin 𝑥 cos 𝑥 − sin2 𝑥)

kaikilla 𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.15. Jos 𝑥 ≠ 0, niin käyttämällä polynomin derivointikaavaa ja osamää-
rän derivointisääntöä saadaan

𝐷
(1
𝑥

)
=

0 · 𝑥 − 1 · 1
𝑥2 = − 1

𝑥2

ja

𝐷

(
𝑥 − 1
𝑥2

)
=

1 · 𝑥2 − 2𝑥(𝑥 − 1)
(𝑥2)2 =

−𝑥2 + 2𝑥
𝑥4 =

2 − 𝑥

𝑥3 .

Esimerkki 2.16. Osoitetaan, että

𝐷 (tan 𝑥) =
1

cos2 𝑥
= 1 + tan2 𝑥

kaikilla 𝑥 ≠ 𝜋
2 + 𝑛𝜋 (𝑛 ∈ Z) ja

𝐷 (cot 𝑥) = − 1
sin2 𝑥

= −1 − cot2 𝑥

kaikilla 𝑥 ≠ 𝑛𝜋 (𝑛 ∈ Z).
Koska

sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1
kaikilla 𝑥 ∈ R, niin sinin ja kosinin derivointikaavojen (esimerkki 2.5, s. 15) sekä
osamäärän derivoimissäännön avulla saadaan

𝐷 (tan 𝑥) = 𝐷

(
sin 𝑥
cos 𝑥

)
=

cos 𝑥 cos 𝑥 − (− sin 𝑥) sin 𝑥
cos2 𝑥

=
cos2 𝑥 + sin2 𝑥

cos2 𝑥

=
1

cos2 𝑥
= 1 + tan2 𝑥
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kaikilla 𝑥 ≠ 𝜋
2 + 𝑛𝜋 (𝑛 ∈ Z) ja

𝐷 (cot 𝑥) = 𝐷

(
cos 𝑥
sin 𝑥

)
=

(− sin 𝑥) sin 𝑥 − cos 𝑥 cos 𝑥
sin2 𝑥

=
− sin2 𝑥 − cos2 𝑥

sin2 𝑥

= − 1
sin2 𝑥

= −1 − cot2 𝑥

kaikilla 𝑥 ≠ 𝑛𝜋 (𝑛 ∈ Z).

2.1.4 Korkeampien kertalukujen derivaatat

Määritelmä 2.6. Jos funktion 𝑓 derivaattafunktio 𝑓 ′ on derivoituva pisteessä 𝑥,
sanotaan funktion 𝑓 ′ derivaattaa tässä pisteessä funktion 𝑓 toisen kertaluvun
derivaataksi pisteessä 𝑥 ja merkitään 𝑓 ′′(𝑥). Yleisesti funktion 𝑓 𝑛:nnen kerta-
luvun derivaatta pisteessä 𝑥 on

𝑓 (𝑛) (𝑥) = 𝐷
(
𝑓 (𝑛−1) (𝑥)) (𝑛 = 2, 3, . . .),

mikäli derivaatat ovat olemassa.

Huomautus. Funktion 𝑓 (𝑥) 𝑛:nnen kertaluvun derivaatalle käytetään myös merkin-
töjä

𝐷𝑛 𝑓 (𝑥) ja
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓 (𝑥).

Huomautus. Lisäksi voidaan määritellä, että 𝑓 (0) = 𝑓 , jolloin määritelmä 2.6
on merkinnän luonteisena voimassa myös, kun 𝑛 = 1.

Esimerkki 2.17. Olkoon

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑛 (𝑛 ∈ Z+).
Tällöin polynomin derivointikaavan (esimerkki 2.12) perusteella

𝑓 ′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1,

𝑓 ′′(𝑥) = 𝑛 · (𝑛 − 1)𝑥𝑛−2,
...

𝑓 (𝑛−1) (𝑥) = 𝑛 · (𝑛 − 1) · · · · · 2 · 𝑥,
𝑓 (𝑛) (𝑥) = 𝑛!,

𝑓 (𝑛+1) (𝑥) = 0

kaikilla 𝑥 ∈ R.
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Esimerkki 2.18. Koska 𝐷 (𝑒𝑥) = 𝑒𝑥 , niin

𝐷𝑛 (𝑒𝑥) = 𝑒𝑥

kaikilla 𝑛 ∈ Z+ ja kaikilla 𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.19. Olkoon
𝑓 (𝑥) = sin 𝑥.

Tällöin sinin ja kosinin derivointikaavojen (esimerkki 2.5, s. 15) sekä lauseen 2.4
(s. 19) perusteella

𝑓 ′(𝑥) = cos 𝑥,
𝑓 ′′(𝑥) = − sin 𝑥,
𝑓 ′′′(𝑥) = − cos 𝑥,
𝑓 (4) (𝑥) = sin 𝑥,

...

kaikilla 𝑥 ∈ R.

Harjoitustehtäviä
2.1.1. Määritä suoraan derivaatan määritelmää käyttäen 𝑓 ′(0), kun

(a) 𝑓 (𝑥) =
√
𝑥 + 1, (b) 𝑓 (𝑥) = (2 + 𝑥) sin(3𝑥).

2.1.2. Olkoon 𝑥 > 0. Määritä suoraan derivaatan määritelmää käyttäen 𝑓 ′(𝑥), kun

(a) 𝑓 (𝑥) = √
𝑥, (b) 𝑓 (𝑥) = 1√

𝑥
.

2.1.3. Tutki, onko funktio

𝑓 (𝑥) =


𝑥 sin

1
𝑥
, kun 𝑥 ≠ 0,

0, kun 𝑥 = 0,

derivoituva pisteessä 𝑥 = 0. Myönteisessä tapauksessa määritä derivaatan arvo.

2.1.4. Tutki, onko funktio

𝑓 (𝑥) =


𝑥 sin(2𝑥) sin

1
𝑥2 , kun 𝑥 ≠ 0,

0, kun 𝑥 = 0,

derivoituva pisteessä 𝑥 = 0. Myönteisessä tapauksessa määritä derivaatan arvo.

2.1.5. Tutki, onko funktio

𝑓 (𝑥) =

{√︃
2 + 1

𝑥2 −
√︃

1 + 1
𝑥2 , kun 𝑥 ≠ 0,

0, kun 𝑥 = 0,

derivoituva pisteessä 𝑥 = 0. Myönteisessä tapauksessa määritä derivaatan arvo.
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2.1.6. Määritä 𝑓 ′(0), kun

𝑓 (𝑥) =


𝑒2𝑥2 − 1

𝑥
, kun 𝑥 ≠ 0,

0, kun 𝑥 = 0.

2.1.7. Määritä 𝑓 ′(0), kun

𝑓 (𝑥) =


23𝑥2 − 1

𝑥
, kun 𝑥 ≠ 0,

0, kun 𝑥 = 0.

2.1.8. Funktio 𝑓 on jaksollinen, jaksona 𝜔 > 0, jos

𝑓 (𝑥 + 𝜔) = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ R.

Osoita, että derivoituvan jaksollisen funktion derivaatta on aina jaksollinen.

2.1.9. Olkoon 𝑓 sellainen funktio, että 𝑓 ′(0) = 3. Määritä

lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥2) − 𝑓 (−𝑥2)
𝑥2 .

2.1.10. Oletetaan, että 𝑓 (0) = 0 ja 𝑓 ′(0) = 1. Osoita, että on olemassa sellainen
ℎ > 0, että

1
2

<
𝑓 (𝑥)
𝑥

<
3
2

aina, kun 0 < |𝑥 | < ℎ.

2.1.11. Olkoon 𝑓 sellainen pisteessä 𝑥 = 0 derivoituva funktio, että

𝑓 ′(0) = 𝑐 (𝑐 ∈ R) ja 𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑦) ∀𝑥, 𝑦 ∈ R.

Osoita, että 𝑓 on derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R ja että

𝑓 ′(𝑥) = 𝑐 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ R.

2.1.12. Osoita toispuoleisia derivaattoja tutkimalla, että funktio

𝑓 (𝑥) =
|𝑥 − 1|

𝑥2 − 2𝑥 + 2

ei ole derivoituva pisteessä 𝑥 = 1.

2.1.13. Tutki, onko funktio

𝑓 (𝑥) = b𝑥c +
√︁
𝑥 − b𝑥c

derivoituva pisteessä 𝑥 = 1. Jos funktio ei ole derivoituva pisteessä 𝑥 = 1, niin tutki
oikean- ja vasemmanpuoleisen derivaatan olemassaoloa.
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2.1.14. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) =

{
2 − 𝑥2, kun 𝑥 ≤ 1,
𝑥2 − 4𝑥 + 4, kun 𝑥 > 1,

on derivoituva pisteessä 𝑥 = 1, ja määritä 𝑓 ′(1).
2.1.15. Tutki, onko funktion

𝑓 (𝑥) =

{
𝑥 ln 𝑥, kun 𝑥 > 0,
0, kun 𝑥 = 0,

oikeanpuoleinen derivaatta olemassa pisteessä 𝑥 = 0.

2.1.16. Määritä sellainen vakio 𝑎 ∈ R, että jos

𝑓 (𝑥) =

{
𝑎𝑥 + 2, kun 𝑥 ≤ 1,
𝑎𝑥2 − 3𝑥 + 2𝑎, kun 𝑥 > 1,

niin raja-arvo lim
𝑥→1

𝑓 ′(𝑥) on olemassa. Onko 𝑓 tällöin derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R?

2.1.17. Olkoon 𝑓 sellainen funktio, että

𝑓 (1) = 0 ja 𝑓 ′(𝑥) > 1 ∀𝑥 ≥ 1.

Osoita todeksi tai (vastaesimerkillä) epätodeksi, että on olemassa sellainen 𝑐 > 1,
että

𝑓 (𝑥) > 𝑥 ∀𝑥 > 𝑐.

2.1.18. Olkoon
𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 .

Määritä lauseke derivaatalle 𝑓 (𝑛) (𝑥). Todista saatu tulos induktiolla.

2.1.19. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) =

{
sin 𝑥, kun 𝑥 > 0,
𝑥2 + 𝑥, kun 𝑥 ≤ 0,

on derivoituva mutta ei ole kahdesti derivoituva pisteessä 𝑥 = 0.

2.1.20. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) =

{
𝑥3, kun 𝑥 ≥ 0,
0, kun 𝑥 < 0,

on kahdesti mutta ei kolmesti derivoituva pisteessä 𝑥 = 0.
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2.2 Yhdistetyn funktion derivaatta
Tarkastellaan seuraavaksi yhdistetyn funktion derivointikaavaa eli ketjusääntöä.
Lauseessa 2.5 oletetaan tietenkin, että funktion 𝑓 kuvajoukko sisältyy funktion 𝑔
määrittelyjoukkoon, jolloin voidaan puhua yhdistetystä funktiosta 𝑔 ◦ 𝑓 .

Lause 2.5. Jos funktio 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑥 ja funktio 𝑔 on derivoituva
pisteessä 𝑓 (𝑥), niin funktio 𝑔 ◦ 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑥 ja

(𝑔 ◦ 𝑓 )′(𝑥) = 𝑔′( 𝑓 (𝑥)) 𝑓 ′(𝑥).

Todistus. Olkoon 𝑓 derivoituva pisteessä 𝑥 ja 𝑔 derivoituva pisteessä 𝑓 (𝑥). Tavoit-
teena on nyt osoittaa, että

lim
ℎ→0

(𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑥 + ℎ) − (𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑥)
ℎ

= lim
ℎ→0

𝑔( 𝑓 (𝑥 + ℎ)) − 𝑔( 𝑓 (𝑥))
ℎ

= 𝑔′( 𝑓 (𝑥)) 𝑓 ′(𝑥).

Olkoon ℎ ≠ 0. Merkitään

𝑦 = 𝑓 (𝑥) ja 𝑘 = 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥).
Koska 𝑓 on derivoituvana funktiona jatkuva pisteessä 𝑥 = 0, niin 𝑘 → 0, jos ℎ → 0.
Lisäksi

𝑓 (𝑥 + ℎ) = 𝑓 (𝑥) + 𝑘 = 𝑦 + 𝑘

ja edelleen

(2.2)
𝑔( 𝑓 (𝑥 + ℎ)) − 𝑔( 𝑓 (𝑥))

ℎ
=

𝑔(𝑦 + 𝑘) − 𝑔(𝑦)
ℎ

.

Olkoon

𝑢(𝑡) =

𝑔(𝑦 + 𝑡) − 𝑔(𝑦)

𝑡
− 𝑔′(𝑦), kun 𝑡 ≠ 0,

0, kun 𝑡 = 0.

Koska 𝑔 on derivoituva pisteessä 𝑦, niin 𝑢(𝑡) on jatkuva pisteessä 𝑡 = 0. Lisäksi

𝑔(𝑦 + 𝑡) − 𝑔(𝑦) = 𝑡
(
𝑢(𝑡) + 𝑔′(𝑦)) ∀ 𝑡 ∈ R,

joten myös

𝑔(𝑦 + 𝑘) − 𝑔(𝑦)
ℎ

=
𝑘
(
𝑢(𝑘) + 𝑔′(𝑦))

ℎ
=
(
𝑢(𝑘) + 𝑔′(𝑦)) · 𝑘

ℎ
∀ 𝑘 ∈ R.

Jos nyt ℎ → 0, niin 𝑢(𝑘) → 0 (sillä myös 𝑘 → 0 ja 𝑢 on jatkuva pisteessä 𝑘 = 0) ja

𝑘

ℎ
=

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

→ 𝑓 ′(𝑥).

Täten
lim
ℎ→0

𝑔(𝑦 + 𝑘) − 𝑔(𝑦)
ℎ

= 𝑔′(𝑦) 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔′( 𝑓 (𝑥)) 𝑓 ′(𝑥),
mistä väite seuraan yhtälön (2.2) perusteella. �
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Huomautus. Lauseen 2.5 tulos voidaan esittää myös muodossa

(𝑔 ◦ 𝑓 )′(𝑥) =
𝑑𝑔

𝑑𝑓
· 𝑑𝑓
𝑑𝑥

.

Vastaavasti jos 𝑓1 ◦ 𝑓2 ◦ · · · ◦ 𝑓𝑛 on yhdistetty funktio ja alla esiintyvät derivaatat
ovat olemassa, niin voidaan yleistää

𝑑

𝑑𝑥
( 𝑓1 ◦ 𝑓2 ◦ · · · ◦ 𝑓𝑛) =

𝑑𝑓1
𝑑𝑓2

· 𝑑𝑓2
𝑑𝑓3

· · · · · 𝑑𝑓𝑛
𝑑𝑥

.

Esimerkki 2.20. Käyttämällä polynomin ja sinin derivointikaavoja sekä yhdistetyn
funktion derivoimissääntöä saadaan1

𝐷 (sin2(2𝑥)) = 2 · sin 2𝑥 · 𝐷 (sin 2𝑥)
= 2 sin 2𝑥 · cos 2𝑥 · 𝐷 (2𝑥)
= 2 sin 2𝑥 · cos 2𝑥 · 2
= 2 · 2 sin 2𝑥 cos 2𝑥
= 2 sin 4𝑥

kaikilla 𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.21. Vastaavasti kuin esimerkissä 2.20 saadaan

𝐷
(
sin(sin(𝑥2))) = cos(sin(𝑥2)) · 𝐷 (sin(𝑥2))

= cos(sin(𝑥2)) · cos(𝑥2) · 𝐷 (𝑥2)
= cos(sin(𝑥2)) · cos(𝑥2) · 2𝑥
= 2𝑥 cos(𝑥2) · cos(sin(𝑥2))

kaikilla 𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.22. Käyttämällä polynomin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion
derivoimissääntöä saadaan

𝐷
((𝑥3 + 2𝑥)5) = 5(𝑥3 + 2𝑥)4 · (3𝑥2 + 2) = (15𝑥2 + 10) (𝑥3 + 2𝑥)4

kaikilla 𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.23. Esimerkin 2.4 (s. 14) perusteella

𝐷 (𝑥𝑛) = 𝑛𝑥𝑛−1 ∀𝑛 ∈ Z+ ja ∀𝑥 ∈ R.

Osoitetaan, että jos 𝑥 ≠ 0, niin potenssin derivointikaava pätee kaikille 𝑛 ∈ Z.
Olkoon siis 𝑥 ≠ 0. Todetaan aluksi, että tällöin

𝐷 (𝑥0) = 𝐷 (1) = 0 = 0 · 𝑥0−1.

1Yhtälöketjun viimeinen yhtäsuuruus seuraa trigonometrian kaavasta sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥.
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Olkoon sitten 𝑛 ∈ Z+. Käyttämällä kaavaa

𝑥−𝑛 =

(1
𝑥

)𝑛
ja soveltamalla yhdistetyn funktion derivointisääntöä sekä potenssin derivointikaavaa
ja esimerkin 2.15 (s. 21) tulosta

𝐷
(1
𝑥

)
= − 1

𝑥2

saadaan

𝐷 (𝑥−𝑛) = 𝐷
((1
𝑥

)𝑛)
= 𝑛

(1
𝑥

)𝑛−1
· 𝐷

(1
𝑥

)
= 𝑛

(1
𝑥

)𝑛−1 (
− 1
𝑥2

)
= −𝑛

(1
𝑥

)𝑛−1 (1
𝑥

)2

= −𝑛
(1
𝑥

)𝑛+1

= −𝑛𝑥−(𝑛+1)

= −𝑛𝑥−𝑛−1.

Siis potenssin derivointikaava pätee kaikille 𝑛 ∈ Z (kun 𝑥 ≠ 0) eli

𝐷 (𝑥𝑛) = 𝑛𝑥𝑛−1 ∀𝑛 ∈ Z, ∀𝑥 ≠ 0.

Esimerkki 2.24. Olkoon 𝑎 > 0. Osoitetaan, että

𝐷 (𝑎𝑥) = 𝑎𝑥 ln 𝑎

kaikilla 𝑥 ∈ R.
Käyttämällä funktion 𝑎𝑥 määrittelyä

𝑎𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝑎

(ks. (1.3), s. 9) sekä eksponenttifunktion derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion
derivoimissääntöä saadaan

𝐷 (𝑎𝑥) = 𝐷 (𝑒𝑥 ln 𝑎) = 𝑒𝑥 ln 𝑎𝐷 (𝑥 ln 𝑎) = 𝑒𝑥 ln 𝑎 ln 𝑎 = 𝑎𝑥 ln 𝑎

kaikilla 𝑥 ∈ R.
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Esimerkki 2.25. Olkoon

𝑓 (𝑥) =

𝑥2 sin

1
𝑥
, kun 𝑥 ≠ 0,

0, kun 𝑥 = 0.

Osoitetaan, että 𝑓 ′(𝑥) on olemassa kaikilla 𝑥 ∈ R ja derivaattafunktio 𝑓 ′(𝑥) ei ole
jatkuva pisteessä 𝑥 = 0.

1o: Olkoon 𝑥 ≠ 0. Tällöin

𝑓 ′(𝑥) = 2𝑥 · sin
1
𝑥

+ 𝑥2 · cos
1
𝑥
·
(
− 1
𝑥2

)
= 2𝑥 sin

1
𝑥
− cos

1
𝑥

tavanomaisten derivointisääntöjen nojalla.
2o: Funktio 𝑓 (𝑥) on derivoituva pisteessä 𝑥 = 0 ja 𝑓 ′(0) = 0, sillä hyödyntämällä

raja-arvoa (1.1) (s. 9) saadaan

lim
ℎ→0

𝑓 (0 + ℎ) − 𝑓 (0)
ℎ

= lim
ℎ→0

ℎ2 sin(1/ℎ) − 0
ℎ

= lim
ℎ→0

ℎ sin
1
ℎ

= 0.

Siis kohtien 1o ja 2o nojalla funktio 𝑓 (𝑥) on derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R.
3o: Osoitetaan derivaattafunktion 𝑓 ′(𝑥) epäjatkuvuus pisteessä 𝑥 = 0 osoitta-

malla, että raja-arvo lim
𝑥→0

𝑓 ′(𝑥) ei ole olemassa. Raja-arvosta (1.1) (s. 9) seuraa,
että

lim
𝑥→0

2𝑥 sin
1
𝑥

= 0.

Toisaalta raja-arvo
lim
𝑥→0

cos
1
𝑥

ei ole olemassa (harjoitustehtävä), joten funktion raja-arvon laskusääntöjen nojalla
myöskään raja-arvo

lim
𝑥→0

(
2𝑥 sin

1
𝑥
− cos

1
𝑥

)
= lim

𝑥→0
𝑓 ′(𝑥)

ei voi olla olemassa. Siis 𝑓 ′(𝑥) ei ole jatkuva pisteessä 𝑥 = 0.

Huomautus. Koska esimerkin 2.25 derivaattafunktio 𝑓 ′(𝑥) ei ole jatkuva pis-
teessä 𝑥 = 0, niin 𝑓 ′(𝑥) ei ole myöskään derivoituva pisteessä 𝑥 = 0 (eli 𝑓 ′′(0)
ei ole olemassa).

Harjoitustehtäviä
2.2.1. Miten yhdistetyn funktion derivointisäännön (= lause 2.5) todistusta voidaan
yksinkertaistaa, jos esitettyjen oletusten lisäksi oletetaan, että funktio 𝑓 on aidosti
kasvava pisteen 𝑥 jossakin ympäristössä?

2.2.2. Olkoon 𝑓 sellainen derivoituva funktio, että 𝑓 (𝜋) = 𝜋
2 ja 𝑓 ′(𝜋) = 3. Määritä

funktion cos(2𝑥 + 𝑓 (𝑥)) derivaatta pisteessä 𝑥 = 𝜋.
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2.2.3. Olkoon 𝑓 kaikkialla derivoituva funktio ja 𝑔(𝑥) = 𝑓 ( 𝑓 ( 𝑓 ( 𝑓 (𝑥)))). Oletetaan
lisäksi, että on olemassa sellaiset pisteet 𝑎 ∈ R ja 𝑏 ∈ R, että

𝑓 (𝑎) = 𝑏 ja 𝑓 (𝑏) = 𝑎.

Osoita, että 𝑔′(𝑎) = 𝑔′(𝑏).
2.2.4. Tutki, onko 𝑓 ′(0) positiivinen, kun

(a) 𝑓 (𝑥) = sin(sin(sin(𝑥 + 1))), (b) 𝑓 (𝑥) = cos(𝑥 + cos(𝑥 + cos 𝑥)).

2.2.5. Olkoon

𝑓 (𝑥) = tan
(

sin2 𝑥

1 + sin2 𝑥

)
.

Ratkaise yhtälö 𝑓 ′(𝑥) = 0.

2.2.6. Osoita, että funktiolle 𝑓 (𝑥) = tan(3𝑥) pätee

𝑓 ′′(𝑥) > 18 · 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ ]
0, 𝜋6

[
.

2.2.7. Hyperboliset funktiot sinh 𝑥 (hyperbolinen sini) ja cosh 𝑥 (hyperbolinen kosini)
sekä tanh 𝑥 (hyperbolinen tangentti) määritellään eksponenttifunktion avulla siten,
että

sinh 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
, cosh 𝑥 =

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
ja tanh 𝑥 =

sinh 𝑥
cosh 𝑥

kaikilla 𝑥 ∈ R. Hyperboliset funktiot muistuttavat monilta ominaisuuksiltaan trigo-
nometrisia funktioita. Osoita, että

(a) 𝐷 (sinh 𝑥) = cosh 𝑥, (b) 𝐷 (cosh 𝑥) = sinh 𝑥

(c) 𝐷 (tanh 𝑥) = 1 − tanh2 𝑥, (d) 𝐷 (tanh 𝑥) = 1
cosh2 𝑥

kaikilla 𝑥 ∈ R.

2.2.8. Määritä 𝑓 ′(1), kun

(a) 𝑓 (𝑥) = 42𝑥 , (b) 𝑓 (𝑥) = 34𝑥2−3𝑥 , (c) 𝑓 (𝑥) = 222𝑥
.

2.2.9. Anna esimerkki sellaisesta kaikilla 𝑥 ∈ R derivoituvasta funktiosta 𝑓 , että
𝑓 ′(0) = 3 ja 𝑓 ′(𝑥) ei ole jatkuva pisteessä 𝑥 = 0.

2.2.10. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) =

𝑥3 sin

1
𝑥
, kun 𝑥 ≠ 0,

0, kun 𝑥 = 0,

on derivoituva ja 𝑓 ′(𝑥) on jatkuva kaikilla 𝑥 ∈ R. Osoita lisäksi, että funktio 𝑓 ′(𝑥)
ei ole derivoituva pisteessä 𝑥 = 0.
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2.3 Käänteisfunktion derivaatta
Koska derivoituvalla funktiolla ei välttämättä ole käänteisfunktiota, on käänteis-
funktion derivoituvuutta tutkittaessa rajoituttava esimerkiksi aidosti monotonisiin
funktioihin (jolloin käänteisfunktio on olemassa). Lisäksi funktion derivaatan arvolle
on asetettava rajoituksia.

Lause 2.6. Oletetaan, että funktio 𝑓 on jatkuva ja aidosti monotoninen jossakin
pisteen 𝑥 ympäristössä ja että 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑥 ja 𝑓 ′(𝑥) ≠ 0. Tällöin
käänteisfunktio 𝑓 −1 on derivoituva pisteessä 𝑦 = 𝑓 (𝑥) ja

( 𝑓 −1)′(𝑦) =
1

𝑓 ′(𝑥) =
1

𝑓 ′( 𝑓 −1(𝑦)) .

Todistus. Oletetaan, että lauseen oletukset ovat voimassa pisteessä 𝑥0. Olkoon lisäk-
si 𝑦 = 𝑓 (𝑥) ja erityisesti 𝑦0 = 𝑓 (𝑥0). Koska 𝑓 on jatkuva ja aidosti monotoninen
jossakin pisteen 𝑥0 ympäristössä, on funktiolla 𝑓 rajoitettuna tähän väliin käänteis-
funktio 𝑓 −1 (joka on jatkuva ja aidosti monotoninen jossakin pisteen 𝑦0 ympäristössä,
ks. lauseet 1.9 ja 1.10 sekä huomautus 1.11, s. 10. Lisäksi tällöin 𝑥 → 𝑥0 täsmälleen
silloin, kun 𝑓 (𝑥) → 𝑓 (𝑥0) eli 𝑦 → 𝑦0, ja 𝑓 (𝑥) ≠ 𝑓 (𝑥0), kun 𝑥 ≠ 𝑥0. Siis

lim
ℎ→0

𝑓 −1(𝑦0 + ℎ) − 𝑓 −1(𝑦0)
ℎ

= lim
𝑦→𝑦0

𝑓 −1(𝑦) − 𝑓 −1(𝑦0)
𝑦 − 𝑦0

= lim
𝑥→𝑥0

𝑓 −1( 𝑓 (𝑥)) − 𝑓 −1( 𝑓 (𝑥0))
𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥0)

= lim
𝑥→𝑥0

𝑥 − 𝑥0
𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥0)

= lim
𝑥→𝑥0

1
𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥0)

𝑥 − 𝑥0

=
1

𝑓 ′(𝑥0) ,

sillä 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑥0 ja 𝑓 ′(𝑥0) ≠ 0. Täten 𝑓 −1 on derivoituva pisteessä 𝑦0
ja

( 𝑓 −1)′(𝑦0) =
1

𝑓 ′(𝑥0) =
1

𝑓 ′( 𝑓 −1(𝑦0))
.

�

Huomautus. Oletus 𝑓 ′(𝑥) ≠ 0 lauseessa 2.6 on oleellinen (ks. esimerkki 2.26).
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Esimerkki 2.26. Funktio
𝑓 (𝑥) = 𝑥3

on jatkuva, aidosti kasvava ja derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R. Lisäksi sillä on käänteisku-
vaus, joka on jatkuva ja aidosti kasvava kaikilla 𝑥 ∈ R. Käänteiskuvaus ei kuitenkaan
ole derivoituva pisteessä 𝑥 = 0 (harjoitustehtävä).

Esimerkki 2.27. Osoitetaan, että

𝐷 (arc sin 𝑥) =
1√

1 − 𝑥2
∀𝑥 ∈ ]−1, 1[ .

Funktio
𝑓 (𝑥) = sin 𝑥

on jatkuva ja aidosti kasvava1 välillä
[− 𝜋

2 ,
𝜋
2
]
. Lisäksi 𝑓 on derivoituva tällä välillä

ja
𝑓 ′(𝑥) = cos 𝑥 > 0 ∀𝑥 ∈ ]− 𝜋

2 ,
𝜋
2
[

(esimerkki 2.5, s. 15). Täten sinin käänteisfunktio arc sin 𝑥 on lauseen 2.6 nojalla
derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ ]−1, 1[.

Määritetään sitten arkussinin derivaatta välillä ]−1, 1[. Olkoon 𝑦 = arc sin 𝑥.
Koska

sin2 𝑦 + cos2 𝑦 = 1,

niin

(2.3) cos(arc sin 𝑥) = ±
√︁

1 − sin2 (arc sin 𝑥) =
√︁

1 − 𝑥2 ∀𝑥 ∈ ]−1, 1[ .
Kaavassa (2.3) on valittava merkki +, sillä arc sin 𝑥 ∈ ]− 𝜋

2 ,
𝜋
2
[

ja kosini on tällä
välillä positiivinen. Täten käänteisfunktion derivoimiskaavan perusteella

𝐷 (arc sin 𝑥) =
1

𝐷 (sin 𝑦) =
1

cos 𝑦
=

1
cos(arc sin 𝑥) =

1√
1 − 𝑥2

kaikilla 𝑥 ∈ ]−1, 1[.

Esimerkki 2.28. Vastaavaavalla tavalla kuin esimerkissä 2.27 voidaan osoittaa
(harjoitustehtävä), että kosinin käänteisfunktio arc cos 𝑥 on derivoituva kaikilla
𝑥 ∈ ]−1, 1[, tangentin käänteisfunktio arc tan 𝑥 on derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R ja
kotangentin käänteisfunktio arc cot 𝑥 on derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R. Lisäksi kään-
teisfunktion derivoimiskaavan perusteella (kun 𝑦 = arc cos 𝑥, 𝑦 = arc tan 𝑥 tai
𝑦 = arc cot 𝑥)

𝐷 (arc cos 𝑥) =
1

𝐷 (cos 𝑦) =
1

− sin 𝑦
= − 1

sin(arc cos 𝑥) = − 1√
1 − 𝑥2

kaikilla 𝑥 ∈ ]−1, 1[,

𝐷 (arc tan 𝑥) =
1

𝐷 (tan 𝑦) =
1

1 + tan2 𝑦
=

1
1 + tan2(arc tan 𝑥) =

1
1 + 𝑥2

1Täsmällinen todistus, ks. esimerkki 3.15, s. 61.
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kaikilla 𝑥 ∈ R ja

𝐷 (arc cot 𝑥) =
1

𝐷 (cot 𝑦) =
1

−1 − cot2 𝑦
= − 1

1 + cot2(arc cot 𝑥) = − 1
1 + 𝑥2

kaikilla 𝑥 ∈ R (harjoitustehtävä).
Siis

𝐷 (arc cos 𝑥) = − 1√
1 − 𝑥2

∀𝑥 ∈ ]−1, 1[ ,

𝐷 (arc tan 𝑥) =
1

1 + 𝑥2 ∀𝑥 ∈ R,

𝐷 (arc cot 𝑥) = − 1
1 + 𝑥2 ∀𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.29. Osoitetaan, että

𝐷 (ln 𝑥) =
1
𝑥

∀𝑥 > 0

Eksponenttifunktio 𝑒𝑥 on jatkuva ja aidosti kasvava kaikilla 𝑥 ∈ R. Lisäksi
𝐷 (𝑒𝑥) = 𝑒𝑥 (esimerkki 2.7, s. 16) ja 𝑒𝑥 > 0 kaikilla 𝑥 ∈ R. Täten eksponenttifunktion
käänteisfunktio ln 𝑥 on lauseen 2.6 nojalla derivoituva kaikilla 𝑥 > 0 ja (𝑦 = ln 𝑥)

𝐷 (ln 𝑥) =
1

𝐷 (𝑒𝑦) =
1
𝑒𝑦

=
1

𝑒ln 𝑥 =
1
𝑥
.

Esimerkki 2.30. Olkoon 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1 ja 𝑥 > 0. Koska (ks. (1.2), s. 9)

log𝑎 𝑥 =
ln 𝑥
ln 𝑎

,

niin esimerkin 2.29 nojalla

𝐷 (log𝑎 𝑥) = 𝐷

(
ln 𝑥
ln 𝑎

)
=

1
ln 𝑎

· 1
𝑥

=
1

𝑥 ln 𝑎
.

Esimerkki 2.31. Osoitetaan, että

lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)
𝑥

= 1.

Olkoon 𝑓 (𝑧) = ln 𝑧 (𝑧 > 0). Tällöin

lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)
𝑥

= lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥) − ln 1
𝑥

= 𝑓 ′(1) =
1
1

= 1.
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Huomautus. Jos 𝑓 (𝑥) > 0, niin käyttämällä muunnoskaavaa (ks. s. 9)

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑒ln 𝑓 (𝑥)𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑔(𝑥) ln 𝑓 (𝑥)

funktion 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) ominaisuudet voidaan palauttaa funktion 𝑔(𝑥) ln 𝑓 (𝑥) omi-
naisuuksiin. Jos esimerkiksi 𝑓 ja 𝑔 ovat derivoituvia, niin funktion 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)
derivaatta voidaan laskea käyttämällä eksponenttifunktion derivointikaavaa ja
yhdistetyn funktion derivointisääntöä, jolloin

𝐷 ( 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)) = 𝑒𝑔(𝑥) ln 𝑓 (𝑥)𝐷
(
𝑔(𝑥) ln 𝑓 (𝑥)) = 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)𝐷 (

𝑔(𝑥) ln 𝑓 (𝑥)) .
Esimerkki 2.32. Määritetään 𝑓 ′(𝑥), kun

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑥 (𝑥 > 0).
Olkoon 𝑥 > 0. Koska

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑥 = 𝑒ln 𝑥𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝑥 ,

niin

𝑓 ′(𝑥) = 𝑒𝑥 ln 𝑥 · 𝐷 (𝑥 ln 𝑥) = 𝑒𝑥 ln 𝑥 ·
(
1 · ln 𝑥 + 𝑥 · 1

𝑥

)
= (ln 𝑥 + 1) 𝑥𝑥 .

Esimerkki 2.33. Olkoon
𝑓 (𝑥) = (𝑥2 + 1)sin 3𝑥 .

Vastaavalla tavalla kuin esimerkissä 2.32 voidaan osoittaa (harjoitustehtävä), että nyt

𝑓 ′(𝑥) =

(
3 cos(3𝑥) · ln(𝑥2 + 1) + 2𝑥 sin 3𝑥

𝑥2 + 1

)
(𝑥2 + 1)sin 3𝑥 .

Esimerkki 2.34. Osoitetaan, että

𝐷 (𝑥𝑎) = 𝑎𝑥𝑎−1 ∀𝑎 ∈ R, ∀𝑥 > 0

(eli jos 𝑥 > 0, niin potenssin derivointikaava pätee kaikille 𝑎 ∈ R).
Olkoon siis 𝑥 > 0 ja 𝑎 ∈ R. Hyödyntämällä yleisen potenssifunktion määrittelyä

𝑥𝑎 = 𝑒𝑎 ln 𝑥

(ks. (1.4), s. 9) sekä yhdistetyn funktion derivoimissääntöä ja eksponentti- ja logarit-
mifunktioiden derivointikaavoja saadaan

𝐷 (𝑥𝑎) = 𝐷 (𝑒𝑎 ln 𝑥) = 𝑒𝑎 ln 𝑥𝐷 (𝑎 ln 𝑥) = 𝑒𝑎 ln 𝑥 · 𝑎 · 1
𝑥

= 𝑎𝑥𝑎
1
𝑥

= 𝑎𝑥𝑎−1.

Huomautus 2.7. Esimerkkien 2.9 (s. 17) ja 2.34 nojalla funktio 𝑥𝑎 on derivoi-
tuva välillä [0,∞[, jos 𝑎 ≥ 1.
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Harjoitustehtäviä
2.3.1. Määritä funktion

𝑓 (𝑥) =
√

2𝑥 − 1 (𝑥 > 1
2 )

derivaatta sekä käyttämällä yhdistetyn funktion derivoimissääntöä että käyttämällä
käänteisfunktion derivoimissääntöä.

2.3.2. Määritä funktion
𝑓 (𝑥) = 𝑥7 + 2𝑥 + 1

käänteisfunktion 𝑓 −1(𝑥) derivaatta pisteissä 𝑥 = 1 ja 𝑥 = 4. Voit olettaa tunnetuksi,
että 𝑓 on aidosti kasvava koko reaalilukujoukossa.

2.3.3. Määritä funktion
𝑓 (𝑥) = 𝑥5 + 𝑥4 + 2𝑥 − 4

käänteisfunktion 𝑓 −1(𝑥) derivaatta pisteissä 𝑥 = 0 ja 𝑥 = 48. Voit olettaa tunnetuksi,
että 𝑓 on aidosti kasvava koko reaalilukujoukossa.

2.3.4. Määritä 𝑓 ′(0), kun

(a) 𝑓 (𝑥) = arc sin
(
3 − sin 𝑥

5

)
, (b) 𝑓 (𝑥) = arc sin

(
arc tan(2𝑥)

1 + 𝑥2

)
.

2.3.5. Olkoon 𝑓 : ]0, 𝜋[ → R,

𝑓 (𝑥) = (sin 𝑥)cos 𝑥 .

Määritä 𝑓 ′(𝑥) ja tutki, missä välin ]0, 𝜋[ pisteissä 𝑓 ′(𝑥) = 0.

2.3.6. Määritä 𝑓 ′(𝜋) ja 𝑔′(0), kun

𝑓 (𝑥) = arc tan(sin 𝑥) ja 𝑔(𝑥) = (𝑥2 + 2) 𝑓 (𝑥) .

2.3.7. Määritä 𝑓 ′( 𝜋2 ) ja 𝑔′(0), kun

𝑓 (𝑥) = arc tan(1 + sin 4𝑥) ja 𝑔(𝑥) = (𝑥2 + 𝑥 + 1) 𝑓 (𝑥) .

2.3.8. Olkoon
𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥)cos 𝑥 ,

missä 𝑓 (𝑥) on derivoituva ja positiivinen kaikilla 𝑥 ∈ R. Osoita, että 𝑔′(0) = 𝑓 ′(0).
2.3.9. Määritä 𝑓 ′(𝜋), kun

(a) 𝑓 (𝑥) = (𝑥2 + 1)cos 6𝑥 , (b) 𝑓 (𝑥) = (𝑒 + sin 𝑥)
√

4−sin 𝑥 .

2.3.10. Areasini
ar sinh 𝑥 = ln

(
𝑥 +

√︁
𝑥2 + 1

)
on luvun 2.2 tehtävässä 2.2.7 määritellyn hyperbolisen sinin käänteisfunktio. Osoita,
että

𝐷 (ar sinh 𝑥) = 1√
𝑥2 + 1

∀𝑥 ∈ R.
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2.4 Rollen lause ja väliarvolause
Tutkitaan aluksi ennen Rollen lausetta ja väliarvolausetta funktion käyttäytymistä
yhdessä yksittäisessä pisteessä.

Lause 2.8. Oletetaan, että funktio 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑎.

(i) Jos 𝑓 ′(𝑎) > 0, niin on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että

𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑎) ∀𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝛿, 𝑎[ ja 𝑓 (𝑥) > 𝑓 (𝑎) ∀𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑎 + 𝛿[ .

(ii) Jos 𝑓 ′(𝑎) < 0, niin on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että

𝑓 (𝑥) > 𝑓 (𝑎) ∀𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝛿, 𝑎[ ja 𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑎) ∀𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑎 + 𝛿[ .

Todistus. Todistetaan kohta (i). Kohta (ii) todistetaan vastaavasti (harjoitustehtävä).
Koska

lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎)
𝑥 − 𝑎

= 𝑓 ′(𝑎) > 0,

niin lauseen 1.8 (s. 10) nojalla on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎)
𝑥 − 𝑎

> 0 ∀𝑥 ∈ U′
𝛿 (𝑎).

Jos nyt 𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝛿, 𝑎[, niin 𝑥 − 𝑎 < 0, joten myös

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎) < 0 eli 𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑎).

Jos taas 𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑎 + 𝛿[, niin 𝑥 − 𝑎 > 0, joten myös

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎) > 0 eli 𝑓 (𝑥) > 𝑓 (𝑎). �

Huomautus. Ehdosta 𝑓 ′(𝑎) > 0 ei voi päätellä, että funktio 𝑓 olisi kasvava
millään välillä ]𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿[, ja ehdosta 𝑓 ′(𝑎) < 0 ei voi päätellä, että funktio 𝑓
olisi vähenevä millään välillä ]𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿[.

Seuraus 2.9. Jos funktio 𝑓 saavuttaa suurimman tai pienimmän arvonsa pis-
teessä 𝑎 ja 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑎, niin 𝑓 ′(𝑎) = 0.

Huomautus. Seuraus 2.9 ei ole voimassa kääntäen.
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2.4.1 Rollen lause
Seurauksen 2.9 avulla voidaan todistaa Rollen lause.

Lause 2.10 (Rollen lause). Jos

(i) 𝑓 on jatkuva suljetulla välillä [𝑎, 𝑏],
(ii) 𝑓 on derivoituva avoimella välillä ]𝑎, 𝑏[,
(iii) 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏),

niin on olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑏[, että 𝑓 ′(𝜉) = 0.1

Todistus. 1o: Jos 𝑓 on vakiofunktio, niin

𝑓 ′(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑏[.
Täten mikä tahansa välin ]𝑎, 𝑏[ piste kelpaa vaadituksi pisteeksi.

2o: Jos 𝑓 ei ole vakiofunktio, niin on olemassa sellainen 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[, että

𝑓 (𝑐) > 𝑓 (𝑎) tai 𝑓 (𝑐) < 𝑓 (𝑎).
Oletetaan nyt, että

𝑓 (𝑐) > 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏)
(tapaus 𝑓 (𝑐) < 𝑓 (𝑎) todistetaan täysin vastaavasti). Koska 𝑓 on suljetulla välillä
[𝑎, 𝑏] jatkuva, niin 𝑓 saavuttaa Weierstrassin min-max-lauseen nojalla suurimman
arvonsa jossakin välin [𝑎, 𝑏] pisteessä 𝜉. Tällöin

𝑓 (𝜉) ≥ 𝑓 (𝑐) > 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏),
joten 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑏[. Siis 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝜉. Lisäksi seurauksen 2.9 nojalla

𝑓 ′(𝜉) = 0.

Siis 𝜉 on vaadittu piste. �

Seuraus 2.11. Jos 𝑓 on derivoituva välillä 𝐼 ja on olemassa sellaiset 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼,
että

𝑥1 < 𝑥2 ja 𝑓 (𝑥1) = 𝑓 (𝑥2),
niin on olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑥1, 𝑥2 [, että 𝑓 ′(𝜉) = 0.

Huomautus 2.12. Seurauksen 2.11 nojalla välillä 𝐼 derivoituvalla funktiolla
on tällä välillä aina kahden nollakohtansa välissä vähintään yksi derivaatan
nollakohta.

1Ksii (pienenä kirjaimena 𝜉) on kreikkalaisen kirjaimiston 14. kirjain.
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Esimerkki 2.35. Tutkitaan funktion

𝑓 (𝑥) = 𝑥3 + 3𝑥

nollakohtien lukumäärää.
1o: Koska

𝑓 ′(𝑥) = 3𝑥2 + 3 = 3(𝑥2 + 1) > 0 ∀𝑥 ∈ R,

niin derivaattafunktiolla 𝑓 ′ ei ole yhtään nollakohtaa. Siis huomautuksen 2.12 nojalla
funktiolla 𝑓 voi olla korkeintaan yksi nollakohta.

2o: Selvästi 𝑓 (0) = 0, joten funktiolla 𝑓 on ainakin yksi nollakohta (joka on
pisteessä 𝑥 = 0).

Kohdista 1o ja 2o seuraa, että funktiolla 𝑓 on täsmälleen yksi (reaalinen) nolla-
kohta.

Esimerkki 2.36. Osoitetaan, että funktiolla

𝑓 (𝑥) = 𝑒1−𝑥2 − arc sin(𝑥2)
on korkeintaan 2 nollakohtaa välillä ]−1, 1[.

Funktio on määritelty välillä [−1, 1]. Lisäksi

𝑓 ′(𝑥) = −2𝑥 · 𝑒1−𝑥2 − 1√︁
1 − (𝑥2)2

· 2𝑥 = −2𝑥 ·
(
𝑒1−𝑥2 + 1√

1 − 𝑥4

)
välillä ]−1, 1[. Koska

𝑒1−𝑥2 + 1√
1 − 𝑥4

> 0 ∀𝑥 ∈ ]−1, 1[ ,

niin 𝑓 ′(𝑥) = 0 välillä ]−1, 1[ täsmälleen silloin, kun 𝑥 = 0. Täten derivaattafunk-
tiolla 𝑓 ′ on korkeintaan 1 nollakohta välillä ]−1, 1[ (itse asiassa täsmälleen yksi eli
pisteessä 𝑥 = 0). Siis huomautuksen 2.12 nojalla funktiolla 𝑓 voi olla korkeintaan
kaksi nollakohtaa välillä ]−1, 1[.

Huomautus 2.13. Käyttämällä huomautusta 2.12 ja Bolzanon lausetta saadaan
joskus määritettyä funktion nollakohtien täsmällinen määrä.

Esimerkki 2.37. Esimerkissä 2.36 osoitettiin, että funktiolla

𝑓 (𝑥) = 𝑒1−𝑥2 − arc sin(𝑥2)
on korkeintaan 2 nollakohtaa välillä ]−1, 1[. Osoitetetaan nyt, että nollakohtia on
täsmälleen 2.

Funktio on määritelty ja jatkuva välillä [−1, 1]. Lisäksi

𝑓 (0) = 𝑒1−0 − arc sin 0 = 𝑒 − 0 = 𝑒 > 0

sekä
𝑓 (−1) = 𝑓 (1) = 𝑒1−1 − arc sin 1 = 1 − 𝜋

2 < 0.
Täten Bolzanon lauseen nojalla funktiolla 𝑓 on nollakohta sekä välillä ]−1, 0[ että
välillä ]0, 1[. Siis funktiolla 𝑓 on ainakin kaksi nollakohtaa välillä ]−1, 1[.

Täten funktiolla 𝑓 on täsmälleen kaksi nollakohtaa välillä ]−1, 1[.
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Esimerkki 2.38. Osoitetaan, että funktiolla

𝑓 (𝑥) = 𝑥4 + 4𝑥2 − 7𝑥 − 5

on täsmälleen kaksi nollakohtaa.
1o: Polynomina 𝑓 on derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R. Lisäksi

𝑓 ′(𝑥) = 4𝑥3 + 8𝑥 − 7 ∀𝑥 ∈ R

ja edelleen
𝑓 ′′(𝑥) = 12𝑥2 + 8 > 0 ∀𝑥 ∈ R.

Koska funktiolla 𝑓 ′′ ei ole yhtään nollakohtaa, niin huomautuksen 2.12 nojalla
derivaattafunktiolla 𝑓 ′ on korkeintaan yksi nollakohta ja vastaavasti sitten saman
huomautuksen nojalla funktiolla 𝑓 voi olla korkeintaan kaksi nollakohtaa.

2o: Polynomina 𝑓 on jatkuva kaikilla 𝑥 ∈ R. Lisäksi

𝑓 (−1) = 1 + 4 + 7 − 5 = 7 > 0 ja 𝑓 (2) = 16 + 16 − 14 − 5 = 13 > 0

ja
𝑓 (0) = −5 < 0.

Täten Bolzanon lauseen nojalla funktiolla 𝑓 on nollakohta ainakin väleillä ]−1, 0[
ja ]0, 2[ eli funktiolla 𝑓 on ainakin kaksi nollakohtaa.

Kohdista 1o ja 2o seuraa nyt, että funktiolla 𝑓 on täsmälleen kaksi nollakohtaa..

2.4.2 Väliarvolause
Todistetaan aluksi Rollen lausetta käyttäen kahta funktiota koskeva väliarvolauseen
yleistys.

Lause 2.14 (Yleistetty väliarvolause). Jos funktiot 𝑓 ja 𝑔 ovat jatkuvia sulje-
tulla välillä [𝑎, 𝑏] ja derivoituvia avoimella välillä ]𝑎, 𝑏[, niin on olemassa
sellainen piste 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑏[, että

(2.4) 𝑔′(𝜉) [ 𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎)] = 𝑓 ′(𝜉) [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)] .

Todistus. Olkoon

ℎ(𝑥) = 𝑓 (𝑥) [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)] − 𝑔(𝑥) [ 𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎)] .

Tällöin ℎ on jatkuva välillä [𝑎, 𝑏] ja derivoituva välillä ]𝑎, 𝑏[, sillä 𝑓 ja 𝑔 ovat
jatkuvia välillä [𝑎, 𝑏] ja derivoituvia välillä ]𝑎, 𝑏[. Lisäksi

ℎ(𝑎) = 𝑓 (𝑎)𝑔(𝑏) − 𝑓 (𝑎)𝑔(𝑎) − 𝑔(𝑎) 𝑓 (𝑏) + 𝑔(𝑎) 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎)𝑔(𝑏) − 𝑓 (𝑏)𝑔(𝑎)

ja

ℎ(𝑏) = 𝑓 (𝑏)𝑔(𝑏) − 𝑓 (𝑏)𝑔(𝑎) − 𝑔(𝑏) 𝑓 (𝑏) + 𝑔(𝑏) 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎)𝑔(𝑏) − 𝑓 (𝑏)𝑔(𝑎),
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joten
ℎ(𝑎) = ℎ(𝑏).

Siis ℎ toteuttaa Rollen lauseen edellytykset, joten on olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑏[,
että ℎ′(𝜉) = 0 eli

𝑓 ′(𝜉) [𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)] − 𝑔′(𝜉) [ 𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎)] = 0. �

Huomautus 2.15. Jos lauseessa 2.14 tehdään funktiolle 𝑔 lisäoletus, että
𝑔′(𝑥) ≠ 0 kaikilla 𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑏[, saadaan

(2.5)
𝑓 ′(𝜉)
𝑔′(𝜉) =

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎)
𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎) (Cauchyn väliarvokaava).

Todistus. Jos olisi 𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑏), niin Rollen lausetta voitaisiin soveltaa funktioon 𝑔
välillä [𝑎, 𝑏], jolloin olisi olemassa sellainen 𝜉1 ∈ ]𝑎, 𝑏[, että

𝑔′(𝜉1) = 0,

mikä on vastoin huomautuksen oletuksia.
Siis on oltava 𝑔(𝑎) ≠ 𝑔(𝑏), jolloin kaavassa (2.4) voidaan jakaa puolittain

lausekkeilla 𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎) ja 𝑔′(𝜉). �

Jos lauseessa 2.14 valitaan 𝑔(𝑥) = 𝑥 (kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]), saadaan varsinainen
differentiaalilaskennan väliarvolause.

Lause 2.16 (Differentiaalilaskennan väliarvolause). Jos funktio 𝑓 on jatkuva
suljetulla välillä [𝑎, 𝑏] ja derivoituva avoimella välillä ]𝑎, 𝑏[, niin on olemassa
sellainen 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑏[, että

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) = 𝑓 ′(𝜉) (𝑏 − 𝑎).

Huomautus. Lauseesta 2.16 käytetään usein lyhyesti pelkästään nimitystä väliarvo-
lause. Siitä käytetään myös lyhennettä VAL.

Huomautus. Väliarvolauseen tulos voidaan esittää myös muodossa (vrt. ku-
va 2.1)

𝑓 ′(𝜉) =
𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎)

𝑏 − 𝑎
.

Huomautus. Piste 𝜉 riippuu paitsi funktiosta 𝑓 myös välistä [𝑎, 𝑏] (vrt. kuva 2.1
ja esimerkki 2.39).
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a bξ1 ξ2

b− a

f(a)

f(b)

f(b) − f(a)

Kuva 2.1. Funktion 𝑓 kuvaajan pisteisiin (𝜉1, 𝑓 (𝜉1)) ja (𝜉2, 𝑓 (𝜉2)) piirretyt tangentit ovat pisteiden
(𝑎, 𝑓 (𝑎)) ja (𝑏, 𝑓 (𝑏)) kautta kulkevan suoran suuntaisia, joten tangenteilla ja kyseisellä suoralla on
sama kulmakerroin.

Esimerkki 2.39. Olkoon
𝑓 (𝑥) = 𝑥3.

Tarkastellaan väliä [0, 𝑏], missä 𝑏 > 0, ja määritetään väliarvolauseessa esiintyvä
piste 𝜉.

Funktio 𝑓 on polynomina jatkuva ja derivoituva välillä [0, 𝑏], joten väliarvo-
lauseen nojalla on olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]0, 𝑏[, että

𝑏3 − 0 = 3𝜉2(𝑏 − 0).

Siis
𝜉 =

𝑏√
3

∈ ]0, 𝑏[ .

Siis 𝜉 todellakin riippuu koko ajan välin päätepisteistä.

Esimerkki 2.40. Osoitetaan väliarvolauseen avulla, että

|cos 𝑥 − 1| ≤ |𝑥 | ∀𝑥 ∈ R.

Tarkastellaan funktiota 𝑓 (𝑡) = cos 𝑡. Esimerkin 2.5 (s. 15) nojalla 𝑓 on jatkuva
ja derivoituva kaikilla 𝑡 ∈ R ja

𝑓 ′(𝑡) = − sin 𝑡 ∀ 𝑡 ∈ R.

1o: Olkoon 𝑥 > 0. Sovelletaan väliarvolausetta funktioon 𝑓 välillä [0, 𝑥] ( 𝑓 on
jatkuva ja derivoituva välillä [0, 𝑥]). On siis olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]0, 𝑥 [, että

cos 𝑥 − cos 0 = − sin 𝜉 · (𝑥 − 0).

Koska cos 0 = 1 ja |sin 𝜉 | ≤ 1 kaikilla 𝜉 ∈ R, niin

|cos 𝑥 − 1| = |− sin 𝜉 · 𝑥 | = |sin 𝜉 | · |𝑥 | ≤ |𝑥 | .
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2o: Olkoon 𝑥 < 0. Sovelletaan väliarvolausetta funktioon 𝑓 välillä [𝑥, 0] ( 𝑓 on
jatkuva ja derivoituva välillä [𝑥, 0]). On siis olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑥, 0[, että

cos 0 − cos 𝑥 = − sin 𝜉 · (0 − 𝑥)

eli
cos 𝑥 − cos 0 = − sin 𝜉 · (𝑥 − 0).

Väite seuraa nyt vastaavasti kuin kohdassa 1o.
Koska väite on tosi, kun 𝑥 = 0, niin kohdista 1o ja 2o seuraa, että väite pätee

kaikilla 𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.41. Osoitetaan väliarvolauseen avulla, että

√
𝑥 <

𝑥 + 1
2

∀𝑥 > 1

ja
√
𝑥 <

𝑥 + 1
2

, kun 0 < 𝑥 < 1.

Tarkastellaan funktiota

𝑓 (𝑡) = √
𝑡 (𝑡 ≥ 0)

ja sovelletaan väliarvolausetta esimerkin 2.40 tapaan funktioon 𝑓 väleillä [1, 𝑥] (kun
𝑥 > 1) ja [𝑥, 1] (kun 0 < 𝑥 < 1). Yksityskohdat jätetään harjoitustehtäväksi.

Huomautus 2.17. Jos esimerkiksi 𝑥 > 𝑎 ja funktio 𝑓 toteuttaa väliarvolauseen
oletukset välillä [𝑎, 𝑥], niin funktion 𝑓 arvolle pisteessä 𝑥 saadaan arvio

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 ′(𝜉) (𝑥 − 𝑎),

missä 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑥 [.

Esimerkki 2.42. Olkoon 𝑓 sellainen funktio, että 𝑓 (−3) = −7 ja

2 ≤ 𝑓 ′(𝑥) ≤ 3 ∀𝑥 ∈ R.

Osoitetaan, että 1 ≤ 𝑓 (1) ≤ 5.
Nyt 𝑓 on derivoituva (ja jatkuva) välillä [−3, 1], joten huomautuksen 2.17 nojalla

on olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]−3, 1[, että

𝑓 (1) = 𝑓 (−3) + 𝑓 ′(𝜉) (1 − (−3)) = −7 + 4 · 𝑓 ′(𝜉).

Koska 2 ≤ 𝑓 ′(𝜉) ≤ 3, niin

𝑓 (1) ≥ −7 + 4 · 2 = −7 + 8 = 1

ja
𝑓 (1) ≤ −7 + 4 · 3 = −7 + 12 = 5.
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Harjoitustehtäviä
2.4.1. Olkoot 𝑓 : R → R ja 𝑔 : R → R sellaisia funktioita, että

𝑓 (0) = 𝑔(0) ja 𝑓 ′(0) > 𝑔′(0).

Osoita, että on olemassa 𝑎 > 0 siten, että 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) kaikilla 𝑥 ∈ [0, 𝑎].
2.4.2. Olkoon 𝑓 : R → R sellainen välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva ja välillä ]𝑎, 𝑏[ derivoituva
funktio, että 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏) = 0. Osoita, että on olemassa sellainen välin ]𝑎, 𝑏[ piste 𝜉,
että

𝑓 ′(𝜉) = 𝑓 (𝜉).
Vihje: Sovella Rollen lausetta sopivaan apufunktioon.

2.4.3. Olkoon 𝑘 ∈ R. Osoita, että jos 𝑓 on sellainen välillä [𝑎, 𝑏] derivoituva funktio,
että

𝑓 ′(𝑎) < 𝑘 < 𝑓 ′(𝑏),
niin on olemassa sellainen välin ]𝑎, 𝑏[ piste 𝑐, että

𝑓 ′(𝑐) = 𝑘.

Vihje: Tarkastele funktiota 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑘 (𝑥 − 𝑎).
2.4.4. Osoita, että funktiolla

𝑓 (𝑥) = arc tan 𝑥 − arc sin
(
1 − 𝑥2

1 + 𝑥2

)
on korkeintaan yksi positiivinen nollakohta.

2.4.5. Osoita, että funktiolla

𝑓 (𝑥) = 1 + 2
√

3 arc sin
𝑥

1 + 𝑥
− 4 arc tan

√
𝑥

on korkeintaan yksi nollakohta välillä ]0, 1[.
2.4.6. Osoita, että funktiolla

(a) 𝑓 (𝑥) = 2𝑥6 + 3𝑥4 + 𝑥2 − 9𝑥 − 7, (b) 𝑓 (𝑥) = ln(𝑒𝑥 + 1) − 𝑥2

on korkeintaan kaksi nollakohtaa.

2.4.7. Osoita, että funktiolla

𝑓 (𝑥) = 2𝑥5 + 3𝑥3 − 9𝑥 + 1

on täsmälleen kaksi positiivista nollakohtaa.

2.4.8. Osoita, että funktiolla

𝑓 (𝑥) = 𝑥5 + 2𝑥3 − 7𝑥2 − 5𝑥 + 4

on täsmälleen kolme nollakohtaa.
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2.4.9. Määritä täsmällisesti perustellen funktion

(a) 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑥 − 3, (b) 𝑓 (𝑥) = 2𝑥 − 𝑥 ln 2 − 2

nollakohtien lukumäärä.

2.4.10. Todista Cauchyn väliarvokaavaa käyttäen, että

3𝑥 > 2𝑥+1 − 1 ∀𝑥 > 1.

Vihje: Vähennä epäyhtälön molemmilta puolilta sopiva vakio.

2.4.11. Olkoon 𝑓 sellainen funktio, että 𝑓 (1) = 1 ja

𝑓 ′(𝑥) ≤ 2 ∀𝑥 ∈ [1, 4] .
Osoita, että 𝑓 (4) ≤ 7.

2.4.12. Anna esimerkki sellaisesta funktiosta 𝑓 : R → R, että 𝑓 (0) = 0, 𝑓 (4) = 5 ja

𝑓 ′(𝑥) ≤ 1 ∀𝑥 ∈ [0, 4],
tai osoita, että tällaista funktiota ei voi olla olemassa.

2.4.13. Olkoon 𝑓 sellainen kaikkialla jatkuva ja derivoituva funktio, että 𝑓 (0) = 5
ja

𝑓 ′(𝑥) ≤ arc tan 𝑥 + ln(𝑥2 + 1) ∀𝑥 ∈ R.

Määritä täsmällisesti perustellen jokin sellainen luku 𝑐 ∈ R, että 𝑓 (2) ≤ 𝑐.

2.4.14. Osoita väliarvolausetta käyttäen, että

sin 𝑥 < 𝑥,

kun 0 < 𝑥 ≤ 1.

2.4.15. Osoita, että
|sin 𝑥 − sin 𝑦 | ≤ |𝑥 − 𝑦 |

kaikilla 𝑥, 𝑦 ∈ R.

2.4.16. Osoita, että

|arc tan 𝑥 − arc tan 𝑦 | ≤ |𝑥 − 𝑦 | ∀𝑥, 𝑦 ∈ R.

2.4.17. Määritä väliarvolausetta käyttäen

lim
𝑥→∞

(√
𝑥 + 2 − √

𝑥
)
.

2.4.18. Oletetaan, että funktio 𝑓 on derivoituva jossakin pisteen 𝑎 puhkaistussa
ympäristössä ja

lim
𝑥→𝑎

𝑓 ′(𝑥) = 𝐴 (𝐴 ∈ R).
Todista, että jos 𝑓 on jatkuva pisteessä 𝑎, niin 𝑓 on derivoituva pisteessä 𝑎 ja

𝑓 ′(𝑎) = 𝐴.
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2.4.19. Olkoon 𝑓 sellainen koko reaalilukujoukossa jatkuva funktio, että 𝑓 on
derivoituva kaikilla 𝑥 ≠ 0 ja

| 𝑓 ′(𝑥) | ≤ 3 ∀𝑥 ≠ 0.

Osoita, että funktio 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥2) on derivoituva pisteessä 𝑥 = 0, ja määritä 𝑔′(0).
2.4.20. Olkoon 𝑓 koko reaalilukujen joukossa derivoituva funktio. Osoita suoraan
raja-arvon määrittelyyn (ja väliarvolauseeseen) perustuen, että jos

lim
𝑥→∞ 𝑓 ′(𝑥) = 0,

niin
lim
𝑥→∞

𝑓 (𝑥)
𝑥

= 0.
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2.5 Integraalilaskennan peruslause
Osoitetaan vielä funktion derivaattaa käsittelevän luvun lopuksi, että ainoastaan
vakiofunktion derivaatta voi olla identtisesti nolla jollakin välillä. Lausetta kutsutaan
joskus integraalilaskennan peruslauseeksi, koska lauseen tulos mahdollistaa osaltaan
Riemann-integraalin arvon määrittämisen derivaattaa hyödyntäen. Lause on helppo
todistaa väliarvolauseen avulla.

Lause 2.18 (Integraalilaskennan peruslause). Jos 𝑓 ′ ≡ 0 välillä 𝐼, niin 𝑓 on
vakio välillä 𝐼.1

Todistus. Oletetaan, että 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ja 𝑥 < 𝑦. Koska 𝑓 on derivoituva välillä 𝐼, on 𝑓
myös jatkuva välillä 𝐼 (ja siis myös välillä [𝑥, 𝑦]). Siis väliarvolausetta voidaan
soveltaa funktioon 𝑓 välillä [𝑥, 𝑦]. On siis olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑥, 𝑦[, että

𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥) =

=0︷︸︸︷
𝑓 ′(𝜉) (𝑦 − 𝑥) = 0.

Siis
𝑓 (𝑦) = 𝑓 (𝑥).

Täten 𝑓 on vakio kaikilla 𝑥 ∈ 𝐼. �

Integraalilaskennan peruslausetta hyödynnetään usein seurauksia 2.19 ja 2.20
käyttäen. Eli jos kahdella funktiolla on sama derivaatta (tai niiden erotuksen deri-
vaatta on nolla), funktiot eroavat toisistaan vain vakiolla 𝐶 (seuraus 2.19). Jos lisäksi
tunnetaan funktioiden arvot jossakin pisteessä, saadaan myös vakio 𝐶 määritettyä
(seuraus 2.20).

Seuraus 2.19. Jos
𝑓 ′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼,

niin on olemassa sellainen vakio 𝐶 ∈ R, että

𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝐶 ∀𝑥 ∈ 𝐼 .

Seuraus 2.20. Jos
𝑓 ′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼

ja on olemassa sellainen 𝑥 ∈ 𝐼, että 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥), niin

𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼 .

1Merkintä 𝑓 ′ ≡ 0 välillä 𝐼 tarkoittaa, että 𝑓 ′(𝑥) = 0 kaikilla 𝑥 ∈ 𝐼.
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Esimerkki 2.43. Määritetään funktio 𝑓 , kun tiedetään, että 𝑓 (0) = 1 ja

𝑓 ′(𝑥) = 𝑥 + 1 ∀𝑥 ∈ R.

Koska
𝐷

(
𝑥2

2
+ 𝑥

)
= 𝑥 + 1,

niin seurauksen 2.19 perusteella on olemassa sellainen 𝐶 ∈ R, että

𝑓 (𝑥) =
𝑥2

2
+ 𝑥 + 𝐶.

Koska
𝑓 (0) = 0 + 0 + 𝐶 = 1,

niin 𝐶 = 1. Siis
𝑓 (𝑥) =

𝑥2

2
+ 𝑥 + 1 ∀𝑥 ∈ R.

Esimerkki 2.44. Osoitetaan, että

arc sin 𝑥 + arc cos 𝑥 = 𝜋
2 ∀𝑥 ∈ [−1, 1] .

Välin päätepisteissä väite pätee, sillä

arc sin(−1) + arc cos(−1) = − 𝜋
2 + 𝜋 = 𝜋

2

ja
arc sin 1 + arc cos 1 = 𝜋

2 + 0 = 𝜋
2 .

Tarkastellaan siis väliä ]−1, 1[. Koska

𝐷 (arc sin 𝑥 + arc cos 𝑥) =
1√

1 − 𝑥2
− 1√

1 − 𝑥2
= 0 ∀𝑥 ∈ ]−1, 1[ ,

niin integraalilaskennan peruslauseen (täsmällisemmin seurauksen 2.19) nojalla on
olemassa sellainen vakio 𝐶 ∈ R, että

arc sin 𝑥 + arc cos 𝑥 = 𝐶 ∀𝑥 ∈ ]−1, 1[ .
Koska

arc sin 0 + arc cos 0 = 0 + 𝜋
2 = 𝜋

2 ,

niin
𝐶 = 𝜋

2 .

Siis
arc sin 𝑥 + arc cos 𝑥 = 𝜋

2 ∀𝑥 ∈ ]−1, 1[ .
Huomautus 2.21. Integraalilaskennan peruslausetta ei voida esimerkissä 2.44 käyt-
tää koko välillä [−1, 1], sillä funktiot arc sin 𝑥 ja arc cos 𝑥 eivät ole derivoituvia
pisteissä 𝑥 = −1 ja 𝑥 = 1. Esimerkisssä tilanne on ratkaistu tarkastelemalla arvoja
välin päätepisteissä erikseen.

Funktio
𝑓 (𝑥) = arc sin 𝑥 + arc cos 𝑥

on kuitenkin jatkuva koko välillä [−1, 1]. Täten toinen mahdollisuus olisi osoittaa
ensin integraalilaskennan peruslauseen avulla, että 𝑓 (𝑥) = 𝜋

2 välillä ]−1, 1[, ja sitten
todeta funktion jatkuvuutta hyödyntämällä, että väite pätee myös välin päätepisteissä.
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Esimerkki 2.45. Osoitetaan, että

arc tan 𝑥 + arc tan
1
𝑥

=

{
𝜋
2 , kun 𝑥 > 0,
− 𝜋

2 , kun 𝑥 < 0.

Olkoon
𝑓 (𝑥) = arc tan 𝑥 + arc tan

1
𝑥

(𝑥 ≠ 0).
Tällöin 𝑓 on derivoituva väleillä ]−∞, 0[ ja ]0,∞[. Lisäksi

𝑓 ′(𝑥) =
1

1 + 𝑥2 + 1
1 + ( 1

𝑥

)2 ·
(
− 1
𝑥2

)
=

1
1 + 𝑥2 − 1

𝑥2 + 1
= 0 ∀𝑥 ≠ 0.

Täten integraalilaskennan peruslauseen nojalla on olemassa sellaiset 𝐶1, 𝐶2 ∈ R,
että

𝑓 (𝑥) =
{
𝐶1, kun 𝑥 > 0,
𝐶2, kun 𝑥 < 0.

Koska
𝑓 (1) = arc tan 1 + arc tan 1 = 𝜋

4 + 𝜋
4 = 𝜋

2

ja
𝑓 (−1) = arc tan(−1) + arc tan(−1) =

(− 𝜋
4
) + (− 𝜋

4
)
= − 𝜋

2 ,

niin
𝐶1 = 𝜋

2 ja 𝐶2 = − 𝜋
2 ,

mistä esimerkin tulos seuraa.

Harjoitustehtäviä
2.5.1. Olkoon 𝐴 ∈ R. Osoita, että jos 𝑓 ′(𝑥) = 𝐴 kaikilla 𝑥 ∈ R, niin on olemassa
sellainen vakio 𝐶 ∈ R, että

𝑓 (𝑥) = 𝐴𝑥 + 𝐶 ∀𝑥 ∈ R.

Määritä yllä olevaa tulosta käyttäen sellainen funktio 𝐹, että 𝐹 (0) = 4 ja 𝐹′(𝑥) = 5
kaikilla 𝑥 ∈ R.

2.5.2. Määritä 𝑓 (𝑥), kun tiedetään, että 𝑓 (1) = 𝑓 ′(1) = 10 ja

𝑓 ′′(𝑥) = 6𝑥 + 4 ∀𝑥 ∈ R.

2.5.3. Oletetaan, että funktioista sin 𝑥 ja cos 𝑥 tiedetään vain niiden derivointikaavat
ja arvot pisteessä 𝑥 = 0. Osoita näitä tietoja käyttäen, että

sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1 ∀𝑥 ∈ R.

2.5.4. Olkoon 𝑎 ∈ R. Osoita integraalilaskennan peruslausetta käyttäen, että

ln 𝑥𝑎 = 𝑎 ln 𝑥 ∀𝑥 > 0.
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2.5.5. Osoita, että

arc tan 𝑥 + arc cot 𝑥 =
𝜋

2
∀𝑥 ∈ R.

2.5.6. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) = arc sin(2𝑥2 − 1) + 2 arc cos 𝑥

on vakio välillä ]0, 1[, ja määritä tämä vakio.

2.5.7. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) = arc cos 𝑥 + arc cos
√︁

1 − 𝑥2

on vakio välillä ]0, 1[, ja määritä tämä vakio. Onko 𝑓 vakio myös välillä ]−1, 0[?
2.5.8. Osoita, että

2 arc sin
√
𝑥 =

𝜋

2
+ arc sin(2𝑥 − 1) ∀𝑥 ∈ [0, 1] .

2.5.9. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) = arc tan 𝑥 + arc tan
1 − 𝑥

1 + 𝑥

on vakio kaikilla 𝑥 > −1, ja määritä tämä vakio.

2.5.10. Olkoon 𝑓 sellainen funktio, että

𝑓 (0) = 1 ja 𝑓 ′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ R.

Osoita, että 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 kaikilla 𝑥 ∈ R.
Vihje: Sovella integraalilaskennan peruslausetta sopivaan apufunktioon.
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3 Derivoituvan funktion ominaisuuksia
Tarkastellaan sitten muutamia derivaatan sovelluksia. Aluksi tutkitaan, miten deri-
vaattaa voidaan hyödyntää funktion raja-arvon määrittämisessä.

3.1 l’Hôpitalin sääntö
Cauchyn väliarvokaavaa käyttämällä voidaan todistaa l’Hôpitalin sääntö, jonka
avulla saadaan kätevästi laskettua tiettyjä raja-arvoja. Säännnöstä käytetään myös
nimeä l’Hospitalin sääntö.

Lause 3.1 (l’Hôpitalin sääntö).1 Oletetaan, että

(i) lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) = 0 ja lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 0,

(ii) lim
𝑥→𝑎

𝑓 ′(𝑥)
𝑔′(𝑥) on olemassa.

Tällöin myös funktiolla 𝑓 /𝑔 on raja-arvo pisteessä 𝑥 = 𝑎 ja

lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥)
𝑔(𝑥) = lim

𝑥→𝑎

𝑓 ′(𝑥)
𝑔′(𝑥) .

Todistus. Koska raja-arvo

lim
𝑥→𝑎

𝑓 ′(𝑥)
𝑔′(𝑥)

on olemassa, niin on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että 𝑓 ′(𝑥) ja 𝑔′(𝑥) ovat olemassa puh-
kaistussa ympäristössä U′

𝛿 (𝑎) sekä lisäksi 𝑔′(𝑥) ≠ 0 tässä ympäristössä. Määritellään
nyt2

𝑓 (𝑎) = 𝑔(𝑎) = 0,

jolloin 𝑓 ja 𝑔 tulevat jatkuviksi pisteessä 𝑎.
Valitaan nyt 𝑥 ∈ U′

𝛿 (𝑎). Tällöin 𝑓 ja 𝑔 ovat jatkuvia välillä [𝑎, 𝑥] (tai [𝑥, 𝑎]) ja
derivoituvia välillä ]𝑎, 𝑥 [ (tai ]𝑥, 𝑎[ ). Siis Cauchyn väliarvokaavan (s. 40) nojalla
on olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑥 [ (tai 𝜉 ∈ ]𝑥, 𝑎[ ), että

𝑓 ′(𝜉)
𝑔′(𝜉) =

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎)
𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎) =

𝑓 (𝑥)
𝑔(𝑥) .

Jos nyt 𝑥 → 𝑎, myös 𝜉 → 𝑎. Siis

lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥)
𝑔(𝑥) = lim

𝜉→𝑎

𝑓 ′(𝜉)
𝑔′(𝜉) = lim

𝑥→𝑎

𝑓 ′(𝑥)
𝑔′(𝑥) . �

1Myös l’Hospitalin sääntö.
2Lauseen oletusten perusteella ei tiedetä, ovatko funktiot 𝑓 ja 𝑔 määriteltyjä pisteessä 𝑎. Jos niitä

ei ole määritelty, niin määritellään ne nyt. Jos ne on määritelty, mutta 𝑓 (𝑎) ≠ 0 tai 𝑔(𝑎) ≠ 0, niin
muutetaan kyseisten funktioiden määrittelyä. Tämä voidaan tehdä, sillä funktioiden arvolla pisteessä 𝑎
ei ole vaikutusta etsittyyn raja-arvoon.
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L’Hôpitalin sääntöä voidaan soveltaa myös toispuoleisiin raja-arvoihin sekä
tapauksiin, joissa tarkastellaan raja-arvoa äärettömyydessä tai joissa raja-arvo on
ääretön (huomautukset 3.2–3.4, todistukset jätetään harjoitustehtäväksi).

Huomautus 3.2. Lauseen 3.1 laskusääntöä voidaan soveltaa myös ∞
∞ -muotoisil-

le raja-arvoille (ts. lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) = lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = ∞ (tai −∞)). Edelleen laskusääntöä
voidaan soveltaa myös toispuoleisiin raja-arvoihin.

Huomautus 3.3. Lauseessa 3.1 voi 𝑎 olla myös ±∞.

Huomautus 3.4. Lauseessa 3.1 voi raja-arvo lim
𝑥→𝑎

𝑓 ′(𝑥)
𝑔′(𝑥) olla myös ±∞.

Esimerkki 3.1. Määritetään
lim
𝑥→0

𝑥

tan 𝑥
.

Koska funktiot 𝑥 ja tan 𝑥 ovat derivoituvia pisteen 0 jossakin ympäristössä sekä

lim
𝑥→0

𝑥 = 0 ja lim
𝑥→0

tan 𝑥 = 0,

niin l’Hôpitalin säännön nojalla

lim
𝑥→0

𝑥

tan 𝑥
H
=
0
0

lim
𝑥→0

1
1 + tan2 𝑥

= 1.

Yhtälöketju on tässä luettava ikään kuin lopusta alkuun. Koska

lim
𝑥→0

1
1 + tan2 𝑥

= 1

(eli raja-arvo on olemassa ja= 1), niin l’Hôpitalin sääntöä voidaan soveltaa ja saadaan
yllä oleva tulos.

Esimerkki 3.2. Jos asia on ilmeistä, l’Hôpitalin sääntöä käytettäessä ei aina erik-
seen korosteta, että tarkasteltavat funktiot toteuttavat vaadittavat ehdot. Esimerkiksi
voidaan kirjoittaa yksinkertaisesti

lim
𝑥→1

𝑥15 + 𝑥 − 2
𝑥11 − 3𝑥 + 2

H
=
0
0

lim
𝑥→1

15𝑥14 + 1
11𝑥10 − 3

=
15 + 1
11 − 3

= 2.

Vaadittavien ehtojen toteutuminen on kuitenkin aina tarkistettava. Erityisesti on
syytä huomata, että sääntöä ei voi käyttää, jos kyseessä ei ole mikään yllä oleva
epämääräinen muoto (ks. kuitenkin huomautus 3.5, s. 54). Esimerkiksi

lim
𝑥→1

15𝑥14 + 1
11𝑥10 − 3

≠ lim
𝑥→1

14 · 15𝑥13

10 · 11𝑥9 = lim
𝑥→1

210
110

𝑥4 =
21
11

.
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Esimerkki 3.3. Olkoon 𝑎 > 1 ja 𝑠 ∈ R. Osoitetaan, että

lim
𝑥→∞

𝑎𝑥

𝑥𝑠
= ∞ ja lim

𝑥→∞
𝑥𝑠

𝑎𝑥
= 0.

1o: Olkoon 𝑠 = 0. Tällöin

lim
𝑥→∞

𝑎𝑥

𝑥𝑠
= lim

𝑥→∞ 𝑎𝑥 = ∞.

2o: Olkoon 𝑠 < 0. Tällöin

lim
𝑥→∞

𝑎𝑥

𝑥𝑠
= lim

𝑥→∞ 𝑥−𝑠𝑎𝑥 = ∞.

3o: Olkoon 𝑠 > 0. Käyttämällä l’Hôpitalin sääntöä saadaan (tapaus 𝑠 = 1)

lim
𝑥→∞

𝑎𝑥

𝑥

H
=∞
∞

lim
𝑥→∞

𝑎𝑥 ln 𝑎
1

= ∞.

Koska myös 𝑎 1
𝑠 > 1, niin

lim
𝑥→∞

𝑎𝑥

𝑥𝑠
= lim

𝑥→∞

( (
𝑎

1
𝑠

) 𝑠)𝑥
𝑥𝑠

= lim
𝑥→∞

( (
𝑎

1
𝑠

)𝑥 ) 𝑠
𝑥𝑠

= lim
𝑥→∞

( (
𝑎

1
𝑠

)𝑥
𝑥

) 𝑠
= ∞.

Siis kohtien 1o –3o perusteella

lim
𝑥→∞

𝑎𝑥

𝑥𝑠
= ∞

ja edelleen
lim
𝑥→∞

𝑥𝑠

𝑎𝑥
= 0.

Esimerkki 3.4. Esimerkin 3.3 perusteella

lim
𝑥→∞

(ln 𝑥)𝑠
𝑥

= lim
𝑥→∞

(ln 𝑥)𝑠
𝑒ln 𝑥 = 0

kaikilla 𝑠 ∈ R, joten

lim
𝑥→∞

(ln 𝑥)𝑠
𝑥

= 0 ∀𝑠 ∈ R.

Esimerkki 3.5. Olkoon 𝑠 > 0. Käyttämällä l’Hôpitalin sääntöä saadaan

lim
𝑥→∞

ln 𝑥
𝑥𝑠

H
=∞
∞

lim
𝑥→∞

1
𝑥

𝑠𝑥𝑠−1 = lim
𝑥→∞

1
𝑠𝑥𝑠

= 0.

Siis

lim
𝑥→∞

ln 𝑥
𝑥𝑠

= 0 ∀𝑠 > 0.
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Esimerkki 3.6. Osoitetaan, että

lim
𝑥→0+

𝑥 (ln 𝑥)𝑎 = 0 ∀𝑎 ∈ Z+.

Logaritmin laskusääntöjen ja esimerkin 3.4 perusteella

lim
𝑥→0+

𝑥 (ln 𝑥)𝑎 = lim
𝑥→0+

𝑥
(− ln 1

𝑥

)𝑎
= lim

𝑥→0+
(−1)𝑎 (ln 1

𝑥

)𝑎
1
𝑥

= lim
𝑧→∞(−1)𝑎 (ln 𝑧)

𝑎

𝑧

= 0.

Esimerkki 3.7. Esimerkin 3.6 seurauksena havaitaan, että funktio (𝑎 ∈ Z+)

𝑔(𝑥) =
{

0, kun 𝑥 = 0,
𝑥 (ln 𝑥)𝑎, kun 𝑥 > 0,

on jatkuva, kun 𝑥 ≥ 0.

Esimerkki 3.8. Määritetään raja-arvo

lim
𝑥→0+

𝑒−
1
𝑥

𝑥
.

Käyttämällä suoraan l’Hôpitalin sääntöä saadaan

lim
𝑥→0+

𝑒−
1
𝑥

𝑥

H
=
0
0

lim
𝑥→0+

−(− 1
𝑥2

)
𝑒−

1
𝑥

1
= lim

𝑥→0+
𝑒−

1
𝑥

𝑥2 = ?

eli lauseke vain monimutkaistuu. Siirtymällä muotoa 0
0 olevasta lausekkeesta muo-

toon ∞
∞ saadaan

lim
𝑥→0+

𝑒−
1
𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0+

1
𝑥

𝑒
1
𝑥

H
=∞
∞

lim
𝑥→0+

− 1
𝑥2

− 1
𝑥2 𝑒

1
𝑥

= lim
𝑥→0+

1
𝑒

1
𝑥

= 0.

Yksinkertaisemmilla laskuilla selvitään tekemällä muuttujanvaihdos (𝑧 = 1
𝑥 ), jolloin

lim
𝑥→0+

𝑒−
1
𝑥

𝑥
= lim

𝑧→∞
𝑒−𝑧

1
𝑧

= lim
𝑧→∞

𝑧

𝑒𝑧
H
=∞
∞

lim
𝑧→∞

1
𝑒𝑧

= 0.
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Esimerkki 3.9. Määritetään raja-arvo

lim
𝑥→0

(1
𝑥
− 1
𝑒𝑥 − 1

)
.

Muunnetaan lauseke ∞ − ∞ ensin sopivaan muotoon, ja sovelletaan sitten
l’Hôpitalin sääntöä kaksi kertaa peräkkäin. Siis

lim
𝑥→0

(1
𝑥
− 1
𝑒𝑥 − 1

)
= lim

𝑥→0

(𝑒𝑥 − 1) − 𝑥

𝑥(𝑒𝑥 − 1)

= lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 𝑥 − 1
𝑥𝑒𝑥 − 𝑥

H
=
0
0

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1
𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 − 1

H
=
0
0

lim
𝑥→0

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥

= lim
𝑥→0

1
1 + 1 + 0 · 1

=
1
2
.

Huomautus 3.5. Jos tarkasteltava lauseke ei ole suoraan l’Hôpitalin säännön
vaatimassa muodossa, lauseke voidaan joskus muuntaa sopivaan muotoon.
Esimerkissä 3.9 tarkasteltiin jo tapausta ∞−∞. Muotoa 0 · ∞ tai ∞ · 0 olevat
lausekkeet saadaan myös helposti muotoon 0

0 tai ∞
∞ . Muotoa 00, 1∞ ja ∞0 olevat

lausekkeet taas voidaan muuntaa

00 = (0+)0 = 𝑒ln(0+)0 = 𝑒0 ln(0+) = 𝑒0·(−∞) ,

1∞ = 𝑒ln 1∞ = 𝑒∞ ln 1 = 𝑒∞·0

ja
∞0 = 𝑒ln∞0

= 𝑒0 ln∞ = 𝑒0·∞,

jotka palautuvat muotoa 0
0 tai ∞

∞ olevan raja-arvon määrittämiseen.1

1Yllä 0+ tarkoittaa raja-arvotarkastelua 𝑓 (𝑥) → 0+ eli raja-arvoa 0 voidaan lähestyä vain oikealta
puolelta.
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Esimerkki 3.10. Määritetään

lim
𝑥→∞ 𝑥 (𝜋 − 2 arc tan 𝑥).

Muunnetaan muotoa ∞ · 0 oleva lauseke ensin muotoon 0
0 ja käytetään sitten

l’Hôpitalin sääntöä. Tällöin saadaan

lim
𝑥→∞ 𝑥 (𝜋 − 2 arc tan 𝑥) = lim

𝑥→∞
𝜋 − 2 arc tan 𝑥

1
𝑥

H
=
0
0

lim
𝑥→∞

− 2
1+𝑥2

− 1
𝑥2

= lim
𝑥→∞

2𝑥2

1 + 𝑥2

= lim
𝑥→∞

2
1
𝑥2 + 1

=
2

0 + 1

= 2.

Esimerkki 3.11. Muuunnetaan muotoa 0 · (−∞) oleva lauseke ensin muotoon −∞
∞

ja käytetään sitten (kaksi kertaa) l’Hôpitalin sääntöä. Siis

lim
𝑥→1−

√
1 − 𝑥 · ln

(
ln

1
𝑥

)
= lim

𝑥→1−

√
1 − 𝑥 ln(− ln 𝑥)

= lim
𝑥→1−

ln(− ln 𝑥)
(1 − 𝑥)− 1

2

H
=−∞
∞

lim
𝑥→1−

( 1
− ln 𝑥

) · (− 1
𝑥

)(− 1
2
) · (1 − 𝑥)− 3

2 · (−1)

= lim
𝑥→1−

1
𝑥 · 1

ln 𝑥
1
2 (1 − 𝑥)− 3

2

= lim
𝑥→1−

2
𝑥

· lim
𝑥→1−

(1 − 𝑥) 3
2

ln 𝑥

H
=
0
0

2 · lim
𝑥→1−

3
2 · (1 − 𝑥) 1

2 · (−1)
1
𝑥

= 2 · lim
𝑥→1−

−3
2
𝑥(1 − 𝑥) 1

2

= 2 · 0

= 0.
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Esimerkki 3.12. Määritetään raja-arvo

lim
𝑥→0+

(𝑒𝑥 − 1)𝑥 .

Raja-arvo on muotoa 00, mutta muunnoksella

lim
𝑥→0+

(𝑒𝑥 − 1)𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑒ln(𝑒𝑥−1)𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑒𝑥 ln(𝑒𝑥−1)

se voidaan palauttaa muotoa 0 · (−∞) (ja edelleen −∞
∞ ) olevan raja-arvon määrittä-

miseen. Hyödyntämällä raja-arvoa (1.5) (s. 9) eli raja-arvoa

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1
𝑥

= 1

saadaan

lim
𝑥→0+

𝑥 ln(𝑒𝑥 − 1) = lim
𝑥→0+

ln(𝑒𝑥 − 1)
1
𝑥

H
=−∞
∞

lim
𝑥→0+

1
𝑒𝑥−1 · 𝑒𝑥
− 1

𝑥2

= lim
𝑥→0+

−𝑥 · 𝑒𝑥 · 𝑥

𝑒𝑥 − 1
= 0 · 1 · 1
= 0.

Siis
lim
𝑥→0+

(𝑒𝑥 − 1)𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑒𝑥 ln(𝑒𝑥−1) = 𝑒0 = 1.

Esimerkki 3.13. Osoitetaan, että

lim
𝑥→∞

(
1 + 𝑎

𝑥

)𝑥
= 𝑒𝑎 (𝑎 ∈ R).

Raja-arvo on muotoa 1∞, mutta muunnoksella(
1 + 𝑎

𝑥

)𝑥
= 𝑒ln(1+ 𝑎

𝑥 )𝑥 = 𝑒𝑥 ln(1+ 𝑎
𝑥 )

tehtävä palautuu muotoa∞·0 ja edelleen muotoa 0
0 olevan raja-arvon määrittämiseen.

Koska

lim
𝑥→∞ 𝑥 ln

(
1 + 𝑎

𝑥

)
= lim

𝑥→∞
ln
(
1 + 𝑎

𝑥

)
1
𝑥

H
=
0
0

lim
𝑥→∞

1
1+ 𝑎

𝑥

· (− 𝑎
𝑥2

)
− 1

𝑥2

= lim
𝑥→∞ 𝑎 · 1

1 + 𝑎
𝑥

= 𝑎,

niin
lim
𝑥→∞

(
1 + 𝑎

𝑥

)𝑥
= lim

𝑥→∞ 𝑒𝑥 ln(1+ 𝑎
𝑥 ) = 𝑒𝑎 .
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Harjoitustehtäviä
3.1.1. Määritä

(a) lim
𝑥→1

2𝑥5 − 4𝑥2 + 2
𝑥7 − 12𝑥 + 11

, (b) lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥2 , (c) lim
𝑥→0

𝑥 − tan 𝑥
𝑥 − sin 𝑥

.

3.1.2. Määritä

(a) lim
𝑥→1

𝑥2012 − 3𝑥704 + 2
6𝑥30 − 13𝑥10 + 7

, (b) lim
𝑥→1

3𝑥2017 − 17𝑥3 + 14
𝑥487 + 𝑥113 − 2

.

3.1.3. Osoita, että
lim
𝑥→0

arc tan 𝑥
𝑥

= 1.

3.1.4. Määritä

(a) lim
𝑥→0

arc tan(2𝑥)
𝑥

, (b) lim
𝑥→0

arc sin(2𝑥) − 2 arc sin 𝑥
𝑥3 .

3.1.5. Määritä sellainen vakio 𝑎 ∈ R, että

(a) lim
𝑥→0

𝑥 + sin 𝑎𝑥
𝑥 + sin 𝑥

= 2, (b) lim
𝑥→1

𝑥𝑎 − 𝑎𝑥 + 𝑎 − 1
(𝑥 − 1)2 = 6.

3.1.6. Määritä sellaiset vakiot 𝑎 ∈ R ja 𝑏 ∈ R, että

lim
𝑥→0

( sin 3𝑥
𝑥3 + 𝑎

𝑥2 + 𝑏
)
= 0.

3.1.7. Määritetään raja-arvo
lim
𝑥→0

𝑥

𝑥 + cos 𝑥
käyttämällä l’Hôpitalin sääntöä. Siis

lim
𝑥→0

𝑥

𝑥 + cos 𝑥
= lim

𝑥→0

1
1 − sin 𝑥

=
1

1 − 0
= 1.

Onko tulos oikein ja jos ei, niin missä on virhe ja mikä on oikea raja-arvo?

3.1.8. Määritä

(a) lim
𝑥→0+

ln 𝑥
cot 𝑥

, (b) lim
𝑥→0+

ln(1 − cos 𝑥)
ln(sin 𝑥) , (c) lim

𝑥→∞
𝑒𝑥+1 + 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑥
.

3.1.9. Osoita, että
lim
𝑥→0+

ln(sin 𝑎𝑥)
ln(sin 𝑏𝑥) = 1 ∀𝑎, 𝑏 > 0.

3.1.10. Määritä

(a) lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1
cos 𝑥 − 1

, (b) lim
𝑥→0+

√
𝑥

ln(𝑥 + 1)
tai osoita, että raja-arvoa ei ole (äärellisenä eikä äärettömänä) olemassa.
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3.1.11. Määritä

(a) lim
𝑥→1

(
1

ln 𝑥
− 1
𝑥 − 1

)
, (b) lim

𝑥→∞
( 5
√︁
𝑥5 + 7𝑥4 + 2 − 𝑥

)
.

3.1.12. Määritä

(a) lim
𝑥→0

(
1

sin 𝑥
− 1
𝑥

)
, (b) lim

𝑥→0

1
𝑥

(
1

sin 𝑥
− 1
𝑥

)
.

3.1.13. Määritä

(a) lim
𝑥→1−

ln 𝑥 · ln(1 − 𝑥), (b) lim
𝑥→∞ 𝑥 sin(𝜋 − 2 arc tan 𝑥).

3.1.14. Määritä

(a) lim
𝑥→0+

(2𝑥) 3
5+ln(7𝑥) , (b) lim

𝑥→0+
(arc tan 𝑥)𝑒𝑥−1, (c) lim

𝑥→0+
𝑥𝑥

𝑥−1.

3.1.15. Osoita, että

(a) lim
𝑥→∞(ln 𝑥)

1
𝑥 = 1, (b) lim

𝑛→∞
𝑛√
𝑛 = 1.

3.1.16. Määritä

(a) lim
𝑥→0+

(1
𝑥

)sin 𝑥
, (b) lim

𝑥→0+
(cot 𝑥) 1

ln(𝑥+sin 𝑥) .

3.1.17. Funktiosta 𝑓 tiedetään, että 𝑓 (𝑥) on derivoituva ja 𝑓 ′(𝑥) on jatkuva pisteessä
𝑥 = 0, 𝑓 (0) = 0 ja 𝑓 ′(0) = 2. Määritä raja-arvo

lim
𝑥→0

(
1 + 𝑓 (𝑥)) 1

𝑥 .

3.1.18. Määritä

(a) lim
𝑥→1

(2𝑥 − 1) 1
𝑥−1 , (b) lim

𝑥→0
(𝑒3𝑥 − 5𝑥) 1

𝑥 , (c) lim
𝑥→1

𝑥
𝑥

1−𝑥 .

3.1.19. Määritä

(a) lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)cot 𝑥 , (b) lim
𝑥→0

(𝑥 + cos 𝑥) 1
𝑥 , (c) lim

𝑥→ 𝜋
4

(tan 𝑥)tan 2𝑥 .

3.1.20. Määritä sellainen vakio 𝑎 ∈ R, että

lim
𝑥→∞

( 𝑥 + 𝑎

𝑥 − 𝑎

)𝑥
= 4.
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3.2 Funktion monotonisuus
Koska funktion derivaatta ilmaisee funktion muutosnopeuden, on luonnollista, että
derivaatan avulla voidaan tutkia funktion monotonisuutta.

Lause 3.6. Oletetaan, että funktio 𝑓 on jatkuva välillä 𝐼 ja derivoituva välin 𝐼
sisäpisteissä. Tällöin 𝑓 on kasvava välillä 𝐼 täsmälleen silloin, kun

𝑓 ′(𝑥) ≥ 0

välin 𝐼 sisäpisteissä.

Todistus. ”⇒”: Oletetaan ensin, että 𝑓 on kasvava välillä 𝐼. Olkoon 𝑥 jokin välin 𝐼
sisäpiste. Koska 𝑓 on kasvava välillä 𝐼, niin{

𝑓 (𝑥 + ℎ) ≤ 𝑓 (𝑥), kun ℎ < 0 ja 𝑥 + ℎ ∈ 𝐼,
𝑓 (𝑥 + ℎ) ≥ 𝑓 (𝑥), kun ℎ > 0 ja 𝑥 + ℎ ∈ 𝐼.

Siis
𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)

ℎ
≥ 0, kun ℎ ≠ 0 ja 𝑥 + ℎ ∈ 𝐼 .

Täten lauseen 1.7 (s. 10) perusteella (raja-arvo on olemassa, koska 𝑓 on derivoituva
pisteessä 𝑥)

𝑓 ′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

≥ 0.

”⇐”: Oletetaan toiseksi, että 𝑓 ′(𝑥) ≥ 0 aina, kun 𝑥 on välin 𝐼 sisäpiste. Olkoot 𝑥1
ja 𝑥2 sellaisia välin 𝐼 pisteitä, että 𝑥1 < 𝑥2. Koska 𝑓 on jatkuva välillä 𝐼 ja derivoituva
välin 𝐼 sisäpisteissä, niin 𝑓 on jatkuva välillä [𝑥1, 𝑥2] ja derivoituva välillä ]𝑥1, 𝑥2 [.
Täten väliarvolausetta voidaan soveltaa funktioon 𝑓 välillä [𝑥1, 𝑥2]. On siis olemassa
sellainen 𝜉 ∈ ]𝑥1, 𝑥2 [, että

𝑓 (𝑥2) − 𝑓 (𝑥1) =

≥ 0︷︸︸︷
𝑓 ′(𝜉)

> 0︷    ︸︸    ︷
(𝑥2 − 𝑥1) ≥ 0.

Siis
𝑓 (𝑥1) ≤ 𝑓 (𝑥2),

joten 𝑓 on kasvava välillä 𝐼. �

Lause 3.7. Oletetaan, että funktio 𝑓 on jatkuva välillä 𝐼 ja derivoituva välin 𝐼
sisäpisteissä. Tällöin 𝑓 on aidosti kasvava välillä 𝐼 täsmälleen silloin, kun

𝑓 ′(𝑥) ≥ 0

välin 𝐼 sisäpisteissä ja epäyhtälössä yhtäsuuruus ei ole voimassa millään välin 𝐼
osavälillä (vaan korkeintaan yksittäisissä pisteissä).
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Todistus. ”⇒”: Oletetaan ensin, että funktio 𝑓 on aidosti kasvava välillä 𝐼. Tällöin
lauseen 3.6 nojalla

𝑓 ′(𝑥) ≥ 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼 .

Jos nyt olisi olemassa sellainen 𝐼1 ⊆ 𝐼, että

𝑓 ′(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼1,

niin 𝑓 olisi integraalilaskennan peruslauseen (lause 2.18, s. 46) nojalla vakio kaikilla
𝑥 ∈ 𝐼1. Siis 𝑓 ei olisi aidosti kasvava, mikä on vastoin oletusta.

”⇐”: Oletetaan toiseksi, että 𝑓 ′(𝑥) ≥ 0 aina, kun 𝑥 on välin 𝐼 sisäpiste, ja että
yhtäsuuruus ei ole voimassa millään välin 𝐼 osavälillä. Tällöin 𝑓 on lauseen 3.6
nojalla kasvava välillä 𝐼.

Tehdään vastaoletus, että 𝑓 ei ole aidosti kasvava. Tällöin on olemassa sellaiset
pisteet 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼, että

𝑥1 < 𝑥2 ja 𝑓 (𝑥1) = 𝑓 (𝑥2).

Kasvavana funktiona 𝑓 on tällöin vakio välillä [𝑥1, 𝑥2], joten

𝑓 ′(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ ]𝑥1, 𝑥2 [ ,

mikä on vastoin oletusta. �

Lauseissa 3.6 ja 3.7 derivaatan avulla osoitettiin funktio kasvavaksi tai aidosti kas-
vavaksi. Lauseissa 3.8 ja 3.9 puolestaan tarkastellaan väheneviä ja aidosti väheneviä
funktioita. Lauseet todistetaan vastaavasti kuin lauseet 3.6 ja 3.7.

Lause 3.8. Oletetaan, että funktio 𝑓 on jatkuva välillä 𝐼 ja derivoituva välin 𝐼
sisäpisteissä. Tällöin 𝑓 on vähenevä välillä 𝐼 täsmälleen silloin, kun

𝑓 ′(𝑥) ≤ 0

välin 𝐼 sisäpisteissä.

Todistus. Harjoitustehtävä.

Lause 3.9. Oletetaan, että funktio 𝑓 on jatkuva välillä 𝐼 ja derivoituva välin 𝐼
sisäpisteissä. Tällöin 𝑓 on aidosti vähenevä välillä 𝐼 täsmälleen silloin, kun

𝑓 ′(𝑥) ≤ 0

välin 𝐼 sisäpisteissä ja epäyhtälössä yhtäsuuruus ei ole voimassa millään välin 𝐼
osavälillä (vaan korkeintaan yksittäisissä pisteissä).

Todistus. Harjoitustehtävä.
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Esimerkki 3.14. Osoitetaan, että funktio

𝑓 (𝑥) = tan 𝑥

on aidosti kasvava välillä
]− 𝜋

2 ,
𝜋
2
[
.

Nyt 𝑓 on jatkuva ja derivoituva välillä
]− 𝜋

2 ,
𝜋
2
[
. Koska (esimerkki 2.16, s. 21)

𝑓 ′(𝑥) =
1

cos2 𝑥
> 0 ∀𝑥 ∈ ]− 𝜋

2 ,
𝜋
2
[
,

niin 𝑓 on lauseen 3.7 nojalla aidosti kasvava välillä
]− 𝜋

2 ,
𝜋
2
[
.

Esimerkki 3.15. Osoitetaan, että funktio

𝑓 (𝑥) = sin 𝑥

on aidosti kasvava välillä
[− 𝜋

2 ,
𝜋
2
]
.

Funktio 𝑓 on nyt jatkuva ja derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R ja

𝑓 ′(𝑥) = cos 𝑥 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ [− 𝜋
2 ,

𝜋
2
]
.

Lisäksi yhtäsuuruus on välillä
[− 𝜋

2 ,
𝜋
2
]

voimassa vain, kun 𝑥 = − 𝜋
2 ja 𝑥 = 𝜋

2 . Täten 𝑓
on lauseen 3.7 nojalla aidosti kasvava välillä

[− 𝜋
2 ,

𝜋
2
]
.

Esimerkki 3.16. Osoitetaan, että funktio

𝑓 (𝑥) = 𝑥 + cos 𝑥

on aidosti kasvava koko joukossa R.
Selvästi 𝑓 on jatkuva ja derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R ja

𝑓 ′(𝑥) = 1 − sin 𝑥 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ R.

Edelleen 𝑓 ′(𝑥) = 0 vain, jos 𝑥 = 𝜋
2 + 𝑛 2𝜋 (𝑛 ∈ Z). Siis 𝑓 on lauseen 3.7 nojalla

aidosti kasvava koko joukossa R.

−6 −3 3 6 9

−6

−3

3

6

9

Kuva 3.1. Funktion 𝑓 (𝑥) = 𝑥 + cos 𝑥 kuvaaja välillä [−7, 10].
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Kuva 3.2. Funktion 𝑓 (𝑥) = 𝑥2+ln 𝑥 kuvaaja välillä
[ 1

11 ,
3
2
]
.

Esimerkki 3.17. Tutkitaan funktion

𝑓 (𝑥) = 𝑥2+ln 𝑥 (𝑥 > 0)

monotonisuutta.
Koska

𝑓 (𝑥) = 𝑥2+ln 𝑥 = 𝑒ln 𝑥2+ln 𝑥

= 𝑒(2+ln 𝑥) ln 𝑥 = 𝑒2 ln 𝑥+ln2 𝑥 ,

niin 𝑓 on selvästi jatkuva, kun 𝑥 > 0. Lisäksi tällöin

𝑓 ′(𝑥) = 𝑒2 ln 𝑥+ln2 𝑥 · 𝐷 (2 ln 𝑥 + ln2 𝑥)

= 𝑒2 ln 𝑥+ln2 𝑥 ·
(
2 · 1

𝑥
+ 2 ln 𝑥 · 1

𝑥

)
=

2(1 + ln 𝑥)
𝑥

· 𝑥2+ln 𝑥 .

Nyt ln 𝑥 = −1, kun 𝑥 = 𝑒−1 eli 𝑥 = 1
𝑒 , joten

𝑓 ′(𝑥) = 0, kun 𝑥 = 1
𝑒 .

Lisäksi ln 𝑥 on aidosti kasvava ja 𝑥 sekä 𝑥2+ln 𝑥 ovat positiivisia tutkittavalla alueella,
joten

𝑓 ′(𝑥) < 0 ∀𝑥 ∈ ]
0, 1

𝑒

[
ja

𝑓 ′(𝑥) > 0 ∀𝑥 > 1
𝑒 .

Täten 𝑓 (𝑥) on lauseen 3.9 nojalla aidosti vähenevä välillä
]
0, 1

𝑒

]
ja lauseen 3.7 nojalla

aidosti kasvava, kun 𝑥 ≥ 1
𝑒 (ks. kuva 3.2).
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Esimerkki 3.18. Olkoon

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑛 (𝑛 ∈ Z+).

Tutkimalla funktion 𝑓 derivaattaa saadaan seuraavat tulokset (harjoitustehtävä).

• Jos 𝑛 on pariton, niin 𝑓 on aidosti kasvava koko reaalilukujen joukossa.

• Jos 𝑛 on parillinen, niin 𝑓 on aidosti vähenevä välillä ]−∞, 0] ja aidosti kasvava
välillä [0,∞[.

Esimerkki 3.19. Olkoon

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑛 (𝑥 ≠ 0, 𝑛 ∈ Z−).

Tutkimalla funktion 𝑓 derivaattaa saadaan seuraavat tulokset (harjoitustehtävä).

• Jos 𝑛 on pariton, niin 𝑓 on aidosti vähenevä väleillä ]−∞, 0[ ja ]0,∞[.
• Jos 𝑛 on parillinen, niin 𝑓 on aidosti kasvava välillä ]−∞, 0[ ja aidosti vähenevä

välillä ]0,∞[.

Esimerkki 3.20. Olkoon 𝐼 = ]0,∞[ ja

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑎 (𝑎 ∈ R).

Tutkimalla funktion 𝑓 derivaattaa saadaan seuraavat tulokset (harjoitustehtävä).

• Jos 𝑎 < 0, niin 𝑓 on aidosti vähenevä välillä 𝐼.

• Jos 𝑎 = 0, niin 𝑓 on sekä kasvava että vähenevä välillä 𝐼.

• Jos 𝑎 > 0, niin 𝑓 on aidosti kasvava välillä 𝐼 ( ja myös välillä [0,∞[ ).

Harjoitustehtäviä
3.2.1. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) = 1 + sin 𝑥
1 − cos 𝑥

on aidosti vähenevä välillä
]
0, 𝜋2

[
.

3.2.2. Osoita, että funktiolla

𝑓 (𝑥) = 6𝑥5 − 15𝑥4 + 10𝑥3 + 1

on käänteisfunktio, joka on jatkuva kaikilla 𝑥 ∈ R. Missä pisteissä käänteisfunktion
derivaattaa ei voida määrittää?

3.2.3. Osoita, että

arc tan 𝑥 > 𝑥 − 𝑥3

3
,

kun 𝑥 > 0.
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3.2.4. Olkoon 𝑥 > 0. Määritä laajin väli, jolla funktio

𝑓 (𝑥) = (3𝑥)ln 𝑥

on aidosti vähenevä.

3.2.5. Osoita, että funktio
𝑓 (𝑥) = (𝑥𝑥)𝑥

on aidosti kasvava, kun 𝑥 ≥ 1√
𝑒
.

3.2.6. Tutki funktion derivaattaa tarkastelemalla, onko funktio

𝑓 (𝑥) = (
ln(1 + 𝑥))𝑥 (𝑥 > 0)

aidosti monotoninen, kun 𝑥 > 0.

3.2.7. Tutki funktion derivaattaa tarkastelemalla, onko funktio

𝑓 (𝑥) = 𝑥cos 𝑥 (𝑥 > 0)

aidosti kasvava tai aidosti vähenevä välillä ]0, 1[.
3.2.8. Olkoon 𝑓 sellainen funktio, että 𝑓 ′(0) = 1 ja 𝑓 ′(𝑥) on jatkuva pisteessä 𝑥 = 0.
Osoita, että on olemassa sellainen ℎ > 0, että 𝑓 on aidosti kasvava välillä [0, ℎ].
3.2.9. Olkoon 𝑎 > 0 ja 𝑓 sellainen derivoituva funktio, että 𝑓 ′(𝑥) ≥ 1 + 𝑎 kaikilla
𝑥 ∈ R. Osoita, että on olemassa sellainen 𝑐 ∈ R, että 𝑓 (𝑥) > 𝑥 aina, kun 𝑥 > 𝑐.
Vihje: Tarkastele erotusta 𝑓 (𝑥) − 𝑥.

3.2.10. Olkoon 𝑓 välillä ]−∞, 0[ derivoituva funktio. Osoita, että jos

0 ≤ 𝑓 ′(𝑥) ≤ 1 ∀𝑥 < 0,

niin raja-arvo lim
𝑥→0−

𝑓 (𝑥) on (äärellisenä) olemassa.
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3.3 Funktion ääriarvot
Tutkitaan vielä lopuksi funktion paikallisia ääriarvokohtia ja ääriarvojen luonnetta
hyödyntämällä funktion derivaattaa. Aluksi määritellään, mitä paikallisilla ääriar-
voilla tarkoitetaan.

Määritelmä 3.1. Funktiolla 𝑓 on pisteessä 𝑎 paikallinen maksimi, jos on ole-
massa sellainen 𝛿 > 0, että

𝑓 (𝑥) ≤ 𝑓 (𝑎) ∀𝑥 ∈ U𝛿 (𝑎).

Jos yhtäsuuruus on voimassa vain, kun 𝑥 = 𝑎, kyseessä on aito paikallinen
maksimi.

Määritelmä 3.2. Funktiolla 𝑓 on pisteessä 𝑎 paikallinen minimi, jos on ole-
massa sellainen 𝛿 > 0, että

𝑓 (𝑥) ≥ 𝑓 (𝑎) ∀𝑥 ∈ U𝛿 (𝑎).

Jos yhtäsuuruus on voimassa vain, kun 𝑥 = 𝑎, kyseessä on aito paikallinen
minimi.

Esimerkki 3.21. Olkoon

𝑓 (𝑥) =

{
1, kun 𝑥 = 0,
0, kun 𝑥 ≠ 0.

Tällöin funktiolla 𝑓 on pisteessä 𝑥 = 0 aito paikallinen maksimikohta. Myös jokainen
muu reaalilukuakselin piste on paikallinen ääriarvokohta (mutta ei aito).

Esimerkki 3.22. Koska funktio

𝑓 (𝑥) = 𝑥 + cos 𝑥.

on aidosti kasvava koko reaalilukujoukossa (ks. esimerkki 3.16, s. 61), niin funktiol-
la 𝑓 ei ole paikallisia ääriarvoja.

Lause 3.10. Funktiolla 𝑓 on pisteessä 𝑎 aito paikallinen maksimi, jos on ole-
massa sellainen 𝛿 > 0, että 𝑓 on jatkuva ympäristössä U𝛿 (𝑎) ja

𝑓 ′(𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝛿, 𝑎[ ja 𝑓 ′(𝑥) < 0 ∀𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑎 + 𝛿[ .

Todistus. Oletuksen nojalla 𝑓 on jatkuva välillä ]𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿[. Koska 𝑓 ′(𝑥) > 0
kaikilla 𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝛿, 𝑎[, niin 𝑓 on lauseen 3.7 (s. 59) nojalla aidosti kasvava välillä
]𝑎 − 𝛿, 𝑎]. Siis

𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑎) ∀𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝛿, 𝑎[ .
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Toisaalta 𝑓 ′(𝑥) < 0 kaikilla 𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑎 + 𝛿[, joten 𝑓 on lauseen 3.9 (s. 60) nojalla
aidosti vähenevä välillä [𝑎, 𝑎 + 𝛿[. Siis

𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑎) ∀𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑎 + 𝛿[ .

Täten
𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑎) ∀𝑥 ∈ U′

𝛿 (𝑎),
joten funktiolla 𝑓 on pisteessä 𝑎 aito paikallinen maksimi. �

Lause 3.11. Funktiolla 𝑓 on pisteessä 𝑎 aito paikallinen minimi, jos on ole-
massa sellainen 𝛿 > 0, että 𝑓 on jatkuva ympäristössä U𝛿 (𝑎) ja

𝑓 ′(𝑥) < 0 ∀𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝛿, 𝑎[ ja 𝑓 ′(𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑎 + 𝛿[ .

Todistus. Harjoitustehtävä.

Huomautus. Lauseet 3.10 ja 3.11 eivät ole kääntäen voimassa.

Huomautus. Lauseissa 3.10 ja 3.11 ei vaadita, että derivaatta 𝑓 ′(𝑎) olisi
olemassa. Sen sĳaan jatkuvuus pisteessä 𝑎 on oleellinen vaatimus.

Huomautus. Aiemmin on osoitettu (seuraus 2.9, s. 36), että jos 𝑎 on paikallinen
ääriarvokohta ja 𝑓 ′(𝑎) on olemassa, niin 𝑓 ′(𝑎) = 0. Siis paikallinen ääriarvo
saavutetaan joko derivaatan nollakohdassa tai pisteessä, jossa funktio ei ole
derivoituva.

Huomautus 3.12. Jos funktio 𝑓 on jatkuva pisteessä 𝑎 ja 𝑓 ′ on samanmerk-
kinen pisteen 𝑎 kummallakin puolella, niin 𝑎 ei ole funktion 𝑓 paikallinen
ääriarvokohta (harjoitustehtävä).

Esimerkki 3.23. Määritetään funktion

𝑓 (𝑥) = 2 arc tan 𝑥 − ln(1 + 𝑥2)

paikalliset ääriarvokohdat ja mahdollisten ääriarvojen laatu.
Koska 𝑓 on jatkuva ja derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R, niin mahdolliset paikalliset

ääriarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia. Nyt

𝑓 ′(𝑥) = 2 · 1
1 + 𝑥2 − 1

1 + 𝑥2 · 2𝑥 =
2 − 2𝑥
1 + 𝑥2 = 0 ⇔ 𝑥 = 1
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Kuva 3.3. Funktion 𝑓 (𝑥) = 2 arc tan 𝑥 − ln(1 + 𝑥2) kuvaaja välillä [−5, 6].

ja {
𝑓 ′(𝑥) > 0, kun 𝑥 < 1,
𝑓 ′(𝑥) < 0, kun 𝑥 > 1.

Siis funktiolla 𝑓 on pisteessä 𝑥 = 1 aito paikallinen maksimikohta. Funktion kuvaaja
välillä [−5, 6] on esitetty kuvassa 3.3.

Esimerkki 3.24. Määritetään funktion

𝑓 (𝑥) = 𝑥2+ln 𝑥 (𝑥 > 0)

paikalliset ääriarvokohdat ja mahdollisten ääriarvojen laatu.
Nyt 𝑓 on jatkuva ja derivoituva, kun 𝑥 > 0. Täten mahdolliset paikalliset

ääriarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia. Esimerkissä 3.17 (s. 62) osoitettiin, että

𝑓 ′(𝑥) =
2(1 + ln 𝑥)

𝑥
· 𝑥2+ln 𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 1

𝑒

ja {
𝑓 ′(𝑥) < 0, kun 0 < 𝑥 < 1

𝑒 ,

𝑓 ′(𝑥) > 0, kun 𝑥 > 1
𝑒 .

Täten funktiolla 𝑓 on pisteessä 𝑥 = 1
𝑒 aito paikallinen minimikohta, jossa funktion

minimiarvo on (vrt. kuva 3.2, s. 62)

𝑓
( 1
𝑒

)
=

( 1
𝑒

)2+ln 1
𝑒 =

( 1
𝑒

)2+(−1)
= 1

𝑒 .
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Esimerkki 3.25. Osoitetaan, että funktiolla

𝑓 (𝑥) = 𝑥3

ei ole paikallisia ääriarvokohtia.
Koska 𝑓 on jatkuva ja derivoituva kaikilla 𝑥 ∈ R, niin funktion 𝑓 mahdolliset

paikalliset ääriarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia. Nyt

𝑓 ′(𝑥) = 3𝑥2 = 0 ⇔ 𝑥 = 0.

Kuitenkin 𝑓 ′(𝑥) > 0 kaikilla 𝑥 ≠ 0, joten 𝑓 ′ ei vaihda merkkiään pisteessä 𝑥 = 0.
Siis piste 𝑥 = 0 ei ole funktion 𝑓 ääriarvokohta, mistä tulos seuraa.

Esimerkki 3.26. Etsitään funktion

𝑓 (𝑥) =

|𝑥 − 1|
𝑥2 , kun 𝑥 ≠ 0,

1, kun 𝑥 = 0,

paikalliset ääriarvokohdat, ja määritetään mahdollisten ääriarvojen laatu.
1o: Olkoon 𝑥 > 1. Tällöin

𝑓 (𝑥) =
𝑥 − 1
𝑥2 ,

joten 𝑓 on jatkuva sekä derivoituva ja

𝑓 ′(𝑥) =
𝑥2 − 2𝑥(𝑥 − 1)

𝑥4 =
𝑥2 − 2𝑥2 + 2𝑥

𝑥4 =
2𝑥 − 𝑥2

𝑥4 =
2 − 𝑥

𝑥3 .

Siis 
𝑓 ′(𝑥) > 0, kun 1 < 𝑥 < 2,
𝑓 ′(𝑥) = 0, kun 𝑥 = 2,
𝑓 ′(𝑥) < 0, kun 𝑥 > 2,

joten funktiolla 𝑓 on aito paikallinen maksimikohta pisteessä 𝑥 = 2 (maksimiarvo
𝑓 (2) = 1

4 ).

−6 −4 −2 1 2 4 6

2

4

6

Kuva 3.4. Esimerkin 3.26 funktion kuvaaja välillä [−6, 6].
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2o: Olkoon 𝑥 = 1. Koska 𝑓 (1) = 0 ja 𝑓 (𝑥) > 0 kaikilla 𝑥 ≠ 1, niin piste 𝑥 = 1
on funktion 𝑓 aito paikallinen minimikohta.

3o: Olkoon 𝑥 < 1 ja 𝑥 ≠ 0. Tällöin

𝑓 (𝑥) =
1 − 𝑥

𝑥2 ,

joten 𝑓 on jatkuva sekä derivoituva ja

𝑓 ′(𝑥) =
−𝑥2 − 2𝑥(1 − 𝑥)

𝑥4 =
−𝑥2 − 2𝑥 + 2𝑥2

𝑥4 =
𝑥2 − 2𝑥

𝑥4 =
𝑥 − 2
𝑥3 .

Koska 𝑓 ′(𝑥) ≠ 0 kaikilla 𝑥 < 1 (𝑥 ≠ 0), niin funktiolla 𝑓 ei ole paikallisia
ääriarvokohtia, kun 𝑥 < 1 ja 𝑥 ≠ 0.

4o: Olkoon 𝑥 = 0. Koska

lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) = lim
𝑥→0

|𝑥 − 1|
𝑥2 = ∞,

niin on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että

𝑓 (𝑥) > 1 = 𝑓 (0) ∀𝑥 ∈ U′
𝛿 (0).

Siis piste 𝑥 = 0 on funktion 𝑓 aito paikallinen minimikohta.
Kohdista 1o –4o seuraa, että funktiolla 𝑓 on aito paikallinen minimikohta pisteissä

𝑥 = 0 ja 𝑥 = 1 sekä aito paikallinen maksimikohta pisteessä 𝑥 = 2.

Lause 3.13. Oletetaan, että funktio 𝑓 on kahdesti derivoituva pisteessä 𝑎 ja
𝑓 ′(𝑎) = 0. Tällöin

(i) jos 𝑓 ′′(𝑎) < 0, niin 𝑎 on funktion 𝑓 aito paikallinen maksimikohta,

(ii) jos 𝑓 ′′(𝑎) > 0, niin 𝑎 on funktion 𝑓 aito paikallinen minimikohta.

Todistus. Todistetaan kohta (i), ja jätetään kohdan (ii) todistus harjoitustehtäväksi.
Jos 𝑓 ′′(𝑎) < 0, niin lauseen 2.8 (s. 36) nojalla on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että

𝑓 ′(𝑥) > 𝑓 ′(𝑎) = 0 ∀𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝛿, 𝑎[
ja

𝑓 ′(𝑥) < 𝑓 ′(𝑎) = 0 ∀𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑎 + 𝛿[ .
Derivoituva funktiona 𝑓 on jatkuva ympäristössä U𝛿 (𝑎), joten lauseen 3.10 nojalla
funktiolla 𝑓 on aito paikallinen maksimikohta pisteessä 𝑎. �

Esimerkki 3.27. Osoitetaan, että piste 𝑥 = 0 on funktion

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 + sin 𝑥 − 2𝑥

aito paikallinen minimikohta.
Nyt

𝑓 ′(𝑥) = 𝑒𝑥 + cos 𝑥 − 2 ja 𝑓 ′′(𝑥) = 𝑒𝑥 − sin 𝑥.
Koska

𝑓 ′(0) = 1 + 1 − 2 = 0 ja 𝑓 ′′(0) = 1 − 0 = 1 > 0,

niin piste 𝑥 = 0 on funktion 𝑓 aito paikallinen minimikohta.
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Kuva 3.5. Funktion 𝑏𝑥2 + cos 𝑥 kuvaaja, kun 𝑏 = 1
4 , 𝑏 = 1

2 ja 𝑏 = 1.

Esimerkki 3.28. Tutkitaan, onko funktiolla

𝑓 (𝑥) = 𝑏𝑥2 + cos 𝑥 (𝑏 ∈ R)

paikallista ääriarvokohtaa pisteessä 𝑥 = 0, ja määritetään mahdollisen ääriarvon
laatu.

Nyt
𝑓 ′(𝑥) = 2𝑏𝑥 − sin 𝑥 ja 𝑓 ′′(𝑥) = 2𝑏 − cos 𝑥.

Siis 𝑓 ′(0) = 0 kaikilla 𝑏 ∈ R. Koska 𝑓 ′′(0) = 2𝑏 − 1, niin

𝑓 ′′(0) > 0, kun 𝑏 > 1
2 , ja 𝑓 ′′(0) < 0, kun 𝑏 < 1

2 .

Täten piste 𝑥 = 0 on funktion 𝑓 aito paikallinen minimikohta, kun 𝑏 > 1
2 , ja aito

paikallinen maksimikohta, kun 𝑏 < 1
2 .

Olkoon sitten 𝑏 = 1
2 . Tällöin 𝑓 ′′(0) = 0, joten lausetta 3.13 ei voida hyödyntää.

Koska
𝑓 ′′(𝑥) = 2 · 1

2 − cos 𝑥 = 1 − cos 𝑥 > 0 ∀𝑥 ∈ U′
𝜋
2
(0),

niin 𝑓 ′ on aidosti kasvava pisteen 𝑥 = 0 ympäristössä. Siis
𝑓 ′(𝑥) < 0, kun − 𝜋

2 < 𝑥 < 0,
𝑓 ′(𝑥) = 0, kun 𝑥 = 0,
𝑓 ′(𝑥) > 0, kun 0 < 𝑥 < 𝜋

2 ,

joten piste 𝑥 = 0 on funktion 𝑓 aito paikallinen minimikohta (kun 𝑏 = 1
2 ).

Huomautus 3.14. Jos funktiolla 𝑓 on välillä 𝐼 suurin (pienin) arvo, niin se
saavutetaan joko

(i) välin sisäpisteessä paikallisessa ääriarvokohdassa, tai

(ii) väliin mahdollisesti kuuluvassa päätepisteessä.
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Huomautus 3.15. Jos funktio 𝑓 on jatkuva ja 𝐼 on suljettu väli, niin suurin
(pienin) arvo saavutetaan aina. Muulloin saavuttaminen on epävarmaa.

Esimerkki 3.29. Olkoon 𝑎 > 1. Osoitetaan, että

21−𝑎 ≤ 𝑥𝑎 + (1 − 𝑥)𝑎 ≤ 1 ∀𝑥 ∈ [0, 1] .

Olkoon
𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑎 + (1 − 𝑥)𝑎 .

Tällöin 𝑓 on jatkuva sekä derivoituva välillä [0, 1] ja

𝑓 ′(𝑥) = 𝑎𝑥𝑎−1 + 𝑎 (1 − 𝑥)𝑎−1(−1) = 𝑎
(
𝑥𝑎−1 − (1 − 𝑥)𝑎−1) .

Koska yleinen potenssifunktio (𝑎 − 1 > 0) on välillä [0, 1] aidosti kasvava, niin

𝑓 ′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥𝑎−1 − (1 − 𝑥)𝑎−1 = 0
⇔ 𝑥𝑎−1 = (1 − 𝑥)𝑎−1

⇔ 𝑥 = 1 − 𝑥

⇔ 𝑥 = 1
2 .

Nyt

𝑓 (0) = 𝑓 (1) = 1 ja 𝑓
( 1

2
)
=

( 1
2
)𝑎 + ( 1

2
)𝑎

= 2
2𝑎 = 21−𝑎 .

Lisäksi 21−𝑎 < 1, kun 𝑎 > 1. Siis välillä [0, 1] funktion 𝑓 suurin arvo on 1 ja pienin
arvo on 21−𝑎, mistä väite seuraa.

1/2 1

1/4

1/2

3/4

1

a = 2
a = 3

Kuva 3.6. Funktion 𝑥𝑎 + (1 − 𝑥)𝑎 kuvaaja välillä [0, 1], kun 𝑎 = 2 (katkoviiva) ja 𝑎 = 3 (yhtenäinen
viiva).
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Kuva 3.7. Funktioiden 𝑒𝑥 ja 𝑥 + 1 sekä ln 𝑥 ja 𝑥 − 1 kuvaajat.

Esimerkki 3.30. Osoitetaan, että

𝑒𝑥 ≥ 1 + 𝑥 ∀𝑥 ∈ R

ja 𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 täsmälleen silloin, kun 𝑥 = 0.
Tarkastellaan apufunktiota

𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥,

jolloin
𝑔′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1

kaikilla 𝑥 ∈ R. Koska 𝑒0 = 1, niin 𝑔′(0) = 0. Lisäksi 𝑒𝑥 on aidosti kasvava kaikilla
𝑥 ∈ R, joten

𝑔′(𝑥) < 0 ∀𝑥 < 0 ja 𝑔′(𝑥) > 0 ∀𝑥 > 0

eli 𝑔 on aidosti vähenevä, kun 𝑥 ≤ 0 (lause 3.9, s. 60), ja aidosti kasvava, kun 𝑥 ≥ 0
(lause 3.7, s. 59). Siis funktion 𝑔 pienin arvo 𝑔(0) = 0 saavutetaan pisteessä 𝑥 = 0,
mistä väite seuraa.

Esimerkki 3.31. Osoitetaan, että

ln 𝑥 ≤ 𝑥 − 1 ∀𝑥 > 0

ja ln 𝑥 = 𝑥 − 1 täsmälleen silloin, kun 𝑥 = 1.
Tulos on esimerkin 3.30 suora seuraus, sillä

𝑥 = 𝑒ln 𝑥 ≥ 1 + ln 𝑥 ∀𝑥 > 0

ja
𝑥 = 𝑒ln 𝑥 = 1 + ln 𝑥

täsmälleen silloin, kun ln 𝑥 = 0 eli 𝑥 = 1.
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Harjoitustehtäviä
3.3.1. Tutki, onko piste 𝑥 = 0 funktion

𝑓 (𝑥) = (1 − 𝑒𝑥)7(1 − 𝑥)13

paikallinen ääriarvokohta.

3.3.2. Määritä funktion

𝑓 (𝑥) = ln(𝑥2 + 4) + arc tan
2
𝑥

(𝑥 ≠ 0)
paikalliset ääriarvokohdat ja ääriarvojen laatu välillä ]0,∞[.
3.3.3. Määritä funktion

𝑓 (𝑥) = arc tan(𝑥 − 𝑥2)
paikalliset ääriarvokohdat ja ääriarvojen laatu.

3.3.4. Määritä funktion

𝑓 (𝑥) =


arc cot 𝑥, kun 𝑥 < 0,
arc cos 𝑥, kun 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
ln 𝑥, kun 𝑥 > 1,

paikalliset ääriarvokohdat ja ääriarvojen laatu.

3.3.5. Määritä funktion

𝑓 (𝑥) =
{

2𝑥2−𝑥 , kun 𝑥 < 2,
log2(𝑥 + 2), kun 𝑥 ≥ 2,

paikalliset ääriarvokohdat ja ääriarvojen laatu.

3.3.6. Määritä funktion

𝑓 (𝑥) = (arc tan 𝑥)arc tan 𝑥 (𝑥 > 0)
paikalliset ääriarvokohdat ja ääriarvojen laatu.

3.3.7. Määritä funktion

𝑓 (𝑥) =
{
𝑥ln 𝑥 , kun 𝑥 > 0,
arc cot 𝑥, kun 𝑥 ≤ 0,

paikalliset ääriarvokohdat ja ääriarvojen laatu.

3.3.8. Määritä funktion

𝑓 (𝑥) =
{

2−3𝑥 , kun 𝑥 ≤ 0,
(2𝑥 + 1)3𝑥 , kun 𝑥 > 0,

paikalliset ääriarvokohdat ja ääriarvojen laatu.

3.3.9. Määritä funktion
𝑓 (𝑥) = arc tan(cos 𝑥)

suurin ja pienin arvo välillä [0, 𝜋].
3.3.10. Osoita, että

𝑥 ln 𝑥 ≥ 𝑥 − 1 ∀𝑥 > 0.
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4 Pinta-alat ja porrasfunktiot

4.1 Ala- ja yläsumma
Tarkastellaan aluksi seuraavaa yksinkertaista tapaa arvioida jonkin ylhäältä rajoi-
tetun ei-negatiivisen funktion 𝑓 kuvaajan ja 𝑥-akselin välistä pinta-alaa 𝐴 jollakin
välillä [𝑎, 𝑏].

1. Jaetaan väli [𝑎, 𝑏] osaväleihin (𝑛 kpl).

2. Muodostetaan kullekin osavälille kaksi suorakulmiota siten, että toisen pinta-
ala pienempi ja toisen suurempi kuin funktion 𝑓 kuvaajan ja 𝑥-akselin välinen
pinta-ala kyseisellä osavälillä.

3. Lasketaan yhteen pinta-alat toisaalta niistä suorakulmioista, joiden pinta-
ala on pienempi kuin funktion 𝑓 kuvaajan ja 𝑥-akselin välinen pinta-ala, ja
toisaalta niistä suorakulmioista, joiden pinta-ala on suurempi kuin funktion 𝑓
kuvaajan ja 𝑥-akselin välinen pinta-ala.

Tällöin haluttu pinta-ala on yhteenlaskujen tuloksena saatujen arvojen välissä. Mah-
dollinen virhe riippuu siitä, paljonko suorakulmioiden pinta-alat eroavat etsitystä
pinta-alasta kullakin osavälillä.

Yksinkertainen tapa muodostaa halutut suorakulmiot on hyödyntää kullakin
osavälillä funktion pienintä ja suurinta arvoa (tai infimumia ja supremumia, jos
pienintä tai suurinta arvoa ei ole olemassa). Tarkastellaan seuraavaksi asiaa vähän
täsmällisemmin.

Määritellään aluksi, mitä suljetun välin jaolla tarkoitetaan.

Määritelmä 4.1. Välin [𝑎, 𝑏] (äärellinen) jako on joukko 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛},
missä

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑛 = 𝑏.

Jakoa voidaan merkitä myös 𝑃𝑛 tai 𝑃𝑛 [𝑎, 𝑏].

Huomautus. Koska jatkossa ei tarkastella äärettömiä jakoja, niin puhuttaessa
välin jaosta tarkoitetaan aina välin äärellistä jakoa.

Huomautus. Jaon jakopisteet ovat aina suuruusjärjestyksessä. Lisäksi kullakin
jakovälillä on nollaa suurempi pituus.

Sitten määritellään täsmällisesti, miten yllä kuvatut infimumia ja supremumia
hyödyntävät suorakulmiot muodostetaan.
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Määritelmä 4.2. Olkoon funktio 𝑓 rajoitettu välillä [𝑎, 𝑏], ja olkoon lisäksi
𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} jokin välin [𝑎, 𝑏] jako. Merkitään edelleen

𝑚 𝑗 = inf{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ [𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 ] } = inf{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 𝑗−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥 𝑗 }

ja

𝑀 𝑗 = sup{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ [𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 ] } = sup{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 𝑗−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥 𝑗 },

kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Tällöin summaa

𝐿𝑃 ( 𝑓 ) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑚 𝑗 (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1)

sanotaan funktion 𝑓 jakoa 𝑃 vastaavaksi alasummaksi ja summaa

𝑈𝑃 ( 𝑓 ) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑗 (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1)

sanotaan funktion 𝑓 jakoa 𝑃 vastaavaksi yläsummaksi.

Huomautus. Alussa tarkastellulle pinta-alalle 𝐴 pätee

𝐿𝑃 ( 𝑓 ) ≤ 𝐴 ≤ 𝑈𝑃 ( 𝑓 ).

Esimerkki 4.1. Arvioidaan funktion

𝑓 (𝑥) =
{

2𝑥 − 4, kun 𝑥 ∈ [2, 3],
6 − 𝑥, kun 𝑥 ∈ ]3, 4],

kuvaajan ja 𝑥-akselin väliin jäävän alueen pinta-alaa 𝐴 välillä [2, 4] ylä- ja alasummia
käyttäen, kun välin jako on tasavälinen ja osavälien lukumäärä 𝑛 = 4.

Koska jako on tasavälinen ja osavälejä on 4, tarkasteltava jako on välin [2, 4]
jako 𝑃 =

{
2, 5

2 , 3,
7
2 , 4

}
. Nyt

𝑚1 = inf
{
𝑓 (𝑥)

�� 𝑥 ∈ [
2, 5

2
] }

= 0,
𝑚2 = inf

{
𝑓 (𝑥)

�� 𝑥 ∈ [ 5
2 , 3

] }
= 1,

𝑚3 = inf
{
𝑓 (𝑥)

�� 𝑥 ∈ [
3, 7

2
] }

= 2,
𝑚4 = inf

{
𝑓 (𝑥)

�� 𝑥 ∈ [ 7
2 , 4

] }
= 2

ja

𝑀1 = sup
{
𝑓 (𝑥)

�� 𝑥 ∈ [
2, 5

2
] }

= 1,
𝑀2 = sup

{
𝑓 (𝑥)

�� 𝑥 ∈ [ 5
2 , 3

] }
= 2,

𝑀3 = sup
{
𝑓 (𝑥)

�� 𝑥 ∈ [
3, 7

2
] }

= 3,
𝑀4 = sup

{
𝑓 (𝑥)

�� 𝑥 ∈ [ 7
2 , 4

] }
= 5

2 .
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1

2

3
6 − x

2x − 4

Kuva 4.1. Esimerkin 4.1 funktion 𝑓 kuvaaja välillä [2, 4] sekä jakoa 𝑃 =
{
2, 5

2 , 3,
7
2 , 4

}
vastaavat

funktion 𝑓 ala- ja yläsummat.

Koska jaon 𝑃 jokaisen osavälin pituus on 1
2 , saadaan

𝐿𝑃 ( 𝑓 ) =

4∑︁
𝑗=1

𝑚 𝑗 · 1
2 = (0 + 1 + 2 + 2) · 1

2 = 5
2

ja

𝑈𝑃 ( 𝑓 ) =

4∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑗 · 1
2 =

(
1 + 2 + 3 + 5

2
) · 1

2 = 17
4 .

Siis 5
2 ≤ 𝐴 ≤ 17

4 .

Tuntuu luonnolliselta ajatella, että kun jakoa tihennetään, niin ainakin riittävän
siististi käyttäytyvillä funktioilla 𝐿𝑃 ( 𝑓 ) ja𝑈𝑃 ( 𝑓 ) lähestyvät toisiaan ja samalla myös
pinta-alaa 𝐴. Tämä havainto toimii usein integraalin määrittelyn lähtökohtana.

Pelkkä intuitioon pohjautuva havainto ei kuitenkaan riitä integraalin määritel-
mäksi. Integraalin määrittely voidaan suorittaa täsmällisesti esimerkiksi tutkimalla
alasumman supremumia ja yläsumman infimumia. Menettely onkin varsin yleisesti
käytetty. Jatkossa kyseistä tekniikkaa ei kuitenkaan käytetä, vaan integraali määritel-
lään täsmällisesti porrasfunktioiden (ks. luku 4.2) avulla.

Huomautus 4.1. Jos määritelmässä 4.2 valitaan infimumin tai supremumin
sĳasta mikä tahansa välin [𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 ] piste 𝜉 𝑗 , summaa

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝜉 𝑗 ) (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1)

sanotaan funktion 𝑓 jakoa 𝑃 vastaavaksi Riemann-summaksi tai Riemannin
summaksi.

Riemannin summaan palataan myöhemmin luvussa 5.7. Myös Riemannin summa
voidaan ottaa integraalin täsmällisen määrittelyn perustaksi.
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Harjoitustehtäviä

4.1.1. Laske välin [0, 1] jakoja 𝑃1 =
{
0, 1

4 ,
1
2 , 1

}
ja 𝑃2 =

{
0, 1

2 ,
3
4 , 1

}
vastaavat

funktion
𝑓 (𝑥) = 𝑥2

ala- ja yläsummat.

4.1.2. Laske funktion sin 𝑥 ala- ja yläsumma välillä [0, 2𝜋], kun jako on tasavälinen
ja osavälien lukumäärä 𝑛 = 4.

4.1.3. Arvioi ala- ja yläsummia käyttämällä funktion

𝑓 (𝑥) =
{
𝑥2 + 3, kun |𝑥 | < 1,
4 − 2𝑥, kun |𝑥 | ≥ 1,

kuvaajan ja 𝑥-akselin väliin jäävän alueen pinta-alaa välillä [−2, 2], kun (a) välin
jakopisteet ovat {−2,−1, 1, 2}, (b) jako on tasavälinen ja osavälien lukumäärä 𝑛 = 4.

4.1.4. Arvioi ala- ja yläsummia käyttämällä funktion

𝑓 (𝑥) =
{
𝑥2, kun 𝑥 > 0,
𝑥2 + 1, kun 𝑥 ≤ 0,

kuvaajan ja 𝑥-akselin väliin jäävän alueen pinta-alaa välillä [−2, 2], kun (a) välin
jakopisteet ovat {−2,−1, 1, 2}, (b) jako on tasavälinen ja osavälien lukumäärä 𝑛 = 4.

4.1.5. Arvioi ala- ja yläsummia käyttämällä funktion

𝑓 (𝑥) = 1
𝑥

kuvaajan ja 𝑥-akselin väliin jäävän alueen pinta-alaa välillä [1, 2], kun jako on
tasavälinen ja osavälien lukumäärä 𝑛 = 4.

4.1.6. Olkoon
𝑓 (𝑥) =

𝑥 + 5
5

.

Anna esimerkki sellaisesta välin [0, 5] jaosta 𝑃, että 𝑈𝑃 ( 𝑓 ) − 𝐿𝑃 ( 𝑓 ) < 1.

4.1.7. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva funktio, 𝑃 jokin välin [𝑎, 𝑏] jako ja 𝐿𝑃 ( 𝑓 )
ja 𝑈𝑃 ( 𝑓 ) funktion 𝑓 jakoa 𝑃 vastaavat ala- ja yläsumma. Osoita, että on olemassa
sellaiset luvut 𝑐1, 𝑐2 ∈ [𝑎, 𝑏], että

𝐿𝑃 ( 𝑓 ) = 𝑓 (𝑐1) (𝑏 − 𝑎) ja 𝑈𝑃 ( 𝑓 ) = 𝑓 (𝑐2) (𝑏 − 𝑎).

Vihje: Suljetulla välillä jatkuvan funktion ominaisuudet.

4.1.8. Laske funktion
𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 2

jakoa 𝑃 =
{−1,− 1

2 , 0, 2
}

vastaava Riemannin summa 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉), kun 𝜉1 = −1, 𝜉2 = 0
ja 𝜉3 = 1.
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4.1.9. Olkoon 𝑃 = {0, 1, 2, 3, 4} välin [0, 4] tasavälinen jako ja

𝑓 (𝑥) = |𝑥 − 1| .

Määritä sellaiset jaon 𝑃 osavälien pisteet, että funktion 𝑓 jakoa 𝑃 vastaava Riemannin
summa 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) on (a) 4, (b) 5, (c) 6. Laske myös 𝐿𝑃 ( 𝑓 ) ja 𝑈𝑃 ( 𝑓 ).
4.1.10. Olkoon 𝑃 = {0, 2, 3} välin [0, 3] jako. Anna esimerkki sellaisesta funktios-
ta 𝑓 , että funktion 𝑓 jakoa 𝑃 vastaava Riemannin summa 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) ei ole 𝐿𝑃 ( 𝑓 ) tai
𝑈𝑃 ( 𝑓 ) millään pisteiden 𝜉 valinnalla.
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4.2 Porrasfunktio
Luvun 4.1 lopussa todettiin, että integraalin täsmällisessä määrittelyssä hyödynnetään
nyt porrasfunktioita. Määritellään seuraavaksi, mitä porrasfunktiolla tarkoitetaan.

Määritelmä 4.3. Funktio 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R on porrasfunktio välillä [𝑎, 𝑏]
(tai välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio), jos on olemassa sellainen välin [𝑎, 𝑏] jako
{𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} ja sellaiset luvut 𝑎 𝑗 ∈ R ( 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛), että

𝑓 (𝑥) = 𝑎 𝑗 ∀𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [.

Huomautus. Porrasfunktion välĳaon voi tehdä monella tapaa.

Huomautus. Porrasfunktion arvoille välĳaon jakopisteissä ei aseteta mitään
ehtoa (toki funktio on määritelty koko välillä, joten sillä on jakopisteissäkin
joku arvo).

Välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio muodostuu välin [𝑎, 𝑏] avoimilla osaväleillä määri-
tellyistä vakiofunktioista. Lisäksi porrasfunktiolla on joku arvo välin jakopisteissä.
Porrasfunktion porraspisteitä ovat funktion epäjatkuvuuskohdat välillä [𝑎, 𝑏] sekä
välin [𝑎, 𝑏] päätepisteet. Porrasfunktion vakioarvo voi vaihtua vain porraspisteessä.

Määritelmässä 4.3 esiintyvän jaon 𝑃 pitää sisältää kaikki funktion porraspisteet.
Lisäksi jako 𝑃 voi sisältää muitakin pisteitä (eli porrasfunktio voi saada saman arvon
usealla jakovälillä ja vielä jakopisteissäkin).

Kuvassa 4.2 on esitetty yksi mahdollinen porrasfunktio. Käytännössä monis-
teessa tarkasteltavat porrasfunktiot toki ovat huomattavasti säännöllisempiä. Itse
asiassa tarkasteltavien porrasfunktioiden arvot vastaavat usein jonkin funktion ala-
tai yläsumman laskemisessa käytettyjä arvoja (ks. kuva 5.2, s. 104).

a = x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 = b

Kuva 4.2. Välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktion arvot ja porrasfunktion välĳako 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥9 = 𝑏}.
Funktion porraspisteet ovat jaon 𝑃 pisteet lukuun ottamatta pistettä 𝑥5.
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Kuva 4.3. Esimerkin 4.2 porrasfunktio.

Esimerkki 4.2. Funktio 𝑓 : [0, 8] → R,

𝑓 (𝑥) =



1, kun 0 ≤ 𝑥 < 1,
4, kun 1 ≤ 𝑥 ≤ 4,
2, kun 4 < 𝑥 < 6,
0, kun 𝑥 = 6,
3, kun 6 < 𝑥 ≤ 8,

on välin [0, 8] porrasfunktio. Funktion porraspisteet ovat 0, 1, 4, 6 ja 8. Funktion
välĳaoksi kelpaa mikä tahansa välin [0, 8] jako, joka sisältää funktion porraspisteet.

Esimerkki 4.3. Lattiafunktio 𝑓 : R → Z,

𝑓 (𝑥) = b𝑥c
on porrasfunktio millä tahansa suljetulla reaalilukuvälillä [𝑎, 𝑏]. Funktion porraspis-
teet ovat välin [𝑎, 𝑏] päätepisteet sekä välillä ]𝑎, 𝑏[ sĳaitsevat kokonaislukupisteet
(ks. kuva 4.4). Funktion välĳaoksi kelpaa mikä tahansa välin [𝑎, 𝑏] jako, joka sisältää
funktion porraspisteet.

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

Kuva 4.4. Lattiafunktion 𝑓 (𝑥) = b𝑥c kuvaaja välillä [−3, 3]. Funktion porraspisteet välillä [−3, 3]
ovat −3, −2, −1, 0, 1, 2 ja 3.
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Esimerkki 4.4. Osoitetaan, että funktio

𝑓 (𝑥) = d2𝑥e − 1

on porrasfunktio välillä [1, 3].
Tutkimalla funktion 𝑓 arvoja havaitaan, että välillä [1, 3]

𝑓 (𝑥) =



1, kun 𝑥 = 1,
2, kun 1 < 𝑥 ≤ 3

2 ,
3, kun 3

2 < 𝑥 ≤ 2,
4, kun 2 < 𝑥 ≤ 5

2 ,
5, kun 5

2 < 𝑥 ≤ 3.

Siis esimerkiksi jako 𝑃 = {1, 3
2 , 2,

5
2 , 3} on sellainen välin [1, 3] jako, että funk-

tion 𝑓 arvo on vakio kullakin jaon 𝑃 avoimella osavälillä. Täten 𝑓 on porrasfunktio
välillä [1, 3].

Yllä olevan esitystavan sĳasta funktion arvot voidaan esittää myös esimerkiksi

𝑓 (𝑥) =

{
1, kun 𝑥 = 1,
𝑗 − 1, kun 𝑥 ∈ 𝐼 𝑗 ,

missä
𝐼 𝑗 =

]
𝑗−1
2 , 𝑗

2

]
( 𝑗 = 3, 4, 5, 6).

Tämä esitystapa on käyttökelpoinen varsinkin silloin, kun tarkasteltavia osavälejä on
paljon.

Huomautus 4.2. Jos 𝑓 ja 𝑔 ovat välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktioita ja 𝜆 ∈ R, myös
𝜆 𝑓 , 𝑓 + 𝑔 ja 𝑓 𝑔 ovat välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktioita.

Todistus. Osoitetaan, että 𝜆 𝑓 on välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio. Muiden tapausten todis-
tus jätetään harjoitustehtäväksi.

Olkoon siis 𝑓 välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio ja 𝜆 ∈ R. Koska 𝑓 on välin [𝑎, 𝑏]
porrasfunktio, on olemassa sellainen välin [𝑎, 𝑏] jako {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑏} ja
sellaiset 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ∈ R, että

𝑓 (𝑥) = 𝑎 𝑗 ∀𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [,
kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Täten

(𝜆 𝑓 ) (𝑥) = 𝜆 · 𝑎 𝑗 ∀𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [,
kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Siis 𝜆 𝑓 on välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio. �

Huomautus 4.3. Olkoon 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[ jokin välin [𝑎, 𝑏] sisäpiste. Tällöin 𝑓 on
porrasfunktio välillä [𝑎, 𝑏] täsmälleen silloin, kun funktion 𝑓 rajoittumat väleille
[𝑎, 𝑐] ja [𝑐, 𝑏] ovat porrasfunktioita kyseisillä väleillä (harjoitustehtävä).
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Esitetään luvun 4.2 lopuksi vielä aputulos, jota tarvitaan myöhemmin. Aputulos
tarkoittaa, että jos rajoitettua funktiota 𝑓 arvioidaan porrasfunktioiden avulla, merki-
tystä on yleensä vain porrasfunktioilla, joiden arvot ovat riittävän lähellä funktion 𝑓
arvoja.

Lause 4.4. Olkoon 𝑀 > 0 ja 𝑓 sellainen funktio, että 0 ≤ 𝑓 ≤ 𝑀 välillä [𝑎, 𝑏].
Jos 𝑔 ja ℎ ovat porrasfunktioita ja 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏], niin on olemassa
sellaiset välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktiot 𝑔′ ja ℎ′, että

0 ≤ 𝑔′ ≤ 𝑓 ≤ ℎ′ ≤ 𝑀

ja
ℎ′ − 𝑔′ ≤ ℎ − 𝑔.

Todistus. Harjoitustehtävä.

Huomautus. Funktioita vertailtaessa (ja muissakin yhteyksissä) jätetään usein
funktion argumentti kirjoittamatta. Näin on menetelty myös lauseessa 4.4, missä
esimerkiksi

𝑔(𝑥) ≤ 𝑓 (𝑥) ≤ ℎ(𝑥) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
on ilmaistu lyhyemmin toteamalla, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏]. Jos ei ole
sekaannuksen vaaraa, näin voidaan menetellä. Tarvittaessa argumentti on tietysti
kirjoitettava näkyviin.

Harjoitustehtäviä
4.2.1. Anna jokin välin [0, 2] jako, joka sisältää porrasfunktion

𝑓 (𝑥) = b𝑥2 − 𝑥c
porraspisteet välillä [0, 2].
4.2.2. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) = d2𝑥e − 1
porrasfunktio välillä [1, 3].
4.2.3. Tutki, mitkä funktioista

𝑥 · d𝑥2e, 𝑥 · b𝑥2c, d𝑥e − 𝑥, d𝑥e − |𝑥 | ja d𝑥e − b𝑥c
ovat välin [−1, 1] porrasfunktioita.

4.2.4. Olkoon 𝐴 =
{ 1

𝑛 | 𝑛 ∈ Z+
}
. Tutki, onko funktio

𝑓 (𝑥) =
{
𝑥, kun 𝑥 ∈ 𝐴,

2, kun 𝑥 ∉ 𝐴,

porrasfunktio (a) välillä [0, 1], (b) välillä [𝑎, 1] (0 < 𝑎 < 1).
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4.2.5. Tutki, onko funktio

𝑓 (𝑥) =


1
d 1
𝑥 e , kun 𝑥 > 0,

0, kun 𝑥 ≤ 0,

porrasfunktio (a) välillä [0, 5], (b) välillä [𝑎, 5] (0 < 𝑎 < 5).

4.2.6. Anna esimerkki sellaisesta välin [1, 4] porrasfunktiosta 𝑓 , että

𝑓 (𝑥) ≤ 2𝑥 ≤ 𝑓 (𝑥) + 1

kaikilla 𝑥 ∈ [1, 4].
4.2.7. Onko mahdollista, että | 𝑓 | on välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio, vaikka 𝑓 ei ole välin
[𝑎, 𝑏] porrasfunktio?

4.2.8. Olkoot 𝑓 ja 𝑔 välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktioita. Osoita, että myös (a) 𝑓 + 𝑔, (b) 𝑓 𝑔
on välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio.

4.2.9. Olkoon 𝑔 : R → R jokin funktio ja 𝑓 välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio. Osoita
todeksi tai (vastaesimerkillä) epätodeksi, että myös (a) 𝑔 ◦ 𝑓 , (b) 𝑓 ◦ 𝑔 on välin [𝑎, 𝑏]
porrasfunktio.

4.2.10. Olkoon 𝑓 jokin ei-negatiivinen funktio ja 𝑔 sellainen porrasfunktio, että
𝑔 ≤ 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏]. Osoita, että on olemassa sellainen välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio ℎ,
että

0 ≤ ℎ ≤ 𝑓 ja 𝑔 ≤ ℎ ≤ 𝑓 .
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4.3 Porrasfunktion integraali
Aloitetaan integraalin täsmällinen määrittely tutkimalla porrasfunktion integraalia.

Määritelmä 4.4 (Porrasfunktion integraali). Olkoon 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R porras-
funktio ja 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} sellainen välin [𝑎, 𝑏] jako, että

𝑓 (𝑥) = 𝑎 𝑗 ∀𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [,

kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Olkoon lisäksi

ℓ(𝐼 𝑗 ) = 𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1

jaon 𝑃 osavälin 𝐼 𝑗 = ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [ pituus ( 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛). Tällöin porrasfunktion 𝑓
integraali yli välin [𝑎, 𝑏] on

𝑏∫
𝑎

𝑓 =

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎 𝑗 · ℓ(𝐼 𝑗 ).

Huomautus. Porrasfunktion integraalin merkinnässä 𝑑𝑥 tarkoittaa, että integroita-
van porrasfunktion integraalia lasketaan muuttajan 𝑥 suhteen.

Huomautus 4.5. Porrasfunktion integraali ei riipu valitusta välĳaosta 𝑃 (har-
joitustehtävä).

Huomautus 4.6. Porrasfunktion integraali ei riipu millään tavalla funktion
arvosta välĳaon jakopisteissä.

Huomautus. Porrasfunktion integraali on reaaliluku.

Esimerkki 4.5. Vakiofunktio

𝑓 (𝑥) = 𝑐 (𝑐 ∈ R)

on porrasfunktio millä tahansa välillä [𝑎, 𝑏], sillä tarvittavaksi jaoksi voidaan valita
𝑃 = {𝑎, 𝑏} (eli vain yksi jakoväli). Tällöin

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏∫
𝑎

𝑐 𝑑𝑥 = 𝑐 · (𝑏 − 𝑎).
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Esimerkki 4.6. Määritetään lattiafunktion (ks. esimerkki 4.3) 𝑓 : [−1, 3] → Z,

𝑓 (𝑥) = b𝑥c
porrasintegraali yli välin [−1, 3].

Tarkastellaan välin [−1, 3] jakoa 𝑃 = {−1, 0, 1, 2, 3}. Tällöin kunkin osavälin
pituus on yksi, joten

3∫
−1

𝑓 = (−1) · 1 + 0 · 1 + 1 · 1 + 2 · 1

= −1 + 0 + 1 + 2

= 2.

Yllä olevista esimerkeistä havaitaan, että porrasfunktion integraalin lasku on
yleensä helppoa, sillä kyse on vain yhteen- ja kertolaskuista. Koska porrasfunktion
integraali ei riipu millään tavalla valitusta välĳaosta eikä funktion arvosta välĳaon
jakopisteissä, integraalin arvo pystytään laskemaan helposti myös tapauksissa, joissa
funktion arvo on määritelty eri tavalla yksittäisissä pisteissä. Asiaa hyödynnetään
esimerkissä 4.7.

Esimerkki 4.7. Olkoon 𝑛 ∈ Z+ ja 𝑃𝑛 välin [0, 1] jako, jonka jakopisteet ovat

𝑃𝑛 =

{ 𝑝

𝑞
∈ Q

��� 𝑝 = 0, 1, . . . , 𝑛, 𝑞 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑝 ≤ 𝑞
}
.

Määritetään porrasfunktion

ℎ𝑛 (𝑥) =


1, kun 𝑥 ∈ 𝑃𝑛,

1
𝑛
, kun 𝑥 ∈ [0, 1] \ 𝑃𝑛,

porrasintegraali yli välin [0, 1].
Olkoon 𝑘 jaon 𝑃𝑛 jakovälien lukumäärä, ja olkoot ℓ(𝐼1), ℓ(𝐼2), . . . , ℓ(𝐼𝑘 ) jaon 𝑃𝑛

jakovälien pituudet. Tällöin

1∫
0

ℎ𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑘∑︁
𝑗=1

1
𝑛
· ℓ(𝐼 𝑗 ) =

1
𝑛

𝑘∑︁
𝑗=1

ℓ(𝐼 𝑗 ) =
1
𝑛
· 1 =

1
𝑛
.

Esimerkissä 4.8 tavoitteena on löytää porrasfunktio, jonka arvot jakoväleillä ovat
funktion 𝑥3 arvoja suurempia, mutta jonka integraalin arvo on kuitenkin pienempi
kuin 1

2 . Samalla tulee osoitetuksi, että funktion 𝑥3 kuvaajan ja 𝑥-akselin välinen
pinta-ala on pienempi kuin 1

2 (vrt. luvun 4.1 ala- ja yläsummat).
Esimerkissä on esitetty kaksi tapaa sopivan porrasfunktion löytämiseksi. Ensim-

mäisessä tavassa (”yritys ja erehdys”) kokeillaan pienillä jakovälien lukumäärillä ja
mahdollisimman pienillä kelvollisilla porrasfunktion arvoilla, onko integraalin arvo
jo riittävän pieni. Tapa toimii tietysti vain, jos haluttu porrasfunktio löytyy pienel-
lä jakovälien lukumäärällä. Toisessa tavassa tutkitaan tasavälistä jakoa ja annetaan
jakovälien lukumäärän kasvaa. Tämä tapa voi toimia myös silloin, kun tarvittavia
jakovälejä on paljon.
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Esimerkki 4.8. Olkoon
𝑓 (𝑥) = 𝑥3.

Määritetään sellainen porrasfunktio ℎ, että 𝑓 ≤ ℎ välillä [0, 1] ja

1∫
0

ℎ <
1
2
.

Tarkastellaan aluksi tapauksia, joissa välin [0, 1] jaon osavälien lukumäärä on
pieni. Jos 𝑃 = {0 = 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 = 1} on välin [0, 1] jako, niin asetetaan ℎ(0) = 0
ja

ℎ(𝑥) = 𝑥3
𝑗 ∀𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 ],

kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Koska 𝑓 on kasvava välillä [0, 1], niin tällöin ℎ on sellainen
välin [0, 1] porrasfunktio, että 𝑓 ≤ ℎ välillä [0, 1].

Kun 𝑃 = {0, 1} (eli vain yksi jakoväli), niin

1∫
0

ℎ = 1 · 1 = 1 >
1
2
.

Siis jakoa 𝑃 vastaava porrasfunktio ℎ ei kelpaa.
Kun 𝑃 =

{
0, 1

2 , 1
}

(eli tasavälinen jako, jossa on kaksi jakoväliä), niin

1∫
0

ℎ =
1
8
· 1

2
+ 1 · 1

2
=

9
16

>
1
2
.

Siis jakoa 𝑃 vastaava porrasfunktio ℎ ei kelpaa.
Kun 𝑃 =

{
0, 1

2 ,
3
4 , 1

}
(eli kolme jakoväliä), niin

1∫
0

ℎ =
1
8
· 1

2
+ 27

64
· 1

4
+ 1 · 1

4
=

16 + 27 + 64
256

=
107
256

<
1
2
.

Täten jakoa 𝑃 vastaava porrasfunktio ℎ kelpaa. Jos siis

ℎ(𝑥) =


0, kun 𝑥 = 0,
1
8 , kun 𝑥 ∈ ]

0, 1
2
]
,

27
64 , kun 𝑥 ∈ ] 1

2 ,
3
4
]
,

1, kun 𝑥 ∈ ] 3
4 , 1

]
,

niin ℎ on sellainen välin [0, 1] porrasfunktio, että 𝑓 ≤ ℎ välillä [0, 1] ja

1∫
0

ℎ <
1
2
.
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Edellä esitetty menettely toimii tietysti vain, jos haluttu porrasfunktio löytyy pie-
nellä jakovälien lukumäärällä. Paremmin yleistyvä menetelmä saadaan, kun tutkitaan
tasavälistä jakoa ja annetaan jakovälien lukumäärän kasvaa.

Olkoon siis 𝑛 ∈ Z+, 𝑡 = 1
𝑛 ja 𝑃 = {0, 𝑡, 2𝑡, . . . , 𝑛𝑡 = 1} välin [0, 1] tasavälinen

jako. Olkoon edelleen ℎ𝑛 (0) = 0 ja

ℎ𝑛 (𝑥) = ( 𝑗 𝑡)3 ∀𝑥 ∈ ]( 𝑗 − 1)𝑡, 𝑗 𝑡],

kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Koska 𝑓 on kasvava välillä [0, 1], niin tällöin ℎ𝑛 on sellainen
välin [0, 1] porrasfunktio, että 𝑓 ≤ ℎ𝑛 välillä [0, 1].

Hyödyntämällä aputulosta1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑗3 =
𝑛2(𝑛 + 1)2

4

saadaan

1∫
0

ℎ𝑛 =

𝑛∑︁
𝑗=1

( 𝑗 𝑡)3 · 𝑡 = 𝑡4
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑗3 =
1
𝑛4 · 𝑛

2(𝑛 + 1)2

4
=

(𝑛 + 1)2

4𝑛2 .

Koska

(𝑛 + 1)2

4𝑛2 <
1
2

⇔ 𝑛2 + 2𝑛 + 1 < 2𝑛2 ⇔ 𝑛2 − 2𝑛 − 1 > 0
𝑛 ∈Z+⇔ 𝑛 ≥ 3,

niin esimerkiksi ℎ3 kelpaa halutuksi porrasfunktioksi.
Yleisesti saadaan (kun 𝑎 > 1

4 )

(𝑛 + 1)2

4𝑛2 =
1
4

(
1 + 1

𝑛

)2
< 𝑎 ⇔ 1

𝑛
< 2

√
𝑎 − 1

⇔ 𝑛 >
1

2
√
𝑎 − 1

,

joten tehtävä on helppo ratkaista myös pienemmillä tavoitearvoilla kuin 𝑎 = 1
2 .

Esimerkiksi

𝑛 >
1

2
√︃

1
3 − 1

=

√
3

2 − √
3

=

√
3(2 + √

3)
4 − 3

= 3 + 2
√

3
𝑛 ∈Z+⇔ 𝑛 ≥ 7,

joten
1∫

0

ℎ7 <
1
3
.

1Todistus esimerkiksi induktiolla.
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Esimerkissä 4.8 esitetyt menetelmät soveltuvat tietysti myös, kun tavoitteena on
löytää porrasfunktio, jonka arvot jakoväleillä ovat annetun funktion arvoja pienempiä,
mutta jonka integraalin arvo on suurempi (tai yhtäsuuri) kuin jokin annettu luku.
Usein tapaukset myös yhdistyvät ja tavoitteena on löytää annetun funktion ylä-
ja alapuolelta porrasfunktiot, joiden porrasintegraalien erotus on haluttua vakiota
pienempi.

Luvun 4.3 lopuksi esitetään vielä muutamia porrasintegraalien perusominaisuuk-
sia. Ominaisuudet ovat ilmeisiä porrasfunktioiden määrittelyn perusteella. Täsmäl-
liset todistukset tapahtuvat taas siirtämällä tarkastelu yksittäiselle jakovälille ja ne
jätetään osin harjoitustehtäväksi.

Lause 4.7. Jos 𝑔 ja ℎ ovat porrasfunktioita ja 𝑔 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏], niin

𝑏∫
𝑎

𝑔 ≤
𝑏∫

𝑎

ℎ.

Todistus. Harjoitustehtävä.

Lause 4.8 (Lineaarisuus). Jos 𝑓 ja 𝑔 ovat välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktioita ja
𝜆 ∈ R, niin

𝑏∫
𝑎

(𝜆 𝑓 ) = 𝜆

𝑏∫
𝑎

𝑓 ja
𝑏∫

𝑎

( 𝑓 + 𝑔) =

𝑏∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑎

𝑔.

Todistus. Todistetaan vakiolla kertomista koskeva tulos. Funktioiden summaa kos-
keva tulos jätetään harjoitustehtäväksi.

Olkoon siis 𝑓 välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio ja 𝜆 ∈ R. Koska 𝑓 on välin [𝑎, 𝑏]
porrasfunktio, on olemassa sellainen välin [𝑎, 𝑏] jako 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑏}
ja sellaiset 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ∈ R, että

𝑓 (𝑥) = 𝑎 𝑗 ∀𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [,

kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Jos nyt
ℓ(𝐼 𝑗 ) = 𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1

on jaon 𝑃 osavälin 𝐼 𝑗 = ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [ pituus ( 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛), niin

𝑏∫
𝑎

(𝜆 𝑓 ) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆𝑎 𝑗 · ℓ(𝐼 𝑗 ) = 𝜆
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎 𝑗 · ℓ(𝐼 𝑗 ) = 𝜆

𝑏∫
𝑎

𝑓 .

�
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Lause 4.9 (Additiivisuus). Olkoon 𝑓 välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio ja 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[.
Tällöin

𝑏∫
𝑎

𝑓 =

𝑐∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑐

𝑓 .

Todistus. Koska 𝑓 on välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio ja 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[, niin 𝑓 on porrasfunk-
tio1 myös väleillä [𝑎, 𝑐] ja [𝑐, 𝑏] (huomautus 4.3, s. 81).

Olkoon nyt 𝑃 jokin välin [𝑎, 𝑏] jako, joka sisältää kaikki funktion 𝑓 porraspisteet
välillä [𝑎, 𝑏], ja 𝑃′ = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} välin [𝑎, 𝑏] jako 𝑃′ = 𝑃 ∪ {𝑐}. Oletetaan
lisäksi, että

𝑓 (𝑥) = 𝑎 𝑗 ∀𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [ ,
kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Tällöin 𝑐 = 𝑥𝑘 jollakin 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛 − 1}. Lisäksi {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 } on
välin [𝑎, 𝑐] jako, joka sisältää kaikki funktion 𝑓 porraspisteet välillä [𝑎, 𝑐], ja
{𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛} on välin [𝑐, 𝑏] jako, joka sisältää kaikki funktion 𝑓 porraspisteet
välillä [𝑐, 𝑏]. Koska porrasfunktion integraali on riippumaton välitusta välĳaosta,
niin

𝑏∫
𝑎

𝑓 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎 𝑗 · (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1)

=

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑎 𝑗 · (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1) +
𝑛∑︁

𝑗=𝑘+1
𝑎 𝑗 · (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1)

=

𝑐∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑐

𝑓 . �

Harjoitustehtäviä
4.3.1. Anna jokin välin [−1, 2] jako, joka sisältää porrasfunktion

(a) 𝑓 (𝑥) = b𝑥2c − 1, (b) 𝑓 (𝑥) = b𝑥c + ⌊
𝑥 + 1

2
⌋

porraspisteet välillä [−1, 2], ja määritä funktion 𝑓 porrasintegraali yli välin [−1, 2].
4.3.2. Anna jokin välin [0, 6] jako, joka sisältää porrasfunktion

𝑓 (𝑥) = ⌈√
𝑥
⌉ · ⌊3 − 𝑥

2
⌋

porraspisteet välillä [0, 6], ja määritä funktion 𝑓 porrasintegraali yli välin [0, 6].
1Täsmällisesti ottaen porrasfunktioita ovat funktion 𝑓 rajoittumat kyseisille väleille.
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4.3.3. Olkoon 𝑛 ∈ Z+. Osoita, että

(a)
𝑛∫

0

b𝑥c 𝑑𝑥 =
𝑛(𝑛 − 1)

2
, (b)

𝑛∫
0

d𝑥e 𝑑𝑥 =
𝑛(𝑛 + 1)

2
.

4.3.4. Olkoon 𝑛 ∈ Z+ ja 𝑔 sellainen välin [0, 𝑛] porrasfunktio, että 𝑔(𝑥) = (−1)𝑘 · 𝑘
aina, kun 𝑘 ≤ 𝑥 < 𝑘 + 1 (𝑘 ∈ N). Olkoon lisäksi

𝑓 (𝑛) =

𝑛∫
0

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

(a) Määritä 𝑓 (3) ja 𝑓 (4). (b) Tutki, millä luvun 𝑛 arvoilla | 𝑓 (𝑛) | = 5.

4.3.5. Anna esimerkki sellaisesta välin [0, 4] porrasfunktiosta 𝑓 , että

2∫
0

𝑓 = 4,
3∫

0

𝑓 = 5 ja
4∫

0

𝑓 = 2.

4.3.6. Anna esimerkki sellaisesta välin [−2, 4] porrasfunktiosta 𝑓 , että

0∫
−2

𝑓 = 6,
1∫

−2

𝑓 =

2∫
−2

𝑓 = 8 ja
4∫

−2

𝑓 = 0.

4.3.7. Olkoon 𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 1. Anna esimerkki sellaisesta välin [0, 3] porras-
funktiosta 𝑔, että 𝑔 ≤ 𝑓 välillä [0, 3] ja

(a)
3∫

0

𝑔 = 1, (b)
3∫

0

𝑔 =
3
2
.

4.3.8. Olkoon 𝑓 (𝑥) = |𝑥 − 3|. Anna esimerkki sellaisesta välin [1, 7] porrasfunk-
tiosta ℎ, että 𝑓 ≤ ℎ välillä [1, 7] ja

(a)
7∫

1

ℎ = 16, (b)
7∫

1

ℎ = 13.

4.3.9. Olkoon 𝑓 (𝑥) = |𝑥 + 1|. Anna esimerkki sellaisista välin [−3, 3] porrasfunk-
tioista 𝑔 ja ℎ, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ välillä [−3, 3] ja

3∫
−3

ℎ −
3∫

−3

𝑔 = 10.
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4.3.10. Olkoon

𝑓 (𝑥) =
{
𝑥 + 2, kun 𝑥 < 0,
4 − 𝑥, kun 𝑥 ≥ 0.

Anna esimerkki sellaisista välin [−2, 4] porrasfunktioista 𝑔 ja ℎ, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ
välillä [−2, 4] ja

4∫
−2

ℎ −
4∫

−2

𝑔 = 8.

4.3.11. Olkoon 𝑓 (𝑥) = 5𝑥 + 1. Anna esimerkki sellaisesta välin [0, 4] porrasfunk-
tiosta 𝑔, että 𝑔 ≤ 𝑓 välillä [0, 4] ja

(a)
4∫

0

𝑔 > 34, (b)
4∫

0

𝑔 > 43.

4.3.12. Olkoon 𝑓 (𝑥) = 2𝑥 + 3. Anna esimerkki sellaisesta välin [0, 6] porrasfunk-
tiosta ℎ, että ℎ ≥ 𝑓 välillä [0, 6] ja

(a)
6∫

0

ℎ < 60, (b)
6∫

0

ℎ < 55.

4.3.13. Olkoot 𝑓 ja 𝑔 sellaisia välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktioita, että 𝑓 ≥ 0 ja 𝑔 ≤ 𝑀
(𝑀 ∈ R) välillä [𝑎, 𝑏]. Osoita suoraan porrasfunktioiden arvoja tarkastelemalla, että

𝑏∫
𝑎

𝑓 𝑔 ≤ 𝑀

𝑏∫
𝑎

𝑓 .

4.3.14. Osoita, että jos 𝑔 ja ℎ ovat porrasfunktioita ja 𝑔 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏], niin

𝑏∫
𝑎

𝑔 ≤
𝑏∫

𝑎

ℎ.

4.3.15. Osoita todeksi tai (vastaesimerkillä) epätodeksi, että jos 𝑔 ja ℎ ovat välin
[𝑎, 𝑏] porrasfunktioita ja

𝑏∫
𝑎

𝑔 ≤
𝑏∫

𝑎

ℎ,

niin 𝑔 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏].
4.3.16. Osoita todeksi tai (vastaesimerkillä) epätodeksi, että jos 𝑓1, 𝑓2, 𝑔1 ja 𝑔2 ovat
sellaisia välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktioita, että 𝑓1 ≤ 𝑔1 ja 𝑓2 ≤ 𝑔2 välillä [𝑎, 𝑏], niin

𝑏∫
𝑎

𝑓1 𝑓2 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑔1𝑔2.
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4.3.17. Anna esimerkki sellaisista välin [2, 4] porrasfunktioista 𝑓 ja 𝑔, että 𝑓 ≤ 3
välillä [2, 4] ja

4∫
2

𝑓 𝑔 > 3
4∫

2

𝑔.

4.3.18. Osoita, että jos 𝑓 ja 𝑔 ovat välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktioita, niin

𝑏∫
𝑎

( 𝑓 + 𝑔) =

𝑏∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑎

𝑔.

4.3.19. Olkoon 𝑓 sellainen välin [0, 8] porrasfunktio, että

3∫
0

𝑓 = 9,
4∫

0

𝑓 = 5 ja
8∫

4

𝑓 = 8.

Määritä

(a)
8∫

0

𝑓 , (b)
4∫

3

𝑓 , ja (c)
8∫

3

𝑓 .

Anna myös esimerkki välin [0, 8] porrasfunktiosta, joka toteuttaa yllä olevat ehdot.

4.3.20. Olkoot 𝑓1(𝑥) ja 𝑓2(𝑥) sellaisia välillä [𝑎, 𝑏] määriteltyjä funktioita, että
𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥) välillä [𝑎, 𝑏] lukuun ottamatta yhtä pistettä pistettä 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[. Olkoon
lisäksi 𝜀 > 0. Osoita, että jos on olemassa sellaiset välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktiot 𝑔 ja ℎ,
että 𝑔 ≤ 𝑓1 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔 < 𝜀,

niin on olemassa myös sellaiset välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktiot 𝑔′ ja ℎ′, että 𝑔′ ≤ 𝑓2 ≤ ℎ′

välillä [𝑎, 𝑏] ja
𝑏∫

𝑎

ℎ′ −
𝑏∫

𝑎

𝑔′ < 𝜀.
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5 Riemann-integraali

5.1 Ala- ja yläintegraali

Jos funktio 𝑓 on rajoitettu välillä [𝑎, 𝑏], niin on olemassa sellaiset vakiot 𝑚 ∈ R ja
𝑀 ∈ R, että

𝑚 ≤ 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑀 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] .
Jos lisäksi 𝑔 ja ℎ ovat sellaisia porrasfunktioita, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏], niin

𝑔 ≤ 𝑀 ja ℎ ≥ 𝑚

välillä [𝑎, 𝑏]. Koska vakiofunktio on porrasfunktio, niin lauseen 4.7 (s. 88) nojalla

𝑏∫
𝑎

𝑔 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑀 = 𝑀 · (𝑏 − 𝑎)

ja
𝑏∫

𝑎

ℎ ≥
𝑏∫

𝑎

𝑚 = 𝑚 · (𝑏 − 𝑎).

Siis joukko

(5.1) 𝐿 =

{ 𝑏∫
𝑎

𝑔

���� 𝑔 on porrasfunktio ja 𝑔 ≤ 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏]
}

on ylhäältä rajoitettu ja joukko

(5.2) 𝑈 =

{ 𝑏∫
𝑎

ℎ

���� ℎ on porrasfunktio ja 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏]
}

on alhaalta rajoitettu. Lisäksi kumpikaan joukoista ei selvästikään ole tyhjä joukko.
Täten joukon 𝐿 supremum ja joukon 𝑈 infimum ovat olemassa ja voidaan asettaa
seuraava määritelmä.

Määritelmä 5.1. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] rajoitettu funktio, ja olkoot 𝐿 ja 𝑈
ehdoissa (5.1) ja (5.2) määritellyt joukot. Tällöin

𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = sup 𝐿

on funktion 𝑓 alaintegraali yli välin [𝑎, 𝑏] ja

𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = inf𝑈

on funktion 𝑓 yläintegraali yli välin [𝑎, 𝑏].
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Yleisesti joukossa 𝐿 ei välttämättä ole suurinta alkiota ja joukossa 𝑈 ei välttä-
mättä ole pienintä alkiota, joten ala- ja yläintegraalin määrittelyssä on käytettävä
supremumia ja infimumia.

Funktion 𝑓 alaintegraali siis saadaan, kun otetaan kaikkien funktiota 𝑓 pienem-
pien porrasfunktioiden integraalien (ovat siis reaalilukuja) joukon 𝐿 supremum,
ja yläintegraali vastaavasti, kun otetaan kaikkien funktiota 𝑓 suurempien porras-
funktioiden integraalien (ovat myös reaalilukuja) joukon 𝑈 infimum. Tarvittaessa
yhtäsuuruus huomioiden.

Esimerkki 5.1. Määritetään Dirichlet’n funktion

𝑓 (𝑥) =
{

1, kun 𝑥 ∈ Q,

0, kun 𝑥 ∈ R \ Q,

ala- ja yläintegraali yli välin [𝑎, 𝑏].
Funktio 𝑓 on selvästi rajoitettu välillä [𝑎, 𝑏], joten etsittävät ala- ja yläintegraali

ovat olemassa.
I: Määritetään ensin alaintegraali 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]). Olkoon siis 𝐿 ehdossa (5.1)

määritelty joukko.
1o: Olkoon 𝑔 jokin sellainen porrasfunktio, että 𝑔 ≤ 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏]. Olkoot

lisäksi 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑛 porrasfunktion 𝑔 jotakin jakoa vastaavat (avoimet) jakovälit ja
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 funktion 𝑔 (vakio)arvot jakoväleillä 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑛. Tällöin 𝑎 𝑗 ≤ 0
( 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛), sillä jokainen reaalilukuväli sisältää irrationaalipisteitä. Täten

𝑏∫
𝑎

𝑔 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎 𝑗 · ℓ(𝐼 𝑗 ) ≤
𝑛∑︁
𝑗=1

0 · ℓ(𝐼 𝑗 ) = 0,

missä ℓ(𝐼 𝑗 ) on osavälin 𝐼 𝑗 pituus. Siis 𝑧 ≤ 0 kaikilla 𝑧 ∈ 𝐿, joten 0 on yksi joukon 𝐿
ylärajoista.

2o: Tarkastellaan porrasfunktiota 𝑔(𝑥) = 0 kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Tällöin 𝑔 ≤ 𝑓
välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

𝑔 =

𝑏∫
𝑎

0 = 0 · (𝑏 − 𝑎) = 0.

Siis 0 ∈ 𝐿.
Kohdista 1o ja 2o seuraa nyt lauseen 1.2 (s. 5) perusteella, että

𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = sup 𝐿 = max 𝐿 = 0.

II: Määritetään sitten vastaavalla tavalla yläintegraali 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]). Olkoon 𝑈
ehdossa (5.2) määritelty joukko.

1o: Olkoon ℎ jokin sellainen porrasfunktio, että 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏]. Olkoot
lisäksi 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑛 porrasfunktion ℎ jotakin jakoa vastaavat (avoimet) jakovälit ja
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 funktion ℎ (vakio)arvot jakoväleillä 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑛. Tällöin 𝑎 𝑗 ≥ 1
( 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛), sillä jokainen reaalilukuväli sisältää rationaalipisteitä. Täten

𝑏∫
𝑎

ℎ =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎 𝑗 · ℓ(𝐼 𝑗 ) ≥
𝑛∑︁
𝑗=1

1 · ℓ(𝐼 𝑗 ) = 𝑏 − 𝑎,
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missä ℓ(𝐼 𝑗 ) on osavälin 𝐼 𝑗 pituus. Siis 𝑧 ≥ 𝑏 − 𝑎 kaikilla 𝑧 ∈ 𝑈, joten 𝑏 − 𝑎 on yksi
joukon 𝑈 alarajoista.

2o: Tarkastellaan porrasfunktiota ℎ(𝑥) = 1 kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Tällöin 𝑓 ≤ ℎ
välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

ℎ =

𝑏∫
𝑎

1 = 1 · (𝑏 − 𝑎) = 𝑏 − 𝑎.

Siis 𝑏 − 𝑎 ∈ 𝑈.
Kohdista 1o ja 2o seuraa nyt lauseen 1.2 (s. 5) perusteella, että

𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = inf𝑈 = min𝑈 = 𝑏 − 𝑎.

Ala- ja yläintegraalin määrittelyn sekä porrasfunktioiden, supremumin ja infimu-
min perusominaisuuksien nojalla voidaan esittää alla olevat huomautukset. Aluksi
huomautuksessa 5.1 todetaan, että funktion alaintegraali on aina pienempi tai yhtä
suuri kuin sen yläintegraali. Ala- ja yläintegraali eivät kuitenkaan välttämättä ole
aina yhtä suuret, mikä nähtiin esimerkissä 5.1.

Huomautus 5.1. Lauseiden 1.4 (s. 6) ja 4.7 (s. 88) nojalla aina

𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) ≤ 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]),

mutta välttämättä ei päde (ks. esimerkki 5.1)

𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]).

Huomautus 5.2 toteaa sinänsä ilmeisen asian, että kaikkien funktiota 𝑓 pie-
nempien porrasfunktioiden integraalit ovat funktion 𝑓 alaintegraalia pienempiä ja
kaikkien funktiota 𝑓 suurempien porrasfunktioiden integraalit ovat funktion 𝑓 yläin-
tegraalia suurempia. Taaskin yhtäsuuruus tarvittaessa huomioiden.

Huomautus 5.2. Jos 𝑔 ja ℎ ovat porrasfunktioita ja 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏],
niin huomautuksen 5.1 sekä supremumin ja infimumin perusominaisuuksien
nojalla

𝑏∫
𝑎

𝑔 ≤ 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) ≤ 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) ≤
𝑏∫

𝑎

ℎ.

Viimeisenä huomautuksessa 5.3 todetaan, että porrasfunktioilla on se hyvä omi-
naisuus, että porrasfunktioille alaintegraali = yläintegraali = integraali. Tämä tarkoit-
taa, että porrasfunktioiden ala- ja yläintegraalit saadaan helposti laskettua.

95



Huomautus 5.3. Jos 𝑓 on välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio, niin huomautuksen 5.2
perusteella

𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) =

𝑏∫
𝑎

𝑓 .

Harjoitustehtäviä
5.1.1. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] rajoitettu funktio ja 𝜆 ≥ 0. Osoita, että

(a) 𝐼𝐿 (𝜆 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = 𝜆 · 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]), (b) 𝐼𝑈 (𝜆 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = 𝜆 · 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]).

5.1.2. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] rajoitettu funktio ja 𝜆 < 0. Osoita, että

(a) 𝐼𝐿 (𝜆 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = 𝜆 · 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]), (b) 𝐼𝑈 (𝜆 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = 𝜆 · 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]).

5.1.3. Olkoot 𝑓 ja 𝑔 välillä [𝑎, 𝑏] rajoitettuja funktioita. Osoita, että

(a) 𝐼𝐿 ( 𝑓 + 𝑔, [𝑎, 𝑏]) ≥ 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) + 𝐼𝐿 (𝑔, [𝑎, 𝑏]),
(b) 𝐼𝑈 ( 𝑓 + 𝑔, [𝑎, 𝑏]) ≤ 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) + 𝑈𝐿 (𝑔, [𝑎, 𝑏]).

5.1.4. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] rajoitettu funktio ja 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[. Osoita, että

(a) 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑐]) + 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑐, 𝑏]),
(b) 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑐]) + 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑐, 𝑏]).

5.1.5. Anna esimerkki sellaisesta funktiosta 𝑓 , että

𝐼𝐿 ( 𝑓 , [0, 2]) = 1 ja 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [0, 2]) = 3.

5.1.6. Määritä täsmällisesti perustellen 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [4, 6]), kun

𝑓 (𝑥) =
{
(𝑥2 + 1)sin 𝑥 , kun 𝑥 ∈ Q,
1, kun 𝑥 ∈ R \ Q.

5.1.7. Anna esimerkki sellaisista funktioista 𝑓 ja 𝑔, että

𝐼𝐿 ( 𝑓 , [2, 5]) + 𝐼𝐿 (𝑔, [2, 5]) < 𝐼𝐿 ( 𝑓 + 𝑔, [2, 5]).
Tässä tehtävässä alaintegraalien arvoja ei tarvitse perustella täsmällisesti. Esimerkiksi
funktioiden kuvaajiin tai monisteen esimerkkeihin tukeutuva perustelu on riittävä.
Vihje: Voit olettaa tehtävien 5.1.1 ja 5.1.2 tulokset tunnetuksi.

5.1.8. Anna esimerkki sellaisista funktioista 𝑓 ja 𝑔, että

𝐼𝑈 ( 𝑓 + 𝑔, [2, 4]) < 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [2, 4]) + 𝐼𝑈 (𝑔, [2, 4]).
Tässä tehtävässä yläintegraalien arvoja ei tarvitse perustella täsmällisesti. Esimerkiksi
funktioiden kuvaajiin tai monisteen esimerkkeihin tukeutuva perustelu on riittävä.
Vihje: Voit olettaa tehtävien 5.1.1 ja 5.1.2 tulokset tunnetuksi.
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5.1.9. Olkoon

𝑓 (𝑥) =
{
𝑥, kun 𝑥 ∈ Q,
0, kun 𝑥 ∈ R \ Q.

Osoita, että 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [0, 3]) < 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [0, 3]).
Vihje: Voit olettaa tehtävän 5.1.4 tulokset tunnetuksi.

5.1.10. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] rajoitettu funktio. Osoita todeksi tai (vastaesimerkillä)
epätodeksi, että jos 𝑔 on sellainen välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktio, että

𝑏∫
𝑎

𝑔 ≤ 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]),

niin 𝑔 ≤ 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏].
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5.2 Riemann-integraali ja Riemann-integroituvuus
Määritellään sitten Riemann-integraali ala- ja yläintegraalin avulla.

Määritelmä 5.2 (Riemann-integraali). Rajoitettu funktio 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R on
Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], jos

𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]).

Tällöin funktion 𝑓 Riemann-integraali yli välin [𝑎, 𝑏] on

𝑏∫
𝑎

𝑓 =

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐼𝐿 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]) = 𝐼𝑈 ( 𝑓 , [𝑎, 𝑏]).

Huomautus. Riemann-integraalin merkinnässä 𝑑𝑥 tarkoittaa, että integroitavan
funktion integraalia lasketaan muuttajan 𝑥 suhteen.

Huomautus. Kun jatkossa puhutaan funktion integroituvuudesta, tarkoitetaan
aina (ellei toisin mainita) funktion Riemann-integroituvuutta.

Huomautus. Riemann-integraali on reaaliluku.

Porrasfunktion integraalin tapaan myös funktion Riemann-integraali on siis
reaaliluku - ei funktio. Itse asiassa myös porrasfunktion integraali on Riemann-
integraali, mikä nähdään huomautuksesta 5.4.

Huomautus 5.4. Huomautuksen 5.3 (s. 96) nojalla porrasfunktiot ovat Rie-
mann-integroituvia ja porrasfunktion Riemann-integraali on sama kuin luvus-
sa 4.3 tarkasteltu porrasfunktion integraali.

Huomautus. Huomautuksen 5.4 perusteella porrasfunktion integraalille ja
Riemann-integraalille on luontevaa käyttää samaa merkintää.

Kaikki porrasfunktiot ovat siis Riemann-integroituvia. Toisaalta porrasfunktiot
eivät yleensä ole jatkuvia funktioita, joten voidaan esittää seuraava huomautus.

Huomautus. Huomautuksesta 5.4 nähdään, että funktion jatkuvuus ei ole
edellytys funktion Riemann-integroituvuudelle.
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Esimerkissä 5.1 osoitettiin, että funktion ala- ja yläintegraali jollakin välillä eivät
aina ole yhtä suuret. Kaikki funktiot eivät siis ole Riemann-integroituvia, mikä
nähdään esimerkistä 5.2.

Esimerkki 5.2. Esimerkin 5.1 perusteella Dirichlet’n funktio

𝑓 (𝑥) =

{
1, kun 𝑥 ∈ Q,

0, kun 𝑥 ∈ R \ Q,

ei ole Riemann-integroituva millään reaalilukuvälillä [𝑎, 𝑏].

Dirichlet’n funktio on esimerkki funktiosta, joka ei ole Riemann-integroituva.
Hyvänä yleisohjeena voidaan todeta, että jos monisteen esimerkeissä tai harjoitus-
tehtävissä tarvitaan funktiota, joka ei ole Riemann-integroituva, tarvittava funktio
on Dirichlet’n funktion tapainen funktio, jolla on ylinumeroituva määrä epäjatku-
vuuskohtia.

Riemann-integraalin määrittelystä ala- ja yläintegraalin avulla seuraa suoraan, että
Riemann-integroituvan funktion 𝑓 Riemann-integraali on suurempi kuin funktiota 𝑓
pienempien porrasfunktioiden integraalit ja pienempi kuin funktiota 𝑓 suurempien
porrasfunktioiden integraalit - yhtäsuuruus tarvittaessa sallien (huomautus 5.5).

Huomautus 5.5. Jos funktio 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], niin
huomautuksen 5.2 (s. 95) nojalla

𝑏∫
𝑎

𝑔 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 ≤
𝑏∫

𝑎

ℎ

aina, kun 𝑔 ja ℎ ovat sellaisia välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktioita, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ.

Huomautus 5.5 tarjoaa mahdollisuuden arvioida funktion 𝑓 Riemann-integraalia
sopivien funktiota 𝑓 pienempien ja suurempien porrasfunktioiden avulla. Jos aina
löydetään sellainen tarkasteltavaa funktiota pienempi porrasfunktio ja sellainen
tarkasteltavaa funktiota suurempi porrasfunktio (taaskin yhtäsuuruus sallien), että
porrasfunktioiden integraalien erotus on haluttua positiivilukua 𝜀 > 0 pienempi,
seuraa lauseesta 1.5 (s. 6), että funktion ala- ja yläintegraali ovat yhtä suuret ja
funktio on siis Riemann-integroituva. Lauseen 1.5 nojalla tulos on voimassa myös
toiseen suuntaan eli Riemann-integroituvuudesta seuraa haluttujen porrasfunktioiden
olemassaolo.

Yllä esitettyä ominaisuutta kutsutaan Riemannin ehdoksi. Täsmällisesti ehto
on esitetty lauseessa 5.6. Koska lauseessa 5.6 funktio on Riemann-integroituva
”täsmälleen silloin kun”, Riemannin ehto olisi voitu aivan hyvin ottaa Riemann-
integraalin määrittelyksi. Ehto antaakin ehkä havainnollisemman kuvan funktion
Riemann-integraalin olemassaolon edellytyksistä kuin ala- ja yläintegraalin avulla
tapahtuva Riemann-integraalin määrittely.
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Lause 5.6 (Riemannin ehto). Välillä [𝑎, 𝑏] rajoitettu funktio 𝑓 on Riemann-
integroituva välillä [𝑎, 𝑏] täsmälleen silloin, kun jokaista lukua 𝜀 > 0 kohti
on olemassa sellaiset välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktiot 𝑔 ja ℎ, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ
välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔 < 𝜀.

Todistus. Väite seuraa suoraan Riemann-integraalin määritelmästä ja lauseesta 1.5
(s. 6), kun tutkitaan ala- ja yläintegraalin määrittelyssä esiintyneitä joukkoja

𝐿 =

{ 𝑏∫
𝑎

𝑔

���� 𝑔 on porrasfunktio ja 𝑔 ≤ 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏]
}

ja

𝑈 =

{ 𝑏∫
𝑎

ℎ

���� ℎ on porrasfunktio ja 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏]
}
.

�

Funktion Riemann-integroituvuuden tutkiminen ala- ja yläintegraaleja laskemalla
on yleisesti ottaen melko hankalaa, sillä funktion ala- integraalien laskeminen on
vaikeaa. Riemannin ehto helpottaa tietysti asiaa, sillä nyt ala- ja yläintegraaleja ei
tarvitse laskea vaan riittää löytää vaadittavat porrasfunktiot 𝑔 ja ℎ, joiden integraalien
erotus on haluttua positiivilukua 𝜀 > 0 pienempi. Jatkossa funktioiden integroituvuus
osoitetaankin yleensä joko Riemannin ehtoa tai sen seurausta (lause 5.7) käyttäen.

Esimerkkinä Riemannin ehdon käytöstä osoitetaan (esimerkki 5.3), että jo kurssin
Analyysi A monisteessa tarkasteltu Thomaen funktio on Riemann-integroituva (vä-
lillä [0, 1]). Esimerkki osoittaa, että myös varsin epäjatkuvat funktiot voivat olla Rie-
mann-integroituvia, sillä Thomaen funktio on epäjatkuva kaikissa rationaalipisteissä
eli sillä on jokaisella välillä (numeroituvasti) ääretön määrä epäjatkuvuuspisteitä.

Esimerkki 5.3. Kurssin Analyysi A monisteessa tarkasteltiin Thomaen funktiota1

𝑓 (𝑥) =


0, kun 𝑥 ∈ R \ Q,

1, kun 𝑥 = 0,
1
𝑞
, kun 𝑥 ∈ Q ja 𝑥 =

𝑝

𝑞
(𝑝 ≠ 0, 𝑞 > 0) on supistetussa muodossa,

joka on jatkuva kaikilla 𝑥 ∈ R\Q ja epäjatkuva kaikilla 𝑥 ∈ Q. Osoitetaan Riemannin
ehtoa käyttäen, että 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [0, 1].

1Funktiota kutsutaan myös popcorn-, sadepisara- tai viivotinfunktioksi.
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Kuva 5.1. Thomaen funktion arvot 1
𝑞

(𝑞 = 1, 2, . . . , 20) välillä ]0, 1[.

Valitaan mielivaltainen 𝜀 > 0. Olkoon 𝑛 jokin sellainen kokonaisluku, että

𝑛 >
1
𝜀
.

Olkoon lisäksi 𝑔 sellainen porrasfunktio, että 𝑔(𝑥) = 0 kaikilla 𝑥 ∈ [0, 1], ja ℎ
esimerkin 4.7 (s. 85) porrasfunktio ℎ𝑛. Tällöin

1∫
0

𝑔 = 0 ja
1∫

0

ℎ =
1
𝑛
.

Täten on olemassa sellaiset porrasfunktiot 𝑔 ja ℎ, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ välillä [0, 1]
(harjoitustehtävä) ja

1∫
0

ℎ −
1∫

0

𝑔 =
1
𝑛
− 0 =

1
𝑛

< 𝜀.

Siis 𝑓 on välillä [0, 1] Riemann-integroituva Riemannin ehdon nojalla.

Huomautus. Esimerkki 5.3 osoittaa, että myös varsin epäjatkuvat funktiot
voivat olla Riemann-integroituvia.

Riemannin ehdon heikkous on, että se ei anna minkäänlaista tietoa integraalin
arvosta. Sillä voidaan osoittaa funktio Riemann-integroituvaksi, mutta sillä ei voida
määrittää funktion integraalin arvoa. Seuraava Riemannin ehdon seuraus (lause 5.7)
sekä antaa mahdollisuuden tutkia funktion Riemann-integroituvuutta että tavan
määrittää funktion integraalin arvo.
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Lause 5.7. Välillä [𝑎, 𝑏] rajoitettu funktio 𝑓 on Riemann-integroituva välil-
lä [𝑎, 𝑏] täsmälleen silloin, kun on olemassa sellaiset porrasfunktiot 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛
(𝑛 = 1, 2, . . .), että 𝑔𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ𝑛 välillä [𝑎, 𝑏] ja

lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛.

Lisäksi tällöin
𝑏∫

𝑎

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛.

Todistus. Väite seuraa suoraan Riemann-integraalin määritelmästä ja seuraukses-
ta 1.6 (s. 7), kun tutkitaan ala- ja yläintegraalin määrittelyssä esiintyneitä joukkoja

𝐿 =

{ 𝑏∫
𝑎

𝑔

���� 𝑔 on porrasfunktio ja 𝑔 ≤ 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏]
}

ja

𝑈 =

{ 𝑏∫
𝑎

ℎ

���� ℎ on porrasfunktio ja 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏]
}
.

�

Lauseen 5.7 avulla saadaan nyt helposti määritettyä esimerkissä 5.3 tarkastellun
Thomaen funktion Riemann-integraali yli välin [0, 1] (esimerkki 5.4).

Esimerkki 5.4. Lauseen 5.7 nojalla esimerkin 5.3 Thomaen funktion 𝑓 Riemann-
integraaliksi yli välin [0, 1] saadaan

1∫
0

𝑓 = lim
𝑛→∞

1∫
0

ℎ𝑛 = lim
𝑛→∞

1
𝑛

= 0.

Huomautus 5.8 kertoo, miten lauseessa 5.7 tarvittavat porrasfunktioiden jonot
käytännössä löydetään.

Huomautus 5.8. Lauseen 5.7 vaatimat porrasfunktiot 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛 muodostetaan
usein valitsemalla porrasfunktion 𝑔𝑛 arvoiksi välin [𝑎, 𝑏] jotakin jakoa vastaa-
villa (avoimilla) jakoväleillä 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑛 arvot 𝑚1, 𝑚2, . . . , 𝑚𝑛, missä

𝑚 𝑗 = inf{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐼 𝑗 }, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Vastaavasti porrasfunktion ℎ𝑛 arvoiksi (avoimilla) jakoväleillä 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑛
valitaan 𝑀1, 𝑀2, . . . , 𝑀𝑛, missä

𝑀 𝑗 = sup{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐼 𝑗 }, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
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Tarvittavat porrasfunktioiden jonot muodostuvat tällöin jakovälien määrän lisään-
tyessä. Porrasfunktioiden arvoiksi kunkin jaon jakopisteissä voidaan valita esimer-
kiksi funktion 𝑓 arvo kyseisissä pisteissä.

Käytännössä tarkastellaan usein tasavälistä jakoa. Jos porrasfunktioita 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛
vastaavassa tasavälisessä jaossa on 𝑛 osaväliä, kunkin jakovälin pituudeksi 𝑡 saadaan

𝑡 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
.

Tällöin 𝑔𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ𝑛 sekä

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑡 · 𝑚 𝑗 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑚 𝑗

ja
𝑏∫

𝑎

ℎ𝑛 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑡 · 𝑀 𝑗 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑗 .

Jos nyt

lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛 = 𝑆,

niin 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑆.

Menettelyllä saadaan yleensä helposti muodostettua tarvittavat porrasfunktiot ja
laskettua niiden integraalit

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑚 𝑗 ja
𝑏∫

𝑎

ℎ𝑛 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑗 .

Tehtävän (= integroituvuuden osoittaminen ja integraalin arvon määrittäminen)
ratkeaminen palautuu sitten siihen, pystytäänkö porrasfunktioiden integraalien raja-
arvot laskemaan. Koska integraalien arvot ovat summalausekkeita, tehtävä ei yleensä
onnistu ilman aputuloksia.

Huomautus 5.9 on myös oleellinen, sillä useimmat esimerkeissä ja harjoitusteh-
tävissä tarkasteltavat funktiot ovat jatkuvia.

Huomautus 5.9. Jos funktio on jatkuva välillä [𝑎, 𝑏], voidaan infimumin ja
supremumin sĳasta käyttää funktion pienintä ja suurinta arvoa kullakin (sulje-
tulla) jakovälillä, mikä tietysti helpottaa porrasfunktioiden muodostamista.
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Esimerkkinä lauseen 5.7 käytöstä tutkitaan (esimerkki 5.5) funktion 𝑓 (𝑥) = 𝑘𝑥
(𝑘 > 0) Riemann-integroituvuutta ja määritetään integraalin arvo. Esimerkissä on
menetelty huomautuksissa 5.8 ja 5.9 esitetyllä tavalla eli on valittu tasavälinen jako
(𝑛 jakoväliä) ja koska funktio on jatkuva, on voitu valita tarvittavien porrasfunktioiden
arvoksi kullakin jakovälillä funktion minimi- ja maksimiarvo (ks. kuva 5.2).

Muodostettujen porrasfunktioiden integraalit ja integraalien raja-arvot (kun
𝑛 → ∞) saadaan nyt laskettua hyödyntäen aritmeettisen summan erikoistapauk-
sen kaavaa. Koska integraaleilla on sama raja-arvo, funktio on Riemann-integroituva
ja integraalin arvo on tuo saatu raja-arvo.

Esimerkki 5.5. Osoitetaan, että funktio

𝑓 (𝑥) = 𝑘𝑥 (𝑘 > 0)

on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], ja määritetään

𝑏∫
𝑎

𝑘𝑥 𝑑𝑥.

Olkoon 𝑛 ∈ Z+ ja {𝑎, 𝑎 + 𝑡, 𝑎 + 2𝑡, . . . , 𝑎 + 𝑛𝑡} sellainen välin [𝑎, 𝑏] tasavälinen
jako, että

𝑡 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
.

Olkoon lisäksi

𝑔𝑛 (𝑥) = 𝑘 · (𝑎 + ( 𝑗 − 1)𝑡) ja ℎ𝑛 (𝑥) = 𝑘 · (𝑎 + 𝑗 𝑡),

kun 𝑥 ∈ [𝑎 + ( 𝑗 − 1)𝑡, 𝑎 + 𝑗 𝑡 [ ( 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛), ja

𝑔𝑛 (𝑏) = ℎ𝑛 (𝑏) = 𝑓 (𝑏) = 𝑘𝑏.

2 3 4 5 6 7

1

2

3

4
kx

gn(x)

hn(x)

a = 1 8 = b

Kuva 5.2. Funktion 𝑓 (𝑥) = 𝑘𝑥 ja esimerkissä 5.5 esiintyvien välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktioiden 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛
kuvaajat (𝑘 = 1

2 , 𝑎 = 1, 𝑏 = 8, 𝑛 = 7).
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Tällöin 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛 ovat porrasfunktioita ja 𝑔𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ𝑛 välillä [𝑎, 𝑏] (sillä 𝑓 on
kasvava). Edelleen

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑡 · 𝑘 · (𝑎 + ( 𝑗 − 1)𝑡)
= 𝑡𝑘𝑎

𝑛∑︁
𝑗=1

1 + 𝑡2𝑘
𝑛∑︁
𝑗=1

( 𝑗 − 1)

= 𝑡𝑘𝑎 · 𝑛 + 𝑡2𝑘 · 𝑛(𝑛 − 1)
2

=
𝑏 − 𝑎

𝑛
· 𝑘𝑎 · 𝑛 +

( 𝑏 − 𝑎

𝑛

)2
· 𝑘 · 𝑛(𝑛 − 1)

2

= (𝑏 − 𝑎) 𝑘𝑎 + (𝑏 − 𝑎)2

2
· 𝑘 · 𝑛 − 1

𝑛︸︷︷︸
→1

→ (𝑏 − 𝑎) 𝑘𝑎 + (𝑏 − 𝑎)2

2
𝑘, kun 𝑛 → ∞,

ja

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑡 · 𝑘 · (𝑎 + 𝑗 𝑡)

= 𝑡𝑘𝑎
𝑛∑︁
𝑗=1

1 + 𝑡2𝑘
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑗

= 𝑡𝑘𝑎 · 𝑛 + 𝑡2𝑘 · 𝑛(𝑛 + 1)
2

=
𝑏 − 𝑎

𝑛
· 𝑘𝑎 · 𝑛 +

( 𝑏 − 𝑎

𝑛

)2
· 𝑘 · 𝑛(𝑛 + 1)

2

= (𝑏 − 𝑎) 𝑘𝑎 + (𝑏 − 𝑎)2

2
· 𝑘 · 𝑛 + 1

𝑛︸︷︷︸
→1

→ (𝑏 − 𝑎) 𝑘𝑎 + (𝑏 − 𝑎)2

2
𝑘, kun 𝑛 → ∞.

Täten 𝑓 on lauseen 5.7 nojalla Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

𝑘𝑥 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎)𝑘𝑎 + (𝑏 − 𝑎)2

2
𝑘 = 𝑘 (𝑏 − 𝑎)

(
𝑎 + 𝑏 − 𝑎

2

)
= 𝑘 · 𝑏

2 − 𝑎2

2
.
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Esimerkki 5.6. Hyödyntämällä geometrisen summan kaavaa ja raja-arvoa (1.5)
(s. 9) voidaan vastaavalla tavalla kuin esimerkissä 5.5 osoittaa (harjoitustehtävä), että
funktio

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥

on Riemann-integroituva välillä [0, 𝑏] (𝑏 > 0) ja

𝑏∫
0

𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑏 − 1.

Seuraava esimerkkiä 5.5 koskeva huomio vähentää joskus tarvittavia laskutoimi-
tuksia.

Huomautus 5.10. Jos esimerkissä 5.5 riittää vain osoittaa Riemann-integroi-
tuvuus, selvitään vähemmillä laskutoimituksilla. Tällöin ei tarvitse laskea raja-
arvoja, vaan riittää osoittaa, että jokaista lukua 𝜀 > 0 kohti on olemassa sellainen
𝑛 ∈ Z+, että porrasfunktioiden ℎ𝑛 ja 𝑔𝑛 integraalien erotus on pienempi kuin 𝜀.

Esimerkki 5.7. Osoitetaan vain, että esimerkin 5.5 funktio

𝑓 (𝑥) = 𝑘𝑥 (𝑘 > 0)

on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. Integraalin arvoa ei tarvitse määrittää.
Valitaan mielivaltainen 𝜀 > 0. Riemannin ehdon nojalla 𝑓 on Riemann-integroi-

tuva välillä [𝑎, 𝑏], jos on olemassa sellainen 𝑛 ∈ Z+, että (esimerkin 5.5 määrittelyin
ja merkinnöin)

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛 −
𝑏∫

𝑎

𝑔𝑛 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑡 · 𝑘 · (𝑎 + 𝑗 𝑡) −
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑡 · 𝑘 · (𝑎 + ( 𝑗 − 1)𝑡)
= 𝑡 · 𝑘 · (𝑎 + 𝑛𝑡)︸       ︷︷       ︸

= 𝑓 (𝑏)

− 𝑡 · 𝑘 · 𝑎︸︷︷︸
= 𝑓 (𝑎)

= 𝑡 · (𝑘𝑏 − 𝑘𝑎)

=
𝑏 − 𝑎

𝑛
· 𝑘 · (𝑏 − 𝑎)

=
𝑘 (𝑏 − 𝑎)2

𝑛
< 𝜀.

Vaadittu luku 𝑛 ∈ Z+ löytyy nyt valitsemalla

𝑛 >
𝑘 (𝑏 − 𝑎)2

𝜀
,

joten 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏].
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Huomautus. Huomautus 5.10 koskee muitakin vastaavia tapauksia (vrt.
lause 5.12, s. 110).

Esimerkki 5.8. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissä 5.7 voidaan osoittaa (harjoitus-
tehtävä), että funktio

𝑓 (𝑥) = sin 𝑥

on Riemann-integroituva välillä
[
0, 𝜋2

]
.

Jos funktio 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], niin Riemannin ehdon
(lause 5.7) nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .), että
𝑔𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ𝑛 välillä [𝑎, 𝑏] ja

lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛 =

𝑏∫
𝑎

𝑓 .

Jos sitten funktion 𝑓 arvo muuttuu joissakin yksittäisissä välin [𝑎, 𝑏] pisteissä
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, niin porrasfunktioiden 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛 arvoja voidaan muuttaa vastaavasti
siten, että funktioiden 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛 arvot pysyvät muuten ennallaan, mutta pisteissä 𝑥1,
𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 porrasfunktioiden arvoksi asetaan funktion 𝑓 uusi arvo. Tällöin edelleen
𝑔𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ𝑛 välillä [𝑎, 𝑏].

Lisäksi porrasfunktioiden integraaleja laskettaessa pisteet 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 voidaan
ottaa (mahdollisesti uusiksi) jakopisteiksi, joten porrasfunktioiden 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛 arvot
kyseisissä pisteissä eivät vaikuta porrasfunktioiden 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛 integraalien arvoihin.
Täten porrasfunktioiden 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛 integraalien arvot (ja samalla niiden raja-arvo)
pysyvät ennallaan.

Edellä olevan perusteella voidaan esittää seuraava huomautus. Huomautuksen
todistuksen tekniset yksityiskohdat jätetään harjoitustehtäväksi.

Huomautus 5.11. Jos 𝑓 on välillä [𝑎, 𝑏] Riemann-integroituva funktio ja 𝑔 on
sellainen välillä [𝑎, 𝑏] määritelty funktio, että

𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥)

välillä [𝑎, 𝑏] lukuun ottamatta pisteitä 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ [𝑎, 𝑏], niin myös 𝑔 on
Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏∫
𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Huomautus. Huomautuksen 5.11 perusteella funktion arvot äärellisessä pis-
tejoukossa eivät ole merkityksellisiä funktion integroituvuuden tai integraalin
arvon kannalta.
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2 3 4 5 6

1

2

3

x
3

a = 1 7 = b

Kuva 5.3. Esimerkin 5.9 funktion 𝑔 kuvaaja välillä [1, 7].

Esimerkki 5.9. Esimerkissä 5.5 osoitettiin, että funktio 𝑓 (𝑥) = 𝑘𝑥 (𝑘 > 0) on
Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

𝑘𝑥 𝑑𝑥 = 𝑘 · 𝑏
2 − 𝑎2

2
.

Täten huomautuksen 5.11 perusteella funktio

𝑔(𝑥) =


3, kun 𝑥 ∈ Z,
𝑥

3
, kun 𝑥 ∈ R \ Z,

on Riemann-integroituva jokaisella suljetulla välillä [𝑎, 𝑏] ja esimerkiksi (ks. ku-
va 5.3)

7∫
1

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =
1
3
· 72 − 12

2
=

48
6

= 8.

Harjoitustehtäviä
5.2.1. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) =
{

5 − 𝑥, kun 𝑥 ∈ Q,
𝑥, kun 𝑥 ∈ R \ Q,

ei ole Riemann-integroituva välillä [0, 2].
5.2.2. Olkoon 𝐴 =

{ 1
𝑛

�� 𝑛 ∈ Z+
}
. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) =
{

1, kun 𝑥 ∈ 𝐴,

0, kun 𝑥 ∈ R \ 𝐴,

on Riemann-integroituva välillä [0, 1].
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5.2.3. Olkoon 𝐴 =
{ 3𝑛−1

𝑛

�� 𝑛 ∈ Z+
}
. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) =
{

1, kun 𝑥 ∈ 𝐴,

5, kun 𝑥 ∈ R \ 𝐴,

Riemann-integroituva välillä [0, 3].
5.2.4. Olkoon 𝑓 : R → R sellainen funktio, että 𝑓 (0) = 0 ja 𝑓 on jatkuva pisteessä
𝑥 = 0 sekä Riemann-integroituva jokaisella osavälillä [𝑎, 3] (0 < 𝑎 < 3). Todista,
että 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [0, 3].
5.2.5. Olkoon 𝑓 sellainen funktio, että

lim
𝑥→4−

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (4) = 6

ja 𝑓 on Riemann-integroituva jokaisella välillä [2, 𝑎] (2 < 𝑎 < 4). Tutki täsmällisesti
perustellen, onko 𝑓 Riemann-integroituva välillä [2, 4].
5.2.6. Osoita Riemannin ehtoa käyttäen,1 että funktio 𝑒𝑥 on Riemann-integroituva
välillä [0, 𝑏] (𝑏 > 0) ja

𝑏∫
0

𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑏 − 1.

Vihje: Ks. kurssimonisteen esimerkki 5.6.

5.2.7. Osoita Riemannin ehtoa käyttäen,1 että funktio 𝑓 (𝑥) = 1 − 𝑥 on Riemann-
integroituva välillä [0, 2] ja

2∫
0

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

5.2.8. Osoita Riemannin ehtoa käyttäen, että funktio sin 𝑥 on Riemann-integroituva
välillä [0, 1].
5.2.9. Olkoon 𝑓 (𝑥) = 2𝑥2. Anna esimerkki sellaisista välillä [2, 6] määritellyistä
porrasfunktioista 𝑔 ja ℎ, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ ja

6∫
2

ℎ −
6∫

2

𝑔 ≤ 10−2.

5.2.10. Olkoon 𝑓 (𝑥) = 𝑥2𝑥 . Anna esimerkki sellaisista välillä [0, 4] määritellyistä
porrasfunktioista 𝑔 ja ℎ, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ ja

4∫
0

ℎ −
4∫

0

𝑔 ≤ 1.

1Lausetta 5.7 voi käyttää.
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5.3 Integroituvia funktioita
Osoitetaan seuraavaksi, että sekä suljetulla välillä monotoniset että suljetulla välillä
jatkuvat funktiot ovat Riemann-integroituvia kyseisellä välillä. Aluksi tarkastellaan
monotonisia funktioita.

Lause 5.12. Välillä [𝑎, 𝑏] monotoninen funktio on Riemann-integroituva välil-
lä [𝑎, 𝑏].

Todistus. Todistetaan tapaus, jossa funktio 𝑓 on kasvava välillä [𝑎, 𝑏]. Tapaus, jossa
funktio on vähenevä, todistetaan vastaavasti (harjoitustehtävä).

Olkoon siis 𝑓 kasvava välillä [𝑎, 𝑏]. Jos 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏), niin 𝑓 on vakiofunktiona
porrasfunktio ja siten Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. Täten voidaan olettaa, että
𝑓 (𝑎) < 𝑓 (𝑏).

Valitaan mielivaltainen 𝜀 > 0. Olkoon nyt {𝑎, 𝑎 + 𝑡, 𝑎 + 2𝑡, . . . , 𝑎 + 𝑛𝑡} sellainen
välin [𝑎, 𝑏] tasavälinen jako, että jakovälin pituus

𝑡 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
<

𝜀

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) .

Olkoon lisäksi

𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑎 + ( 𝑗 − 1)𝑡) ja ℎ(𝑥) = 𝑓 (𝑎 + 𝑗 𝑡),

kun 𝑥 ∈ [𝑎 + ( 𝑗 − 1)𝑡, 𝑎 + 𝑗 𝑡 [ ( 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛), ja

𝑔(𝑏) = ℎ(𝑏) = 𝑓 (𝑏).

Tällöin 𝑔 ja ℎ ovat porrasfunktioita ja 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏] (sillä 𝑓 on kasvava).
Täten

𝑏∫
𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑡 · 𝑓 (𝑎 + 𝑗 𝑡) −
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑡 · 𝑓 (𝑎 + ( 𝑗 − 1)𝑡)

= 𝑡 · 𝑓 (𝑎 + 𝑛𝑡)︸     ︷︷     ︸
= 𝑓 (𝑏)

− 𝑡 · 𝑓 (𝑎)

= 𝑡 · ( 𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎))

<
𝜀

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) · ( 𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎))

= 𝜀.

Siis 𝑓 on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. �

Kuten havaitaan, lauseen 5.12 todistus on hyvin samankaltainen luvun 5.2 esi-
merkin 5.7 kanssa, mutta tietenkin todistus on nyt yleisessä muodossa.
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Esimerkki 5.10. Olkoon 𝑎 > 0. Aidosti vähenevänä funktiona funktio

𝑓 (𝑥) =
1
𝑥2

on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. Osoitetaan vielä, että

𝑏∫
𝑎

1
𝑥2 𝑑𝑥 =

1
𝑎
− 1

𝑏
.

Koska 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], niin lauseen lauseen 5.7 (s. 102)
nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .), että 𝑔𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ𝑛
välillä [𝑎, 𝑏] ja

(5.3)
𝑏∫

𝑎

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛.

Olkoon nyt 𝑛 ∈ Z+ ja {𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑏} jokin välin [𝑎, 𝑏] jako, joka
sisältää sekä porrasfunktion 𝑔𝑛 että porrasfunktion ℎ𝑛 porraspisteet. Koska nyt√
𝑥 𝑗−1𝑥 𝑗 on välin ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [ piste ( 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛) ja 𝑔𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ𝑛 välillä [𝑎, 𝑏], niin

𝑔𝑛 (𝑥) ≤ 𝑓 (√𝑥 𝑗−1𝑥 𝑗 ) ≤ ℎ𝑛 (𝑥) ∀𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [
eli

𝑔𝑛 (𝑥) ≤ 1
𝑥 𝑗−1𝑥 𝑗

≤ ℎ𝑛 (𝑥) ∀𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [,

kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Lisäksi
𝑛∑︁
𝑗=1

1
𝑥 𝑗−1𝑥 𝑗

(𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1) =

𝑛∑︁
𝑗=1

( 1
𝑥 𝑗−1

− 1
𝑥 𝑗

)
=

1
𝑥0

− 1
𝑥𝑛

=
1
𝑎
− 1

𝑏
,

joten
𝑏∫

𝑎

𝑔𝑛 ≤
𝑛∑︁
𝑗=1

1
𝑥 𝑗−1𝑥 𝑗

(𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1) =
1
𝑎
− 1

𝑏

ja
𝑏∫

𝑎

ℎ𝑛 ≥
𝑛∑︁
𝑗=1

1
𝑥 𝑗−1𝑥 𝑗

(𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1) =
1
𝑎
− 1

𝑏
.

Siis
𝑏∫

𝑎

𝑔𝑛 ≤ 1
𝑎
− 1

𝑏
≤

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛 ∀𝑛 ∈ Z+,

joten ehtojen (5.3) nojalla

𝑏∫
𝑎

1
𝑥2 𝑑𝑥 = lim

𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛 =
1
𝑎
− 1

𝑏
.
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Kuva 5.4. Esimerkin 5.11 funktion 𝑓 kuvaaja välillä [0, 3].

Esimerkki 5.11. Tutkitaan funktion (ks. kuva 5.4)

𝑓 (𝑥) =


1⌈ 1
𝑥

⌉ , kun 𝑥 ∈ ]0, 3],

0, kun 𝑥 = 0,

Riemann-integroituvuutta välillä [0, 3].
Koska 𝑥 on kasvava, niin 1

𝑥 on vähenevä välillä ]0, 3]. Täten myös funktio
⌈ 1
𝑥

⌉
on

vähenevä ja vastaavasti sitten funktio 𝑓 on kasvava välillä ]0, 3]. Lisäksi 𝑓 (0) = 0
ja 𝑓 (𝑥) > 0 kaikilla 𝑥 ∈ ]0, 3]. Täten 𝑓 on kasvava koko välillä [0, 3]. Kasvavana
funktiona 𝑓 Riemann-integroituva välillä [0, 3].

Huom. Funktio 𝑓 ei ole porrasfunktio välillä [0, 3], sillä porrasfunktiolla on
vain äärellinen määrä epäjatkuvuuskohtia.

Huomautus 5.13. Tutkimalla lauseen 5.12 todistuksen porrasfunktioita havai-
taan (totea), että jos {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} on jokin välin [𝑎, 𝑏] jako ja funktio 𝑓 on
kasvava välillä [𝑎, 𝑏], niin

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥 𝑗−1) (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1) ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥 𝑗 ) (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1).

Jos vastaavasti 𝑓 on vähenevä, niin

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥 𝑗 ) (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1) ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝑥 𝑗−1) (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1).

Seuraavaksi osoitetaan, että suljetulla välillä jatkuvat funktiot ovat Riemann-
integroituvia kyseisellä välillä. Todistuksessa hyödynnetään tietoa, että suljetulla
välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva funktio 𝑓 on tasaisesti jatkuva välillä [𝑎, 𝑏]. Tällöin jokaista
positiivilukua 𝜀 > 0 kohti on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että

(5.4) | 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) | < 𝜀 aina, kun 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] ja |𝑥 − 𝑦 | < 𝛿,

ks. määritelmä 1.3 (s. 11) ja lause 1.12 (s. 11).
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Lause 5.14. Välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva funktio on Riemann-integroituva välil-
lä [𝑎, 𝑏].

Todistus. Valitaan mielivaltainen 𝜀 > 0. Koska 𝑓 on jatkuva suljetulla välillä [𝑎, 𝑏],
niin ehdon (5.4) nojalla on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että

(5.5) | 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) | <
𝜀

𝑏 − 𝑎
aina, kun 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] ja |𝑥 − 𝑦 | < 𝛿.

Olkoon nyt {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} sellainen välin [𝑎, 𝑏] tasavälinen jako, että jakovälin
pituus

𝑡 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
< 𝛿.

Tällöin siis |𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1 | < 𝛿, kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Olkoon edelleen 𝑔(𝑥 𝑗 ) = ℎ(𝑥 𝑗 ) = 𝑓 (𝑥 𝑗 ), kun 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛, ja

𝑔(𝑥) = 𝑚 𝑗 = min{ 𝑓 (𝑧) | 𝑧 ∈ [𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 ] }, kun 𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [,
ja

ℎ(𝑥) = 𝑀 𝑗 = max{ 𝑓 (𝑧) | 𝑧 ∈ [𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 ] }, kun 𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [,
kun 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Tällöin 𝑔 ja ℎ ovat porrasfunktioita ja 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏].

Koska 𝑓 on suljetulla välillä jatkuva funktio, tarvittavat minimi- ja maksimiarvot
ovat olemassa kullakin osavälillä ja lisäksi 𝑓 saavuttaa kyseiset arvot jossakin osavälin
pisteessä. Täten kullakin osavälillä [𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 ] ( 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛) on olemassa sellaiset
pisteet 𝑥′𝑗 , 𝑥

′′
𝑗 ∈ [𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 ], että

𝑚 𝑗 = 𝑓 (𝑥′𝑗 ) ja 𝑀 𝑗 = 𝑓 (𝑥′′𝑗 ).
Koska

��𝑥′𝑗 − 𝑥′′𝑗
�� < 𝛿 ja 𝑀 𝑗 ≥ 𝑚 𝑗 , niin ehdon (5.5) nojalla

𝑀 𝑗 − 𝑚 𝑗 <
𝜀

𝑏 − 𝑎
∀ 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Täten
𝑏∫

𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑗 (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1) −
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑚 𝑗 (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1)

=

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑀 𝑗 − 𝑚 𝑗 ) (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1)︸       ︷︷       ︸
> 0

<
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀

𝑏 − 𝑎
(𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1)

=
𝜀

𝑏 − 𝑎

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1)

=
𝜀

𝑏 − 𝑎
· (𝑏 − 𝑎)

= 𝜀.

Siis 𝑓 on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. �
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Esimerkki 5.12. Polynomifunktiot ovat jatkuvina funktioina Riemann-integroituvia
millä tahansa suljetulla välillä [𝑎, 𝑏].

Harjoitustehtäviä
5.3.1. Todista, että jos funktio 𝑓 on vähenevä välillä [𝑎, 𝑏], niin 𝑓 on Riemann-
integroituva välillä [𝑎, 𝑏].
5.3.2. Tutki, onko funktio

𝑓 (𝑥) =


1
1 + btan 𝑥c , kun 𝑥 ∈ [

0, 𝜋2
[
,

0, kun 𝑥 = 𝜋
2 ,

Riemann-integroituva välillä
[
0, 𝜋2

]
.

5.3.3. Tutki, onko funktio

𝑓 (𝑥) =


1⌈ 1
1−𝑥

⌉ , kun 𝑥 ∈ [−2, 2], 𝑥 ≠ 1,

0, kun 𝑥 = 1,

Riemann-integroituva (a) välillä [0, 1], (b) välillä [−2, 2].
5.3.4. Tutki, onko funktio

𝑓 (𝑥) =


1
d(sin 𝑥)cos 𝑥e , kun 𝑥 ∈ [1, 𝜋[,

0, kun 𝑥 = 𝜋,

Riemann-integroituva välillä [1, 𝜋].
5.3.5. Olkoon 𝑓 sellainen välillä [𝑎, 𝑏] rajoitettu funktio, että

sup{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ [𝑐, 𝑑] } − inf{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ [𝑐, 𝑑] } ≤ 𝑑 − 𝑐

aina, kun [𝑐, 𝑑] ⊆ [𝑎, 𝑏]. Todista, että 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏].
5.3.6. Olkoon 𝑓 sellainen funktio, että 𝑓 saavuttaa jokaisella välin [𝑎, 𝑏] suljetulla
osavälillä suurimman ja pienimmän arvonsa ja että

| 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) | ≤ 5 |𝑥 − 𝑦 |
aina, kun 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]. Todista Riemannin ehtoa käyttäen, että 𝑓 on Riemann-
integroituva välillä [𝑎, 𝑏].
5.3.7. Osoita, että funktio

𝑓 (𝑥) =

𝑥 sin

1
𝑥
, kun 𝑥 ≠ 0,

1, kun 𝑥 = 0,

on Riemann-integroituva millä tahansa suljetulla välillä [𝑎, 𝑏].
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5.3.8. Osoita todeksi tai (vastaesimerkillä) epätodeksi, että jos funktio 𝑓 on jatkuva
pisteessä 𝑥 = 0, niin on olemassa sellainen 𝑎 > 0, että 𝑓 on Riemann-integroituva
välillä [0, 𝑎].
5.3.9. Osoita täsmällisesti perustellen, että funktio

𝑓 (𝑥) =


3 sin
1
𝑥
, kun 𝑥 ≠ 0,

3, kun 𝑥 = 0,

on Riemann-integroituva välillä [0, 𝜋].
5.3.10. Tutki täsmällisesti perustellen, onko funktio

𝑓 (𝑥) =
{

2 cos 𝜋
𝜋−𝑥 , kun 𝑥 ≠ 𝜋,

0, kun 𝑥 = 𝜋,

Riemann-integroituva välillä [0, 2𝜋].
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5.4 Perusominaisuuksia
Esitetään aluksi kaksi määritelmää tai sopimusta, joilla helpotetaan käytännön las-
kutoimituksia.

Määritelmä 5.3. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] Riemann-integroituva funktio. Tällöin

𝑎∫
𝑏

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = −
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥.

Määritelmä 5.4. Olkoon 𝑓 pisteessä 𝑎 ∈ R määritelty funktio. Tällöin

𝑎∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

5.4.1 Lineaarisuus
Todistetaan sitten Riemann-integraalin lineaarisuus hyödyntämällä Riemannin ehdon
raja-arvomuotoa ja porrasintegraalin lineaarisuutta.

Lause 5.15 (Lineaarisuus). Olkoot 𝑓 ja 𝑔 Riemann-integroituvia välillä [𝑎, 𝑏]
ja 𝜆 ∈ R. Tällöin myös 𝜆 𝑓 ja 𝑓 + 𝑔 ovat Riemann-integroituvia välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

(𝜆 𝑓 ) = 𝜆

𝑏∫
𝑎

𝑓 ja
𝑏∫

𝑎

( 𝑓 + 𝑔) =

𝑏∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑎

𝑔.

Todistus. Todistetaan vakiolla kertominen, ja jätetään summafunktion 𝑓 +𝑔 integroi-
tuvuuden ja integraalin todistus harjoitustehtäväksi.

Olkoon siis 𝑓 Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja 𝜆 ∈ R. Tällöin lauseen 5.7
(s. 102) nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot 𝑔𝑛 ja ℎ𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .), että
𝑔𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ𝑛 välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛.

Koska myös 𝜆𝑔𝑛 ja 𝜆ℎ𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .) ovat porrasfunktioita välillä [𝑎, 𝑏], niin porras-
integraalin lineaarisuuden (lause 4.8, s. 88) sekä lukujonon raja-arvon laskusääntöjen
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nojalla

lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝜆𝑔𝑛 = lim
𝑛→∞𝜆

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 = 𝜆 lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛

= 𝜆

𝑏∫
𝑎

𝑓

= 𝜆 lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛 = lim
𝑛→∞𝜆

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝜆ℎ𝑛.

Jos lisäksi 𝜆 ≥ 0, niin 𝜆𝑔𝑛 ≤ 𝜆 𝑓 ≤ 𝜆ℎ𝑛 välillä [𝑎, 𝑏], ja jos 𝜆 < 0, niin vastaavasti
𝜆ℎ𝑛 ≤ 𝜆 𝑓 ≤ 𝜆𝑔𝑛 välillä [𝑎, 𝑏]. Täten lauseen 5.7 (s. 102) nojalla 𝜆 𝑓 on Riemann-
integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

(𝜆 𝑓 ) = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝜆𝑔𝑛 = 𝜆

𝑏∫
𝑎

𝑓 .

�

Kannattaa huomioida todistuksessa käytetty yleinen idea. Riemann-integraalin
ominaisuus todistetaan siirtymällä Riemannin ehdon tai sen seurauksen (lause 5.7)
avulla porrasfunktioihin ja käyttämällä sitten porrasfunktioiden integraalien vastaa-
vaa ominaisuutta, joka on jo aiemmin todistettu.

Lauseen 5.15 tulokset voidaan tietysti yhdistää, jolloin saadaan seuraus 5.16, ja
vielä yleistää, jolloin saadaan huomautus 5.17.

Seuraus 5.16. Jos 𝑓 ja 𝑔 ovat Riemann-integroituvia välillä [𝑎, 𝑏] ja𝜆1,𝜆2 ∈ R,
myös 𝜆1 𝑓 + 𝜆2𝑔 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

(𝜆1 𝑓 + 𝜆2𝑔) = 𝜆1

𝑏∫
𝑎

𝑓 + 𝜆2

𝑏∫
𝑎

𝑔.

Huomautus 5.17. Seuraus 5.16 voidaan induktiolla yleistää muotoon

𝑏∫
𝑎

( 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 𝑓𝑖

)
=

𝑛∑︁
𝑖=1

(
𝜆𝑖

𝑏∫
𝑎

𝑓𝑖

)
,

missä 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 ∈ R ja 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 ovat Riemann-integroituvia välil-
lä [𝑎, 𝑏].
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Esimerkissä 5.13 tarkastellaan funktiota, joka ei ole Riemann-integroituva. On
syytä huomata, että nytkin kyseinen funktio on Dirichlet’n funktion tapainen funktio,
jolla on ylinumeroituva määrä epäjatkuvuuskohtia.

Esimerkki 5.13. Osoitetaan, että funktio

𝑔(𝑥) =

{
0, kun 𝑥 ∈ Q,

1, kun 𝑥 ∈ R \ Q,

ei ole Riemann-integroituva millään reaalilukuvälillä [𝑎, 𝑏].
Esimerkissä 5.2 (s. 99) todettiin, että Dirichlet’n funktio

𝑓 (𝑥) =

{
1, kun 𝑥 ∈ Q,

0, kun 𝑥 ∈ R \ Q,

ei ole Riemann-integroituva millään reaalilukuvälillä [𝑎, 𝑏]. Toisaalta vakiofunktio
on Riemann-integroituva jokaisella reaalilukuvälillä [𝑎, 𝑏] (huomautus 5.4, s. 98).
Täten 𝑔 ei voi olla Riemann-integroituva millään reaalilukuvälillä [𝑎, 𝑏], sillä jos 𝑔
olisi Riemann-integroituva, myös funktio 𝑓 = 1 − 𝑔 olisi lauseen 5.15 nojalla
Riemann-integroituva.

Huomautus. Funktio 𝑓 +𝑔 voi olla Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], vaikka
funktiot 𝑓 ja 𝑔 eivät ole Riemann-integroituvia välillä [𝑎, 𝑏] (ks. esimerkki 5.14).

Esimerkki 5.14. Esimerkin 5.13 funktioiden 𝑓 ja 𝑔 summa

𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥) = 1

kaikilla 𝑥 ∈ R. Täten 𝑓 + 𝑔 on vakiofunktiona Riemann-integroituva jokaisella
reaalilukuvälillä [𝑎, 𝑏] (huomautus 5.4, s. 98), vaikka 𝑓 ja 𝑔 eivät ole.

5.4.2 Itseisarvo- ja tulofunktio
Tutkitaan seuraavaksi itseisarvofunktion ja kahden funktion tulofunktion Riemann-
integroituvuutta. Aluksi tarkastellaan itseisarvotunktiota.

Lause 5.18. Jos funktio 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], myös funk-
tio | 𝑓 | on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏].

Todistus. Oletetaan, että 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. Valitaan mielival-
tainen 𝜀 > 0. Koska 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], niin Riemannin ehdon
nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot 𝑔 ja ℎ, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏] ja

(5.6)
𝑏∫

𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔 < 𝜀.
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Muodostetaan nyt uudet välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktiot 𝑔′ ja ℎ′ siten, että

𝑔′(𝑥) =


𝑔(𝑥), jos 𝑔(𝑥) ≥ 0 ja ℎ(𝑥) ≥ 0,
−ℎ(𝑥), jos 𝑔(𝑥) < 0 ja ℎ(𝑥) < 0,
0, jos 𝑔(𝑥) < 0 ja ℎ(𝑥) ≥ 0,

ja

ℎ′(𝑥) =


ℎ(𝑥), jos 𝑔(𝑥) ≥ 0 ja ℎ(𝑥) ≥ 0,
−𝑔(𝑥), jos 𝑔(𝑥) < 0 ja ℎ(𝑥) < 0,
max{ℎ(𝑥),−𝑔(𝑥)}, jos 𝑔(𝑥) < 0 ja ℎ(𝑥) ≥ 0.

Tällöin itseisarvon perusominaisuuksien nojalla 𝑔′ ≤ | 𝑓 | ≤ ℎ′ välillä [𝑎, 𝑏].
Lisäksi porrasfunktioiden 𝑔 ja ℎ porraspisteet sisältävän jaon osaväleillä

ℎ′ − 𝑔′ = ℎ − 𝑔,

jos kyseisellä välillä 𝑔 (ja siis myös ℎ) on ei-negatiivinen, ja

ℎ′ − 𝑔′ = (−𝑔) − (−ℎ) = ℎ − 𝑔,

jos kyseisellä välillä ℎ (ja siis myös 𝑔) on negatiivinen. Jos taas 𝑔 < 0 ja ℎ ≥ 0, niin

ℎ < ℎ + (−𝑔) = ℎ − 𝑔 ja − 𝑔 ≤ ℎ + (−𝑔) = ℎ − 𝑔,

joten
ℎ′ − 𝑔′ = max{ℎ,−𝑔} − 0 = max{ℎ,−𝑔} ≤ ℎ − 𝑔.

Siis kaikissa tapauksissa

(5.7) ℎ′ − 𝑔′ ≤ ℎ − 𝑔

välillä [𝑎, 𝑏].
Täten porrasintegraalin perusominaisuuksien nojalla

𝑏∫
𝑎

ℎ′ −
𝑏∫

𝑎

𝑔′ =

𝑏∫
𝑎

(ℎ′ − 𝑔′)

(5.7)≤
𝑏∫

𝑎

(ℎ − 𝑔)

=

𝑏∫
𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔

(5.6)
< 𝜀,

joten | 𝑓 | on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. �
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Tutkitaan sitten kahden funktion tulofunktion Riemann-integroituvuutta. Aluksi
todistetaan varsinaisessa todistuksessa hyödyllinen erikoistapaus.

Lause 5.19. Jos funktio 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], myös funk-
tio 𝑓 2 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏].

Todistus. Oletetaan, että 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. Koska 𝑓 2 = | 𝑓 |2,
riittää osoittaa, että | 𝑓 |2 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. Täten voidaan
todistuksen yleisyyttä rajoittamatta olettaa, että 𝑓 ≥ 0 välillä [𝑎, 𝑏].

Valitaan mielivaltainen 𝜀 > 0. Riemann-integroituvana funktiona 𝑓 on rajoitettu
välillä [𝑎, 𝑏], joten on olemassa sellainen 𝑀 > 0, että 𝑓 ≤ 𝑀 välillä [𝑎, 𝑏]. Lisäksi
Riemannin ehdon nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot 𝑔 ja ℎ, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ
välillä [𝑎, 𝑏] ja

(5.8)
𝑏∫

𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔 <
𝜀

2𝑀
.

Koska 0 ≤ 𝑓 ≤ 𝑀 , niin todistuksen yleisyyttä rajoittamatta voidaan olettaa (lause 4.4,
s. 82), että

0 ≤ 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ ≤ 𝑀

välillä [𝑎, 𝑏]. Tällöin 𝑔2 ja ℎ2 ovat porrasfunktiota (huomautus 4.2, s. 81) ja

𝑔2 ≤ 𝑓 2 ≤ ℎ2

välillä [𝑎, 𝑏]. Lisäksi huomautuksen 4.2 (s. 81) ja muiden porrasfunktioiden perus-
ominaisuuksien sekä lauseiden 4.7 (s. 88) ja 4.8 (s. 88) nojalla

𝑏∫
𝑎

ℎ2 −
𝑏∫

𝑎

𝑔2 =

𝑏∫
𝑎

(ℎ2 − 𝑔2)

=

𝑏∫
𝑎

(ℎ + 𝑔) (ℎ − 𝑔)

≤
𝑏∫

𝑎

2𝑀 · (ℎ − 𝑔)

= 2𝑀
𝑏∫

𝑎

(ℎ − 𝑔)

(5.8)
< 2𝑀 · 𝜀

2𝑀
= 𝜀,

joten 𝑓 2 on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. �
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Varsinainen tavoite saadaan nyt todistettua helposti aiempien tulosten avulla.

Lause 5.20. Jos funktiot 𝑓 ja 𝑔 ovat Riemann-integroituvia välillä [𝑎, 𝑏], myös
tulofunktio 𝑓 𝑔 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏].

Todistus. Jos 𝑓 ja 𝑔 ovat Riemann-integroituvia välillä [𝑎, 𝑏], niin lauseiden 5.15
ja 5.19 nojalla myös funktio

𝑓 𝑔 =
1
4
(( 𝑓 + 𝑔)2 − ( 𝑓 − 𝑔)2)

on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. �

Luvun 5.4.2 lopuksi todetaan vielä (huomautus 5.21) Riemann-integraalin ikävä
ominaisuus, että vaikka kahden Riemann-integroituvan funktion tulofunktio on
Riemann-integroituva, tulofunktion integraali ei juuri koskaan ole alkuperäisten
funktioiden integraalien tulo.

Huomautus 5.21. Yleensä

𝑏∫
𝑎

( 𝑓 𝑔) ≠

𝑏∫
𝑎

𝑓 ·
𝑏∫

𝑎

𝑔.

5.4.3 Additiivisuus
Riemann-integraalin additiivisuus on helppo todistaa hyödyntämällä Riemannin
ehtoa ja porrasintegraalin additiivisuutta.

Lause 5.22 (Additiivisuus). Olkoon 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R rajoitettu ja 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[.
Tällöin 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], jos ja vain jos 𝑓 on Riemann-
integroituva väleillä [𝑎, 𝑐] ja [𝑐, 𝑏]. Tällöin

𝑏∫
𝑎

𝑓 =

𝑐∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑐

𝑓 .

Todistus. 1o: Todistetaan ensin suunta ’⇐’. Jos 𝑓 on Riemann-integroituva väleillä
[𝑎, 𝑐] ja [𝑐, 𝑏], niin lauseen 5.7 (s. 102) nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot
𝑔′𝑛 ja ℎ′𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .), että 𝑔′𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ′𝑛 välillä [𝑎, 𝑐] ja

𝑐∫
𝑎

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑐∫
𝑎

𝑔′𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑐∫
𝑎

ℎ′𝑛,
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sekä sellaiset porrasfunktiot 𝑔′′𝑛 ja ℎ′′𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .), että 𝑔′′𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ′′𝑛 välillä [𝑐, 𝑏]
ja

𝑏∫
𝑐

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑐

𝑔′′𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑐

ℎ′′𝑛 .

Tällöin funktiot

𝑔𝑛 (𝑥) =
{
𝑔′𝑛 (𝑥), jos 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑐[,
𝑔′′𝑛 (𝑥), jos 𝑥 ∈ [𝑐, 𝑏],

ja

ℎ𝑛 (𝑥) =
{
ℎ′𝑛 (𝑥), jos 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑐[,
ℎ′′𝑛 (𝑥), jos 𝑥 ∈ [𝑐, 𝑏],

ovat porrasfunktioita ja 𝑔𝑛 ≤ 𝑓 ≤ ℎ𝑛 välillä [𝑎, 𝑏] (𝑛 = 1, 2, . . .). Lisäksi porrasin-
tegraalin additiivisuuden (lause 4.9, s. 89) sekä lukujonon raja-arvon laskusääntöjen
nojalla

lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 = lim
𝑛→∞

( 𝑐∫
𝑎

𝑔𝑛 +
𝑏∫

𝑐

𝑔𝑛

)
= lim

𝑛→∞

( 𝑐∫
𝑎

𝑔′𝑛 +
𝑏∫

𝑐

𝑔′′𝑛

)
= lim

𝑛→∞

𝑐∫
𝑎

𝑔′𝑛 + lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑐

𝑔′′𝑛

=

𝑐∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑐

𝑓

= lim
𝑛→∞

𝑐∫
𝑎

ℎ′𝑛 + lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑐

ℎ′′𝑛

= lim
𝑛→∞

( 𝑐∫
𝑎

ℎ′𝑛 +
𝑏∫

𝑐

ℎ′′𝑛

)
= lim

𝑛→∞

( 𝑐∫
𝑎

ℎ𝑛 +
𝑏∫

𝑐

ℎ𝑛

)
= lim

𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

ℎ𝑛.

Täten lauseen 5.7 (s. 102) nojalla 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja
𝑏∫

𝑎

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑏∫
𝑎

𝑔𝑛 =

𝑐∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑐

𝑓 .
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2o: Tarkastellaan sitten suuntaa ’⇒’. Olkoon 𝑓 Riemann-integroituva välil-
lä [𝑎, 𝑏]. Suunta voidaan todistaa kohdan 1o tapaan, mutta toisaalta kohdan 1o

nojalla on selvää, että jos 𝑓 on Riemann-integroituva myös väleillä [𝑎, 𝑐] ja [𝑐, 𝑏],
niin

𝑏∫
𝑎

𝑓 =

𝑐∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑐

𝑓 .

Täten nyt riittää osoittaa, että 𝑓 on Riemann-integroituva myös väleillä [𝑎, 𝑐] ja [𝑐, 𝑏].
Todistetaan väite siksi suoraan Riemannin ehdon avulla.

Valitaan mielivaltainen 𝜀 > 0. Riemannin ehdon nojalla on nyt olemassa sellaiset
porrasfunktiot 𝑔 ja ℎ, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏] ja

(5.9)
𝑏∫

𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔 < 𝜀.

Tällöin 𝑔 ja ℎ ovat porrasfunktioita1 myös väleillä [𝑎, 𝑐] ja [𝑐, 𝑏] ja 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ
väleillä [𝑎, 𝑐] ja [𝑐, 𝑏]. Lisäksi lauseen 4.7 (s. 88) perusteella

(5.10)
𝑐∫

𝑎

ℎ −
𝑐∫

𝑎

𝑔 ≥ 0 ja
𝑏∫

𝑐

ℎ −
𝑏∫

𝑐

𝑔 ≥ 0,

joten porrasintegraalin additiivisuuden (lause 4.9, s. 89) nojalla

𝑐∫
𝑎

ℎ −
𝑐∫

𝑎

𝑔
(5.10)≤

( 𝑐∫
𝑎

ℎ −
𝑐∫

𝑎

𝑔

)
+

( 𝑏∫
𝑐

ℎ −
𝑏∫

𝑐

𝑔

)
=

( 𝑐∫
𝑎

ℎ +
𝑏∫

𝑐

ℎ

)
−

( 𝑐∫
𝑎

𝑔 +
𝑏∫

𝑐

𝑔

)
=

𝑏∫
𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔

(5.9)
< 𝜀

ja

𝑏∫
𝑐

ℎ −
𝑏∫

𝑐

𝑔
(5.10)≤

( 𝑏∫
𝑐

ℎ −
𝑏∫

𝑐

𝑔

)
+

( 𝑐∫
𝑎

ℎ −
𝑐∫

𝑎

𝑔

)
=

( 𝑐∫
𝑎

ℎ +
𝑏∫

𝑐

ℎ

)
−

( 𝑐∫
𝑎

𝑔 +
𝑏∫

𝑐

𝑔

)
1Täsmällisesti ottaen porrasfunktioita ovat funktioiden 𝑔 ja ℎ rajoittumat kyseisille väleille.
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=

𝑏∫
𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔

(5.9)
< 𝜀.

Siis 𝑓 on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva väleillä [𝑎, 𝑐] ja [𝑐, 𝑏].�
Additiivisuuden käytöstä on tässä vaiheessa hankala antaa esimerkkejä, kun

emme tunne kuin muutaman funktion integraalin. Esimerkin 5.15 integraali pystytään
kuitenkin määrittämään Riemann-integraalin additiivisuutta ja monisteen aiempien
lukujen esimerkkejä hyödyntäen.

Esimerkki 5.15. Määritetään
2∫

0

|1 − 𝑥 | 𝑑𝑥.

Integoitava funktio on selvästi jatkuva ja siten myös Riemann-integroituva välil-
lä [0, 2]. Hyödyntämällä Riemann-integraalin additiivisuutta ja lineaarisuutta sekä
vakiofunktion integraalia ja esimerkkiä 5.5 (s. 104) saadaan

2∫
0

|1 − 𝑥 | 𝑑𝑥 =

1∫
0

|1 − 𝑥 | 𝑑𝑥 +
2∫

1

|1 − 𝑥 | 𝑑𝑥

=

1∫
0

(1 − 𝑥) 𝑑𝑥 +
2∫

1

(𝑥 − 1) 𝑑𝑥

=

1∫
0

1 𝑑𝑥 −
1∫

0

𝑥 𝑑𝑥 +
2∫

1

𝑥 𝑑𝑥 −
2∫

1

1 𝑑𝑥

= 1 · (1 − 0) − 12 − 02

2
+ 22 − 12

2
− 1 · (2 − 1)

= 1 − 1
2
+ 3

2
− 1

= 1.

1 2

1

|1− x|

Kuva 5.5. Funktion 𝑓 (𝑥) = |1 − 𝑥 | kuvaaja välillä
[− 1

2 ,
5
2
]

sekä funktion 𝑓 kuvaajan ja 𝑥-akselin
välinen alue välillä [0, 2].
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Lauseessa 5.22 piste 𝑐 oli välin [𝑎, 𝑏] sisäpiste, joten 𝑎 < 𝑐 < 𝑏. Lauseen kaava
kuitenkin pätee muillakin lukujen 𝑎, 𝑏 ja 𝑐 järjestyksillä (huomautus 5.23).

Huomautus 5.23. Lauseen 5.22 kaava pätee kaikilla 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R (olivatpa luvut
missä tahansa järjestyksessä), jos 𝑓 on Riemann-integroituva kyseisillä väleillä
(harjoitustehtävä).

Lopuksi tarkastellaan vielä jatkuvien funktioiden Riemann-integroituvuutta ta-
pauksessa, jossa funktiolla on vain äärellinen määrä epäjatkuvuuskohtia. Aluksi
määritellään hyödyllinen apukäsite.

Määritelmä 5.5. Funktio 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R on paloittain jatkuva välillä [𝑎, 𝑏],
jos funktiolla 𝑓 on välillä [𝑎, 𝑏] korkeintaan äärellinen määrä epäjatkuvuus-
kohtia ja kussakin epäjatkuvuuskohdassa funktiolla on vasemmanpuoleinen ja
oikeanpuoleinen raja-arvo.1

Koska funktion arvoilla yksittäisissä pisteissä (esimerkiksi epäjatkuvuuspisteissä)
ei ole merkitystä integraalin arvon tai integroituvuuden kannalta (huomautus 5.11,
s. 107), saadaan Riemann-integraalin additiivisuuden seurauksena suoraan seuraava
tulos.

Lause 5.24. Välillä [𝑎, 𝑏] paloittain jatkuva funktio on Riemann-integroituva
välillä [𝑎, 𝑏].

Todistus. Harjoitustehtävä.

Harjoitustehtäviä
5.4.1. Osoita, että jos funktiot 𝑓 ja 𝑔 ovat Riemann-integroituvia välillä [𝑎, 𝑏], niin
myös funktio 𝑓 + 𝑔 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

( 𝑓 + 𝑔) =

𝑏∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑎

𝑔.

5.4.2. Määritä

(a)
1∫

0

(
𝑒𝑥 + 4𝑥 + 3

)
𝑑𝑥, (b)

5∫
1

𝑥3 + 1
𝑥2 𝑑𝑥.

1Jos epäjatkuvuuskohta on välin [𝑎, 𝑏] päätepisteessä, riittää tietysti joko vasemmanpuoleinen
(piste 𝑏) tai oikeanpuoleinen (piste 𝑎) raja-arvo.
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5.4.3. Osoita, että jos 𝑓 ja 𝑔 ovat välillä [𝑎, 𝑏] Riemann-integroituvia funktioita,
niin myös funktio (a) ℎ(𝑥) = max{ 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)}, (b) ℎ(𝑥) = min{ 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)} on
Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏].
Vihje: Esitä funktio ℎ käyttäen funktioita 𝑓 ja 𝑔 sekä itseisarvofunktiota.

5.4.4. Onko mahdollista, että (a) funktio | 𝑓 | on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏],
vaikka 𝑓 ei ole Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] , (b) funktio 𝑓 𝑔 on Riemann-
integroituva välillä [𝑎, 𝑏], vaikka funktiot 𝑓 ja 𝑔 eivät ole Riemann-integroituvia
välillä [𝑎, 𝑏]?
5.4.5. Olkoon 𝑐 < 𝑏 < 𝑎. Osoita, että

𝑏∫
𝑎

𝑓 =

𝑐∫
𝑎

𝑓 +
𝑏∫

𝑐

𝑓 .

Voit olettaa tunnetuksi, että 𝑓 on Riemann-integroituva kaikilla tarkasteltavilla
väleillä.

5.4.6. Tiedetään, että
2∫

0

𝑓 = 5,
4∫

0

𝑓 = 2 ja
5∫

2

𝑓 = 1.

Määritä

(a)
5∫

0

𝑓 , (b)
4∫

2

𝑓 , (c)
4∫

5

𝑓 .

5.4.7. Tiedetään, että
1∫

0

𝑓 = 3,
2∫

0

𝑓 = 1 ja
6∫

2

𝑓 = 5.

Määritä

(a)
6∫

0

𝑓 , (b)
2∫

1

𝑓 , (c)
6∫

1

𝑓 , ja (d)
0∫

2

𝑓 .

5.4.8. Olkoon 𝑎, 𝑏 > 0. Osoita, että
𝑏∫

𝑎

𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑏 − 𝑒𝑎 .

5.4.9. Määritä

(a)
ln 4∫

0

|𝑒𝑥 − 2| 𝑑𝑥, (b)
1∫

−2

max{𝑒𝑥 , |𝑥 | + 1} 𝑑𝑥.

Vihje: Voit olettaa tehtävän 5.4.8 tuloksen tunnetuksi.
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5.4.10. Perustele, miksi funktio 𝑓 (𝑥) = 𝑥b𝑥c on Riemann-integroituva välillä [0, 3],
ja määritä (perustellen)

3∫
0

𝑥b𝑥c 𝑑𝑥.
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5.5 Integraalien arviointia
Integraaleja ei useinkaan pystytä laskemaan tarkasti. Siksi on tärkeää pystyä arvioi-
maan integraaleja esimerkiksi sopivien epäyhtälöiden avulla.

Peruslähtökohdan tarjoaa lause 5.25, jonka tulos on sinänsä ilmeinen. Luvun 4.1
ala- ja yläsummien termein ilmaistuna lause 5.25 nimittäin tarkoittaa, että jos 𝑃 on
integrointivälin jako, jossa on vain yksi jakoväli, niin Riemann-integraali on jakoa 𝑃
vastaavien ala- ja yläsummien välissä. Tämä taas todettiin ilmeiseksi jo luvussa 4.1.
Nyt asia todistetaan täsmällisesti.

Lause 5.25. Olkoon funktio 𝑓 Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] sekä

𝑚 = inf
𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]

𝑓 (𝑥) ja 𝑀 = sup
𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]

𝑓 (𝑥).

Tällöin

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝑀 (𝑏 − 𝑎).

Todistus. Koska 𝑔(𝑥) = 𝑚 ja ℎ(𝑥) = 𝑀 ovat porrasfunktioita ja 𝑚 ≤ 𝑓 ≤ 𝑀
välillä [𝑎, 𝑏], niin huomautuksen 5.5 (s. 99) nojalla

𝑚(𝑏 − 𝑎) =

𝑏∫
𝑎

𝑚 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑀 𝑑𝑥 = 𝑀 (𝑏 − 𝑎).
�

Koska Riemann-integraalin määrittely ja integraalia koskevat tulokset halutaan
pitää mahdollisimman yleisinä, lause 5.25 esitetään käyttäen supremumia ja infi-
mumia. Käytännössä tarkasteltavat funktiot ovat kuitenkin useimmiten jatkuvia ja
jatkuvat funktiot saavuttavat Weierstrassin min-max-lauseen nojalla integrointivä-
lillä suurimman ja pienimmän arvonsa, jotka sitten ovat lauseessa 5.25 esiintyvät
supremum ja infimum. Näin saadaan lauseelle 5.25 usein käyttökelpoisempi muoto
(seuraus 5.26).

Seuraus 5.26. Jos funktio 𝑓 on jatkuva välillä [𝑎, 𝑏] sekä

𝑚 = min
𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]

𝑓 (𝑥) ja 𝑀 = max
𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]

𝑓 (𝑥),

niin

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝑀 (𝑏 − 𝑎).
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Jos funktio 𝑓 on ei-negatiivinen, funktion 𝑓 infimum 𝑚 on suurempi tai yhtä
suuri kuin 0. Koska toisaalta myös integrointivälin pituus 𝑏 − 𝑎 on aina suurempi
kuin 0, saadaan seuraus 5.27.

Seuraus 5.27. Olkoon funktio 𝑓 Riemann-integroituva ja ei-negatiivinen välil-
lä [𝑎, 𝑏]. Tällöin

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≥ 0.

Jos 𝑓 ≤ 𝑔, niin 𝑔 − 𝑓 ≥ 0. Täten funktion 𝑔 − 𝑓 integraali on seurauksen 5.27
nojalla suurempi tai yhtä suuri kuin 0, mistä sitten Riemann-integraalin lineaarisuutta
hyödyntäen saadaan seuraus 5.28.

Seuraus 5.28. Olkoot 𝑓 ja 𝑔 sellaisia välillä [𝑎, 𝑏] Riemann-integroituvia
funktioita, että 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Tällöin

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Useimmiten integraalin arvointi tapahtuu käyttäen seurausta 5.28. Toisin sanoen
integroitavaa funktiota verrataan johonkin toiseen funktioon, jonka integraali jo
tunnetaan. Monisteessa vertailua tietysti haittaa, että emme osaa määrittää tässä
vaiheessa kovinkaan monen funktion Riemann-integraalia. Käytännössä sopivia
vertailufunktioita ovat vain porrasfunktiot, suora 𝑦 = 𝑘𝑥 (esimerkki 5.5, s. 104),
eksponenttifunktio 𝑒𝑥 sopivalla välillä (esimerkki 5.6, s.105), funktio 𝑓 (𝑥) = 1/𝑥2

sopivalla välillä (esimerkki 5.10, s. 111) ja näiden lineaarikombinaatiot.
Porrasfunktioista yksinkertaisin vertailufunktio on koko välin vakiofunktio. Jos

kyseessä on funktion maksimi tai minimi, vertailussa voidaan tällöin tietysti käyttää
myös suoraan seurausta 5.26. Usein (mutta ei aina) tehtävänä on nimenomaan etsiä
funktion suurin tai pienin arvo (tai molemmat) integrointivälillä (riippuen siitä,
arvioidaanko funktion integraalia ylös- vai alaspäin vai molempiin suuntiin) ja sitten
laskea saadun vakiofunktion (porras)integraali.

Esimerkki 5.16 on yksinkertainen perusesimerkki vertailusta. Siinä funktion
sin 𝑥 arvoja arvioidaan välillä [0, 1] sekä alaspäin että ylöspäin. Koska funktio on
tarkasteltavalla välillä selvästi kasvava, saadaan yksinkertainen arvio käyttämällä
arviointifunktioina vakiofunktioita, joiden arvoina ovat funktion arvot välin [0, 1]
päätepisteissä.

Parempi arvio ylöspäin saadaan, jos funktiota sin 𝑥 rajataan suoralla 𝑦 = 𝑥, jonka
integraali myös osataan laskea. Vielä parempi arvio ylöspäin saadaan, kun funktiota
rajataan välillä [0, sin 1] suoralla 𝑦 = 𝑥 ja välillä [sin 1, 1] vakiofunktiolla 𝑦 = sin 1
ja lopuksi yhdistetään saadut arviot Riemann-integraalin additiivisuutta hyväksi
käyttäen.
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Esimerkki 5.16. Arvioidaan integraalia
1∫

0

sin 𝑥 𝑑𝑥.

Jatkuvana funktiona sin 𝑥 on Riemann-integroituva välillä [0, 1]. Koska sin 𝑥 on
kasvava funktio välillä [0, 1], niin

0 ≤ sin 𝑥 ≤ sin 1 ∀𝑥 ∈ [0, 1] .
Täten

1∫
0

sin 𝑥 𝑑𝑥 ≥
1∫

0

0 𝑑𝑥 = 0 · (1 − 0) = 0

ja
1∫

0

sin 𝑥 𝑑𝑥 ≤
1∫

0

sin 1 𝑑𝑥 = sin 1 · (1 − 0) = sin 1.

Siis

0 ≤
1∫

0

sin 𝑥 𝑑𝑥 ≤ sin 1 (≈ 0,84).

Yllä olevaa parempi arvio ylärajalle saadaan käyttämällä tulosta

sin 𝑥 ≤ 𝑥 ∀𝑥 ∈ [0, 1] .
Tällöin esimerkin 5.5 (s. 104) nojalla

1∫
0

sin 𝑥 𝑑𝑥 ≤
1∫

0

𝑥 𝑑𝑥 =
12 − 02

2
=

1
2
.

Vielä parempi arvio ylärajalle saadaan jakamalla väli [0, 1] kahteen osaan ja
hyödyntämällä Riemann-integraalin additiivisuutta. Tällöin arvioinnissa voidaan
käyttää eri osaväleillä eri funktioita. Jos käytetään yllä esitettyjä arvoita, kannattaa
jakopisteeksi valita sin 1, sillä 𝑥 ≤ sin 1, kun 𝑥 ∈ [0, sin 1], ja sin 1 ≤ 𝑥, kun
𝑥 ∈ [sin 1, 1]. Tällöin saadaan

1∫
0

sin 𝑥 𝑑𝑥 =

sin 1∫
0

sin 𝑥 𝑑𝑥 +
1∫

sin 1

sin 𝑥 𝑑𝑥

≤
sin 1∫
0

𝑥 𝑑𝑥 +
1∫

sin 1

sin 1 𝑑𝑥

=
(sin 1)2 − 02

2
+ sin 1 · (1 − sin 1)

= sin 1 − (sin 1)2

2
(≈ 0,487).
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Toki funktion sin 𝑥 integraalille on helppo laskea tarkka arvo (= 1−cos 1 ≈ 0,46)
jo lukion tiedoilla, mutta kannattaa huomata, että usein (esimerkiksi esimerkis-
sä 5.17) integraalin arvo ei ole helposti laskettavissa. Esimerkissä 5.17 tilanne on
muutenkin vähän mutkikkaampi, sillä sekä osoittaja että nimittäjä molemmat kasva-
vat, joten emme osaa suoralta kädeltä sanoa mitään varmaa funktion käyttäytymisestä
integrointivälillä. Kaikki riippuu siitä, millä nopeudella osoittaja ja nimittäjä kas-
vavat (suhteessa toisiinsa). Periaatteessa funktio voisi olla kasvava, vähenevä tai ei
kumpaakaan.

Derivoimalla funktio havaitaan, että funktio on integrointivälillä kasvava, joten
pienin arvo saavutetaan välin alkupisteessä ja suurin arvo välin loppupisteessä.
Yksinkertainen arvio saadaan nyt käyttämällä arviointifunktioina näitä arvoja ja
laskemalla saatujen vakiofunktioiden (porras)integraalit. Nähdään, että tämä riittää
tuottamaan halutut arviot.

Esimerkki 5.17. Olkoon 𝑏 > 1. Osoitetaan, että

(𝑏 − 1) · 𝑒 ≤
𝑏∫

1

𝑒𝑥

𝑥
𝑑𝑥 ≤ 𝑏 − 1

𝑏
· 𝑒𝑏 .

Tarkastellaan funktiota
𝑓 (𝑥) =

𝑒𝑥

𝑥

ja väliä [1, 𝑏]. Jatkuvana funktiona 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [1, 𝑏]. Lisäksi

𝑓 ′(𝑥) =
𝑒𝑥 · 𝑥 − 1 · 𝑒𝑥

𝑥2 =
𝑒𝑥 (𝑥 − 1)

𝑥2 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ [1, 𝑏],

joten 𝑓 on kasvava funktio välillä [1, 𝑏]. Lisäksi 𝑓 (1) = 𝑒, joten

𝑒 ≤ 𝑒𝑥

𝑥
≤ 𝑒𝑏

𝑏
∀𝑥 ∈ [1, 𝑏] .

Siis
𝑏∫

1

𝑒𝑥

𝑥
𝑑𝑥 ≥

𝑏∫
1

𝑒 𝑑𝑥 = 𝑒 · (𝑏 − 1)

ja
𝑏∫

1

𝑒𝑥

𝑥
𝑑𝑥 ≤

𝑏∫
1

𝑒𝑏

𝑏
𝑑𝑥 =

𝑒𝑏

𝑏
· (𝑏 − 1) =

𝑏 − 1
𝑏

· 𝑒𝑏,

joten

(𝑏 − 1) · 𝑒 ≤
𝑏∫

1

𝑒𝑥

𝑥
𝑑𝑥 ≤ 𝑏 − 1

𝑏
· 𝑒𝑏 .

Erityisesti on syytä huomauttaa, että tarkasteltavan funktion monotonisuutta ei
saa arvata (jos se ei ole täysin selvää), vaan monotonisuus on aina perusteltava.
Esimerkiksi esimerkin 5.17 funktio ei ole kasvava eikä edes monotoninen kaikilla
väleillä [𝑎, 𝑏] (𝑎 > 0), mikä funktion derivaatasta heti nähdään.
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Määritelmän 5.3 (s. 116) perusteella interaalin rajojen vaihtaminen vastaa integ-
raalin merkin vaihdosta. Tällöin myös seurauksessa 5.28 epäyhtälön suunta vaihtuu,
joten tulos ei ole enää voimassa. Jos kuitenkin 𝑓 on ei-negatiivinen, niin seuraus-
ta 5.28 vastaava tulos voidaan esittää itseisarvoja hyödyntäen (huomautus 5.29).

Huomautus 5.29. Jos seurauksessa 5.28 oletetaan ehdon 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) lisäksi,
että 𝑓 (𝑥) ≥ 0, niin (harjoitustehtävä)���� 𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
���� ≤

���� 𝑏∫
𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥
����

kaikilla 𝑎, 𝑏 ∈ R (olivatpa luvut missä tahansa järjestyksessä).

Itseisarvon perusominaisuuksien, Riemann-integraalin lineaarisuuden ja seurauk-
sen 5.28 nojalla on helppo todistaa lause 5.30. Eli integraalin itseisarvo on pienempi
tai yhtä suuri kuin itseisarvofunktion integraali.

Lause 5.30. Olkoon funktio 𝑓 Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. Tällöin���� 𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
���� ≤

𝑏∫
𝑎

| 𝑓 (𝑥) | 𝑑𝑥.

Todistus. Jos 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], niin lauseen 5.18 (s. 118)
perusteella myös | 𝑓 | on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. Lisäksi itseisarvon
perusominaisuuksista seuraa, että

− | 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝑓 (𝑥) ≤ | 𝑓 (𝑥) |

kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Täten seurauksen 5.28 (s. 129) nojalla

𝑏∫
𝑎

− | 𝑓 (𝑥) | 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

| 𝑓 (𝑥) | 𝑑𝑥

ja edelleen (lause 5.15, s. 116)

−
𝑏∫

𝑎

| 𝑓 (𝑥) | 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

| 𝑓 (𝑥) | 𝑑𝑥.

Siis itseisarvon perusominaisuuksien perusteella���� 𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
���� ≤

𝑏∫
𝑎

| 𝑓 (𝑥) | 𝑑𝑥.
�
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Huomautus 5.31. Lauseen 5.30 epäyhtälö voi olla myös aito (ks. esimerk-
ki 5.18).

Esimerkki 5.18. Osoitetaan, että���� 1∫
−1

𝑥 𝑑𝑥

���� <

1∫
−1

|𝑥 | 𝑑𝑥.

Esimerkin 5.5 (s. 104) nojalla
1∫

−1

𝑥 𝑑𝑥 =
12 − (−1)2

2
= 0.

Toisaalta lauseiden 5.22 (s. 121) ja 5.15 (s. 116) sekä esimerkin 5.5 (s. 104) perusteella
saadaan

1∫
−1

|𝑥 | 𝑑𝑥 =

0∫
−1

|𝑥 | 𝑑𝑥 +
1∫

0

|𝑥 | 𝑑𝑥

=

0∫
−1

−𝑥 𝑑𝑥 +
1∫

0

𝑥 𝑑𝑥

= −
0∫

−1

𝑥 𝑑𝑥 +
1∫

0

𝑥 𝑑𝑥

= −02 − (−1)2

2
+ 12 − 02

2
= 1.

Siis ���� 1∫
−1

𝑥 𝑑𝑥

���� = 0 < 1 =

1∫
−1

|𝑥 | 𝑑𝑥.

Koska interaalin rajojen vaihtaminen vaihtaa integraalin merkin, on lauseen 5.30
epäyhtälön oikea puoli negatiivinen (tai 0), jos 𝑏 < 𝑎. Täten lause 5.30 ei enää
päde (jos integraali ei ole 0). Ottamalla vielä itseisarvot saadaan tilanne korjattua
(huomautus 5.32).

Huomautus 5.32. Koska lauseessa 5.30 oletetaan integroituvuus välillä [𝑎, 𝑏],
niin 𝑎 < 𝑏. Lauseen tulos pätee tietysti myös, jos 𝑎 = 𝑏, mutta jos 𝑏 < 𝑎, niin
lauseen 5.30 epäyhtälö on muutettava muotoon (harjoitustehtävä)���� 𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
���� ≤

���� 𝑏∫
𝑎

| 𝑓 (𝑥) | 𝑑𝑥
����.
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Seurauksen 5.28 avulla voidaan myös osoittaa, että vakiofunktio 𝑓 (𝑥) = 0 on
ainoa jatkuva ja ei-negatiivinen funktio, jonka Riemann-integraali jollakin välillä
on 0 (lause 5.33).

Lause 5.33. Olkoon 𝑓 jatkuva ja ei-negatiivinen välillä [𝑎, 𝑏]. Jos

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0,

niin 𝑓 (𝑥) = 0 kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Todistus. Tehdään vastaoletus, että on olemassa sellainen 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏], että 𝑓 (𝑐) > 0.
Oletetaan, että 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[ (tapaukset 𝑐 = 𝑎 ja 𝑐 = 𝑏 vastaavasti). Koska 𝑓 on jatkuva,
on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että [𝑐 − 𝛿, 𝑐 + 𝛿] ⊆ [𝑎, 𝑏] ja

𝑓 (𝑥) ≥ 𝑓 (𝑐)
2

> 0 ∀𝑥 ∈ [𝑐 − 𝛿, 𝑐 + 𝛿] .

Täten

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑐−𝛿∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 +
𝑐+𝛿∫

𝑐−𝛿
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 +

𝑏∫
𝑐+𝛿

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

≥
𝑐−𝛿∫
𝑎

0 𝑑𝑥 +
𝑐+𝛿∫

𝑐−𝛿

𝑓 (𝑐)
2

𝑑𝑥 +
𝑏∫

𝑐+𝛿
0 𝑑𝑥

= 0 + 𝑓 (𝑐)
2

· 2𝛿 + 0

= 𝑓 (𝑐) · 𝛿,

missä on ristiriita, sillä 𝑓 (𝑐) > 0 ja 𝛿 > 0. �

Lause 5.33 on varsin hyödyllinen monissa teoreettisissa tarkasteluissa. Lauseen
seurauksista mainitaan erikseen seuraus 5.34, jota käytetään jatkossa.

Seuraus 5.34. Olkoot 𝑓 ja 𝑔 sellaisia välillä [𝑎, 𝑏] jatkuvia funktioita, että
𝑓 (𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Jos 𝑓 . 𝑔 välillä [𝑎, 𝑏], niin

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 <

𝑏∫
𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.
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Luvun 5.5 lopuksi esitetään vielä Riemann-integraaleille jo monisteesta Analyy-
si A tuttu Cauchyn–Schwarzin epäyhtälö (lause 5.35).

Lause 5.35 (Cauchyn–Schwarzin epäyhtälö). Jos funktiot 𝑓 ja 𝑔 ovat jatku-
via välillä [𝑎, 𝑏], niin( 𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥
)2

≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥 ·
𝑏∫

𝑎

𝑔2(𝑥) 𝑑𝑥.

Todistus. Koska 𝑓 ja 𝑔 ovat jatkuvia välillä [𝑎, 𝑏], myös 𝑓 2, 𝑔2 ja 𝑓 𝑔 ovat jatkuvia
ja siten myös Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. Merkitään

𝐴 =

𝑏∫
𝑎

𝑓 2(𝑥) 𝑑𝑥, 𝐵 =

𝑏∫
𝑎

𝑔2(𝑥) 𝑑𝑥 ja 𝐶 =

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥,

jolloin väite saa muodon
𝐶2 ≤ 𝐴𝐵.

Jos nyt 𝜆, 𝜇 ∈ R, niin (𝜆 𝑓 + 𝜇𝑔)2 on Riemann-integraalin lineaarisuuden nojalla
Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. Lisäksi aina (𝜆 𝑓 + 𝜇𝑔)2 ≥ 0, joten seurauk-
sen 5.27 nojalla

0 ≤
𝑏∫

𝑎

(
𝜆 𝑓 (𝑥) + 𝜇𝑔(𝑥))2𝑑𝑥 = 𝜆2𝐴 + 2𝜆𝜇𝐶 + 𝜇2𝐵 ∀𝜆, 𝜇 ∈ R.

Valitaan 𝜆 = 𝐵 ja 𝜇 = −𝐶. Tällöin

0 ≤ 𝐴𝐵2 − 2𝐵𝐶2 + 𝐵𝐶2 = 𝐵(𝐴𝐵 − 𝐶2).

Koska aina 𝑔2 ≥ 0, niin seurauksen 5.27 nojalla 𝐵 ≥ 0. Jos nyt 𝐵 = 0, niin
lauseen 5.33 nojalla 𝑔2 ≡ 0 välillä [𝑎, 𝑏], sillä 𝑔2 on jatkuva välillä [𝑎, 𝑏]. Täten
myös 𝑔 ≡ 0 ja edelleen 𝑓 𝑔 ≡ 0 välillä [𝑎, 𝑏]. Siis myös 𝐶 = 0, joten 𝐶2 ≤ 𝐴𝐵 (= 0).

Jos taas 𝐵 > 0, niin 𝐴𝐵 − 𝐶2 ≥ 0. Siis 𝐶2 ≤ 𝐴𝐵. �

Harjoitustehtäviä
5.5.1. Osoita, että

1 ≤
1∫

0

𝑒𝑥
2
𝑑𝑥 ≤ 𝑒.

5.5.2. Osoita, että

(a)
2∫

0

√︁
𝑥3 + 1 𝑑𝑥 ≤ 6, (b)

3∫
1

1√
𝑥3 + 1

𝑑𝑥 ≤
√

2.
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5.5.3. Osoita, että
𝑎+1∫
𝑎

cos(𝑎𝑥 + arc tan 𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 1 ∀𝑎 ∈ R.

5.5.4. Osoita, että

(a)
3𝜋∫

2𝜋

sin 𝑥
𝑥

𝑑𝑥 ≤ 1
2
, (b)

𝑒2∫
1

ln 𝑥 − 1
𝑒𝑥 + 1

𝑑𝑥 ≤ 𝑒 − 1.

5.5.5. Osoita, että

2𝑒
𝑒 + 1

≤
𝑒2−1∫

𝑒−1

ln(𝑥 + 1)
𝑥

𝑑𝑥 ≤ 𝑒.

5.5.6. Osoita, että
√

2 ≤
1∫

−1

(𝑥2 + 1) 𝑥
2 𝑑𝑥 ≤ 2

√
2.

5.5.7. Osoita, että

(a)
𝑒+1∫

1

( 𝑥
2𝑒

)𝑥
𝑑𝑥 ≥ 1

𝑒
, (b)

𝑏∫
0

𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 𝑥
𝑑𝑥 ≤ 𝑒𝑏

𝑒 − 1
(𝑏 > 0).

5.5.8. Osoita, että

(a)
4∫

0

arc tan(𝑥3 − 3𝑥 + 3) 𝑑𝑥 ≥ 𝜋, (b)
3∫

1

𝑒𝑥

𝑥2 𝑑𝑥 ≥ 𝑒2

2
.

5.5.9. Osoita, että

(a)
1∫

0

arc tan 𝑥 𝑑𝑥 ≤ 𝜋

4
, (b)

1∫
0

arc tan 𝑥 𝑑𝑥 ≤ 1
2
.

5.5.10. Osoita, että

𝑒 − 1 ≤
2∫

0

𝑒𝑥
2−𝑥 𝑑𝑥 ≤ 𝑒2 − 1.

5.5.11. Osoita, että jos integrointivälillä 0 ≤ 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑔(𝑥), niin���� 𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
���� ≤

���� 𝑏∫
𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥
����

kaikilla 𝑎, 𝑏 ∈ R (olivatpa luvut missä tahansa järjestyksessä). Osoita myös, että
epäyhtälö ei välttämättä ole voimassa, jos luovutaan vaatimuksesta 𝑓 (𝑥) ≥ 0.
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5.5.12. Osoita, että

(a) lim
𝑡→0

2𝑡∫
𝑡

sin
1
𝑥
𝑑𝑥 = 0, (b) lim

𝑛→∞

𝜋
2∫

0

cos(𝑛𝑥)
𝑛2 + 𝑥2 𝑑𝑥 = 0.

5.5.13. Osoita, että

lim
𝑛→∞

𝜋
2∫

0

sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 0.

Vihje:

𝜋
2∫

0

sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =

𝜋
2 − 𝜀

2∫
0

sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥 +
𝜋
2∫

𝜋
2 − 𝜀

2

sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥 kaikilla 𝜀 > 0.

5.5.14. Olkoon 𝑓 sellainen välillä [2, 4] jatkuva funktio, että
4∫

2

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 0

kaikille välin [2, 4] porrasfunktioille 𝑔. Todista, että 𝑓 (𝑥) = 0 kaikilla 𝑥 ∈ [2, 4].
5.5.15. Olkoon 𝑓 sellainen välillä [0, 4] Riemann-integroituva funktio, että 𝑓 on
vasemmalta jatkuva pisteessä 𝑥 = 4. Oletetaan lisäksi, että

4∫
0

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 0

aina, kun 𝑔 on sellainen välillä [0, 4] Riemann-integroituva funktio, että 𝑔(4) = 6.
Osoita, että 𝑓 (4) = 0.

5.5.16. Olkoon 𝑓 sellainen välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva ei-negatiivinen funktio, että
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 > 0.

Osoita täsmällisesti perustellen, että on olemassa sellainen välin [𝑎, 𝑏] porrasfunk-
tio 𝑔, että 0 ≤ 𝑔 ≤ 𝑓 ja

0 <

𝑏∫
𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 <

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥.

5.5.17. Olkoon 𝑓 sellainen välillä [0, 1] jatkuva funktio, että 0 ≤ 𝑓 (𝑥) ≤ 1 kaikilla
𝑥 ∈ ]0, 1], 𝑓 (0) = 1 ja

1∫
0

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

1∫
0

( 𝑓 (𝑥))2 𝑑𝑥.

Mitä voit päätellä funktiosta 𝑓 ?
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5.5.18. Olkoot 𝑓 ja 𝑔 sellaisia välillä [𝑎, 𝑏] jatkuvia funktioita, että

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏∫
𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Osoita, että on olemassa sellainen 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏], että 𝑓 (𝑐) = 𝑔(𝑐).
5.5.19. Osoita (vastaesimerkillä), että tehtävän 5.5.18 tulos ei välttämättä päde, jos
edes toinen funktioista 𝑓 ja 𝑔 ei ole jatkuva välillä [𝑎, 𝑏].
5.5.20. Osoita, että

(a)
1∫

0

√
2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑥 𝑑𝑥 ≤ √

𝑒, (b)
2∫

1

√
𝑥 + 1
𝑥

𝑑𝑥 ≤
√

5
2
.

Vihje: Caychyn–Schwarzin epäyhtälö.

138



5.6 Integraalilaskennan väliarvolause

Seurauksessa 5.26 (s. 128) osoitettiin, että jos funktio 𝑓 on jatkuva välillä [𝑎, 𝑏],
niin

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝑀 (𝑏 − 𝑎),

missä 𝑚 ja 𝑀 ovat funktion 𝑓 minimi- ja maksimiarvot välillä [𝑎, 𝑏]. Luvun 4.1
käsittein ilmaistuna tämä tarkoittaa, että jos esimerkiksi 𝑓 ≥ 0, niin funktion 𝑓
kuvaajan ja 𝑥-akselin välinen pinta-ala 𝐴 on suorakaiteiden

𝑚 · (𝑏 − 𝑎) ja 𝑀 · (𝑏 − 𝑎)

pinta-alojen välissä. Täten on olemassa sellainen luku 𝑚 ≤ 𝑘 ≤ 𝑀 , että

𝐴 = 𝑘 · (𝑏 − 𝑎).

Koska suljetulla välillä jatkuva funktio saavuttaa tällä välillä kaikki suurimman ja
pienimmän arvonsa väliset arvot, on myös olemassa sellainen välin luku 𝜉, että
𝑓 (𝜉) = 𝑘 ja siis

𝐴 = 𝑓 (𝜉) (𝑏 − 𝑎).
Integraalilaskennan väliarvolause (lause 5.36) esittää yllä olevan tuloksen täs-

mällisesssä muodossa.

Lause 5.36 (Integraalilaskennan väliarvolause). Olkoon funktio 𝑓 jatkuva
välillä [𝑎, 𝑏]. Tällöin on olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑏[, että

(5.11)
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓 (𝜉) (𝑏 − 𝑎).

Todistus. Koska 𝑓 on jatkuva suljetulla välillä [𝑎, 𝑏], on olemassa sellaiset pisteet
𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏], että

𝑚 = 𝑓 (𝑥1) = min{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] }

ja
𝑀 = 𝑓 (𝑥2) = max{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] }.

Lisäksi seurauksen 5.26 (s. 128) nojalla

(5.12) 𝑚(𝑏 − 𝑎) =

𝑏∫
𝑎

𝑚 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑀 𝑑𝑥 = 𝑀 (𝑏 − 𝑎).

Koska 𝑓 on jatkuva, niin seurauksen 5.34 (s. 134) perusteella yhtäsuuruus epäyhtä-
löissä (5.12) on voimassa vain silloin, kun 𝑓 on vakiofunktio välillä [𝑎, 𝑏].
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Jos 𝑓 on vakiofunktio, niin mikä tahansa välin ]𝑎, 𝑏[ piste kelpaa pisteeksi 𝜉. Jos
taas 𝑓 ei ole vakio, niin

𝑚(𝑏 − 𝑎) <

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 < 𝑀 (𝑏 − 𝑎).

Koska 𝑏 − 𝑎 > 0 (ts. [𝑎, 𝑏] on väli), niin tällöin

𝑚 <
1

𝑏 − 𝑎

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 < 𝑀.

Lisäksi 𝑥1 ≠ 𝑥2. Todistuksen yleisyyttä rajoittamatta voidaan olettaa, että 𝑥1 < 𝑥2.
Funktio 𝑓 on nyt jatkuva suljetulla välillä [𝑥1, 𝑥2], joten se saavuttaa tällä

välillä kaikki suurimman ja pienimmän arvonsa väliset arvot. Koska 𝑓 (𝑥1) = 𝑚 ja
𝑓 (𝑥2) = 𝑀 , on täten olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑥1, 𝑥2 [ ( jolloin myös 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑏[ ), että

𝑓 (𝜉) =
1

𝑏 − 𝑎

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

eli
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓 (𝜉) (𝑏 − 𝑎).
�

Integraalilaskennan väliarvolauseesta käytetään lyhennettä IVAL. Lauseen käyttö
on usein suoraviivaisempaa kuin differentiaalilaskennan väliarvolauseen (lause 2.16,
s. 40) käyttö. Nytkin lause pätee myös, kun 𝑏 < 𝑎 (huomautus 5.37).

Huomautus 5.37. Integraalilaskennan väliarvolauseessa oletettiin, että 𝑎 < 𝑏
(eli [𝑎, 𝑏] on väli). Lauseen tulos eli kaava (5.11) pätee myös, kun 𝑏 < 𝑎, mutta
tällöin on tietysti oletettava, että 𝜉 ∈ ]𝑏, 𝑎[.1

Todistus. Olkoon 𝑓 jatkuva välillä [𝑏, 𝑎], missä 𝑏 < 𝑎. Integraalilaskennan väliar-
volauseen nojalla on tällöin olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑏, 𝑎[, että

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = −
𝑎∫

𝑏

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 IVAL
= − 𝑓 (𝜉) (𝑎 − 𝑏) = 𝑓 (𝜉) (𝑏 − 𝑎).

�

Esimerkissä 5.19 integraalilaskennan väliarvolausetta hyödynnetään määrittä-
mällä sen avulla raja-arvo. Toki tulos saataisiin myös arvioimalla integraalia alas- ja
ylöspäin ja käyttämällä sitten suppiloperiaatetta, mutta nyt päättely on suoraviivai-
sempi. Integraali vain korvataan lausekkeella 𝑓 (𝜉) (𝑡−1) ja sitten lasketaan raja-arvo,
kun 𝑡 → 1 ja 𝜉 → 1.

1Usein tiedolla, onko 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑏[ vai 𝜉 ∈ ]𝑏, 𝑎[, ei ole merkitystä, mutta joskus tietysti on.
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Esimerkki 5.19. Määritetään

lim
𝑡→1

1
𝑡 − 1

𝑡∫
1

√︁
1 + 2𝑥2 𝑑𝑥.

Olkoon 𝑡 ≠ 1. Koska
√

1 + 2𝑥2 on jatkuva välillä [1, 𝑡] (kun 𝑡 > 1) ja välillä [𝑡, 1]
(kun 𝑡 < 1), niin integraalilaskennan väliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen
𝜉 ∈ ]1, 𝑡 [ (kun 𝑡 > 1) tai 𝜉 ∈ ]𝑡, 1[ (kun 𝑡 < 1), että

𝑡∫
1

√︁
1 + 2𝑥2 𝑑𝑥 =

√︁
1 + 2𝜉2 · (𝑡 − 1).

Edelleen 𝜉 → 1, kun 𝑡 → 1. Siis

lim
𝑡→1

1
𝑡 − 1

𝑡∫
1

√︁
1 + 2𝑥2 𝑑𝑥 = lim

𝑡→1

1
𝑡 − 1

·
√︁

1 + 2𝜉2 · (𝑡 − 1)

= lim
𝑡→1

√︁
1 + 2𝜉2

𝜉→1
=

√
3.

Yleistetyn integraalilaskennan väliarvolauseen (lause 5.38) oletukset vaihtelevat
eri lähteissä jonkin verran. Tässä on oletettu molempien funktioiden jatkuvuus, koska
silloin on suhteellisen helppo osoittaa, että haluttu piste 𝜉 voidaan valita avoimelta
väliltä ]𝑎, 𝑏[.

Lause 5.38 (Yleistetty integraalilaskennan väliarvolause). Jos funktiot 𝑓 ja
𝑔 ovat jatkuvia välillä [𝑎, 𝑏] ja lisäksi 𝑔 on välillä [𝑎, 𝑏] ei-negatiivinen, niin
on olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑏[, että

(5.13)
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓 (𝜉)
𝑏∫

𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Todistus. Koska 𝑓 on jatkuva suljetulla välillä [𝑎, 𝑏], on olemassa sellaiset pisteet
𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏], että

𝑚 = 𝑓 (𝑥1) = min{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] } ja 𝑀 = 𝑓 (𝑥2) = max{ 𝑓 (𝑥) | 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] }.
Lisäksi 𝑔 ≥ 0, joten 𝑚𝑔 ≤ 𝑓 𝑔 ≤ 𝑀𝑔. Siis seurauksen 5.28 (s. 129) nojalla

(5.14) 𝑚 · 𝐼𝑔 =

𝑏∫
𝑎

𝑚 · 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
𝑏∫

𝑎

𝑀 · 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑀 · 𝐼𝑔,

missä

𝐼𝑔 =

𝑏∫
𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.
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Jos nyt 𝐼𝑔 = 0, niin epäyhtälöketjun (5.14) nojalla myös

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

Täten molemmat integraalit kaavassa (5.13) ovat nollia ja mikä tahansa välin ]𝑎, 𝑏[
piste kelpaa pisteeksi 𝜉. Sama tietysti pätee, jos 𝑔 ≡ 0 välillä [𝑎, 𝑏].

Olkoon sitten 𝑔 . 0 välillä [𝑎, 𝑏] ja 𝐼𝑔 ≠ 0. Koska 𝑔 ≥ 0, niin tällöin on olemassa
sellainen piste 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[, että 𝑔(𝑐) > 0. Lisäksi 𝐼𝑔 > 0.

Oletetaan nyt ensin, että epäyhtälöketjussa (5.14)

𝑚 · 𝐼𝑔 =

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 tai
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑀 · 𝐼𝑔 .

Koska funktiot 𝑓 ja 𝑔 ovat jatkuvia välillä [𝑎, 𝑏], myös funktiot 𝑚𝑔, 𝑓 𝑔 ja 𝑀𝑔 ovat
jatkuvia tällä välillä ja siis seurauksen 5.34 (s. 134) nojalla

𝑓 𝑔 ≡ 𝑚 · 𝑔 tai 𝑓 𝑔 ≡ 𝑀 · 𝑔
välillä [𝑎, 𝑏] eli(

𝑓 (𝑥) − 𝑚
)
𝑔(𝑥) = 0 tai

(
𝑓 (𝑥) − 𝑀

)
𝑔(𝑥) = 0

kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Täten 𝑓 (𝑥) = 𝑚 tai 𝑓 (𝑥) = 𝑀 , jos 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ja 𝑔(𝑥) > 0.
Erityisesti 𝑓 (𝑐) = 𝑚 tai 𝑓 (𝑐) = 𝑀 , joten voidaan valita 𝜉 = 𝑐.

Jos taas epäyhtälöketjussa (5.14)

𝑚 · 𝐼𝑔 <

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 < 𝑀 · 𝐼𝑔,

niin

𝑚 <
1
𝐼𝑔

·
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 < 𝑀,

sillä 𝐼𝑔 > 0. Lisäksi tällöin 𝑥1 ≠ 𝑥2. Todistuksen yleisyyttä rajoittamatta voidaan
olettaa, että 𝑥1 < 𝑥2.

Funktio 𝑓 on nyt jatkuva suljetulla välillä [𝑥1, 𝑥2], joten se saavuttaa tällä
välillä kaikki suurimman ja pienimmän arvonsa väliset arvot. Koska 𝑓 (𝑥1) = 𝑚 ja
𝑓 (𝑥2) = 𝑀 , on täten olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]𝑥1, 𝑥2 [ ( jolloin myös 𝜉 ∈ ]𝑎, 𝑏[ ), että

𝑓 (𝜉) =
1
𝐼𝑔

·
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

eli
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓 (𝜉)
𝑏∫

𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.
�
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Yleistetyn integraalilaskennan väliarvolauseen soveltaminen ei valitettavasti ole
yhtä helppoa kuin tavallisen integraalilaskennan väliarvolauseen soveltaminen. Nyt
ongelmaksi tulee, että funktiosta ℎ = 𝑓 𝑔 ei aina nähdä suoraviivaisesti, miten
se pitäisi jakaa eri funktioiksi. Jakohan voidaan usein tehdä monella eri tavalla
(esimerkiksi 𝑥8 = 𝑥 · 𝑥7 = 𝑥2 · 𝑥6 = · · · = 𝑥7 · 𝑥). Lisäksi pitää sitten vielä valita,
kumpi funktioista 𝑓 ja 𝑔 integroidaan ja kumpaa arvioidaan 𝜉:n avulla.

Käytännössä on valittava siten, että funktion 𝑔 integraali osataan laskea. Lisäksi
pyritään siihen, että 𝑓 (𝜉) käyttäytyisi siististi. Aina näiden tavoitteiden saavuttaminen
ei ole helppoa eikä edes mahdollista. Monisteen kannalta oman haastensa tuo jälleen
se, että tässä vaiheessa osaamme määrittää vain muutaman funktion Riemann-
integraalin.

Esimerkissä 5.20 määritetään esimerkin 5.19 tapaan raja-arvo, mutta nyt yleis-
tettyä integraalilaskennan väliarvolausetta käyttäen, sillä raja-arvoa ei pystytä mää-
rittämään tavallisen integraalilaskennan väliarvolauseen avulla (ks. huomautus esi-
merkin 5.20 jälkeen). Koska osaamme määrittää funktion 𝑥 Riemann-integraalin,
mutta emme osaa määrittää funktion 1

1+𝑒𝑥 Riemann-integraalia, on luontevaa valita
𝑓 (𝑥) = 1

1+𝑒𝑥 ja 𝑔(𝑥) = 𝑥. Tämän jälkeen menettely on taas suoraviivainen. Lasketaan
funktion 𝑔 integraali 𝐼, korvataan raja-arvossa integraali lausekkeella 𝑓 (𝜉) · 𝐼 ja
sitten lasketaan raja-arvo, kun 𝑡 → 0+ ja 𝜉 → 0+.

Esimerkki 5.20. Määritetään

lim
𝑡→0+

1
𝑡2

𝑡∫
0

𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥.

Olkoon 𝑡 > 0. Koska funktiot 1
1+𝑒𝑥 ja 𝑥 ovat jatkuvia ja 𝑥 ≥ 0 välillä [0, 𝑡], niin

yleistetyn integraalilaskennan väliarvolauseen (ja esimerkin 5.5, s. 104) nojalla on
olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]0, 𝑡 [, että

𝑡∫
0

𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 =

1
1 + 𝑒𝜉

𝑡∫
0

𝑥 𝑑𝑥 =
1

1 + 𝑒𝜉
· 𝑡

2 − 02

2
=

𝑡2

2 (1 + 𝑒𝜉) .

Edelleen 𝜉 → 0+, kun 𝑡 → 0+, joten

lim
𝑡→0+

1
𝑡2

𝑡∫
0

𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 = lim

𝑡→0+
1
𝑡2

· 𝑡2

2 (1 + 𝑒𝜉) = lim
𝜉→0+

1
2 (1 + 𝑒𝜉) =

1
4
.

Huomautus. Esimerkin 5.20 raja-arvoa ei saada määritettyä integraalilaskennan
väliarvolauseen (lause 5.36) avulla, sillä tällöin tulokseksi saadaan raja-arvo (missä
myös 𝜉 → 0+)

lim
𝑡→0+

1
𝑡2

· 𝜉

1 + 𝑒𝜉
· (𝑡 − 0) = lim

𝑡→0+
𝜉

𝑡
· 1

1 + 𝑒𝜉
=

1
2
· lim
𝑡→0+

𝜉

𝑡
.

Nyt sekä 𝜉 → 0+ että 𝑡 → 0+, mutta ei tiedetä, millä nopeuksilla 𝜉 ja 𝑡 lähestyvät
nollaa.
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Huomautus. Vastaavasti kuin huomautuksessa 5.37 voidaan osoittaa, että yleis-
tetyn integraalilaskennan väliarvolauseen tulos eli kaava (5.13) pätee myös, kun
𝑏 < 𝑎. Tällöin on tietysti oletettava, että 𝜉 ∈ ]𝑏, 𝑎[.

Harjoitustehtäviä
5.6.1. Olkoon funktio 𝑓 Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] sekä

𝑚 = inf
𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]

𝑓 (𝑥) ja 𝑀 = sup
𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]

𝑓 (𝑥).

Osoita, että jos 𝑓 ei ole vakiofunktio, niin on olemassa sellainen 𝜇 ∈ [𝑚, 𝑀], että

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜇 (𝑏 − 𝑎).

5.6.2. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] Riemann-integroituva funktio ja

𝜇 =
1

𝑏 − 𝑎

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥.

Osoita, että
𝑏∫

𝑎

( 𝑓 (𝑥) − 𝜇) 𝑑𝑥 = 0.

5.6.3. Määritä integraalilaskennan väliarvolausetta käyttäen

(a) lim
𝑎→0+

1
𝑎

3𝑎∫
𝑎

sin 2𝑥
𝑥

𝑑𝑥, (b) lim
𝑡→𝑎+

1
𝑡 − 𝑎

𝑡∫
𝑎

sin(𝑡/𝑥) 𝑑𝑥 (𝑎 > 0).

5.6.4. Määritä integraalilaskennan väliarvolausetta käyttäen

(a) lim
𝑥→0

1
2𝑥

𝑥∫
0

√
𝑡2 + 1√

cos 𝑡 + 3
𝑑𝑡, (b) lim

𝑥→1

1
𝑥 − 1

𝑥∫
1

sin(arctan 𝑡) 𝑑𝑡.

5.6.5. Olkoon
𝑓 (𝑥) =

𝑛 cos 𝑥
(1 + 𝑛𝑥)2 .

Koska funktio 𝑓 on jatkuva ja ei-negatiivinen välillä [0, 1], niin integraalilaskennan
väliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen 𝜉 ∈ ]0, 1[, että

0 ≤
1∫

0

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑛 cos 𝜉
(1 + 𝑛𝜉)2 (1 − 0) < 𝑛

𝑛2𝜉2 =
1
𝑛𝜉2 → 0, kun 𝑛 → ∞.
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Siis suppiloperiaatteen nojalla

lim
𝑛→∞

1∫
0

𝑛 cos 𝑥
(1 + 𝑛𝑥)2 𝑑𝑥 = 0.

Kyseinen raja-arvo on kuitenkin 1, joten missä kohtaa päättelyssä on virhe ja mikä
virhe on?

5.6.6. Osoita integraalilaskennan väliarvolausetta käyttäen, että

3 <

1∫
0

√︁
9 + 𝑥2 𝑑𝑥 <

√
10.

5.6.7. Olkoon 𝑓 sellainen välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva funktio, että
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

Osoita, että on olemassa sellainen piste 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[, että 𝑓 (𝑐) = 0.

5.6.8. Määritä integraalilaskennan väliarvolausetta tai yleistettyä integraalilaskennan
väliarvolausetta käyttäen

(a) lim
𝑡→0+

𝑡

3𝑡∫
𝑡

𝑒𝑥

𝑥2 𝑑𝑥, (b) lim
𝑡→0+

1
𝑡2

𝑡∫
0

𝑥 cos(𝑒𝑥) 𝑑𝑥.

5.6.9. Osoita yleistettyä integraalilaskennan väliarvolausetta käyttäen, että
1
2∫

0

√︁
1 − 𝑥2 𝑑𝑥 >

11
24

.

Vihje: Voit olettaa tunnetuksi, että

1
2∫

0

(1 − 𝑥2) 𝑑𝑥 =
11
24

.

5.6.10. Olkoon 𝑎 > 0. Osoita yleistettyä integraalilaskennan väliarvolausetta käyt-
täen, että

1
1 + 𝑎6

(
𝑎 − 𝑎3

3
+ 𝑎5

5

)
<

𝑎∫
0

1
1 + 𝑥2 𝑑𝑥 < 𝑎 − 𝑎3

3
+ 𝑎5

5
.

Vihje: 1 + 𝑥6 = (1 + 𝑥2) (1 − 𝑥2 + 𝑥4). Voit olettaa tunnetuksi, että
𝑎∫

0

(1 − 𝑥2 + 𝑥4) 𝑑𝑥 = 𝑎 − 𝑎3

3
+ 𝑎5

5
.
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∗5.7 Riemannin summa

Olkoon funktio 𝑓 rajoitettu välillä [𝑎, 𝑏] ja 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} jokin välin [𝑎, 𝑏]
jako. Luvussa 4.1 (huomautus 4.1, s. 76) mainittiin jo funktion 𝑓 jakoon 𝑃 liittyvä
Riemannin summa

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 (𝜉 𝑗 ) (𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1),

missä 𝜉 𝑗 ∈ [𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 ] on mielivaltainen välin [𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 ] piste.

Esimerkki 5.21. Olkoon

𝑓 (𝑥) =
{

2𝑥 − 4, kun 𝑥 ∈ [2, 3],
6 − 𝑥, kun 𝑥 ∈ ]3, 4],

jo esimerkissä 4.1 (s. 75) tarkasteltu funktio ja 𝑃 = {2, 3, 4} välin [2, 4] (tasavälinen)
jako. Funktion kuvaaja on esitetty kuvassa 4.1 (s. 76).

Funktion 𝑓 jakoa 𝑃 vastaavat Riemannin summat 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) ovat nyt muotoa

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) = 𝑓 (𝜉1) (3 − 2) + 𝑓 (𝜉2) (4 − 3) = 𝑓 (𝜉1) + 𝑓 (𝜉2),
missä 𝜉1 ∈ [2, 3] ja 𝜉2 ∈ [3, 4]. Siis esimerkiksi

𝑓 (2) + 𝑓 (4) = 0 + 2 = 2 (𝜉1 = 2, 𝜉2 = 4),
𝑓 (3) + 𝑓 (4) = 2 + 2 = 4 (𝜉1 = 3, 𝜉2 = 4),
𝑓
( 5

2
) + 𝑓

( 7
2
)
= 1 + 5

2 = 7
2 (𝜉1 = 5

2 , 𝜉2 = 7
2 ),

𝑓 (3) + 𝑓 (3) = 2 + 2 = 4 (𝜉1 = 3, 𝜉2 = 3)
ovat funktion 𝑓 jakoa 𝑃 vastaavia Riemannin summia 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉).

Sen sĳaan yläsumma

𝑈𝑃 ( 𝑓 ) = 2 · 1 + 3 · 1 = 5

ei ole funktion 𝑓 jakoa 𝑃 vastaava Riemannin summa millään pisteiden 𝜉 arvoilla
(vrt. esimerkki 4.1, s. 75).

Huomautus. Jos 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝜉 𝑗 ) kaikilla 𝑥 ∈ ]𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 [ ( 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛),
niin Riemannin summa 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) on porrasfunktion 𝑔 integraali. Porrasfunk-
tion 𝑔 arvoiksi jakopisteissä voidaan valita esimerkiksi 𝑔(𝑥 𝑗 ) = 𝑓 (𝑥 𝑗 ), kun
𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛.

Merkitään
|𝑃 | = max{ 𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1 | 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 },

eli |𝑃 | on jaon 𝑃 pisimmän osavälin pituus. Tihennetään sitten jakoa siten, että
|𝑃 | → 0, ja tutkitaan raja-arvoa

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉).
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Tällöin
lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) = 𝐿,

jos jokaista lukua 𝜀 > 0 kohti on olemassa sellainen 𝛿 > 0, että jokaiselle jaolle
|𝑃 | < 𝛿 pätee

|𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) − 𝐿 | < 𝜀,

valittiinpa pisteet 𝜉 𝑗 miten tahansa.
Riemannin summaa käyttämällä saadaan vaihtoehtoinen tapa määritellä Riemann-

integraali.

Lause 5.39. Rajoitettu funktio 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R on Riemann-integroituva, jos ja
vain jos Riemannin summilla on raja-arvo

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉),

missä 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) on funktion 𝑓 välin [𝑎, 𝑏] jakoon 𝑃 liittyvä Riemannin summa.
Tällöin

𝑏∫
𝑎

𝑓 = lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉).

Todistus. 1o: Todistetaan ensin suunta ”⇒”. Oletetaan siis, että 𝑓 on rajoitettu ja
Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], ja osoitetaan, että

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) =

𝑏∫
𝑎

𝑓 ,

missä 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) on funktion 𝑓 välin [𝑎, 𝑏] jakoon 𝑃 liittyvä Riemannin summa.
Valitaan mielivaltainen 𝜀 > 0. Koska 𝑓 on rajoitettu, on olemassa sellainen

𝑀 > 0, että

(5.15) | 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝑀

kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], ja koska 𝑓 on Riemann-integroituva, niin Riemannin ehdon
nojalla on olemassa sellaiset välin [𝑎, 𝑏] porrasfunktiot 𝑔 ja ℎ, että 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ ja

(5.16)
𝑏∫

𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔 <
𝜀

2
.

Olkoon edelleen 𝑃0 = {𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚} jokin sellainen välin [𝑎, 𝑏] jako, että 𝑃0
sisältää kaikki sekä porrasfunktion 𝑔 että porrasfunktion ℎ porraspisteet. Merkitään

𝛿 =
𝜀

8𝑚 · 𝑀 .
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Olkoon nyt 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} jokin sellainen välin [𝑎, 𝑏] jako, että |𝑃 | < 𝛿.
Tällöin jokaista Riemannin summaa 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) kohti on olemassa sellainen porras-
funktio 𝑠, että

(5.17) 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) =

𝑏∫
𝑎

𝑠.

Koska 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ, niin tällöin

(5.18) 𝑔 ≤ 𝑠 = 𝑓 (𝜉𝑘 ) ≤ ℎ

kaikilla jaon 𝑃 osaväleillä 𝐼𝑘 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 ], jotka eivät sisällä jaon 𝑃0 pisteitä.
Tarkastellaan sitten jaon 𝑃 osavälejä 𝐼𝑘 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 ], jotka sisältävät jaon 𝑃0

pisteitä. Välin [𝑎, 𝑏] päätepisteitä lukuun ottamatta kukin jaon 𝑃0 piste sisältyy
yhteen tai kahteen jaon 𝑃 (suljettuun) osaväliin. Täten jaon 𝑃0 pisteitä sisältäviä
jaon 𝑃 osavälejä on korkeintaan 2𝑚 kappaletta.

Olkoon nyt

𝑔̃(𝑥) =
{
𝑔(𝑥), jos 𝑥 ∈ 𝐼′𝑘 ja � 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑚} s.e. 𝑧 𝑗 ∈ 𝐼𝑘 ,
−𝑀, jos 𝑥 ∈ 𝐼′𝑘 ja ∃ 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑚} s.e. 𝑧 𝑗 ∈ 𝐼𝑘 ,

ja

ℎ̃(𝑥) =
{
ℎ(𝑥), jos 𝑥 ∈ 𝐼′𝑘 ja � 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑚} s.e. 𝑧 𝑗 ∈ 𝐼𝑘 ,
𝑀, jos 𝑥 ∈ 𝐼′𝑘 ja ∃ 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑚} s.e. 𝑧 𝑗 ∈ 𝐼𝑘 ,

missä 𝐼′𝑘 = ]𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 [ ja 𝐼𝑘 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 ] (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛). Jaon 𝑃 jakopisteissä
asetetaan 𝑔̃(𝑥𝑘 ) = −𝑀 ja ℎ̃(𝑥𝑘 ) = 𝑀 (𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛). Tällöin 𝑔̃ ja ℎ̃ ovat
välillä [𝑎, 𝑏] porrasfunktioita ja ominaisuuden 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ sekä epäyhtälöiden (5.15)
ja (5.18) perusteella

𝑔̃ ≤ 𝑓 ≤ ℎ̃ ja 𝑔̃ ≤ 𝑠 ≤ ℎ̃.

Täten Riemann-integraalin määrittelyn ja lauseen 4.7 (s. 88) nojalla

𝑏∫
𝑎

𝑔̃ ≤
𝑏∫

𝑎

𝑓 ≤
𝑏∫

𝑎

ℎ̃ ja
𝑏∫

𝑎

𝑔̃ ≤
𝑏∫

𝑎

𝑠 ≤
𝑏∫

𝑎

ℎ̃

ja edelleen

(5.19)
���� 𝑏∫
𝑎

𝑠 −
𝑏∫

𝑎

𝑓

���� ≤
𝑏∫

𝑎

ℎ̃ −
𝑏∫

𝑎

𝑔̃.

Koska 𝑔 ≤ ℎ välillä [𝑎, 𝑏], niin lauseen 4.7 (s. 88) nojalla

𝑥𝑘∫
𝑥𝑘−1

𝑔 ≤
𝑥𝑘∫

𝑥𝑘−1

ℎ
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jokaisella jaon 𝑃 osavälillä [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 ] (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛). Lisäksi jaon 𝑃0 pisteitä
sisältäviä jaon 𝑃 osavälejä on korkeintaan 2𝑚 kappaletta ja porrasfunktion arvolla
jakopisteessä ei ole vaikutusta porrasintegraalin arvoon. Täten

(5.20)
𝑏∫

𝑎

ℎ̃ −
𝑏∫

𝑎

𝑔̃ ≤
𝑏∫

𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔 + 2𝑚 · |𝑃 | · 2𝑀
(5.16)
<

𝜀

2
+ 4𝑚 · |𝑃 | · 𝑀.

Siis ���� 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) −
𝑏∫

𝑎

𝑓

���� (5.17)
=

���� 𝑏∫
𝑎

𝑠 −
𝑏∫

𝑎

𝑓

����
(5.19)≤

𝑏∫
𝑎

ℎ̃ −
𝑏∫

𝑎

𝑔̃

(5.20)
<

𝜀

2
+ 4𝑚 · |𝑃 | · 𝑀

<
𝜀

2
+ 4𝑚 · 𝜀

8𝑚 · 𝑀 · 𝑀

=
𝜀

2
+ 𝜀

2
= 𝜀.

Siis

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) =

𝑏∫
𝑎

𝑓 .

2o: Todistetaan sitten suunta ”⇐”. Oletetaan siis, että 𝑓 on rajoitettu välillä [𝑎, 𝑏]
ja

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) = 𝐿,

missä 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) on funktion 𝑓 välin [𝑎, 𝑏] jakoon 𝑃 liittyvä Riemannin summa, ja
osoitetaan, että 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja

𝑏∫
𝑎

𝑓 = 𝐿.

Valitaan mielivaltainen 𝜀 > 0. Raja-arvon määritelmän nojalla on olemassa
sellainen 𝛿 > 0, että jos |𝑃 | < 𝛿, niin

(5.21) |𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) − 𝐿 | < 𝜀/4,
valittiinpa pisteet 𝜉 𝑗 miten tahansa.

Olkoon nyt 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} sellainen välin [𝑎, 𝑏] (esimerkiksi tasavälinen)
jako, että |𝑃 | < 𝛿. Valitaan sellaiset pisteet 𝜉

𝑘
, 𝜉𝑘 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 ] (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛), että

𝑓 (𝜉
𝑘
) ≤ inf 𝑓

[𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 ]
+ 𝜀

4(𝑏 − 𝑎)
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ja
𝑓 (𝜉𝑘 ) ≥ sup 𝑓

[𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 ]
− 𝜀

4(𝑏 − 𝑎) .

Olkoon edelleen

𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝜉
𝑘
) − 𝜀

4(𝑏 − 𝑎) , kun 𝑥 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 [ (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛),

ja

ℎ(𝑥) = 𝑓 (𝜉𝑘 ) +
𝜀

4(𝑏 − 𝑎) , kun 𝑥 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 [ (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛),

sekä 𝑔(𝑏) = ℎ(𝑏) = 𝑓 (𝑏). Tällöin 𝑔 ja ℎ ovat porrasfunktioita ja 𝑔 ≤ 𝑓 ≤ ℎ
välillä [𝑎, 𝑏] sekä

𝑏∫
𝑎

ℎ −
𝑏∫

𝑎

𝑔 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(
𝑓 (𝜉𝑘 ) +

𝜀

4(𝑏 − 𝑎)
)
(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

−
𝑛∑︁

𝑘=1

(
𝑓 (𝜉

𝑘
) − 𝜀

4(𝑏 − 𝑎)
)
(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝜉𝑘 ) (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)︸                     ︷︷                     ︸
Merk. 𝑆𝑃 ( 𝑓 ,𝜉)

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜀

4(𝑏 − 𝑎) (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

−
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑓 (𝜉

𝑘
) (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)︸                     ︷︷                     ︸

Merk. 𝑆𝑃 ( 𝑓 ,𝜉)

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜀

4(𝑏 − 𝑎) (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

= 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) − 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) + 𝜀

2(𝑏 − 𝑎)
𝑛∑︁

𝑘=1
(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)︸            ︷︷            ︸
= 𝑏−𝑎

= 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) − 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) + 𝜀

2
= 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) − 𝐿 + 𝐿 − 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) + 𝜀

2

≤
��𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) − 𝐿

�� + ��𝐿 − 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉)
�� + 𝜀

2
<

𝜀

4
+ 𝜀

4
+ 𝜀

2
= 𝜀,

missä viimeinen epäyhtälö seuraa kaavasta (5.21). Siis 𝑓 on Riemannin ehdon nojalla
Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏]. �

Huomautus 5.40. Lausetta 5.39 käytettäessä riittää tarkastella tasavälisiä jako-
ja (harjoitustehtävä).
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Funktion 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R Riemann-integroituvuuden osoittamiseksi riittää siis
osoittaa, että

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) = 𝐿,

missä 𝑃 on tasavälinen jako ja 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) on funktion 𝑓 välin [𝑎, 𝑏] jakoon 𝑃 liittyvä
Riemannin summa.

Pisteen 𝜉 pitää kuitenkin olla mielivaltainen välin piste. Funktion Riemann-
integroituvuutta osoitettaessa 𝜉 ei voi olla kiinteästi esimerkiksi osavälin päätepiste
(toisin kuin esimerkiksi määritettäessä jo integroituvaksi tiedetyn funktion integraalin
arvoa) ilman, että samalla suoritetaan myös mahdollisen virhetermin tarkastelu (ks.
esimerkki 5.23, s. 152).

Esimerkki 5.22. Määritetään
4∫

0

(3𝑥 + 2) 𝑑𝑥

Riemannin summien avulla.
Olkoon 𝑓 (𝑥) = 3𝑥 + 2, 𝑛 ∈ Z+, 𝑡 = 4

𝑛 ja 𝑃 = {0, 𝑡, 2𝑡, . . . , 𝑛𝑡 = 4} välin [0, 4]
tasavälinen jako. Olkoon lisäksi

𝜉𝑘 = 𝑘𝑡 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛).
Tällöin osavälin päätepisteenä 𝜉𝑘 ∈ [(𝑘 − 1)𝑡, 𝑘𝑡] kaikilla 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 ja

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝜉𝑘 ) · 𝑡

=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝑘𝑡) · 𝑡

=

𝑛∑︁
𝑘=1

(3(𝑘𝑡) + 2) · 𝑡

= 3𝑡2
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑘 + 2𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

1

= 3𝑡2 · 𝑛(𝑛 + 1)
2

+ 2𝑡 · 𝑛

=
3 · 16
𝑛2 · 𝑛(𝑛 + 1)

2
+ 2 · 4 · 𝑛

𝑛

= 24 · 𝑛 + 1
𝑛

+ 8

→ 24 + 8

= 32, kun 𝑛 → ∞.

Koska 𝑓 on jatkuvana funktiona Riemann-integroituva välillä [0, 4], niin lauseen 5.39
nojalla

4∫
0

(3𝑥 + 2) 𝑑𝑥 = lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) = 32.
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Esimerkki 5.23. Tutkitaan Riemannin summien käyttöä Dirichlet’n funktion

𝑓 (𝑥) =

{
1, kun 𝑥 ∈ Q,

0, kun 𝑥 ∈ R \ Q,

Riemann-integroituvuuden osoittamisessa välillä [0, 1].
Olkoon 𝑛 ∈ Z+, 𝑡 = 1

𝑛 ja 𝑃 = {0, 𝑡, 2𝑡, . . . , 𝑛𝑡 = 1} välin [0, 1] tasavälinen jako.
Olkoon edelleen

𝜉𝑘 = 𝑘𝑡 =
𝑘

𝑛
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛),

jolloin osavälin päätepisteenä 𝜉𝑘 ∈ [(𝑘 − 1)𝑡, 𝑘𝑡] kaikilla 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Koska
𝑘
𝑛 ∈ Q kaikilla 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, niin

𝑓 (𝑘/𝑛) = 1

kaikilla 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Täten

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝜉𝑘 ) · 𝑡

=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝑘/𝑛) · 𝑡

=

𝑛∑︁
𝑘=1

1 · 1
𝑛

=
1
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

1

=
1
𝑛
· 𝑛

= 1

(→ 1, kun 𝑛 → ∞).

Nyt siis

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝜉𝑘 ) · 𝑡 = 1,

mutta tästä ei voi lauseeseen 5.39 vedoten päätellä, että 𝑓 olisi Riemann-integroituva
välillä [0, 1]. Valitut pisteet 𝜉𝑘 eivät nimittäin olleet mielivaltaisia osavälien pisteitä
vaan osavälien päätepisteitä, joten tulos ei osoita funktion 𝑓 Riemann-integroituvuut-
ta välillä [0, 1].

Itse asiassa esimerkissä 5.2 (s. 99) osoitettiin, että 𝑓 ei ole Riemann-integroituva
millään reaalilukuvälillä [𝑎, 𝑏].

152



Esimerkki 5.24. Määritetään raja-arvo

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

1
𝑛

𝑛
√︁
𝑒𝑘 .

Olkoon 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 , 𝑛 ∈ Z+, 𝑡 = 1
𝑛 ja 𝑃 = {0, 𝑡, 2𝑡, . . . , 𝑛𝑡 = 1} välin [0, 1]

tasavälinen jako. Olkoon lisäksi

𝜉𝑘 = 𝑘𝑡 =
𝑘

𝑛
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛).

Tällöin osavälin päätepisteenä 𝜉𝑘 ∈ [(𝑘 − 1)𝑡, 𝑘𝑡] kaikilla 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, joten

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝜉𝑘 ) · 𝑡 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑒
𝑘
𝑛 · 𝑡 =

𝑛∑︁
𝑘=1

1
𝑛

𝑛
√︁
𝑒𝑘

on funktion 𝑒𝑥 välin [0, 1] jakoa 𝑃 vastaava Riemannin summa.
Koska esimerkin 5.6 (s. 105) nojalla 𝑒𝑥 on Riemann-integroituva välillä [0, 1] ja

1∫
0

𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒 − 1,

niin lauseen 5.39 nojalla

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

1
𝑛

𝑛
√︁
𝑒𝑘 = lim

|𝑃 |→0
𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) =

1∫
0

𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒 − 1.

Huomautus. Funktion 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R Riemannin summa voitaisiin muodos-
taa, vaikka 𝑓 ei ole rajoitettu välillä [𝑎, 𝑏]. Voidaan kuitenkin osoittaa, että jos
funktio 𝑓 ei ole rajoitettu välillä [𝑎, 𝑏], niin

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉)

ei ole olemassa (harjoitustehtävä).

Harjoitustehtäviä
5.7.1. Laske funktion

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 + 1
jakoon 𝑃 = {−1, 2, 4, 5} liittyvä Riemannin summa 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉), kun (a) 𝜉1 = 1, 𝜉2 = 3
ja 𝜉3 = 5, (b) 𝜉1 = 2, 𝜉2 = 2 ja 𝜉3 = 4.

5.7.2. Laske funktion
𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 2

jakoon 𝑃 = {−2,−1, 1, 4} liittyvä Riemannin summa 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉), kun (a) 𝜉1 = −2,
𝜉2 = 0 ja 𝜉3 = 2, (b) 𝜉1 = −

√
2, 𝜉2 = − 1√

2
ja 𝜉3 =

√
2.
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5.7.3. Olkoon
𝑓 (𝑥) = |𝑥 − 1| − 1

ja 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) jokin välin [0, 6] jakoa 𝑃 = {0, 1, 3, 6} vastaava funktion 𝑓 Riemannin
summa. Onko mahdollista, että 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) = 0?

5.7.4. Anna sellaiset välin [−3, 3] jaon 𝑃 = {−3, 1, 3} jakovälien pisteet 𝜉1 ja 𝜉2,
että funktion

𝑓 (𝑥) = |𝑥 + 1|
pisteitä 𝜉1 ja 𝜉2 vastaava Riemannin summa 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) = 10.

5.7.5. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva funktio, 𝑃 jokin välin [𝑎, 𝑏] jako ja 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉)
funktion 𝑓 jakoa 𝑃 vastaava Riemannin summa. Osoita, että on olemassa sellainen
𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏], että

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) = 𝑓 (𝑐) (𝑏 − 𝑎).
Vihje: Suljetulla välillä jatkuvan funktion ominaisuudet.

5.7.6. Laske

(a)
4∫

1

(5 − 2𝑥) 𝑑𝑥, (b)
1∫

0

2𝑥 𝑑𝑥

Riemannin summan avulla.

5.7.7. Olkoon 𝑓 : [0, 2] → R,

𝑓 (𝑥) =
{

3, kun 𝑥 ∈ Q,
1, kun 𝑥 ∈ R \ Q,

ja 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) funktion 𝑓 välin [0, 2] jakoon 𝑃 liittyvä Riemannin summa. Osoita
raja-arvon määritelmään perustuen, että raja-arvo

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉)

ei ole olemassa.

5.7.8. Määritä

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑛

(𝑛 + 𝑘)2 .

Vihje: Tarkastele esimerkiksi välin [1, 2] tasavälistä jakoa (ja sopivaa funktiota).

5.7.9. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] rajoitettu funktio ja 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) funktion 𝑓 välin [𝑎, 𝑏]
jakoon 𝑃 liittyvä Riemannin summa. Onko mahdollista, että

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) = ∞ ?
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5.7.10. Olkoon 𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉) funktion 𝑓 välin [𝑎, 𝑏] jakoon 𝑃 liittyvä Riemannin summa1

ja 𝑓 sellainen funktio, että 𝑓 ei ole ylhäältä rajoitettu välillä [𝑎, 𝑏]. Osoita, että raja-
arvo

lim
|𝑃 |→0

𝑆𝑃 ( 𝑓 , 𝜉)

ei ole olemassa.

1Riemannin summan määritelmä on tässä tehtävässä laajennettu koskemaan myös rajoittamattomia
funktioita.
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6 Integraali ja derivaatta

6.1 Integraali ylärajansa funktiona
Kuten jo luvussa 5.2 todettiin, funktion Riemann-integraali jollakin välillä on reaalilu-
ku. Jos sitten väliä muutetaan, myös integraalin arvo voi vaihtua (ja yleensä vaihtuu).
Riemann-integraalia voidaan siis tarkastella integrointivälin alku- ja loppupisteen
funktiona.

Tarkastellaan aluksi yksinkertaista tilannetta, jossa integrointivälin alkupiste on
kiinteä ja integrointivälin yläraja on muuttuja 𝑥. Olkoon siis funktio 𝑓 Riemann-
integroituva välin 𝐼 jokaisella suljetulla osavälillä ja 𝑐 välin 𝐼 jokin kiinteä luku.
Tällöin integraali

𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ 𝐼,

määrittelee funktion 𝐺 (𝑥) : 𝐼 → R,

(6.1) 𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡.

Siis jokaista muuttujan 𝑥 arvoa vastaa jokin tietty reaaliluku, joka on kyseessä olevan
integraalin arvo.

Esimerkki 6.1. Olkoon 𝐼 = [0, 5] ja

𝑓 (𝑥) = 3,

kun 𝑥 ∈ [0, 5]. Määritetään ehdon (6.1) funktio 𝐺 : [0, 5] → R.
Vakiofunktiona 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [0, 5] (ja samalla jokaisella

välin [0, 5] suljetulla osavälillä). Jos esimerkiksi 𝑐 = 0, niin ehdon (6.1) funktioksi
saadaan 𝐺 : [0, 5] → R,

𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
0

3 𝑑𝑡 = 3 · (𝑥 − 0) = 3𝑥,

ja jos 𝑐 = 5, niin

𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
5

3 𝑑𝑡 = 3 · (𝑥 − 5) = 3𝑥 − 15.

Yleisesti

𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
𝑐

3 𝑑𝑡 = 3 · (𝑥 − 𝑐) = 3𝑥 − 3𝑐,

jos 𝑐 ∈ [0, 5].
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Muiden funktioiden tapaan ehdon (6.1) funktiosta 𝐺 voidaan tutkia, onko funktio
jatkuva määrittelyvälillään. Osoittautuu, että funktio 𝐺 on aina jatkuva (lause 6.1).
Lause todistetaan suoraan jatkuvuuden määritelmää käyttäen. Lauseen 6.1 tulos on
sikäli ilmeinen, että pieni muutos integrointivälillä aiheuttaa vain pienen muutoksen
Riemann-integraalin arvossa.

Lause 6.1. Ehdon (6.1) funktio 𝐺 on jatkuva välillä 𝐼.

Todistus. Olkoon 𝑥 ∈ 𝐼. Valitaan mielivaltainen 𝜀 > 0. Olkoon edelleen [𝑎, 𝑏]
jokin sellainen välin 𝐼 suljettu osaväli, että 𝑥 on välin [𝑎, 𝑏] sisäpiste (jos 𝑥 on
välin 𝐼 päätepiste, valitaan 𝑎 = 𝑥 tai 𝑏 = 𝑥). Riemann-integroituvana funktiona 𝑓 on
rajoitettu välillä [𝑎, 𝑏]. Siis on olemassa sellainen 𝑀 > 0, että

| 𝑓 (𝑡) | ≤ 𝑀 ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] .

Jos nyt 𝑥 + ℎ ∈ [𝑎, 𝑏], niin

|𝐺 (𝑥 + ℎ) − 𝐺 (𝑥) | =

���� 𝑥+ℎ∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 −
𝑥∫

𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡
����

=

���� 𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 +
𝑥+ℎ∫
𝑥

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 −
𝑥∫

𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡
����

=

���� 𝑥+ℎ∫
𝑥

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡
����

≤
���� 𝑥+ℎ∫
𝑥

| 𝑓 (𝑡) | 𝑑𝑡
����

≤
���� 𝑥+ℎ∫
𝑥

𝑀 𝑑𝑡

����
= |𝑀 · ((𝑥 + ℎ) − 𝑥) |
= 𝑀 · |ℎ |
< 𝜀

aina, kun
|ℎ | < 𝛿 =

𝜀

𝑀
.

Siis jatkuvuuden määritelmän1 nojalla funktio 𝐺 on jatkuva pisteessä 𝑥 ja siis myös
välillä 𝐼. �

1Jos 𝑥 = 𝑎, tarkastellaan oikealta jatkuvuutta, ja jos 𝑥 = 𝑏, tarkastellaan vasemmalta jatkuvuutta.
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Esimerkeissä 6.2 ja 6.3 tarkastellaan tapausta, jossa ehdon (6.1) funktio 𝐺
muodostetaan epäjatkuvalle esimerkkifunktiolle 𝑓 . Osoittautuu, kuten lauseen 6.1
nojalla pitääkin, että saatu funktio 𝐺 on jatkuva. On syytä huomata, että 𝐺 ei
kuitenkaan ole derivoituva tarkasteltavan välin pisteessä 𝑥 = 0, mikä erikseen
todetaan huomautuksessa 6.2.

Esimerkki 6.2. Olkoon 𝐼 = [−1, 1] ja

𝑓 (𝑥) =
{

0, kun −1 ≤ 𝑥 < 0,
1, kun 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

Määritetään ehdon (6.1) funktio 𝐺 : [−1, 1] → R, kun 𝑐 ∈ [−1, 0].
Porrasfunktiona 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [−1, 1] (ja jokaisella sen

suljetulla osavälillä). Jos nyt 𝑥 < 0, niin
𝑥∫

𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑥∫
𝑐

0 𝑑𝑡 = 0,

ja jos 𝑥 ≥ 0, niin

𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 =

0∫
𝑐

0 𝑑𝑡 +
𝑥∫

0

1 𝑑𝑡 = 0 + 1 · (𝑥 − 0) = 𝑥.

Siis ehdon (6.1) funktioksi saadaan 𝐺 : [−1, 1] → R,

𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 =

{
0, kun −1 ≤ 𝑥 < 0,
𝑥, kun 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

Huomautus 6.2. Esimerkin 6.2 funktio 𝐺 on selvästi jatkuva välillä [−1, 1].
Funktio 𝐺 ei kuitenkaan ole tällä välillä derivoituva, sillä 𝐺 ei ole derivoituva
pisteessä 𝑥 = 0 (totea).

Esimerkki 6.3. Vastaavasti kuin esimerkissä 6.2 voidaan osoittaa (harjoitustehtävä),
että jos 𝐼 = [−1, 1],

𝑓 (𝑥) =
{

0, kun −1 ≤ 𝑥 < 0,
1, kun 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,

ja 𝑐 ∈ [0, 1], niin ehdon (6.1) funktioksi saadaan 𝐺 : [−1, 1] → R,

𝐺 (𝑥) =

{
−𝑐, kun −1 ≤ 𝑥 < 0,
𝑥 − 𝑐, kun 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

Jos kuitenkin integroitava funktio on jatkuva tarkasteltavalla välillä, niin eh-
don (6.1) funktio 𝐺 on derivoituva samaisella välillä (lause 6.3). Lause todistetaan
suoraan derivaatan määritelmään nojautuen.
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Lause 6.3. Jos funktio 𝑓 on jatkuva välillä 𝐼, niin ehdon (6.1) funktio 𝐺 on
paitsi jatkuva myös derivoituva välillä 𝐼 ja

𝐺′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼 .

Todistus. Olkoon 𝑥 ∈ 𝐼. Olkoon edelleen [𝑎, 𝑏] jokin sellainen välin 𝐼 suljettu
osaväli, että 𝑥 on välin [𝑎, 𝑏] sisäpiste (jos 𝑥 on välin 𝐼 päätepiste, valitaan 𝑎 = 𝑥 tai
𝑏 = 𝑥).

Olkoon 𝑥 + ℎ ∈ [𝑎, 𝑏] (ℎ ≠ 0). Koska 𝑓 on jatkuva välillä [𝑎, 𝑏], niin integraali-
laskennan väliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen 𝜉ℎ ∈ ]𝑥, 𝑥 + ℎ[ (jos ℎ > 0)
tai 𝜉ℎ ∈ ]𝑥 + ℎ, 𝑥 [ (jos ℎ < 0), että

𝐺 (𝑥 + ℎ) − 𝐺 (𝑥)
ℎ

=
1
ℎ

( 𝑥+ℎ∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 −
𝑥∫

𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡
)

=
1
ℎ
·

𝑥+ℎ∫
𝑥

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡

IVAL
=

1
ℎ
· 𝑓 (𝜉ℎ) ·

((𝑥 + ℎ) − 𝑥
)

= 𝑓 (𝜉ℎ).

Lisäksi 𝜉ℎ → 𝑥, kun ℎ → 0. Koska 𝑓 on jatkuva välillä [𝑎, 𝑏], niin tällöin

lim
ℎ→0

𝐺 (𝑥 + ℎ) − 𝐺 (𝑥)
ℎ

= lim
ℎ→0

𝑓 (𝜉ℎ) = lim
𝜉ℎ→𝑥

𝑓 (𝜉ℎ) = 𝑓 (𝑥).

Täten derivaatan määritelmän1 nojalla funktio 𝐺 on derivoituva pisteessä 𝑥 ja siis
myös välillä 𝐼 ja

𝐺′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼 . �

Huomautus 6.4. Lauseessa 6.3 (kuten yleisestikin) derivoituvuus suljetun vä-
lin 𝐼 päätepisteissä (tai puoliavoimen välin toisessa päätepisteessä) tarkoittaa
oikeanpuoleisen (välin alkupiste) tai vasemmanpuoleisen (välin loppupiste)
derivaatan olemassaoloa.

Lause 6.3 paitsi osoittaa derivoituvuuden, myös antaa yksinkertaisen derivointi-
kaavan ehdon (6.1) funktion 𝐺 derivaatan laskemiseksi (huomautus 6.5). Derivoin-
tikaava on todella yksinkertainen - integrointimuuttujan paikalle vain sĳoitetaan
muuttuja 𝑥.

1Jos 𝑥 = 𝑎, tarkastellaan oikeanpuoleista derivaattaa, ja jos 𝑥 = 𝑏, tarkastellaan vasemmanpuoleista
derivaattaa.
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Huomautus 6.5. Lauseen 6.3 tulos voidaan esittää myös seuraavassa muodossa.
Jos funktio 𝑓 on jatkuva välillä 𝐼 ja 𝑐 ∈ 𝐼, niin

𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼 .

Esimerkki 6.4 on yksinkertainen näyte huomautuksen 6.5 derivointikaavan käy-
töstä. Kuten nähdään, derivointi on nyt helppoa. Integroitavassa funktiossa vain
integrointimuuttujan 𝑡 paikalle sĳoitetaan 𝑥.

Esimerkki 6.4. Koska
𝑓 (𝑡) = |𝑡 − 1| + sin 𝑡

on jatkuva kaikilla 𝑡 ∈ R, niin lauseen 6.3 nojalla

𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫
0

( |𝑡 − 1| + sin 𝑡) 𝑑𝑡 = |𝑥 − 1| + sin 𝑥 ∀𝑥 ∈ R.

Riemann-integraalin additiivisuudesta seuraa, että muutos ehdon (6.1) funktion𝐺
alarajassa tarkoittaa käytännössä vakion lisäystä/vähennystä funktioon𝐺 (ks. esimerk-
ki 6.1 ja huomautuksen 6.6 todistus). Koska vakion derivaatta on nolla, tarkoittaa
tämä, että alarajan vaihdos ei muuta funktion 𝐺 derivaattaa (huomautus 6.6).

Huomautus 6.6. Vaikka funktio

𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡

riippuu pisteen 𝑐 valinnasta, niin derivaatta 𝐺′(𝑥) ei riipu pisteen 𝑐 valinnasta.

Todistus. Koska
𝑥∫

𝑐1

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑐2∫
𝑐1

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 +
𝑥∫

𝑐2

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 = vakio +
𝑥∫

𝑐2

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 ∀𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝐼,

niin
𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫
𝑐1

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫
𝑐2

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 ∀𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝐼 .

�

Jos funktion muuttuja on integrointivälin ylärajan sĳasta integrointivälin alaraja,
voidaan hyödyntää määritelmää 5.3 (s. 116). Koska rajojen vaihto merkitsee integ-
raalin merkin vaihtoa, myös derivaatan merkki vaihtuu. Muuten derivaatta pysyy
ennallaan (huomautus 6.7).
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Huomautus 6.7. Jos funktio 𝑓 on jatkuva välillä 𝐼 ja 𝑐 ∈ 𝐼, niin

𝑑

𝑑𝑥

𝑐∫
𝑥

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑑

𝑑𝑥

(
−

𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡
)

= − 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼 .

Ehdon (6.1) funktion 𝐺 (𝑥) derivointi on siis yksinkertaista. Samoin funktion,
jossa muuttuja 𝑥 on integrointivälin alarajana. Tilanne mutkistuu jonkin verran
(mutta ei paljon), jos integrointivälin rajana esiintyy jokin (derivoituva) funktio.
Tällöin kyseessä on yhdistetty funktio, joten voidaan käyttää yhdistetyn funktion
derivointisääntöä.

Jos integroinvälin alaraja on vakio ja yläraja on funktio 𝑟 (𝑥), kyseessä on yhdistet-
ty funktio𝐺 (𝑟 (𝑥)), jonka derivaatta on yhdistetyn funktion derivointisäännön nojalla
𝑟′(𝑥) ·𝐺′(𝑟 (𝑥)), missä 𝑟′(𝑥) on sisäfunktion 𝑟 (𝑥) derivaatta. Käyttämällä sitten vielä
funktion 𝐺 derivointikaavaa saadaan tulokseksi 𝑟′(𝑥) · 𝑓 (𝑟 (𝑥)) (huomautus 6.8).

Jos integroinvälin yläraja on vakio ja alaraja on funktio 𝑟1(𝑥), saadaan muu-
ten sama tulos kuin yllä, mutta eteen tulee miinusmerkki. Jos taas integrointivälin
molemmat rajat ovat funktioita, voidaan tilanne palauttaa yllä oleviin tapauksiin otta-
malla käyttöön jokin välipiste 𝑐 ja hyödyntämällä Riemann-integraalin additiivisuutta
(huomautus 6.8).

Huomautus 6.8. Olkoon

ℎ(𝑥) =

yhd.funktio︷   ︸︸   ︷
𝐺 (𝑟 (𝑥)) =

𝑟 (𝑥)∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡,

missä 𝑟 (𝑥) on funktion 𝑓 jatkuvuusalueeseen1 kuuluva derivoituva funktio.
Tällöin

ℎ′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥

𝑟 (𝑥)∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑟′(𝑥) · 𝐺′(𝑟 (𝑥)) = 𝑟′(𝑥) · 𝑓 (𝑟 (𝑥)).

Edelleen vastaavin oletuksin

𝑑

𝑑𝑥

𝑟2 (𝑥)∫
𝑟1 (𝑥)

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑑

𝑑𝑥

( 𝑐∫
𝑟1 (𝑥)

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 +
𝑟2 (𝑥)∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡
)

= −𝑟′1(𝑥) · 𝑓 (𝑟1(𝑥)) + 𝑟′2(𝑥) · 𝑓 (𝑟2(𝑥))
= 𝑟′2(𝑥) 𝑓 (𝑟2(𝑥)) − 𝑟′1(𝑥) 𝑓 (𝑟1(𝑥)).

Huomautuksen 6.8 derivointikaava saattaa tuntua mutkikkaalta, mutta ei sitä ole,
kun tarkastellaan, miten kaavaa käytännössä käytetään. Derivaatta saadaan, kun ylä-
rajan sisäfunktion 𝑟2(𝑥) derivaatta kerrotaan integraalin derivaatalla (joka saadaan

1Jos 𝑟 on derivoituva pisteessä 𝑥 ja 𝐺 on derivoituva pisteessä 𝑟 (𝑥), niin yhdistetty funktio 𝐺 ◦ 𝑟
on derivoituva pisteessä 𝑥.
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sĳoittamalla funktio 𝑟2(𝑥) integrointimuuttujan 𝑡 paikalle) ja sitten vähennetään
alarajan sisäfunktion 𝑟1(𝑥) derivaatta kerrottuna integraalin derivaatalla (joka nyt
saadaan sĳoittamalla funktio 𝑟1(𝑥) integrointimuuttujan 𝑡 paikalle). Aiempien de-
rivointikaavojen tapaan kyseessä on täysin ”mekaaninen” suoritus. Riittää soveltaa
derivointikaavaa.

Esimerkki 6.5. Koska
√

1 + 𝑡2 on jatkuva kaikilla 𝑡 ∈ R, niin huomautuksen 6.8
nojalla

𝑑

𝑑𝑥

𝑥2∫
0

√︁
1 + 𝑡2 𝑑𝑡 = 2𝑥 ·

√︁
1 + 𝑥4 ∀𝑥 ∈ R.

Esimerkki 6.6. Vastaavasti kuin esimerkissä 6.5 saadaan huomautuksen 6.8 nojalla

𝑑

𝑑𝑥

3𝑥∫
2𝑥

sin 𝑡 𝑑𝑡 = 3 · sin 3𝑥 − 2 · sin 2𝑥.

Sama tulos saataisiin tietysti myös hajoittamalla integraali ensin osiin

3𝑥∫
2𝑥

sin 𝑡 𝑑𝑡 =

0∫
2𝑥

sin 𝑡 𝑑𝑡 +
3𝑥∫

0

sin 𝑡 𝑑𝑡 =

3𝑥∫
0

sin 𝑡 𝑑𝑡 −
2𝑥∫

0

sin 𝑡 𝑑𝑡

ja derivoimalla sitten näin saadut integraalit.

Esimerkki 6.7. Määritetään 𝑓 ′(𝑥), kun

𝑓 (𝑥) =
cos 𝑥∫

sin 𝑥

𝑡 𝑑𝑡.

Derivaatta voidaan määrittää nyt kahdella eri tavalla. Helpompi tapa on käyttää
huomautusta 6.8, jolloin saadaan suoraan

𝑓 ′(𝑥) = − sin 𝑥 · cos 𝑥 − cos 𝑥 · sin 𝑥 = −2 sin 𝑥 cos 𝑥.

Toisaalta integraalin arvo voidaan nyt myös laskea, sillä esimerkin 5.5 (s. 104)
nojalla

cos 𝑥∫
sin 𝑥

𝑡 𝑑𝑡 =
cos2 𝑥 − sin2 𝑥

2
.

Tällöin saadaan

𝑓 ′(𝑥) = 𝐷

(
cos2 𝑥 − sin2 𝑥

2

)
=

2 · cos 𝑥 · (− sin 𝑥) − 2 · sin 𝑥 · cos 𝑥
2

= −2 sin 𝑥 cos 𝑥.
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Esimerkki 6.8. Määritetään 𝑓 ′(𝑥), kun

𝑓 (𝑥) =
𝑥3∫

0

𝑡 cos 𝑥 𝑑𝑡.

Huomautuksen 6.8 ja esimerkin 5.5 (s. 104) nojalla

𝑓 ′(𝑥) = 𝐷

( 𝑥3∫
0

𝑡 cos 𝑥 𝑑𝑡
)

= 𝐷

(
cos 𝑥

𝑥3∫
0

𝑡 𝑑𝑡

)

= − sin 𝑥 ·
𝑥3∫

0

𝑡 𝑑𝑡 + cos 𝑥 · 𝐷
( 𝑥3∫

0

𝑡 𝑑𝑡

)
= − sin 𝑥 · (𝑥

3)2 − 02

2
+ cos 𝑥 · 3𝑥2 · 𝑥3

= 3𝑥5 cos 𝑥 − 𝑥6

2
sin 𝑥.

Esimerkeissä 6.9 ja 6.10 derivointia hyödynnetään, kun määritetään raja-arvoja
l’Hôpitalin sääntöä käyttäen. Esimerkeistä nähdään, että tietyn tyyppisten raja-
arvojen määritys onnistuu nyt suhteellisen helposti.

Esimerkki 6.9. Määritetään

lim
𝑥→0

1
𝑥

𝑥∫
0

cos(𝑡2) 𝑑𝑡.

Nyt

lim
𝑥→0

𝑥∫
0

cos(𝑡2) 𝑑𝑡 = 0,

joten käytetään l’Hôpitalin sääntöä. Koska

𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫
0

cos(𝑡2) 𝑑𝑡 = cos(𝑥2),

niin

lim
𝑥→0

1
𝑥

𝑥∫
0

cos(𝑡2) 𝑑𝑡 = lim
𝑥→0

∫ 𝑥

0 cos(𝑡2) 𝑑𝑡
𝑥

H
=
0
0

lim
𝑥→0

cos(𝑥2)
1

=
1
1

= 1.
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Esimerkki 6.10. Määritetään esimerkin 5.20 (s. 143) raja-arvo

lim
𝑡→0+

1
𝑡2

𝑡∫
0

𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥

käyttämällä l’Hôpitalin sääntöä.
Koska

𝑑

𝑑𝑡

𝑡∫
0

𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 =

𝑡

1 + 𝑒𝑡
,

niin

lim
𝑡→0+

1
𝑡2

𝑡∫
0

𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 = lim

𝑡→0+

∫ 𝑡

0
𝑥

1+𝑒𝑥 𝑑𝑥

𝑡2

H
=
0
0

lim
𝑡→0+

𝑡
1+𝑒𝑡
2𝑡

= lim
𝑡→0+

1
2(1 + 𝑒𝑡)

=
1

2 (1 + 1)

=
1
4
.

Luvun 6.1 viimeisenä esimerkkinä (esimerkki 6.11) tutkitaan funktion paikallisia
ääriarvokohtia ja ääriarvojen laatua. Luvun 3.3 esimerkkien tapaan mahdolliset
ääriarvokohdat etsitään nytkin määrittämällä funktion derivaatan nollakohdat, minkä
jälkeen tutkitaan, vaihtaako derivaatta merkkiään mahdollisissa ääriarvokohdissa.

Esimerkki 6.11. Määritetään funktion

𝑓 (𝑥) =
2𝑥∫

0

(𝑡 − 1) (𝑡 − 2)2 𝑑𝑡

paikalliset ääriarvokohdat ja ääriarvojen laatu.
Nyt

𝑓 ′(𝑥) = 2 · (2𝑥 − 1) (2𝑥 − 2)2 = 0 ⇔ 𝑥 = 1
2 tai 𝑥 = 1

ja {
𝑓 ′(𝑥) < 0, kun 𝑥 < 1

2 ,

𝑓 ′(𝑥) ≥ 0, kun 𝑥 > 1
2 .

Siis funktiolla 𝑓 on pisteessä 𝑥 = 1
2 aito paikallinen minimikohta. Piste 𝑥 = 1 sen

sĳaan ei ole ääriarvokohta.
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Harjoitustehtäviä
6.1.1. Olkoon

𝑓 (𝑥) =
{

1, kun 𝑥 ∈ [0, 1],
2, kun 𝑥 ∈ ]1, 3].

Määritä

𝐺 (𝑥) =
𝑥∫

𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ [0, 3] ,

kun (a) 𝑐 ∈ [0, 1], (b) 𝑐 ∈ ]1, 3].
6.1.2. Osoita, että jos funktio 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja 𝑓 (𝑥) ≥ 0
kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], niin funktio

𝐺 (𝑥) =
𝑥∫

𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 (𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏])

on kasvava välillä [𝑎, 𝑏].
6.1.3. Olkoon 𝑓 sellainen välillä [0, 1] Riemann-integroituva funktio, että 𝑓 (𝑥) ≥ 0
kaikilla 𝑥 ∈ [0, 1]. Osoita, että on olemassa sellainen luku 𝑐 ∈ ]0, 1[, että

𝑐∫
0

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

1∫
𝑐

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥.

Vihje: Voit olettaa tehtävän 6.1.2 tuloksen tunnetuksi.

6.1.4. Derivoi funktiot

𝑓 (𝑥) =

𝑥∫
0

2 sin(𝑡2) 𝑑𝑡, 𝑔(𝑥) =

𝑥∫
0

2 sin(𝑥2) 𝑑𝑡 ja ℎ(𝑥) =

1∫
0

2 sin(𝑥2) 𝑑𝑡.

6.1.5. Määritä 𝐹′(𝑥) ja 𝐺′′(𝑥), kun

𝐹 (𝑥) =

𝑥2∫
3𝑥

sin(𝑡2) 𝑑𝑡 ja 𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
0

𝑥𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡.

6.1.6. Olkoon funktio 𝑓 jatkuva kaikilla 𝑥 ∈ R ja

𝐹 (𝑥) =

𝑥∫
0

(𝑥 − 𝑡) 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡.

Osoita, että 𝐹′′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) kaikilla 𝑥 ∈ R.
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6.1.7. Olkoon funktio 𝑓 jatkuva kaikilla 𝑥 ∈ R. Osoita, että
𝑥∫

0

( 𝑡∫
0

𝑓 (𝑢) 𝑑𝑢
)
𝑑𝑡 =

𝑥∫
0

𝑓 (𝑡) (𝑥 − 𝑡) 𝑑𝑡

kaikilla 𝑥 ∈ R.

6.1.8. Osoita, että jos 𝑥 > 0, niin
𝑥∫

1
𝑥

arc tan 𝑡
𝑡

𝑑𝑡 =
𝜋

2
ln 𝑥.

6.1.9. Osoita, että
𝑥∫

0

sin 2𝑡 𝑑𝑡 = sin2 𝑥 ∀𝑥 ∈ R,

ja määritä tätä tulosta käyttäen
𝜋
2∫

0

sin 2𝑡 𝑑𝑡 ja
𝜋∫

0

sin 2𝑡 𝑑𝑡.

Vihje: sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥 kaikilla 𝑥 ∈ R.

6.1.10. Määritä

(a) lim
𝑥→1

1
𝑥 − 1

𝑥2∫
1

sin(arctan 𝑡) 𝑑𝑡, (b) lim
𝑥→0+

1
𝑥
√
𝑥

√
𝑥∫

0

sin(𝑡2) 𝑑𝑡.

6.1.11. Määritä

(a) lim
𝑥→0

1
𝑥2

2𝑥∫
𝑥

arc tan(𝑡2)
𝑡

𝑑𝑡, (b) lim
𝑥→0

cot2 𝑥
5𝑥∫

sin 3𝑥

sin(𝑡2)
𝑡

𝑑𝑡.

6.1.12. Osoita, että

lim
𝑥→0+

1
4𝑥2

sin(5𝑥)∫
arc sin(3𝑥)

𝑡 arc sin(1 − 𝑡)
1 − 𝑡

𝑑𝑡 = 𝜋.

6.1.13. Määritä

(a) lim
𝑥→1

1
𝑥 − 1

𝑥2∫
1

cos(𝜋𝑡2) 𝑑𝑡, (b) lim
𝑥→1

1
𝑥2 − 1

2𝑥∫
2

1√
𝑡3 + 1

𝑑𝑡

sekä käyttäen integraalilaskennan väliarvolausetta että käyttäen l’Hôpitalin sääntöä.
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6.1.14. Osoita, että funktio

(a) 𝑓 (𝑥) =

2𝑥∫
𝑥

1
ln 𝑡

𝑑𝑡, (b) 𝑓 (𝑥) =

2
𝑥∫

1
𝑥

1
ln 𝑡

𝑑𝑡

on aidosti kasvava, kun 𝑥 > 2.

6.1.15. Tutki, onko funktio

𝑓 (𝑥) =

5𝑥∫
2𝑥

arc cot 𝑡
𝑡

𝑑𝑡

monotoninen välillä ]0,∞[.
6.1.16. Määritä funktion

(a) 𝑓 (𝑥) =

3𝑥2∫
0

(𝑡 − 1)𝑒−𝑡2𝑑𝑡, (b) 𝑓 (𝑥) =

2𝑥−𝑥2∫
0

cos
( 1
1 + 𝑡2

)
𝑑𝑡

paikalliset ääriarvokohdat ja ääriarvojen laatu.

6.1.17. Määritä funktion

𝑓 (𝑥) =

𝑥∫
2

ln 𝑡 − 1
ln 𝑡

𝑑𝑡

paikalliset ääriarvokohdat ja ääriarvojen laatu välillä [2,∞[.
6.1.18. Tutki, missä pisteessä (tai pisteissä) funktio

𝑓 (𝑥) =

2𝑥∫
𝑥

𝑒𝑡

𝑡
𝑑𝑡 (𝑥 > 0)

saavuttaa suurimman arvonsa välillä ]0, 2].
6.1.19. Olkoon 𝑓 (𝑥, 𝑡) sellainen (muuttujan 𝑡 suhteen) välillä [𝑎, 𝑏] Riemann-in-
tegroituva funktio, että sen derivaatta 𝑓 ′𝑥 muuttujan 𝑥 suhteen on jatkuva välillä 𝐼.
Osoita, että

𝑑

𝑑𝑥

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑏∫
𝑎

𝑓 ′𝑥 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

kaikilla 𝑥 ∈ 𝐼.
Vihje: Differentiaalilaskennan väliarvolause.

6.1.20. Osoita tehtävän 6.1.19 tulosta käyttäen, että funktio

𝑓 (𝑥) =

1∫
0

𝑒𝑥𝑡
2−𝑥𝑡 𝑑𝑡

on vähenevä koko reaalilukujoukossa.
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6.2 Integraalifunktio
Riemann-integraalin arvon määrittäminen tähän mennessä esitettyjä menetelmiä
käyttäen on hankalaa. Seuraavaksi johdetaan oleellisesti helpompi tapa määrittää
Riemann-integraalin arvo. Aloitetaan määritelmällä.

Määritelmä 6.1. Olkoon funktio 𝑓 määritelty välillä 𝐼. Jos on olemassa sellai-
nen funktio 𝐹, että

𝐹′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼,

niin 𝐹 on funktion 𝑓 integraalifunktio (primitiivi, antiderivaatta) välillä 𝐼.

Esimerkki 6.12. Funktio 𝐹 (𝑥) = arc tan 𝑥 on funktion

𝑓 (𝑥) =
1

1 + 𝑥2

integraalifunktio koko reaalilukujoukossa, sillä (ks. esimerkki 2.28, s. 32)

𝐷 (arc tan 𝑥) =
1

1 + 𝑥2 ∀𝑥 ∈ R.

Määritelmässä 6.1 funktion 𝑓 primitiiviä (antiderivaattaa) 𝐹 kutsutaan funk-
tion 𝑓 integraalifunktioksi. Vaihtoehtoisesti voitaisiin kutsua sivun 156 ehdon (6.1)
funktiota 𝐺 funktion 𝑓 integraalifunktioksi, jolloin integraalifunktio ja primitiivi
(antiderivaatta) merkitsisivät eri asiaa. Toisin kuin nyt (ks. huomautus 6.11), kai-
killa Riemann-integroituvilla funktioilla olisi tällöin integraalifunktio (ks. huomau-
tus 6.10). Jatkuvilla funktioilla tällaisia eroja kuitenkaan ei synny, joten käsitteitä ei
tässä monisteessa erotella.

Koska derivoituva funktio on aina jatkuva (lause 2.3, s. 18), myös integraali-
funktio on aina jatkuva (huomautus 6.9). Toisaalta jos funktio 𝑓 on jatkuva, niin
lauseen 6.3 nojalla ehdon (6.1) määrittelemän funktion derivaatta on 𝑓 , joten eh-
don (6.1) määrittelemä funktio on funktion 𝑓 integraalifunktio (huomautus 6.10).

Huomautus 6.9. Jos on olemassa sellainen 𝐹, että 𝐹′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) kaikilla 𝑥 ∈ 𝐼,
niin 𝐹 on jatkuva välillä 𝐼.

Huomautus 6.10. Lauseen 6.3 (s. 159) nojalla välillä 𝐼 jatkuvalla funktiolla 𝑓
on ainakin yksi integraalifunktio välillä 𝐼, nimittäin funktio

𝐹 (𝑥) =

𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝑐 ∈ 𝐼 .

Esimerkissä 6.13 tarkastellaan funktiota 𝑓 (𝑥) = sin(𝑥2), jonka integraalifunk-
tioita ei voida esittää alkeisfunktioiden avulla. Koska 𝑓 on jatkuva kaikilla 𝑥 ∈ R,
integraalifunktioita on kuitenkin olemassa.
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Esimerkki 6.13. Olkoon
𝑓 (𝑥) = sin(𝑥2).

Määritetään (i) jokin funktion integraalifunktio 𝐹, (ii) sellainen funktion 𝑓 integraa-
lifunktio 𝐺, että että 𝐺 (1) = 3.

(i): Koska 𝑓 on jatkuva kaikilla 𝑥 ∈ R, niin huomautuksen 6.10 nojalla esimer-
kiksi funktio

𝐹 (𝑥) =

𝑥∫
0

sin(𝑡2) 𝑑𝑡

on funktion 𝑓 integraalifunktio koko reaalilukujoukossa.
(ii): Olkoon

𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
1

sin(𝑡2) 𝑑𝑡 + 3.

Koska vakion derivaatta on nolla ja 𝑓 on jatkuva kaikilla 𝑥 ∈ R, niin huomautuk-
sen 6.10 nojalla 𝐺′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) kaikilla 𝑥 ∈ R. Siis 𝐺 on funktion 𝑓 integraalifunktio
koko reaalilukujoukossa. Lisäksi

𝐺 (1) =

1∫
1

sin(𝑡2) 𝑑𝑡 + 3 = 0 + 3 = 3.

Huomautus 6.11. Jos funktio ei ole jatkuva välillä 𝐼, niin funktiolla ei välttä-
mättä ole integraalifunktiota kyseisellä välillä, vaikka funktio olisi Riemann-in-
tegroituva välillä 𝐼 (ks. huomautukset 6.2 (s. 158) ja 6.18, s. 172).

Jos funktiolla ylipäätään on integraalifunktio, funktion kaikki integraalifunktiot
eroavat toisistaan korkeintaan vakiolla (lause 6.12).

Lause 6.12. Jos 𝐹 on funktion 𝑓 integraalifunktio välillä 𝐼, niin funktion 𝑓 kaik-
kien integraalifunktioiden joukko välillä 𝐼 on funktiojoukko { 𝐹 + 𝐶 | 𝐶 ∈ R }.

Todistus. (i): Jokainen muotoa 𝐹 + 𝐶 oleva funktio on funktion 𝑓 integraalifunktio
välillä 𝐼, sillä

𝐷 (𝐹 + 𝐶) = 𝐷 (𝐹) +
=0︷︸︸︷

𝐷 (𝐶) = 𝐷 (𝐹) = 𝑓 .

(ii): Olkoon 𝐺 jokin funktion 𝑓 integraalifunktio välillä 𝐼 eli

𝐺′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼 .

Tällöin
𝐷 (𝐺 (𝑥) − 𝐹 (𝑥)) = 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼,

joten integraalilaskennan peruslauseen nojalla 𝐺 − 𝐹 on vakio. Siis on olemassa
sellainen 𝐶 ∈ R, että

𝐺 (𝑥) − 𝐹 (𝑥) = 𝐶 ∀𝑥 ∈ 𝐼 .

Täten 𝐺 = 𝐹 + 𝐶. �
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Esimerkki 6.14. Esimerkin 6.12 perusteella 𝐹 (𝑥) = arc tan 𝑥 on funktion

𝑓 (𝑥) =
1

1 + 𝑥2

integraalifunktio koko reaalilukujoukossa. Täten myös esimerkiksi

𝐺 (𝑥) = arc tan 𝑥 − 3000 ja 𝐻 (𝑥) = 2𝜋 + arc tan 𝑥

ovat funktion 𝑓 integraalifunktioita koko reaalilukujoukossa. Yleisesti kaikki funk-
tion 𝑓 integraalifunktiot ovat muotoa

arc tan 𝑥 + 𝐶,

missä 𝐶 ∈ R.

Lause 6.13 (Analyysin peruslause).1 Olkoon funktio 𝑓 jatkuva välillä [𝑎, 𝑏]
ja 𝐹 jokin sen integraalifunktio tällä välillä. Tällöin

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎).

Todistus. Koska 𝑓 on jatkuva välillä [𝑎, 𝑏], niin huomautuksen 6.10 nojalla funktio

𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
𝑎

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡

on funktion 𝑓 integraalifunktio välillä [𝑎, 𝑏]. Lauseen 6.12 nojalla 𝐺 voidaan esittää
kaikilla 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] muodossa

𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
𝑎

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶,

missä 𝐶 ∈ R. Lisäksi

𝐶 =

𝑎∫
𝑎

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 − 𝐹 (𝑎) = −𝐹 (𝑎),

joten
𝑥∫

𝑎

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑎) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] .

Sĳoittamalla tähän lausekkeeseen 𝑥 = 𝑏 saadaan
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎).
�

1Terminologiassa on jonkin verran vaihtelua. Usein lause 6.13 on analyysin peruslause, osa II.
Tällöin analyysin peruslauseen osa I on yleisimmin lause 6.3 (s. 159). Analyysin peruslause tunnetaan
myös nimellä integraalilaskennan päälause.
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Huomautus 6.14. Lauseen 6.13 tulos pätee myös, kun 𝑏 ≤ 𝑎.

Todistus. Jos 𝑏 = 𝑎, niin yhtälön kumpikin puoli on nolla, ja jos 𝑏 < 𝑎, niin

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = −
𝑎∫

𝑏

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = −(𝐹 (𝑎) − 𝐹 (𝑏)) = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎).
�

Huomautus 6.15. Usein merkitään

𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎) =

𝑏/
𝑎

𝐹 (𝑥).

Tällöin lauseen 6.13 tulos voidaan esittää muodossa

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏/
𝑎

𝐹 (𝑥).

Analyysin peruslauseessa oletettiin, että funktio 𝑓 on jatkuva, koska lauseen
todistuksessa hyödynnettiin integroitavan funktion integraalifunktion olemassaoloa
(huomautus 6.10). Jatkuvuus ei kuitenkaan ole välttämätön vaatimus, mikä nähdään
huomautuksesta 6.16. Huomautus on suhteellisen helppo todistaa hyödyntämällä
diffrentiaalilaskennan väliarvolausetta ja Riemannin summia.

Huomautus 6.16. Funktion 𝑓 jatkuvuuden sĳasta lauseessa 6.13 riittää olettaa
(harjoitustehtävä), että 𝑓 on Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏] ja 𝐹 on sellainen
välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva ja välillä ]𝑎, 𝑏[ derivoituva funktio, että

𝐹′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑏[.

On kuitenkin mahdollista, että funktiolla on integraalifunktio, vaikka funktio
ei ole Riemann-integroituva (harjoitustehtävä). Täten oletus funktion 𝑓 Riemann-
integroituvuudesta huomautuksessa 6.16 on tarpeellinen (huomautus 6.17).

Huomautus 6.17. Huomautuksessa 6.16 oletus funktion 𝑓 Riemann-integroi-
tuvuudesta välillä [𝑎, 𝑏] on tarpeellinen. Funktio 𝑓 ei nimittäin välttämättä ole
Riemann-integroituva välillä [𝑎, 𝑏], vaikka on olemassa sellainen välillä [𝑎, 𝑏]
jatkuva ja välillä ]𝑎, 𝑏[ derivoituva funktio 𝐹, että

𝐹′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑏[.
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Jos Riemann-integroituvalla funktiolla 𝑓 on jollakin välillä integraalifunktio,
niin huomautusta 6.16 (ja analyysin peruslausetta) käyttäen on helppo osoittaa, että
myös ehdon (6.1) funktio 𝐺 on funktion 𝑓 integraalifunktio. Jos siis Riemann-
integroituvalla funktiolla 𝑓 ylipäätään on jollakin välillä integraalifunktio, myös
ehdon (6.1) funktio 𝐺 on funktion 𝑓 integraalifunktio tällä välillä (huomautus 6.18).

Huomautus 6.18. Jos välillä [𝑎, 𝑏] Riemann-integroituvalla funktiolla 𝑓 on
välillä [𝑎, 𝑏] integraalifunktio, niin myös funktio

𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 (𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏])

on funktion 𝑓 integraalifunktio välillä [𝑎, 𝑏] (harjoitustehtävä).

Analyysin peruslauseen käytöstä esitetään muutama helppo esimerkki (esimer-
kit 6.15–6.20), mutta varsinaisesti funktion 𝑓 integraalifunktion 𝐹 määrittämistä
tarkastellaan luvussa 7 (integrointimenetelmiä).

Yleisohjeena voidaan todeta, että analyysin peruslausetta käytettäessä tavoitteena
on etsiä joku funktio, jonka derivaatta integroitava funktio on. Joskus tämä on help-
poa mutta yleisesti ei. Tarkasteltavissa esimerkeissä haluttu funktio löytyy helposti
suoraan monisteessa esitettyjä derivointikaavoja hyödyntämällä. Yhdistetyn funktion
derivointisääntöäkin on käytetty vain esimerkissä 6.20.

Esimerkki 6.15. Koska

𝐷 (𝑥3) = 3𝑥2 ∀𝑥 ∈ R,

niin 𝑥3 on funktion 3𝑥2 (jokin) integraalifunktio (millä tahansa välillä 𝐼 ⊆ R). Kos-
ka 3𝑥2 on jatkuva millä tahansa välillä 𝐼 ⊆ R, niin lauseen 6.13 ja huomautuksen 6.14
nojalla

𝑏∫
1

3𝑥2 𝑑𝑥 =

𝑏/
1

𝑥3 = 𝑏3 − 13 = 𝑏3 − 1 ∀𝑏 ∈ R.

Esimerkki 6.16. Koska

𝐷 (𝑒𝑥) = 𝑒𝑥 ∀𝑥 ∈ R,

niin 𝑒𝑥 on funktion 𝑒𝑥 (jokin) integraalifunktio (millä tahansa välillä 𝐼 ⊆ R). Koska 𝑒𝑥
on jatkuva millä tahansa välillä 𝐼 ⊆ R, niin lauseen 6.13 ja huomautuksen 6.14 nojalla
(vrt. esimerkki 5.6, s. 105)

𝑏∫
0

𝑒𝑥 𝑑𝑥 =

𝑏/
0

𝑒𝑥 = 𝑒𝑏 − 𝑒0 = 𝑒𝑏 − 1 ∀𝑏 ∈ R.
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Esimerkki 6.17. Vastaavasti

𝐷 (arc tan 𝑥) =
1

1 + 𝑥2 ∀𝑥 ∈ R,

joten

𝑏∫
0

1
1 + 𝑥2 𝑑𝑥 =

𝑏/
0

arc tan 𝑥 = arc tan 𝑏 − arc tan 0 = arc tan 𝑏 ∀𝑏 ∈ R.

Esimerkiksi
1∫

0

1
1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = arc tan 1 =

𝜋

4
.

Esimerkki 6.18. Vastaavasti

𝐷 (ln 𝑡) =
1
𝑡

∀𝑡 > 0,

joten
𝑥∫

1

1
𝑡
𝑑𝑡 =

𝑥/
1

ln 𝑡 = ln 𝑥 − ln 1 = ln 𝑥 ∀𝑥 > 0.

Esimerkki 6.19. Koska

𝐷 (2√𝑥 ) =
1√
𝑥

∀𝑥 > 0,

niin
𝑎∫

1

1√
𝑥
𝑑𝑥 =

𝑎/
1

2
√
𝑥 = 2

√
𝑎 − 2

√
1 = 2

√
𝑎 − 2 (𝑎 > 0).

Esimerkki 6.20. Koska

𝐷
(
− 2
𝜋

cos
𝜋𝑥

2

)
= − 2

𝜋
·
(
− sin

𝜋𝑥

2

)
· 𝜋

2
= sin

𝜋𝑥

2
∀𝑥 ∈ R,

niin
1∫

0

sin
𝜋𝑥

2
𝑑𝑥 =

1/
0

− 2
𝜋

cos
𝜋𝑥

2
= 0 −

(
− 2
𝜋
· 1

)
=

2
𝜋
.

Huomautus. Funktion 𝑓 integraalifunktion 𝐹 määrittämistä tarkastellaan lu-
vussa 7.
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Luvun 6.2 lopuksi esitetään vielä huomautus, joka sitoo yhteen monisteiden
Analyysi A ja Analyysi B peruslauseet ja perusidean. Täydellisyysaksioomasta
lähdettiin liikkeelle ja kaikki välivaiheet täsmällisesti esittäen ja todistaen saatiin
todistettua analyysin peruslause. Tämä on monisteiden kokonaisuuden kannalta
tärkeä huomio.

Huomautus. Yhteydet monisteiden Analyysi A ja B joidenkin peruslauseiden
välillä:

𝐴0 → 𝐴1
↗ 𝐵1 → 𝐵2 → 𝐵3 ↘
↘ 𝐵4 → 𝐵5 → 𝐵6

↗ 𝐵7,

missä

𝐴0 = R:n täydellisyysaksiooma,

𝐴1 = Suljetulla välillä jatkuvan funktion ominaisuudet,1

𝐵1 = Rollen lause,

𝐵2 = Differentiaalilaskennan väliarvolause,

𝐵3 = Integraalilaskennan peruslause,

𝐵4 = Jatkuvan funktion integroituvuus,

𝐵5 = Integraalilaskennan väliarvolause,

𝐵6 = Jatkuvan funktion integraalifunktion derivoituvuus,

𝐵7 = Analyysin peruslause.

Harjoitustehtäviä
6.2.1. Määritä sellaiset vakiot 𝑎 ja 𝑏, että funktio

𝐹 (𝑥) = 𝑒𝑥 (𝑎 sin 𝑥 + 𝑏 cos 𝑥)

on funktion 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 sin 𝑥 integraalifunktio.

6.2.2. Tutki, onko 𝐹 jonkin funktion 𝑓 integraalifunktio välillä [−1, 1], kun

(a) 𝐹 (𝑥) =
{

cos 𝑥, kun 𝑥 ≥ 0,
𝑥2, kun 𝑥 < 0,

(b) 𝐹 (𝑥) =
{

cos 𝑥, kun 𝑥 ≥ 0,
𝑥2 + 1, kun 𝑥 < 0.

1Suljetulla välillä jatkuva funktio on kyseisellä välillä rajoitettu ja saavuttaa suurimman sekä
pienimmän arvonsa ja jokaisen niiden välissä olevan arvon. Edelleen suljetulla välillä jatkuva funktio
on tällä välillä tasaisesti jatkuva.
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6.2.3. Anna esimerkki sellaisesta funktion

𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑥
2

integraalifunktiosta 𝐹, että (a) 𝐹 (1) ≥ 5, (b) 𝐹 (5) = 3.

6.2.4. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] Riemann-integroituva funktio ja 𝐹 sellainen välil-
lä [𝑎, 𝑏] jatkuva ja välillä ]𝑎, 𝑏[ derivoituva funktio, että 𝐹′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) kaikilla
𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑏[. Osoita, että

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎).

Vihje: Differentiaalilaskennan väliarvolause ja Riemannin summan raja-arvo.

6.2.5. Anna esimerkki sellaisesta välillä [0, 1] määritellystä funktiosta, että funktio
ei ole Riemann-integroituva välillä [0, 1], mutta funktiolla on integraalifunktio
(a) välillä ]0, 1[, (b) välillä [0, 1].
Vihje: Riemann-integroituva funktio on rajoitettu.

6.2.6. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] Riemann-integroituva funktio. Osoita, että jos funk-
tiolla 𝑓 on integraalifunktio välillä [𝑎, 𝑏], niin myös

𝐺 (𝑥) =

𝑥∫
𝑐

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 (𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏])

on funktion 𝑓 on integraalifunktio välillä [𝑎, 𝑏]. Voit olettaa tehtävän 6.2.4 tuloksen
tunnetuksi.

6.2.7. Koska
𝑑

𝑑𝑥

arctan(√3 tan 𝑥)√
3

=
1

1 + 3 tan2 𝑥
· 1

cos2 𝑥

ja
1 + 2 sin2 𝑥 = cos2 𝑥 + 3 sin2 𝑥 = cos2 𝑥 (1 + 3 tan2 𝑥),

niin analyysin peruslauseen nojalla
𝜋∫

0

𝑑𝑥

1 + 2 sin2 𝑥
=

𝜋∫
0

1
1 + 3 tan2 𝑥

· 1
cos2 𝑥

𝑑𝑥 =

𝜋/
0

arctan(√3 tan 𝑥)√
3

= 0.

Miksi tulos ei voi olla oikea ja missä virhe tapahtui?

6.2.8. Olkoon 𝑓 sellainen funktio, että 𝑓 (𝑎) = 0 ja 𝑓 ′ on jatkuva välillä [𝑎, 𝑏].
Osoita, että

(𝑏 − 𝑎)
𝑏∫

𝑎

( 𝑓 ′(𝑥))2 𝑑𝑥 ≥ 𝑀2,

missä 𝑀 = sup{ 𝑓 (𝑥) | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 }.
Vihje: Cauchyn–Schwarzin epäyhtälö.
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6.2.9. Olkoon 𝑓 sellainen funktio, että

𝑓 (𝑥)∫
0

𝑡2 𝑑𝑡 = 𝑥 cos(𝜋𝑥)

kaikilla 𝑥 ∈ R. Määritä 𝑓
( 1

2
)

ja 𝑓 (4).
6.2.10. Osoita, että toinen raja-arvoista

lim
𝑧→0+

1∫
𝑧

1
𝑥
𝑑𝑥 ja lim

𝑧→0+

1∫
𝑧

1√
𝑥
𝑑𝑥

on äärellinen ja toinen ääretön.
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∗7 Integrointimenetelmiä

7.1 Määräämätön integraali
Analyysin peruslause (lause 6.13, s. 170) antaa helpon tavan laskea annetun funktion
Riemann-integraaleja, jos tunnetaan jokin kyseisen funktion integraalifunktio. Seu-
raavaksi tutkitaan lyhyesti muutamia menetelmiä, joilla tällainen integraalifunktio
voidaan löytää.

Aloitetaan määrittelemällä, mitä määräämättömällä integraalilla tarkoitetaan.

Määritelmä 7.1. Olkoon funktio 𝑓 jatkuva välillä 𝐼. Tällöin funktion 𝑓 in-
tegraalifunktioiden (välillä 𝐼) joukkoa sanotaan funktion 𝑓 määräämättömäksi
integraaliksi ja sitä merkitään∫

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 (tai
∫

𝑓 ).

Funktion 𝑓 Riemann-integraalia välillä 𝐼 voidaan vastaavasti kutsua funktion 𝑓
määrätyksi integraaliksi. Määräämätön integraali on funktiojoukko, määrätty integ-
raali taas on reaaliluku. Kumpaakin voidaan kutsua lyhyesti funktion integraaliksi, jos
asiayhteydestä käy selville, tarkoitetaanko määräämätöntä vai määrättyä integraalia.
Funktion integraalin määrittämistä kutsutaan funktion integroinniksi.

Huomautus. Jos siis 𝑓 (𝑥) on jatkuva ja 𝐹′(𝑥) = 𝑓 (𝑥) välillä 𝐼, niin∫
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶, 𝐶 ∈ R.

Huomautus. Derivaatan laskusäännöistä seuraa suoraan, että jos kyseiset mää-
räämättömät integraalit ovat olemassa, niin∫

𝜆
(
𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝜆

∫
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 + 𝜆

∫
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥, 𝜆 ∈ R.

Huomautus 7.1. Alkeisfunktioiden derivoimiskaavojen perusteella saadaan seuraa-
vat integrointikaavat (𝐶 ∈ R). Kaavoja voidaan tietenkin soveltaa vain sellaisilla
väleillä 𝐼, joilla integroitavat funktiot ovat jatkuvia.∫

0 𝑑𝑥 = 𝐶,(7.1) ∫
1 𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝐶,(7.2) ∫
𝑥𝑎 𝑑𝑥 =

1
𝑎 + 1

𝑥𝑎+1 + 𝐶 (𝑎 ≠ −1),(7.3)
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∫
1
𝑥
𝑑𝑥 = ln |𝑥 | + 𝐶 (0 ∉ 𝐼)

=

{
ln 𝑥 + 𝐶, kun 𝑥 > 0,
ln(−𝑥) + 𝐶, kun 𝑥 < 0,

(7.4)

∫
𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶,(7.5) ∫
𝑎𝑥 𝑑𝑥 =

𝑎𝑥

ln 𝑎
+ 𝐶 (𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1),(7.6) ∫

sin 𝑥 𝑑𝑥 = − cos 𝑥 + 𝐶,(7.7) ∫
cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶,(7.8) ∫

1
cos2 𝑥

𝑑𝑥 = tan 𝑥 + 𝐶,(7.9) ∫
1

sin2 𝑥
𝑑𝑥 = − cot 𝑥 + 𝐶,(7.10) ∫

1
1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = arc tan 𝑥 + 𝐶,(7.11) ∫

1√
1 − 𝑥2

𝑑𝑥 = arc sin 𝑥 + 𝐶.(7.12)

Huomautus. Jos funktion määräämätön integraali tunnetaan, funktion mää-
rätty integraali eli Riemann-integraali voidaan laskea käyttämällä analyysin
peruslausetta (lause 6.13, s. 170).

Esimerkki 7.1. Osoitetaan, että jos 𝑛 ∈ Z, niin

(𝑛+1)𝜋∫
𝑛𝜋

|sin 𝑥 | 𝑑𝑥 = 2.

Tarkastellaan erikseen luvun 𝑛 parillisia ja parittomia arvoja. Kun 𝑛 on parillinen,
niin sinin integrointikaavaa käyttämällä saadaan

(𝑛+1)𝜋∫
𝑛𝜋

|sin 𝑥 | 𝑑𝑥 =

(𝑛+1)𝜋∫
𝑛𝜋

sin 𝑥 𝑑𝑥

=

(𝑛+1)𝜋/
𝑛𝜋

− cos 𝑥
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= −(cos((𝑛 + 1)𝜋) − cos(𝑛𝜋))
= −(−1 − 1)
= 2.

Kun 𝑛 on pariton, saadaan vastaavasti
(𝑛+1)𝜋∫
𝑛𝜋

|sin 𝑥 | 𝑑𝑥 =

(𝑛+1)𝜋∫
𝑛𝜋

− sin 𝑥 𝑑𝑥

=

(𝑛+1)𝜋/
𝑛𝜋

cos 𝑥

= cos((𝑛 + 1)𝜋) − cos(𝑛𝜋)
= 1 − (−1)
= 2.

Siis
(𝑛+1)𝜋∫
𝑛𝜋

|sin 𝑥 | 𝑑𝑥 = 2

kaikilla 𝑛 ∈ Z.

Huomautus 7.2. Kaikkien jatkuvien funktioiden määräämätöntä integraalia ei voi-
da lausua alkeisfunktioiden avulla äärellisessä suljetussa muodossa. Tällaisia ovat
esimerkiksi∫

sin(𝑥2) 𝑑𝑥,
∫

sin 𝑥
𝑥

𝑑𝑥,

∫
𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥,

∫
arc tan 𝑥

𝑥
𝑑𝑥,

∫
𝑑𝑥

ln 𝑥
,

∫
𝑑𝑥√
𝑥3 + 1

, . . .

Tällöin vastaavat määrätyt integraalit, esimerkiksi
1∫

0

𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥,

pitää laskea jotenkin muuten kuin analyysin peruslausetta käyttäen.

Huomautus 7.3. Käyttämällä yhdistetyn funktion derivointikaavaa saadaan
integrointisääntö

(7.13)
∫

𝑓 ′(𝑥) · 𝑔′( 𝑓 (𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝑔( 𝑓 (𝑥)) + 𝐶.

Sääntöä voidaan tietysti soveltaa vain, jos kaikki vaadittavat oletukset ovat
voimassa.

Yhdistetyn funktion derivointikaavan käyttö integrointimenetelmänä voidaan
usein korvata sĳoitussäännön käytöllä (ks. huomautus 7.12, s. 193).
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Esimerkki 7.2. Kun 𝑎 ≠ 0, niin käyttämällä yhdistetyn funktion integrointisään-
töä (7.13) ja kosinin derivointikaavaa saadaan∫

sin(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 = −1
𝑎

∫
𝑎(− sin(𝑎𝑥)) 𝑑𝑥 = −1

𝑎
cos(𝑎𝑥) + 𝐶.

Jos 𝑎 = 0, niin tuloksena on tietysti pelkästään vakiofunktio 𝐶.

Esimerkki 7.3. Käyttämällä yhdistetyn funktion integrointisääntöä sekä potenssin
ja sinin derivointikaavoja saadaan∫

cos 𝑥 sin3 𝑥 𝑑𝑥 =
1
4

∫
4 cos 𝑥 · sin3 𝑥 𝑑𝑥 =

1
4

sin4 𝑥 + 𝐶.

Tulos saadaan helposti myös sĳoitussäännön avulla (ks. esimerkki 7.18 (s. 194) ja
sitä koskevat huomautukset 7.14 ja 7.15).

Vastaavasti yleisesti (integraalin olemassaoloehtojen ollessa voimassa)∫
𝑓 ′(𝑥) 𝑓 (𝑥)𝑎 𝑑𝑥 =

1
𝑎 + 1

𝑓 (𝑥)𝑎+1 + 𝐶 (𝑎 ≠ −1).

Esimerkki 7.4. Kun 𝑎 ≠ 0,1 niin käyttämällä yhdistetyn funktion integrointisääntöä
ja logaritmin derivointikaavaa saadaan∫

1
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑑𝑥 =
1
𝑎

∫
𝑎 · 1

𝑎𝑥 + 𝑏
𝑑𝑥 =

1
𝑎

ln |𝑎𝑥 + 𝑏 | + 𝐶

kaikilla niillä väleillä, jotka eivät sisällä pistettä 𝑥 = − 𝑏
𝑎 .

Vastaavasti yleisesti, jos 𝑓 (𝑥) ≠ 0 (ja integraalin olemassaoloehdot ovat voimas-
sa), niin ∫

𝑓 ′(𝑥) 𝑓 −1(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫
𝑓 ′(𝑥)
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = ln | 𝑓 (𝑥) | + 𝐶.

Esimerkki 7.5. Kotangentin ja tangentin määrittelyalueilla saadaan vastaavasti kuin
esimerkissä 7.4∫

cot 𝑥 𝑑𝑥 =

∫
cos 𝑥
sin 𝑥

𝑑𝑥 =

∫
cos 𝑥 · 1

sin 𝑥
𝑑𝑥 = ln |sin 𝑥 | + 𝐶

ja ∫
tan 𝑥 𝑑𝑥 =

∫
sin 𝑥
cos 𝑥

𝑑𝑥 = −
∫

(− sin 𝑥) · 1
cos 𝑥

𝑑𝑥 = − ln |cos 𝑥 | + 𝐶.

Joskus integroitavaa lauseketta kannattaa muokata ennen integrointia. Esimer-
kiksi trigonometriset funktiot voidaan joskus muuntaa sopivia kaavoja käyttämällä
integroinnin kannalta oleellisesti yksinkertaisempaan muotoon (ks. luku 7.5). Sopi-
vaa muokkausta voidaan hyödyntää myös muiden funktioiden kohdalla.

1Jos 𝑎 = 0 (ja 𝑏 ≠ 0), niin kyseessä on yksinkertaisesti vakiofunktion integrointi.
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Esimerkki 7.6. Olkoon |𝑥 | < |𝑎 | (𝑎 ≠ 0). Määritetään∫
1√

𝑎2 − 𝑥2
𝑑𝑥.

Koska integroitava funktio muistuttaa arkussinin derivaattaa, muokataan lauseke
vastaamaan kyseistä derivaattaa. Käyttämällä muokkaamalla saatuun lausekkeeseen
yhdistetyn funktion derivointikaavaa saadaan∫

1√
𝑎2 − 𝑥2

𝑑𝑥 =

∫
1√︃

𝑎2 (1 − (
𝑥
𝑎

)2) 𝑑𝑥
=

∫
1√︃

𝑎2
√︃

1 − (
𝑥
𝑎

)2 𝑑𝑥

=

∫
1
|𝑎 | ·

1√︃
1 − (

𝑥
|𝑎 |
)2 𝑑𝑥

= arc sin
𝑥

|𝑎 | + 𝐶.

Tässä on erityisesti syytä huomata, että
√
𝑎2 = |𝑎 |. Yllä olevan kanssa voitaisiin

edetä vaihtoehtoisesti

· · · =

∫
1√︃

𝑎2
√︃

1 − (
𝑥
𝑎

)2 𝑑𝑥

=
𝑎

|𝑎 |
∫

1
𝑎
· 1√︃

1 − (
𝑥
𝑎

)2 𝑑𝑥

=
𝑎

|𝑎 | arc sin
𝑥

𝑎
+ 𝐶.

Tulokset ovat samat, sillä arc sin(−𝑥) = − arc sin 𝑥.

Huomautus 7.4. Määräämätöntä integraalia määritettäessä saatu tulos voidaan aina
tarkistaa derivoimalla. Esimerkiksi

𝑑

𝑑𝑥
ln
(
𝑥 +

√︁
𝑥2 + 1

)
=

1
𝑥 +

√
𝑥2 + 1

(
1 + 1

2
· 1√

𝑥2 + 1
· 2𝑥

)
=

1
𝑥 +

√
𝑥2 + 1

·
√
𝑥2 + 1 + 𝑥√
𝑥2 + 1

=
1√

𝑥2 + 1
,

joten ∫
1√

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = ln

(
𝑥 +

√︁
𝑥2 + 1

) + 𝐶.

Kyseinen integraali voidaan määrittää esimerkiksi sopivaa sĳoitusta käyttäen (vrt.
esimerkki 7.16, s. 192).1

1Funktio ar sinh 𝑥 = ln
(
𝑥 +

√
𝑥2 + 1

)
on hyperbolisen sinin sinh 𝑥 = (𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)/2 käänteisfunktio.
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Harjoitustehtäviä
7.1.1. Määritä

(a)
∫ (

𝑒2𝑥 + 𝑥5 + 3 sin 3𝑥
)
𝑑𝑥, (b)

∫
𝑥2 + 2

2𝑥
𝑑𝑥.

7.1.2. Määritä ∫
𝑒𝑥 (𝑥 ln 𝑥 + 1)

𝑥
𝑑𝑥.

Vihje: Tulon derivointikaava.

7.1.3. Määritä

(a)
∫

cos 5𝑥 𝑑𝑥, (b)
∫

sin2 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥, (c)
∫

sin 𝑥
cos3 𝑥

𝑑𝑥.

7.1.4. Määritä

(a)
∫

4𝑥
√

4 + 4𝑥 𝑑𝑥, (b)
∫

𝑒𝑥+1√2 + 𝑒𝑥 𝑑𝑥.

7.1.5. Määritä

(a)
∫

8𝑥3

5 + 𝑥4 𝑑𝑥, (b)
∫

𝑒𝑥

3𝑒𝑥 + 2
𝑑𝑥, (c)

∫
1

(1 + 𝑥2) arc tan 𝑥
𝑑𝑥.

7.1.6. Määritä

(a)
∫

𝑥𝑒3𝑥2
𝑑𝑥, (b)

∫
𝑥(1 + 𝑥2)2𝑑𝑥, (c)

∫
1

9𝑥2 + 1
𝑑𝑥.

7.1.7. Määritä

(a)

3𝜋
2∫

0

| cos 𝑥 | 𝑑𝑥, (b)
𝑒3∫

1

1
𝑥
√

1 + ln 𝑥
𝑑𝑥.

7.1.8. Määritä

(a)
− ln 𝜋∫

− ln(2𝜋)
𝑒−𝑥 sin(𝑒−𝑥) 𝑑𝑥, (b)

𝜋∫
0

𝑒sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥.

7.1.9. Määritä

(a)
1∫

−1

|𝑒2𝑥+1 − 1| 𝑑𝑥, (b)

𝜋
2∫

− 𝜋
2

���tan
𝑥

2

��� 𝑑𝑥.
7.1.10. Arvioi summaa

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=2

1
𝑘 ln 𝑘

sopivan integraalin avulla ja osoita, että

𝑆𝑛 > ln
(
ln(𝑛 + 1)) (𝑛 ≥ 2).
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7.2 Osittaisintegrointi
Osittaisintegrointi perustuu tulon derivointikaavaan, joten oletetaan, että funktiot 𝑓
ja 𝑔 ovat derivoituvia jollakin välillä. Tällöin kyseisellä välillä

( 𝑓 𝑔)′ = 𝑓 ′𝑔 + 𝑓 𝑔′.

Siis myös ∫
( 𝑓 𝑔)′ =

∫
( 𝑓 ′𝑔 + 𝑓 𝑔′) =

∫
𝑓 ′𝑔 +

∫
𝑓 𝑔′

sekä edelleen ∫
( 𝑓 𝑔)′ −

∫
𝑓 𝑔′ =

∫
𝑓 ′𝑔

ja
𝑓 𝑔 −

∫
𝑓 𝑔′ =

∫
𝑓 ′𝑔,

jos viimeisen yhtälön integraalit ovat olemassa. Integraalien olemassaolon takaa
esimerkiksi derivaattojen 𝑓 ′ ja 𝑔′ jatkuvuus. Näin on todistettu seuraava lause.

Lause 7.5. Olkoot 𝑓 ja 𝑔 sellaisia välillä 𝐼 derivoituvia funktioita, että deri-
vaatat 𝑓 ′ ja 𝑔′ ovat jatkuvia tällä välillä. Tällöin∫

𝑓 𝑔′ = 𝑓 𝑔 −
∫

𝑓 ′𝑔

välillä 𝐼.

Määrätylle integraalille osittaisintegrointikaava saa seuraavan muodon.

Lause 7.6. Olkoot 𝑓 ja 𝑔 sellaisia välillä [𝑎, 𝑏] derivoituvia funktioita, että
derivaatat 𝑓 ′ ja 𝑔′ ovat jatkuvia tällä välillä. Tällöin

𝑏∫
𝑎

𝑓 𝑔′ =

𝑏/
𝑎

𝑓 𝑔 −
𝑏∫

𝑎

𝑓 ′𝑔.

Todistus. Koska 𝑓 , 𝑔, 𝑓 ′ ja 𝑔′ ovat jatkuvia välillä [𝑎, 𝑏], niin myös

( 𝑓 𝑔)′ = 𝑓 ′𝑔 + 𝑓 𝑔′

on jatkuva välillä [𝑎, 𝑏]. Täten analyysin peruslauseen nojalla
𝑏∫

𝑎

𝑓 ′𝑔 +
𝑏∫

𝑎

𝑓 𝑔′ =

𝑏∫
𝑎

( 𝑓 ′𝑔 + 𝑓 𝑔′) =

𝑏∫
𝑎

( 𝑓 𝑔)′ =

𝑏/
𝑎

𝑓 𝑔.

Siis
𝑏∫

𝑎

𝑓 𝑔′ =

𝑏/
𝑎

𝑓 𝑔 −
𝑏∫

𝑎

𝑓 ′𝑔.
�
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Huomautus 7.7. Huomautuksen 6.16 (s. 171) perusteella lauseessa 7.6 riittää
olettaa derivaattojen 𝑓 ′ ja 𝑔′ jatkuvuuden sĳasta, että 𝑓 ′ ja 𝑔′ ovat Riemann-
integroituvia välillä [𝑎, 𝑏] (harjoitustehtävä). Vastaavasti lauseessa 7.5 riittää,
että määräämättömät integraalit ovat olemassa.

Huomautus. Osittaisintegrointi on käyttökelpoinen integrointimenetelmä,
kun 𝑓 ′𝑔 on helpompi integroida kuin 𝑓 𝑔′. Osittaisintegroinnilla pyritään tietysti
aina helpompaan integroitavaan.

Esimerkki 7.7. Osittaisintegroimalla saadaan∫
𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 =

∫
𝑥 · 𝐷 (− cos 𝑥) 𝑑𝑥

= 𝑥 · (− cos 𝑥) −
∫

1 · (− cos 𝑥) 𝑑𝑥

= −𝑥 cos 𝑥 + sin 𝑥 + 𝐶.

Esimerkki 7.8. Osittaisintegroimalla saadaan (kun huomataan, että 𝐷 (𝑥) = 1)∫
ln 𝑥 𝑑𝑥 =

∫
1 · ln 𝑥 𝑑𝑥

=

∫
𝐷 (𝑥) · ln 𝑥 𝑑𝑥

= 𝑥 ln 𝑥 −
∫

𝑥 · 1
𝑥
𝑑𝑥

= 𝑥 ln 𝑥 −
∫

1 𝑑𝑥

= 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝐶.

Esimerkki 7.9. Käyttämällä esimerkin 7.8 menettelyä ja yhdistetyn funktion deri-
vointikaavaa saadaan

1∫
0

arc tan 𝑥 𝑑𝑥 =

1∫
0

1 · arc tan 𝑥 𝑑𝑥

=

1∫
0

𝐷 (𝑥) · arc tan 𝑥 𝑑𝑥

=

1/
0

𝑥 arc tan 𝑥 −
1∫

0

𝑥 · 1
1 + 𝑥2 𝑑𝑥

=

(
1 · 𝜋

4
− 0

)
− 1

2

1∫
0

2𝑥 · 1
1 + 𝑥2 𝑑𝑥
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=
𝜋

4
− 1

2

1/
0

ln(1 + 𝑥2)

=
𝜋

4
− 1

2
(ln 2 − ln 1)

=
𝜋

4
− ln 2

2
.

Esimerkki 7.10. Osittaisintegroimalla kaksi kertaa peräkkäin saadaan∫
𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2𝑒𝑥 −

∫
2𝑥 · 𝑒𝑥 𝑑𝑥

= 𝑥2𝑒𝑥 −
(
2𝑥𝑒𝑥 −

∫
2𝑒𝑥 𝑑𝑥

)
= (𝑥2 − 2𝑥 + 2) 𝑒𝑥 + 𝐶.

Huomautus. Joskus osittaisintegrointi johtaa palautuskaavamenettelyyn.

Esimerkki 7.11. Määritetään ∫
sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥.

Integraali saadaan helposti laskettua myös soveltamalla yhdistetyn funktion
derivoimiskaavaa, mutta käytetään nyt osittaisintegrointia. Merkitään

𝐼 =

∫
sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥.

Tällöin osittaisintegroinnilla saadaan

𝐼 =

∫
sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

=

∫
sin 𝑥 · 𝐷 (sin 𝑥) 𝑑𝑥

= sin2 𝑥 −
∫

cos 𝑥 · sin 𝑥 𝑑𝑥

= sin2 𝑥 − 𝐼 .

Siis
𝐼 = sin2 𝑥 − 𝐼,

josta voidaan ratkaista
𝐼 =

1
2

sin2 𝑥 + 𝐶.

Siis ∫
sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 =

1
2

sin2 𝑥 + 𝐶.
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Esimerkki 7.12. Määritetään palautuskaavamenettelyä käyttäen

𝐼𝑛 =

∫
1

(1 + 𝑥2)𝑛 𝑑𝑥 (𝑛 ∈ Z+).

Käyttämällä osittaisintegrointia saadaan

𝐼𝑛 =

∫
1

(1 + 𝑥2)𝑛 𝑑𝑥

=

∫
𝐷 (𝑥) · 1

(1 + 𝑥2)𝑛 𝑑𝑥

= 𝑥 · 1
(1 + 𝑥2)𝑛 −

∫
𝑥 · (−𝑛) · 1

(1 + 𝑥2)𝑛+1 · 2𝑥 𝑑𝑥

=
𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛 + 2𝑛
∫

𝑥2

(1 + 𝑥2)𝑛+1 𝑑𝑥

=
𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛 + 2𝑛
∫ (1 + 𝑥2) − 1

(1 + 𝑥2)𝑛+1 𝑑𝑥

=
𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛 + 2𝑛
∫

1
(1 + 𝑥2)𝑛 𝑑𝑥 − 2𝑛

∫
1

(1 + 𝑥2)𝑛+1 𝑑𝑥

=
𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛 + 2𝑛 𝐼𝑛 − 2𝑛 𝐼𝑛+1.

Siis
𝐼𝑛+1 =

1
2𝑛

· 𝑥

(1 + 𝑥2)𝑛 + (2𝑛 − 1)
2𝑛

· 𝐼𝑛, kun 𝑛 ≥ 1.

Lisäksi
𝐼1 =

∫
1

1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = arc tan 𝑥 + 𝐶.

Siis
𝐼2 =

1
2
· 𝑥

1 + 𝑥2 + 1
2

arc tan 𝑥 + 𝐶,

jne.

Harjoitustehtäviä
7.2.1. Määritä

(a)
∫

3𝑥 sin 6𝑥 𝑑𝑥, (b)
∫

𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥, (c)
∫

𝑥3𝑒𝑥
2
𝑑𝑥.

7.2.2. Määritä

(a)
𝑒∫

1

√
𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥, (b)

𝑒2∫
1

ln 𝑥√
𝑥
𝑑𝑥, (c)

𝑒∫
1

ln 𝑥
𝑥2 𝑑𝑥.

186



7.2.3. Määritä
𝜋∫

0

𝑥 cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥 (𝑛 ∈ Z+).

7.2.4. Määritä

(a)
∫

𝑒2𝑥√𝑒𝑥 + 1 𝑑𝑥, (b)
∫

𝑥𝑒𝑥

(1 + 𝑥)2 𝑑𝑥, (c)
∫

ln3 𝑥 𝑑𝑥.

7.2.5. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva funktio. Osoita, että

𝑏∫
𝑎

( 𝑏∫
𝑥

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡
)
𝑑𝑥 =

𝑏∫
𝑎

(𝑥 − 𝑎) 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥.

7.2.6. Olkoot 𝑓 ja 𝑓 ′ derivoituvia ja 𝑓 ′′ jatkuva välillä [0, 𝜋]. Laske 𝑓 (0), kun
tiedetään, että 𝑓 (𝜋) = 2 ja

𝜋∫
0

(
𝑓 (𝑥) + 𝑓 ′′(𝑥)) sin 𝑥 𝑑𝑥 = 5.

7.2.7. Olkoon 𝑔 välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva funktio ja 𝑓 sellainen funktio, että 𝑓 ′ on
jatkuva ja 𝑓 ′(𝑥) ≥ 0 välillä [𝑎, 𝑏]. Osoita, että on olemassa sellainen 𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[, että

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓 (𝑎)
𝑐∫

𝑎

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑓 (𝑏)
𝑏∫

𝑐

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Vihje: Sovella osittaisintegrointia (valitse sopiva funktio 𝐺, jolle 𝐺′(𝑥) = 𝑔(𝑥)) ja
käytä sitten yleistettyä integraalilaskennan väliarvolausetta.

7.2.8. Osoita, että

lim
𝑛→∞

1∫
0

𝑛 cos 𝑥
(1 + 𝑛𝑥)2 𝑑𝑥 = 1.

Vihje: Käytä ensin osittaisintegrointia ja hyödynnä sitten suppiloperiaatetta jäljelle
jääneen integraalin raja-arvon määrittämisessä.

7.2.9. Määritä

(a)
∫

𝑒−𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥, (b)
∫ √︁

1 + 𝑥2 𝑑𝑥.

7.2.10. Johda palautuskaava integaalin

1∫
0

(1 − 𝑥2)𝑛 𝑑𝑥 (𝑛 ∈ Z+)

laskemiseksi.
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7.3 Sĳoitusmenetelmä eli muuttujanvaihto
Osoittaisintegrointi perustui tulon derivointikaavaan. Sĳoitusmenetelmä eli muut-
tujanvaihto puolestaan perustuu yhdistetyn funktion derivointikaavaan eli niin sa-
nottuun ketjusääntöön. Sĳoitusmenetelmällä pyritään siihen, että uusi funktio olisi
helpompi integroida kuin alkuperäinen.

Lause 7.8. Olkoon funktio 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R jatkuva ja 𝜑 : [𝛼, 𝛽] → [𝑎, 𝑏]
funktio, joka toteuttaa ehdot

(i) 𝜑(𝛼) = 𝑎 ja 𝜑(𝛽) = 𝑏,

(ii) 𝜑 ja 𝜑′ ovat jatkuvia välillä [𝛼, 𝛽].
Tällöin

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝛽∫
𝛼

𝑓 (𝜑(𝑡)) 𝜑′(𝑡) 𝑑𝑡.

Todistus. Olkoon nyt 𝐹 jokin funktion 𝑓 integraalifunktio välillä [𝑎, 𝑏]. Tällöin
funktio 𝐹 (𝜑(𝑡)) on derivoituva välillä [𝛼, 𝛽] ja

𝑑

𝑑𝑡
𝐹 (𝜑(𝑡)) = 𝑓 (𝜑(𝑡)) · 𝜑′(𝑡).

Lisäksi 𝑓 (𝜑(𝑡)) 𝜑′(𝑡) on jatkuva välillä [𝛼, 𝛽], joten analyysin peruslauseen nojalla

𝛽∫
𝛼

𝑓 (𝜑(𝑡)) 𝜑′(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝛽/
𝛼

𝐹 (𝜑(𝑡))

= 𝐹 (𝜑(𝛽)) − 𝐹 (𝜑(𝛼))
= 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎)

=

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥. �

Huomautus 7.9. Jos lausetta 7.8 käytettäessä sĳoitetaan 𝑥 = 𝜑(𝑡), niin

𝑓 (𝑥) → 𝑓 (𝜑(𝑡)),
𝑑𝑥 → 𝜑′(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑎, 𝑏 → 𝛼, 𝛽,

missä 𝛼 ja 𝛽 määräytyvät ehdoista 𝜑(𝛼) = 𝑎 ja 𝜑(𝛽) = 𝑏.
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Esimerkki 7.13. Osoitetaan, että
𝜋
2∫

0

sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =

𝜋
2∫

0

cos𝑛 𝑥 𝑑𝑥 (𝑛 ∈ Z+).

Sĳoitetaan 𝑥 = 𝜑(𝑡) = 𝜋
2 − 𝑡, jolloin 𝑑𝑥 = (−1) 𝑑𝑡 ja

𝜑(𝑡) = 0 ⇒ 𝑡 = 𝜋
2 ,

𝜑(𝑡) = 𝜋
2 ⇒ 𝑡 = 0.

Koska sin
(
𝜋
2 − 𝑡

)
= cos 𝑡 kaikilla 𝑡 ∈ [

0, 𝜋2
]
, niin

𝜋
2∫

0

sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =

0∫
𝜋
2

sin𝑛
(
𝜋
2 − 𝑡

) · (−1) 𝑑𝑡

= −
0∫

𝜋
2

sin𝑛
(
𝜋
2 − 𝑡

)
𝑑𝑡

=

𝜋
2∫

0

sin𝑛
(
𝜋
2 − 𝑡

)
𝑑𝑡

=

𝜋
2∫

0

cos𝑛 𝑡 𝑑𝑡

=

𝜋
2∫

0

cos𝑛 𝑥 𝑑𝑥.

Esimerkki 7.14. Määritetään

4∫
1

1
𝑥 + √

𝑥
𝑑𝑥.

Sĳoitetaan 𝑥 = 𝜑(𝑡) = 𝑡2, jolloin

𝑑𝑥 = 𝜑′(𝑡) 𝑑𝑡 = 2𝑡 · 𝑑𝑡

ja

𝜑(𝑡) = 𝑡2 = 1 ⇒ 𝑡 = 1 (alaraja),
𝜑(𝑡) = 𝑡2 = 4 ⇒ 𝑡 = 2 (yläraja).1

1Rajoiksi olisi voitu valita myös −1 ja −2, mutta tällöin laskut olisivat olleet hankalampia kuin
tässä.

189



Siis
4∫

1

1
𝑥 + √

𝑥
𝑑𝑥 =

2∫
1

1
𝑡2 +

√
𝑡2

2𝑡 𝑑𝑡

=

2∫
1

2𝑡
𝑡2 + 𝑡

𝑑𝑡

= 2
2∫

1

1
𝑡 + 1

𝑑𝑡

= 2
2/

1

ln(𝑡 + 1)

= 2 (ln 3 − ln 2)
= 2 ln

3
2
.

Laskettaessa määräämätöntä integraalia sĳoitusmenetelmällä pitää integrointi-
rajojen vaihtamisen sĳasta siirtyä integroinnin jälkeen takaisin alkuperäiseen muut-
tujaan. Tämän mahdollistamiseksi on oletettava sĳoitettavan funktion 𝜑(𝑡) kään-
teisfunktion olemassaolo. Käänteisfunktio on olemassa, jos sĳoitettava funktio on
esimerkiksi surjektio ja aidosti monotoninen.

Lause 7.10. Olkoon funktio 𝑓 : 𝐼 → R jatkuva ja 𝜑 : 𝐼′ → 𝐼 funktio, joka
toteuttaa ehdot

(i) 𝜑 ja 𝜑′ ovat jatkuvia välillä 𝐼′,

(ii) 𝜑(𝐼′) = 𝐼,

(iii) 𝜑 on aidosti monotoninen välillä 𝐼′.

Tällöin ∫
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

[∫
𝑓 (𝜑(𝑡)) 𝜑′(𝑡) 𝑑𝑡

]
𝑡 = 𝜑−1 (𝑥)

,

missä merkintä [. . . ]𝑡 = 𝜑−1 (𝑥) tarkoittaa paluuta alkuperäiseen muuttujaan.

Todistus. Olkoon 𝐹 jokin funktion 𝑓 integraalifunktio välillä 𝐼. Tällöin 𝐹′(𝑥) = 𝑓 (𝑥)
ja

(7.14)
∫

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶.

Koska 𝑓 (𝜑(𝑡)) 𝜑′(𝑡) on jatkuva välillä 𝐼′, niin sillä on integraalifunktio tällä välillä.
Yksi integraalifunktio on 𝐹 (𝜑(𝑡)), sillä yhdistetyn funktion derivointisäännön nojalla

𝑑

𝑑𝑡
𝐹 (𝜑(𝑡)) = 𝐹′(𝜑(𝑡)) · 𝜑′(𝑡) = 𝑓 (𝜑(𝑡)) · 𝜑′(𝑡).

190



Siis välillä 𝐼′

(7.15)
∫

𝑓 (𝜑(𝑡)) 𝜑′(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹 (𝜑(𝑡)) + 𝐶.

Ehdon (iii) nojalla funktio 𝜑 : 𝐼′ → 𝐼 on injektio ja ehdon (ii) nojalla se on
surjektio. Siis 𝜑 on bĳektio, joten sillä on käänteisfunktio 𝜑−1 : 𝐼 → 𝐼′, 𝑡 = 𝜑−1(𝑥).
Sĳoittamalla tämä käänteisfunktio kaavaan (7.15) saadaan

(7.16)
[∫

𝑓 (𝜑(𝑡)) 𝜑′(𝑡) 𝑑𝑡
]
𝑡 = 𝜑−1 (𝑥)

= 𝐹
(
𝜑(𝜑−1(𝑥))) + 𝐶 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶.

Väite seuraa nyt ehdoista (7.14) ja (7.16). �

Huomautus 7.11. Jos lausetta 7.10 käytettäessä sĳoitetaan 𝑥 = 𝜑(𝑡), niin

𝑓 (𝑥) → 𝑓 (𝜑(𝑡)),
𝑑𝑥 → 𝜑′(𝑡) 𝑑𝑡.

Paluu alkuperäiseen muuttujaan tapahtuu sĳoittamalla 𝑡 = 𝜑−1(𝑥).

Esimerkki 7.15. Määritetään∫
𝑒𝑘𝑥 𝑑𝑥 (𝑘 ≠ 0).

Sĳoitetaan 𝑥 =
1
𝑘
· 𝑡 (𝑘 ≠ 0), jolloin

𝑑𝑥 = 𝜑′(𝑡) 𝑑𝑡 =
1
𝑘
𝑑𝑡,

𝑡 = 𝜑−1(𝑥) = 𝑘𝑥.

Siis ∫
𝑒𝑘𝑥 𝑑𝑥 =

[∫
𝑒𝑡

1
𝑘
𝑑𝑡

]
𝑡=𝑘𝑥

=

[
1
𝑘

∫
𝑒𝑡 𝑑𝑡

]
𝑡=𝑘𝑥

=

[
1
𝑘
· 𝑒𝑡 + 𝐶

]
𝑡=𝑘𝑥

=
1
𝑘
𝑒𝑘𝑥 + 𝐶.

Tavoitteena on tietysti ollut sĳoitus 𝑘𝑥 = 𝑡. Tästä sitten on ratkaistu varsinainen
sĳoitus. Menettely on varsin yleinen (ks. huomautus 7.16, s. 194).
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Integroitava funktio pyritään sĳoituksen avulla usein saattamaan muotoon, josta
integrointia voidaan jatkaa muilla menetelmillä, esimerkiksi osittaisintegroinnilla tai
tekemällä toinen sĳoitus. Hyvä tavoite on myös muuntaa tehtävä rationaalifunktion
integroinniksi, sillä rationaalifunktioiden integrointia koskevassa luvussa tullaan
näkemään, että rationaalifunktioiden integrointiin on olemassa selkeä menettely.

Esimerkki 7.16. Olkoon |𝑥 | > 1. Määritetään (vrt. huomautus 7.4, s. 181)∫
1√

𝑥2 − 1
𝑑𝑥.

Sĳoitetaan 𝑥 =
1
2

(
𝑡 + 1

𝑡

)
, jolloin 𝑑𝑥 =

1
2

(
1 − 1

𝑡2

)
𝑑𝑡 ja

𝑥 =
1
2

(
𝑡 + 1

𝑡

)
⇔ 2𝑥 =

𝑡2 + 1
𝑡

⇔ 𝑡2 − 2𝑥𝑡 + 1 = 0

⇔ 𝑡 =
2𝑥 ±

√
4𝑥2 − 4
2

⇔ 𝑡 = 𝑥 ±
√︁
𝑥2 − 1,

josta valitaan käänteisfunktioksi laskennallisesti yksinkertaisempi 𝑡 = 𝑥 +
√
𝑥2 − 1.

Tällöin √︁
𝑥2 − 1 = 𝑡 − 𝑥 =

1
2

(
𝑡 − 1

𝑡

)
,

joten ∫
1√

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 =

[∫
1

1
2
(
𝑡 − 1

𝑡

) · 1
2

(
1 − 1

𝑡2

)
𝑑𝑡

]
𝑡 = 𝑥+

√
𝑥2−1

=

[∫
𝑡

𝑡2 − 1
· 𝑡

2 − 1
𝑡2

𝑑𝑡

]
𝑡 = 𝑥+

√
𝑥2−1

=

[∫
1
𝑡
𝑑𝑡

]
𝑡 = 𝑥+

√
𝑥2−1

=
[
ln |𝑡 | + 𝐶

]
𝑡 = 𝑥+

√
𝑥2−1

= ln
��𝑥 + √︁

𝑥2 − 1
�� + 𝐶.1

1Funktio ar cosh 𝑥 = ln
(
𝑥 +

√
𝑥2 − 1

)
on hyperbolisen kosinin cosh 𝑥 = (𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)/2 käänteis-

funktio, kun 𝑥 ≥ 1.
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Esimerkki 7.17. Määritetään ∫
𝑒𝑥

4 + (𝑒𝑥 + 1)2 𝑑𝑥.

Sĳoitetaan 𝑥 = ln(𝑡 − 1). Tällöin

𝑡 = 𝑒𝑥 + 1 ja 𝑑𝑥 =
1

𝑡 − 1
𝑑𝑡.

Muokkaamalla syntynyttä lauseketta ja käyttämällä yhdistetyn funktion ja arkustan-
gentin derivointikaavoja saadaan∫

𝑒𝑥

4 + (𝑒𝑥 + 1)2 𝑑𝑥 =

[∫
𝑡 − 1
4 + 𝑡2

· 1
𝑡 − 1

𝑑𝑡

]
𝑡 = 𝑒𝑥+1

=

[∫
1

4 + 𝑡2
𝑑𝑡

]
𝑡 = 𝑒𝑥+1

=

[
1
2

∫
1
2
· 1

1 + (
𝑡
2
)2 𝑑𝑡

]
𝑡 = 𝑒𝑥+1

=

[
1
2

arc tan
𝑡

2
+ 𝐶

]
𝑡 = 𝑒𝑥+1

=
1
2

arc tan
𝑒𝑥 + 1

2
+ 𝐶.

Huomautus 7.12. Jos integroitava funktio on muotoa 𝑓 (𝑔(𝑥)) 𝑔′(𝑥), kannattaa
usein tehdä sĳoitus 𝑡 = 𝑔(𝑥) eli 𝑥 = 𝑔−1(𝑡). Tällöin käänteisfunktion derivointi-
säännöstä seuraa, että

(𝑔−1)′(𝑡) =
1

𝑔′(𝑥) ,

joten lausetta 7.10 käytettäessä termiksi 𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 saadaan

𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑔′(𝑥) (𝑔−1)′(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑔′(𝑥) 1
𝑔′(𝑥) 𝑑𝑡 = 𝑑𝑡.

Siis ∫
𝑓 (𝑔(𝑥)) 𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 =

[∫
𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡

]
𝑡 = 𝑔(𝑥)

.

Jos funktio 𝑓 on helppo integroida, integrointitehtävä on käytännössä ratkaistu.
Muussa tapauksessa joudutaan vielä miettimään jatkoa.

Huomautus 7.13. Jos huomautusta 7.12 käytettäessä sĳoitetaan 𝑡 = 𝑔(𝑥), niin

𝑓 (𝑔(𝑥)) → 𝑓 (𝑡),
𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 → 𝑑𝑡.

Paluu alkuperäiseen muuttujaan tapahtuu sĳoittamalla 𝑡 = 𝑔(𝑥).
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Esimerkki 7.18. Määritetään ∫
cos 𝑥 sin3 𝑥 𝑑𝑥.

Sĳoitetaan 𝑡 = sin 𝑥 (eli 𝑥 = arc sin 𝑡), jolloin 𝑑𝑡 = cos 𝑥 𝑑𝑥. Siis∫
cos 𝑥 sin3 𝑥 𝑑𝑥 =

∫
(sin 𝑥)3 cos 𝑥 𝑑𝑥

=

[∫
𝑡3 𝑑𝑡

]
𝑡 = sin 𝑥

=

[
𝑡4

4
+ 𝐶

]
𝑡 = sin 𝑥

=
1
4

sin4 𝑥 + 𝐶.

Tarkasti ottaen tulos on voimassa vain reaalilukuväleillä, joilla sĳoitettava funktio
on bĳektio ja sen derivaatta on jatkuva. Derivoimalla tulokseksi saatu lauseke
kuitenkin havaitaan, että tulos pätee millä tahansa reaalilukuvälillä.

Huomautus 7.14. Esimerkissä 7.18 sĳoitussääntöä voitiin käyttää vain ”paloit-
tain”, mutta toisaalta derivoimalla voitiin osoittaa, että saatu tulos on voimassa
millä tahansa reaalilukuvälillä. Menettelyä voidaan käyttää yleisestikin, mut-
ta on aina syytä olla tarkkana, että sĳoitettava funktio täyttää käytettävältä
sĳoituslauseelta vaadittavat oletukset.

Huomautus 7.15. Esimerkin 7.18 tulos saatiin jo aiemmin esimerkissä 7.3 (s. 180)
käyttämällä yhdistetyn funktion integrointisääntöä sekä potenssin ja sinin derivoin-
tikaavoja. Sĳoitussäännöllä integroitava funktio saatiin nyt niin yksinkertaiseen
muotoon, että sen integrointi onnistui ilman kyseisiä sääntöjäkin.

Huomautus 7.16. Sĳoitus 𝑡 = 𝑔(𝑥) (eli 𝑥 = 𝑔−1(𝑡)) kannattaa usein myös,
kun integroitava funktio on muodon 𝑓 (𝑔(𝑥)) 𝑔′(𝑥) sĳasta esimerkiksi muotoa
𝑓 (𝑔(𝑥)). Tällöin integroitava funktio saattaa yksinkertaistua ja sopiva jatko-
menetelmä on ehkä helpompi löytää. Sĳoituksen toimivuus riippuu paljolti
termistä

𝑑𝑥 = (𝑔−1)′(𝑡) 𝑑𝑡,
sillä nyt

𝑓 (𝑔(𝑥)) → 𝑓 (𝑡),
𝑑𝑥 → (𝑔−1)′(𝑡) 𝑑𝑡.
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Esimerkki 7.19. Määritetään ∫
cos 6𝑥 𝑑𝑥.

Sĳoitetaan 𝑡 = 6𝑥. Tällöin 𝑥 =
𝑡

6
ja 𝑑𝑥 =

1
6
𝑑𝑡. Siis∫

cos 6𝑥 𝑑𝑥 =

[∫
cos 𝑡 · 1

6
𝑑𝑡

]
𝑡 = 6𝑥

=

[
1
6

∫
cos 𝑡 𝑑𝑡

]
𝑡 = 6𝑥

=

[
1
6

sin 𝑡 + 𝐶

]
𝑡 = 6𝑥

=
1
6

sin 6𝑥 + 𝐶.

Sĳoitussääntöä voidaan esimerkin 7.19 tapaan käyttää yleisestikin yhdistetyn
funktion derivointisäännön sĳasta. Esimerkiksi sĳoittamalla 𝑡 = 𝑎𝑥 + 𝑏 (𝑎 ≠ 0)
saadaan ∫

𝑓 (𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 =

[
1
𝑎

∫
𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡

]
𝑡 = 𝑎𝑥+𝑏

,

jolloin lauseketta 𝑓 (𝑡) integroitaessa ei tarvitse huomioida sisäfunktion 𝑎𝑥 + 𝑏
derivaattaa (vrt. esimerkki 7.4, s. 180).

Yksinkertaisissa tapauksissa yhdistetyn funktion derivointisäännön käyttö lienee
kätevämpää, mutta mutkikkaissa tapauksissa esimerkiksi sisäfunktion derivaatan hah-
mottaminen saattaa olla vaikeaa. Tällöin sopiva sĳoitus voi yksinkertaistaa tilannetta
ratkaisevasti.

Huomautus 7.17. Huomautuksissa 7.12 ja 7.16 esiintyville funktioille käyte-
tään usein sĳoitusta 𝑡 = 𝑔(𝑥) myös laskettaessa määrättyä integraalia sĳoitus-
säännön avulla. Jos tällöin sĳoitetaan 𝑡 = 𝑔(𝑥), niin

𝑓 (𝑔(𝑥)) → 𝑓 (𝑡),
𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 → 𝑑𝑡,

𝑔(𝑎) → 𝛼,

𝑔(𝑏) → 𝛽.

Usein muodostetaan sekä 𝑡 = 𝑔(𝑥) että 𝑥 = 𝑔−1(𝑡), jolloin sĳoitusta suoritet-
taessa voidaan valita laskennallisesti yksinkertaisimmat lausekkeet (esimerkiksi
𝑑𝑥 → (𝑔−1)′(𝑡) 𝑑𝑡 säännön 𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 → 𝑑𝑡 sĳasta). Tällöin on tietysti edellytet-
tävä käänteisfunktion 𝑔−1 olemassaolo.

195



Esimerkki 7.20. Määritetään
𝜋2+1∫
1

sin
√
𝑥 − 1 𝑑𝑥.

Sĳoitetaan 𝑡 =
√
𝑥 − 1, jolloin alarajaksi saadaan

√
1 − 1 = 0

ja ylärajaksi √︁
(𝜋2 + 1) − 1 = 𝜋.

Koska 𝑥 = 𝑡2 + 1, niin 𝑑𝑥 = 2𝑡 𝑑𝑡. Siis
𝜋2+1∫
1

sin
√
𝑥 − 1 𝑑𝑥 =

𝜋∫
0

sin 𝑡 · 2𝑡 𝑑𝑡 = 2
𝜋∫

0

𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡.

Osoittaisintegroinnilla saadaan nyt helposti (ks. esimerkki 7.7, s. 184)

2
𝜋∫

0

𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡 = 2
𝜋/

0

(−𝑡 cos 𝑡 + sin 𝑡)

= 2
((−𝜋 cos 𝜋 + sin 𝜋) − (0 · cos 0 + sin 0))

= 2
((𝜋 + 0) − (0 + 0))

= 2𝜋.

Harjoitustehtäviä
7.3.1. Suorita integraalissa

1∫
0

ln(1 + 𝑥)
1 + 𝑥2 𝑑𝑥

muuttujanvaihto tekemällä sĳoitus 𝑥 = tan 𝑡. Tässä tehtävässä ei tarvitse määrittää
integraalin arvoa, riittää tehdä mainittu muuttujanvaihto.

7.3.2. Suorita integraalissa
𝑒∫

1

1 − ln2 𝑥

𝑥(1 + ln2 𝑥)
𝑑𝑥

muuttujanvaihto tekemällä sĳoitus 𝑥 = 𝑒𝑡 . Tässä tehtävässä ei tarvitse määrittää
integraalin arvoa, riittää tehdä mainittu muuttujanvaihto.

7.3.3. Olkoon 𝑓 välillä [0, 1] jatkuva funktio. Osoita sopivaa sĳoitusta käyttämällä,
että

𝜋∫
0

𝑥 𝑓 (sin 𝑥) 𝑑𝑥 =
𝜋

2

𝜋∫
0

𝑓 (sin 𝑥) 𝑑𝑥.

Vihje: sin(𝜋 − 𝑧) = sin 𝑧 kaikilla 𝑧 ∈ R.
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7.3.4. Olkoon 𝑓 välillä [𝑎, 𝑏] jatkuva funktio. Osoita sopivaa sĳoitusta käyttämällä,
että

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑏∫
𝑎

𝑓 (𝑎 + 𝑏 − 𝑥) 𝑑𝑥.

7.3.5. Osoita sopivaa sĳoitusta käyttämällä, että jos 𝑥 > 0, niin

1∫
𝑥

1
1 + 𝑡2

𝑑𝑡 =

1
𝑥∫

1

1
1 + 𝑡2

𝑑𝑡.

7.3.6. Osoita , että
1
2∫

− 1
2

𝑒cos 𝑥 𝑑𝑥 = 2

1
2∫

0

𝑒cos 𝑥 𝑑𝑥.

Vihje: cos 𝑧 = cos(−𝑧) kaikilla 𝑧 ∈ R.

7.3.7. Funktio 𝑓 on jaksollinen, jaksona 𝜔 ≠ 0, jos 𝑓 (𝑥 + 𝜔) = 𝑓 (𝑥) kaikilla 𝑥 ∈ R.
Osoita, että jos 𝑓 on jaksollinen (jaksona 𝜔 ≠ 0) funktio, joka on jatkuva kaikilla
𝑥 ∈ R, niin

(a)
𝑎+𝜔∫
𝜔

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝑎∫
0

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥, (b)
𝑎+𝜔∫
𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

𝜔∫
0

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

kaikilla 𝑎 ∈ R.

7.3.8. Tehdään integraaliin
3∫

0

(𝑥 − 2)2 𝑑𝑥

sĳoitus (𝑥 − 2)2 = 𝑡 eli 𝑥 = 2 + √
𝑡. Tällöin 𝑑𝑥 = 1

2
√
𝑡
𝑑𝑡, (0 − 2)2 = 4 ja (3 − 2)2 = 1,

joten

3∫
0

(𝑥 − 2)2 𝑑𝑥 =

1∫
4

𝑡
1

2
√
𝑡
𝑑𝑡 = −1

3

4∫
1

3
2
√
𝑡 𝑑𝑡 = −1

3

4/
1

𝑡
3
2 = −1

3
(4 3

2 − 1) = −7
3
.

Selvästikään tulos ei voi olla oikea (miksi?). Missä virhe tapahtui?

7.3.9. Määritä √
𝜋

2∫
0

2𝑥 cos(𝑥2) 𝑑𝑥

sekä tekemällä sĳoitus 𝑥 =
√
𝑡 (ja vaihtaen myös integraalin rajat) että määrittämällä

ensin samalla sĳoituksella määräämätön integraali ja käyttämällä sitten alkuperäisiä
rajoja.

197



7.3.10. Määritä ∫
𝑒𝑥

𝑒2𝑥 + 1
𝑑𝑥

tekemällä sĳoitus 𝑥 = ln 𝑡.

7.3.11. Määritä ∫
1 + ln 𝑥

3 + 𝑥 ln 𝑥
𝑑𝑥

tekemällä sĳoitus 𝑡 = 3 + 𝑥 ln 𝑥.

7.3.12. Määritä ∫
ln 𝑥

𝑥(1 + ln2 𝑥)
𝑑𝑥

käyttämällä (a) sĳoitusta 𝑡 = ln 𝑥, (b) sĳoitusta 𝑡 = 1 + ln2 𝑥.

7.3.13. Määritä ∫
𝑥5

(1 + 𝑥3)2 𝑑𝑥

käyttämällä (a) sĳoitusta 𝑡 = 𝑥3 + 1, (b) osittaisintegrointia.

7.3.14. Määritä ∫
𝑒3𝑥+2 𝑑𝑥

sekä tekemällä sĳoitus 𝑡 = 3𝑥+2 että käyttämällä (ilman sĳoitusta) suoraan yhdistetyn
funktion derivoinsääntöä.

7.3.15. Määritä ∫
ln(√𝑥 + 1) 𝑑𝑥

(a) tekemällä sĳoitus 𝑡 =
√
𝑥+1 ja käyttämällä sitten osittaisintegrointia, (b) tekemällä

sĳoitus 𝑡 =
√
𝑥 ja käyttämällä sitten osittaisintegrointia.

Vihje (b)-kohtaan: 𝐷 (𝑡2 − 1) = 2𝑡.

7.3.16. Määritä
𝜋2
4∫

𝜋2
9

cos
√
𝑥√

𝑥
𝑑𝑥

sekä tekemällä sĳoitus 𝑡 =
√
𝑥 että käyttämällä (ilman sĳoitusta) suoraan yhdistetyn

funktion derivoinsääntöä.

7.3.17. Määritä
1∫

0

𝑥 + 1
(𝑥2 + 2𝑥 + 6)2 𝑑𝑥

sekä tekemällä sĳoitus 𝑡 = 𝑥2 + 2𝑥 + 6 että käyttämällä (ilman sĳoitusta) suoraan
yhdistetyn funktion derivoinsääntöä.
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7.3.18. Määritä
𝜋
4∫

0

tan3 𝑥 + tan 𝑥
(1 + tan 𝑥)2 𝑒tan 𝑥 𝑑𝑥

tekemällä sĳoitus 𝑡 = tan 𝑥 ja käyttämällä sitten osittaisintegrointia.

7.3.19. Tiedetään, että funktio 𝑓 on jatkuva kaikilla 𝑥 ∈ R ja
9∫

0

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 6. Määritä

(a)
3∫

0

𝑓 (3𝑥) 𝑑𝑥, (b)
3∫

0

𝑥 𝑓 (𝑥2) 𝑑𝑥.

7.3.20. Määritä
4∫

1

𝑒
√
𝑥 𝑑𝑥

tekemällä sĳoitus 𝑥 = 𝑡2 ja käyttämällä sitten osittaisintegrointia.
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7.4 Rationaalifunktiot
Polynomit voidaan integroida helposti potenssifunktion integrointikaavojen avulla
(ks. huomautus 7.1, s. 177). Myös rationaalifunktioiden

𝑅(𝑥) =
𝑃(𝑥)
𝑄(𝑥) ,

missä 𝑃(𝑥) ja 𝑄(𝑥) ovat polynomeja, määräämätön integraali voidaan aina esittää
alkeisfunktioita käyttäen. Tietysti on oletettava, että 𝑄(𝑥) ≠ 0 integrointivälillä.

Rationaalifunktioiden integrointia on käsitelty jonkin verran jo aiemmissa lu-
vuissa. Huomautuksessa 7.1 (s. 177) esitettiin rationaalifunktioiden

1
𝑥

ja
1

1 + 𝑥2

integrointikaavat. Esimerkissä 7.4 (s. 180) yleistettiin näistä ensimmäinen tapaukseen
1

𝑎𝑥 + 𝑏

ja esimerkissä 7.17 (s. 193) tarkasteltiin jälkimmäisen yleistystä osana laajempaa
integrointiketjua. Lisäksi esimerkissä 7.9 (s. 184) määritettiin aputuloksena∫

2𝑥
1 + 𝑥2 𝑑𝑥

ja esimerkissä 7.12 (s. 186) johdettiin osittaisintegrointia käyttäen palautuskaava
funktion ∫

1
(1 + 𝑥2)𝑛 𝑑𝑥 (𝑛 ∈ Z+)

integraalille. Rationaalifunktioiden integrointi palautuu suurelta osin yllä esitettyjen
funktioiden integrointiin.

7.4.1 Yksinkertaisia tapauksia
Tarkastellaan aluksi muutamaa yksinkertaista esimerkkiä.

Esimerkki 7.21. Määritetään ∫
1

𝑥2 + 𝑎2 𝑑𝑥.

Jos 𝑎 ≠ 0, niin käyttämällä yhdistetyn funktion derivointisääntöä ja arkustangen-
tin derivointikaavaa saadaan∫

1
𝑥2 + 𝑎2 𝑑𝑥 =

1
𝑎

∫
1
𝑎
· 1

1 + (
𝑥
𝑎

)2 𝑑𝑥 =
1
𝑎

arc tan
𝑥

𝑎
+ 𝐶.

Jos taas 𝑎 = 0, niin
1

𝑥2 + 𝑎2 =
1
𝑥2 (𝑥 ≠ 0).

Tällöin∫
1

𝑥2 + 𝑎2 𝑑𝑥 =

∫
1
𝑥2 𝑑𝑥 = −

∫
(−1) · 𝑥−2 𝑑𝑥 = −𝑥−1 + 𝐶 = −1

𝑥
+ 𝐶

kaikilla niillä väleillä, jotka eivät sisällä pistettä 𝑥 = 0.
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Esimerkki 7.22. Määritetään ∫
1

𝑥2 − 𝑎2 𝑑𝑥.

Jos 𝑎 = 0, niin kyseessä on sama funktio kuin esimerkissä 7.21. Jos taas 𝑎 ≠ 0,
niin

1
𝑥2 − 𝑎2 =

1
(𝑥 − 𝑎) (𝑥 + 𝑎) =

1
2𝑎

( 1
𝑥 − 𝑎

− 1
𝑥 + 𝑎

)
( |𝑥 | ≠ |𝑎 |).

Käyttämällä logaritmin integrointikaavaa (ja yhdistetyn funktion derivointisääntöä)
saadaan tällöin ∫

1
𝑥2 − 𝑎2 𝑑𝑥 =

1
2𝑎

∫ ( 1
𝑥 − 𝑎

− 1
𝑥 + 𝑎

)
𝑑𝑥

=
1
2𝑎

(ln |𝑥 − 𝑎 | − ln |𝑥 + 𝑎 |) + 𝐶

=
1
2𝑎

ln
|𝑥 − 𝑎 |
|𝑥 + 𝑎 | + 𝐶

kaikilla niillä väleillä, jotka eivät sisällä pistettä 𝑥 = 𝑎 tai 𝑥 = −𝑎.

Esimerkki 7.23. Määritetään ∫
1

(𝑥 + 𝑎) (𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥.

Jos 𝑎 ≠ 𝑏, niin vastaavasti kuin esimerkissä 7.22 saadaan∫
1

(𝑥 + 𝑎) (𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 =
1

𝑏 − 𝑎

∫ ( 1
𝑥 + 𝑎

− 1
𝑥 + 𝑏

)
𝑑𝑥

=
1

𝑏 − 𝑎
(ln |𝑥 + 𝑎 | − ln |𝑥 + 𝑏 |) + 𝐶

=
1

𝑏 − 𝑎
ln

|𝑥 + 𝑎 |
|𝑥 + 𝑏 | + 𝐶

kaikilla niillä väleillä, jotka eivät sisällä pistettä 𝑥 = −𝑎 tai 𝑥 = −𝑏.
Jos taas 𝑎 = 𝑏, niin

1
(𝑥 + 𝑎) (𝑥 + 𝑏) =

1
(𝑥 + 𝑎)2 (𝑥 ≠ −𝑎).

Tällöin ∫
1

(𝑥 + 𝑎) (𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 =

∫
1

(𝑥 + 𝑎)2 𝑑𝑥

= −
∫

(−1) · 1
(𝑥 + 𝑎)2 𝑑𝑥

= − 1
𝑥 + 𝑎

+ 𝐶

kaikilla niillä väleillä, jotka eivät sisällä pistettä 𝑥 = −𝑎.
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7.4.2 Neliöinti
Tarkastellaan rationaalifunktiota

𝑅(𝑥) =
1

𝑄(𝑥) ,

missä
𝑄(𝑥) = 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞

on jokin toisen asteen polynomi. Jos polynomilla 𝑄 on reaalĳuuria, niin rationaali-
funktion 𝑅 integrointi palautuu esimerkkiin 7.23.

Olkoon siis
𝑝2 − 4𝑞 < 0.

Tällöin rationaalifunktio 𝑅 saadaan integroitua neliöimällä polynomi 𝑄. Neliöinti
tarkoittaa nyt, että polynomi 𝑄 muunnetaan muotoon

𝑄(𝑥) = vakio · ((𝑃(𝑥))2 + 1
)
,

missä 𝑃 on ensimmäisen asteen polynomi. Tällöin 𝑅 voidaan integroida käyttämällä
arkustangentin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion derivointisääntöä. Merkintö-
jen yksinkertaistamiseksi käytetään lyhennysmerkintää

𝐷 = 𝑞 − 𝑝2

4
.

Koska 𝑝2 − 4𝑞 < 0, niin 𝐷 > 0. Siis∫
1

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞
𝑑𝑥 =

∫
1(

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑝2

4
) + (

𝑞 − 𝑝2

4
) 𝑑𝑥

=

∫
1(

𝑥 + 𝑝
2
)2 + (

𝑞 − 𝑝2

4
) 𝑑𝑥

=

∫
1(

𝑥 + 𝑝
2
)2 + 𝐷

𝑑𝑥

=

∫
1
𝐷

· 1(
𝑥+ 𝑝

2√
𝐷

)2
+ 1

𝑑𝑥

=
1√
𝐷

∫
1√
𝐷

· 1

1 +
(
𝑥+ 𝑝

2√
𝐷

)2 𝑑𝑥

=
1√
𝐷

arc tan
𝑥 + 𝑝

2√
𝐷

+ 𝐶

=
2√︁

4𝑞 − 𝑝2
arc tan

2𝑥 + 𝑝√︁
4𝑞 − 𝑝2

+ 𝐶.
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Esimerkki 7.24. Määritetään ∫
1

𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥.

Käytetään neliöintiä (sekä arkustangentin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion
derivointisääntöä). Siis∫

1
𝑥2 − 𝑥 + 1

𝑑𝑥 =

∫
1(

𝑥2 − 𝑥 + 1
4
) + 3

4
𝑑𝑥

=

∫
1(

𝑥 − 1
2
)2 + 3

4

𝑑𝑥

=

∫
1
3
4
· 1(

𝑥− 1
2√︃
3
4

)2
+ 1

𝑑𝑥

=
2√
3

∫
2√
3
· 1(

2𝑥−1√
3

)2
+ 1

𝑑𝑥

=
2√
3

arc tan
2𝑥 − 1√

3
+ 𝐶.

7.4.3 Osamurtokehitelmä
Tarkastellaan sitten rationaalifunktioiden integrointia yleisesti (olettaen taas, että
𝑄(𝑥) ≠ 0 integrointivälillä). Rationaalifunktio

𝑅(𝑥) = 𝑃(𝑥)
𝑄(𝑥) (𝑃, 𝑄 polynomeja)

voidaan aina esittää muodossa

𝑅(𝑥) = 𝑃1(𝑥) + 𝑃2(𝑥)
𝑄(𝑥) (𝑃1, 𝑃2, 𝑄 polynomeja),

missä polynomin 𝑃2 aste on pienempi kuin polynomin 𝑄 aste. Polynomi 𝑃1 voidaan
integroida helposti käyttäen polynomin derivointikaavoja. Termi 𝑃2/𝑄 puolestaan
voidaan integroida käyttäen osamurtoja

𝐴

(𝑥 − 𝑎)𝑘 ,
𝐵𝑥 + 𝐶

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘 (𝑘 ∈ Z+, 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ R),

missä polynomit 𝑥 − 𝑎 ja 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 ovat polynomin 𝑄 alkutekĳöitä. Alkutekĳä
tarkoittaa, että polynomilla 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 ei ole reaalĳuuria eli

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 > 0

kaikilla 𝑥 ∈ R (ja 𝑝2 − 4𝑞 < 0).
Tarvittavat osamurrot riippuvat polynomista 𝑄 seuraavasti. Olkoon polynomin 𝑄

jako alkutekĳöihin

𝑄(𝑥) = 𝑎0 ·

reaalĳuuret︷                             ︸︸                             ︷
(𝑥 − 𝑎1)𝑘1 · . . . · (𝑥 − 𝑎𝑛)𝑘𝑛 ·

muut juuret︷                                                  ︸︸                                                  ︷
(𝑥2 + 𝑝1𝑥 + 𝑞1)𝑙1 · . . . · (𝑥2 + 𝑝𝑚𝑥 + 𝑞𝑚)𝑙𝑚 ,
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missä 𝑎0 ∈ R, 𝑘𝑖 ∈ Z+ ja 𝑎𝑖 ∈ R kaikilla 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 sekä 𝑙 𝑗 ∈ Z+ ja 𝑝 𝑗 , 𝑞 𝑗 ∈ R
(ja 𝑝2

𝑗−4𝑞 𝑗 < 0) kaikilla 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚. Tällöin jokainen 𝑘-kertainen tekĳä (𝑥−𝑎)𝑘
tuottaa termit

𝐴1
𝑥 − 𝑎

+ 𝐴2

(𝑥 − 𝑎)2 + · · · + 𝐴𝑘

(𝑥 − 𝑎)𝑘
ja jokainen 𝑙-kertainen tekĳä (𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑙 tuottaa termit

𝐵1𝑥 + 𝐶1

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞
+ 𝐵2𝑥 + 𝐶2

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)2 + · · · + 𝐵𝑙𝑥 + 𝐶𝑙

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑙 .

Yllä kertoimet 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑘 , 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑙 ja 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑙 ovat reaalilukuja.
Luvussa 7.4.4 osoitetaan, että osamurrot voidaan aina integroida ja saadut integ-

raalit ovat alkeisfunktioita. Näin ollen myös rationaalifunktioiden integraalit voidaan
aina esittää alkeisfunktioiden avulla. Yllä oleva menettely yhdessä osamurtojen
integroinnin kanssa antaa myös menetelmän, jolla rationaalifunktiot saadaan in-
tegroitua. Edellytyksenä on vain, että polynomi 𝑄 pystytään jakamaan alkutekĳöihin.
Menettelyn huono puoli on, että siinä on varsin paljon laskutoimituksia. Algoritmin
tapaan esitettynä menettely on seuraava.

1. Esitetään rationaalifunktio muodossa, jossa nimittäjän asteluku on suurempi
kuin osoittajan.

2. Jaetaan nimittäjä (reaalikertoimisiin) alkutekĳöihin.

3. Muodostetaan osamurtokehitelmä.

4. Integroidaan osamurrot ja kohdassa 1 saatu polynomi.

Osamurtojen integrointia tarkastellaan luvussa 7.4.4.

Esimerkki 7.25. Jaetaan rationaalifunktio

𝑅(𝑥) = 1
𝑥(𝑥 − 1)2 (𝑥 ≠ 0, 1)

osamurtoihin.
Jos 𝑥 ≠ 0 ja 𝑥 ≠ 1, niin

1
𝑥(𝑥 − 1)2 =

𝐴1
𝑥

+ 𝐴2
𝑥 − 1

+ 𝐴3

(𝑥 − 1)2

⇔ 1 = 𝐴1 · (𝑥 − 1)2 + 𝐴2 · 𝑥(𝑥 − 1) + 𝐴3 · 𝑥
⇔ 1 = 𝐴1𝑥

2 − 2𝐴1𝑥 + 𝐴1 + 𝐴2𝑥
2 − 𝐴2𝑥 + 𝐴3𝑥

⇔ 1 = (𝐴1 + 𝐴2)𝑥2 + (−2𝐴1 − 𝐴2 + 𝐴3)𝑥 + 𝐴1

⇔

𝐴1 + 𝐴2 = 0,
−2𝐴1 − 𝐴2 + 𝐴3 = 0,
𝐴1 = 1

⇔ 𝐴1 = 1, 𝐴2 = −1 ja 𝐴3 = 1.

Siis
1

𝑥(𝑥 − 1)2 =
1
𝑥
− 1
𝑥 − 1

+ 1
(𝑥 − 1)2

kaikilla 𝑥 ≠ 0 ja 𝑥 ≠ 1.
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Huomautus. Osamurtokehitelmän muodostamisessa on monta laskutoimitusta, jo-
ten saatu tulos kannattaa aina tarkistaa. Koska

1
𝑥
− 1
𝑥 − 1

+ 1
(𝑥 − 1)2 =

(𝑥 − 1)2 − 𝑥(𝑥 − 1) + 𝑥

𝑥(𝑥 − 1)2

=
𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 𝑥2 + 𝑥 + 𝑥

𝑥(𝑥 − 1)2

=
1

𝑥(𝑥 − 1)2 ,

niin esimerkin 7.25 tulos on oikein.

7.4.4 Osamurtojen integrointi
Osamurtojen integrointi sujuu seuraavasti.

Tyyppi 1. Käyttämällä logaritmin integrointikaavaa saadaan1∫
𝐴

𝑥 − 𝑎
𝑑𝑥 = 𝐴 · ln |𝑥 − 𝑎 | + 𝐶′

kaikilla väleillä, jotka eivät sisällä pistettä 𝑥 = 𝑎.

Tyyppi 2. Kun 𝑘 = 2, 3, . . . , niin käyttämällä potenssin integrointikaavaa (ja yhdis-
tetyn funktion derivointisääntöä) saadaan∫

𝐴

(𝑥 − 𝑎)𝑘 𝑑𝑥 = − 𝐴

𝑘 − 1
· 1
(𝑥 − 𝑎)𝑘−1 + 𝐶′

kaikilla väleillä, jotka eivät sisällä pistettä 𝑥 = 𝑎.

Tyyppi 3. Tarkastellaan kolmanneksi osamurtoa
𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞
.

Aluksi havaitaan, että

(7.17)
𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞
=

𝐵

2
· 2𝑥 + 𝑝

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞
+
(
𝐶 − 𝐵𝑝

2

) 1
𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞

.

Yhtälön (7.17) oikean puolen ensimmäinen termi saadaan integroitua käyttämällä
yhdistetyn funktion derivointisääntöä ja logaritmin derivointikaavaa. Koska nyt

|𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 | = 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞,

niin
𝐵

2

∫
2𝑥 + 𝑝

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞
𝑑𝑥 =

𝐵

2
ln(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞) + 𝐶′.

Yhtälön (7.17) oikean puolen jälkimmäinen termi saadaan integoitua käyttämällä
luvussa 7.4.2 esitettyä neliöintiä. Siis(

𝐶 − 𝐵𝑝

2

) ∫ 1
𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞

𝑑𝑥 =

(
𝐶 − 𝐵𝑝

2

) 2√︁
4𝑞 − 𝑝2

arc tan
2𝑥 + 𝑝√︁
4𝑞 − 𝑝2

+ 𝐶′.

1Merkitään integrointivakiota nyt symbolilla 𝐶 ′.
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Tyyppi 4. Tarkastellaan lopuksi osamurtoa
𝐵𝑥 + 𝐶

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘 ,

missä 𝑘 ≥ 2. Vastaavasti kuin edellä havaitaan, että

(7.18)
𝐵𝑥 + 𝐶

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘 =
𝐵

2
· 2𝑥 + 𝑝

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘 +
(
𝐶 − 𝐵𝑝

2

) 1
(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘 .

Yhtälön (7.18) oikean puolen ensimmäinen termi saadaan integroitua käyttämällä
yhdistetyn funktion derivointisääntöä ja potenssin derivointikaavaa. Siis

𝐵

2

∫
2𝑥 + 𝑝

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘 𝑑𝑥 = −𝐵

2
· 1
𝑘 − 1

· 1
(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘−1 + 𝐶′.

Yhtälön (7.18) oikean puolen jälkimmäinen termi
1

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘
saadaan integroitua neliöimällä ensin nimittäjässä oleva polynomi ja käyttämällä
sitten esimerkissä 7.12 (s. 186) johdettua palautuskaavaa. Neliöinnin (ks. luku 7.4.2)
tuloksena

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 𝐷 ·
((
𝑥 + 𝑝

2√
𝐷

)2
+ 1

)
,

missä
𝐷 = 𝑞 − 𝑝2

4
.

Ennen esimerkin 7.12 palautuskaavan käyttöä on siis vielä sĳoitettava

𝑡 =
𝑥 + 𝑝

2√
𝐷

.

Huomautus. Rationaalifunktion integraali voidaan aina lausua käyttäen ratio-
naalifunktioita, logaritmia ja arkustangenttia.

Huomautus. Koska yllä esitetyt integrointitulokset ovat monimutkaisia, ei niitä
kannata opetella ulkoa. Sen sĳaan kannattaa opetella menetelmät, joilla tulokset
johdettiin.

Esimerkki 7.26. Esimerkin 7.25 ja perusintegrointisääntöjen nojalla∫
1

𝑥(𝑥 − 1)2 𝑑𝑥 =

∫
1
𝑥
𝑑𝑥 −

∫
1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 +

∫
1

(𝑥 − 1)2 𝑑𝑥

= ln |𝑥 | − ln |𝑥 − 1| + (−1) · 1
𝑥 − 1

+ 𝐶

= ln |𝑥 | − ln |𝑥 − 1| − 1
𝑥 − 1

+ 𝐶

kaikilla väleillä, jotka eivät sisällä nollaa tai ykköstä.
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Esimerkki 7.27. Olkoon 𝑥 ≠ −1. Määritetään∫
𝑥3 + 2
𝑥3 + 1

𝑑𝑥.

1o: Ensimmäiseksi havaitaan, että

𝑥3 + 2
𝑥3 + 1

=
(𝑥3 + 1) + 1

𝑥3 + 1
= 1 + 1

𝑥3 + 1
,

missä polynomiosan integraaliksi saadaan helposti∫
1 𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝐶.

2o: Rationaalifunktion
1

𝑥3 + 1
integroiminen aloitetaan etsimällä polynomin 𝑥3 + 1 alkutekĳät, joiksi saadaan

𝑥3 + 1 = (𝑥 + 1) (𝑥2 − 𝑥 + 1),

missä 𝑥2 − 𝑥 + 1 > 0 kaikilla 𝑥 ∈ R.
3o: Tämän jälkeen muodostetaan rationaalifunktion

1
𝑥3 + 1

=
1

(𝑥 + 1) (𝑥2 − 𝑥 + 1)
osamurtokehitelmä. Koska

1
(𝑥 + 1) (𝑥2 − 𝑥 + 1) =

𝐴1
𝑥 + 1

+ 𝐴2𝑥 + 𝐴3

𝑥2 − 𝑥 + 1
⇔ 1 = 𝐴1 · (𝑥2 − 𝑥 + 1) + 𝐴2𝑥 · (𝑥 + 1) + 𝐴3 · (𝑥 + 1)
⇔ 1 = 𝐴1𝑥

2 − 𝐴1𝑥 + 𝐴1 + 𝐴2𝑥
2 + 𝐴2𝑥 + 𝐴3𝑥 + 𝐴3

⇔ 1 = (𝐴1 + 𝐴2)𝑥2 + (−𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)𝑥 + (𝐴1 + 𝐴3)

⇔

𝐴1 + 𝐴2 = 0,
−𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 = 0,
𝐴1 + 𝐴3 = 1

⇔ 𝐴1 =
1
3
, 𝐴2 = −1

3
ja 𝐴3 =

2
3
,

niin osamurtokehitelmäksi saadaan

1
𝑥3 + 1

=

1
3

𝑥 + 1
+ − 𝑥

3 + 2
3

𝑥2 − 𝑥 + 1

=
1
3
· 1
𝑥 + 1

− 1
3
· 𝑥 − 2
𝑥2 − 𝑥 + 1

.
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4o: Saadun lausekkeen ensimmäinen termi on helppo integroida, sillä∫
1
3
· 1
𝑥 + 1

𝑑𝑥 =
1
3

∫
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

1
3

ln |𝑥 + 1| + 𝐶.

Jäljelle jäävän integraalin
−1

3

∫
𝑥 − 2

𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥

määrittämiseksi havaitaan, että

(7.19)
𝑥 − 2

𝑥2 − 𝑥 + 1
=

1
2 (2𝑥 − 1) − 3

2
𝑥2 − 𝑥 + 1

=
1
2
· 2𝑥 − 1
𝑥2 − 𝑥 + 1

− 3
2
· 1
𝑥2 − 𝑥 + 1

.

Tässä viimeisen lausekkeen ensimmäinen termi voidaan integroida käyttämällä
logaritmin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion derivointisääntöä. Siis

1
2

∫
2𝑥 − 1

𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

1
2

ln
��𝑥2 − 𝑥 + 1

�� + 𝐶

ja edelleen
1
2

∫
2𝑥 − 1

𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥 =

1
2

ln(𝑥2 − 𝑥 + 1) + 𝐶,

sillä 𝑥2 − 𝑥 + 1 > 0.
Yhtälön (7.19) viimeisen lausekkeen jälkimmäinen termi voidaan integroida

hyödyntämällä esimerkkiä 7.24 (s. 203), jolloin

−3
2

∫
1

𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥 = −3

2
· 2√

3
arc tan

2𝑥 − 1√
3

+ 𝐶

= −
√

3 arc tan
2𝑥 − 1√

3
+ 𝐶.

Yhdistämällä tulokset saadaan

−1
3

∫
𝑥 − 2

𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥 = −1

3

(
1
2

ln(𝑥2 − 𝑥 + 1) −
√

3 arc tan
2𝑥 − 1√

3

)
+ 𝐶

= −1
6

ln(𝑥2 − 𝑥 + 1) + 1√
3

arc tan
2𝑥 − 1√

3
+ 𝐶

ja edelleen∫
𝑥3 + 2
𝑥3 + 1

𝑑𝑥 =

∫
1 𝑑𝑥 + 1

3

∫
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 − 1

3

∫
𝑥 − 2

𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥

= 𝑥 + 1
3

ln |𝑥 + 1| − 1
6

ln(𝑥2 − 𝑥 + 1) + 1√
3

arc tan
2𝑥 − 1√

3
+ 𝐶

= 𝑥 + 1
6

ln
(𝑥 + 1)2

𝑥2 − 𝑥 + 1
+ 1√

3
arc tan

2𝑥 − 1√
3

+ 𝐶

kaikillä väleillä, jotka eivät sisällä pistettä 𝑥 = −1.
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Harjoitustehtäviä
7.4.1. Määritä

(a)
∫

𝑥 + 6
𝑥 + 2

𝑑𝑥, (b)
∫ (𝑥3 − 2) (𝑥 + 1)

𝑥2 𝑑𝑥, (c)

√
2∫

0

√
2

𝑥2 + 2
𝑑𝑥.

7.4.2. Määritä

(a)
∫

1
4𝑥2 + 4𝑥 + 5

𝑑𝑥, (b)
∫

1
𝑥2 + 4𝑥 + 8

𝑑𝑥,

(c)
∫

1
𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑑𝑥, (d)
∫

1
𝑥2 − 3𝑥 + 4

𝑑𝑥.

7.4.3. Muodosta funktion 𝑅(𝑥) osamurtokehitelmä, kun

(a) 𝑅(𝑥) =
1

𝑥(𝑥 − 1)3 , (b) 𝑅(𝑥) =
3

𝑥3 − 1
, (c) 𝑅(𝑥) =

𝑥3

(𝑥2 + 1)4 .

7.4.4. Mikä ehto vakioiden 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ R on toteutettava, jos funktion (𝑥 ≠ 0, 1)

(a) 𝑅(𝑥) =
𝑝𝑥 + 𝑞

𝑥2(𝑥 − 1) , (b) 𝑅(𝑥) =
𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥 + 𝑟

𝑥2(𝑥 − 1)
kaikki integraalifunktiot ovat rationaalifunktioita?

7.4.5. Onko mahdollista, että rationaalifunktion (𝑥 ≠ 0, 1)

(a) 𝑅(𝑥) =
𝑝𝑥 + 𝑞

𝑥(𝑥 − 1) , (b) 𝑅(𝑥) =
𝑝𝑥2 + 𝑞

𝑥2(𝑥 − 1)
kaikki integraalifunktiot ovat rationaalifunktioita, jos 𝑝 ≠ 0 ?

7.4.6. Määritä

(a)
3∫

0

1
𝑥2 − 3𝑥 − 4

𝑑𝑥, (b)
1∫

0

2
𝑥2 + 4𝑥 + 3

𝑑𝑥,

(c)
∫

3𝑥 − 1
𝑥2 − 𝑥 − 6

𝑑𝑥, (d)
∫

5𝑥 + 3
𝑥3 − 2𝑥2 − 3𝑥

𝑑𝑥.

7.4.7. Määritä

(a)
∫

𝑥 − 2
𝑥2 − 𝑥 + 1

𝑑𝑥, (b)
∫

1
𝑥4 + 𝑥2 𝑑𝑥, (c)

∫
1

𝑥(𝑥2 + 1)2 𝑑𝑥.

7.4.8. Määritä

(a)
∫

2𝑥2 − 𝑥 + 4
𝑥3 + 4𝑥

𝑑𝑥, (b)
∫

𝑥 − 1
4𝑥2 − 4𝑥 + 3

𝑑𝑥.
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7.4.9. Määritä

(a)
∫

𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 2
𝑥4 + 3𝑥2 + 2

𝑑𝑥, (b)
∫

6𝑥2 − 15𝑥 + 22
(𝑥 + 3) (𝑥2 + 2)2 𝑑𝑥.

7.4.10. Määritä

(a)
∫

1
(𝑥2 + 2𝑥 + 10)2 𝑑𝑥, (b)

∫
𝑥 + 2

(𝑥2 + 2𝑥 + 2)2 𝑑𝑥

käyttämällä integraalille ∫
1

(𝑥2 + 1)𝑛 𝑑𝑥

esimerkissä 7.12 johdettua palautuskaavaa.
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7.5 Trigonometriset funktiot
Trigonometrian perusfunktioiden (sini, kosini, tangentti ja kotangentti) integroin-
tikaavat esitettiin luvussa 7.1 (huomautus 7.1, s. 177, ja esimerkki 7.5, s. 180).
Lisäksi yhdistetyn funktion derivointikaavaa, osittaisintegrointia ja sĳoitussääntöä
käyttämällä aiemmissa luvuissa johdettiin joitakin yksinkertaisia tuloksia trigono-
metristen funktioiden integraaleille, ks. esimerkit 7.2 ja 7.3 (s. 180), 7.7 (s. 184), 7.11
(s. 185), 7.13 (s. 189) ja 7.18–7.20 (s. 194–196). Tutkitaan nyt yksityiskohtaisemmin
trigonometristen funktioiden integrointia.

7.5.1 Sĳoitusmenetelmä
Tarkastellaan aluksi sĳoitusta 𝑥 = 2 arc tan 𝑡, jolloin

(7.20) 𝑡 = tan
𝑥

2
ja 𝑑𝑥 =

2
1 + 𝑡2

𝑑𝑡.

Käyttämällä trigonometrian peruskaavoja

tan 𝑥 =
sin 𝑥
cos 𝑥

ja sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1

havaitaan, että

(7.21)
1

1 + 𝑡2
=

1
1 + tan2 𝑥

2
=

1
cos2 𝑥

2
cos2 𝑥

2
+ sin2 𝑥

2
cos2 𝑥

2

=
cos2 𝑥

2

cos2 𝑥
2 + sin2 𝑥

2
= cos2 𝑥

2

ja

(7.22)
𝑡2

1 + 𝑡2
= 𝑡2 · 1

1 + 𝑡2
= tan2 𝑥

2 · cos2 𝑥
2 =

sin2 𝑥
2

cos2 𝑥
2
· cos2 𝑥

2 = sin2 𝑥
2 .

Käyttämällä nyt kaavoja

sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥 ja cos 2𝑥 = cos2 𝑥 − sin2 𝑥

saadaan yhtälöiden (7.20) ja (7.21) nojalla

sin 𝑥 = 2 sin 𝑥
2 cos 𝑥

2 = 2 · sin 𝑥
2

cos 𝑥
2
· cos2 𝑥

2 = 2 · 𝑡 · 1
1 + 𝑡2

=
2𝑡

1 + 𝑡2

ja yhtälöiden (7.21) ja (7.22) nojalla

cos 𝑥 = cos2 𝑥
2 − sin2 𝑥

2 =
1

1 + 𝑡2
− 𝑡2

1 + 𝑡2
=

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
.

Voidaan siis esittää seuraava huomautus.
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Huomautus 7.18. Muotoa 𝑅(sin 𝑥, cos 𝑥) olevan funktion, missä 𝑅 on ratio-
naalifunktio, integrointi voidaan palauttaa rationaalifunktion integroinniksi te-
kemällä sĳoitus

𝑥 = 2 arc tan 𝑡,

jolloin

𝑡 = tan
𝑥

2
, sin 𝑥 =

2𝑡
1 + 𝑡2

, cos 𝑥 =
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
ja 𝑑𝑥 =

2
1 + 𝑡2

𝑑𝑡.

Huomautus 7.19. Jos 𝜑(𝑡) = 2 arc tan 𝑡, niin 𝜑(R) = ]−𝜋, 𝜋[. Huomautuksen 7.18
sĳoitus on siis ilman lisäperusteluja voimassa vain välin ]−𝜋, 𝜋[ osaväleillä (ks.
lause 7.10, s. 190). Tietysti edellytyksenä on myös, että 𝑅(sin 𝑥, cos 𝑥) on jatkuva
kyseisellä välillä.

Esimerkki 7.28. Määritetään ∫
1

sin 𝑥
𝑑𝑥.

Tekemällä huomautuksen 7.18 sĳoitus 𝑥 = 2 arc tan 𝑡 saadaan∫
1

sin 𝑥
𝑑𝑥 =

[∫
1
2𝑡

1+𝑡2
· 2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡

]
𝑡 = tan 𝑥

2

=

[∫
𝑑𝑡

𝑡

]
𝑡 = tan 𝑥

2

=
[
ln |𝑡 | + 𝐶

]
𝑡 = tan 𝑥

2

= ln
��tan 𝑥

2
�� + 𝐶.

Sĳoitussäännön nojalla tulos on voimassa niillä välin ]−𝜋, 𝜋[ osaväleillä, jotka eivät
sisällä pistettä 𝑥 = 0. Saatu tulos derivoimalla havaitaan, että tulos pätee kaikilla
niillä väleillä, jotka eivät sisällä pistettä 𝑥 = 𝑘𝜋 (𝑘 ∈ Z).

Esimerkki 7.29. Määritetään
𝜋
2∫

0

1
1 + cos 𝑥

𝑑𝑥

käyttämällä huomautuksen 7.18 sĳoitusta 𝑥 = 2 arc tan 𝑡.
Nyt

1 + cos 𝑥 = 1 + 1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
=

1 + 𝑡2 + 1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
=

2
1 + 𝑡2

.

Koska 𝑡 = tan 𝑥
2 , niin rajoiksi saadaan

𝑥 = 0 ⇒ 𝑡 = tan 0 = 0 (alaraja),
𝑥 = 𝜋

2 ⇒ 𝑡 = tan 𝜋
4 = 1 (yläraja).

Siis
𝜋
2∫

0

𝑑𝑥

1 + cos 𝑥
=

1∫
0

1
2

1+𝑡2
· 2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 =

1∫
0

1 𝑑𝑡 =

1/
0

𝑡 = 1 − 0 = 1.
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Huomautus. On syytä olla tarkkana, että sĳoitettava funktio täyttää vaadittavat
oletukset (ks. esimerkki 7.30).

Esimerkki 7.30. Määritetään
2𝜋∫

0

1
5 − 3 cos 𝑥

𝑑𝑥.

Sĳoitetaan 𝑥 = 2 arc tan 𝑡 määräämättömään integraaliin, jolloin (ks. huomau-
tus 7.18)

𝑑𝑥 =
2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡

ja

5 − 3 cos 𝑥 = 5 − 3 · 1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
=

5 + 5𝑡2 − 3 + 3𝑡2

1 + 𝑡2
=

2 + 8𝑡2

1 + 𝑡2
.

Siis ∫
1

5 − 3 cos 𝑥
𝑑𝑥 =

[∫
1

2+8𝑡2
1+𝑡2

· 2
1 + 𝑡2

𝑑𝑡

]
𝑡 = tan 𝑥

2

=

[∫
1

1 + 4𝑡2
𝑑𝑡

]
𝑡 = tan 𝑥

2

=

[
1
2

∫
2 · 1

1 + (2𝑡)2 𝑑𝑡

]
𝑡 = tan 𝑥

2

=

[
1
2

arc tan 2𝑡 + 𝐶

]
𝑡 = tan 𝑥

2

=
1
2

arc tan
(
2 tan

𝑥

2

)
+ 𝐶,

joten
2𝜋∫

0

1
5 − 3 cos 𝑥

𝑑𝑥 =

2𝜋/
0

1
2

arc tan
(
2 tan

𝑥

2

)
= 0 − 0 = 0.

Tulos ei kuitenkaan ole mahdollinen, sillä koska

2 ≤ 5 − 3 cos 𝑥 ≤ 8

kaikilla 𝑥 ∈ [0, 2𝜋], niin
2𝜋∫

0

1
5 − 3 cos 𝑥

𝑑𝑥 ≥
2𝜋∫

0

1
8
𝑑𝑥 =

𝜋

4
.

Virhe johtuu nyt siitä, että sĳoitettu funktio 𝜑(𝑡) = 2 arc tan 𝑡 ei täytä lauseen 7.10
(s. 190) oletuksia välillä [0, 2𝜋] (ks. huomautus 7.19).
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Huomautus. Huomautuksen 7.18 sĳoituksella joudutaan usein melko mut-
kikkaisiin laskuihin. Siksi on joissakin yksinkertaisissa tapauksissa helpompi
käyttää muita menetelmiä.

Huomautus. Usein tulokseen johtaa myös jokin huomautuksen 7.18 sĳoitus-
ta yksinkertaisempi sĳoitus. Esimerkiksi tyyppiä 𝑅(tan 𝑥) olevaan funktioon
voidaan sĳoittaa 𝑡 = tan 𝑥. Tällöin

𝑥 = arc tan 𝑡 ja 𝑑𝑥 =
1

1 + 𝑡2
𝑑𝑡,

joten tulokseksi saadaan rationaalifunktio

𝑅(𝑡) · 1
1 + 𝑡2

.

7.5.2 Integroitavan muokkaus
Yksinkertaisissa tapauksissa selvitään trigonometrian peruskaavoilla. Tällöin on
huomattava, että tuloksen esitysmuoto voi riippua käytetystä menettelystä. Myös
integrointivakion arvo voi riippua käytetystä integrointimenetelmästä.

Esimerkki 7.31. Määritetään ∫
sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥.

Koska sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥 kaikilla 𝑥 ∈ R, niin käyttämällä yhdistetyn funktion
derivointisääntöä ja kosinin derivointikaavaa saadaan∫

sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 =
1
2

∫
2 sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

=
1
2

∫
sin 2𝑥 𝑑𝑥

= −1
4

∫
2 (− sin 2𝑥) 𝑑𝑥

= −1
4

cos 2𝑥 + 𝐶.

Toisaalta esimerkissä 7.11 (s. 185) saatiin palautuskaavamenettelyllä∫
sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 =

1
2

sin2 𝑥 + 𝐶.

Tulokset näyttävät erilaisilta, mutta koska

(7.23) cos 2𝑥 = 1 − 2 sin2 𝑥,

niin
−1

4
cos 2𝑥 + 𝐶 = −1

4
(1 − 2 sin2 𝑥) + 𝐶 =

1
2

sin2 𝑥 + 𝐶 − 1
4
.

Siis tulokset eroavat vain integrointivakion osalta.
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Esimerkki 7.32. Kaavan (7.23) nojalla

sin2 𝑥 =
1
2
(1 − cos 2𝑥).

Kun 𝑎 ≠ 0, niin käyttämällä yhdistetyn funktion derivointisääntöä ja perusderivoin-
tikaavoja saadaan∫

sin2(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =

∫
1
2
(
1 − cos(2𝑎𝑥)) 𝑑𝑥

=

∫
1
2
− 1

4𝑎

∫
2𝑎 · cos(2𝑎𝑥) 𝑑𝑥

=
𝑥

2
− 1

4𝑎
sin(2𝑎𝑥) + 𝐶.

Esimerkki 7.33. Kun 𝑛 ∈ Z+, niin esimerkin 7.32 perusteella

𝜋∫
−𝜋

sin2(𝑛𝑥) 𝑑𝑥 =

𝜋/
−𝜋

( 𝑥
2
− 1

4𝑛
sin(2𝑛𝑥)

)

=

( 𝜋
2
−

= 0︷    ︸︸    ︷
sin(2𝑛𝜋)

4𝑛

)
−
(
−𝜋

2
−

= 0︷      ︸︸      ︷
sin(−2𝑛𝜋)

4𝑛

)
=

𝜋

2
+ 𝜋

2
= 𝜋.

Vähänkin hankammissa tapauksissa trigonometrian kaavojen soveltaminen vaatii
yleensä aika paljon työtä. Yksi tavoite on muokata integroitava funktio muotoon

𝑓 (cos 𝑥) · sin 𝑥 tai 𝑓 (sin 𝑥) · cos 𝑥.

Jos funktio 𝑓 on helppo integroida, voidaan tällöin soveltaa suoraan yhdistetyn
funktion derivointikaavaa. Mutkikkaammissa tapauksissa voidaan sĳoittaa

𝑡 = cos 𝑥 tai 𝑡 = sin 𝑥

ja jatkaa integrointia näin saadulla funktiolla.

Esimerkki 7.34. Määritetään ∫
sin2 𝑥 · cos3 𝑥 𝑑𝑥.

Muunnetaan integroitava funktio ensin muotoon 𝑓 (sin 𝑥) cos 𝑥 käyttämällä kaa-
vaa

sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1,
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tehdään sitten sĳoitus 𝑡 = sin 𝑥 (jolloin 𝑑𝑡 = cos 𝑥 𝑑𝑥), integroidaan näin saatu
rationaalilauseke ja palataan lopuksi alkuperäiseen muuttujaan. Siis

∫
sin2 𝑥 · cos3 𝑥 𝑑𝑥 =

∫
sin2 𝑥 · (

= cos2 𝑥︷     ︸︸     ︷
1 − sin2 𝑥) · cos 𝑥 𝑑𝑥

=

[∫
𝑡2 · (1 − 𝑡2) · 𝑑𝑡

]
𝑡 = sin 𝑥

=

[∫
(𝑡2 − 𝑡4) 𝑑𝑡

]
𝑡 = sin 𝑥

=

[
𝑡3

3
− 𝑡5

5
+ 𝐶

]
𝑡 = sin 𝑥

=
sin3 𝑥

3
− sin5 𝑥

5
+ 𝐶.

Derivoimalla havaitaan, että tulos on voimassa kaikilla reaalilukuväleillä.

7.5.3 Palautuskaava
Yksi mahdollisuus on osittaisintegrointi ja sen avulla johdetut palautuskaavat. Tästä
oli jo esimerkki osittaisintegrointia käsittelevässä luvussa (esimerkki 7.11, s. 185).
Alla vielä lisäesimerkki.

Esimerkki 7.35. Määritetään palautuskaavamenettelyä käyttäen

𝐼𝑛 =

𝜋
2∫

0

cos𝑛 𝑥 𝑑𝑥 (𝑛 ∈ N).

Kun 𝑛 ≥ 2, niin käyttämällä osittaisintegrointia ja kaavaa

sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1

saadaan

𝐼𝑛 =

𝜋
2∫

0

cos𝑛 𝑥 𝑑𝑥

=

𝜋
2∫

0

cos𝑛−1 𝑥 · cos 𝑥 𝑑𝑥

=

= 0, kun 𝑛 ≥ 2︷                ︸︸                ︷
𝜋
2/

0

cos𝑛−1 𝑥 · sin 𝑥 −
𝜋
2∫

0

(𝑛 − 1) · cos𝑛−2 𝑥 · (− sin 𝑥) · sin 𝑥 𝑑𝑥
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= 0 + (𝑛 − 1)
𝜋
2∫

0

cos𝑛−2 𝑥 · sin2 𝑥 𝑑𝑥

= (𝑛 − 1)
𝜋
2∫

0

cos𝑛−2 𝑥 · (1 − cos2 𝑥) 𝑑𝑥

= (𝑛 − 1) 𝐼𝑛−2 − (𝑛 − 1) 𝐼𝑛.

Siis
𝐼𝑛 =

𝑛 − 1
𝑛

· 𝐼𝑛−2, kun 𝑛 ≥ 2.

Edelleen

𝐼0 =

𝜋
2∫

0

1 𝑑𝑥 =
𝜋

2

ja

𝐼1 =

𝜋
2∫

0

cos 𝑥 𝑑𝑥 =

𝜋
2/

0

sin 𝑥 = sin 𝜋
2 − sin 0 = 1 − 0 = 1.

Siis 
𝐼2 =

1
2
· 𝜋

2
, 𝐼4 =

1
2
· 3

4
· 𝜋

2
, . . . , 𝐼2𝑛 =

1 · 3 · . . . · (2𝑛 − 1)
2 · 4 · . . . · 2𝑛

· 𝜋
2
,

𝐼3 = 1 · 2
3
=

2
3
, 𝐼5 =

2
3
· 4

5
, . . . , 𝐼2𝑛+1 =

2 · 4 · . . . · 2𝑛
3 · 5 · . . . · (2𝑛 + 1) .

Voidaan myös helposti osoittaa (ks. esimerkki 7.13, s. 189), että
𝜋
2∫

0

sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =

𝜋
2∫

0

cos𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐼𝑛.

Harjoitustehtäviä
7.5.1. Muunna integraali

𝜋
2∫

𝜋
3

1
sin 𝑥 (2 + cos 𝑥 + 2 sin 𝑥) 𝑑𝑥

rationaalifunktion integraaliksi tekemällä sopiva sĳoitus. Saatu tulos on sievennettävä
muotoon, josta voidaan aloittaa osamurtokehitelmän teko (itse osamurtokehitelmää
ei tarvitse tehdä).
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7.5.2. Muunna integraali
𝜋
3∫

0

sin2 𝑥

cos6 𝑥
𝑑𝑥

rationaalifunktion integraaliksi sekä tekemällä sĳoitus 𝑡 = tan 𝑥
2 että tekemällä

sĳoitus 𝑡 = tan 𝑥. Tässä tehtävässä ei tarvitse määrittää integraalin arvoa, riittää
tehdä mainittu muuttujanvaihto.

7.5.3. Määritä ∫
1

sin3 𝑥
𝑑𝑥.

7.5.4. Määritä
𝜋
2∫

0

sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

käyttämällä sĳoitusta 𝑡 = sin 𝑥.

7.5.5. Olkoon 𝑓 välillä
[
0, 𝜋2

]
jatkuva funktio. Osoita, että

𝜋
2∫

0

𝑓 (sin 𝑥) 𝑑𝑥 =

𝜋
2∫

0

𝑓 (cos 𝑥) 𝑑𝑥.

Vihje: sin
(
𝜋
2 − 𝑧

)
= cos 𝑧 kaikilla 𝑧 ∈ R.

7.5.6. Määritä ∫
cos2 𝑥 𝑑𝑥

hyödyntämällä kaavaa cos 2𝑥 = 2 cos2 𝑥 − 1.

7.5.7. Määritä
𝜋
2∫

0

(cos 𝑥 − cos3 𝑥) 𝑑𝑥

muokkaamalla integroitavaa funktiota trigonometrian peruskaavojen avulla.

7.5.8. Määritä integraali
𝜋
2∫

0

1
1 + sin 𝑥 + cos 𝑥

𝑑𝑥

(a) käyttämällä sopivaa sĳoitusta, (b) muokkaamalla integroitavaa funktiota trigono-
metrian peruskaavojen avulla.
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7.5.9. Määritä ∫
sin3 𝑥 𝑑𝑥

(a) muokkaamalla integroitavaa funktiota kaavan sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1 avulla, (b) te-
kemällä sĳoitus 𝑥 = 2 arc tan 𝑡, (c) tekemällä sĳoitus 𝑡 = sin 𝑥 ja käyttämällä sitten
osittaisintegrointia sekä yhdistetyn funktion derivointisääntöä, (d) tekemällä sĳoitus
𝑡 = cos 𝑥 ja hyödyntämällä kaavaa sin(arc cos 𝑡) =

√
1 − 𝑡2.

7.5.10. Johda palautuskaava integraaleille∫
sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥 ja

∫
cos𝑛 𝑥 𝑑𝑥 (𝑛 ∈ N).
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∗7.6 Algebralliset funktiot
Luvussa 7.4 todettiin, että rationaalifunktion määräämätön integraali voidaan aina
esittää alkeisfunktioiden avulla. Algebrallisten funktioiden osalta tämä ei valitet-
tavasti pidä paikkaansa. Ei myöskään ole olemassa yhtenäistä menetelmää, jonka
avulla algebrallisia funktioita voitaisiin yleisesti integroida.

Algebrallisten funktioiden integrointia on käsitelty jonkin verran aiemmissa
luvuissa. Huomautuksessa 7.1 (s. 177) esitettiin funktion

1√
1 − 𝑥2

integrointikaava ja esimerkissä 7.6 (s. 181) kyseinen kaava yleistettiin. Funktioiden

1√
𝑥2 + 1

ja
1√

𝑥2 − 1

integrointia käsiteltiin huomautuksessa 7.4 (s. 181) ja esimerkissä 7.16 (s. 192).
Lisäksi esimerkissä 7.14 (s. 189) algebrallisen funktion integrointi palautettiin sopi-
valla sĳoituksella rationaalifunktion integroinniksi. Vastaavaa menettelyä käytettiin
itse asiassa myös esimerkissä 7.16.

Tarkastellaan seuraavaksi muutamia yksinkertaisia tapauksia, jolloin irrationaali-
funktioiden integrointi voidaan sopivalla sĳoituksella palauttaa rationaalifunktioiden
tai trigonometristen funktioiden integrointiin. Menettelyt ovat tietysti sovellettavissa
vain, jos funktiot täyttävät kaikki sĳoitusmenettelyltä vaadittavat ehdot.

Merkintä 𝑅(·) huomautuksissa 7.20–7.22 tarkoittaa rationaalifunktiota 𝑅.

Huomautus 7.20. Jos

𝑔(𝑥) =
𝑛

√︂
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
,

niin muotoa ∫
𝑅(𝑥, 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥

oleva integraali voidaan palauttaa rationaalifunktion integroinniksi sĳoituksella

𝑡 = 𝑔(𝑥) =
𝑛

√︂
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
,

sillä tällöin

𝑥 =
𝑏 − 𝑑𝑡𝑛

𝑐𝑡𝑛 − 𝑎
ja 𝑑𝑥 =

(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) 𝑛𝑡𝑛−1

(𝑐𝑡𝑛 − 𝑎)2 𝑑𝑡.
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Huomautus 7.21. Jos huomautuksessa 7.20 on 𝑐 = 0 ja 𝑑 = 1, niin

𝑡 = 𝑔(𝑥) =
𝑛
√
𝑎𝑥 + 𝑏,

jolloin
𝑥 =

𝑡𝑛 − 𝑏

𝑎
ja 𝑑𝑥 =

𝑛

𝑎
𝑡𝑛−1 𝑑𝑡.

Esimerkki 7.36. Määritetään∫
1

(𝑥 − 1)
√
𝑥 + 1

𝑑𝑥 (𝑥 > −1, 𝑥 ≠ 1)

käyttämällä huomautuksen 7.21 sĳoitusta.
Nyt

𝑡 =
√
𝑥 + 1, 𝑥 = 𝑡2 − 1 ja 𝑑𝑥 = 2𝑡 𝑑𝑡,

joten ∫
1

(𝑥 − 1)
√
𝑥 + 1

𝑑𝑥 =

[∫
1

(𝑡2 − 2) · 𝑡 · 2𝑡 𝑑𝑡
]
𝑡 =

√
𝑥+1

=

[
2
∫

𝑑𝑡

𝑡2 − 2

]
𝑡 =

√
𝑥+1

=

[
1√
2

∫ (
1

𝑡 −
√

2
− 1
𝑡 +

√
2

)
𝑑𝑡

]
𝑡 =

√
𝑥+1

=

[
1√
2
(
ln
�� 𝑡 − √

2
�� − ln

�� 𝑡 + √
2
��) + 𝐶

]
𝑡 =

√
𝑥+1

=
1√
2
(
ln
��√𝑥 + 1 −

√
2
�� − ln

��√𝑥 + 1 +
√

2
��) + 𝐶

=
1√
2

ln

�����√𝑥 + 1 −
√

2√
𝑥 + 1 +

√
2

����� + 𝐶

kaikilla väleillä 𝐼 ⊂ ]−1,∞[, jotka eivät sisällä pistettä 𝑥 = 1.

Esimerkki 7.37. Olkoon 𝑥 < 0 tai 𝑥 > 1. Muunnetaan∫ √︂
𝑥

𝑥 − 1
𝑑𝑥

rationaalifunktion integroinniksi käyttämällä huomautuksen 7.20 sĳoitusta

𝑡 =

√︂
𝑥

𝑥 − 1
.
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Nyt

𝑡2 =
𝑥

𝑥 − 1
⇔ 𝑡2(𝑥 − 1) = 𝑥 ⇔ 𝑥(𝑡2 − 1) = 𝑡2 ⇔ 𝑥 =

𝑡2

𝑡2 − 1
ja

𝑑𝑥 =
2𝑡 (𝑡2 − 1) − 𝑡2 · 2𝑡

(𝑡2 − 1)2 =
−2𝑡

(𝑡2 − 1)2 𝑑𝑡.

Siis∫ √︂
𝑥

𝑥 − 1
𝑑𝑥 =

[∫
𝑡 · −2𝑡

(𝑡2 − 1)2 𝑑𝑡

]
𝑡 =
√

𝑥
𝑥−1

=

[
−2

∫
𝑡2

(𝑡2 − 1)2 𝑑𝑡

]
𝑡 =
√

𝑥
𝑥−1

.

Tästä integrointia voidaan jatkaa tekemällä osamurtokehitelmä tai ehkä kätevämmin
käyttämällä ensin osittaisintegrointia.

Huomautus 7.22. Muotoa 𝑅(𝑥,
√
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) olevassa funktiossa toisen as-

teen polynomi voidaan ensin täydentää neliöksi ja sitten sĳoittaa neliöosaksi
muuttuja 𝑡. Tällöin päädytään johonkin muodoista

𝑅(𝑡,
√︁
𝑡2 + 𝛼2), 𝑅(𝑡,

√︁
𝑡2 − 𝛼2) tai 𝑅(𝑡,

√︁
𝛼2 − 𝑡2).

Näitä lausekkeita on yleensä helpompi integroida sopivalla (esimerkiksi trigo-
nometrisella) sĳoituksella.

Esimerkki 7.38. Määritetään funktion
√

5 + 8𝑥 − 4𝑥2 kuvaajan ja 𝑥-akselin rajoitta-
man alueen pinta-ala välillä [1, 5

2 ] eli

𝐴 =

5
2∫

1

√︁
5 + 8𝑥 − 4𝑥2 𝑑𝑥.

Neliöimällä saadaan

5 + 8𝑥 − 4𝑥2 = 9 − (4𝑥2 − 8𝑥 + 4) = 9 − (2𝑥 − 2)2.

Tehdään nyt sĳoitus 𝑡 = 2𝑥 − 2, jolloin

𝑥 =
𝑡 + 2

2
ja 𝑑𝑥 =

1
2
𝑑𝑡.

Rajoiksi saadaan

𝑡 = 2 · 1 − 2 = 0 (alaraja) ja 𝑡 = 2 · 5
2 − 2 = 3 (yläraja).

Siis
5
2∫

1

√︁
5 + 8𝑥 − 4𝑥2 𝑑𝑥 =

3∫
0

√︁
9 − 𝑡2 · 1

2
𝑑𝑡 =

1
2

3∫
0

√︁
9 − 𝑡2 𝑑𝑡.
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Tehdään saatuun integraaliin vielä sĳoitus 𝑡 = 3 sin 𝑢, jolloin 𝑑𝑡 = 3 cos 𝑢 𝑑𝑢.
Rajoiksi saadaan

3 sin 𝑢 = 0 ⇒ sin 𝑢 = 0 ⇒ 𝑢 = 0 (alaraja),
3 sin 𝑢 = 3 ⇒ sin 𝑢 = 1 ⇒ 𝑢 = 𝜋

2 (yläraja).
Käyttämällä kaavaa

sin2 𝑢 + cos2 𝑢 = 1
saadaan

3∫
0

√︁
9 − 𝑡2 𝑑𝑡 =

𝜋
2∫

0

√︁
9 − 9 sin2 𝑢 · 3 cos 𝑢 𝑑𝑢

= 3

𝜋
2∫

0

cos 𝑢 ·
√︁

9(1 − sin2 𝑢) 𝑑𝑢

= 9

𝜋
2∫

0

cos 𝑢 ·
√︁

cos2 𝑢 𝑑𝑢

= 9

𝜋
2∫

0

cos2 𝑢 𝑑𝑢.

Esimerkin 7.35 (s. 216) perusteella
𝜋
2∫

0

cos2 𝑢 𝑑𝑢 =
𝜋

4
,

joten
𝐴 =

1
2
· 9 · 𝜋

4
=

9𝜋
8
.

Harjoitustehtäviä
7.6.1. Muunna integraali

(a)
4∫

0

√
3𝑥 + 4 𝑑𝑥, (b)

4∫
0

𝑥
√

3𝑥 + 4 𝑑𝑥

rationaalifunktion integraaliksi tekemällä sopiva sĳoitus. Tässä tehtävässä ei tarvitse
määrittää integraalin arvoa, riittää tehdä mainittu muuttujanvaihto.

7.6.2. Määritä

(a)
1∫

0

√
𝑥

1 + 𝑥
𝑑𝑥, (b)

2∫
0

1
1 +

√
2𝑥

𝑑𝑥.
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7.6.3. Määritä

(a)
12∫

5

1
𝑥
√
𝑥 + 4

𝑑𝑥, (b)
2∫

− 1
3

𝑥
3√3𝑥 + 2

𝑑𝑥.

7.6.4. Muunna integraali
9
7∫

13
14

1
𝑥 + 1

3

√︂
𝑥 + 1
𝑥 − 1

𝑑𝑥

rationaalifunktion integraaliksi tekemällä sopiva sĳoitus. Saatu tulos on sievennettävä
muotoon, josta voidaan aloittaa osamurtokehitelmän teko (itse osamurtokehitelmää
ei tarvitse tehdä).

7.6.5. Määritä ∫
1

𝑥2 + 4𝑥 + 3

√︂
1 + 𝑥

1 − 𝑥
𝑑𝑥.

7.6.6. Määritä

(a)
∫

1√
𝑥 − 𝑥2

𝑑𝑥, (b)
∫

1√
2 − 6𝑥 − 9𝑥2

𝑑𝑥

käyttämällä neliöintiä ja yhdistetyn funktion derivointikaavaa.

7.6.7. Määritä

(a)

√
3∫

−√3

√︁
4 − 𝑥2 𝑑𝑥, (b)

1∫
0

√︁
𝑥 − 𝑥2 𝑑𝑥.

7.6.8. Osoita, että muotoa 𝑅(𝑥,
√
𝑥2 + 1) olevan funktion, missä 𝑅 on rationaalifunk-

tio, integrointi voidaan aina palauttaa rationaalifunktion integroinniksi tekemällä
sĳoitus 𝑡 = 𝑥 +

√
𝑥2 + 1.

7.6.9. Määritä ∫
1√

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

käyttämällä tehtävän 7.6.8 sĳoitusta 𝑡 = 𝑥 +
√
𝑥2 + 1.

7.6.10. Osoita, että jos 𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0, niin muotoa 𝑅(𝑥,
√
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) olevan

funktion, missä 𝑅 on rationaalifunktio, integrointi voidaan aina palauttaa rationaali-
funktion integroinniksi sopivalla sĳoituksella.
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