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Alkusanat

Tdma moniste on tarkoitettu oheislukemistoksi Tampereen yliopistossa pidettaville
kurssille Analyysi B. Monisteen tavoitteena on tukea luentojen seuraamista, har-
joitustehtdvien ratkaisemista ja tentteihin valmistautumista. Moniste sisdltdd melko
kattavasti kurssilla késiteltdvit asiat, mutta paikoitellen liséselitykset ja mahdollinen
lisimateriaali helpottanevat tekstin seuraamista ja esitettyjen asioiden ymmaértamista.
Moniste ei varsinaisesti ole tarkoitettu kattavaksi itseopiskelupaketiksi.

Monisteen rakenne ja sisdltd pohjautuvat Riemann-integraalin méérittelyd lukuun
ottamatta suurelta osin jo edesmenneen Seppo Vepsildisen aikoinaan Tampereen
yliopistossa pitdmiin luentoihin. Sisédltod on jonkin verran muokattu kevyempaidn
suuntaan ja myos rakenteessa on tehty muutoksia.

Kurssin menestyksellinen seuraaminen edellyttdd Tampereen yliopiston opinto-
jaksolla Analyysi A (ja sen esitietoina olevilla opintojaksoilla) esitettyjen asioiden
hyvéi hallintaa. Jos kurssilla tarvittavat esitiedot ovat pdédsseet unohtumaan tai niiden
hallinnassa on muusta syystd puutteita, my0s esitietojen kertaamiseen pitidd varata
riittdvasti aikaa (kurssin Analyysi B seuraamisen ohessa). Koska moniste on suoraa
jatkoa kurssin Analyysi A vastaavalle monisteelle, matematiikan opiskelun luonnetta
koskevien huomautusten osalta ndisséd alkusanoissa tyydytdédn viittaamaan kurssin
Analyysi A monisteen alkusanoihin.

Lopuksi esitén kiitokset kaikille, jotka ovat kommenteillaan, ehdotuksillaan ja
neuvoillaan auttaneet minua tdmin monisteen teossa.

Pertti Koivisto

Vuoden 2021 painokseen on lisitty suurelta osin eri ldhteistd kerittyji harjoitus-
tehtivid ja tehty muutamia osin teknisid muutoksia. Kiitdn Jarmo Niemeldd hyvin
tehdysté teknisestd toimitustyosta.

P. K.
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1 Esitietoja

1.1 Supremum ja infimum

Joukon pienintd yldrajaa (supremum) ja suurinta alarajaa (infimum) on késitelty jo
kurssilla Analyysi A. Kerrataan vield aluksi supremumin ja infimumin mééritelmat ja
perusominaisuuksia sekd esitetddn muutamia myohemmissa todistuksissa tarvittavia
aputuloksia.

Miiritelmi 1.1. Olkoon A C R, A # 0. Jos joukon A yldrajojen joukossa on
pienin, niin se on joukon A pienin yldraja eli supremum (merkitdin sup A).

Miiritelmi 1.2. Olkoon A € R, A # 0. Jos joukon A alarajojen joukossa on
suurin, niin se on joukon A suurin alaraja eli infimum (merkitidin inf A).

Taydellisyysaksiooman nojalla jokaisella epityhjilla ylhdilta rajoitetulla jou-
kon R osajoukolla on pienin yldraja. Vastaavasti jokaisella epityhjilld alhaalta
rajoitetulla joukon R osajoukolla on suurin alaraja.

Seuraava lause kuvaa infimumin ja supremumin suhdetta yksinkertaisessa eri-
koistapauksessa.

Lause 1.1. Olkoot A ja B epdityhjidi joukon R osajoukkoja. Jos A C B, niin

infB < infA < supA < supB.

Todistus. Harjoitustehtava.

Yleisesti joukon A supremumin tai infimumin ei tarvitse kuulua joukkoon A.
Jos ne kuitenkin kuuluvat joukkoon A, niin joukon A yla- ja alarajoina ne ovat
vastaavasti joukon A suurin alkio max A ja pienin alkio min A. Tulos on voimassa
myos kddntden, miki ndhddin seuraavasta lauseesta.

Lause 1.2. Olkoon A epdityhjd joukon R osajoukko.
(a) Jos joukossa A on suurin luku M, niin sup A = M.

(b) Jos joukossa A on pienin luku m, niin inf A = m.

Todistus. Ks. Analyysi A.

Huomautus. Weierstrassin min-max-lauseen nojalla suljetulla valilla [a, b]
jatkuvan funktion f kuvajoukossa f([a, b]) on suurin ja pienin alkio.




Seuraava lause antaa vaihtoehtoisen tavan tutkia joukon supremumin ja infi-
mumin olemassaoloa. Lause on hyodyllinen apuviline todistettaessa tasmallisesti
supremumin ja infimumin ominaisuuksia.

Lause 1.3. Olkoon A epdityhjd joukon R osajoukko. Tdlldin

1) VxeA:x <G,

(@) supA =G & .
(i) Ve>0:dx e A: x > G — ¢,

_ (i VxeA:x2>g,
(b) infA =g & .
(1) Ve>0:IxecA:x < g+e.

Todistus. Ks. Analyysi A.

Riemann-integraalin méadrittelyssa erityistd merkitysti on tilanteella, jossa yhden
joukon kaikki alkiot ovat pienempié tai yhtidsuuria kuin jonkin toisen joukon alkiot.
Talloin tarkastellaan sellaisia epétyhjid joukkoja A € Rja B C R, ettd

a<b Va e A ja Vb € B.

Seuraavaksi esitetddn lauseiden muodossa muutama téllaisia joukkoja koskeva tulos.
Tuloksia hyodynnetddn myohemmissé todistuksissa. Intuitiivisesti tulokset tuntuvat
luonnollisilta, ja ne voidaan suhteellisen helposti todistaa tasmallisesti esimerkiksi
lauseen 1.3 avulla. Itse tismalliset todistukset jitetddn harjoitustehtiviksi.

Lause 1.4. Olkoot A C R ja B C R sellaisia epdtyhjii joukkoja, ettd a < b
kaikilla a € A ja kaikilla b € B. Tdlloin

supA < inf B.

Todistus. Harjoitustehtiva.

Lause 1.5. Olkoot A C R ja B C R sellaisia epdityhjid joukkoja, etti a <
kaikilla a € A ja kaikilla b € B. Tdlloin

A
Sy

supA = inf B

tasmdilleen silloin, kun jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellaiset
alkiot a € A ja b € B, ettd

b—a < e.

Todistus. Harjoitustehtiva.



Hyo6dyntdmalld lukujonon raja-arvon perusominaisuuksia saadaan lauseen 1.5
seurauksena vilittOmasti seuraava tulos.

Seuraus 1.6. Olkoot A C R ja B C R sellaisia epdityhjid joukkoja, etti a < b
kaikilla a € A ja kaikilla b € B. Tdlloin

supA = inf B

tasmdlleen silloin, kun on olemassa sellaiset lukujonot (a,) ja (b,), ettd a,, € A,
b, € Bja
lim a, = lim b,.

n—oo n—oo
Lisdksi talloin
supA = inf B = lim a, (= lim b,).
n—oo n—oo

Todistus. Harjoitustehtava.

Harjoitustehtavia

1.1.1. Anna jokin sellainen vililld [0, 4] rajoitettu funktio f, ettd joukossa

A={f(x)|xe[0,4]}

ei ole suurinta eikd pienintd alkiota. Téassa tehtdvéssi ei tarvitse antaa tasmallistd
perustelua, ettd suurinta ja pieninté alkiota ei ole olemassa. Esimerkiksi funktion
kuvaajaan tukeutuva perustelu on riittava.

1.1.2. Anna sellainen vililld |-2, 2[ jatkuva ja rajoitettu funktio f, ettd

(a) supA #maxAjainfA #minA, (b) supA # maxA ja inf A =minA,
(c) supA=maxAjainfA # minA, (d) supA =maxA ja inf A =minA,

kun A = { f(x) | x € ]-2,2[ }. Ylldinf A # min A ja sup A # max A tarkoittavat,
ettd min A ja max A eivit ole olemassa. Tdssd tehtivissd ei tarvitse antaa tasmallisti
perustelua, ettid infimum ja supremum toteuttavat vaaditut ehdot. Esimerkiksi funktion
kuvaajaan tukeutuva perustelu on riittava.

1.1.3. Olkoon A rajoitettu ja epityhjd joukko, A > 0ja B = {da | a € A }. Osoita
tasmadllisesti perustellen, ettd

(@) supB = A-supA, (b) inf B = A-inf A.

1.1.4. Olkoon A rajoitettu ja epétyhji joukko, 4 < Oja B = {da | a € A }. Osoita
tdsmallisesti perustellen, ettd

(a) supB = A-inf A, (b) infB = A-supA.



1.1.5. Olkoot A ja B rajoitettuja ja epityhjid joukkoja ja
C={a+blacAjabeB}.
Osoita tasmaéllisesti perustellen, ettd

(a) supC = sup A +supB, (b) infC = inf A +inf B.

1.1.6. Osoita tidsmadllisesti perustellen, ettd jos A € R ja B € R ovat sellaisia
epatyhjid joukkoja, ettd a < b kaikilla a € A ja kaikilla b € B, niin

supA < inf B.

1.1.7. Olkoot A C R ja B C R epityhjid ja rajoitettuja joukkoja. Todista, ettd jos
supA = inf B,
niin jokaista lukua £ > 0 kohti on olemassa sellaiset alkiot a € A ja b € B, ettd
b-—a < e.

Onko my0s kéédnteinen viite tosi?

1.1.8. Olkoot A C Rja B C R sellaisia epityhjii ja rajoitettuja joukkoja, etti a < b
kaikilla a € A ja kaikilla b € B. Todista, ettd jos jokaista lukua & > 0 kohti on
olemassa sellaiset alkiot a € A ja b € B, ettd

b—a < g,

niin
supA = inf B.

1.1.9-1.1.10. Tehtdvissd 1.1.9 ja 1.1.10 oletetaan, etti n € Z,, f: [0,1] — R on
sellainen funktio, ettd f(0) =0ja f(1) =1, ja

Ap={fx)|xe[EL L]} (k=1,2,...,n).

1.1.9. Osoita, ettd jos f on vililld [0, 1] aidosti kasvava, niin

n n

D supAg - Y infA; = 1.

k=1 k=1

1.1.10. Osoita, ettd jos f on jatkuva vililld [0, 1], niin on olemassa sellainen
c € [0,1], ettad

n

1
f(c) = " Z sup Ag.
k=1



1.2 Raja-arvo ja jatkuvuus

Kurssilla Analyysi A esitetyt lukujonon raja-arvoa seki funktion raja-arvoa ja jatku-
vuutta koskevat tulokset oletetaan jatkossa tunnetuksi. Tavanomaisten laskusaanto-
jen ohella tarvitaan esimerkiksi suljetulla vililld jatkuvien funktioiden ominaisuuk-
sia (mm. Bolzanon lause ja Weierstrassin min-max lause). Lisidksi hyddynnetdin
polynomi- ja juurifunktioiden, eksponentti- ja logaritmifunktioiden seka trigono-
metristen funktioiden ja niiden kéénteisfunktioiden jatkuvuustuloksia seké joitakin
kurssilla Analyysi A johdettuja raja-arvotuloksia. Téllaisia ovat esimerkiksi raja-arvot

| .
(1.1) lim xsin = = 0 ja lim 22X _
x—0 X x—0 X

Eksponentti- ja logaritmifunktioiden osalta on syytd palauttaa mieleen myos
logaritmin normaalit laskusdannot seka kaava

Inx
1.2 1 = —
(1.2) O8a Ina

(x >0,a > 0, a # 1), jolla a-kantainen logaritmi saadaan palautetuksi (luonnolli-
seksi) logaritmiksi, ja yleinen muunnoskaava

F)p) = IO 2 g @IS (£(x) > 0).

Muunnoskaavan erikoistapauksina tulevat kdyttoon myos yleisen eksponenttifunktion
madritelma

(1.3) a* = ¢*lna (xeR,a>0)

ja yleisen potenssifunktion méaritelma

(1.4) x? = e*Inx (x>0, a€R).

Lisdksi tarvitaan raja-arvoa

(1.5) lim

x—0 X

Seuraavaksi esitetddn vield kertauksena muutama tulos, joihin tullaan viittaamaan
myohemmin. Tulokset on todistettu kurssilla Analyysi A. Aluksi pari funktion raja-
arvoa koskevaa lausetta.



Lause 1.7. Olkoon lim f(x) = A. Jos tdlléin on olemassa sellainen 6y > 0,

etta
fx)y <M vx € Uy, (a),

niin A < M, ja jos on olemassa sellainen 6,, > 0, ettd
f(x)=m Vx € Uy (a),

niin A > m.

Lause 1.8. Olkoon lim f(x) = A. Jos A > 0, niin on olemassa sellainen § > 0,
os X—a
etta

f(x) >0 Vx € Uj(a),

ja jos A < 0, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd

f(x) <0 Vx € Uj(a).

Kaanteisfunktioita tutkittaessa joudutaan nytkin rajoittumaan tietyn tyyppisiin
funktioihin. Tasmallisesti ottaen hyodynnetdin tietoa, ettd jos funktio on jollakin
vililld aidosti monotoninen ja jatkuva, niin funktiolla on kéénteisfunktio, joka myos
on aidosti monotoninen ja jatkuva.

Lause 1.9. Olkoon f: [a,b] — R sellainen aidosti kasvava ja jatkuva funk-
tio, etti f(a) = A ja f(b) = B. Tilloin funktiolla f: [a,b] — [A, B] on
kécinteisfunktio f~': [A, B] — [a, b], joka on vililli [A, B] aidosti kasvava
Jja jatkuva.

Lause 1.10. Olkoon f: [a,b] — R sellainen aidosti vihenevd ja jatkuva
funktio, ettd f(a) = A ja f(b) = B. Tidlloin funktiolla f: [a,b] — [B, A] on
kécinteisfunktio f~': [B, A] — [a, b, joka on vililli [ B, A] aidosti vihenevii
Jja jatkuva.

Huomautus 1.11. Lauseet 1.9 ja 1.10 voidaan yleistdd koskemaan minki ta-
hansa tyyppistd vilid /.

Lopuksi kerrataan vield tasaisen jatkuvuuden méiiritelma ja suljetulla vililla
jatkuvien funktioiden tasaista jatkuvuutta koskeva perustulos. Tulosta hyodynnetidin
jatkuvien funktioiden Riemann-integroituvuuden todistamisessa.
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Mairitelmi 1.3. Funktio f on fasaisesti jatkuva vililla I, jos jokaista positii-
vilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen 6 > 0, ettd

| f(x1) — f(x2)| < & aina, kun xy,x; € [ ja |x; —x3| < 6.

Lause 1.12. Suljetulla vililli |a, b] jatkuva funktio on tdlld vdlilld tasaisesti
Jatkuva.

Harjoitustehtivia

1.2.1. Maéiritd (perustellen) max A, kun
A={yeR|y=mn—-arctan|x+ 1|, x € R}.
Osoita myos, ettid joukossa A ei ole pieninté alkiota.
1.2.2. Olkoon a > 0. Osoita, ettd funktiolla
f(x) = ¥ % —cosx
on ainakin yksi nollakohta vililla |0, a[.

1.2.3. Osoita, ettd funktio

saavuttaa vililla ]—%, 5 [ suurimman arvonsa.

1.2.4. Maiiritd vakiot a ja b siten, ettd funktio

aarccos(l —e™), kunx <0,

f(x)=3nm, kun x = 0,
1

et +arctan(ex), kunx >0,

tulee jatkuvaksi pisteessid x = 0.
1.2.5. Maiiritd
xli)r&(ln(cotx) +In(3sinx)).
1.2.6. Maiiriti jokin sellainen vili [a, b], ettd funktiolla
f(x) = (2+cosx)* —2arctanx
on ainakin nelji nollakohtaa vililld |a, b]|.

1.2.7. Ratkaise yhtélo

(@) x** = (3x)%, (b) x* = (x +6)", (c) x™* = +/e.

11



1.2.8. Mdiritd

(a) lim xmx,  (b) lim xinx.
x—0+ x—0+
1.2.9. Miiriti
& 8x2 _ 1 a3x _
(a) il_{r(l) T (b) il_rf(l) (a € Ry).

1.2.10. Olkoon f sellainen vililld |a, b[ jatkuva funktio, etti
lim f(x) = 111}71 f(x) =0.
x—a+ xX—b—

Tutki, onko mahdollista, ettd (a) funktio f saavuttaa vililld |a, b[ sekd suurimman
ettd pienimmin arvonsa, (b) funktio f saavuttaa vililld |a, b[ vain suurimman tai
vain pienimmén arvonsa, (c) funktio f ei saavuta vililld |a, b[ suurinta eiké pienintid
arvoaan.
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2 Funktion derivaatta

2.1 Maaritelmia ja perusominaisuuksia

2.1.1 Madrittelyja

Madritellddn aluksi, mitd funktion derivaatalla ja derivoituvuudella tarkoitetaan.

Mairitelmi 2.1. Funktio f on derivoituva pisteessi x, jos raja-arvo

i f(x+h) = f(x)
1m
h—0 h

on direllisend olemassa. Kyseistd raja-arvoa sanotaan tilloin funktion f deri-
vaataksi pisteessd x ja merkitdan f’(x).

Huomautus. Derivaatan miiritelma tissd muodossa esitettyni sisiltdd oletuksen,
ettd funktio f on médritelty pisteen x jossakin ympiristossa (piste x mukaan luettuna).

Huomautus. Muita mahdollisia derivaatan merkitsemistapoja ovat esimerkiksi

L5, DI, Df).
X

Huomautus. Osamairai
fx+h) - fx)
h

sanotaan funktion f erotusosamdicircksi pisteessi x.

Huomautus 2.1. Derivaatan méairitelméssi esiintyvé raja-arvo voidaan esittdd

my06s muodossa
i FO) = f@)

yox oy =X

EsimerkKki 2.1. Olkoon !
fO) =~ (xr#0).

Mairitetddn /(1) ja f/(-1).
Olkoon 0 < |A| < 1. Télloin

1 —h
_ -l 1
f(1+h})l S _ 1+hh _ l;lh - _ﬁ — -1, kunh — 0,
ja
3 _ _ - _ -1 _h
£ 1+h])1 f=1) _ —1+hh( ) _ S 11+h = —1, kun /> 0.

Siis /(1) = f'(=1) = —1.

13



Esimerkki 2.2. Osoitetaan, ettd funktio

J(x) = x|

ei ole derivoituva pisteessd x = 0.
Olkoon A& # 0. Télldin

FO+h)=f(0) _ [0+hl=10] _ |hl _ {1, kun h > 0,

h h h -1, kunh <O.

Siis raja-arvo
i FO+1) = £(0)
h—0 h

el ole olemassa ja f ei ole derivoituva pisteessd x = 0.

Esimerkki 2.3. Osoitetaan, ettd vakiofunktion derivaatta on aina nolla eli

D(c) =0

kaikilla ¢ € R.
Olkoon f(x) = ¢ (¢ € R). Jos nyt & # 0, niin erotusosamaara

fx+h)-f(x) c-c
h ok

kaikilla x € R. Télloin my0s erotusosaméirin raja-arvo on 0, kun 7 — 0, eli
f’(x) = 0 kaikilla x € R.

=0

Esimerkki 2.4. Olkoon f(x) = x" (n € Z,). Osoitetaan, etti

f’(x) = n _xn—l

kaikilla x € R ja kaikillan € Z..!
Koska

yn —x" = (y _x)(yn—l + yn—2x +..- +yxn—2 +xn—1)

kaikilla x, y € R ja kaikilla n € Z, (totea), niin huomautuksen 2.1 ja polynomifunk-
tion jatkuvuuden nojalla

L) )
m -—-——————--
yox o y—X

= lim 22—~

yox Yy =X

f'(x)

= Hm(y" ' +y" x4+ ™24
y—x

kaikilla x € R ja kaikillan € Zj.

Jos n = 1 jax = 0, kaavassa on tulkittava 0° = 1.
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Esimerkki 2.5. Osoitetaan, ettd

D(sinx) = cosx

kaikilla x € R.
Palautetaan aluksi trigonometriasta mieleen kaava
Yy XY
sin

X
2.1 inx — si =2
(2.1) sinx — siny CcoS 5 >

Vx,y € R.

Kayttimalla kaavaa (2.1) sekd hyodyntdmalld kosinin jatkuvuutta ja raja-arvoa

sin x

Iim — =1
x—0 X
(ks. (1.1), s. 9) saadaan
sin(x + &) — sinx . 2cos Zhsin 4
lim = lim
h—0 h h—0 h
- h
sin =
= lim —= cos(x + 2)
h—0 h 2
2 —
~— —Xx

-1

= 1-cosx

= COSX

kaikilla x € R.
Kayttamailld kaavan (2.1) sijasta kaavaa
. X+y . x-—y
_ - 2
COSX — COS Y sin > sin 5

voidaan vastaavalla tavalla osoittaa (harjoitustehtéava), etti

D(cosx) = —sinx

kaikilla x € R.

Esimerkki 2.6. Osoitetaan, ettd

‘m cosx — 1 _ 0.
x—0 X
Olkoon f(z) = cos z. Talldin
-1 0+x)—cosO
lim SO8X Ly 0800 Ze0s0 ) o = 0.
x—0 X x—0 X
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Esimerkki 2.7. Osoitetaan, ettd

D(e*) = ¢

kaikilla x € R.
Hyodyntamailld potenssin laskusdidntdja ja raja-arvoa (ks. (1.5), s. 9)

e -1

lim =1
x—0 X
saadaan
ex+h e exeh e €h -1
lim—:lim—:lime"( ):e"-lze"
h—0 h h—0 h h—0 h
——
—1

kaikilla x € R.

2.1.2 Toispuoleiset derivaatat

Erotusosamidridn raja-arvon sijasta voidaan tarkastella vain erotusosaméiérin oi-
keanpuoleista tai vasemmanpuoleista raja-arvoa. Talloin saadaan vastaavasti vain
oikeanpuoleinen tai vasemmanpuoleinen derivaatta.

Mairitelma 2.2. Mikili raja-arvo

Far) = i LD = F0)
h

1
—0+ h

on ddrellisend olemassa, sanotaan sitd funktion f oikeanpuoleiseksi derivaataksi
pisteessd x. Vastaavasti mikali raja-arvo

F6o) = tim f(X+h11—f(X)

on ddrellisend olemassa, sanotaan sitd funktion f vasemmanpuoleiseksi deri-
vaataksi pisteessi x.

EsimerkKki 2.8. Olkoon
fx) = |x].

Esimerkissd 2.2 (s. 14) osoitettiin, ettd jos & # 0, niin

fO+h)-f0) |1, kunh>0,
h ~ ]-1, kunh <O.

Taten
f/(0+) =1 ja  f(0-) = -1
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Esimerkki 2.9. Olkoon a > 0. Méairitetaan funktion
flx) =x“ (x 2 0)

oikeanpuoleinen derivaatta pisteessd x = 0.
Jos h — 0+, niin

0, kuna>1,
0+h) - f(0 0+ h)* -0 ht
FOLRJO) _ @20 0l

oo, kunO<a < 1.

Taten
0, kuna>1,

104 = {

1, kun a=1.

Kun 0 < a < 1, niin f”(0+) ei ole olemassa.

Huomautus 2.2. Koska erotusosaméairin raja-arvo palautuu erotusosamairin
toispuoleisiin raja-arvoihin, funktio f on derivoituva pisteessd x tasmélleen
silloin, kun f”(x—) ja f’(x+) ovat dédrellisend olemassa ja yhti suuret.

Miiéritelmi 2.3. Funktio f on derivoituva avoimella vililld |a, b[, jos f on
derivoituva vilin jokaisessa pisteessd.

Mairitelmi 2.4. Funktio f on derivoituva suljetulla vililld [a, b], jos f on
derivoituva vilin jokaisessa sisdpisteessi ja lisdksi f’(a+) ja f’(b—) ovat direl-
lisend olemassa.

Miaritelmi 2.5. Funktio f on derivoituva vililld [a, b[, jos f on derivoituva
vélilld ]a, b[ ja f’(a+) on darellisend olemassa, ja f on derivoituva vililld
la, b], jos f on derivoituva vililld |a, b[ ja f’(b—) on ddrellisend olemassa.

Huomautus. Jos f on derivoituva vililld 7, sanotaan kuvausta f': I — R (jon-
ka saamat arvot vililld / ovat derivaatat f’(x)) funktion f derivaattafunktioksi
(tai lyhyesti derivaataksi) vélilla I.

Huomautus. Derivaatta f’(x) ja derivaattafunktion (eli derivaatan) raja-arvo
lim f7(y)
y—x

ovat kaksi eri kisitettd (ks. esimerkki 2.10 ja esimerkki 2.25 (s. 29)).
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Esimerkki 2.10. Tarkastellaan funktion

Fx) = {3, kunx > 1,

2, kunx <1,

derivoituvuutta ja derivaatan raja-arvoa pisteessda x = 1.
1°: Raja-arvo

lim f'(x) = lim f/(x) = lim f'(x) = 0,
x—1 x—1+ x—1-

silld f"(x) = 0 kaikillax # 1.
2°: Funktio f ei kuitenkaan ole derivoituva pisteessd x = 1, silld
1+h) - f(1 2-3 1
U - |

fa=) = h11>0— h hlgg—T - hlgg—_ﬁ -

ei ole adrellisend olemassa.

Huomautus. Jos derivaattafunktio f’ on jatkuva vililld /, sanotaan, ettd funk-
tio f on jatkuvasti derivoituva valilld I.

2.1.3 Perusominaisuuksia

Lause 2.3. Jos funktio f on derivoituva pisteessd x, niin f on jatkuva pistees-
sd Xx.

Todistus. Jos f on derivoituva pisteessd x, niin

i f(x+h) - f(x) _
m =
h—0 h

f'(x).

Olkoon A # 0. Talloin

fx+h) = (f(x+h) - fx) + f(x)

A (CTIES (S

= 0-f(x) + f(x)
= f),

kun 2 — 0. Siis f on jatkuva pisteessa x.

Huomautus. Jos funktio f ei ole jatkuva pisteessa x, niin f ei ole myoskiéin
derivoituva pisteessi x.
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Huomautus. Jos funktio on derivoituva jollakin vélilld 7, on se talld vililla
myos jatkuva (harjoitustehtiva).

Huomautus. Lause 2.3 ei ole kddntiden voimassa (ks. esimerkki 2.11).

Esimerkki 2.11. Funktion jatkuvuus ei takaa funktion derivoituvuutta. Esimerkiksi
funktio

f(x) = |x|

on jatkuva pisteessd x = 0, mutta funktio ei ole derivoituva pisteessd x = 0 (ks.
esimerkki 2.2, s. 14).

Lause 2.4. Olkoot funktiot f ja g derivoituvia pisteessd x. Tdlloin myos funktiot

fis f-g fg kf(KER) ja g (kun g (x) # 0)
ovat derivoituvia pisteessd x ja
i) (f+8'() = F/(0)+g ),
i) (f—2)(x) = f'(v) —g'(x),
(i) (KfY () = k- f(x),
(V) (F2)(x) = F/(0)2() +& W) f (),

(V) (f)/(x) _ f’(X)g(xg)(;)i;(x)f(x)

Todistus. (i) Laskemalla saadaan

L et h) — (f+8) )

(f+g)(x) = lim ;
= lim [f(x+h) +g(x+Z)] - [f(x) +g(0)]
_ i L) — fO] + [+ h) — g (0]
h—0 h
= (%) +g'(x).

(i1) Tulos seuraa kohdista (i) ja (iii), kun funktioksi g valitaan —g.
(ii1) Koska vakiofunktion derivaatta on nolla, tulos saadaan kohdasta (iv) valitse-
malla funktioksi g vakiofunktio k.
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(iv) Laskemalla saadaan
o St g+ h) - f(x)g(x)

(fe)(x) = lim p
~ lim fx+hgx+h) = fx+h)gx)+ fx+h)gx) - f(x)g(x)
h—0 h
_ lim Sx+h)[gx+h)—gx)] + g)[f(x+h)— f(x)]
h—0 h
= lim Flx+ h)g(x+hzl—g(x) N g(x)f(x+h})l—f(x)
—f(x)

= f(0)g'x) + gl)f (x).

(v) Oletetaan, ettd g(x) # 0. Osoitetaan, etti

o553

Tilloin viite seuraa kohdasta (iv), silla

Lo = [r2]
8 8

£ —— (—g'(x)) F ()

g(x) g(x)?
_ f)sx) — ') fx)
g(x)? '

Laskemalla saadaan nyt

1y i 1 1 1
(g) (= (g<x+h> - g<x>)
L 8 —gx+h)
h—0 h-g(x+h)-g(x)

R e G R
h—0 h gx+h)gx)
———
W e
T W

Esimerkki 2.12. Lauseen 2.4 sekd esimerkkien 2.3 (s. 14) ja 2.4 (s. 14) perusteella

polynomifunktio
p(x) = apx"+ap x4 4 arx* +aix +ag

on derivoituva ja

2

P'(x) = napxX '+ (n = Dapo i X2+ -+ 2a0x + ay

kaikilla x € R.
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Esimerkki 2.13. Kéyttamailld tulon derivointisddntod sekd polynomin (esimerk-
ki 2.12) ja sinin (esimerkki 2.5, s. 15) derivointikaavoja saadaan

D(x’sinx) = 5x*sinx +x° cosx

kaikilla x € R.

Esimerkki 2.14. Kiyttamailld tulon derivointisdintod ja eksponenttifunktion (esi-
merkki 2.7, s. 16) sekd sinin ja kosinin (esimerkki 2.5, s. 15) derivointikaavoja
saadaan

D(e”* sin x cos x) D(e*) sinx cosx + e¢* D(sin x cos x)
= e'sinxcosx +e*(D(sinx)cosx + sinx D(cosx))
= e'sinxcosx+e*(cosx-cosx + sinx - (—sinx))
= ¢*(cos®x + sinx cosx — sin” x)
kaikilla x € R.
Esimerkki 2.15. Jos x # 0, niin kdyttdmalld polynomin derivointikaavaa ja osamii-
rdn derivointisddntod saadaan

D(l) _ 0-x—-1-1 _ _i
X Xz
ja

D(x—l) o lex?-2x(x-1)  —x*+2x  2-x

X2 (x2)2 - x4 X3

Esimerkki 2.16. Osoitetaan, etta

D(tanx) = 5= = 1 +tan’ x
COS* X
kaikillax # 7 +nn (n € Z) ja
1 2
D(cotx) = —— 5— = —l—cot’x
sin” x

kaikilla x # nm (n € Z).
Koska
.2 2. _
sin“x+cos“x = 1
kaikilla x € R, niin sinin ja kosinin derivointikaavojen (esimerkki 2.5, s. 15) sekd
osamadrian derivoimissaannon avulla saadaan

sin x
o(3)
COS X

coSx cosx — (—sinx) sinx

D (tan x)

cos2 x
cos2 x + sin® x
cos? x
1
= 5= = 1 + tan® x
COS“ X
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kaikillax # 7 +nn (n € Z) ja

D (cotx)

D(c9sx)
sin x
(—sinx) sinx — cosx cos x
sin® x
—sin’ x — cos? x
sin x
= - ! = -1 —cot’x

sin? x

kaikilla x # nm (n € Z).

2.1.4 Korkeampien kertalukujen derivaatat

Miaritelma 2.6. Jos funktion f derivaattafunktio f’ on derivoituva pisteessa x,
sanotaan funktion f” derivaattaa tdssé pisteessd funktion f toisen kertaluvun
derivaataksi pisteessd x ja merkitdan f”(x). Yleisesti funktion f n:nnen kerta-
luvun derivaatta pisteessd x on

™) = D(f" V() (n=2,3,...),

mikali derivaatat ovat olemassa.

Huomautus. Funktion f(x) n:nnen kertaluvun derivaatalle kdytetdan myos merkin-
toja
d}’l

L

J(x).

Huomautus. Lisiksi voidaan madritelld, ettd f ) = [, jolloin miiritelma 2.6
on merkinnin luonteisena voimassa myos, kun n = 1.

Esimerkki 2.17. Olkoon
f(x) = x" (neZy).
Télloin polynomin derivointikaavan (esimerkki 2.12) perusteella

flx) = nx"7,
fx) = n-(n-1x"72

f(”_l)(x) =n-(n-1)-----2-x,

fP) = n,
@ =0

kaikilla x € R.
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Esimerkki 2.18. Koska D (e*) = e¥, niin
Dn(eX) — ex
kaikilla n € Z, ja kaikilla x € R.

Esimerkki 2.19. Olkoon

f(x) = sinx.
Télloin sinin ja kosinin derivointikaavojen (esimerkki 2.5, s. 15) sekd lauseen 2.4
(s. 19) perusteella

f'(x) = cosx,
f’(x) = -sinx,
f"(x) = —cosx,

f(4) (x) = sinx,

kaikilla x € R.

Harjoitustehtiavia
2.1.1. Madrita suoraan derivaatan méaritelmaa kayttaen f”(0), kun
(@ f(x)=Vx+1, (b) f(x) =(2+x)sin(3x).

2.1.2. Olkoon x > 0. Méiritd suoraan derivaatan mairitelmai kdyttden f’(x), kun

(@) f(x) = Vx. (b) f(x) = %

2.1.3. Tutki, onko funktio

1
xsin—, kunx #0,

fx) = x
0, kun x =0,

derivoituva pisteessd x = 0. MyoOnteisessd tapauksessa miiritd derivaatan arvo.

2.1.4. Tutki, onko funktio

1
x sin(2x) sin = kun x # 0,
X

0, kun x =0,

fx) =

derivoituva pisteessd x = 0. MyoOnteisessd tapauksessa miiritd derivaatan arvo.

2.1.5. Tutki, onko funktio

Fl) = {\/2+é—\/l+é, kun x # 0,

0, kun x =0,

derivoituva pisteessd x = 0. MyoOnteisessd tapauksessa miiritd derivaatan arvo.
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2.1.6. Miiriti (0), kun

e _ 1
Flx) = P kun x # 0,
0, kun x = 0.
2.1.7. Mairita f/(0), kun
23x2 _
flx) = P kunx # 0,
0, kun x = 0.

2.1.8. Funktio f on jaksollinen, jaksona w > 0, jos
fx+w) = f(x) Vx € R.
Osoita, ettd derivoituvan jaksollisen funktion derivaatta on aina jaksollinen.

2.1.9. Olkoon f sellainen funktio, ettd f’(0) = 3. Madritd

lim & (¥*) = f(=x?)
x—0 x2 ’

2.1.10. Oletetaan, ettd f(0) = 0 ja f’(0) = 1. Osoita, ettd on olemassa sellainen

h > 0, ettd
1
I _fw
2 X

3
< —_

2
aina, kun 0 < |x| < A.

2.1.11. Olkoon f sellainen pisteessd x = 0 derivoituva funktio, ettd
[0 =c (ceR) ja  flx+y) =f)f(y) VryeR
Osoita, ettd f on derivoituva kaikilla x € R ja ettd

f(x) = cf(x) Vx € R.

2.1.12. Osoita toispuoleisia derivaattoja tutkimalla, ettd funktio

lx — 1]
x2=2x+2

fx) =
ei ole derivoituva pisteessda x = 1.

2.1.13. Tutki, onko funktio

J(x) = x|+ vx - |x]

derivoituva pisteessd x = 1. Jos funktio ei ole derivoituva pisteessd x = 1, niin tutki
oikean- ja vasemmanpuoleisen derivaatan olemassaoloa.
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2.1.14. Osoita, ettid funktio

2 —x2, kunx <1,
A {x2—4x+4, kunx > 1,

on derivoituva pisteessd x = 1, ja madritd f'(1).

2.1.15. Tutki, onko funktion

xInx, kunx >0,
o) = {0, kun x = 0,

oikeanpuoleinen derivaatta olemassa pisteessd x = 0.

2.1.16. Maiiritd sellainen vakio a € R, ettd jos

ax+2, kunx <1,
fx) = )
ax“—3x+2a, kunx>1,

niin raja-arvo lin} f’(x) on olemassa. Onko f tdlloin derivoituva kaikilla x € R?
X—>

2.1.17. Olkoon f sellainen funktio, ettad
f(1)=0 ja ff(x)y>1 Vx>1.

Osoita todeksi tai (vastaesimerkilld) epatodeksi, ettd on olemassa sellainen ¢ > 1,
etta
f(x)>x Vx > c.

2.1.18. Olkoon
f(x) =xe*.

Maiirita lauseke derivaatalle f (") (x). Todista saatu tulos induktiolla.

2.1.19. Osoita, ettd funktio

sin x, kunx > 0,
fx) = {

x2+x, kunx <O,

on derivoituva mutta ei ole kahdesti derivoituva pisteessd x = 0.

2.1.20. Osoita, ettd funktio

x3, kunx >0,
flo) = {o, kun x < 0,

on kahdesti mutta ei kolmesti derivoituva pisteessd x = 0.
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2.2 Yhdistetyn funktion derivaatta

Tarkastellaan seuraavaksi yhdistetyn funktion derivointikaavaa eli ketjusdcdntod.
Lauseessa 2.5 oletetaan tietenkin, ettd funktion f kuvajoukko siséltyy funktion g
madrittelyjoukkoon, jolloin voidaan puhua yhdistetystd funktiosta g o f.

Lause 2.5. Jos funktio f on derivoituva pisteessd x ja funktio g on derivoituva
pisteessd f(x), niin funktio g o f on derivoituva pisteessd x ja

(80 /) (x) =g"(f(x) [ (x).

Todistus. Olkoon f derivoituva pisteessi x ja g derivoituva pisteessd f(x). Tavoit-
teena on nyt osoittaa, etti

o 80NN = (80N _ | g(f(x+h) —g(f(x) _

h—0 h h—0 h
Olkoon A # 0. Merkitaan

y=f(x) ja k= flx+h)-fx)

Koska f on derivoituvana funktiona jatkuva pisteessd x = 0, niin k — 0, jos h — 0.
Lisdksi

g (f(x) [ (x).

fx+h) = f(x)+k = y+k
ja edelleen

g(f(x+h)—g(f(x))  gly+k)—g(y) '

(2.2) p = -

Olkoon

u(t) = g()""l)t—g(y) -g'(y), kunr#0,

0, kunt =0.

Koska g on derivoituva pisteessd y, niin u(¢) on jatkuva pisteessd ¢t = 0. Lisdksi
gy+1)—g(y) = t(u(r)+g'(y)) VieR,
joten myos

gy+k)—g(y) _ k(u(k)+g'(y)
h B h

Jos nyt h — 0, niin u(k) — O (silld my6s k£ — 0 ja u on jatkuva pisteessid k = 0) ja

k_ feem - f@)

= (u(k) +g'(y)) - % Vk eR.

; p f@).
Téaten
tim SO 280 ) 1) = g 7 ),
mistd vdite seuraan yhtdlon (2.2) perusteella. O
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Huomautus. Lauseen 2.5 tulos voidaan esittdid myos muodossa

ooy _ dg df
(8o /Y () = 3200
Vastaavasti jos fi o f o--- o f, on yhdistetty funktio ja alla esiintyvit derivaatat
ovat olemassa, niin voidaan yleistaa

dn df - dfn

d
a(flszo"'Ofn)Z i d I

Esimerkki 2.20. Kayttdmalld polynomin ja sinin derivointikaavoja seké yhdistetyn
funktion derivoimissiint6i saadaan'

D(sin?(2x)) 2 -sin2x - D(sin2x)
2sin2x - cos 2x - D(2x)

2sin2x - cos2x -2

2 -2sin2x cos2x

2 sin4x

kaikilla x € R.
EsimerkKki 2.21. Vastaavasti kuin esimerkissid 2.20 saadaan

cos(sin(x?)) - D(sin(x?))
= cos(sin(x?)) - cos(x?) - D(x?)

= cos(sin(x?)) - cos(x?) - 2x

D(sin(sin(x%)))

= 2xcos(x?) - cos(sin(x?))
kaikilla x € R.

Esimerkki 2.22. Kiyttamilld polynomin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion
derivoimissiintod saadaan

D((x*+2x)°) = 5(x* +2x0)*- (3x? +2) = (15x% + 10)(x* +2x)*
kaikilla x € R.
Esimerkki 2.23. Esimerkin 2.4 (s. 14) perusteella
D(x") = nx""! VneZ, ja Vx € R.

Osoitetaan, ettd jos x # 0, niin potenssin derivointikaava pitee kaikille n € Z.
Olkoon siis x # 0. Todetaan aluksi, ettd tdlloin

DY) = D(1) =0 =0-x%",

'Yhtiloketjun viimeinen yhtisuuruus seuraa trigonometrian kaavasta sin 2x = 2 sin x cos x.
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Olkoon sitten n € Z,. Kdyttamalla kaavaa

)

ja soveltamalla yhdistetyn funktion derivointisdéintod sekd potenssin derivointikaavaa
ja esimerkin 2.15 (s. 21) tulosta

saadaan

D(x™)

Il
—_—
—_—
= | =
N —

3
N —

Siis potenssin derivointikaava pitee kaikille n € Z (kun x # 0) eli

D(x") = nx"! VnelZ, Vx #0.

Esimerkki 2.24. Olkoon a > 0. Osoitetaan, etti

D(a*) = a*Ina

kaikilla x € R.
Kayttamailld funktion a* miirittelyd
X xIna

a =e

(ks. (1.3), s. 9) sekd eksponenttifunktion derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion
derivoimissdintod saadaan

D(a") = D(e“n“) = e“n”D(xlna) = ¢ ng = ¢Ina

kaikilla x € R.

28



EsimerkKki 2.25. Olkoon

o1
x2sin—, kunx #0,

0, kun x =0.

Osoitetaan, ettd f’(x) on olemassa kaikilla x € R ja derivaattafunktio f’(x) ei ole
jatkuva pisteessd x = 0.
1°: Olkoon x # 0. Télloin
1 1 1
f'(x) = 2x-sin— + x>-cos — - (——) = 2xsin — — cos —
X X X X
tavanomaisten derivointisddntdjen nojalla.
2°: Funktio f(x) on derivoituva pisteessd x = 0ja f'(0) = 0, silld hyodyntamalla
raja-arvoa (1.1) (s. 9) saadaan

_ 2 o 3
fim LOFW SO ATsin(/) 200 e L,
h—0 h h—0 h h—0 h

Siis kohtien 1° ja 2° nojalla funktio f(x) on derivoituva kaikilla x € R.

3°: Osoitetaan derivaattafunktion f’(x) epdjatkuvuus pisteessd x = 0 osoitta-
malla, ettd raja-arvo liH(l) f'(x) ei ole olemassa. Raja-arvosta (1.1) (s. 9) seuraa,
ett o

1
lim2xsin— = O.
x—0 X

Toisaalta raja-arvo

lim cos —
x—0 X

ei ole olemassa (harjoitustehtidvd), joten funktion raja-arvon laskusédantojen nojalla
my0Oskiin raja-arvo

1
lim (2x sin — — cos —) = lim f’(x)
x—0 X X x—0

ei voi olla olemassa. Siis f’(x) ei ole jatkuva pisteessd x = 0.

Huomautus. Koska esimerkin 2.25 derivaattafunktio f’(x) ei ole jatkuva pis-
teessd x = 0, niin f’(x) ei ole myoskddn derivoituva pisteessd x = 0 (eli f”(0)
ei ole olemassa).

Harjoitustehtivia

2.2.1. Miten yhdistetyn funktion derivointisdannon (= lause 2.5) todistusta voidaan
yksinkertaistaa, jos esitettyjen oletusten lisdksi oletetaan, ettd funktio f on aidosti
kasvava pisteen x jossakin ympdristossa?

2.2.2. Olkoon f sellainen derivoituva funktio, ettd f(7) = 7 ja f’(7) = 3. Midritd
funktion cos(2x + f(x)) derivaatta pisteessd x = 7.
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2.2.3. Olkoon f kaikkialla derivoituva funktio ja g(x) = f(f(f(f(x)))). Oletetaan
lisdksi, ettd on olemassa sellaiset pisteet a € Rja b € R, ettd

fl@=b ja  f(b)=a.
Osoita, ettd g’(a) = g’ (b).
2.2.4. Tutki, onko f’(0) positiivinen, kun

(a) f(x) =sin(sin(sin(x + 1))), (b) f(x) =cos(x + cos(x +cosx)).

2.2.5. Olkoon .
flx) = tan(L);).

1 + sin
Ratkaise yhtdlo f’'(x) = 0.

2.2.6. Osoita, ettd funktiolle f(x) = tan(3x) pitee
f(x)> 18- f(x)  Vxe]0,Z].

2.2.7. Hyperboliset funktiot sinh x (hyperbolinen sini) ja cosh x (hyperbolinen kosini)
sekd tanh x (hyperbolinen tangentti) miiritellddn eksponenttifunktion avulla siten,

etta )
. e —e™* ef+e* sinh x
sinhx = R coshx = ja tanhx =

kaikilla x € R. Hyperboliset funktiot muistuttavat monilta ominaisuuksiltaan trigo-
nometrisia funktioita. Osoita, ettd

(a) D(sinhx) = coshux, (b) D(coshx) = sinhx
1

cosh? x

(c) D(tanhx) = 1 — tanh?®x, (d) D(tanhx) =

kaikilla x € R.

2.2.8. Madrita f/(1), kun
@ f(x)=4%, () fx)=3%"F () f(x)=2%.

2.2.9. Anna esimerkki sellaisesta kaikilla x € R derivoituvasta funktiosta f, etti
f(0) =3 ja f'(x) ei ole jatkuva pisteessd x = 0.

2.2.10. Osoita, ettd funktio

!
x3sin—, kunx #0,

fx) = X
0, kun x =0,

on derivoituva ja f’(x) on jatkuva kaikilla x € R. Osoita lisdksi, ettd funktio f’(x)
ei ole derivoituva pisteessda x = 0.
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2.3 Kaanteisfunktion derivaatta

Koska derivoituvalla funktiolla ei valttamattd ole kdanteisfunktiota, on kaidnteis-
funktion derivoituvuutta tutkittaessa rajoituttava esimerkiksi aidosti monotonisiin
funktioihin (jolloin kédénteisfunktio on olemassa). Lisiksi funktion derivaatan arvolle
on asetettava rajoituksia.

Lause 2.6. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva ja aidosti monotoninen jossakin
pisteen x ympdiristossd ja ettd f on derivoituva pisteessd x ja f'(x) # 0. Tdlloin
kéicinteisfunktio f~' on derivoituva pisteessi y = f(x) ja

| 1
[ o)

Y =

Todistus. Oletetaan, ettd lauseen oletukset ovat voimassa pisteessd xg. Olkoon liséak-
si y = f(x) ja erityisesti yo = f(x0). Koska f on jatkuva ja aidosti monotoninen
jossakin pisteen xo ympdristossd, on funktiolla f rajoitettuna tdhén viliin kdanteis-
funktio f~! (joka on jatkuva ja aidosti monotoninen jossakin pisteen yo ympéristossi,
ks. lauseet 1.9 ja 1.10 sekd huomautus 1.11, s. 10. Lisdksi tidlloin x — x( tdsmélleen
silloin, kun f(x) — f(xp) eliy — yo,ja f(x) # f(xp), kun x # xq. Siis

p S0 — 00 ) = T )
h—0 h y=Yo y=Y0

@) = 71 (f(x0))

= 1
o f(x) = f(x)
= lim —— %0
xo0 £(x) — f(x0)
. 1
= T - f (o)
X — XQ
3 1
 f(x0)’

silld f on derivoituva pisteessi xg ja f’(xg) # 0. Titen f~! on derivoituva pisteessi yg

ja
1

1
o) f(F (o)) O

(o) =

Huomautus. Oletus f’(x) # 0 lauseessa 2.6 on oleellinen (ks. esimerkki 2.26).
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Esimerkki 2.26. Funktio
fx) =x
on jatkuva, aidosti kasvava ja derivoituva kaikilla x € R. Lisiksi silld on kédédnteisku-

vaus, joka on jatkuva ja aidosti kasvava kaikilla x € R. Kéénteiskuvaus ei kuitenkaan
ole derivoituva pisteessd x = 0 (harjoitustehtéava).

Esimerkki 2.27. Osoitetaan, etta

1

Nrpays: Vx e]-1,1].
- X

D(arcsinx) =

Funktio
f(x) =sinx
on jatkuva ja aidosti kasvava! vililla [—%, %] Lisidksi f on derivoituva talld vililla
ja
f'(x) = cosx > 0 Vxe]—%,%[

(esimerkki 2.5, s. 15). Téten sinin kédénteisfunktio arc sinx on lauseen 2.6 nojalla
derivoituva kaikilla x € |-1, 1[.

Mairitetdéan sitten arkussinin derivaatta valilld -1, 1[. Olkoon y = arc sinx.
Koska

sin’ y+ cos’ y =1,

niin

(2.3)  cos(arcsinx) = +V1 — sin2 (arcsinx) = Vi —x2 Vx e |-1,1].

Kaavassa (2.3) on valittava merkki +, silld arcsinx € ]—%, %[ ja kosini on télla
valilld positiivinen. Taten kadnteisfunktion derivoimiskaavan perusteella

1 1 1 1

~ cos(arcsinx) ] — 2

D i = =
(arcsinx) D(siny) cosy

kaikilla x € ]-1,1[.

Esimerkki 2.28. Vastaavaavalla tavalla kuin esimerkissa 2.27 voidaan osoittaa
(harjoitustehtivid), ettd kosinin kidinteisfunktio arccosx on derivoituva kaikilla
x € ]-1, 1], tangentin kidinteisfunktio arc tanx on derivoituva kaikilla x € R ja
kotangentin kiinteisfunktio arc cotx on derivoituva kaikilla x € R. Liséksi kdin-
teisfunktion derivoimiskaavan perusteella (kun y = arccosx, y = arctanx tai
y = arc cotx)

1 1 1 1

B _sin(arccosx) V-2

D = =
(arccos x) D(cosy) —siny

kaikillax € ]-1, 1],
1 1 1 1

D(tan y) - l+tan?y

D(arctanx) = =
( ) 1 + tan?(arc tan x) 1 +x2

ITdsmillinen todistus, ks. esimerkki 3.15, s. 61.
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kaikillax € R ja

1 1 1 1

D (arccotx) = = = — S
( ) D(coty) —1 —cot?y 1 + cot?(arc cot x) 1+ x2

kaikilla x € R (harjoitustehtéva).

Siis
D (arc cosx) ! Vx e]-1,1]
X) = — X -1, )
V1 — x2
1
D(arctanx) = Vx € R,
1 +x2
1
D(arccotx) = — Vx € R.
1+x2

Esimerkki 2.29. Osoitetaan, ettd

1
D(Inx) = — Vx>0
X

Eksponenttifunktio e* on jatkuva ja aidosti kasvava kaikilla x € R. Liséksi
D(e*) = e* (esimerkki 2.7, s. 16) jae* > Okaikillax € R. Titen eksponenttifunktion
kddnteisfunktio In x on lauseen 2.6 nojalla derivoituva kaikilla x > 0 ja (y = Inx)

1 1 1

1
D(lnx) = D(ey) = e—y = elnx = ;‘

Esimerkki 2.30. Olkoona > 0,a # 1jax > 0. Koska (ks. (1.2),s.9)

Inx
log, x = —,
Ina
niin esimerkin 2.29 nojalla
Inx 1 1 1
D(1 =D|l—| = — - = .
(log, x) (lna) Ina x xIlna
Esimerkki 2.31. Osoitetaan, etta
In(1
lim u = 1.
x—0 X

Olkoon f(z) =Inz (z > 0). Talloin

lim In(1 + x) ~ lim In(1+x)—1In1l

x—0 X x—0 X

= (1) = % = 1.
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Huomautus. Jos f(x) > 0, niin kdyttamilld muunnoskaavaa (ks. s. 9)

F)E) = IO e@inf )

funktion f(x)$*) ominaisuudet voidaan palauttaa funktion g(x)In f(x) omi-
naisuuksiin. Jos esimerkiksi f ja g ovat derivoituvia, niin funktion f(x)¢®
derivaatta voidaan laskea kiyttdmaélld eksponenttifunktion derivointikaavaa ja
yhdistetyn funktion derivointisddntod, jolloin

D(f(x)$™) = 8OO D(g(x)In f(x)) = f(x)¥DD(g(x)In f(x)).

EsimerkKi 2.32. Miiritetdan f’(x), kun
flx) =x* (x > 0).
Olkoon x > 0. Koska
Fx) = & = e = pxinx
niin
f'(x) = ™. D(xIlnx) = &M¥. (1 ‘Inx + x- }C) = (Inx+1)x".

Esimerkki 2.33. Olkoon '
f(.X) — (X2 + 1)51n3x'

Vastaavalla tavalla kuin esimerkissad 2.32 voidaan osoittaa (harjoitustehtivi), ettd nyt

2xsin3 ,
f’(x) = 3COS(3X) . ln(x2 + 1) + W) (X2 + 1)Sln3x.
x“+1

Esimerkki 2.34. Osoitetaan, etta

D(x%) = ax*! Va eR, Vx>0

(eli jos x > 0, niin potenssin derivointikaava pitee kaikille a € R).
Olkoon siis x > 0 ja a € R. Hyodyntdmalld yleisen potenssifunktion méérittelya

xa — ealnx

(ks. (1.4), s. 9) seka yhdistetyn funktion derivoimissddntod ja eksponentti- ja logarit-
mifunktioiden derivointikaavoja saadaan

1
D(xa) — D(ealnX) — ealnxD(alnx) — ealnx_a__ = ax?
X

Huomautus 2.7. Esimerkkien 2.9 (s. 17) ja 2.34 nojalla funktio x on derivoi-
tuva vililla [0, o[, jos a > 1.
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Harjoitustehtavia

2.3.1. Maiaritd funktion
f(x)=V2x -1 (x>%)

derivaatta seki kayttimailla yhdistetyn funktion derivoimissaantod ettd kayttamalla
kainteisfunktion derivoimissdiantoa.

2.3.2. Maiaritd funktion
fx)=x"+2x+1

kidnteisfunktion f~!(x) derivaatta pisteissd x = 1 jax = 4. Voit olettaa tunnetuksi,
ettd f on aidosti kasvava koko reaalilukujoukossa.

2.3.3. Madriti funktion
fx)=x>+x*+2x -4

kidnteisfunktion £~!(x) derivaatta pisteissi x = 0 ja x = 48. Voit olettaa tunnetuksi,
ettd f on aidosti kasvava koko reaalilukujoukossa.

2.3.4. Madritd f7(0), kun

3 —sinx

arc tan(2x)
1+x2 |

(a) f(x) = arcsin ( ) , (b) f(x) = arcsin (

2.3.5. Olkoon f: ]0,7n[ —» R,
f(x) = (sinx)®*.
Mairitd f”(x) ja tutki, missé vélin |0, 7| pisteissd f'(x) = 0.
2.3.6. Madritd f' () ja g’(0), kun
f(x) = arctan(sin x) ja g(x) = (x> +2)7™,
2.3.7. Miiritd f'(5) ja g’(0), kun
f(x) = arctan(1 + sin4x) ja g(x) = (x> +x+ 1)/,

2.3.8. Olkoon
g(x) = f ()™,

missd f(x) on derivoituva ja positiivinen kaikilla x € R. Osoita, ettd g’(0) = f/(0).
2.3.9. Midrita f/(x), kun
@ f(x)= @+ D, (b) f(x) = (e+sinx)V*,

2.3.10. Areasini

arsinhx = In(x + Vx2 + 1)
on luvun 2.2 tehtdvissd 2.2.7 médritellyn hyperbolisen sinin kédédnteisfunktio. Osoita,
ettd

D (arsinhx) = Vx € R.

x2+1
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2.4 Rollen lause ja valiarvolause

Tutkitaan aluksi ennen Rollen lausetta ja viliarvolausetta funktion kayttaytymisti
yhdessi yksittdisessd pisteessa.

Lause 2.8. Oletetaan, ettd funktio f on derivoituva pisteessd a.

(1) Jos f’(a) > 0, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd
f(x) < f(a) Vxela—-96,a] ja f(x)> f(a) Vxela,a+].

(ii) Jos f’(a) < 0O, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd

f(x)> f(a) Vxela-6,a] ja f(x)< f(a) Vx€la,a+d].

Todistus. Todistetaan kohta (i). Kohta (ii) todistetaan vastaavasti (harjoitustehtéava).

Koska
i /) =@

x—a X —

= f'(a) > 0,

niin lauseen 1.8 (s. 10) nojalla on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd

f@-f@

Vx € Uj(a).
X—a

Josnytx € Ja — 6, a[, niin x — a < 0, joten myds
fx)=f(a) <0 eli  f(x)< f(a).
Jos taas x € |a,a + [, niin x — a > 0, joten myos

J) = fl@>0 eli  f(x)> f(a). O

Huomautus. Ehdosta f’(a) > 0 ei voi paitelld, ettd funktio f olisi kasvava
milldén valilld |a — 6, a + §[, jaehdosta f'(a) < 0 ei voi padtelld, ettd funktio f
olisi vaheneva milldan vililld |a — 6, a + 6.

Seuraus 2.9. Jos funktio f saavuttaa suurimman tai pienimmdn arvonsa pis-
teessd a ja f on derivoituva pisteessd a, niin f’(a) = 0.

Huomautus. Seuraus 2.9 ei ole voimassa kaantden.
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2.4.1 Rollen lause

Seurauksen 2.9 avulla voidaan todistaa Rollen lause.

Lause 2.10 (Rollen lause). Jos
(1) f on jatkuva suljetulla vililli |a, b],
(ii) f on derivoituva avoimella viililli \a, b|,
(ii) f(a) = f(b),

niin on olemassa sellainen & € la, b[, etti f'(¢) =0.!

Todistus. 1°: Jos f on vakiofunktio, niin
f(x)=0 Vx € ]a, b|.

Tédten miki tahansa vilin |a, b[ piste kelpaa vaadituksi pisteeksi.
2°: Jos f ei ole vakiofunktio, niin on olemassa sellainen ¢ € ]a, b|[, ettd

fle)> fa) tai f(c) < f(a).

Oletetaan nyt, ettd
f(e) > fla) = f(b)

(tapaus f(c) < f(a) todistetaan tdysin vastaavasti). Koska f on suljetulla valilld
[a, b] jatkuva, niin f saavuttaa Weierstrassin min-max-lauseen nojalla suurimman
arvonsa jossakin vilin [a, b] pisteessd &. Talloin

(&) z f(c) > fla) = f(b),

joten & € ]a, b[. Siis f on derivoituva pisteessi &. Lisdksi seurauksen 2.9 nojalla
[ =0o.

Siis € on vaadittu piste. m|

Seuraus 2.11. Jos f on derivoituva vililli I ja on olemassa sellaiset x1,x; € I,
ettd
x1<x2 ja  f(x1)=f(x2),

niin on olemassa sellainen & € |x, x|, ettd f'(¢) = 0.

Huomautus 2.12. Seurauksen 2.11 nojalla vililld I derivoituvalla funktiolla
on tilld vililld aina kahden nollakohtansa vilissd véhintddan yksi derivaatan
nollakohta.

IKsii (pieneni kirjaimena &) on kreikkalaisen kirjaimiston 14. kirjain.
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EsimerkKki 2.35. Tutkitaan funktion
f(x) = x> +3x

nollakohtien lukumaaraa.
1°: Koska

f(x) =3x*+3 = 3(x*+1) >0 VxeR,

niin derivaattafunktiolla f” ei ole yhtiin nollakohtaa. Siis huomautuksen 2.12 nojalla
funktiolla f voi olla korkeintaan yksi nollakohta.

2°: Selvisti f(0) = 0, joten funktiolla f on ainakin yksi nollakohta (joka on
pisteessid x = 0).

Kohdista 1° ja 2° seuraa, ettd funktiolla f on tdsmélleen yksi (reaalinen) nolla-
kohta.

Esimerkki 2.36. Osoitetaan, ettd funktiolla
f(x) = e _arc sin(x?)

on korkeintaan 2 nollakohtaa vililla |1, 1[.
Funktio on maaritelty vililla [—1, 1]. Liséksi

, 2 1 2 1
fl(x) = —2x-e'™ ——m-Zx = —2)(-(61 * +m)
vililla -1, 1[. Koska
2 1
VI — x4
niin f’'(x) = 0 vililld ]-1, 1] tdsmaélleen silloin, kun x = 0. Tdten derivaattafunk-
tiolla f” on korkeintaan 1 nollakohta vililld |—1, 1] (itse asiassa tasmilleen yksi eli

pisteessd x = 0). Siis huomautuksen 2.12 nojalla funktiolla f voi olla korkeintaan
kaksi nollakohtaa vililla |—1, 1].

>0 Vrel-1L1[,

Huomautus 2.13. Kiyttdmalla huomautusta 2.12 ja Bolzanon lausetta saadaan
joskus méiritettya funktion nollakohtien tasméillinen maira.

Esimerkki 2.37. Esimerkissd 2.36 osoitettiin, ettd funktiolla
f(x) = e _arc sin(x?)

on korkeintaan 2 nollakohtaa vililla |—1, 1[. Osoitetetaan nyt, ettd nollakohtia on
tasmalleen 2.
Funktio on méidritelty ja jatkuva vililld [—1, 1]. Lisdksi

£(0) = ¢! —arcsin0 = e-0 =¢ > 0

seka
_ _1-1 . B x
f(_l)—f(l)—e —arcsml_l_i < 0.

Téten Bolzanon lauseen nojalla funktiolla f on nollakohta seka vililld |—-1, 0 ettd
vililld ]0, 1[. Siis funktiolla f on ainakin kaksi nollakohtaa vililla |1, 1[.
Téten funktiolla f on tasmilleen kaksi nollakohtaa vililld |—1, 1].
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Esimerkki 2.38. Osoitetaan, ettd funktiolla
fx) = x*+4x* - 7x -5

on tasmélleen kaksi nollakohtaa.
1°: Polynomina f on derivoituva kaikilla x € R. Lisdksi

f(x) = 4x>+8x -7 VxeR
ja edelleen
f’(x) = 12x>+8 > 0  VxeR.

Koska funktiolla f” ei ole yhtddn nollakohtaa, niin huomautuksen 2.12 nojalla
derivaattafunktiolla f” on korkeintaan yksi nollakohta ja vastaavasti sitten saman
huomautuksen nojalla funktiolla f voi olla korkeintaan kaksi nollakohtaa.

2°: Polynomina f on jatkuva kaikilla x € R. Lisiksi

f(-1) =1+44+7-5=7>0 ja f(2) =16+16-14-5=13 >0
ja
f(0) =-5<0.

Téten Bolzanon lauseen nojalla funktiolla f on nollakohta ainakin véleilld |—1,0[
ja ]0,2[ eli funktiolla f on ainakin kaksi nollakohtaa.
Kohdista 1° ja 2° seuraa nyt, ettd funktiolla f on tdsmilleen kaksi nollakohtaa..

2.4.2 Valiarvolause

Todistetaan aluksi Rollen lausetta kdyttden kahta funktiota koskeva viliarvolauseen
yleistys.

Lause 2.14 (Yleistetty valiarvolause). Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia sulje-
tulla vdlilld [a, b] ja derivoituvia avoimella vdlilld |a, b, niin on olemassa
sellainen piste & € |a, b|, ettd

(2.4) g@Lf(b) - f(a)] = f(&)[g(b) - g(a)l.

Todistus. Olkoon

h(x) = f(x)[g(b) - g(a)] = g(xX)[f(b) — f(a)].

Talloin A on jatkuva vililld [a, b] ja derivoituva vililld ]a, b|[, silld f ja g ovat
jatkuvia vililld [a, b] ja derivoituvia vililld |a, b|. Lisdksi

h(a) = f(a)g(b) — f(a)g(a) —g(a)f(b) +g(a)f(a) = f(a)g(b) — f(D)g(a)
ja

h(b) = f(b)g(b) — f(b)g(a) = g(b)f(b) +g(b)f(a) = f(a)g(b) - f(b)g(a),
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joten
h(a) = h(b).

Siis & toteuttaa Rollen lauseen edellytykset, joten on olemassa sellainen & € |a, b|,
ettd ' (&) =0eli

F/(©O1g() - g(a)] - g (O)Lf(b) - f(a)] =0. O

Huomautus 2.15. Jos lauseessa 2.14 tehdddn funktiolle g lisdoletus, ettd
g’(x) # O kaikilla x € ]a, b[, saadaan

(&) _ f() - f(a)

S RO

(Cauchyn viliarvokaava).

Todistus. Jos olisi g(a) = g(b), niin Rollen lausetta voitaisiin soveltaa funktioon g
vililld [a, b], jolloin olisi olemassa sellainen &1 € |a, b, ettd

g'(¢é1) =0,

miki on vastoin huomautuksen oletuksia.
Siis on oltava g(a) # g(b), jolloin kaavassa (2.4) voidaan jakaa puolittain
lausekkeilla g(b) — g(a) ja g’(¢). O

Jos lauseessa 2.14 valitaan g(x) = x (kaikilla x € [a, b]), saadaan varsinainen
differentiaalilaskennan viliarvolause.

Lause 2.16 (Differentiaalilaskennan viliarvolause). Jos funktio f onjatkuva
suljetulla vdlilli [a, b] ja derivoituva avoimella vdlilld a, b[, niin on olemassa
sellainen & € \a, b|, ettd

f(b) = fla) = f(&)(b-a).

Huomautus. Lauseesta 2.16 kiytetddn usein lyhyesti pelkéstddn nimitysté véliarvo-
lause. Siitd kaytetddn myos lyhennettd VAL.

Huomautus. Viliarvolauseen tulos voidaan esittdd myos muodossa (vrt. ku-

2.1
s 1)~ S (@)

re = 2

Huomautus. Piste ¢ riippuu paitsi funktiosta f my0s vilistd [a, b] (vrt. kuva 2.1
ja esimerkki 2.39).
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\

b—a

Kuva 2.1. Funktion f kuvaajan pisteisiin (£1, f(£1)) ja (&2, f(&2)) piirretyt tangentit ovat pisteiden
(a, f(a)) ja (b, f(b)) kautta kulkevan suoran suuntaisia, joten tangenteilla ja kyseiselld suoralla on
sama kulmakerroin.

Esimerkki 2.39. Olkoon
fx) =x>.
Tarkastellaan vilid [0, b], missd b > 0, ja mddritetddn viliarvolauseessa esiintyvi
piste &.
Funktio f on polynomina jatkuva ja derivoituva vililla [0, b], joten viliarvo-
lauseen nojalla on olemassa sellainen & € |0, b[, ettad

b>—0 = 3&%(b-0).

Siis
£ = 2 cl0b
V3 o
Siis & todellakin riippuu koko ajan vilin péatepisteista.
Esimerkki 2.40. Osoitetaan viliarvolauseen avulla, etta
|cosx — 1] < |x] Vx € R.

Tarkastellaan funktiota f(¢#) = cost. Esimerkin 2.5 (s. 15) nojalla f on jatkuva
ja derivoituva kaikillat € R ja

f'(t) = —sint VreR.

1°: Olkoon x > 0. Sovelletaan viliarvolausetta funktioon f vililld [0, x] (f on
jatkuva ja derivoituva vililld [0, x]). On siis olemassa sellainen ¢ € |0, x|, ettd

cosx —cos0 = —siné - (x —0).
Koska cos 0 = 1 ja [siné| < 1 kaikilla ¢ € R, niin

lcosx — 1| = |-sin& - x| = [siné]-|x] < |x]|.
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2°: Olkoon x < 0. Sovelletaan véliarvolausetta funktioon f vililld [x, 0] (f on
jatkuva ja derivoituva vililld [x, 0]). On siis olemassa sellainen & € |x, O[, ettd

cos0—cosx = —siné - (0 —x)

eli
cosx —cos0 = —siné - (x —0).

Viite seuraa nyt vastaavasti kuin kohdassa 1°.
Koska viite on tosi, kun x = 0, niin kohdista 1° ja 2° seuraa, ettid viite pitee
kaikilla x € R.

Esimerkki 2.41. Osoitetaan viliarvolauseen avulla, ettd

1
\/E<x; Vx > 1
ja
+1
\/)_c<x2 , kun0 < x < 1.

Tarkastellaan funktiota
f(y=vNt (120

ja sovelletaan viliarvolausetta esimerkin 2.40 tapaan funktioon f vileilld [1, x] (kun
x> 1)ja[x,1] (kun O < x < 1). Yksityskohdat jatetddn harjoitustehtivaksi.

Huomautus 2.17. Jos esimerkiksi x > a ja funktio f toteuttaa véliarvolauseen
oletukset vililld [a, x], niin funktion f arvolle pisteessa x saadaan arvio

fx) = fla)+ f(&)(x - a),

missd & € |a, x|.

Esimerkki 2.42. Olkoon f sellainen funktio, ettd f(-3) = =7 ja
2 < f(x) <3 Vx € R.

Osoitetaan, ettd 1 < f(1) < 5.
Nyt f onderivoituva (ja jatkuva) vililld [-3, 1], joten huomautuksen 2.17 nojalla
on olemassa sellainen & € |-3, 1], ettd

F() = f(=3)+ (A =(=3)) = -T+4- f(§).
Koska 2 < f/(¢) < 3, niin
f(1) > ~7+4-2=-7+8 = 1

ja
f(l) £ -7+4-3 =-7+12 =5.
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Harjoitustehtavia

2.4.1. Olkoot f: R — Rja g: R — R sellaisia funktioita, ettd
f(0)=¢0) ja  f'(0)>g'(0).

Osoita, ettd on olemassa a > 0 siten, ettd f(x) > g(x) kaikilla x € [0, a].

2.4.2. Olkoon f: R — R sellainen vililld [a, b] jatkuva ja vililld |a, b[ derivoituva
funktio, ettd f(a) = f(b) = 0. Osoita, ettd on olemassa sellainen vilin |a, b[ piste &,
etta

(&) = 1.

Vihje: Sovella Rollen lausetta sopivaan apufunktioon.

2.4.3. Olkoon k € R. Osoita, ettd jos f on sellainen vililla [a, b] derivoituva funktio,
etta

f'(a) <k < f(b),
niin on olemassa sellainen vilin |a, b[ piste c, ettd
f'(c) =k.
Vihje: Tarkastele funktiota g(x) = f(x) — k(x — a).

2.4.4. Osoita, etta funktiolla

f(x) = arctanx — arc sin Lo
X) = X —
1 +x2

on korkeintaan yksi positiivinen nollakohta.

2.4.5. Osoita, ettid funktiolla

f(x) = 1 +2V3arcsin al
1+x

— 4 arc tan Vx
on korkeintaan yksi nollakohta vililla ]0, 1].
2.4.6. Osoita, etta funktiolla
(@) f(x)=2x8+3x*+x>-9x -7, () f(x) =In(e* +1) —x?
on korkeintaan kaksi nollakohtaa.
2.4.7. Osoita, ettid funktiolla
F(x)=2x"+3x7 —9x + 1
on tasmaélleen kaksi positiivista nollakohtaa.
2.4.8. Osoita, etta funktiolla
f(x) = X0 +2x° = Tx* = 5x+4

on tasmaélleen kolme nollakohtaa.
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2.4.9. Maidrita tasmillisesti perustellen funktion
@ f(x) =e" —x-3, (b) f(x) =2"-xIn2-2

nollakohtien lukumaéra.

2.4.10. Todista Cauchyn viliarvokaavaa kayttden, ettid
3 > 271 x> 1.

Vihje: Vihenni epayhtdlon molemmilta puolilta sopiva vakio.

2.4.11. Olkoon f sellainen funktio, ettd (1) =1 ja
flx) <2 Vx € [1,4].

Osoita, ettd f(4) < 7.

2.4.12. Anna esimerkki sellaisesta funktiosta f: R — R, ettd f(0) =0, f(4) =5ja
ffix) <1 Vx € [0,4],

tai osoita, etta tallaista funktiota ei voi olla olemassa.

2.4.13. Olkoon f sellainen kaikkialla jatkuva ja derivoituva funktio, ettd f(0) =5
ja
f'(x) < arctanx + In(x* + 1) Vx € R.

Mairitd tasmaéllisesti perustellen jokin sellainen luku ¢ € R, ettd f(2) < c.
2.4.14. Osoita viliarvolausetta kéyttden, ettd

sinx < x,
kun0 < x < 1.

2.4.15. Osoita, etta
sinx —siny| < |x—y|

kaikilla x, y € R.
2.4.16. Osoita, etti

|arctanx —arctany| < |x —y| Vx,y € R.
2.4.17. Mairita viliarvolausetta kayttden

)}i_)rgo(\/x+2—\/)_c).

2.4.18. Oletetaan, ettd funktio f on derivoituva jossakin pisteen a puhkaistussa
ympadristossa ja
lim f'(x) = A (A €R).

Todista, ettd jos f on jatkuva pisteessd a, niin f on derivoituva pisteessi a ja

f'(a) =A.
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2.4.19. Olkoon f sellainen koko reaalilukujoukossa jatkuva funktio, ettd f on
derivoituva kaikilla x # 0 ja

lf'(x)] <3 Vx # 0.
Osoita, ettd funktio g(x) = f(x?) on derivoituva pisteessi x = 0, ja madritd g’ (0).

2.4.20. Olkoon f koko reaalilukujen joukossa derivoituva funktio. Osoita suoraan
raja-arvon madrittelyyn (ja viliarvolauseeseen) perustuen, etti jos

lim f’'(x) =0,
X—00

niin

tim £ _

xX—o00 X

0.
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2.5 Integraalilaskennan peruslause

Osoitetaan vield funktion derivaattaa késittelevin luvun lopuksi, ettd ainoastaan
vakiofunktion derivaatta voi olla identtisesti nolla jollakin vililld. Lausetta kutsutaan
joskus integraalilaskennan peruslauseeksi, koska lauseen tulos mahdollistaa osaltaan
Riemann-integraalin arvon miérittdmisen derivaattaa hyodyntden. Lause on helppo
todistaa viliarvolauseen avulla.

Lause 2.18 (Integraalilaskennan peruslause). Jos f’ = 0 vdlilld I, niin f on
vakio vélill 1.!

Todistus. Oletetaan, ettd x,y € I jax < y. Koska f on derivoituva vililld 7, on f
myos jatkuva vililld I (ja siis myos vililld [x, y]). Siis viliarvolausetta voidaan
soveltaa funktioon f vililld [x, y]. On siis olemassa sellainen & € |x, y[, ettd

=0
—

f)-fx) = f[(éy-x) =0.
Siis
f) = f).

Téten f on vakio kaikilla x € 1. m|

Integraalilaskennan peruslausetta hyodynnetddn usein seurauksia 2.19 ja 2.20
kayttden. Eli jos kahdella funktiolla on sama derivaatta (tai niiden erotuksen deri-
vaatta on nolla), funktiot eroavat toisistaan vain vakiolla C (seuraus 2.19). Jos lisiksi
tunnetaan funktioiden arvot jossakin pisteessd, saadaan myo6s vakio C madritettyd
(seuraus 2.20).

Seuraus 2.19. Jos
f(x) = gx) Vx €1,

niin on olemassa sellainen vakio C € R, ettd

fx) = gx)+C Vx el.

Seuraus 2.20. Jos
flx) = gx) Vxel

ja on olemassa sellainen x € I, ettd f(x) = g(x), niin

f(x) = gx) Vx el.

"Merkintid £’ = 0 vililld 7 tarkoittaa, etti f”(x) = 0 kaikilla x € 1.
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Esimerkki 2.43. Maiiritetdaan funktio f, kun tiedetdin, ettd £(0) =1 ja
f(x) = x+1 Vx € R.
Koska
x2 |
Dl —+ = x+1,
(50 =
niin seurauksen 2.19 perusteella on olemassa sellainen C € R, ettd

X2

flx) = ?+x+C.
Koska
f(0) =0+0+C =1,

niin C = 1. Siis
$2

f(x) = E+x+1 Vx € R.

Esimerkki 2.44. Osoitetaan, etta
arcsinx +arccosx = 3 Vx € [-1,1].
Vilin pditepisteissi vdite pétee, silld
arcsin(—1) +arccos(-1) = -F+7m = 3
ja
arcsinl +arccosl = 3+0 = 7.
Tarkastellaan siis vilida |—1, 1[. Koska
1 1
V1 —x2 B V1 —x2

niin integraalilaskennan peruslauseen (tdsméllisemmin seurauksen 2.19) nojalla on
olemassa sellainen vakio C € R, ettd

D (arcsinx +arccosx) = =0 Vx e ]-1,1],

arcsinx +arccosx = C Vxe]-1,1].
Koska
arcsinO+arccos0 = 0+75 = 7,
niin
-z
C = 7.
Siis
arcsinx +arccosx = 7 Vx e]-1,1].

Huomautus 2.21. Integraalilaskennan peruslausetta ei voida esimerkissi 2.44 kayt-
tad koko valillda [—1, 1], silld funktiot arcsinx ja arccosx eivit ole derivoituvia

pisteissd x = —1 ja x = 1. Esimerkisssi tilanne on ratkaistu tarkastelemalla arvoja
vilin paatepisteissi erikseen.
Funktio

f(x) = arcsinx + arc cos x

on kuitenkin jatkuva koko vililld [—1, 1]. Taten toinen mahdollisuus olisi osoittaa
ensin integraalilaskennan peruslauseen avulla, ettd f(x) = 5 vililld | -1, 1[, ja sitten
todeta funktion jatkuvuutta hyodyntamalld, ettd viite pitee myos vélin péadtepisteissa.
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EsimerkKki 2.45. Osoitetaan, ettd

1 5, kunx >0,
arctanx + arctan — =
X —%, kun x < 0.
Olkoon .
f(x) = arctanx + arctan — (x #0).
X

Téll6in f on derivoituva vileilld | —oo, O[ ja ]0, cof. Liséksi

1 1 1 1 1
/ — + [ [— = - =0 Y ¢0
F) 1 +x? 1_,_(1)2 ( xz) 1+x2 x2+1 *

X

Téten integraalilaskennan peruslauseen nojalla on olemassa sellaiset C1,C; € R,

etta

Ci, kunx >0,

fx) =

C,, kunx <0O.

Koska
f(1) = arctanl +arctanl = Z+% = %
ja
f(=1) = arctan(—1) + arctan(—1) = (_%).,.(_%) — _%’
niin
=% ja GC=-3

misti esimerkin tulos seuraa.

Harjoitustehtavia

2.5.1. Olkoon A € R. Osoita, ettd jos f'(x) = A kaikilla x € R, niin on olemassa
sellainen vakio C € R, ettd

f(x)=Ax+C Vx € R.

Madrité yllad olevaa tulosta kdyttden sellainen funktio F, ettd F(0) =4 ja F’'(x) =5
kaikilla x € R.

2.5.2. Maidrita f(x), kun tiedetddn, ettd (1) = /(1) = 10ja

f(x) = 6x+4 Vx € R.

2.5.3. Oletetaan, ettd funktioista sin x ja cos x tiedetddn vain niiden derivointikaavat
ja arvot pisteessd x = 0. Osoita nditi tietoja kayttden, ettd

sin?x +cos?x = 1 Vx € R.

2.5.4. Olkoon a € R. Osoita integraalilaskennan peruslausetta kéyttden, ettid

Inx* = alnx Vx > 0.
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2.5.5. Osoita, etta

T
arctanx + arccotx = 5 Vx € R.

2.5.6. Osoita, etti funktio
f(x) = arcsin(2x? — 1) + 2 arc cos x

on vakio vililld ]0, 1], ja midritd tima vakio.

2.5.7. Osoita, etta funktio

f(x) = arccosx +arccos V1 — x2
on vakio vililld ]0, 1[, ja maéritd timd vakio. Onko f vakio myos vilillda -1, 0[?

2.5.8. Osoita, ettd

2arcsinVx = % +arcsin(2x — 1) Vx € [0,1].

2.5.9. Osoita, etti funktio

1-x

f(x) = arctanx + arc tan

on vakio kaikilla x > —1, ja madrita tama vakio.

2.5.10. Olkoon f sellainen funktio, etti

fO =1 ja  f(x)=f(x) VxeR

Osoita, ettd f(x) = ¢* kaikilla x € R.

Vihje: Sovella integraalilaskennan peruslausetta sopivaan apufunktioon.
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3 Derivoituvan funktion ominaisuuksia

Tarkastellaan sitten muutamia derivaatan sovelluksia. Aluksi tutkitaan, miten deri-
vaattaa voidaan hyodyntdi funktion raja-arvon madrittimisessi.

3.1 [D’Hopitalin saanto

Cauchyn viliarvokaavaa kayttamalld voidaan todistaa [’Hopitalin sddnto, jonka
avulla saadaan kétevisti laskettua tiettyjd raja-arvoja. Sddnnnostd kdytetdan myos
nimed [’Hospitalin sddnto.

Lause 3.1 (I’Hépitalin saint6).! Oletetaan, ettdi
(1) lim f(x) =0 ja lim g(x) =0,
X—a X—a

4
on olemassa.

L eey

Télloin myos funktiolla f/g on raja-arvo pisteessd x = a ja

TACR N C))

xa g(x)  aoagl(x)’

Todistus. Koska raja-arvo
e
x—a g'(x)
on olemassa, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd f’(x) ja g’(x) ovat olemassa puh-
kaistussa ympiristossd U (a) sekd lisiksi g’ (x) # O tdssd ympiristossd. Madritellddn
2
nyt

f(a) =g(a) =0,
jolloin f ja g tulevat jatkuviksi pisteessd a.
Valitaan nyt x € Uj(a). Tilldin f ja g ovat jatkuvia vililld [a, x] (tai [x, a]) ja
derivoituvia vélilld Ja,x[ (tai Jx, a[ ). Siis Cauchyn viliarvokaavan (s. 40) nojalla
on olemassa sellainen ¢ € |a, x| (tai & € |x,al), ettd

@ _fo-f@ _ f&
g  gx)—gla) gkx)

Jos nyt x — a, myos & — a. Siis

L R
D T ee T Sem o

'Myos 1'Hospitalin sdinto.

Lauseen oletusten perusteella ei tiedeti, ovatko funktiot f ja g méiriteltyji pisteessd a. Jos niiti
ei ole médritelty, niin mééritellddn ne nyt. Jos ne on méiritelty, mutta f(a) # O tai g(a) # 0, niin
muutetaan kyseisten funktioiden midrittelyd. Tama voidaan tehdi, silld funktioiden arvolla pisteessd a
ei ole vaikutusta etsittyyn raja-arvoon.

50



[’Hopitalin sddnt6d voidaan soveltaa myOs toispuoleisiin raja-arvoihin seka
tapauksiin, joissa tarkastellaan raja-arvoa dédrettomyydessi tai joissa raja-arvo on
adreton (huomautukset 3.2-3.4, todistukset jitetddn harjoitustehtavaksi).

Huomautus 3.2. Lauseen 3.1 laskusiidntoéd voidaan soveltaa myds =2 -muotoisil-
le raja-arvoille (ts. lim f(x) = lim g(x) = co (tai —00)). Edelleen laskuséddntoa
X—a X—a

voidaan soveltaa my0Os toispuoleisiin raja-arvoihin.

Huomautus 3.3. Lauseessa 3.1 voi a olla myds +oo.

Huomautus 3.4. Lauseessa 3.1 voi raja-arvo lim f(x)
x—a g'(x)

olla myos +co.

Esimerkki 3.1. Midritetdin X
Iim —.
x—0 tan x

Koska funktiot x ja tan x ovat derivoituvia pisteen O jossakin ymparistossd seka

limx =0 ja limtanx = 0,
x—0 x—0

niin I’Hopitalin sddnnon nojalla
1

lim —— = 1.
x—0 1 +tan? x

. X
lim ——
x—0 tan x

oo || =

Yhtiloketju on tdssd luettava ikdédn kuin lopusta alkuun. Koska

) 1
lim —— =1
x>0 1 + tan® x
(eliraja-arvo on olemassa ja= 1), niin I’Hopitalin sdéntod voidaan soveltaa ja saadaan

yllé oleva tulos.

Esimerkki 3.2. Jos asia on ilmeistéd, I’Hopitalin sdintod kiytettdessd ei aina erik-
seen korosteta, ettid tarkasteltavat funktiot toteuttavat vaadittavat ehdot. Esimerkiksi
voidaan kirjoittaa yksinkertaisesti

15x +1 15+1
m = =
x—>111X10—3 11-3

CoxPyx-=2
hm“—
-1 x' =3x+2

e [[E

Vaadittavien ehtojen toteutuminen on kuitenkin aina tarkistettava. Erityisesti on
syytd huomata, ettd sdéntod ei voi kiyttdd, jos kyseessd ei ole mikddn ylld oleva
epaméirdinen muoto (ks. kuitenkin huomautus 3.5, s. 54). Esimerkiksi

i 15x1% +1 4 im 4 15x13 . 210 , 21
m  ——-= m-—,—0 = 1m_——=Xx = —.
=1 1x10-3 7 351 10-11x%  x—=1 110 11
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Esimerkki 3.3. Olkoon a > 1 ja s € R. Osoitetaan, etti

X S
lim — = oo ja lim — = 0.
x—o0 xS x—oo q¥
1°: Olkoon s = 0. T4lloin
X
Iim — = lima* = o
x—o0 xS X—00
2°: Olkoon s < 0. T4lloin
a}C
lim — = lim x%a® = oo.
x—oo x¥ X—00

3°%: Olkoon s > 0. Kéyttamailla I’Hopitalin sdidntod saadaan (tapaus s = 1)

) *H .. a‘lna
Iim — = 1 = oo.
xX—000 X g X—00 1
Koska myos as > 1, niin
X 1ysyx Lyx\s Lyx, s
as as as
lim & = lim—(( J) = lim—(( N = lim(( ) ) =
x—o0 XS X—00 xs xX—00 xS xX—00 X
Siis kohtien 1°—3° perusteella
X
lim L = oo
x—o0 xS
ja edelleen
N
Iim — =0
x—oo q¥
Esimerkki 3.4. Esimerkin 3.3 perusteella
Inx)* Inx)*
fim U (rix) -0
X—00 X x—oo pellX
kaikilla s € R, joten
1 S
im 8" _ 0 vier
xX—00 X

Esimerkki 3.5. Olkoon s > 0. Kayttdmalld I’ Hopitalin sddntod saadaan

1

. Inx g© = . 1
lim = ~— = lim — = 0.
x—oo xS g xX—00 st—l x—oo §Xx°
Siis
. Inx
lim =0 Vs > 0.
x—oo xS
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EsimerkKki 3.6. Osoitetaan, ettd

lim x(Inx)* =0 Va € Z..

x—0+

Logaritmin laskusééntojen ja esimerkin 3.4 perusteella

li Inx)* = i —1n 1)¢
g et = i xtin)

= lim
x—0+

(-D)¢(In 1)“
1
1 a
= lim(=1)“ ﬂ
7—00 z
= 0.
Esimerkki 3.7. Esimerkin 3.6 seurauksena havaitaan, ettd funktio (a € Z,)

0, kunx =0,
g(x) =

x(Inx)?, kunx > 0,
on jatkuva, kun x > 0.

Esimerkki 3.8. Méiritetidin raja-arvo

e x

lim
x—0+ X

Kayttdmalla suoraan I’Hopitalin sdéntod saadaan

e

==
==

_1
ey e
lim —X—— = lim =7
x—0+ 1 x—0+ X2

lim
x—0+ X

cie ||

eli lauseke vain monimutkaistuu. Siirtymélla muotoa g olevasta lausekkeesta muo-
toon > saadaan

1

. e x .
lim = lim —
x—0+ X x—0+ o5

E

818 || =
=
I
=
I
=

e . H
lim = lim— = 1lm— = lim— =0
x—0+ X 7—00 1 7—00 e X2 7500 7
Z (o)
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Esimerkki 3.9. Méiritetddn raja-arvo

1im(l _ )

x—0\X eX—1

Muunnetaan lauseke co — co ensin sopivaan muotoon, ja sovelletaan sitten
I’Hopitalin sdintod kaksi kertaa perdkkiin. Siis

1 1 . (ef=1)—x
(L L) = O D
—0\x e¥ -1 x—0 x(e*—1)

x— f—
_ im 2!

e* -1

H ..

= lim ——

9 x—0 e¥ +xe¥ — 1

H e’

= lm-——

g x—0 e¥ + e* + xe*
. 1

= lim ——
—01+1+0-1
1
>

Huomautus 3.5. Jos tarkasteltava lauseke ei ole suoraan I’Hopitalin sddnnon
vaatimassa muodossa, lauseke voidaan joskus muuntaa sopivaan muotoon.
Esimerkissd 3.9 tarkasteltiin jo tapausta co — co. Muotoa 0 - oo tai co - 0 olevat
lausekkeet saadaan my6s helposti muotoon % tai . Muotoa 0°, 1 ja ¥ olevat
lausekkeet taas voidaan muuntaa

00 = (04)° = MOD° = LOMOD - O0(-),

1%° = elnl — emlnl — eOO~0

ja
0 In oo®

oo = ¢ — eOlnoo 0-c0

= ¢é .

jotka palautuvat muotoa 8 tai 2 olevan raja-arvon médrittimiseen. !

'Y1li 0+ tarkoittaa raja-arvotarkastelua f(x) — O+ eli raja-arvoa 0 voidaan lihestyi vain oikealta
puolelta.
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Esimerkki 3.10. Maidiritetdan

lim x(m —2arctanx).

X—00

Muunnetaan muotoa oo - 0 oleva lauseke ensin muotoon 8 ja kaytetddn sitten
I’Hopitalin sddntod. Talloin saadaan

T —2arctanx

lim x(m —2arctanx) = lim :
X—00 X—00 =
X
2
H . 2
= llm 1+x
0 x—o0 _L
0 2
. 2x2
= lim
x—oo |+ x2
. 2
= lim 0
X—00 ; + 1
2
0+1
= 2.

Esimerkki 3.11. Muuunnetaan muotoa 0 - (—c0) oleva lauseke ensin muotoon —>
ja kiytetddn sitten (kaksi kertaa) I’Hopitalin sdéntoi. Siis

1
lirgl Vl—x-ln(ln—) = lirgl V1 —x In(=Inx)
X—l1= X x—1-
. In(—Inx)
= lim ——

1= (] —x)_%

(=) - (=5)

H .
= lim . 3
Tl (L) (- (=)
1. 1
lim x Inx
x—=1- %(l _x)?
.2 . (1=x)2
= lim — - lim
x—1l-X x—1- Inx
3 1
z-(1=-x)2 (-1
LR S Sk
0 x—1- 1
0 X

3
2- lim —Zx(1 —x)?

x—1-
= 2-0
= 0.
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Esimerkki 3.12. Maidéritetdén raja-arvo

lim (¢* - 1)*.
x—0+

Raja-arvo on muotoa 0°, mutta muunnoksella

lim (¢* - 1)* = lim M@ =DY i erIne™=D)

x—0+ x—0+ x—0+

se voidaan palauttaa muotoa O - (—c0) (ja edelleen =) olevan raja-arvon mairitti-
miseen. Hyodyntdmalla raja-arvoa (1.5) (s. 9) eli raja-arvoa

Coer—1
lim =1
x—0 X
saadaan
. In(e* — 1
lim xIn(e*-1) = lim ( )
x—0+ x—0+ 1
X
1 X
H . 7 "€
= Jim <!
% x—0+ _lz
X
) X
= lim —x-é&°-
x—0+ e’ —1
= 0-1-1
= 0.
Siis
lim (" — 1)* = lim &0 = 0 = 1.
x—0+ x—0+

Esimerkki 3.13. Osoitetaan, ettd

ax
lim(1+—) — ¢  (aeR).
X

X—00

Raja-arvo on muotoa 1%°, mutta muunnoksella

(1+ﬁ)x _ eln(1+§—(‘)x _ exln(1+%)
X

tehtdva palautuu muotoa oo -0 ja edelleen muotoa 8 olevan raja-arvon madrittimiseen.
Koska

1 a
. a . In(1+4) g = Tz (%) .
lim xln(l + —) = lim —— = lim ———— = lima- = a,
X—00 X X—00 1 0 x—o0 _1 X—00 1+ a
X 0 x2 X
niin

X a
lim (1 + ﬁ) = lim ¢*(1+%) = 0.

X—00
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Harjoitustehtavia

3.1.1. Madrita

2% —4x2 42 ef—-1-x X —tanx
lim ———, b) lim ——, lim ———.
@) xl—rﬂ xT —12x+ 11 ®) xl—I>I(1) x2 © xl—r>r(1)x—51nx
3.1.2. Maarita
2012 704 2017 3
LoX —3x™M+2 . 3x - 17x° + 14
@ ignl 6x30 — 13x10+7° ®) )%1—1:1} xB7 4 x113 -2
3.1.3. Osoita, etta
. arctanx
lim = 1.
x—0 X
3.1.4. Maarita
(@ lim arc tan(2x) ’ ) lim arc sin(2x) ; 2 arc sinx.
x—0 X x—0 X
3.1.5. Maiarita sellainen vakio a € R, etta
X +sinax x4 —ax+a-1
lim ——— = 2, b) li = 6.
@ 50 x +sinx ®) peak (x—1)2

3.1.6. Madriti sellaiset vakiot a € Rja b € R, ettd

lim(sm3x + 2 +b) - 0.
*—0 X3 x2

3.1.7. Madiritetdadn raja-arvo
lim ————
x>0 X + cos X
kayttdmalld I’Hopitalin sdantod. Siis
1 1

. X .
lim — = lim - = = 1.
x—0 X +CoSXx x—0 1 —sinx 1-0

Onko tulos oikein ja jos ei, niin missd on virhe ja miké on oikea raja-arvo?

3.1.8. Maiairita

1 In(1 - x+1+ —Xx
@ lim 2 ) fim RUZCoSO) g T
x—0+ cotx x—0+ In(sinx) x—oo ¥+ x
3.1.9. Osoita, etta
In(si
In(sinax) _ oo

x>0+ In(sin bx)

3.1.10. Maiirita
e’ -1 . Vx

lim — b _
@ xo0cosx—1° ®) O In(x +1)

tai osoita, ettd raja-arvoa ei ole (dérellisend eikd ddrettoménd) olemassa.
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3.1.11. Mairitd

(a) 1im(i— ! ) (b) lim (Vx5 +7x*+2 — x).

—Il\lnx x-1 X—00

3.1.12. Mairitd

(a) lim(.L - l), (b) lim l(L - l)

x—0\sinx x x—0x\sinx x
3.1.13. Madrita
(a) lir? Inx - In(1 —x), (b) lim xsin(mr —2arctanx).
x—1- X—00

3.1.14. Mairitd

3 X . X _
(a) lim (2x)5mTx) (b) lim (arctanx)® !, (¢) lim x* 1.
x—0+ x—0+ x—0+

3.1.15. Osoita, etta
(a) lim (Inx)> = 1, (b) lim Vn = 1.
3.1.16. Miiriti

1\sinx )
(@) lim (—) , (b) 1lim (cotx) wwmm
x—0+

x—0+\ X

3.1.17. Funktiosta f tiedetdin, ettd f(x) on derivoituva ja f’(x) on jatkuva pisteessi
x =0, £(0) =0ja f/(0) = 2. Midriti raja-arvo

==

lir%(1+f(x)) .
3.1.18. Mdirita
@ lm(2c-D¥1, () lim(™ -50%, (@ limxTr.
3.1.19. Mdirita

(a) ling)(l +x) 0, (b) lin})(x +COS x) 3 (c) lim (tanx)™" 2
x> X x—Z

3.1.20. Maarita sellainen vakio a € R, etta

lim(x+a)x - 4,

X/ \X — d
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3.2 Funktion monotonisuus

Koska funktion derivaatta ilmaisee funktion muutosnopeuden, on luonnollista, etti
derivaatan avulla voidaan tutkia funktion monotonisuutta.

Lause 3.6. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva viililld I ja derivoituva vilin [
sisdpisteissd. Tdlloin f on kasvava vdlilld I tdasmdilleen silloin, kun

f(x) >0

vilin I sisdpisteissd.

Todistus. ”="": Oletetaan ensin, ettd f on kasvava vililld /. Olkoon x jokin vélin /
sisdpiste. Koska f on kasvava vililld /, niin

f(x+h)
f(x+h)

f(x), kunh <0 jax+hel,

<
> f(x), kanh>0jax+hel.

Siis
fOth) - fx)
h >
Téten lauseen 1.7 (s. 10) perusteella (raja-arvo on olemassa, koska f on derivoituva
pisteessi x)

0, kunh#0jax+hel.

fa+h) - f@)

p >

”<": Oletetaan toiseksi, ettd f’(x) > 0 aina, kun x on vilin / sisé@piste. Olkoot x|

jaxp sellaisia vélin [ pisteitd, ettd x| < x. Koska f on jatkuva vililla / ja derivoituva

vilin [ sisdpisteissd, niin f on jatkuva vililld [x;, x2] ja derivoituva valilla [xy, x; .

Titen viliarvolausetta voidaan soveltaa funktioon f vililld [xq, x2]. On siis olemassa
sellainen & € |xp,x;[, ettd

0.

f'x) = lim

>0 >0

fx2) = fx1) = f(€) (xa—x1) 2 0.
Siis
fx1) £ f(x),

joten f on kasvava valilld /. O

Lause 3.7. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva vililld I ja derivoituva vilin 1
sisdpisteissd. Tdlloin f on aidosti kasvava vdlilld I tdasmdilleen silloin, kun

f(x) >0

vdlin I sisdpisteissd ja epdyhtdlossd yhtdsuuruus ei ole voimassa millédn vdlin 1
osavililli (vaan korkeintaan yksittdisissd pisteissd).
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Todistus. ”="": Oletetaan ensin, ettd funktio f on aidosti kasvava vililla /. Talloin

lauseen 3.6 nojalla
f(x) >0 Vx € 1.

Jos nyt olisi olemassa sellainen /1 C I, etti
ff(x)y=0 Vx € I,

niin f olisi integraalilaskennan peruslauseen (lause 2.18, s. 46) nojalla vakio kaikilla
x € I;. Siis f ei olisi aidosti kasvava, miké on vastoin oletusta.

”<": Oletetaan toiseksi, ettd f’(x) > 0 aina, kun x on vélin [ sisépiste, ja ettd
yhtdsuuruus ei ole voimassa millddn vilin [ osavililld. Talloin f on lauseen 3.6
nojalla kasvava vililla /.

Tehdédn vastaoletus, ettd f ei ole aidosti kasvava. Tilloin on olemassa sellaiset
pisteet x1, x> € I, ettd

x1<xy ja  flx)=f(x).
Kasvavana funktiona f on télloin vakio vélilld [xq, x;], joten
ff(x)=0  Vxelx,xl[,
miki on vastoin oletusta. O

Lauseissa 3.6 ja 3.7 derivaatan avulla osoitettiin funktio kasvavaksi tai aidosti kas-
vavaksi. Lauseissa 3.8 ja 3.9 puolestaan tarkastellaan vihenevid ja aidosti vihenevid
funktioita. Lauseet todistetaan vastaavasti kuin lauseet 3.6 ja 3.7.

Lause 3.8. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva viililld I ja derivoituva vilin [
sisapisteissd. Tdalloin f on vihenevd vililld 1 tasmadlleen silloin, kun

f(x) <0

vdlin I sisdpisteissd.

Todistus. Harjoitustehtava.

Lause 3.9. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva vililli I ja derivoituva vilin 1
sisdpisteissd. Tdlloin f on aidosti vihenevd vdlilld I tdsmdilleen silloin, kun

f(x) <0

vdlin I sisdpisteissd ja epdyhtdlossd yhtdsuuruus ei ole voimassa milléidn vdlin 1
osavdlilld (vaan korkeintaan yksittdisissd pisteissd).

Todistus. Harjoitustehtava.
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Esimerkki 3.14. Osoitetaan, ettd funktio

f(x) = tanx

on aidosti kasvava vililla ] -%.5 [

Nyt f on jatkuva ja derivoituva vililla ]—%, %[ Koska (esimerkki 2.16, s. 21)

>0 Vxe]—%,%[,

niin f on lauseen 3.7 nojalla aidosti kasvava vililld ]—%, 5 [.
Esimerkki 3.15. Osoitetaan, ettd funktio

f(x) = sinx

on aidosti kasvava vililld |7, E].
Funktio f on nyt jatkuva ja derivoituva kaikilla x € R ja

f'(x) = cosx > 0 vx e [-%,%].

e atgs [ 7 2] s . T S
Liséksi yhtdasuuruus on vililld [—7, 5] voimassa vain, kunx = —7 jax = 5. Tdten f

on lauseen 3.7 nojalla aidosti kasvava vililla [—%, %] .
Esimerkki 3.16. Osoitetaan, ettd funktio
f(x) = x+cosx

on aidosti kasvava koko joukossa R.
Selvisti f on jatkuva ja derivoituva kaikillax € R ja

f(x) = 1=sinx > 0 Vx € R.

Edelleen f’(x) = 0 vain, jos x = 5 +n2nx (n € Z). Siis f on lauseen 3.7 nojalla
aidosti kasvava koko joukossa R.

Y

Kuva 3.1. Funktion f(x) = x + cos x kuvaaja vililld [-7, 10].
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Kuva 3.2. Funktion f(x) = x?""* kuvaaja vililld [, 3].

Esimerkki 3.17. Tutkitaan funktion

f(x) — x2+lnx (x > O)

monotonisuutta.
Koska
f(x) = 2y _ elnx2+lnx _ p(2+nx)inx _ eZlnx+ln2x’
niin f on selvésti jatkuva, kun x > 0. Liséksi tilloin
f(x) = g2 InxHn’x D(21nx +In®x)

eZlnx+ln2x . (2 X 1 +21nx- 1)
X X

2(1+1Inx)
X

x2+lnx.

Nytlnx=—-1,kunx =e lelix = é,joten

f(x) =0, kunx =1

e

Lisiksi In x on aidosti kasvava ja x sekd x>*!"* ovat positiivisia tutkittavalla alueella,
joten

fl(x)y <0 Vvxelod]
ja

f(x) >0 Vx > %

Téten f(x) on lauseen 3.9 nojalla aidosti viheneva vililld ] 0, %] jalauseen 3.7 nojalla
aidosti kasvava, kun x > % (ks. kuva 3.2).
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Esimerkki 3.18. Olkoon
fx)=x" (nel,).
Tutkimalla funktion f derivaattaa saadaan seuraavat tulokset (harjoitustehtiva).
* Jos n on pariton, niin f on aidosti kasvava koko reaalilukujen joukossa.

* Jos n on parillinen, niin f on aidosti viheneva vililld | —oco, 0] ja aidosti kasvava
vililld [0, oof.

Esimerkki 3.19. Olkoon
f(x)=x" (x#0,neZ.).
Tutkimalla funktion f derivaattaa saadaan seuraavat tulokset (harjoitustehtiva).
* Jos n on pariton, niin f on aidosti vihenevi vileilld |—co, 0] ja ]0, cof.

* Jos n on parillinen, niin f on aidosti kasvava vililla | —oo, O[ ja aidosti viheneva
vililld ]0, oof.

Esimerkki 3.20. Olkoon I = ]0, co[ ja
f(x) =x“ (a € R).
Tutkimalla funktion f derivaattaa saadaan seuraavat tulokset (harjoitustehtiva).
* Jos a < 0, niin f on aidosti viheneva vililla /.
* Jos a =0, niin f on sekd kasvava ettd viheneva vililla /.

* Jos a > 0, niin f on aidosti kasvava vililld I (ja myos vililld [0, co[ ).

Harjoitustehtavia

3.2.1. Osoita, etta funktio
1 +sinx

ORE

on aidosti viheneva valilla ]O, % [

— COSXx

3.2.2. Osoita, etta funktiolla
f(x) =6x° —15x* +10x° + 1

on kiinteisfunktio, joka on jatkuva kaikilla x € R. Missi pisteissd kéddnteisfunktion
derivaattaa ei voida maarittaa?

3.2.3. Osoita, ettd

X3

arctanx > x—?,

kun x > 0.
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3.2.4. Olkoon x > 0. Médritd laajin vili, jolla funktio

fx) = G
on aidosti viheneva.

3.2.5. Osoita, etta funktio
fx) = (")

L
7

3.2.6. Tutki funktion derivaattaa tarkastelemalla, onko funktio
f(x) = (In(1+x))* (x > 0)

aidosti monotoninen, kun x > 0.

on aidosti kasvava, kun x >

3.2.7. Tutki funktion derivaattaa tarkastelemalla, onko funktio
fx)=x" (x> 0)
aidosti kasvava tai aidosti viheneva vililld |0, 1].

3.2.8. Olkoon f sellainen funktio, ettd f'(0) = 1 ja f’(x) on jatkuva pisteessd x = 0.
Osoita, ettd on olemassa sellainen 2 > 0, ettd f on aidosti kasvava vililld [0, &].

3.2.9. Olkoon a > 0 ja f sellainen derivoituva funktio, ettd f’(x) > 1 + a kaikilla
x € R. Osoita, ettd on olemassa sellainen ¢ € R, ettd f(x) > x aina, kun x > c.

Vihje: Tarkastele erotusta f(x) — x.

3.2.10. Olkoon f vililld |—oo, O[ derivoituva funktio. Osoita, ettd jos
0< flx) <1 Vx <0,

niin raja-arvo liI‘(I)l f(x) on (direllisend) olemassa.
x—0—
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3.3 Funktion aariarvot

Tutkitaan vield lopuksi funktion paikallisia d4riarvokohtia ja ddriarvojen luonnetta
hyodyntdmailld funktion derivaattaa. Aluksi madritelladn, mitd paikallisilla ddriar-
voilla tarkoitetaan.

Mairitelmi 3.1. Funktiolla f on pisteessd a paikallinen maksimi, jos on ole-
massa sellainen 6 > 0, ettd

f(x) < fla)  VxeUs(a).

Jos yhtdsuuruus on voimassa vain, kun x = a, kyseessd on aito paikallinen
maksimi.

Mairitelmai 3.2. Funktiolla f on pisteessd a paikallinen minimi, jos on ole-
massa sellainen 6 > 0, etta

f(x) = fla)  VxeUs(a).

Jos yhtdsuuruus on voimassa vain, kun x = a, kyseessd on aifo paikallinen
minimi.

Esimerkki 3.21. Olkoon

1, kunx =0,
A {0, kun x # 0.

Télloin funktiolla f on pisteessd x = 0 aito paikallinen maksimikohta. My0s jokainen
muu reaalilukuakselin piste on paikallinen dédriarvokohta (mutta ei aito).

Esimerkki 3.22. Koska funktio
f(x) = x+cosx.

on aidosti kasvava koko reaalilukujoukossa (ks. esimerkki 3.16, s. 61), niin funktiol-
la f ei ole paikallisia dériarvoja.

Lause 3.10. Funktiolla f on pisteessd a aito paikallinen maksimi, jos on ole-
massa sellainen 6 > 0, ettd [ on jatkuva ympdristossd Us(a) ja

f(x)>0 Vxela-6,a] ja f(x) <0 Vxela,a+d].

Todistus. Oletuksen nojalla f on jatkuva vililld Ja — 6,a + §[. Koska f'(x) > 0
kaikilla x € Ja — 6, a[, niin f on lauseen 3.7 (s. 59) nojalla aidosti kasvava vililld
la -6, a]. Siis

f(x) < f(a) Vxela-96,al.

65



Toisaalta f"(x) < O kaikilla x € ]a,a + d[, joten f on lauseen 3.9 (s. 60) nojalla
aidosti viheneva vilillad [a, a + 6[. Siis

f(x) < f(a) Vx € la,a+6].

Taten
f(x) < f(a)  VxeUj(a),

joten funktiolla f on pisteessd a aito paikallinen maksimi. O

Lause 3.11. Funktiolla f on pisteessd a aito paikallinen minimi, jos on ole-
massa sellainen 6 > 0, ettd [ on jatkuva ympdristossda Us(a) ja

f(x) <0 Vxela-6,a] ja f(x)>0 Vxela,a+d].

Todistus. Harjoitustehtiva.

Huomautus. Lauseet 3.10 ja 3.11 eivit ole kdédntden voimassa.

Huomautus. Lauseissa 3.10 ja 3.11 ei vaadita, ettd derivaatta f’(a) olisi
olemassa. Sen sijaan jatkuvuus pisteessd a on oleellinen vaatimus.

Huomautus. Aiemmin on osoitettu (seuraus 2.9, s. 36), ettd jos a on paikallinen
ddriarvokohta ja f’(a) on olemassa, niin f’(a) = 0. Siis paikallinen dériarvo
saavutetaan joko derivaatan nollakohdassa tai pisteessi, jossa funktio ei ole
derivoituva.

Huomautus 3.12. Jos funktio f on jatkuva pisteessd a ja f’ on samanmerk-
kinen pisteen a kummallakin puolella, niin a ei ole funktion f paikallinen
adriarvokohta (harjoitustehtivi).

Esimerkki 3.23. Maiiritetdian funktion
f(x) = 2arctanx — In(1 + x?)

paikalliset dédriarvokohdat ja mahdollisten dériarvojen laatu.
Koska f on jatkuva ja derivoituva kaikilla x € R, niin mahdolliset paikalliset
adriarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia. Nyt

1 1 2 —2x
(x) = 2- - 2x = =0 © x=1
QY I1+x2 1+x2 * 1 +x2 x
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Kuva 3.3. Funktion f(x) = 2arctanx — In(1 + x?) kuvaaja vililld [-5, 6].

ja
f'(x) >0, kunx <1,
f'(x) <0, kunx > 1.

Siis funktiolla f on pisteessd x = 1 aito paikallinen maksimikohta. Funktion kuvaaja
vililla [-5, 6] on esitetty kuvassa 3.3.

EsimerkKi 3.24. Midritetddan funktion
f()C) — x2+lnx ()C > 0)

paikalliset dédriarvokohdat ja mahdollisten dériarvojen laatu.
Nyt f on jatkuva ja derivoituva, kun x > 0. Taten mahdolliset paikalliset
adriarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia. Esimerkissa 3.17 (s. 62) osoitettiin, ettd

2(1+102) o0,

f'x) =

=0 & x= %
ja
f(x) <0, kun0<x<1
f'(x) >0, kunx > %
Téten funktiolla f on pisteessd x = % aito paikallinen minimikohta, jossa funktion
minimiarvo on (vrt. kuva 3.2, s. 62)

3= @™ = @™ =4
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Esimerkki 3.25. Osoitetaan, ettd funktiolla
f@x) =x°

el ole paikallisia ddriarvokohtia.
Koska f on jatkuva ja derivoituva kaikilla x € R, niin funktion f mahdolliset
paikalliset ddriarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia. Nyt

f(x)=3x=0 o x=0.
Kuitenkin f’(x) > 0 kaikilla x # 0, joten f” ei vaihda merkkidin pisteessd x = 0.

Siis piste x = 0 ei ole funktion f ddriarvokohta, mista tulos seuraa.

Esimerkki 3.26. Etsitidin funktion
lx — 1

f)y=9 x2°
1, kunx =0,

kun x # 0,

paikalliset dédriarvokohdat, ja médaritetdéin mahdollisten ddriarvojen laatu.
1°: Olkoon x > 1. Tilloin

x—1
f('x) - xz s
joten f on jatkuva sekd derivoituva ja
, x2=2x(x—1) x2 = 2x% +2x 2x — x? 2—x
[ = 2 = 2 = i T 3
X X X X

Siis
f'(x) >0, kunl <x <2,
f'(x) =0, kunx=2,
f(x) <0, kunx > 2,
joten funktiolla f on aito paikallinen maksimikohta pisteessd x = 2 (maksimiarvo

)=y

v

—6 —4 -2 1 2 4 6

Kuva 3.4. Esimerkin 3.26 funktion kuvaaja vililld [-6, 6].
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2°: Olkoon x = 1. Koska f(1) = 0ja f(x) > O kaikilla x # 1, niin piste x = 1
on funktion f aito paikallinen minimikohta.
3°: Olkoon x < 1 jax # 0. Télloin

1 -x
fx) = ——,
X
joten f on jatkuva sekd derivoituva ja
, —x2 = 2x(1 —x) —x2 = 2x +2x? x? - 2x x=2
fx) = 4 = 4 = i - T3
X x X X

Koska f’(x) # O kaikilla x < 1 (x # 0), niin funktiolla f ei ole paikallisia
ddriarvokohtia, kun x < 1 jax # 0.
4°: Olkoon x = 0. Koska

) . lx =1
1 = 1 =
fim 1) = Jiy == = e

niin on olemassa sellainen 6 > 0, etti
f(x) > 1 = f(0) Vx € U5(0).

Siis piste x = 0 on funktion f aito paikallinen minimikohta.
Kohdista 1°—4° seuraa, ettéd funktiolla f on aito paikallinen minimikohta pisteissa
x = 0jax =1 sekd aito paikallinen maksimikohta pisteessd x = 2.

Lause 3.13. Oletetaan, ettd funktio f on kahdesti derivoituva pisteessd a ja
f'(a) = 0. Talloin

(1) jos f"”(a) < 0, niin a on funktion f aito paikallinen maksimikohta,

(i1) jos f”(a) > 0, niin a on funktion f aito paikallinen minimikohta.

Todistus. Todistetaan kohta (i), ja jatetddn kohdan (ii) todistus harjoitustehtiviksi.
Jos f”(a) < 0, niin lauseen 2.8 (s. 36) nojalla on olemassa sellainen 6 > 0, etta

f(x) > f'(a) =0 Vx € la-6,al
ja
f(x) < fl(a) =0 Vx € la,a+6].

Derivoituva funktiona f on jatkuva ymparistossa Ugs(a), joten lauseen 3.10 nojalla
funktiolla f on aito paikallinen maksimikohta pisteessi a. O

Esimerkki 3.27. Osoitetaan, ettéd piste x = 0 on funktion
f(x) = e +sinx —2x

aito paikallinen minimikohta.
Nyt
f(x) = e +cosx—2 ja f"(x) = & —sinx.

Koska
(0 =1+1-2 =0 ja f7(0) =1-0=1 > 0,

niin piste x = 0 on funktion f aito paikallinen minimikohta.
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Kuva 3.5. Funktion bx2 + cos x kuvaaja, kun b = le’ b= % jab=1.

Esimerkki 3.28. Tutkitaan, onko funktiolla
f(x) = bx’>+cosx (beR)

paikallista ddriarvokohtaa pisteessd x = 0, ja midritetddn mahdollisen dédriarvon

laatu.
Nyt
f'(x) = 2bx —sinx ja f"(x) = 2b —cosx.

Siis f/(0) = 0 kaikilla » € R. Koska f”(0) = 2b — 1, niin

f7(0) >0, kenb>1, ja  f”(0) <0, kunb < 1.

Titen piste x = 0 on funktion f aito paikallinen minimikohta, kun b > % ja aito

paikallinen maksimikohta, kun b < %
Olkoon sitten b = % Télloin f”(0) = 0, joten lausetta 3.13 ei voida hyddyntaa.

Koska
(x) = 2-%—cosx = 1l-cosx > 0 Ver’%(O),

niin f’ on aidosti kasvava pisteen x = 0 ymparistossi. Siis

f'(x) <0, kun -3 <x <0,
f'(x) =0, kunx=0,
f(x) >0, kun0<x < 3,

joten piste x = 0 on funktion f aito paikallinen minimikohta (kun b = %).

Huomautus 3.14. Jos funktiolla f on vililld / suurin (pienin) arvo, niin se
saavutetaan joko

(i) vilin sisdpisteessd paikallisessa ddriarvokohdassa, tai

(i1) véliin mahdollisesti kuuluvassa paitepisteessa.
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Huomautus 3.15. Jos funktio f on jatkuva ja I on suljettu véli, niin suurin
(pienin) arvo saavutetaan aina. Muulloin saavuttaminen on epidvarmaa.

Esimerkki 3.29. Olkoon a > 1. Osoitetaan, etti
2170 < x4 (1-x)% < 1 Vx € [0,1].

Olkoon
f(x) = x4+ (1 =x)“.

Télloin f on jatkuva sekd derivoituva vililla [0, 1] ja
f(x) = ax* T +a(l-x)*1(=1) = a(x* "= (1 -x)*1).
Koska yleinen potenssifunktio (a — 1 > 0) on vililla [0, 1] aidosti kasvava, niin

ffx)=0 & x*1—(1-x"=0
o xa—l — (1 _x)a—l

© x=1-x

_1
(=1 X—z.

Nyt
fO = fM=1 ja i) = G)+G) =% =2""

Lisiksi 2! < 1, kun a > 1. Siis vililli [0, 1] funktion f suurin arvo on 1 ja pienin
arvo on 217 misti viite seuraa.

3/4 1

1/2 +

1/4 1

\

1/2 1

Kuva 3.6. Funktion x¢ + (1 — x)“ kuvaaja vililla [0, 1], kun a = 2 (katkoviiva) ja a = 3 (yhtendinen
viiva).
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-5+

Kuva 3.7. Funktioiden e* ja x + 1 seké Inx ja x — 1 kuvaajat.

Esimerkki 3.30. Osoitetaan, ettd

et > 1+x Vx e R

ja e’ =1+ x tdsmilleen silloin, kun x = 0.
Tarkastellaan apufunktiota

gx) = " —1-x,
jolloin
g'x) = e -1
kaikilla x € R. Koska ¢° = 1, niin g’(0) = 0. Liséksi e* on aidosti kasvava kaikilla
x € R, joten
g(x)<0 VYx<0 ja gx)>0 Vx>0

eli g on aidosti vihenevé, kun x < 0 (lause 3.9, s. 60), ja aidosti kasvava, kun x > 0
(lause 3.7, s. 59). Siis funktion g pienin arvo g(0) = 0 saavutetaan pisteessid x = 0,
misti viite seuraa.

Esimerkki 3.31. Osoitetaan, ettd

Inx < x-1 Vx>0

jalnx =x — 1 tasmaélleen silloin, kun x = 1.
Tulos on esimerkin 3.30 suora seuraus, silla

x =™ >1 +Inx Vx >0
ja
x = ™ = 1+Ilnx

tasmalleen silloin, kun Inx = 0Oelix = 1.
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Harjoitustehtavia

3.3.1. Tutki, onko piste x = O funktion
f) = (1=e)(1-x)"
paikallinen @driarvokohta.

3.3.2. Madrita funktion
2
f(x) =In(x*+4) + arctan = (x #0)
x
paikalliset dédriarvokohdat ja ddriarvojen laatu vilill4 |0, cof.

3.3.3. Madritéd funktion

f(x) = arctan(x — x?)
paikalliset dédriarvokohdat ja dériarvojen laatu.
3.3.4. Madritd funktion

arccotx, kunx <O,
f(x) =qarccosx, kun0<x <1,

Inx, kunx > 1,
paikalliset dédriarvokohdat ja dériarvojen laatu.

3.3.5. Madrita funktion

2, kun x < 2,
f(x) =
log,(x+2), kunx > 2,

paikalliset dédriarvokohdat ja dériarvojen laatu.
3.3.6. Miiritd funktion

f(x) = (arc tan x)ctn* (x >0)
paikalliset ddriarvokohdat ja dériarvojen laatu.

3.3.7. Madrita funktion

) xinx kun x > 0,
X) =
arccotx, kunx <0,

paikalliset ddriarvokohdat ja dériarvojen laatu.
3.3.8. Miiritd funktion

) 273, kun x <0,
X) =
(2x+1)**, kunx > 0,

paikalliset ddriarvokohdat ja dériarvojen laatu.

3.3.9. Maidritd funktion
f(x) = arctan(cosx)

suurin ja pienin arvo vililla [0, r].

3.3.10. Osoita, etta
xlnx > x-1 Vx > 0.
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4 Pinta-alat ja porrasfunktiot

4.1 Ala- ja ylasumma

Tarkastellaan aluksi seuraavaa yksinkertaista tapaa arvioida jonkin ylhaaltd rajoi-
tetun ei-negatiivisen funktion f kuvaajan ja x-akselin vilistd pinta-alaa A jollakin
vililld [a, b].

1. Jaetaan vili [a, b] osavileihin (n kpl).

2. Muodostetaan kullekin osavilille kaksi suorakulmiota siten, ettéd toisen pinta-
ala pienempi ja toisen suurempi kuin funktion f kuvaajan ja x-akselin vélinen
pinta-ala kyseisella osavililla.

3. Lasketaan yhteen pinta-alat toisaalta niistd suorakulmioista, joiden pinta-
ala on pienempi kuin funktion f kuvaajan ja x-akselin vilinen pinta-ala, ja
toisaalta niistd suorakulmioista, joiden pinta-ala on suurempi kuin funktion f
kuvaajan ja x-akselin vilinen pinta-ala.

Talloin haluttu pinta-ala on yhteenlaskujen tuloksena saatujen arvojen vilissd. Mah-
dollinen virhe riippuu siitd, paljonko suorakulmioiden pinta-alat eroavat etsitystéi
pinta-alasta kullakin osavililla.

Yksinkertainen tapa muodostaa halutut suorakulmiot on hyodyntdd kullakin
osavilillad funktion pienintid ja suurinta arvoa (tai infimumia ja supremumia, jos
pienintd tai suurinta arvoa ei ole olemassa). Tarkastellaan seuraavaksi asiaa vihéan
tasmallisemmin.

Madritellddn aluksi, mitd suljetun vilin jaolla tarkoitetaan.

Mairitelmi 4.1. Vilin [a, b] (dérellinen) jako on joukko P = {xg,x1,...,Xn},
missi
a=xp<x1<---<x,=b.

Jakoa voidaan merkitd myos P, tai P,[a, b].

Huomautus. Koska jatkossa ei tarkastella ddrettomid jakoja, niin puhuttaessa
vilin jaosta tarkoitetaan aina vilin dérellistd jakoa.

Huomautus. Jaon jakopisteet ovat aina suuruusjarjestyksessa. Lisaksi kullakin
jakoviililld on nollaa suurempi pituus.

Sitten mairitellddn tasmallisesti, miten ylld kuvatut infimumia ja supremumia
hyodyntivit suorakulmiot muodostetaan.
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Miaéritelmi 4.2. Olkoon funktio f rajoitettu vililld [a, b], ja olkoon liséksi
P = {xg,x1,...,x,} jokin vilin [a, b] jako. Merkitdin edelleen

m; = inf{ f(x) | x € [xj—1,x;] } = inf{ f(x) | xj1 <x<x;}
ja
M; = sup{f(x) | x € [xj1,x/]} = sup{f(x) | xjo1 <x <),

kun j =1,2,...,n. Tdlloin summaa
n
Lp(f) = ij (xj = xj-1)
J=1
sanotaan funktion f jakoa P vastaavaksi alasummaksi ja summaa

Up(f) = ) M;(xj=xj-1)
=1

J

sanotaan funktion f jakoa P vastaavaksi yldsummaksi.

Huomautus. Alussa tarkastellulle pinta-alalle A pitee

Lp(f) < A < Up(f).

Esimerkki 4.1. Arvioidaan funktion

2x —4, kunx € [2,3],
fx) =
6-x, kunxe]3,4],

kuvaajan ja x-akselin viliin jadvin alueen pinta-alaa A vililld [2, 4] yld- ja alasummia
kayttden, kun vilin jako on tasavilinen ja osavilien lukumééra n = 4.
Koska jako on tasavilinen ja osavilejd on 4, tarkasteltava jako on vilin [2, 4]

jako P = {2, %,3, %,4}. Nyt

m inf{f(x)|x€[
my :inf{f(x)|x€[
ms :inf{f(x)|x€[
my :inf{f(x)|x€[

ja
M, = sup{f(x)|x€

Ms = sup{f(x)|x€
My = sup{f(x)lxe
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Kuva 4.1. Esimerkin 4.1 funktion f kuvaaja vililld [2, 4] sekd jakoa P = {2, % 3, %, 4} vastaavat
funktion f ala- ja ylisummat.

Koska jaon P jokaisen osavilin pituus on %, saadaan

4
Le(f) = Y mj-% = (0+142+2)-} = 3
=1
ja
4
Up(f) = ZMj-% = (1+2+3+3)-5 = 1.
J=1

.5 17
Snsz <A< 7.

Tuntuu luonnolliselta ajatella, ettid kun jakoa tihennetiin, niin ainakin riittavan
siististi kayttaytyvilld funktioilla Lp( f) ja Up( f) ldhestyvit toisiaan ja samalla myds
pinta-alaa A. Tdma havainto toimii usein integraalin méérittelyn lahtokohtana.

Pelkkd intuitioon pohjautuva havainto ei kuitenkaan riitd integraalin maédritel-
maksi. Integraalin méadrittely voidaan suorittaa tdsmallisesti esimerkiksi tutkimalla
alasumman supremumia ja ylisumman infimumia. Menettely onkin varsin yleisesti
kiytetty. Jatkossa kyseistd tekniikkaa ei kuitenkaan kiytetd, vaan integraali mééritel-
ladn tdsmallisesti porrasfunktioiden (ks. luku 4.2) avulla.

Huomautus 4.1. Jos mééritelmissd 4.2 valitaan infimumin tai supremumin
sijasta mikd tahansa vilin [x;_1, x;] piste £;, summaa

Sp(f.&) = Zf(fj)(xj —-Xj_1)
=)

sanotaan funktion f jakoa P vastaavaksi Riemann-summaksi tai Riemannin
summaksi.

Riemannin summaan palataan myohemmin luvussa 5.7. Myos Riemannin summa
voidaan ottaa integraalin tdsmaéllisen médrittelyn perustaksi.
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Harjoitustehtavia

4.1.1. Laske vilin [0, 1] jakoja P; = {0, 4—1‘, %, 1} ja Py = {O, %, %, 1} vastaavat
funktion

flx) =2

ala- ja ylasummat.

4.1.2. Laske funktion sinx ala- ja yldsumma vililld [0, 2], kun jako on tasavilinen
ja osavilien lukumiird n = 4.

4.1.3. Arvioi ala- ja ylisummia kayttdmalld funktion

x*>+3, kun|x| <1,
f(x) =
4 —2x, kun |x| > 1,

kuvaajan ja x-akselin viliin jddvin alueen pinta-alaa vélilld [-2, 2], kun (a) vilin
jakopisteet ovat {—2, —1, 1,2}, (b) jako on tasavilinen ja osavilien lukuméérid n = 4.

4.1.4. Arvioi ala- ja ylisummia kayttdmalld funktion

x2, kunx > 0,
foo = {x2 +1, kunx <0,

kuvaajan ja x-akselin viliin jadvin alueen pinta-alaa vélilld [-2, 2], kun (a) vilin
jakopisteet ovat {—2, —1, 1,2}, (b) jako on tasavilinen ja osavilien lukumé&érd n = 4.

4.1.5. Arvioi ala- ja yldisummia kdyttdmalld funktion

)=

kuvaajan ja x-akselin viliin jaavian alueen pinta-alaa vililla [1,2], kun jako on
tasavilinen ja osavilien lukuméird n = 4.

4.1.6. Olkoon
x+5

) = 222
Anna esimerkki sellaisesta vilin [0, 5] jaosta P, ettd Up(f) — Lp(f) < 1.

4.1.7. Olkoon f vililld [a, b] jatkuva funktio, P jokin vilin [a, b] jako ja Lp(f)
ja Up(f) funktion f jakoa P vastaavat ala- ja yldsumma. Osoita, ettd on olemassa
sellaiset luvut ¢y, ¢» € [a, b], ettad

Lp(f)=fle)b-a) ja  Up(f)=f(c2)(b-a).
Vihje: Suljetulla vililla jatkuvan funktion ominaisuudet.

4.1.8. Laske funktion
f(x)=x+2

jakoa P = {—1, —%,0,2} vastaava Riemannin summa Sp(f, &), kuné; =-1,& =0
ja& =1
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4.1.9. Olkoon P = {0, 1,2, 3,4} vilin [0, 4] tasavilinen jako ja

J(x) =lx—1].

Maiiritd sellaiset jaon P osavélien pisteet, ettd funktion f jakoa P vastaava Riemannin
summa Sp(f, &) on (a) 4, (b) 5, (¢) 6. Laske myos Lp(f) jaUp(f).

4.1.10. Olkoon P = {0, 2,3} vilin [0, 3] jako. Anna esimerkki sellaisesta funktios-
ta f, ettd funktion f jakoa P vastaava Riemannin summa Sp(f, &) eiole Lp(f) tai
Up(f) milldéan pisteiden & valinnalla.
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4.2 Porrasfunktio

Luvun 4.1 lopussa todettiin, ettd integraalin tdsmallisessd madrittelyssd hyddynnetiédn
nyt porrasfunktioita. Mairitelldéin seuraavaksi, mitd porrasfunktiolla tarkoitetaan.

Mairitelmi 4.3. Funktio f: [a,b] — R on porrasfunktio vililla [a, b]
(tai vélin [a, b] porrasfunktio), jos on olemassa sellainen vilin [a, b] jako
{x0,x1,...,x,} jasellaiset luvuta; e R (j =1,2,...,n), ettd

fx)=a; Vx € |xj_1,x;[.

Huomautus. Porrasfunktion vilijaon voi tehdd monella tapaa.

Huomautus. Porrasfunktion arvoille vilijaon jakopisteissi ei aseteta mitdin
ehtoa (toki funktio on maédritelty koko vililld, joten silld on jakopisteissdkin
joku arvo).

Vilin [a, b] porrasfunktio muodostuu vilin [a, b] avoimilla osavéleilld miari-
tellyistd vakiofunktioista. Lisdksi porrasfunktiolla on joku arvo vilin jakopisteissi.
Porrasfunktion porraspisteitd ovat funktion epijatkuvuuskohdat valilla [a, b] sekid
vilin [a, b] paitepisteet. Porrasfunktion vakioarvo voi vaihtua vain porraspisteessa.

Mairitelméssa 4.3 esiintyvin jaon P pitdd sisdltdd kaikki funktion porraspisteet.
Liséksi jako P voi siséltdd muitakin pisteitd (eli porrasfunktio voi saada saman arvon
usealla jakovilill4 ja vield jakopisteissékin).

Kuvassa 4.2 on esitetty yksi mahdollinen porrasfunktio. Kdytdnnossd monis-
teessa tarkasteltavat porrasfunktiot toki ovat huomattavasti saannollisempia. Itse
asiassa tarkasteltavien porrasfunktioiden arvot vastaavat usein jonkin funktion ala-
tai ylisumman laskemisessa kaytettyji arvoja (ks. kuva 5.2, s. 104).

A
[ ]

—

. — i Pl

' Loe z e —

a=xg Tl T2 T3 T4 r5xe ix7 T8 T9=Db
H H H H
°
Kuva 4.2. Vilin [a, b] porrasfunktion arvot ja porrasfunktion vilijako P = {a = x¢, x1,...,x9 = b}.

Funktion porraspisteet ovat jaon P pisteet lukuun ottamatta pistetté xs.
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A
4 T L4 ®
. —>
1 4 6 8

Kuva 4.3. Esimerkin 4.2 porrasfunktio.

Esimerkki 4.2. Funktio f: [0,8] — R,

I, kun0<x<1,
4, kunl <x <4,
f(x) =492, kun4 <x <6,
0

kun x = 6,

2

3, kun6 < x <8,

on vilin [0, 8] porrasfunktio. Funktion porraspisteet ovat 0, 1, 4, 6 ja 8. Funktion
vilijaoksi kelpaa miké tahansa vilin [0, 8] jako, joka siséltdd funktion porraspisteet.

Esimerkki 4.3. Lattiafunktio f: R — Z,
f(x) = x|

on porrasfunktio milld tahansa suljetulla reaalilukuvililld [a, b]. Funktion porraspis-
teet ovat vilin [a, b] paitepisteet sekd vililld |a, b| sijaitsevat kokonaislukupisteet
(ks. kuva 4.4). Funktion vilijaoksi kelpaa miki tahansa vilin [a, b] jako, joka sisdltdd
funktion porraspisteet.

A

+3 °

2 -—

1 —

-3 -2 -1 1 2 3
—1f 1
— -2
-— -3

Kuva 4.4. Lattiafunktion f(x) = |x] kuvaaja valilla [-3, 3]. Funktion porraspisteet vélilld [-3, 3]
ovat -3, -2, -1,0, 1,2 ja 3.
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Esimerkki 4.4. Osoitetaan, ettd funktio

Jf(x) =2x] -1

on porrasfunktio valilld [1, 3].
Tutkimalla funktion f arvoja havaitaan, ettd vililla [1, 3]

kunx =1,

-

kunl<x§%,

kun%<x§2,

kun2<x§%,

kun%<x$3.

-

fx) =

B L=

-

w

Siis esimerkiksi jako P = {1, %, 2, %, 3} on sellainen vilin [1,3] jako, ettd funk-

tion f arvo on vakio kullakin jaon P avoimella osavililld. Taten f on porrasfunktio
vililla [1, 3].
Y1l4 olevan esitystavan sijasta funktion arvot voidaan esittdd myos esimerkiksi

1, kunx =1,
fx) =1,
Jj—1, kunx €I},

missi L
I = ]%,g] (j=3,4,5,6).

Tamad esitystapa on kéyttokelpoinen varsinkin silloin, kun tarkasteltavia osavileja on
paljon.

Huomautus 4.2. Jos f ja g ovat vilin [a, b] porrasfunktioita ja A € R, myos
Af, f+ g ja fgovatvilin [a, b] porrasfunktioita.

Todistus. Osoitetaan, ettd Af on vilin [a, b] porrasfunktio. Muiden tapausten todis-
tus jatetddn harjoitustehtiviksi.

Olkoon siis f vilin [a, b] porrasfunktio ja 4 € R. Koska f on vilin [a, b]
porrasfunktio, on olemassa sellainen vilin [a, b] jako {a = xo,x1,...,x, = b} ja
sellaiset ay, as,...,a, € R, ettd

fx)=a; Vx € |xj_1,x;[,
kun j =1,2,...,n. Titen
(Af)(x) = A-a; Vx € |xj_1,x;[,

kun j =1,2,...,n.Siis Af on vilin [a, b] porrasfunktio. O

Huomautus 4.3. Olkoon ¢ € ]a, b|[ jokin vilin [a, b] sisdpiste. Tdlloin f on
porrasfunktio vililld [a, b] tasmilleen silloin, kun funktion f rajoittumat véleille
[a, c] ja [c, b] ovat porrasfunktioita kyseisilld vileilld (harjoitustehtiva).
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Esitetddn luvun 4.2 lopuksi vield aputulos, jota tarvitaan myohemmin. Aputulos
tarkoittaa, ettd jos rajoitettua funktiota f arvioidaan porrasfunktioiden avulla, merki-
tystd on yleensd vain porrasfunktioilla, joiden arvot ovat riittdvin lahelld funktion f
arvoja.

Lause 4.4. Olkoon M > 0 ja f sellainen funktio, ettd 0 < f < M vililld |a, b].
Jos g ja h ovat porrasfunktioita ja g < f < hviililli [a, b], niin on olemassa
sellaiset vilin [a, b] porrasfunktiot g’ ja I, ettd

0<g <f<h<Mm

ja

W-g < h-g.

Todistus. Harjoitustehtiva.

Huomautus. Funktioita vertailtaessa (ja muissakin yhteyksissd) jatetdin usein
funktion argumentti kirjoittamatta. Ndin on menetelty myos lauseessa 4.4, missi

esimerkiksi
glx) < f(x) £ h(x) Vx € [a, b]

on ilmaistu lyhyemmin toteamalla, ettd ¢ < f < h vililld [a, b]. Jos ei ole
sekaannuksen vaaraa, ndin voidaan menetelld. Tarvittaessa argumentti on tietysti
kirjoitettava nikyviin.

Harjoitustehtavia

4.2.1. Anna jokin vilin [0, 2] jako, joka siséltdd porrasfunktion
fx) = &% —x]

porraspisteet vililld [0, 2].

4.2.2. Osoita, etti funktio
fx) =[2x] -1

porrasfunktio valilla [1, 3].
4.2.3. Tutki, mitkd funktioista

x-[¥°1, x- L, IXl-x, [x1-Ix| ja [x]-lx]
ovat vilin [—1, 1] porrasfunktioita.

4.2.4. Olkoon A = { % |neZ, } Tutki, onko funktio

x, kunx e A,
flo = {2, kunx ¢ A,

porrasfunktio (a) vililla [0, 1], (b) vililld [a, 1] (0 < a < 1).
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4.2.5. Tutki, onko funktio

—

=, kunx >0,
fx) =451
0, kunx <0,
porrasfunktio (a) vililla [0, 5], (b) vililld [a, 5] (0 < a < 5).
4.2.6. Anna esimerkki sellaisesta vilin [1, 4] porrasfunktiosta f, ettid
f(x) < 2x < f(x)+1
kaikilla x € [1,4].

4.2.7. Onko mahdollista, ettd | f| on vilin [a, b] porrasfunktio, vaikka f ei ole vilin
[a, b] porrasfunktio?

4.2.8. Olkoot f ja g vilin [a, b] porrasfunktioita. Osoita, ettd myos (a) f + g, (b) fg
on vilin [a, b] porrasfunktio.

4.2.9. Olkoon g: R — R jokin funktio ja f vilin [a, b] porrasfunktio. Osoita
todeksi tai (vastaesimerkilld) epatodeksi, ettd myds (a) g o f, (b) f o g on vilin [a, b]
porrasfunktio.

4.2.10. Olkoon f jokin ei-negatiivinen funktio ja g sellainen porrasfunktio, ettd
g < f vililld [a, b]. Osoita, ettd on olemassa sellainen vilin [a, b] porrasfunktio £,

etta
0<h<f ja g < h<f.
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4.3 Porrasfunktion integraali

Aloitetaan integraalin tdsmallinen midérittely tutkimalla porrasfunktion integraalia.

Miiritelmi 4.4 (Porrasfunktion integraali). Olkoon f: [a,b] — R porras-
funktio ja P = {xq, x1, . . . , X, } sellainen vélin [a, b] jako, ettd

f(x)=a;  Vx€lxj1,x5[,
kun j =1,2,...,n. Olkoon lisidksi
f(]j) = Xj —Xj-1

jaon Posavilin/; = |x;_1,x;[ pituus (j = 1,2, ..., n). Tilloin porrasfunktion f
integraali yli vilin [a, b] on

b b n
/f = /f(x)dx = > aj- ().
a a J=1

Huomautus. Porrasfunktion integraalin merkinnéssa dx tarkoittaa, ettid integroita-
van porrasfunktion integraalia lasketaan muuttajan x suhteen.

Huomautus 4.5. Porrasfunktion integraali ei riipu valitusta vélijaosta P (har-
joitustehtava).

Huomautus 4.6. Porrasfunktion integraali ei riipu milldédn tavalla funktion
arvosta vilijaon jakopisteissa.

Huomautus. Porrasfunktion integraali on reaaliluku.

EsimerkKi 4.5. Vakiofunktio

f(x)=c  (ceR)

on porrasfunktio milld tahansa vililld [a, b], silla tarvittavaksi jaoksi voidaan valita
P ={a, b} (eli vain yksi jakovili). Talloin

b

bf(x)dx = [cdx = c-(b-a).
freac= |

a
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Esimerkki 4.6. Miiritetdin lattiafunktion (ks. esimerkki 4.3) f: [-1,3] — Z,

f(x) = Lx]

porrasintegraali yli vélin [—1, 3].
Tarkastellaan vilin [—1, 3] jakoa P = {-1,0, 1,2, 3}. Tdlloin kunkin osavilin
pituus on yksi, joten
3
[
-1

(=) 1+0-1+1-1+2-1

= -1+0+1+2
= 2.

Y14 olevista esimerkeistd havaitaan, ettd porrasfunktion integraalin lasku on
yleensi helppoa, silld kyse on vain yhteen- ja kertolaskuista. Koska porrasfunktion
integraali ei riipu milldén tavalla valitusta vilijaosta eikéd funktion arvosta vilijaon
jakopisteissd, integraalin arvo pystytddn laskemaan helposti my0s tapauksissa, joissa
funktion arvo on maédritelty eri tavalla yksittédisissad pisteissd. Asiaa hydodynnetddn
esimerkissd 4.7.

Esimerkki 4.7. Olkoon n € Z, ja P, vilin [0, 1] jako, jonka jakopisteet ovat
Pn:{l—7 eQ‘p:O,l,...,n, q= 1,2,...,n,p gq},
q

Madritetddn porrasfunktion

kun x € P,

I,
ha(x) =191
" ~, kunxe [0,1]\ P
n

porrasintegraali yli vilin [0, 1].
Olkoon £ jaon P, jakovilien lukumaiird, ja olkoot £(11), €(13), ..., {(I;) jaon P,
jakovilien pituudet. Talloin

1
‘O/hn(x) dx =

Esimerkissd 4.8 tavoitteena on 10ytidd porrasfunktio, jonka arvot jakovileilld ovat
funktion x? arvoja suurempia, mutta jonka integraalin arvo on kuitenkin pienempi
kuin % Samalla tulee osoitetuksi, ettd funktion x> kuvaajan ja x-akselin vilinen
pinta-ala on pienempi kuin % (vrt. luvun 4.1 ala- ja ylisummat).

Esimerkissé on esitetty kaksi tapaa sopivan porrasfunktion 16ytimiseksi. Ensim-
mdiisessd tavassa (’yritys ja erehdys”) kokeillaan pienilld jakovélien lukumaiirilld ja
mahdollisimman pienilld kelvollisilla porrasfunktion arvoilla, onko integraalin arvo
jo riittdvén pieni. Tapa toimii tietysti vain, jos haluttu porrasfunktio 16ytyy pienel-
14 jakovilien lukumadrilla. Toisessa tavassa tutkitaan tasavélistéd jakoa ja annetaan
jakovilien lukumaédran kasvaa. Tamai tapa voi toimia myos silloin, kun tarvittavia
jakovilejd on paljon.

'M*

— () = Ze(z)

J=1
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Esimerkki 4.8. Olkoon
flx)=x>.

Maiiritetddn sellainen porrasfunktio 4, ettd f < h vililld [0, 1] ja

1
/h<
0

Tarkastellaan aluksi tapauksia, joissa vilin [0, 1] jaon osavilien lukumé&éra on

| =

pieni. Jos P = {0 = x¢, x1,...,x, = 1} on vilin [0, 1] jako, niin asetetaan £(0) = 0
ja

h(x) = x? Vx € |xj-1,x/],
kun j = 1,2,...,n. Koska f on kasvava vililla [0, 1], niin tdlldin & on sellainen

vilin [0, 1] porrasfunktio, ettd f < h vililla [0, 1].
Kun P = {0, 1} (eli vain yksi jakovili), niin

1
/h:1~1:1>
0

Siis jakoa P vastaava porrasfunktio /4 ei kelpaa.
Kun P = {O ! l} (eli tasavilinen jako, jossa on kaksi jakovilid), niin

>3
1
[r-
0

Siis jakoa P vastaava porrasfunktio / ei kelpaa.

Kun P = {O, %, %, 1} (eli kolme jakovilid), niin

1
[
0

Téten jakoa P vastaava porrasfunktio 4 kelpaa. Jos siis

| =

9
= — >
16

| =

1
1.2
M)

oo =—
N =

1 16 +27 + 64 107
+1-- = = <
4 256 256

+
O\l[\)
FSN N |
A
N —

oo =—
| =

0, kunx=0,

1 1

= kunx € ]O —]

8’ b 2 b
h(x) = 7

kunxe]%,% ,
I, kunxe]3,1],

niin 4 on sellainen vilin [0, 1] porrasfunktio, ettd f < h vililld [0, 1] ja

1
/h<
0

| =
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Edelli esitetty menettely toimii tietysti vain, jos haluttu porrasfunktio 16ytyy pie-
nelld jakovilien lukumaérilld. Paremmin yleistyvd menetelmai saadaan, kun tutkitaan
tasavilistd jakoa ja annetaan jakovilien lukumaiirin kasvaa.

Olkoon siisn € Z,, t = % ja P ={0,t,2¢t,...,nt = 1} vilin [0, 1] tasavilinen
jako. Olkoon edelleen £,(0) =0 ja

ha(x) = (j’  Vxe](j - D, jil,
kun j = 1,2,...,n. Koska f on kasvava vililld [0, 1], niin tdlldin 4, on sellainen

vilin [0, 1] porrasfunktio, ettd f < h, vililla [0, 1].
Hyodyntimilli aputulosta!

& 3 nz(n + 1)2
ZJ - T4
j=1

saadaan
1 n n 2 2
, _ 1 n*(n+1) (n+1)>?
h, = 0t =14 3o . = .
/n j_l(J) ]Z_;J " 7 o
o _ _
Koska
+1)?% 1 Z,
(n4 2) <3 e Rt2n+l <2 © nP-2n-1>0 " n>3,
n

niin esimerkiksi /3 kelpaa halutuksi porrasfunktioksi.
Yleisesti saadaan (kun a > }‘)

(n+1)? 1( 1
4n? 4

2 1
1+—) <a & - <2Va-1
n n
1
24a -1
joten tehtdvd on helppo ratkaista myOs pienemmilléd tavoitearvoilla kuin a = %
Esimerkiksi

n >

1 3 2 neZ,
n > = V3 = \/3( +\/§) = 3+2V3 (E:) n>7,
) %_ 2_\/§ 4-13

joten

: 1
/h7 < §
0

ITodistus esimerkiksi induktiolla.
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Esimerkissi 4.8 esitetyt menetelmit soveltuvat tietysti myos, kun tavoitteena on
16ytad porrasfunktio, jonka arvot jakovileilld ovat annetun funktion arvoja pienempid,
mutta jonka integraalin arvo on suurempi (tai yhtisuuri) kuin jokin annettu luku.
Usein tapaukset my0s yhdistyvit ja tavoitteena on l0ytdd annetun funktion ylai-
ja alapuolelta porrasfunktiot, joiden porrasintegraalien erotus on haluttua vakiota
pienempi.

Luvun 4.3 lopuksi esitetdédn vield muutamia porrasintegraalien perusominaisuuk-
sia. Ominaisuudet ovat ilmeisid porrasfunktioiden maérittelyn perusteella. Tasmal-
liset todistukset tapahtuvat taas siirtdmailld tarkastelu yksittédiselle jakovilille ja ne
jdtetddn osin harjoitustehtaviksi.

Lause 4.7. Jos g ja h ovat porrasfunktioita ja g < h vdlilld [a, b], niin

b b
/gﬁ/h.
a a

Todistus. Harjoitustehtava.

Lause 4.8 (Lineaarisuus). Jos f ja g ovat vdlin [a, b] porrasfunktioita ja
A € R, niin

b

/(ﬂf)=/1/bf ja /b<f+g>:/bf+/bg.

a a

Todistus. Todistetaan vakiolla kertomista koskeva tulos. Funktioiden summaa kos-
keva tulos jitetddn harjoitustehtaviksi.
Olkoon siis f vilin [a, b] porrasfunktio ja 4 € R. Koska f on vilin [a, b]

porrasfunktio, on olemassa sellainen vilin [a, b] jako P = {a = x¢,x1,...,X, = b}
jasellaiset ay, as, ..., a, € R, ettd
fx)=a;  VYx € lxj-1,x],

kun j =1,2,...,n. Jos nyt
f(]j) = Xj —Xj-1

on jaon P osavilin /; = |x;_1,x;[ pituus (j = 1,2,...,n), niin

b n n b
[an = Yaa-eap =2y ey =afr
a J=1 J=1 a
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Lause 4.9 (Additiivisuus). Olkoon f vilin |a, b] porrasfunktio ja c € |a, b]|.
Tdlloin
b c b
Jr=[r]r
a a C

Todistus. Koska f on vilin [a, b] porrasfunktio ja ¢ € ]a, b[, niin f on porrasfunk-
tio! myos vileilld [a, ¢] ja [c, b] (huomautus 4.3, s. 81).

Olkoon nyt P jokin vilin [a, b] jako, joka sisdltdd kaikki funktion f porraspisteet
vélilld [a, b], ja P’ = {x¢,X1,...,x,} vilin [a, b] jako P’ = P U {c}. Oletetaan
lisdksi, ettd

f&x)=a;  Vxe€lxj_1,x],

kunj=1,2,...,n.

Télloin ¢ = x; jollakin k& € {1,2,...,n — 1}. Lisdksi {xg,xq,...,Xx} on
vilin [a, c] jako, joka sisdltdd kaikki funktion f porraspisteet vililld [a,c], ja
{Xk> Xk+1, ..., Xy} Oon vilin [c, b] jako, joka siséltdi kaikki funktion f porraspisteet
vililld [c, b]. Koska porrasfunktion integraali on riippumaton vilitusta vilijaosta,
niin

n

b
/f = Zaj’(xj_xj—l)

j=1
k n
= Zaj (xj —xj_1) + Z aj-(xj—xj-1)
j=1 j=k+1
c b

I
—.
\
+
—
™
O

Harjoitustehtivia
4.3.1. Anna jokin vilin [—1, 2] jako, joka sisdltdd porrasfunktion
@ f(x) = %] -1, (®) f(x) = Lx]+|x+ 3]
porraspisteet vililld [—1, 2], ja madrita funktion f porrasintegraali yli vilin [—1, 2].
4.3.2. Anna jokin vilin [0, 6] jako, joka sisdltdd porrasfunktion
fO) =[xl [3-5]

porraspisteet vililld [0, 6], ja mééritd funktion f porrasintegraali yli vilin [0, 6].

I Tasmillisesti ottaen porrasfunktioita ovat funktion f rajoittumat kyseisille vileille.
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4.3.3. Olkoon n € Z.. Osoita, etti

(a) /l_xjdx = n(n—l), (b) /[x] dx = n(n+1).
0 0

2 2

4.3.4. Olkoon n € Z, ja g sellainen vilin [0, n] porrasfunktio, ettid g(x) = (=1)* - k
aina, kun kK < x < k + 1 (k € N). Olkoon lisiksi

n

r = [gwax

0
(a) Madritd f(3) ja f(4). (b) Tutki, milld luvun n arvoilla | f(n)| = 5.

4.3.5. Anna esimerkki sellaisesta vilin [0, 4] porrasfunktiosta f, ettid

2 3 4
/f:4, /f:Sja /f:2.
0 0 0

4.3.6. Anna esimerkki sellaisesta vélin [—2, 4] porrasfunktiosta f, ettd

0 1 2 4
[r=6 [r=[r=50 [r=0
5 ) ) 5

4.3.7. Olkoon f(x) = x> — 2x + 1. Anna esimerkki sellaisesta vilin [0, 3] porras-
funktiosta g, ettd g < f vililld [0, 3] ja

3

3
3
(a) /g:l, (b) /gZE
0

0

4.3.8. Olkoon f(x) = |x —3|. Anna esimerkki sellaisesta vilin [1,7] porrasfunk-
tiosta h, ettd f < h vililld [1,7] ja

7 7

(a) /h:16, (b) /h:13.

1 1

4.3.9. Olkoon f(x) = |x + 1|. Anna esimerkki sellaisista vilin [—3, 3] porrasfunk-
tioista g ja h, ettd g < f < h vililld [-3,3] ja
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4.3.10. Olkoon

x+2, kunx <0,
f0 = {4—x, kunx > 0.

Anna esimerkki sellaisista vilin [—2,4] porrasfunktioista g ja h,ettd g < f < h

vililld [-2, 4] ja
4 4

4.3.11. Olkoon f(x) = 5x + 1. Anna esimerkki sellaisesta vilin [0, 4] porrasfunk-
tiosta g, ettd g < f vililld [0,4] ja

4 4

(a) /g>34, (b) /g>43.

0 0

4.3.12. Olkoon f(x) = 2x + 3. Anna esimerkki sellaisesta vilin [0, 6] porrasfunk-
tiosta i, ettd h > f vililld [0, 6] ja

6

6
(a) /h<60, (b) /h<55.
0

0

4.3.13. Olkoot f ja g sellaisia vilin [a, b] porrasfunktioita, ettd f > Ojag < M
(M € R) vililld [a, b]. Osoita suoraan porrasfunktioiden arvoja tarkastelemalla, etti

b b
[re<u/r

4.3.14. Osoita, ettd jos g ja h ovat porrasfunktioita ja g < h vililld [a, b], niin

b b
/gﬁ/h.
a a

4.3.15. Osoita todeksi tai (vastaesimerkilld) epdtodeksi, ettd jos g ja h ovat vilin

[a, b] porrasfunktioita ja
b b
/ g =< / h,
a a

4.3.16. Osoita todeksi tai (vastaesimerkilld) epédtodeksi, ettd jos fi, f2, g1 ja g2 ovat
sellaisia vilin [a, b] porrasfunktioita, ettd f| < g ja fo» < g, vililld [a, b], niin

niin g < A vililld [a, b].

b

/bflfz < /glgz-

a
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4.3.17. Anna esimerkki sellaisista vilin [2, 4] porrasfunktioista f ja g, ettd f < 3

vililld [2,4] ja
4 4
/fg > 3/g.
2 2

4.3.18. Osoita, ettd jos f ja g ovat vilin [a, b] porrasfunktioita, niin

b b b
/(f+g)=/f+/g-

4.3.19. Olkoon f sellainen vilin [0, 8] porrasfunktio, ettéd

3 4 8
/f:9, /f:Sja /f:8.
0 0 4

8 4 8
(@ / f® / iR © / f.
0 3 3

Anna my0s esimerkki vilin [0, 8] porrasfunktiosta, joka toteuttaa ylld olevat ehdot.

Maiirita

4.3.20. Olkoot fi(x) ja fo(x) sellaisia vililld [a, b] midriteltyjd funktioita, ettd
f1(x) = fo(x) vililld [a, b] lukuun ottamatta yhti pistettd pistettd ¢ € ]a, b[. Olkoon
lisdksi € > 0. Osoita, ettd jos on olemassa sellaiset vilin [a, b] porrasfunktiot g ja £,

ettd g < fi < hvililld [a, b] ja
b b
/h —/g < g,

niin on olemassa myo0s sellaiset vilin [a, b] porrasfunktiot g’ ja i/, ettdi g’ < fo < I’

vililld [a, b] ja
b b
/h’—/g' < &.
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S Riemann-integraali

5.1 Ala- ja ylaintegraali

Jos funktio f on rajoitettu vililld [a, b], niin on olemassa sellaiset vakiot m € R ja
M € R, ettd
m < f(x) <M Vx € [a, b].

Jos lisdksi g ja h ovat sellaisia porrasfunktioita, ettd g < f < h vililld [a, b], niin
g§<M ja h>m

vililld [a, b]. Koska vakiofunktio on porrasfunktio, niin lauseen 4.7 (s. 88) nojalla

b b
/g < /M =M-(b-a)
a a
ja
b b
/h > /m =m-(b-a).
Siis joukko
b
(5.1) L = {/g ‘ g on porrasfunktio ja g < f vililla [a, b] }

on ylhéilti rajoitettu ja joukko

b
(5.2) U = {/h ‘ h on porrasfunktio ja f < h vililla [a, b] }
a
on alhaalta rajoitettu. Liséksi kumpikaan joukoista ei selvéstikéin ole tyhjid joukko.

Téten joukon L supremum ja joukon U infimum ovat olemassa ja voidaan asettaa
seuraava madritelma.

Miaritelmi 5.1. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio, ja olkoot L ja U
ehdoissa (5.1) ja (5.2) maédritellyt joukot. Tadlloin

I.(f,la,b]) = supL
on funktion f alaintegraali yli vilin [a, b] ja
Iy(f,la,b]) = infU

on funktion f yldintegraali yli vilin [a, b].
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Yleisesti joukossa L ei vilttamittd ole suurinta alkiota ja joukossa U ei viltti-
mittd ole pienintd alkiota, joten ala- ja yldintegraalin miirittelyssd on kaytettava
supremumia ja infimumia.

Funktion f alaintegraali siis saadaan, kun otetaan kaikkien funktiota f pienem-
pien porrasfunktioiden integraalien (ovat siis reaalilukuja) joukon L supremum,
ja yldintegraali vastaavasti, kun otetaan kaikkien funktiota f suurempien porras-
funktioiden integraalien (ovat my0s reaalilukuja) joukon U infimum. Tarvittaessa
yhtidsuuruus huomioiden.

Esimerkki 5.1. Méiritetddn Dirichlet’n funktion

L kun x € Q,
f(x)_{o, kunx € R\ Q,

ala- ja yldintegraali yli vilin [a, b].

Funktio f on selvisti rajoitettu vililld [a, b], joten etsittivit ala- ja yldintegraali
ovat olemassa.

I Maédritetddn ensin alaintegraali I (f, [a, b]). Olkoon siis L ehdossa (5.1)
madritelty joukko.

1°: Olkoon g jokin sellainen porrasfunktio, ettd g < f vililld [a, b]. Olkoot
lisdksi Iy, I, . . ., I, porrasfunktion g jotakin jakoa vastaavat (avoimet) jakovilit ja
ai, az, ..., a, funktion g (vakio)arvot jakovileilld I, I, ..., I,. Talloina; < 0
(j =1,2,...,n), silld jokainen reaalilukuvili siséltdd irrationaalipisteitd. Tdten

b
n n

/g = Y a;- () < Y 0-€(I)) =0,
: -

u J=1 J

missd £(/;) on osavilin /; pituus. Siis z < 0 kaikilla z € L, joten 0 on yksi joukon L
yldrajoista.
2°: Tarkastellaan porrasfunktiota g(x) = O kaikilla x € [a, b]. Tdlloin g < f

vililld [a, b] ja
b b
/g:/O:O-(b—a)zo.
a a

Siis 0 € L.

Kohdista 1° ja 2° seuraa nyt lauseen 1.2 (s. 5) perusteella, ettid
I1(f,[la,b]) = supL = maxL = 0.

II: Mairitetdadn sitten vastaavalla tavalla yldintegraali Iy;(f, [a, b]). Olkoon U
ehdossa (5.2) midritelty joukko.

1°: Olkoon £ jokin sellainen porrasfunktio, ettd f < h vililld [a, b]. Olkoot
lisdksi Iy, I, . .., I, porrasfunktion # jotakin jakoa vastaavat (avoimet) jakovilit ja
ai, az, ..., a, funktion h (vakio)arvot jakovileilla Iy, I, ..., I,. Tilloin a; > 1
(j =1,2,...,n), silld jokainen reaalilukuvili siséltdi rationaalipisteitd. Tdten

b n n

/h = Zaj-f(lj) > 21-5(1,-) = b-a,
j =1

a J=1 J
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missd £(/;) on osavilin /; pituus. Siis z > b — a kaikilla z € U, joten b — a on yksi
joukon U alarajoista.
2°: Tarkastellaan porrasfunktiota i(x) = 1 kaikilla x € [a, b]. Tdlloin f < h

vililld [a, b] ja
b b
/h = /1 =1-(b—-a) = b-a.
a a

Siisb—a € U.

Kohdista 1° ja 2° seuraa nyt lauseen 1.2 (s. 5) perusteella, ettd
Iy(f,la,b]) = infU = minU = b -a.

Ala- ja yldintegraalin méirittelyn sekd porrasfunktioiden, supremumin ja infimu-
min perusominaisuuksien nojalla voidaan esittdd alla olevat huomautukset. Aluksi
huomautuksessa 5.1 todetaan, ettd funktion alaintegraali on aina pienempi tai yhtd
suuri kuin sen yldintegraali. Ala- ja yldintegraali eivit kuitenkaan vilttamattd ole
aina yhtd suuret, mikd ndhtiin esimerkissa 5.1.

Huomautus 5.1. Lauseiden 1.4 (s. 6) ja 4.7 (s. 88) nojalla aina

IL(f’ [(l,b]) < IU(f’ [a,b]),

mutta vilttamatta ei pade (ks. esimerkki 5.1)

IL(f’ [a’b]) = IU(f’ [Cl,b])

Huomautus 5.2 toteaa sindnsd ilmeisen asian, ettd kaikkien funktiota f pie-
nempien porrasfunktioiden integraalit ovat funktion f alaintegraalia pienempid ja
kaikkien funktiota f suurempien porrasfunktioiden integraalit ovat funktion f yldin-
tegraalia suurempia. Taaskin yhtidsuuruus tarvittaessa huomioiden.

Huomautus 5.2. Jos g ja h ovat porrasfunktioita ja g < f < h vililla [a, b],
niin huomautuksen 5.1 sekd supremumin ja infimumin perusominaisuuksien

nojalla
b b

/ ¢ < I(f.[ab]) < Iu(f.[a.b]) < / n

a a

Viimeisend huomautuksessa 5.3 todetaan, ettd porrasfunktioilla on se hyva omi-
naisuus, ettd porrasfunktioille alaintegraali = yldintegraali = integraali. TAma tarkoit-
taa, ettd porrasfunktioiden ala- ja yldintegraalit saadaan helposti laskettua.
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Huomautus 5.3. Jos f on vilin [a, b] porrasfunktio, niin huomautuksen 5.2
perusteella

b
1.(f.[aB]) = Ip(f.[a,b]) = / f.

Harjoitustehtavia
5.1.1. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio ja 2 > 0. Osoita, ettéd

(@) IL(Af,[a,b]) =A-I.(f,[a,b]), (b) Iy(Af,la,b])=A-1y(f,[a,b]).
5.1.2. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio ja 2 < 0. Osoita, etti

@) Ip(Af,la,b]) =4 -Iy(f,[a,b]), (b) Iy(Af,[a,b])=A-1.(f,[a,b]).
5.1.3. Olkoot f ja g vililld [a, b] rajoitettuja funktioita. Osoita, ettd

(a) IL(f+g’ [a’b]) 2 IL(f’ [a9b]) + IL(g’ [a»b])’
(b) IU(f+g’ [Cl,b]) < IU(f7 [a’b]) + UL(g’ [a’b])

5.1.4. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio ja ¢ € ]a, b[. Osoita, ettd
@ Ip(f.la,b]) = IL(f,la,c]) + IL(f,[c,b]),
(b) Iy(f.la,b]) = Iy(f.la.c]) + Iy(f.[c.b]).
5.1.5. Anna esimerkKki sellaisesta funktiosta f, etta
IL(f.10.2D =1 ja  Iy(f,10,2]) =3.

5.1.6. Madritd tismallisesti perustellen Iy ( f, [4, 6]), kun

3 (x2+ 1)¥"* kunx € Q,
f(x)_{l, kunx € R\ Q.

5.1.7. Anna esimerkki sellaisista funktioista f ja g, ettd

IL(f’ [275])+1L(g’ [2,5]) < IL(f+g’ [2’5])

Tassa tehtivissi alaintegraalien arvoja ei tarvitse perustella tismaéllisesti. Esimerkiksi
funktioiden kuvaajiin tai monisteen esimerkkeihin tukeutuva perustelu on riittava.

Vihje: Voit olettaa tehtdvien 5.1.1 ja 5.1.2 tulokset tunnetuksi.
5.1.8. Anna esimerkki sellaisista funktioista f ja g, ettd

IU(f+g7 [2’4]) < IU(f’ [2’4])+IU(g’ [2’4])

Téssd tehtdvissd yldintegraalien arvoja ei tarvitse perustella tismillisesti. Esimerkiksi
funktioiden kuvaajiin tai monisteen esimerkkeihin tukeutuva perustelu on riittava.

Vihje: Voit olettaa tehtdvien 5.1.1 ja 5.1.2 tulokset tunnetuksi.
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5.1.9. Olkoon

X kun x € Q,
f(x)_{o, kunx € R\ Q.

Osoita, ettd I1.(f, [0,3]) < Iy(f,[0,3]).
Vihje: Voit olettaa tehtdvin 5.1.4 tulokset tunnetuksi.

5.1.10. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio. Osoita todeksi tai (vastaesimerkilla)
epatodeksi, ettd jos g on sellainen vilin [a, b] porrasfunktio, ettd

b

/g < I.(f.[a.b]),

a

niin g < f vililld [a, b].
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5.2 Riemann-integraali ja Riemann-integroituvuus

Madritellddn sitten Riemann-integraali ala- ja yldintegraalin avulla.

Mairitelmi 5.2 (Riemann-integraali). Rajoitettu funktio f: [a,b] — Ron
Riemann-integroituva vililli [a, b], jos

IL(f’ [a’b]) = IU(f? [a’b])

Téll6in funktion f Riemann-integraali yli vilin [a, b] on

b b
/ f = / F)dr = L(f.[a.b]) = Iu(f.[a.b]).

Huomautus. Riemann-integraalin merkinnédssid dx tarkoittaa, ettd integroitavan
funktion integraalia lasketaan muuttajan x suhteen.

Huomautus. Kun jatkossa puhutaan funktion integroituvuudesta, tarkoitetaan
aina (ellei toisin mainita) funktion Riemann-integroituvuutta.

Huomautus. Riemann-integraali on reaaliluku.

Porrasfunktion integraalin tapaan myos funktion Riemann-integraali on siis
reaaliluku - ei funktio. Itse asiassa myOs porrasfunktion integraali on Riemann-
integraali, mikéd ndhddin huomautuksesta 5.4.

Huomautus 5.4. Huomautuksen 5.3 (s. 96) nojalla porrasfunktiot ovat Rie-
mann-integroituvia ja porrasfunktion Riemann-integraali on sama kuin luvus-
sa 4.3 tarkasteltu porrasfunktion integraali.

Huomautus. Huomautuksen 5.4 perusteella porrasfunktion integraalille ja
Riemann-integraalille on luontevaa kayttdd samaa merkintii.

Kaikki porrasfunktiot ovat siis Riemann-integroituvia. Toisaalta porrasfunktiot
eivit yleensi ole jatkuvia funktioita, joten voidaan esittdd seuraava huomautus.

Huomautus. Huomautuksesta 5.4 nidhdiin, ettd funktion jatkuvuus ei ole
edellytys funktion Riemann-integroituvuudelle.
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Esimerkissd 5.1 osoitettiin, ettd funktion ala- ja yldintegraali jollakin vililld eivat
aina ole yhtéd suuret. Kaikki funktiot eivit siis ole Riemann-integroituvia, mikéi
nihdéén esimerkisti 5.2.

Esimerkki 5.2. Esimerkin 5.1 perusteella Dirichlet’n funktio

1, kunx € Q,

T =10, kunxeR\Q.

ei ole Riemann-integroituva milldn reaalilukuvililld [a, b].

Dirichlet’'n funktio on esimerkki funktiosta, joka ei ole Riemann-integroituva.
Hyvina yleisohjeena voidaan todeta, ettd jos monisteen esimerkeissi tai harjoitus-
tehtdvissi tarvitaan funktiota, joka ei ole Riemann-integroituva, tarvittava funktio
on Dirichlet'n funktion tapainen funktio, jolla on ylinumeroituva miird epijatku-
vuuskohtia.

Riemann-integraalin méérittelystd ala- ja yldintegraalin avulla seuraa suoraan, etta
Riemann-integroituvan funktion f Riemann-integraali on suurempi kuin funktiota f
pienempien porrasfunktioiden integraalit ja pienempi kuin funktiota f suurempien
porrasfunktioiden integraalit - yhtasuuruus tarvittaessa sallien (huomautus 5.5).

Huomautus 5.5. Jos funktio f on Riemann-integroituva vililld [a, b], niin
huomautuksen 5.2 (s. 95) nojalla

b b b
/gS/fs/h

aina, kun g ja h ovat sellaisia vilin [a, b] porrasfunktioita, ettd g < f < h.

Huomautus 5.5 tarjoaa mahdollisuuden arvioida funktion f Riemann-integraalia
sopivien funktiota f pienempien ja suurempien porrasfunktioiden avulla. Jos aina
loydetddn sellainen tarkasteltavaa funktiota pienempi porrasfunktio ja sellainen
tarkasteltavaa funktiota suurempi porrasfunktio (taaskin yhtdsuuruus sallien), etti
porrasfunktioiden integraalien erotus on haluttua positiivilukua € > 0 pienempi,
seuraa lauseesta 1.5 (s. 6), ettd funktion ala- ja yldintegraali ovat yhtd suuret ja
funktio on siis Riemann-integroituva. Lauseen 1.5 nojalla tulos on voimassa myos
toiseen suuntaan eli Riemann-integroituvuudesta seuraa haluttujen porrasfunktioiden
olemassaolo.

Yl1lad esitettyd ominaisuutta kutsutaan Riemannin ehdoksi. Tasmaéllisesti ehto
on esitetty lauseessa 5.6. Koska lauseessa 5.6 funktio on Riemann-integroituva
“tasmadlleen silloin kun”, Riemannin ehto olisi voitu aivan hyvin ottaa Riemann-
integraalin maiirittelyksi. Ehto antaakin ehkéd havainnollisemman kuvan funktion
Riemann-integraalin olemassaolon edellytyksistd kuin ala- ja yldintegraalin avulla
tapahtuva Riemann-integraalin méadrittely.
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Lause 5.6 (Riemannin ehto). Vililld [a, b] rajoitettu funktio f on Riemann-
integroituva vililld [a, b] tdsmdlleen silloin, kun jokaista lukua € > 0 kohti
on olemassa sellaiset vdlin [a,b]| porrasfunktiot g ja h, ettdi g < f < h

vdlilld [a, b] ja
b b
/h —/g < &.
a a

Todistus. Viite seuraa suoraan Riemann-integraalin méaaritelmaisté ja lauseesta 1.5
(s. 6), kun tutkitaan ala- ja yldintegraalin méirittelyssa esiintyneiti joukkoja

b
L = {/g ‘ g on porrasfunktio ja g < f vililla [a, b] }

a

ja

b
U = {/h ‘ h on porrasfunktio ja f < h vililld [a, b] }
a O

Funktion Riemann-integroituvuuden tutkiminen ala- ja yldintegraaleja laskemalla
on yleisesti ottaen melko hankalaa, silld funktion ala- integraalien laskeminen on
vaikeaa. Riemannin ehto helpottaa tietysti asiaa, silld nyt ala- ja yldintegraaleja ei
tarvitse laskea vaan riittdd 10ytaa vaadittavat porrasfunktiot g ja &, joiden integraalien
erotus on haluttua positiivilukua & > 0 pienempi. Jatkossa funktioiden integroituvuus
osoitetaankin yleensé joko Riemannin ehtoa tai sen seurausta (lause 5.7) kdyttden.

Esimerkkini Riemannin ehdon kédytosta osoitetaan (esimerkki 5.3), ettd jo kurssin
Analyysi A monisteessa tarkasteltu Thomaen funktio on Riemann-integroituva (va-
lilla [0, 1]). Esimerkki osoittaa, ettd myds varsin epdjatkuvat funktiot voivat olla Rie-
mann-integroituvia, silld Thomaen funktio on epdjatkuva kaikissa rationaalipisteissi
eli silld on jokaisella vélilld (numeroituvasti) ddreton madrd epdjatkuvuuspisteita.

Esimerkki 5.3. Kurssin Analyysi A monisteessa tarkasteltiin Thomaen funktiota'
0, kunxeR\Q,
f(x) — 11, kun X = 0,
—, kunxeQjax= P (p # 0, g > 0) on supistetussa muodossa,
q q
joka on jatkuva kaikillax € R\ Q jaepijatkuvakaikillax € Q. Osoitetaan Riemannin
ehtoa kéyttéen, ettd f on Riemann-integroituva vililld [0, 1].

'Funktiota kutsutaan myos popcorn-, sadepisara- tai viivotinfunktioksi.
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Kuva 5.1. Thomaen funktion arvot é (g=1,2,...,20) vililla |0, 1[.
Valitaan mielivaltainen £ > 0. Olkoon 7 jokin sellainen kokonaisluku, etta
1
n>—.
£

Olkoon lisdksi g sellainen porrasfunktio, ettd g(x) = O kaikilla x € [0,1], ja &
esimerkin 4.7 (s. 85) porrasfunktio 4,. Talloin

1 1
1
/gZO ja /h:—.
n
0 0

Téten on olemassa sellaiset porrasfunktiot g ja h, ettd g < f < h vililla [0, 1]

(harjoitustehtdva) ja
1 1
1 1
/h—/g:——0:—<s.
n n
0 0

Siis f on vililld [0, 1] Riemann-integroituva Riemannin ehdon nojalla.

Huomautus. Esimerkki 5.3 osoittaa, ettd myos varsin epédjatkuvat funktiot
voivat olla Riemann-integroituvia.

Riemannin ehdon heikkous on, ettd se ei anna minkéénlaista tietoa integraalin
arvosta. Silld voidaan osoittaa funktio Riemann-integroituvaksi, mutta silld ei voida
madrittdd funktion integraalin arvoa. Seuraava Riemannin ehdon seuraus (lause 5.7)
sekd antaa mahdollisuuden tutkia funktion Riemann-integroituvuutta ettd tavan
maidrittaa funktion integraalin arvo.
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Lause 5.7. Vililld [a, b] rajoitettu funktio f on Riemann-integroituva vilil-
ld [a, b] tdsmdilleen silloin, kun on olemassa sellaiset porrasfunktiot g, ja h,,
(n=1,2,...), ettd g, < f < hy vdlilld [a, b] ja

b b
lim [ g, = lim [ h,.
n—0oo n—oo
a a
Lisdksi tdlloin
b b b
/ f = 1lim [ g, = lim [ h,
n— n—oo
a a a

Todistus. Viite seuraa suoraan Riemann-integraalin miiritelmaésti ja seuraukses-
ta 1.6 (s. 7), kun tutkitaan ala- ja yldintegraalin madrittelyssé esiintyneitd joukkoja

b
L = {/g ‘ g on porrasfunktio ja g < f vililld [a, b] }

ja
b
U = {/h ' h on porrasfunktio ja f < h vililla [a, b] }
a O

Lauseen 5.7 avulla saadaan nyt helposti médritettyd esimerkissa 5.3 tarkastellun
Thomaen funktion Riemann-integraali yli vilin [0, 1] (esimerkki 5.4).

Esimerkki 5.4. Lauseen 5.7 nojalla esimerkin 5.3 Thomaen funktion f Riemann-
integraaliksi yli vilin [0, 1] saadaan

1 1

1
/leim h, = lim — = 0.
0 0

n—oo n—oo n

Huomautus 5.8 kertoo, miten lauseessa 5.7 tarvittavat porrasfunktioiden jonot
kdytdnnossd 10ydetdin.

Huomautus 5.8. Lauseen 5.7 vaatimat porrasfunktiot g, ja 4, muodostetaan
usein valitsemalla porrasfunktion g, arvoiksi vilin [a, b] jotakin jakoa vastaa-
villa (avoimilla) jakovileilld Iy, I, ..., I,, arvot my, my, ..., m,, missi

m; = inf{ f(x) |x €1;}, j=12,...,n.

Vastaavasti porrasfunktion 4, arvoiksi (avoimilla) jakovileilld I, I», ..., I,
valitaan M, M», ..., M,,, missi

M; = sup{ f(x) |x€l;}, j=12,...,n.
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Tarvittavat porrasfunktioiden jonot muodostuvat tidlloin jakovélien madrén lisdin-
tyessd. Porrasfunktioiden arvoiksi kunkin jaon jakopisteissd voidaan valita esimer-
kiksi funktion f arvo kyseisissd pisteissa.

Kaytiannossa tarkastellaan usein tasavilistd jakoa. Jos porrasfunktioita g, ja i,
vastaavassa tasavilisessd jaossa on n osavilid, kunkin jakovilin pituudeksi ¢ saadaan

b-a
-

r =

Télloin g, < f < h, sekid

b n hea <&
/gn = Zt-mj = p 'ij
a J=1 =

j=1
ja
b n b—a n
h, = -M; = . .
/n Zt M; - ZMJ
a J=1 Jj=1
Jos nyt

b b

lim [ g, = lim [ h, = §,
n—oo n—00
a a

niin f on Riemann-integroituva vililld [a, b] ja

/bf(x)dx = S.

Menettelylld saadaan yleensa helposti muodostettua tarvittavat porrasfunktiot ja
laskettua niiden integraalit

/g”:b;a_z":mj ja /hn=b;a'zn:Mj-

Tehtdvin (= integroituvuuden osoittaminen ja integraalin arvon miirittdminen)
ratkeaminen palautuu sitten siihen, pystytdanko porrasfunktioiden integraalien raja-
arvot laskemaan. Koska integraalien arvot ovat summalausekkeita, tehtivi ei yleensi
onnistu ilman aputuloksia.

Huomautus 5.9 on my0s oleellinen, silld useimmat esimerkeissi ja harjoitusteh-
tavissd tarkasteltavat funktiot ovat jatkuvia.

Huomautus 5.9. Jos funktio on jatkuva vililld [a, b], voidaan infimumin ja
supremumin sijasta kdyttda funktion pieninti ja suurinta arvoa kullakin (sulje-
tulla) jakovililld, mika tietysti helpottaa porrasfunktioiden muodostamista.
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Esimerkkini lauseen 5.7 kdytosté tutkitaan (esimerkki 5.5) funktion f(x) = kx
(k > 0) Riemann-integroituvuutta ja méiritetdin integraalin arvo. Esimerkissd on
menetelty huomautuksissa 5.8 ja 5.9 esitetylla tavalla eli on valittu tasavilinen jako
(n jakovilid) ja koska funktio on jatkuva, on voitu valita tarvittavien porrasfunktioiden
arvoksi kullakin jakovililld funktion minimi- ja maksimiarvo (ks. kuva 5.2).

Muodostettujen porrasfunktioiden integraalit ja integraalien raja-arvot (kun
n — oo0) saadaan nyt laskettua hyodyntiden aritmeettisen summan erikoistapauk-
sen kaavaa. Koska integraaleilla on sama raja-arvo, funktio on Riemann-integroituva
ja integraalin arvo on tuo saatu raja-arvo.

EsimerkKi 5.5. Osoitetaan, ettd funktio
f(x) =kx (k> 0)

on Riemann-integroituva vililld [a, b], ja mééritetddn

b

/kx dx.

a

Olkoonn € Z, ja{a,a+t,a+?2t,...,a+nt} sellainen vilin [a, b] tasavilinen
jako, ettd
b-a

n

=

Olkoon lisaksi
gn(x) = k-(a+(j-D1) ja  h(x) = k-(a+j1),
kuinx e [a+(j—-Dt,a+jt[(j=1,2,...,n),ja

gn(b) = hy(b) = f(b) = kb.

4 kx
l o
--——-
3+ - -
- ————
2 + o=
- ————
1+ »@@g%)
gn(z)
>
a=1 2 3 4 5 6 7 8=b

Kuva 5.2. Funktion f(x) = kx ja esimerkissd 5.5 esiintyvien vilin [a, b] porrasfunktioiden g,, ja h,
kuvaajat (k = %, a=1,b=8,n="17).
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Télloin g, ja h, ovat porrasfunktioita ja g, < f < h, vililld [a, b] (silld f on
kasvava). Edelleen

b

/g,, = it-k~(a+(j—1)t)

j=1

tkazn“l + tzkzn:(j -1)
J=1 J=1

n(n-1)
2

a

tha -n + t°k -

b—a
n

b—a)2' I n(nz— 1)

-ka-n+(

n

(b —a)? n—1
k-
2 n
——

—1

(b—a)ka +

(b-a)’
2

— (b—a)ka +

k, kunn — oo,

ja

—
Il

Zt-k-(a+jt)
j=1

tkazn]1+t2kzn:j
j=1 j=1

nn+1)
2

tka-n + 2k -

b-a
n

b—a)2.k.n(n+1)

-ka-n+( " 5

(b —a)? r n+1

2 n
N——

—1

(b—a)ka +

(b-a)’
2

— (b—a)ka + k, kunn — oo,

Téten f on lauseen 5.7 nojalla Riemann-integroituva vililld [a, b] ja

b

/kxdx = (b—a)ka+

a

(b-a)?
2

k = k(b—a)(a+b_
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Esimerkki 5.6. Hyodyntimilld geometrisen summan kaavaa ja raja-arvoa (1.5)
(s. 9) voidaan vastaavalla tavalla kuin esimerkissa 5.5 osoittaa (harjoitustehtivi), ettd
funktio

fx) =¢
on Riemann-integroituva vililld [0, b] (b > 0) ja
b
/ Fdx = e’ 1.
0

Seuraava esimerkkiid 5.5 koskeva huomio vihentéi joskus tarvittavia laskutoimi-
tuksia.

Huomautus 5.10. Jos esimerkissd 5.5 riittdd vain osoittaa Riemann-integroi-
tuvuus, selvitdan vihemmilld laskutoimituksilla. Tdlloin ei tarvitse laskea raja-
arvoja, vaan riittid osoittaa, ettd jokaista lukua & > 0 kohti on olemassa sellainen
n € Z,, ettd porrasfunktioiden £, ja g, integraalien erotus on pienempi kuin &.

EsimerkKki 5.7. Osoitetaan vain, ettd esimerkin 5.5 funktio
f(x) =kx (k> 0)

on Riemann-integroituva vililld [a, b]. Integraalin arvoa ei tarvitse maarittaa.

Valitaan mielivaltainen € > 0. Riemannin ehdon nojalla f on Riemann-integroi-
tuva vililld [a, b], jos on olemassa sellainen n € Z,, ettd (esimerkin 5.5 médrittelyin
ja merkinndin)

b b n n
/h,,—/gn = Zt-k-(a+jt)—Zt-k-(a+(j—1)t)
a a j=1 J=1

t-k-(a+nt) —t- k-a
| S —— S~
=f(b) =f(a)

t-(kb—ka)
b-a

k- (b-a)

k(b —-a)?
n
< E.

Vaadittu luku n € Z, 10ytyy nyt valitsemalla

2
o k(b—a)
£

b

joten f on Riemann-integroituva vililli [a, b].
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Huomautus. Huomautus 5.10 koskee muitakin vastaavia tapauksia (vrt.
lause 5.12, s. 110).

Esimerkki 5.8. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissad 5.7 voidaan osoittaa (harjoitus-
tehtava), ettda funktio

f(x) = sinx

on Riemann-integroituva valilla [0, %]

Jos funktio f on Riemann-integroituva vililld [a, b], niin Riemannin ehdon
(lause 5.7) nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot g, ja h,, (n = 1,2,...), ettd
gn < f < hy, vililld [a, b] ja

b b b
lim [ g, = lim /hn = /f.
n—0oo n—0o0
a a a

Jos sitten funktion f arvo muuttuu joissakin yksittdisissa vilin [a, b] pisteissd
X1, X2, ..., Xm, niin porrasfunktioiden g, ja h, arvoja voidaan muuttaa vastaavasti
siten, ettd funktioiden g, ja h, arvot pysyvit muuten ennallaan, mutta pisteissi xi,
X2, ..., X porrasfunktioiden arvoksi asetaan funktion f uusi arvo. Télloin edelleen
gn < f < hy, vililld [a, b].

Liséksi porrasfunktioiden integraaleja laskettaessa pisteet x1, x2, . . ., X,, voidaan
ottaa (mahdollisesti uusiksi) jakopisteiksi, joten porrasfunktioiden g, ja h, arvot
kyseisissd pisteissd eivit vaikuta porrasfunktioiden g, ja h, integraalien arvoihin.
Tédten porrasfunktioiden g, ja h, integraalien arvot (ja samalla niiden raja-arvo)
pysyvit ennallaan.

Edelld olevan perusteella voidaan esittdd seuraava huomautus. Huomautuksen
todistuksen tekniset yksityiskohdat jétetdin harjoitustehtiviksi.

Huomautus 5.11. Jos f on vililld [a, b] Riemann-integroituva funktio ja g on
sellainen vililld [a, b] madritelty funktio, ettd

Jf(x) =g(x)

vélilld [a, b] lukuun ottamatta pisteita xi,x2, ...,X, € [a, b], niin myos g on
Riemann-integroituva vililld [a, b] ja

b

/bf(x)dx = /g(x)dx.

a

Huomautus. Huomautuksen 5.11 perusteella funktion arvot dérellisessa pis-
tejoukossa eivit ole merkityksellisid funktion integroituvuuden tai integraalin
arvon kannalta.
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a=1 2 3 4 5 6 7T=5b

Kuva 5.3. Esimerkin 5.9 funktion g kuvaaja vililld [1,7].

Esimerkki 5.9. Esimerkissd 5.5 osoitettiin, ettd funktio f(x) = kx (k > 0) on
Riemann-integroituva vililld [a, b] ja

b
b?* - a?
kxdx = k- .
/ x dx 5
Téaten huomautuksen 5.11 perusteella funktio
3, kunxeZ,
X) =
8(x) %C kunx € R\ Z,

on Riemann-integroituva jokaisella suljetulla vililld [a, b] ja esimerkiksi (ks. ku-

va 5.3)
7
1 72-12 48
/g(x)dng- = — =8
1

Harjoitustehtivia

5.2.1. Osoita, ettd funktio

B 5-x, kunx € Q,
fo = {x, kunx € R\ Q,

ei ole Riemann-integroituva vililla [0, 2].

5.2.2. Olkoon A = { % | ne”, } Osoita, ettd funktio

1, kunx € A,
f(x) =
0, kunx e R\ A,

on Riemann-integroituva vililla [0, 1].
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5.2.3. Olkoon A = { % | ne”t, } Osoita, ettd funktio

1, kunx € A,
fx)=
5, kunx e R\ A,

Riemann-integroituva vililla [0, 3].

5.2.4. Olkoon f: R — R sellainen funktio, ettd f(0) = 0 ja f on jatkuva pisteessi
x = 0 sekd Riemann-integroituva jokaisella osavililld [a, 3] (0 < a < 3). Todista,
ettd f on Riemann-integroituva vililla [0, 3].

5.2.5. Olkoon f sellainen funktio, ettd
lim f(x) = f(4) =6
x—4—
ja f on Riemann-integroituva jokaisella vililld [2, a] (2 < a < 4). Tutki tdsmaéllisesti
perustellen, onko f Riemann-integroituva vililld [2, 4].
5.2.6. Osoita Riemannin ehtoa kiyttien,! ettd funktio e* on Riemann-integroituva

vililld [0, 5] (b > 0) ja
b

/exdx:eb—l.

0
Vihje: Ks. kurssimonisteen esimerkki 5.6.

5.2.7. Osoita Riemannin ehtoa kiyttien,! etti funktio f(x) = 1 —x on Riemann-
integroituva vililld [0, 2] ja
2
/ f(x)dx = 0.
0

5.2.8. Osoita Riemannin ehtoa kiyttiden, ettd funktio sin x on Riemann-integroituva
vililla [0, 1].

5.2.9. Olkoon f(x) = 2x>. Anna esimerkki sellaisista vililld [2, 6] mazritellyisti
porrasfunktioista g ja h,etti g < f < hja

6 6
/h—/gslo_z.
2 2

5.2.10. Olkoon f(x) = x2*. Anna esimerkki sellaisista vililla [0, 4] maaritellyistd
porrasfunktioista g ja h,etti g < f < hja

4

4
/h— g < L.
0

0

"Lausetta 5.7 voi kiytti.
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5.3 Integroituvia funktioita

Osoitetaan seuraavaksi, ettd sekd suljetulla vililla monotoniset ettd suljetulla valilld
jatkuvat funktiot ovat Riemann-integroituvia kyseiselld vililla. Aluksi tarkastellaan
monotonisia funktioita.

Lause 5.12. Vililli [a, b] monotoninen funktio on Riemann-integroituva vlil-
ld |a, b].

Todistus. Todistetaan tapaus, jossa funktio f on kasvava vililld [a, b]. Tapaus, jossa
funktio on vihenevd, todistetaan vastaavasti (harjoitustehtivi).

Olkoon siis f kasvava vililld [a, b]. Jos f(a) = f(b), niin f on vakiofunktiona
porrasfunktio ja siten Riemann-integroituva vililld [a, b]. Téiten voidaan olettaa, ettd
f(a) < f(b).

Valitaan mielivaltainen € > 0. Olkoon nyt {a,a +t,a +2t, ..., a + nt} sellainen
vilin [a, b] tasavilinen jako, ettd jakovilin pituus

b—a £

n " fb) - fa)

r =

Olkoon lisiksi
gx) = fla+(j-Dn) ja  h(x) = fla+ji),
kunx € [a+(j - Dt,a+ji[ G =1,2,...,n),ja
g(b) = h(b) = f(b).

Télloin g ja h ovat porrasfunktioita ja g < f < h vililld [a, b] (silld f on kasvava).
Téten

b b n n
[n=[e= Y s@rin- Y sari-mm
a a =1 =1

J J

t-fla+nt)—t- f(a)

——
=f(b)

t-(f(b) = f(a))

€
< = (f(b) - f(a))
f(b) - f(a)
= ¢
Siis f on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva vililld [a, b]. O

Kuten havaitaan, lauseen 5.12 todistus on hyvin samankaltainen luvun 5.2 esi-
merkin 5.7 kanssa, mutta tietenkin todistus on nyt yleisessd muodossa.
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EsimerkKi 5.10. Olkoon a > 0. Aidosti vihenevina funktiona funktio
1
fx) = ;

on Riemann-integroituva vililld [a, b]. Osoitetaan vield, ettd

1
Sdv= -
/ g b

Koska f on Riemann-integroituva vililld [a, b], niin lauseen lauseen 5.7 (s. 102)
nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot g, ja h, (n =1,2,...),etti g, < f < h,
vililléd [a, b] ja

b b b

(5.3) / f=lim [ g, = lim [ hy

n—oo n—0oo
a a a

Olkoon nyt n € Z, ja {a = x¢,x1,...,x, = b} jokin vilin [a, b] jako, joka
sisiltdd sekd porrasfunktion g, ettd porrasfunktion 4, porraspisteet. Koska nyt
vVX;j—1xj on vilin |x;_y,x;[ piste (j = 1,2,...,n)jag, < f < h, vililld [a, b], niin

gn(x) < f(ij—lxj) < hyu(x) Vxe]xj—l»xj[

eli
1

Xj-1Xj

gn(x) < < hn(x) Vx € ]Xj—l’xj[a

kun j =1,2,...,n. Lisdksi

j=1 j=1
joten
; 1 1 1
< —x:iq) = — — =
‘a/gn > jZ::‘xj—lx] (x] X 1) a b
ja
b
n
1 1 1
/hn > (xj —x;-1) = i
J = xj—l J a
Siis
b b
1 1
gnSE—ZS hy, VYneZ,,

joten ehtojen (5.3) nojalla

b
1 1
/—zdx = lim [ g, = llm/ -
X n—oo
a

Q
S I
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1/2 + -—

1/3 4
1/5+

I

A= 4
W= 4+
=+
=

\]

w

Kuva 5.4. Esimerkin 5.11 funktion f kuvaaja vililld [0, 3].

Esimerkki 5.11. Tutkitaan funktion (ks. kuva 5.4)
1

OERED
0, kun x =0,

kun x € ]0, 3],

Riemann-integroituvuutta vililla [0, 3].
Koska x on kasvava, niin }C on vihenevi vililld |0, 3]. Taten myos funktio [)H on
viahenevi ja vastaavasti sitten funktio f on kasvava vililld ]0, 3]. Lisaksi f(0) = 0
ja f(x) > 0 kaikilla x € ]0,3]. Taten f on kasvava koko vililla [0, 3]. Kasvavana
funktiona f Riemann-integroituva vililla [0, 3].

Huom. Funktio f ei ole porrasfunktio vililld [0, 3], silld porrasfunktiolla on

vain ddrellinen miird epdjatkuvuuskohtia.

Huomautus 5.13. Tutkimalla lauseen 5.12 todistuksen porrasfunktioita havai-
taan (totea), etti jos {xg,x1,...,X,} on jokin vilin [a, b] jako ja funktio f on
kasvava vililla [a, b], niin

n b n
YAt -xe) < [ Fede < Y R0 -xpo.
=1 J =1

Jos vastaavasti f on vihenevi, niin

J

b
Py =3 < [ f@d < Y Pl -,
- J =1

J

Seuraavaksi osoitetaan, ettd suljetulla vililld jatkuvat funktiot ovat Riemann-
integroituvia kyseiselld vililla. Todistuksessa hydodynnetédén tietoa, ettd suljetulla
vililld [a, b] jatkuva funktio f on tasaisesti jatkuva vililld [a, b]. TAlloin jokaista
positiivilukua £ > 0 kohti on olemassa sellainen 6 > 0, ettd

(5.4) |f(x) = f(¥)| <& aina, kunx,y € [a,b] ja [x - y| <9,
ks. médritelmi 1.3 (s. 11) ja lause 1.12 (s. 11).
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Lause 5.14. Vilillid [a,b] jatkuva funktio on Riemann-integroituva vilil-
ld |a, b].

Todistus. Valitaan mielivaltainen £ > 0. Koska f on jatkuva suljetulla vililla [a, b],
niin ehdon (5.4) nojalla on olemassa sellainen ¢ > 0, ettad

55 @-fO <

Olkoon nyt {xg,x1,...,x,} sellainen vilin [a, b] tasavilinen jako, ettd jakovilin
pituus

aina, kun x,y € [a, b] ja |x — y| < 6.

b—a
t = < 0.
n
Talloin siis |x; —x;_1| < d,kun j =1,2,...,n.

Olkoon edelleen g(x;) = h(x;) = f(x;),kunj=0,1,...,n,ja

g(x) = mj = min{ f(z) | z € [xj-1,x;]}, kunx € Jx;_1,x;[,

ja
h(x) = M;
kun j =1,2,...,n. Tilloin g ja h ovat porrasfunktioita ja g < f < hvililld [a, b].
Koska f on suljetulla vililld jatkuva funktio, tarvittavat minimi- ja maksimiarvot
ovat olemassa kullakin osavililld ja lisidksi f saavuttaa kyseiset arvot jossakin osavilin

pisteessi. Taten kullakin osavililld [x;_1,x;] (j = 1,2,...,n) on olemassa sellaiset
pisteet x}, x}.’ € [xj_1,x;], ettd

mi=f()  ja M= fG).

Koska |x; - x}’| < ¢ jaM; > mj, niin ehdon (5.5) nojalla

max{ f(z) | z € [xj_1,x;]}, kunx € ]Jx;_1,x;[,

£
M,—m; < Vi=1,2,...,n.
U b-a / "
Téaten
b b n n
/h —/g = ZMj(xj_xj—l) - ij(xj_xj—l)
a a J=1 J=1
n
= Z(Mj_mj)(xj_xj—l)
=1 |
>0
e
< Zb_a(xj—xj_l)
j=1
=)
= (xj_xj—l)
b-a =
€
" b-a (b-a)
Siis f on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva vililld [a, b]. ]
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Esimerkki 5.12. Polynomifunktiot ovat jatkuvina funktioina Riemann-integroituvia
milld tahansa suljetulla vililld [a, b].

Harjoitustehtivia

5.3.1. Todista, ettd jos funktio f on vidheneva vililld [a, b], niin f on Riemann-
integroituva vililla [a, b].

5.3.2. Tutki, onko funktio

1

f(x) =14 1+ [tanx]’
0, kun x = %,

kun x € [O, %[

Riemann-integroituva vililla [0, %]
5.3.3. Tutki, onko funktio
1
— kunx € [-2,2],x # 1,
f) =4[]

0, kunx =1,
Riemann-integroituva (a) vililld [0, 1], (b) vililld [-2, 2].

5.3.4. Tutki, onko funktio

1
F(x) = 4 [(sinx)eoss]’

0, kunx =,

kunx € [1,n],

Riemann-integroituva vililla [1, x].
5.3.5. Olkoon f sellainen vililld [a, b] rajoitettu funktio, ettd
sup{ f(x) | x € [e,d] } —inf{ f(x) | x € [c,d]} £ d-¢
aina, kun [c, d] C [a, b]. Todista, ettd f on Riemann-integroituva vililld [a, b].

5.3.6. Olkoon f sellainen funktio, ettd f saavuttaa jokaisella vilin [a, b] suljetulla
osavdlilld suurimman ja pienimmaén arvonsa ja etti

lf()=fOI < 5lx -yl

aina, kun x,y € [a,b]. Todista Riemannin ehtoa kiyttden, ettd f on Riemann-
integroituva vililld [a, b].

5.3.7. Osoita, etta funktio

1
xsin—, kunx #0,

fx) = x
1, kunx =0,

on Riemann-integroituva millé tahansa suljetulla vililld [a, b].
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5.3.8. Osoita todeksi tai (vastaesimerkilld) epatodeksi, ettd jos funktio f on jatkuva
pisteessd x = 0, niin on olemassa sellainen a > 0, ettd f on Riemann-integroituva
vililld [0, a].

5.3.9. Osoita tdsmadllisesti perustellen, ettd funktio

1
3sin—, kunx #0,

fx) = x
3, kunx =0,

on Riemann-integroituva vililla [0, 7].

5.3.10. Tutki tasmallisesti perustellen, onko funktio

F(x) = 2cosﬂ”Tx, kun x # &,
0, kun x = 7,

Riemann-integroituva vililld [0, 2r].
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5.4 Perusominaisuuksia

Esitetddn aluksi kaksi maaritelmai tai sopimusta, joilla helpotetaan kdytannon las-
kutoimituksia.

Miiéritelmi 5.3. Olkoon f vililld [a, b] Riemann-integroituva funktio. Téalloin

/af(x)dx = —/bf(x)dx.
b a

Miiéritelmi 5.4. Olkoon f pisteessd a € R médritelty funktio. Télloin

/af(x)dx = 0.

5.4.1 Lineaarisuus

Todistetaan sitten Riemann-integraalin lineaarisuus hyodyntdmaélld Riemannin ehdon
raja-arvomuotoa ja porrasintegraalin lineaarisuutta.

Lause 5.15 (Lineaarisuus). Olkoot f ja g Riemann-integroituvia vdlilli [a, b]
ja A € R. Tilloin myos Af ja f + g ovat Riemann-integroituvia vililld [a, b] ja

b b b b b
fan=afr e [uso=[r+]e

Todistus. Todistetaan vakiolla kertominen, ja jatetddn summafunktion f + g integroi-
tuvuuden ja integraalin todistus harjoitustehtéavéksi.

Olkoon siis f Riemann-integroituva vililld [a, b] ja A € R. Télloin lauseen 5.7
(s. 102) nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot g, ja h, (n = 1,2,...), ettd
gn < f < hy, vililld [a, b] ja

b b b

/f:lim gn = lim [ h,.

n—oo n—oo
a a a

Koska my0s Ag, ja Ah, (n = 1,2, ...) ovat porrasfunktioita vililld [a, b], niin porras-
integraalin lineaarisuuden (lause 4.8, s. 88) sekd lukujonon raja-arvon laskusiintdjen
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nojalla

b b b
lim [ Ag, = lim /l/gn = Alim | g,
n—oo n—oo n—oo
a a a
b
_ 2 / f
a
b b b
= Alim | h, = lim /l/hn = lim [ Ah,.
n—oo n—oo n—oo
a a a

Jos lisdksi A > 0, niin Ag, < Af < Ah, vililld [a, b], ja jos A < 0, niin vastaavasti
Ah, < Af < Ag, vililld [a, b]. Téten lauseen 5.7 (s. 102) nojalla A f on Riemann-
integroituva vililld [a, b] ja

b b b
[an = jim [ag, = a[r.

Kannattaa huomioida todistuksessa kéytetty yleinen idea. Riemann-integraalin
ominaisuus todistetaan siirtymailld Riemannin ehdon tai sen seurauksen (lause 5.7)
avulla porrasfunktioihin ja kdyttdmalla sitten porrasfunktioiden integraalien vastaa-
vaa ominaisuutta, joka on jo aiemmin todistettu.

Lauseen 5.15 tulokset voidaan tietysti yhdistdd, jolloin saadaan seuraus 5.16, ja
vield yleistdd, jolloin saadaan huomautus 5.17.

O

Seuraus 5.16. Jos f ja g ovat Riemann-integroituvia vililli [a, b] ja A1, A3 € R,
myos A1 f + drg on Riemann-integroituva vililld [a, b] ja

b b b

/(ﬂlf+/128) = /h/f+/12/g-

a a a

Huomautus 5.17. Seuraus 5.16 voidaan induktiolla yleistda muotoon

b " b
/(Zﬂiﬁ-) - Z(ai/ﬁ),
v Vi=l i=1 v
missd A1, 42,...,4, € Rja fi, fo, ..., f, ovat Riemann-integroituvia valil-

la [a, b].
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Esimerkissa 5.13 tarkastellaan funktiota, joka ei ole Riemann-integroituva. On
syytd huomata, ettd nytkin kyseinen funktio on Dirichlet’n funktion tapainen funktio,
jolla on ylinumeroituva mairi epdjatkuvuuskohtia.

EsimerkKki 5.13. Osoitetaan, ettd funktio

0, kunx e Q,
g(x) =
I, kunx € R\ Q,

ei ole Riemann-integroituva millddn reaalilukuvililla [a, b].
Esimerkissd 5.2 (s. 99) todettiin, ettd Dirichlet’'n funktio

B 1, kunx € Q,
f(x)_{O, kunx € R\ Q,

ei ole Riemann-integroituva milldén reaalilukuvililld [a, b]. Toisaalta vakiofunktio
on Riemann-integroituva jokaisella reaalilukuvililld [a, b] (huomautus 5.4, s. 98).
Téten g ei voi olla Riemann-integroituva milldén reaalilukuvililld [a, b], silli jos g
olisi Riemann-integroituva, myos funktio f = 1 — g olisi lauseen 5.15 nojalla
Riemann-integroituva.

Huomautus. Funktio f + g voi olla Riemann-integroituva vililla [a, b], vaikka
funktiot f ja g eivit ole Riemann-integroituvia vililld [a, b] (ks. esimerkki 5.14).

Esimerkki 5.14. Esimerkin 5.13 funktioiden f ja g summa

J)+g(x) =1
kaikilla x € R. Titen f + g on vakiofunktiona Riemann-integroituva jokaisella

reaalilukuvililld [a, b] (huomautus 5.4, s. 98), vaikka f ja g eivit ole.

5.4.2 Itseisarvo- ja tulofunktio

Tutkitaan seuraavaksi itseisarvofunktion ja kahden funktion tulofunktion Riemann-
integroituvuutta. Aluksi tarkastellaan itseisarvotunktiota.

Lause 5.18. Jos funktio f on Riemann-integroituva vililld |a, b], myds funk-
tio | f| on Riemann-integroituva vililli |a, b].

Todistus. Oletetaan, ettd f on Riemann-integroituva vililld [a, b]. Valitaan mielival-
tainen £ > 0. Koska f on Riemann-integroituva vililld [a, b], niin Riemannin ehdon
nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot g ja i, ettd g < f < h vililld [a, b] ja

b b
(5.6) /h—/g<8.
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Muodostetaan nyt uudet vilin [a, b] porrasfunktiot g’ ja A’ siten, ettad

g(x), jos g(x) =0 ja h(x) =0,

g'(x) = {=h(x), jos g(x) <0 ja h(x) <0,
0, jos g(x) <0 ja h(x) =0,
ja
h(x), jos g(x) >0 ja h(x) >0,
H(x) = {-g(x), jos g(x) <0 ja h(x) <0,

max{h(x),—g(x)}, jos g(x) <0 ja h(x) = 0.

Tilloin itseisarvon perusominaisuuksien nojalla g’ < | f| < A’ vililld [a, b].
Lisiksi porrasfunktioiden g ja h porraspisteet siséltivin jaon osavileilld

h'-g = h-g,
jos kyseiselld vililld g (ja siis myOs /) on ei-negatiivinen, ja
h—-g =(-g)-(-h) = h-g,
jos kyseiselld vililld £ (ja siis myOs g) on negatiivinen. Jos taas g < 0 ja & > 0, niin
h <h+(-g) =h-g ja -g<h+(=g) =h-g,

joten
h —g" = max{h,-g} -0 = max{h,—g} < h-g.

Siis kaikissa tapauksissa

(5.7) W-g < h-g

valilld [a, b].
Titen porrasintegraalin perusominaisuuksien nojalla

(5.6)
<

joten | f| on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva vililld [a, b]. O
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Tutkitaan sitten kahden funktion tulofunktion Riemann-integroituvuutta. Aluksi
todistetaan varsinaisessa todistuksessa hyodyllinen erikoistapaus.

Lause 5.19. Jos funktio f on Riemann-integroituva vdlilld [a, b], myds funk-
tio f? on Riemann-integroituva vililld [a, b].

Todistus. Oletetaan, etti f on Riemann-integroituva vililld [a, b]. Koska f2 = | f 1,
riittdd osoittaa, etti |f]* on Riemann-integroituva vililld [a,b]. Titen voidaan
todistuksen yleisyytti rajoittamatta olettaa, ettd f > 0 vililla [a, b].

Valitaan mielivaltainen £ > (. Riemann-integroituvana funktiona f on rajoitettu
vililld [a, b], joten on olemassa sellainen M > 0, ettd f < M vililld [a, b]. Lisdksi
Riemannin ehdon nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot g ja h,etti g < f < h
vililld [a, b] ja

b b
E
5.8 h — —.
(5.8) / /g<2M

Koska 0 < f < M, niin todistuksen yleisyytti rajoittamatta voidaan olettaa (lause 4.4,
s. 82), ettd
0<g<f<hs<M

vilillid [a, b]. Tilléin g2 ja h? ovat porrasfunktiota (huomautus 4.2, s. 81) ja
< 2 < i

vililld [a, b]. Lisdksi huomautuksen 4.2 (s. 81) ja muiden porrasfunktioiden perus-
ominaisuuksien sekd lauseiden 4.7 (s. 88) ja 4.8 (s. 88) nojalla

b b b
[r-[e = [u-g)

b
/Yh+gxh—g>

A
\
)
<
—_
=
|
&

Il

[\

<
—

=

Y

joten f2 on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva vililld [a, b]. m|
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Varsinainen tavoite saadaan nyt todistettua helposti aiempien tulosten avulla.

Lause 5.20. Jos funktiot f ja g ovat Riemann-integroituvia vdlilld [a, b], myos
tulofunktio fg on Riemann-integroituva vililli [a, b].

Todistus. Jos f ja g ovat Riemann-integroituvia vililld [a, b], niin lauseiden 5.15
ja 5.19 nojalla myos funktio

1
fg = 7((f+)’=(f -2
on Riemann-integroituva vililld [a, b]. O

Luvun 5.4.2 lopuksi todetaan vield (huomautus 5.21) Riemann-integraalin ikéva
ominaisuus, ettd vaikka kahden Riemann-integroituvan funktion tulofunktio on
Riemann-integroituva, tulofunktion integraali ei juuri koskaan ole alkuperiisten
funktioiden integraalien tulo.

Huomautus 5.21. Yleensi

b b b
/(fg)iff-/g

5.4.3 Additiivisuus

Riemann-integraalin additiivisuus on helppo todistaa hyodyntimaillda Riemannin
ehtoa ja porrasintegraalin additiivisuutta.

Lause 5.22 (Additiivisuus). Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu ja ¢ € |a,b|.
Tdalloin f on Riemann-integroituva vdlilld [a, b], jos ja vain jos f on Riemann-
integroituva vileilld |a, c] ja [c, b]. Tdlloin

/bf=/cf+/bf-

Todistus. 1°: Todistetaan ensin suunta ’<’. Jos f on Riemann-integroituva vileilld
[a,c] ja [c, b], niin lauseen 5.7 (s. 102) nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot
grjah,(n=1,2,..),ettd g, < f < h), vililld [a, c] ja

c

Cc c
_ : /. : ’
/f = lim [ g, = lim | A,
n—oo n—oo
a a a
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seki sellaiset porrasfunktiot g ja h), (n=1,2,...),ettd g, < f < h) vililld [c, b]
ja
b b b

/ f=1lim [ g = lim [ i
n—0o0 n—oo
C Cc Cc

Talloin funktiot
gn(x), josx e la,cl|,
gn(x) = ” .
gr(x), josx € [c,b],
ja
h,(x), josx € [a,c[,
() = {7
hy(x), josx € [c,b],

ovat porrasfunktioita ja g, < f < h, vililld [a, b] (n = 1,2, ...). Lisdksi porrasin-
tegraalin additiivisuuden (lause 4.9, s. 89) seki lukujonon raja-arvon laskusiintdjen

nojalla
c b
Iim [ g, = lim(/gn + /gn)
n—oo n—oo
a C
c b
= lim(/g;l+/g;l’)
n—oo
a C

c b
= lim [ g, + lim /g,’{
n—oo
a c

= jf+jf

= lim [ A, + lim | i/

b

n—oo n—oo
c b
- 1im(/h;+/h;;)
n—>o0
a C
c b
= lim(/hn+/h”)
n—>oo
a c
b
= lim | h,.

n—oo
a

Tiéten lauseen 5.7 (s. 102) nojalla f on Riemann-integroituva vililld [a, b] ja
b

[r=jim bgn=jf+jf-
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2°: Tarkastellaan sitten suuntaa ’=’. Olkoon f Riemann-integroituva vilil-
14 [a, b]. Suunta voidaan todistaa kohdan 1° tapaan, mutta toisaalta kohdan 1°
nojalla on selvii, ettd jos f on Riemann-integroituva myos vileilld [a, c] ja [c, b],

niin
b c b
[r=][r]r
a a c
Téten nyt riittdd osoittaa, ettd f on Riemann-integroituva myos vileilld [a, c] ja [c, b].
Todistetaan viite siksi suoraan Riemannin ehdon avulla.

Valitaan mielivaltainen £ > 0. Riemannin ehdon nojalla on nyt olemassa sellaiset
porrasfunktiot g ja h, ettd g < f < hvilill [a, b] ja

b b
(5.9) /h—/g<s.

T:lloin g ja h ovat porrasfunktioita' myos vileilld [a,c] ja [c,b]jag < f < h
vileilld [a, c] ja [c, b]. Lisdksi lauseen 4.7 (s. 88) perusteella

c c b b
(5.10) /h—/gZO ja /h—/gZO,
a a C Cc

joten porrasintegraalin additiivisuuden (lause 4.9, s. 89) nojalla

ofo o e
IERIAYE

b b

1]
—
|
0

(5.9

ja

Joofe s o faetfe
_ (ajh+jh)_(ajg+c/bg)

I Tasmillisesti ottaen porrasfunktioita ovat funktioiden g ja & rajoittumat kyseisille vileille.
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(5.9
< E.

Siis f on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva vileilld [a, c] ja [¢, b].O

Additiivisuuden kaytostd on tdssd vaiheessa hankala antaa esimerkkejd, kun
emme tunne kuin muutaman funktion integraalin. Esimerkin 5.15 integraali pystytdin
kuitenkin méérittamiin Riemann-integraalin additiivisuutta ja monisteen aiempien
lukujen esimerkkejd hyddyntéaen.

Esimerkki 5.15. Maidiritetdian
2

/|1 — x| dx.

0

Integoitava funktio on selvisti jatkuva ja siten myos Riemann-integroituva vilil-
14 [0, 2]. Hyodyntamalld Riemann-integraalin additiivisuutta ja lineaarisuutta sekd
vakiofunktion integraalia ja esimerkkid 5.5 (s. 104) saadaan

2 1 2

/ll—x|dx /|1—x|dx +/|1—x|dx
0 0 1
1 2
/(l—x)dx +/(x—1)dx
0 1

1 1 2

2
/xdx—/ldx
1

12-0>2 22-12

1l
()
—
5
o\"
=
5
+

— 1-(1-0)- 1.2-1
S e R
13
D
22
-

N s

N~
: >

Kuva 5.5. Funktion f(x) = |1 — x| kuvaaja vililld [-1, 3] seki funktion f kuvaajan ja x-akselin
vilinen alue vililla [0, 2].
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Lauseessa 5.22 piste ¢ oli vilin [a, b] sisépiste, joten a < ¢ < b. Lauseen kaava
kuitenkin pétee muillakin lukujen a, b ja c jarjestyksilld (huomautus 5.23).

Huomautus 5.23. Lauseen 5.22 kaava pitee kaikilla a, b, ¢ € R (olivatpa luvut
missé tahansa jérjestyksessi), jos f on Riemann-integroituva kyseisilla vileilld
(harjoitustehtdva).

Lopuksi tarkastellaan vield jatkuvien funktioiden Riemann-integroituvuutta ta-
pauksessa, jossa funktiolla on vain direllinen miird epijatkuvuuskohtia. Aluksi
madritellddn hyodyllinen apukisite.

Mairitelmi 5.5. Funktio f: [a, b] — R on paloittain jatkuva vililla [a, b],
jos funktiolla f on vililld [a, b] korkeintaan ddrellinen méadra epédjatkuvuus-
kohtia ja kussakin epdjatkuvuuskohdassa funktiolla on vasemmanpuoleinen ja
oikeanpuoleinen raja-arvo.!

Koska funktion arvoilla yksittdisissi pisteissé (esimerkiksi epdjatkuvuuspisteissa)
ei ole merkitysti integraalin arvon tai integroituvuuden kannalta (huomautus 5.11,
s. 107), saadaan Riemann-integraalin additiivisuuden seurauksena suoraan seuraava
tulos.

Lause 5.24. Viililli [a, b] paloittain jatkuva funktio on Riemann-integroituva
vdlilld [a, b].

Todistus. Harjoitustehtava.

Harjoitustehtivia

5.4.1. Osoita, ettd jos funktiot f ja g ovat Riemann-integroituvia vililld [a, b], niin
myos funktio f + g on Riemann-integroituva vililld [a, b] ja

b b b
/(f+g)=/f+/g-

5.4.2. Maidrita

X

1 5
3
(a) /(ex+4x+3) dx, (b) /X L
0 1

1Jos epijatkuvuuskohta on vilin [a, b] péitepisteess, riittdd tietysti joko vasemmanpuoleinen
(piste D) tai oikeanpuoleinen (piste a) raja-arvo.
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5.4.3. Osoita, ettd jos f ja g ovat vililld [a, b] Riemann-integroituvia funktioita,
niin myos funktio (a) A(x) = max{f(x),g(x)}, (b) h(x) = min{f(x),g(x)} on
Riemann-integroituva vililld [a, b].

Vihje: Esité funktio 4 kiyttden funktioita f ja g seka itseisarvofunktiota.

5.4.4. Onko mahdollista, ettd (a) funktio | f| on Riemann-integroituva vililla [a, b],
vaikka f ei ole Riemann-integroituva vililld [a, b], (b) funktio fg on Riemann-
integroituva vililld [a, b], vaikka funktiot f ja g eivit ole Riemann-integroituvia
vililla [a, b]?

5.4.5. Olkoon ¢ < b < a. Osoita, etta

b c b
Jr=fs+]s
a a Cc
Voit olettaa tunnetuksi, ettd f on Riemann-integroituva kaikilla tarkasteltavilla
valeilla.

5.4.6. Tiedetian, etta

2 4 5
[r=s [r=23 [r=1
0 0 2
Miriti
5 4 4
(a) /f, (b) /f’ (c) /f
0 2 5
5.4.7. Tiedetain, ettd
1 2 6
/f=3, /le ja /f:S
0 0 2

Mairita

6 2 6 0
(a) /f, (b) /f, (c) /f, ja @ /f-
0 1 1 2

5.4.8. Olkoon a, b > 0. Osoita, etta
b

/exdx = eb — ¢,

a

5.4.9. Miirita
In4

1
(a) /lex - 2| dx, (b) /max{ex, |x| + 1} dx.
0 -2

Vihje: Voit olettaa tehtidvin 5.4.8 tuloksen tunnetuksi.
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5.4.10. Perustele, miksi funktio f(x) = x|x] on Riemann-integroituva vililla [0, 3],

ja midritd (perustellen)
3

/xl_xj dx.

0
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5.5 Integraalien arviointia

Integraaleja ei useinkaan pystytd laskemaan tarkasti. Siksi on tirkedd pystyd arvioi-
maan integraaleja esimerkiksi sopivien epayhtéldiden avulla.

Peruslihtokohdan tarjoaa lause 5.25, jonka tulos on sinénsi ilmeinen. Luvun 4.1
ala- ja ylisummien termein ilmaistuna lause 5.25 nimittéin tarkoittaa, ettd jos P on
integrointivélin jako, jossa on vain yksi jakovili, niin Riemann-integraali on jakoa P
vastaavien ala- ja yldasummien vélissd. Tdma taas todettiin ilmeiseksi jo luvussa 4.1.
Nyt asia todistetaan tdsmallisesti.

Lause 5.25. Olkoon funktio f Riemann-integroituva vililli [a, b] sekd

m = 1nf f(x) ja M= sup f(x).

x € [a,b] x€[a,b]
Tdlloin

b
m(b—a) < /f(x)dx < M(b-a).

Todistus. Koska g(x) = m ja h(x) = M ovat porrasfunktioita jam < f < M
vililld [a, b], niin huomautuksen 5.5 (s. 99) nojalla

b

m(b—a) = /mdx < /bf(x)dx < jde = M(b-a).

a a a O

Koska Riemann-integraalin méérittely ja integraalia koskevat tulokset halutaan
pitdd mahdollisimman yleisind, lause 5.25 esitetidin kiyttden supremumia ja infi-
mumia. Kaytinnossi tarkasteltavat funktiot ovat kuitenkin useimmiten jatkuvia ja
jatkuvat funktiot saavuttavat Weierstrassin min-max-lauseen nojalla integrointiva-
lilla suurimman ja pienimmin arvonsa, jotka sitten ovat lauseessa 5.25 esiintyvit
supremum ja infimum. Niin saadaan lauseelle 5.25 usein kayttokelpoisempi muoto
(seuraus 5.26).

Seuraus 5.26. Jos funktio f on jatkuva vililld [a, b] sekd

m= min _ f(x) Jja M = max f(x),
x€la,b] € [a,b]

niin

b
m(b—a) < /f(x)dx < M(b-a).
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Jos funktio f on ei-negatiivinen, funktion f infimum m on suurempi tai yhtd
suuri kuin 0. Koska toisaalta myos integrointivilin pituus » — a on aina suurempi
kuin 0, saadaan seuraus 5.27.

Seuraus 5.27. Olkoon funktio f Riemann-integroituva ja ei-negatiivinen vilil-
ld |a, b]. Tdlloin

b
/f(x)dx > 0.

Jos f < g, niin g — f > 0. Titen funktion g — f integraali on seurauksen 5.27
nojalla suurempi tai yhté suuri kuin 0, misté sitten Riemann-integraalin lineaarisuutta
hyddyntden saadaan seuraus 5.28.

Seuraus 5.28. Olkoot f ja g sellaisia vililld [a,b] Riemann-integroituvia
Sfunktioita, etti f(x) < g(x) kaikilla x € [a, b]. Tdlloin

b

jf(x)dx < /g(x)dx.

a

Useimmiten integraalin arvointi tapahtuu kidyttden seurausta 5.28. Toisin sanoen
integroitavaa funktiota verrataan johonkin toiseen funktioon, jonka integraali jo
tunnetaan. Monisteessa vertailua tietysti haittaa, etti emme osaa mairittda tissi
vaiheessa kovinkaan monen funktion Riemann-integraalia. Kdytannossa sopivia
vertailufunktioita ovat vain porrasfunktiot, suora y = kx (esimerkki 5.5, s. 104),
eksponenttifunktio ¢* sopivalla vililld (esimerkki 5.6, s.105), funktio f(x) = 1/x?
sopivalla vililld (esimerkki 5.10, s. 111) ja ndiden lineaarikombinaatiot.

Porrasfunktioista yksinkertaisin vertailufunktio on koko vilin vakiofunktio. Jos
kyseessd on funktion maksimi tai minimi, vertailussa voidaan télloin tietysti kayttdd
my0Os suoraan seurausta 5.26. Usein (mutta ei aina) tehtdvind on nimenomaan etsid
funktion suurin tai pienin arvo (tai molemmat) integrointivélilld (riippuen siité,
arvioidaanko funktion integraalia yl9s- vai alaspdin vai molempiin suuntiin) ja sitten
laskea saadun vakiofunktion (porras)integraali.

Esimerkki 5.16 on yksinkertainen perusesimerkki vertailusta. Siind funktion
sinx arvoja arvioidaan vililld [0, 1] sekd alaspdin ettd ylospédin. Koska funktio on
tarkasteltavalla vililld selvisti kasvava, saadaan yksinkertainen arvio kidyttamalld
arviointifunktioina vakiofunktioita, joiden arvoina ovat funktion arvot vilin [0, 1]
paitepisteissa.

Parempi arvio ylospéin saadaan, jos funktiota sin x rajataan suoralla y = x, jonka
integraali my0s osataan laskea. Vield parempi arvio ylospdin saadaan, kun funktiota
rajataan vililld [0, sin 1] suoralla y = x ja vililld [sin 1, 1] vakiofunktiolla y = sin 1
ja lopuksi yhdistetdin saadut arviot Riemann-integraalin additiivisuutta hyvéksi
kayttien.
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Esimerkki 5.16. Arvioidaan integraalia
1
/ sin x dx.
0

Jatkuvana funktiona sinx on Riemann-integroituva vililld [0, 1]. Koska sinx on
kasvava funktio vililld [0, 1], niin

0 < sinx < sinl Vx € [0,1].
Taten | |
/sinxdx > /de =0-(1-0) =
0 0
ja
1 1
/sinxdx < /sinldx = sinl-(1-0) = sinl.
0 0
Siis

1
0 < /sinxdx < sinl (x~0,84).
0

Y114 olevaa parempi arvio yldrajalle saadaan kayttamalld tulosta
sinx < x Vx € [0,1].

Talloin esimerkin 5.5 (s. 104) nojalla

1
02 1
d = .
/smx X / 2
0

Vield parempi arvio ylédrajalle saadaan jakamalla vili [0, 1] kahteen osaan ja
hyodyntdmailld Riemann-integraalin additiivisuutta. Talloin arvioinnissa voidaan
kayttad eri osavileilld eri funktioita. Jos kaytetddn ylla esitettyjd arvoita, kannattaa
jakopisteeksi valita sin 1, silld x < sinl, kun x € [0,sin1], ja sin]l < x, kun
x € [sin 1, 1]. Téll6in saadaan

1 sin 1 1
/sinxdx = /smxdx +/smxdx
0 sin 1
sin 1
< /xdx+/sin1dx
0 sin 1
. 12_
- % +sinl-(1—sinl)
. 1 2
= sin1 = 8DT 0487,
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Toki funktion sin x integraalille on helppo laskea tarkka arvo (= 1 —cos 1 = 0,46)
jo lukion tiedoilla, mutta kannattaa huomata, ettd usein (esimerkiksi esimerkis-
sd 5.17) integraalin arvo ei ole helposti laskettavissa. Esimerkissd 5.17 tilanne on
muutenkin viahidn mutkikkaampi, silld sekd osoittaja ettd nimittdjd molemmat kasva-
vat, joten emme osaa suoralta kiddeltd sanoa mitddn varmaa funktion kayttdytymisesti
integrointivalilld. Kaikki riippuu siitd, milld nopeudella osoittaja ja nimittdja kas-
vavat (suhteessa toisiinsa). Periaatteessa funktio voisi olla kasvava, vihenevi tai ei
kumpaakaan.

Derivoimalla funktio havaitaan, ettd funktio on integrointivililld kasvava, joten
pienin arvo saavutetaan vilin alkupisteessd ja suurin arvo vilin loppupisteessi.
Yksinkertainen arvio saadaan nyt kiyttamalld arviointifunktioina nditd arvoja ja
laskemalla saatujen vakiofunktioiden (porras)integraalit. Nahd&dén, ettd tama riittdd
tuottamaan halutut arviot.

Esimerkki 5.17. Olkoon b > 1. Osoitetaan, etti

b
* b-1
(b—l)-eg/e—dxs et
X b
1
Tarkastellaan funktiota .
e
flx) = —
X
javilid [1, b]. Jatkuvana funktiona f on Riemann-integroituva vililld [1, b]. Lisédksi
X, _ 1 . pX X _ 1
fl) = == > ° = e(xz ) >0 Vxellb],
X X

joten f on kasvava funktio vililld [1, b]. Liséksi (1) = e, joten

X b
e < <& wvxe[nn).
X b
Siis
b b
X
/—de/edx:e-(b—l)
X
1 1
ja
bx bb b b-1
e e e
—dx < [ —dx = — - (b-1) = ’
/x S A S G A A
1 1
joten
e b-1
(b—l)-eé/e—dxé et
X
1

Erityisesti on syytd huomauttaa, etti tarkasteltavan funktion monotonisuutta ei
saa arvata (jos se el ole tdysin selvdd), vaan monotonisuus on aina perusteltava.
Esimerkiksi esimerkin 5.17 funktio ei ole kasvava eikd edes monotoninen kaikilla
vileilld [a, b] (a > 0), miki funktion derivaatasta heti ndhdain.
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Mairitelmén 5.3 (s. 116) perusteella interaalin rajojen vaihtaminen vastaa integ-
raalin merkin vaihdosta. Talloin myos seurauksessa 5.28 epéyhtédlon suunta vaihtuu,
joten tulos ei ole endd voimassa. Jos kuitenkin f on ei-negatiivinen, niin seuraus-
ta 5.28 vastaava tulos voidaan esittdd itseisarvoja hyodyntdaen (huomautus 5.29).

Huomautus 5.29. Jos seurauksessa 5.28 oletetaan ehdon f(x) < g(x) lisdksi,
ettd f(x) > 0, niin (harjoitustehtéva)

kaikilla a, b € R (olivatpa luvut missé tahansa jirjestyksessi).

Itseisarvon perusominaisuuksien, Riemann-integraalin lineaarisuuden ja seurauk-
sen 5.28 nojalla on helppo todistaa lause 5.30. Eli integraalin itseisarvo on pienempi
tai yhtd suuri kuin itseisarvofunktion integraali.

Lause 5.30. Olkoon funktio f Riemann-integroituva vdlilld [a, b]. Tdlloin

[

Todistus. Jos f on Riemann-integroituva vililld [a, b], niin lauseen 5.18 (s. 118)
perusteella myos |f| on Riemann-integroituva vililld [a, b]. Lisdksi itseisarvon
perusominaisuuksista seuraa, ettd

—If < fx) < [f)]
kaikilla x € [a, b]. Téten seurauksen 5.28 (s. 129) nojalla

b
< / 1F(0)] .

b b b

[-1relar < [rwar < [irwia

a a a

ja edelleen (lause 5.15, s. 116)

b
- / £ ()] dx

Siis itseisarvon perusominaisuuksien perusteella

b b
fx)ydx| < | |f(x)]dx.
fowra]< | D

IA
\
KH
~~~
=
&
IA
—
\
s
&
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Huomautus 5.31. Lauseen 5.30 epdyhtild voi olla myos aito (ks. esimerk-
ki 5.18).

Esimerkki 5.18. Osoitetaan, etti

1
‘/xdx
-1

Esimerkin 5.5 (s. 104) nojalla

1
< /|x|dx.
-1
1

12_(_1)2
dx = ——— = 0.
/X X 3

-1
Toisaalta lauseiden 5.22 (s. 121)ja5.15 (s. 116) seki esimerkin 5.5 (s. 104) perusteella

saadaan
1 0 1
/|x|dx = /|x|dx + /|x|dx
-1 -1 0
0 1
= /—xdx + /xdx
-1 0
0 1
= —/xa’x + /xa’x
-1 0
02 — (—1)2 2 2
_ (-1) +1 0
2 2
= 1.
Siis

1 1
‘/xdx =0<1=/|x|dx.
-1 -1

Koska interaalin rajojen vaihtaminen vaihtaa integraalin merkin, on lauseen 5.30
epdyhtédlon oikea puoli negatiivinen (tai 0), jos b < a. Titen lause 5.30 ei endd
pade (jos integraali ei ole 0). Ottamalla vield itseisarvot saadaan tilanne korjattua
(huomautus 5.32).

Huomautus 5.32. Koska lauseessa 5.30 oletetaan integroituvuus vililld [a, b],
niin a < b. Lauseen tulos pitee tietysti my0s, jos @ = b, mutta jos b < a, niin
lauseen 5.30 epdyhtidlo on muutettava muotoon (harjoitustehtivi)

‘/bf(x)dx /blf(x)ldx

<
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Seurauksen 5.28 avulla voidaan my0s osoittaa, ettd vakiofunktio f(x) = 0 on
ainoa jatkuva ja ei-negatiivinen funktio, jonka Riemann-integraali jollakin vililld

on 0 (lause 5.33).

Lause 5.33. Olkoon f jatkuva ja ei-negatiivinen vililli [a, b]. Jos

/bf(x)dx = 0,

niin f(x) = 0 kaikilla x € [a, b].

Todistus. Tehddin vastaoletus, ettd on olemassa sellainen ¢ € [a, b], ettd f(c) > 0.
Oletetaan, ettd ¢ € |a, b|[ (tapaukset ¢ = a ja ¢ = b vastaavasti). Koska f on jatkuva,
on olemassa sellainen § > 0, ettd [c — §,c + 5] C [a, b] ja

fx) = f(2C) > 0 Vx € [c=6,c+0].
Titen
b c—0 c+0 b
/f(x)dx = /f(x) dx + /f(x)dx + /f(x)dx
a a c—0 c+o
c—0 c+d b
> /de+ @dx+/0dx
a c—8 c+0
= 0+19 2540
2
= f(o)-o,
missé on ristiriita, silld f(c) > 0jad > 0. m]

Lause 5.33 on varsin hyddyllinen monissa teoreettisissa tarkasteluissa. Lauseen
seurauksista mainitaan erikseen seuraus 5.34, jota kiytetdédn jatkossa.

Seuraus 5.34. Olkoot f ja g sellaisia vililld [a, b] jatkuvia funktioita, ettd
f(x) < g(x) kaikilla x € [a,b]. Jos f # g vidlilld [a, b], niin

b

/b fx)dx < / g(x) dx.

a
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Luvun 5.5 lopuksi esitetddn vield Riemann-integraaleille jo monisteesta Analyy-
si A tuttu Cauchyn—Schwarzin epéayhtilo (lause 5.35).

Lause 5.35 (Cauchyn—-Schwarzin epiyhtilo). Jos funktiot f ja g ovat jatku-
via vdlilli |a, b], niin

b ) b b
(/f(x)g(x) dx) < /fz(x) dx -/gz(x) dx.

a

Todistus. Koska f ja g ovat jatkuvia vililld [a, b], myos f2, g% ja fg ovat jatkuvia
ja siten myos Riemann-integroituva vililld [a, b]. Merkitdidn

b b

b
A= / ) dr, B= / Pdx ja C= / Fx)g(x) dx,

a

jolloin viite saa muodon
C* < AB.

Jos nyt A, u € R, niin (Af + ug)? on Riemann-integraalin lineaarisuuden nojalla
Riemann-integroituva vililld [a, b]. Lisiksi aina (Af + ug)? > 0, joten seurauk-
sen 5.27 nojalla

b
0 < /(/lf(x)+ug(x))2dx = PA+2uC+u’B VYA ueR.

a
Valitaan A = B ja u = —C. Talldin
0 < AB>-2BC?+BC? = B(AB-C?).

Koska aina g> > 0, niin seurauksen 5.27 nojalla B > 0. Jos nyt B = 0, niin
lauseen 5.33 nojalla g2 = 0 vililld [a, b], silld g on jatkuva vililld [a, b]. Titen
myos g = 0 ja edelleen fg = 0 vililld [a, b]. Siis myds C = 0, joten C> < AB (= 0).

Jos taas B > 0, niin AB — C* > 0. Siis C*> < AB. O

Harjoitustehtivia

5.5.1. Osoita, ettd

5.5.2. Osoita, ettda

2
(a) /\/x3+ldxs6, (b)/ ! dx < V2.
0
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5.5.3. Osoita, ettd
a+l

/Cos(ax +arctanx)dx < 1 Va € R.

a

5.5.4. Osoita, ettda

Inx -1
(a) /_smxdx X (b) /nx dx < e—1.
e+ 1

5.5.5. Osoita, ettd

5.5.6. Osoita, ettd

5.5.7. Osoita, ettd

e+l
x | b
() /(Zx—e) x> = () / —dx < eej (b > 0).
1

5.5.8. Osoita, ettd

3 X 2
(a) /arctan(x3—3x+3)dx >, (b) /e—zdx > %.
X

5.5.9. Osoita, ettda

1
(a) /arctanxdx < % (b) /arctanxdx < 3
5.5.10. Osoita, ettd
2
e—1 < /exz_xdx < e2-1.
0

5.5.11. Osoita, ettd jos integrointivililld 0 < f(x) < g(x), niin

b b
'/f(x)dx /g(x)dx

a
kaikilla a, b € R (olivatpa luvut missi tahansa jarjestyksessd). Osoita myos, ettd
epayhtdlo ei vilttamattd ole voimassa, jos luovutaan vaatimuksesta f(x) > 0.

<
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5.5.12. Osoita, etta

2t
1
(a) lim/sin—dx = 0, (b) lim/ dx = 0.
t
5.5.13. Osoita, ettd
sin" xdx = 0.

lim

n—00

=) \
N

(SIE}
|
e

sin x dx + sin” x dx kaikilla € > 0.

~—
\Nlu

%
Vihje: / sin" xdx =
0

0 z_

(S}

5.5.14. Olkoon f sellainen vililld [2, 4] jatkuva funktio, ettd

4
/ F)g) dx = 0
2

kaikille vilin [2, 4] porrasfunktioille g. Todista, ettd f(x) = O kaikilla x € [2,4].

5.5.15. Olkoon f sellainen vililld [0, 4] Riemann-integroituva funktio, ettd f on
vasemmalta jatkuva pisteessd x = 4. Oletetaan lisdksi, ettd

4
/ F()g() dx = 0
0

aina, kun g on sellainen vililld [0, 4] Riemann-integroituva funktio, ettd g(4) = 6.
Osoita, ettd f(4) = 0.

5.5.16. Olkoon f sellainen vililld [a, b] jatkuva ei-negatiivinen funktio, ettid

b
/f(x)dx > 0.

Osoita tasmallisesti perustellen, ettd on olemassa sellainen vilin [a, b] porrasfunk-
tiog,ettd0 < g < fja

b b

0 < /g(x)dx < /f(x)dx.

a

5.5.17. Olkoon f sellainen vililld [0, 1] jatkuva funktio, ettd 0 < f(x) < 1 kaikilla

x€]0,1], £(0) = 1 ja
1 1
/ Fx) di = / (£ () db.
0 0

Miti voit paitelld funktiosta f?
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5.5.18. Olkoot f ja g sellaisia vililla [a, b] jatkuvia funktioita, ettid

b

/bf(x)dx = /g(x)dx.

a
Osoita, ettd on olemassa sellainen ¢ € [a, b], ettd f(c) = g(c).

5.5.19. Osoita (vastaesimerkilld), ettd tehtidvin 5.5.18 tulos ei vilttiméttd pade, jos
edes toinen funktioista f ja g ei ole jatkuva vililld [a, b].

5.5.20. Osoita, etta

1 2
(a) /Verx+2xdx < e, (b) / xx+1 dx < g
0 1

Vihje: Caychyn—Schwarzin epayhtilo.
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5.6 Integraalilaskennan valiarvolause

Seurauksessa 5.26 (s. 128) osoitettiin, ettd jos funktio f on jatkuva vililla [a, b],
niin

b
m(b—a) < /f(x)dx < M(b - a),

missd m ja M ovat funktion f minimi- ja maksimiarvot vélilld [a, b]. Luvun 4.1
kisittein ilmaistuna tdmé tarkoittaa, ettd jos esimerkiksi f > 0, niin funktion f
kuvaajan ja x-akselin vilinen pinta-ala A on suorakaiteiden

m-(b—a) ja M- (b-a)
pinta-alojen vilissd. Tédten on olemassa sellainen luku m < k < M, ettd
A=k-(b-a).

Koska suljetulla vililld jatkuva funktio saavuttaa tilla vililld kaikki suurimman ja
pienimmin arvonsa viliset arvot, on myOs olemassa sellainen vilin luku &, ettd
f(&) =k jasiis

A = f(&)(b-a).

Integraalilaskennan viliarvolause (lause 5.36) esittdd ylld olevan tuloksen tés-
mallisesssd muodossa.

Lause 5.36 (Integraalilaskennan véliarvolause). Olkoon funktio f jatkuva
vililld [a, b]. Tdlloin on olemassa sellainen & € |a, b|, ettd

b
5.11) / F)dx = fE)(b-a).

Todistus. Koska f on jatkuva suljetulla vililld [a, b], on olemassa sellaiset pisteet
X1,X2 € |a, b], ettd

m = f(x;) = min{ f(x) | x € [a,b] }
ja

M = f(x2) = max{ f(x) | x € [a,b] }.
Lisidksi seurauksen 5.26 (s. 128) nojalla

b

b b
(5.12) m(b—a) = /mdx < /f(x)dx < /de = M(b-a).

a

Koska f on jatkuva, niin seurauksen 5.34 (s. 134) perusteella yhtidsuuruus epéyhti-
16issé (5.12) on voimassa vain silloin, kun f on vakiofunktio vililla [a, b].
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Jos f on vakiofunktio, niin miki tahansa vilin |a, b| piste kelpaa pisteeksi &. Jos
taas f ei ole vakio, niin

b
m(b—a) < /f(x)dx < M(b-a).

Koska b —a > 0 (ts. [a, b] on vili), niin tdlldin

1
b —

m <

b
a/f(x)dx < M.

Lisidksi x; # x,. Todistuksen yleisyytti rajoittamatta voidaan olettaa, ettd x; < x;.
Funktio f on nyt jatkuva suljetulla vililla [x;,x;], joten se saavuttaa talld

vililld kaikki suurimman ja pienimmin arvonsa viliset arvot. Koska f(x;) = m ja

f(x2) = M, on titen olemassa sellainen & € |x1,x;[ (jolloin myds & € |a, b ), ettd

b
1
7O = 7 [ e as

eli

b
/ fydr = F(©)b—a).

O

Integraalilaskennan viliarvolauseesta kdytetdidn lyhennettd IVAL. Lauseen kaytto
on usein suoraviivaisempaa kuin differentiaalilaskennan véliarvolauseen (lause 2.16,
s. 40) kaytto. Nytkin lause patee myos, kun b < a (huomautus 5.37).

Huomautus 5.37. Integraalilaskennan véliarvolauseessa oletettiin, ettd a < b
(eli [a, b] on vili). Lauseen tulos eli kaava (5.11) péatee myos, kun b < a, mutta
talloin on tietysti oletettava, ettid & € |b, a[.!

Todistus. Olkoon f jatkuva vililld [b, a], missd b < a. Integraalilaskennan viliar-
volauseen nojalla on tilldin olemassa sellainen & € b, a|, ettd

; ’ IVAL

[rwa = - [ 0@ @@= = r@@-a.

a b O
Esimerkisséd 5.19 integraalilaskennan viliarvolausetta hydodynnetddn médritta-

milld sen avulla raja-arvo. Toki tulos saataisiin my0s arvioimalla integraalia alas- ja

ylospdin ja kayttamailld sitten suppiloperiaatetta, mutta nyt paattely on suoraviivai-

sempi. Integraali vain korvataan lausekkeella /(&) (¢ — 1) ja sitten lasketaan raja-arvo,

kunt - ljaé — 1.

!'Usein tiedolla, onko & € |a, b[ vai & € b, al, ei ole merkitysti, mutta joskus tietysti on.
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EsimerkKki 5.19. Maiiritetdan

t
1
llﬁllﬁ V1+2x2dx.
t— -
1

Olkoon ¢ # 1. Koska V1 + 2x2 on jatkuva vililld [1, ¢] (kun ¢ > 1) ja vililld [z, 1]
(kun r < 1), niin integraalilaskennan viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen
Eell,t[ (kunt > 1)tai & € J¢, 1[ (kunt < 1), ettd

t
/\/1+2x2dx = V1+2&2-(1-1).
1
Edelleen ¢ — 1, kunt — 1. Siis

t
1 1
lim — [ V1+2x2dx 1imﬁ-\/1+2§2-(t—1)

-1 t—1 t—1
1

= lim 1+2&2
11—

R

Yleistetyn integraalilaskennan viliarvolauseen (lause 5.38) oletukset vaihtelevat
eri lahteissd jonkin verran. Tdssé on oletettu molempien funktioiden jatkuvuus, koska
silloin on suhteellisen helppo osoittaa, ettd haluttu piste & voidaan valita avoimelta
vililtd |a, b|.

Lause 5.38 (Yleistetty integraalilaskennan viliarvolause). Jos funktiot f ja
g ovat jatkuvia vidlilld [a, b] ja lisdksi g on vdlilld [a, b] ei-negatiivinen, niin
on olemassa sellainen & € |a, b|, ettd

b b
(5.13) / Fg() de = (&) / ¢(x) d.

Todistus. Koska f on jatkuva suljetulla vililld [a, b], on olemassa sellaiset pisteet
X1,X2 € [a, b], ettd
m = f(x1) =min{ f(x) | x € [a,b]} ja M =f(xz) =max{f(x)]|xe€la,b]}
Lisdksi g > 0, joten mg < fg < Mg. Siis seurauksen 5.28 (s. 129) nojalla

b

b b
5.14) m-1, = /m-g(x)dx < /f(x)g(x)dx < /M-g(x)dx = M-I,

a

missi
b

I, = /g(x)dx.

a
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Jos nyt I, = 0, niin epdyhtéloketjun (5.14) nojalla myos

b
/ Fg) dr = 0.

Tédten molemmat integraalit kaavassa (5.13) ovat nollia ja miké tahansa vélin ]a, b|
piste kelpaa pisteeksi &. Sama tietysti pitee, jos g = 0 vililla [a, b].

Olkoon sitten g # 0 vililld [a, b] ja I, # 0. Koska g > 0, niin télléin on olemassa
sellainen piste ¢ € ]a, b[, ettd g(c) > 0. Lisiksi I, > 0.

Oletetaan nyt ensin, ettd epayhtédloketjussa (5.14)

b b
m-1l, = /f(x)g(x)dx tai /f(x)g(x)dx = M-I,

Koska funktiot f ja g ovat jatkuvia vililld [a, b], my0s funktiot mg, fg ja Mg ovat
jatkuvia télla valilld ja siis seurauksen 5.34 (s. 134) nojalla

fg=m-g i fg=M-g
vililld [a, b] eli
(f(x)-m)g(x) =0  tai  (f(x)-M)g(x) =0

kaikilla x € [a,b]. Titen f(x) = m tai f(x) = M, jos x € [a,b] ja g(x) > O.
Erityisesti f(c) = m tai f(c) = M, joten voidaan valita ¢ = c.
Jos taas epayhtiloketjussa (5.14)

b
m-lg < /f(x)g(x)dx < M-I,
niin

b
m < Il-/f(x)g(x)a’x < M,
g
a
silld I, > 0. Liséksi tdlloin x; # x. Todistuksen yleisyyttd rajoittamatta voidaan
olettaa, ettd x| < x».
Funktio f on nyt jatkuva suljetulla vililld [x;,x2], joten se saavuttaa tdlld

vililld kaikki suurimman ja pienimmén arvonsa viliset arvot. Koska f(x;) = m ja
f(x2) = M, on titen olemassa sellainen & € |x1,x2[ (jolloin myds & € |a, b[), ettd

b
1
e = / F)g) dr

eli

/bf(X)g(X) dx = f(f)/bg(X) dx.
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Yleistetyn integraalilaskennan viliarvolauseen soveltaminen ei valitettavasti ole
yhté helppoa kuin tavallisen integraalilaskennan viliarvolauseen soveltaminen. Nyt
ongelmaksi tulee, ettd funktiosta 7 = fg ei aina ndhdd suoraviivaisesti, miten
se pitdisi jakaa eri funktioiksi. Jakohan voidaan usein tehdd monella eri tavalla
(esimerkiksi x® = x - x7 = x2 - x% = ... = x7 - x). Lisiksi pitii sitten vield valita,
kumpi funktioista f ja g integroidaan ja kumpaa arvioidaan £:n avulla.

Kiytdnnossi on valittava siten, ettd funktion g integraali osataan laskea. Liséksi
pyritdin siihen, ettd f (&) kayttaytyisi siististi. Aina ndiden tavoitteiden saavuttaminen
ei ole helppoa eikd edes mahdollista. Monisteen kannalta oman haastensa tuo jilleen
se, ettd tdssd vaiheessa osaamme madrittdd vain muutaman funktion Riemann-
integraalin.

Esimerkisséd 5.20 mééritetddan esimerkin 5.19 tapaan raja-arvo, mutta nyt yleis-
tettyd integraalilaskennan viliarvolausetta kéyttden, silld raja-arvoa ei pystytd mia-
rittimaéin tavallisen integraalilaskennan viliarvolauseen avulla (ks. huomautus esi-

merkin 5.20 jdlkeen). Koska osaamme mairittad funktion x Riemann-integraalin,
1

mutta emme osaa maarittad funktion Tt Riemann-integraalia, on luontevaa valita
fx) =5 Jrlex ja g(x) = x. Tamain jilkeen menettely on taas suoraviivainen. Lasketaan

funktion g integraali /, korvataan raja-arvossa integraali lausekkeella f (&) - I ja
sitten lasketaan raja-arvo, kun t — 0+ ja & — O+.

Esimerkki 5.20. Maidiritetdan

t

1 X
lim — dx.
z—1>I(l)l+t2/.l+€x *
0

Olkoon ¢ > 0. Koska funktiot ﬁ ja x ovat jatkuvia ja x > 0 vililla [0, 7], niin
yleistetyn integraalilaskennan viliarvolauseen (ja esimerkin 5.5, s. 104) nojalla on
olemassa sellainen & € |0, ¢[, ettd

t t

/ x 1 / p 1 2 - 0?2 12
X = xdax = . = .
1 +e* 1+¢éf 1+¢éf 2 2(1 +e%)

0 0

Edelleen ¢ — 0+, kun t+ — 0+, joten

t

_— / x i 12 i 1 1

m — —ax = 11m — - —-7—= = m ——— = —.

=0+ 12 ) 1+e* =0+ 12 2(14+e5) -0+ 2(1 +€%) 4
0

Huomautus. Esimerkin 5.20 raja-arvoa ei saada maddritettyd integraalilaskennan
viliarvolauseen (lause 5.36) avulla, silld tdlloin tulokseksi saadaan raja-arvo (missi
myos & — 0+)

& 11 3

1 3
lim — - -(t=0) = lim = - = — - lim =.
z—l>r(1)]+ 2 1+¢€f ( ) t—1>r(gl+t 1+ef 2 z—1>r(r)1+t

Nyt sekd & — 0+ ettd + — 0+, mutta ei tiedetd, milld nopeuksilla & ja ¢ 1dhestyvit
nollaa.
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Huomautus. Vastaavasti kuin huomautuksessa 5.37 voidaan osoittaa, etti yleis-
tetyn integraalilaskennan véliarvolauseen tulos eli kaava (5.13) pétee myos, kun
b < a. Tilloin on tietysti oletettava, ettid & € |b, al.

Harjoitustehtavia

5.6.1. Olkoon funktio f Riemann-integroituva vélilld [a, b] sekd

m= inf f(x) ja M= sup f(x).
x € |a,b] x€[a,b]

Osoita, ettd jos f ei ole vakiofunktio, niin on olemassa sellainen u € [m, M|, ettd
b
[rwa = u-a.
a

5.6.2. Olkoon f vililld [a, b] Riemann-integroituva funktio ja

b
1
n= m/f(x)dx-

Osoita, ettd

b
/ (F(x) = ) dx = 0.

5.6.3. Mairitd integraalilaskennan viliarvolausetta kayttden

3a t
1 [ sin2 |
(a) lim - / MY, ) lim —— / sin(t/x)dx  (a > 0).
X t—a+t —a

a—0+ a
a

5.6.4. Mairitd integraalilaskennan viliarvolausetta kiyttien

1 ViZ + 1 r ®) 1 1
—— R m
x—0 2.x 4 Vcost + 3 x—1 X — 1

X

/sin(arctan t)dt.

1

5.6.5. Olkoon

n.COS X
(1+nx)?

Koska funktio f on jatkuva ja ei-negatiivinen vililld [0, 1], niin integraalilaskennan
viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen & € |0, 1, ettd

fx) =

ncosé n 1

m(1_0)<n2_§2:n_§2_)0’ kun n — oo.

1
0< | f(x)dx =
/
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Siis suppiloperiaatteen nojalla

n.CoS X
n—><>0 (1+ mc)2

Kyseinen raja-arvo on kuitenkin 1, joten missi kohtaa pééttelyssd on virhe ja mikd
virhe on?

5.6.6. Osoita integraalilaskennan viliarvolausetta kiyttden, ettd
1
3 < /\/9+x2dx < V1o.
0

5.6.7. Olkoon f sellainen vililld [a, b] jatkuva funktio, ettd

/bf(x)dx:O

Osoita, ettd on olemassa sellainen piste ¢ € |a, b|[, ettd f(c) =

5.6.8. Mairitd integraalilaskennan véliarvolausetta tai yleistettyd integraalilaskennan
viliarvolausetta kdyttaen

3¢ t

. e* .1
(a) ,li,r&t/;dx’ (b) tli)r(l)l”—Z/xcos(ex) dx.
t 0

5.6.9. Osoita yleistettyid integraalilaskennan véliarvolausetta kéyttden, ettd

/Vl—xzdx > —

1
2

11
Vihje: Voit olettaa tunnetuksi, etti / (1-x?)dx = Tk

0

5.6.10. Olkoon a > 0. Osoita yleistettyd integraalilaskennan viliarvolausetta kayt-
taen, etta

1 @ @ 1 a @
—(a——+—)< dx < a——+ —.
1+a®

Vihje: 1 +x% = (1 +x?)(1 —x% + x*). Voit olettaa tunnetuksi, etti

- +xYde = a-Z + 2
(I -x"+x")dx = a 3t
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*5.7 Riemannin summa

Olkoon funktio f rajoitettu valilld [a, b] ja P = {x¢, X1, ...,X,} jokin vilin [a, b]
jako. Luvussa 4.1 (huomautus 4.1, s. 76) mainittiin jo funktion f jakoon P liittyvi
Riemannin summa

Sp(f,6) = D FE)(x—x0),
j=1

missd &; € [x;_1,x;] on mielivaltainen vilin [x;_1,x;] piste.

Esimerkki 5.21. Olkoon

2x -4, kunx € [2,3],
flx) =
6—x, kunxe€]3,4],

jo esimerkissd 4.1 (s. 75) tarkasteltu funktio ja P = {2, 3,4} vilin [2, 4] (tasavilinen)
jako. Funktion kuvaaja on esitetty kuvassa 4.1 (s. 76).
Funktion f jakoa P vastaavat Riemannin summat Sp( f, &) ovat nyt muotoa

Sp(f.€) = f(EDB-2)+ f(E)(4-3) = f(&) + f(&),
missd & € [2,3] ja &, € [3,4]. Siis esimerkiksi

FQ+f4) =0+2 =2 (§1=2,6&=4),

B +f(4) =2+2 =4 (&1=3,&6&=4),
fB)+f(Z) =1+3 =1 (&1=3.6=17),
B +f(3) =2+2 =4 (§=3,6&=3)

ovat funktion f jakoa P vastaavia Riemannin summia Sp(f,¢).
Sen sijaan ylasumma

Up(f) = 2-143-1 =5

ei ole funktion f jakoa P vastaava Riemannin summa milldin pisteiden & arvoilla
(vrt. esimerkki 4.1, s. 75).

Huomautus. Jos g(x) = f(¢;) kaikilla x € Jx;_,x;[ (j = 1,2,...,n),
niin Riemannin summa Sp(f, &) on porrasfunktion g integraali. Porrasfunk-
tion g arvoiksi jakopisteissd voidaan valita esimerkiksi g(x;) = f(x;), kun
j=0,1,...,n.

Merkitaan
|P| = max{x;—xj_1|1<j<n},

eli |P| on jaon P pisimméan osavilin pituus. Tihennetdin sitten jakoa siten, ettd
|P| — 0, ja tutkitaan raja-arvoa

Lim Sp(f,€).
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Talloin

|1131|I_I)IOSP(f’§) = L,

jos jokaista lukua & > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettid jokaiselle jaolle
|P| < & pitee
ISp(f.&) —L| < &,

valittiinpa pisteet £; miten tahansa.
Riemannin summaa kéyttiméilld saadaan vaihtoehtoinen tapa miéritelld Riemann-
integraali.

Lause 5.39. Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on Riemann-integroituva, jos ja
vain jos Riemannin summilla on raja-arvo

lim SP(f"f)’

|P|—0

missd Sp(f, &) on funktion f vidlin [a, b] jakoon P liittyvi Riemannin summa.
Tdlloin )

/f=lmSNﬁ&

|P|]—0
a

Todistus. 1°: Todistetaan ensin suunta ”"=". Oletetaan siis, ettd f on rajoitettu ja
Riemann-integroituva vililld [a, b], ja osoitetaan, ettd

|P|—0

b
1m&ma=/ﬁ

missd Sp(f, &) on funktion f vilin [a, b] jakoon P liittyvd Riemannin summa.
Valitaan mielivaltainen £ > 0. Koska f on rajoitettu, on olemassa sellainen
M > 0, etta

(5.15) lf()l < M

kaikilla x € [a, b], ja koska f on Riemann-integroituva, niin Riemannin ehdon
nojalla on olemassa sellaiset vilin [a, b] porrasfunktiot g ja h,ettd g < f < h ja

b b
(5.16) /h—/g<§.

Olkoon edelleen Py = {zo,z1,--.,Zm} jokin sellainen vilin [a, b] jako, ettd P
sisaltdd kaikki sekd porrasfunktion g ettd porrasfunktion 4 porraspisteet. Merkitiddn
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Olkoon nyt P = {x¢, X1, ...,X,} jokin sellainen vilin [a, b] jako, ettd |P| < §.
T#ll6in jokaista Riemannin summaa Sp(f, &) kohti on olemassa sellainen porras-
funktio s, etta

b
(5.17) Sp(f.&) = /S-
Koska g < f < h, niin télloin
(5.18) g < s=f(&) <h

kaikilla jaon P osavileilld I = [x;_1, xx], jotka eivit sisilld jaon Py pisteita.
Tarkastellaan sitten jaon P osavilejd I = [xr_1,xx], jotka siséltavit jaon P
pisteitd. Vilin [a, b] piitepisteitd lukuun ottamatta kukin jaon Py piste sisdltyy
yhteen tai kahteen jaon P (suljettuun) osaviliin. Tédten jaon Py pisteitd siséltivid
jaon P osavileja on korkeintaan 2m kappaletta.
Olkoon nyt

00) = {g(x), josx el jafjef0,1,...,m} se. z; € I,
-M, josxGI,’(ja 3j€{0,1,...,m} se. z; € I,
ja
7o) = {h(x), J:osx el J:a 39] €{0,1,...,m} se. zj € I,
M, josx €1, ja 3j€{0,1,...,m} se. z; € I,

missd I} = |xg-1,xk[ ja Iy = [xg-1,x¢] (k = 1,2,...,n). Jaon P jakopisteissd
asetetaan g(x;) = —M ja fz(xk) =M (k =0,1,2,...,n). Télldin g ja h ovat
vililld [a, b] porrasfunktioita ja ominaisuuden g < f < h seki epdyhtiloiden (5.15)
ja (5.18) perusteella

g<f<h ja g <s<h

Tédten Riemann-integraalin méérittelyn ja lauseen 4.7 (s. 88) nojalla

b b b b b b
/gs/fs/iz ja /gs/ss/iz
a a a a a a

ja edelleen

b b b b
(5.19) ‘/s—/f s/iz—/g.

Koska g < h vililld [a, b], niin lauseen 4.7 (s. 88) nojalla

Xk Xk
/gS/h
Xk—1 Xk—1
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jokaisella jaon P osavililld [x;_1,x;] (kK = 1,2,...,n). Lisdksi jaon Py pisteitd
sisdltdavid jaon P osavilejd on korkeintaan 2m kappaletta ja porrasfunktion arvolla
jakopisteessa ei ole vaikutusta porrasintegraalin arvoon. Téaten

b b b b
- (5.16) £
(5.20) /h—/g s/h—/g+2m~|P|-2M <5 +4m-|P|- M.

Siis

b b b
Sp(f.8) —/f' 617 '/s —/f‘
a (5.19) ; ab
< h-|3g

a a
(5.20)
< §+4m~|P|~M
E &
< —+4
2 " 8m-M
_ 8+8
2 2
= E.

Siis ,
lim $p(£.8) = / f.

2°: Todistetaan sitten suunta ”<". Oletetaan siis, ettd f on rajoitettu vililli [a, D]
ja
lim Sp(f, = L,
M p(f,§)

missd Sp(f, &) on funktion f vilin [a, b] jakoon P liittyvd Riemannin summa, ja
osoitetaan, ettd f on Riemann-integroituva vililld [a, b] ja

/f:L.

a
Valitaan mielivaltainen € > 0. Raja-arvon mééiritelmén nojalla on olemassa
sellainen 6 > 0, ettd jos |P| < ¢, niin

(5.21) 1Sp(f.€) - L| < £/4,

valittiinpa pisteet £; miten tahansa.
Olkoon nyt P = {xo, X1, . . ., X} sellainen vélin [a, b] (esimerkiksi tasavélinen)
jako, ettd |P| < ¢. Valitaan sellaiset pisteet fk, Ep € [xk—1,xk] (k=1,2,...,n),etté

f(ﬁk) < inff +

[Xr—1,xx]

£
4(b —a)
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ja

- &
fé) =2 supf — ———.
¢ [xk-1,xk] 4(b—a)
Olkoon edelleen
£
g(x) = f(ﬁk)—m, kunx € [xg-1,x[ (k=1,2,...,n),
ja

h(x) = f(&)+ kunx € [xe_Lxi[ (k=1,2,...,n),

&
4(b -a)’

sekd g(b) = h(b) = f(b). Talldin g ja h ovat porrasfunktioita ja g < f < h

vililla [a, b] seka

b b .
/h —/g = Z(f(gk)+ﬁ)(m—m—l)

k=1

—Z(f(f )= 3=y ) e )

= Zf(fk)(xk—xk 1) + Z4(b — Xk-1)
Merk. Sp(f.€)
—Zf(f ) ek = i 1>+Z4(b o (ot = k)

Merk. Sp(f.£)

= Sp(£.8) - Sp(f.6) + Z(xk Xe-1)
\.._.._.\,_.._.._.../
= Sp(£.D) - Se(f.€) + g o
= Se(f.D) ~L+L=Sp(f.6) +5
< ISe(£B LI+ |L-Sp(f.0)] + 3
& E &
< —+—+=
4472
= &

missé viimeinen epadyhtilo seuraa kaavasta (5.21). Siis f on Riemannin ehdon nojalla
Riemann-integroituva vililld [a, b]. O

Huomautus 5.40. Lausetta 5.39 kiytettdessa riittda tarkastella tasavilisid jako-
ja (harjoitustehtava).
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Funktion f: [a,b] — R Riemann-integroituvuuden osoittamiseksi riittda siis
osoittaa, ettd

|})i|r_r>10 Sp(f,¢) = L,

misséd P on tasavilinen jako ja Sp(f, £) on funktion f vilin [a, b] jakoon P liittyvi
Riemannin summa.

Pisteen ¢ pitdd kuitenkin olla mielivaltainen vilin piste. Funktion Riemann-
integroituvuutta osoitettaessa & ei voi olla kiintedsti esimerkiksi osavilin paitepiste
(toisin kuin esimerkiksi mééritettdessd jo integroituvaksi tiedetyn funktion integraalin
arvoa) ilman, ettd samalla suoritetaan myos mahdollisen virhetermin tarkastelu (ks.
esimerkki 5.23, s. 152).

Esimerkki 5.22. Madritetdan
4

/(3x+2) dx

0

Riemannin summien avulla.
Olkoon f(x) =3x+2,n € Z, t = %jaP = {0,1,2t,...,nt = 4} vilin [0, 4]
tasavilinen jako. Olkoon lisdksi

&=kt (k=1,2,....n).

Tall6in osavilin paitepisteend & € [(k — 1)z, kt] kaikilla k =1,2,...,nja

Sp(f,6) = D f(&) -t
k=1

= k)
k=1

= Z(3(kt)+2)-t
k=1

= 3tzzn:k +2rzn:1
k=1 k=1

3t2.w+2t.n

3-16 n(n+1) N 2-4-n

n? 2 n
1
- 2410 g
n
— 24438

= 32, kunn — oo.

Koska f on jatkuvana funktiona Riemann-integroituva vililld [0, 4], niin lauseen 5.39
nojalla

4
/(3x+2) dx = |113i|rBOSp(f,§) = 32.
0
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Esimerkki 5.23. Tutkitaan Riemannin summien kdyttdd Dirichlet'n funktion

B 1, kunx € Q,
f@)_{a kunx € R\ Q.

Riemann-integroituvuuden osoittamisessa vélilld [0, 1].

Olkoonn e Z,,t = %ja P ={0,¢,2¢,...,nt =1} vilin [0, 1] tasavilinen jako.

Olkoon edelleen .
fk:kt:_ (k:1,2,...,n),
n

jolloin osavilin paatepisteend & € [(k — 1)1, kt] kaikilla k = 1,2, ..., n. Koska
ke Qkaikilla k = 1,2,...,n, niin

f(k/n) =1
kaikilla k =1,2,...,n. Titen

Sp(f.€) = ) f(&)-t
k=1

= D fkin)-1
k=1

SIS |
= Zl'ﬁ

[
ln

= -Y'1
nkzl
1

= —-n
n

= 1

(— 1, kunn — o).
Nyt siis
n
Tim > f(&) -1 = 1,
k=1

mutta tdstd ei voi lauseeseen 5.39 vedoten paitelld, ettd f olisi Riemann-integroituva
vililld [0, 1]. Valitut pisteet &, eivit nimittédin olleet mielivaltaisia osavilien pisteitd
vaan osavilien péitepisteitd, joten tulos ei osoita funktion f Riemann-integroituvuut-
ta valilla [0, 1].

Itse asiassa esimerkissd 5.2 (s. 99) osoitettiin, ettd f ei ole Riemann-integroituva
milldén reaalilukuvililla [a, b].
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Esimerkki 5.24. Maidritetdén raja-arvo

n
lim >’ Lifer,
k=1 n

n—00

Olkoon f(x) = e, n € Zy, t = 1 ja P = {0,£,2¢,...,nt = 1} vilin [0, 1]
tasavilinen jako. Olkoon lisiksi

k
fk:kt:; (k:l,2,...,n).

Talloin osavilin paitepisteend & € [(k — 1)1, kt] kaikilla k = 1,2, ..., n, joten
n n 1

Sp(f.€) = Zn:f(fk)'f = Yenor = Y =Rk
k=1

k=1 k=1 n

on funktion e* vilin [0, 1] jakoa P vastaava Riemannin summa.
Koska esimerkin 5.6 (s. 105) nojalla e* on Riemann-integroituva vililld [0, 1] ja

1
/exdx = e—1,
0

niin lauseen 5.39 nojalla

1

n
1. :
lim Z—\/e = IlJImOSp(f,.f) = /exdx =e-1.
il |P|—

n—oo
0

Huomautus. Funktion f: [a,b] — R Riemannin summa voitaisiin muodos-
taa, vaikka f ei ole rajoitettu vililld [a, b]. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd jos
funktio f ei ole rajoitettu vilillad [a, b], niin

|1£1|1'_1'>10 SP(f’ é‘:)

el ole olemassa (harjoitustehtava).

Harjoitustehtavia

5.7.1. Laske funktion

fx)=x*+1
jakoon P = {—1,2,4,5} liittyvd Riemannin summa Sp(f,&),kun (a) é; = 1,6, =3
jaé&z=5,(b)é1=2,6=2jaé =4
5.7.2. Laske funktion

flo)=x"=2
jakoon P = {-2,-1,1,4} liittyvd Riemannin summa Sp(f, &), kun (a) & = -2,
£r=0ja&=2,00)¢=-V2 & =-Fjak=V2
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5.7.3. Olkoon

J)=k-1]-1
ja Sp(f, &) jokin vilin [0, 6] jakoa P = {0, 1, 3, 6} vastaava funktion f Riemannin
summa. Onko mahdollista, ettd Sp(f, &) = 0?

5.7.4. Anna sellaiset vilin [-3, 3] jaon P = {-3, 1, 3} jakovilien pisteet &; ja &,
ettd funktion

f@) =+ 1]

pisteitd &1 ja &, vastaava Riemannin summa Sp(f, €) = 10.

5.7.5. Olkoon f vililla [a, b] jatkuva funktio, P jokin vilin [a, b] jako ja Sp(f, &)
funktion f jakoa P vastaava Riemannin summa. Osoita, ettd on olemassa sellainen
c € |a,b],ettd

Sp(f,&) = f(e)(b—a).

Vihje: Suljetulla vililld jatkuvan funktion ominaisuudet.

4 1
(a) /(5 - 2x) dx, (b) /2’C dx
1 0

Riemannin summan avulla.

5.7.6. Laske

5.7.7. Olkoon f: [0,2] — R,

3 3, kunx € Q,
f(x)_{l, kunx € R\ Q,

ja Sp(f,&) funktion f vilin [0, 2] jakoon P liittyvd Riemannin summa. Osoita
raja-arvon madritelmiin perustuen, ettd raja-arvo

|}1)1|I'_I)10 SP(f’ é:)

ei ole olemassa.

5.7.8. Mairitd

Vihje: Tarkastele esimerkiksi vilin [ 1, 2] tasavilistd jakoa (ja sopivaa funktiota).

5.7.9. Olkoon f vililld [a, b] rajoitettu funktio ja Sp(f, &) funktion f vilin [a, b]
jakoon P liittyvd Riemannin summa. Onko mahdollista, ettid

|[1)1|1’_1’)10SP(f,§) = 0?
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5.7.10. Olkoon Sp(f, ¢) funktion f vilin [a, b] jakoon P liittyvi Riemannin summa!
ja f sellainen funktio, ettid f ei ole ylhailta rajoitettu vililld [a, b]. Osoita, ettd raja-
arvo

|11)1|130 SP(f’ év‘:)

ei ole olemassa.

'Riemannin summan méiritelmi on tissi tehtivissi laajennettu koskemaan myos rajoittamattomia
funktioita.
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6 Integraali ja derivaatta

6.1 Integraali ylirajansa funktiona

Kuten jo luvussa 5.2 todettiin, funktion Riemann-integraali jollakin vélilld on reaalilu-
ku. Jos sitten vilid muutetaan, my0s integraalin arvo voi vaihtua (ja yleensa vaihtuu).
Riemann-integraalia voidaan siis tarkastella integrointivilin alku- ja loppupisteen
funktiona.

Tarkastellaan aluksi yksinkertaista tilannetta, jossa integrointivélin alkupiste on
kiinted ja integrointivélin yldraja on muuttuja x. Olkoon siis funktio f Riemann-
integroituva vilin / jokaisella suljetulla osavililld ja ¢ vilin I jokin kiinted luku.
Télloin integraali

/f(t)dt, xel,

madrittelee funktion G(x): I — R,

(6.1) G(x) = /f(t) dt.

Siis jokaista muuttujan x arvoa vastaa jokin tietty reaaliluku, joka on kyseessi olevan
integraalin arvo.

Esimerkki 6.1. Olkoon 7 = [0, 5] ja

fx) =3,

kun x € [0, 5]. Mééritetddn ehdon (6.1) funktio G: [0,5] — R.

Vakiofunktiona f on Riemann-integroituva vililld [0, 5] (ja samalla jokaisella
vilin [0, 5] suljetulla osavililld). Jos esimerkiksi ¢ = 0, niin ehdon (6.1) funktioksi
saadaan G : [0,5] — R,

X

Gx) = /3dt =3.-(x-0) = 3x,
0
jajos ¢ =35, niin
X
Gx) = /Sdt =3-(x-5) = 3x-15.
5
Yleisesti
X
G(x) = /Sdt =3.-(x—c) = 3x-3c,
jos ¢ € [0,5].
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Muiden funktioiden tapaan ehdon (6.1) funktiosta G voidaan tutkia, onko funktio
jatkuva madrittelyvilillddn. Osoittautuu, ettd funktio G on aina jatkuva (lause 6.1).
Lause todistetaan suoraan jatkuvuuden maaritelmai kayttden. Lauseen 6.1 tulos on
sikdli ilmeinen, ettd pieni muutos integrointivililld aiheuttaa vain pienen muutoksen

Riemann-integraalin arvossa.

Lause 6.1. Ehdon (6.1) funktio G on jatkuva vdlilld .

Todistus. Olkoon x € [I. Valitaan mielivaltainen £ > 0. Olkoon edelleen [a, b]
jokin sellainen vilin / suljettu osavili, ettd x on vilin [a, b] sisdpiste (jos x on
vilin [ péitepiste, valitaan a = x tai b = x). Riemann-integroituvana funktiona f on
rajoitettu vililld [a, b]. Siis on olemassa sellainen M > 0, etta

If(] < M Vtela,b].

Josnyt x + h € [a, b], niin

|G(x+h) - G(x)

aina, kun

IA

IA

M - ((x+h) —x)|
M - |h|
&

h <6 = =
M

Siis jatkuvuuden méiritelmén' nojalla funktio G on jatkuva pisteessi x ja siis myods

valilld /.

O

1Jos x = a, tarkastellaan oikealta jatkuvuutta, ja jos x = b, tarkastellaan vasemmalta jatkuvuutta.
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Esimerkeissd 6.2 ja 6.3 tarkastellaan tapausta, jossa ehdon (6.1) funktio G
muodostetaan epdjatkuvalle esimerkkifunktiolle f. Osoittautuu, kuten lauseen 6.1
nojalla pitadkin, ettd saatu funktio G on jatkuva. On syytd huomata, ettd G ei
kuitenkaan ole derivoituva tarkasteltavan vilin pisteessd x = 0, mikd erikseen
todetaan huomautuksessa 6.2.

Esimerkki 6.2. Olkoon [ = [-1,1] ja

0, kun-1<x<0,
f(x)_{l, kun 0 <x < 1.

Maiiritetddn ehdon (6.1) funktio G: [-1,1] — R, kun ¢ € [-1,0].
Porrasfunktiona f on Riemann-integroituva vililla [-1, 1] (ja jokaisella sen
suljetulla osavililld). Jos nyt x < 0, niin

/xf(t)dt = /Odt = 0,

jajos x > 0, niin

0 X

/xf(t)dt = /Odt+/1dt =0+1-(x-0) = x.

c 0

Siis ehdon (6.1) funktioksi saadaan G: [-1,1] — R,

G - /f(t)dt _ {0, kun —1 < x <0,

x, kun 0 <x < 1.

Huomautus 6.2. Esimerkin 6.2 funktio G on selvisti jatkuva vililld [—1, 1].
Funktio G ei kuitenkaan ole tilla valilld derivoituva, silld G ei ole derivoituva
pisteessd x = 0 (totea).

Esimerkki 6.3. Vastaavasti kuin esimerkissi 6.2 voidaan osoittaa (harjoitustehtévi),
ettd jos I = [—1, 1],
0, kun-1<x<0,
fx) =
1, kin0<x<1,
jac € [0, 1], niin ehdon (6.1) funktioksi saadaan G: [-1,1] — R,

—c, kun -1 < x <0,
G(x) =
x—c, kun0<x < 1.

Jos kuitenkin integroitava funktio on jatkuva tarkasteltavalla vililla, niin eh-
don (6.1) funktio G on derivoituva samaisella vililld (lause 6.3). Lause todistetaan
suoraan derivaatan madritelméiin nojautuen.
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Lause 6.3. Jos funktio f on jatkuva vdlilld I, niin ehdon (6.1) funktio G on
paitsi jatkuva myos derivoituva vdlilld 1 ja

G'(x) = f(x) Vxel.

Todistus. Olkoon x € [I. Olkoon edelleen [a, b] jokin sellainen vilin [ suljettu
osavili, ettd x on vilin [a, b] sisdpiste (jos x on vilin / pditepiste, valitaan a = x tai
b =x).

Olkoon x + h € [a, b] (h # 0). Koska f on jatkuva vililld [a, b], niin integraali-
laskennan viliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen &;, € |x,x + h[ (jos & > 0)
tai &, € |x + h,x[ (jos h < 0), ettd

x+h X
G(x+h}>l-G(X> _ %(/f(t)dt —/f(r)dt)

x+h
1
= % /f(t) dt

AL p @ ()~
S

Lisdksi &, — x, kun & — 0. Koska f on jatkuva vililld [a, b], niin tdlloin

. G(x+h)-G((x)
lim
h—0 h

= lim f(&) = lim f(&) = ().

Titen derivaatan méiritelmin' nojalla funktio G on derivoituva pisteessi x ja siis
myos valilld 1 ja
G'(x) = f(x) Vx € 1. O

Huomautus 6.4. Lauseessa 6.3 (kuten yleisestikin) derivoituvuus suljetun va-
lin I paitepisteissd (tai puoliavoimen vilin toisessa pédtepisteessd) tarkoittaa
oikeanpuoleisen (vilin alkupiste) tai vasemmanpuoleisen (vilin loppupiste)
derivaatan olemassaoloa.

Lause 6.3 paitsi osoittaa derivoituvuuden, myOs antaa yksinkertaisen derivointi-
kaavan ehdon (6.1) funktion G derivaatan laskemiseksi (huomautus 6.5). Derivoin-
tikaava on todella yksinkertainen - integrointimuuttujan paikalle vain sijoitetaan
muuttuja x.

!Jos x = a, tarkastellaan oikeanpuoleista derivaattaa, ja jos x = b, tarkastellaan vasemmanpuoleista
derivaattaa.
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Huomautus 6.5. Lauseen 6.3 tulos voidaan esittdd my0s seuraavassa muodossa.
Jos funktio f on jatkuva vililld [ ja ¢ € I, niin

%/f(t)dt = f(x) Vx el.

Esimerkki 6.4 on yksinkertainen nidyte huomautuksen 6.5 derivointikaavan kay-
tostd. Kuten ndhdidn, derivointi on nyt helppoa. Integroitavassa funktiossa vain
integrointimuuttujan ¢ paikalle sijoitetaan x.

Esimerkki 6.4. Koska
f(t) = |t—1|+sint

on jatkuva kaikilla r € R, niin lauseen 6.3 nojalla
d X
—/(|t—1|+sint)dt = |x— 1| +sinx Vx € R.
dx
0

Riemann-integraalin additiivisuudesta seuraa, ettd muutos ehdon (6.1) funktion G
alarajassa tarkoittaa kdytdnnossa vakion lisdystd/vahennysta funktioon G (ks. esimerk-
ki 6.1 ja huomautuksen 6.6 todistus). Koska vakion derivaatta on nolla, tarkoittaa
tdma, ettd alarajan vaihdos ei muuta funktion G derivaattaa (huomautus 6.6).

Huomautus 6.6. Vaikka funktio
X
G(x) = /f(l)dt

riippuu pisteen ¢ valinnasta, niin derivaatta G’(x) ei riipu pisteen ¢ valinnasta.

Todistus. Koska
x e x x
/f(t)a’t = /f(t)dt +/f(t)dt = vakio +/f(t)dt Ver, e €1,
Cl (o] () 2

niin
d [ d
_/f(f)df = —/f(t)dl Yey,cp € 1.
dx dx
Cl 2

O

Jos funktion muuttuja on integrointivilin ylidrajan sijasta integrointivilin alaraja,
voidaan hyodyntdd maaritelmaa 5.3 (s. 116). Koska rajojen vaihto merkitsee integ-
raalin merkin vaihtoa, my6s derivaatan merkki vaihtuu. Muuten derivaatta pysyy
ennallaan (huomautus 6.7).
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Huomautus 6.7. Jos funktio f on jatkuva vililld  ja ¢ € I, niin

& [rwa - %(— JEC dr) - —f()  Vxel.

Ehdon (6.1) funktion G(x) derivointi on siis yksinkertaista. Samoin funktion,
jossa muuttuja x on integrointivilin alarajana. Tilanne mutkistuu jonkin verran
(mutta ei paljon), jos integrointivélin rajana esiintyy jokin (derivoituva) funktio.
Talloin kyseessd on yhdistetty funktio, joten voidaan kiyttdd yhdistetyn funktion
derivointisdantoa.

Jos integroinvilin alaraja on vakio ja yldraja on funktio r(x), kyseessd on yhdistet-
ty funktio G (r(x)), jonka derivaatta on yhdistetyn funktion derivointisdannon nojalla
r’(x)-G’(r(x)), missd r’(x) on sisafunktion r(x) derivaatta. Kayttamalld sitten vield
funktion G derivointikaavaa saadaan tulokseksi r’(x) - f(r(x)) (huomautus 6.8).

Jos integroinvilin yldraja on vakio ja alaraja on funktio r;(x), saadaan muu-
ten sama tulos kuin ylld, mutta eteen tulee miinusmerkki. Jos taas integrointivilin
molemmat rajat ovat funktioita, voidaan tilanne palauttaa ylli oleviin tapauksiin otta-
malla kdyttoon jokin vilipiste ¢ ja hyddyntdmailld Riemann-integraalin additiivisuutta
(huomautus 6.8).

Huomautus 6.8. Olkoon

yhd.funktio r(x)

—_——
hx) = Grx) = / £ dr,

missi 7(x) on funktion f jatkuvuusalueeseen' kuuluva derivoituva funktio.
Talloin
J r(x)
h(x) = E/f(t) dt = r'(x)-G'(r(x)) = r'(x)- f(r(x)).

Edelleen vastaavin oletuksin

r2(x) r2(x)

& [roa - £ / Fde + / o ar

r1(x) ri(x)
= = (x) - f(r1(x) +r5(x) - f(ra(x))
= r5(x) f(r2(x)) = i (x) f(ri(x)).

Huomautuksen 6.8 derivointikaava saattaa tuntua mutkikkaalta, mutta ei siti ole,
kun tarkastellaan, miten kaavaa kaytinnossa kéytetddn. Derivaatta saadaan, kun yli-
rajan sisdfunktion r,(x) derivaatta kerrotaan integraalin derivaatalla (joka saadaan

1Jos r on derivoituva pisteessi x ja G on derivoituva pisteessi r(x), niin yhdistetty funktio G o r
on derivoituva pisteessi x.
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sijoittamalla funktio r;(x) integrointimuuttujan ¢ paikalle) ja sitten vihennetdin
alarajan sisafunktion r|(x) derivaatta kerrottuna integraalin derivaatalla (joka nyt
saadaan sijoittamalla funktio r;(x) integrointimuuttujan ¢ paikalle). Aiempien de-
rivointikaavojen tapaan kyseessi on tdysin “mekaaninen” suoritus. Riittdad soveltaa
derivointikaavaa.

Esimerkki 6.5. Koska V1 +¢2 on jatkuva kaikilla # € R, niin huomautuksen 6.8
nojalla

X2

d

d—/\/1+t2dt=2x-\/1+x4 Vx € R.

X
0

Esimerkki 6.6. Vastaavasti kuin esimerkissd 6.5 saadaan huomautuksen 6.8 nojalla
3x
d . . .
— [ sintdt = 3-sin3x — 2 - sin2x.
dx
2x

Sama tulos saataisiin tietysti myos hajoittamalla integraali ensin osiin

3x 0 3x 3x 2x
/sintdt = /sintdt +/sintdt = /sintdt —/sintdt
2x 2x 0 0 0

ja derivoimalla sitten niin saadut integraalit.

Esimerkki 6.7. Miiritetdan f”(x), kun
COSXx
f(x) = / tdt.

sinx

Derivaatta voidaan madrittdd nyt kahdella eri tavalla. Helpompi tapa on kayttaa
huomautusta 6.8, jolloin saadaan suoraan

f'(x) = —sinx-cosx —cosx-sinx = —2sinxcosx.

Toisaalta integraalin arvo voidaan nyt myos laskea, sillda esimerkin 5.5 (s. 104)

nojalla
COSx ) )
cos” x — sin“ x
/ tdt = —
2
sinx
Talloin saadaan
2 )
cos”x — sin“ x
f@ = (f)
2-cosx - (—sinx) —2-sinx-cosx

2

= -2sinxcosx.
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Esimerkki 6.8. Maiiritetddn f/(x), kun

x3

f(x) :/tcosxdt.

0

Huomautuksen 6.8 ja esimerkin 5.5 (s. 104) nojalla

x3

f(x) = D( tcosxdt)
/

x3
= D(cosx/tdt)
0

x3 x3

= —sinx-/ta’t + cosx-D(/tdt)
0

0
3\2 2
o () =0 2. 3
= —smx-T+cosx-3x - X
6

x°
= 3x500sx—?smx.

Esimerkeissd 6.9 ja 6.10 derivointia hyodynnetdan, kun mééritetddn raja-arvoja
I’Hopitalin sddntod kayttaen. Esimerkeistd ndhdiédn, ettid tietyn tyyppisten raja-
arvojen madritys onnistuu nyt suhteellisen helposti.

EsimerkKki 6.9. Miaritetaan

X

1
lim — /cos(tz) dt.

x—0 X
0

Nyt

X

lim | cos(#%)dt = 0,
x—0

0
joten kaytetddn I’ Hopitalin sdintdd. Koska

X
d
—/cos(tz) dt = cos(x?),
dx
0

niin

cos(x?)
x—0 1

X X 2
1 cos(t”) dt
lim—/cos(tz) dt = limfo—
X

x—0 X x—0

0

clo ||
—_
Il
—_|
Il
—_
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Esimerkki 6.10. Midritetddn esimerkin 5.20 (s. 143) raja-arvo
t
I 1 X
im —
t—0+ 12 1+e*
0

dx

kayttdmalld I’ Hopitalin sdantoa.

Koska
d / 3 t
dt T l4e’
0

niin

|
—_
=

t X
li 1 i ./0 1+e* dx
_ — m _—
t—>0+ 2 t—0+ t2
0

k-
=
=

lim ——

=0: 2(1 + )
|

20+ 1)

1

1

Luvun 6.1 viimeisend esimerkkind (esimerkki 6.11) tutkitaan funktion paikallisia
adriarvokohtia ja addriarvojen laatua. Luvun 3.3 esimerkkien tapaan mahdolliset
adriarvokohdat etsitddn nytkin midrittaimalla funktion derivaatan nollakohdat, mink&
jélkeen tutkitaan, vaihtaako derivaatta merkkidin mahdollisissa dédriarvokohdissa.

EsimerkKki 6.11. Midritetdian funktion
2x
= [@-ne-22ar
0

paikalliset dédriarvokohdat ja dériarvojen laatu.
Nyt
fl(x)=2-(2x-1)(2x-2>=0 & x=Jtaix=1
ja
{f’(x) <0, kunx < 2,
f'(x) 20, kunx > %

Siis funktiolla f on pisteessd x = % aito paikallinen minimikohta. Piste x = 1 sen
sijaan ei ole ddriarvokohta.

164



Harjoitustehtavia

6.1.1. Olkoon
kunx € [0, 1],

f(x) b
x) =

2, kunx € ]l,3].
Maarita

G(x):/f(t)dt, x € [0,3],

kun (a) ¢ € [0,1], (b) ¢ € ]1,3].

6.1.2. Osoita, ettd jos funktio f on Riemann-integroituva vililld [a, b] ja f(x) = 0
kaikilla x € [a, b], niin funktio

Gx) = / fiydi (celab])

on kasvava vililla [a, b].

6.1.3. Olkoon f sellainen vililld [0, 1] Riemann-integroituva funktio, ettd f(x) > 0
kaikilla x € [0, 1]. Osoita, ettd on olemassa sellainen luku ¢ € |0, 1[, ettd

/cf(x)dx = jf(x)dx.
0 c

Vihje: Voit olettaa tehtivin 6.1.2 tuloksen tunnetuksi.

6.1.4. Derivoi funktiot

X X 1

fx) = / 2sin(?) dt, g(x) = / 2sin(x?)dr ja  h(x) = / 2 sin(x?) dt.

0 0 0

6.1.5. Madritd F’(x) ja G”(x), kun

2

X X
F(x) :/sin(tz) dt  ja G(x) :/xe_’2 dr.
3x 0

6.1.6. Olkoon funktio f jatkuva kaikilla x € R ja

X

F(x) :/(x—t)f(t) dt.

0

Osoita, ettd F”(x) = f(x) kaikillax € R.
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6.1.7. Olkoon funktio f jatkuva kaikilla x € R. Osoita, ettd

/x(/f(u)du)dt = /xf(t)(x—t)dt
0 0 0

kaikilla x € R.

6.1.8. Osoita, ettd jos x > 0, niin

X

arctant T
/ dt = —1Inx.
t 2

1
X

6.1.9. Osoita, etti

X
/sintht = sinx  VxeR,
0
ja midritd tatd tulosta kiyttden

T

sin 2t dt ja /sin 2t dt.
0

(e} \
(SIE}

Vihje: sin 2x = 2 sin x cos x kaikilla x € R.

6.1.10. Mairita

x2

Vx
1 1
(a) lim 1/sin(arctant) dt, (b) 1in01+x—\/)_6./sin(t2) dt.
0

x—1 X — x—
1

6.1.11. Mairita

2x S5x

1 tan (72 in(72
(@) lim — acan(t) (k) limcox / sin() 4
x—0 x t x—0 t
X sin 3x
6.1.12. Osoita, etti
sin(5x)
im L / tarcsin1-1)
x—0+ 4x2 1—1

arc sin(3x)

6.1.13. Mairita

x2 2x
(a) lim ! /cos( %) dt (b) lim ! / ! dt
im —— g , i
x—1lx—1 x—1x2 =1 Vi3 +1
1 2

sekd kdyttden integraalilaskennan viliarvolausetta ettd kéyttden 1’HOpitalin sdantoa.
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6.1.14. Osoita, etti funktio

=

Int

2x
1 1
@ f(x) = / —ar ® f) = [ = ar

1
X
on aidosti kasvava, kun x > 2.

6.1.15. Tutki, onko funktio
S5x

Flx) = /arc:ottdt

2x

monotoninen vililld 0, co].

6.1.16. Midirita funktion

3x2 2x—x2

(@ f(x) = /(t—l)e—ﬂdt, (b) f(x) = / cos(litz)dt
0

0

paikalliset dédriarvokohdat ja dériarvojen laatu.

6.1.17. Maiiriti funktion

X

Fx) = /lnt_ldt

Int
2

paikalliset dariarvokohdat ja ddriarvojen laatu vililld [2, oo|.

6.1.18. Tutki, missa pisteessi (tai pisteissd) funktio

2x
£(x) :/%dt (x > 0)

saavuttaa suurimman arvonsa vililld |0, 2].

6.1.19. Olkoon f(x,?) sellainen (muuttujan ¢ suhteen) vililld [a, b] Riemann-in-
tegroituva funktio, ettd sen derivaatta f; muuttujan x suhteen on jatkuva vililld /.

Osoita, ettd
p b b
—/f(x,t)dt = /f;(x,t)dt
dx
a a
kaikilla x € 1.

Vihje: Differentiaalilaskennan viliarvolause.

6.1.20. Osoita tehtivin 6.1.19 tulosta kiyttden, ettd funktio
1

f(x) = / e gy
0

on vihenevi koko reaalilukujoukossa.
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6.2 Integraalifunktio

Riemann-integraalin arvon maédrittiminen tihidn mennessi esitettyja menetelmid
kdyttden on hankalaa. Seuraavaksi johdetaan oleellisesti helpompi tapa miarittad
Riemann-integraalin arvo. Aloitetaan mairitelmalla.

Maaritelma 6.1. Olkoon funktio f midritelty vililld /. Jos on olemassa sellai-
nen funktio F, etta
F'(x) = f(x) Vx €1,

niin F on funktion f integraalifunktio (primitiivi, antiderivaatta) vélilla I.

Esimerkki 6.12. Funktio F'(x) = arc tan x on funktion

1
1+x2

f(x) =

integraalifunktio koko reaalilukujoukossa, silld (ks. esimerkki 2.28, s. 32)

Vx € R.

D(arctanx) = o2
X

Mairitelmidssd 6.1 funktion f primitiivid (antiderivaattaa) F kutsutaan funk-
tion f integraalifunktioksi. Vaihtoehtoisesti voitaisiin kutsua sivun 156 ehdon (6.1)
funktiota G funktion f integraalifunktioksi, jolloin integraalifunktio ja primitiivi
(antiderivaatta) merkitsisivét eri asiaa. Toisin kuin nyt (ks. huomautus 6.11), kai-
killa Riemann-integroituvilla funktioilla olisi talloin integraalifunktio (ks. huomau-
tus 6.10). Jatkuvilla funktioilla téllaisia eroja kuitenkaan ei synny, joten kisitteitd ei
tdssd monisteessa erotella.

Koska derivoituva funktio on aina jatkuva (lause 2.3, s. 18), my0s integraali-
funktio on aina jatkuva (huomautus 6.9). Toisaalta jos funktio f on jatkuva, niin
lauseen 6.3 nojalla ehdon (6.1) médrittelemin funktion derivaatta on f, joten eh-
don (6.1) méadritteleméd funktio on funktion f integraalifunktio (huomautus 6.10).

Huomautus 6.9. Jos on olemassa sellainen F, ettd F’(x) = f(x) kaikillax € I,
niin F on jatkuva vililla 1.

Huomautus 6.10. Lauseen 6.3 (s. 159) nojalla vililld / jatkuvalla funktiolla f
on ainakin yksi integraalifunktio vélilld /, nimittdin funktio

F(x) = /f(t)dt, cel.

Esimerkissi 6.13 tarkastellaan funktiota f(x) = sin(x?), jonka integraalifunk-
tioita ei voida esittdd alkeisfunktioiden avulla. Koska f on jatkuva kaikilla x € R,
integraalifunktioita on kuitenkin olemassa.
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Esimerkki 6.13. Olkoon

f(x) = sin(x?).
Madritetddn (i) jokin funktion integraalifunktio F, (ii) sellainen funktion f integraa-
lifunktio G, ettéd ettd G (1) = 3.

(i): Koska f on jatkuva kaikilla x € R, niin huomautuksen 6.10 nojalla esimer-
kiksi funktio

X

F(x) = / sin(#?) dt
0

on funktion f integraalifunktio koko reaalilukujoukossa.
(i1): Olkoon
G(x) = / sin(#%) dt + 3.
1
Koska vakion derivaatta on nolla ja f on jatkuva kaikilla x € R, niin huomautuk-
sen 6.10 nojalla G’ (x) = f(x) kaikilla x € R. Siis G on funktion f integraalifunktio
koko reaalilukujoukossa. Liséksi

1
G(1) = /sin(tz)dt+3 =0+3 = 3.
1

Huomautus 6.11. Jos funktio ei ole jatkuva vililld 7, niin funktiolla ei valtta-
maitti ole integraalifunktiota kyseiselld vililld, vaikka funktio olisi Riemann-in-
tegroituva valilld I (ks. huomautukset 6.2 (s. 158) ja 6.18, s. 172).

Jos funktiolla ylipdétdédn on integraalifunktio, funktion kaikki integraalifunktiot
eroavat toisistaan korkeintaan vakiolla (lause 6.12).

Lause 6.12. Jos F on funktion f integraalifunktio vdlilld I, niin funktion f kaik-
kien integraalifunktioiden joukko vililld I on funktiojoukko { F + C | C € R }.

Todistus. (1): Jokainen muotoa F + C oleva funktio on funktion f integraalifunktio

valilla 7, silla -0

D(F+C) = D(F)+D(C) = D(F) = f.

(i1): Olkoon G jokin funktion f integraalifunktio valilla I eli
G'(x) = f(x) Vx el.
Talloin
D(G(x)-F(x)) = f(x)-f(x) =0  Vxel,

joten integraalilaskennan peruslauseen nojalla G — F on vakio. Siis on olemassa
sellainen C € R, etta
G(x)-F(kx) =C Vx el.

Taten G = F + C. O
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Esimerkki 6.14. Esimerkin 6.12 perusteella F'(x) = arc tanx on funktion

1
1+x2

fx) =
integraalifunktio koko reaalilukujoukossa. Tdten myos esimerkiksi
G(x) = arctanx — 3000 ja H(x) = 2m + arctanx

ovat funktion f integraalifunktioita koko reaalilukujoukossa. Yleisesti kaikki funk-
tion f integraalifunktiot ovat muotoa

arctanx + C,

missd C € R.

Lause 6.13 (Analyysin peruslause).! Olkoon funktio f jatkuva vililli [a, b]
ja F jokin sen integraalifunktio tdlld vililld. Tdlloin

b
/f(x)dx = F(b) — F(a).

Todistus. Koska f on jatkuva vililld [a, b], niin huomautuksen 6.10 nojalla funktio

G(x) = /f(t)dt

on funktion f integraalifunktio vililld [a, b]. Lauseen 6.12 nojalla G voidaan esittdd
kaikilla x € [a, b] muodossa

G(x) = /xf(t)dt = F(x) + C,
missi C € R. Lisiksi a
C = jf(t)dt - F(a) = -F(a),
joten ) a
/f(t) dt = F(x)-F(a) Vx¢[a,b].

Sijoittamalla tdhén lausekkeeseen x = b saadaan

b
/ f(t)dt = F(b) - F(a).

O

Terminologiassa on jonkin verran vaihtelua. Usein lause 6.13 on analyysin peruslause, osa II.
Tall6in analyysin peruslauseen osa I on yleisimmin lause 6.3 (s. 159). Analyysin peruslause tunnetaan
my0s nimelld integraalilaskennan pddlause.
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Huomautus 6.14. Lauseen 6.13 tulos pitee myos, kun b < a.

Todistus. Jos b = a, niin yhtdlon kumpikin puoli on nolla, ja jos b < a, niin

b a
/ F)de = - / F(x)dx = ~(F(a)~ F(b)) = F(b) - F(a).
a b

Huomautus 6.15. Usein merkitdadn

b

F(b) - F(a) = /F(x).

a

Talloin lauseen 6.13 tulos voidaan esittdd muodossa

b b
/f(x)dx = /F(x).

a

Analyysin peruslauseessa oletettiin, ettd funktio f on jatkuva, koska lauseen
todistuksessa hyodynnettiin integroitavan funktion integraalifunktion olemassaoloa
(huomautus 6.10). Jatkuvuus ei kuitenkaan ole vilttiméaton vaatimus, mikd ndhdadn
huomautuksesta 6.16. Huomautus on suhteellisen helppo todistaa hyodyntamalla
diffrentiaalilaskennan véliarvolausetta ja Riemannin summia.

Huomautus 6.16. Funktion f jatkuvuuden sijasta lauseessa 6.13 riittdd olettaa
(harjoitustehtédvi), ettd f on Riemann-integroituva vililld [a, b] ja F on sellainen
vililld [a, b] jatkuva ja vililld |a, b derivoituva funktio, ettd

F'(x) = f(x) Vx € ]a, b|.

On kuitenkin mahdollista, ettd funktiolla on integraalifunktio, vaikka funktio
el ole Riemann-integroituva (harjoitustehtivi). Taten oletus funktion f Riemann-
integroituvuudesta huomautuksessa 6.16 on tarpeellinen (huomautus 6.17).

Huomautus 6.17. Huomautuksessa 6.16 oletus funktion f Riemann-integroi-
tuvuudesta vililld [a, b] on tarpeellinen. Funktio f ei nimittdin vélttamatta ole
Riemann-integroituva vililld [a, b], vaikka on olemassa sellainen vililld [a, b]
jatkuva ja vililld |a, b[ derivoituva funktio F, ettd

F'(x) = f(x) Vx € ]a, b|.
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Jos Riemann-integroituvalla funktiolla f on jollakin vililld integraalifunktio,
niin huomautusta 6.16 (ja analyysin peruslausetta) kiyttden on helppo osoittaa, etti
myOs ehdon (6.1) funktio G on funktion f integraalifunktio. Jos siis Riemann-
integroituvalla funktiolla f ylipddtdan on jollakin vililld integraalifunktio, myos
ehdon (6.1) funktio G on funktion f integraalifunktio tdlld vililla (huomautus 6.18).

Huomautus 6.18. Jos vililld [a, b] Riemann-integroituvalla funktiolla f on
vililld [a, b] integraalifunktio, niin myos funktio

G(x) = /f(t)dt (c € [a,b])

on funktion f integraalifunktio vililld [a, b] (harjoitustehtdva).

Analyysin peruslauseen kiytosta esitetddn muutama helppo esimerkki (esimer-
kit 6.15-6.20), mutta varsinaisesti funktion f integraalifunktion F' madarittdmistd
tarkastellaan luvussa 7 (integrointimenetelmid).

Yleisohjeena voidaan todeta, ettd analyysin peruslausetta kéytettdessa tavoitteena
on etsid joku funktio, jonka derivaatta integroitava funktio on. Joskus timé on help-
poa mutta yleisesti ei. Tarkasteltavissa esimerkeisséd haluttu funktio 16ytyy helposti
suoraan monisteessa esitettyjd derivointikaavoja hyodyntdmalld. Yhdistetyn funktion
derivointisdantodkin on kiytetty vain esimerkissa 6.20.

Esimerkki 6.15. Koska
D(x*) = 3x? Vx € R,

niin x> on funktion 3x? (jokin) integraalifunktio (milld tahansa vililla I € R). Kos-
ka 3x? on jatkuva milli tahansa vililli / C R, niin lauseen 6.13 ja huomautuksen 6.14

nojalla
b b

/3x2dx = /x3 =bp -1 =5p-1 Vb € R.
1 1

Esimerkki 6.16. Koska
D(e*) = ¢* Vx € R,

niin e* on funktion e* (jokin) integraalifunktio (milld tahansa vililld I € R). Koska e*
on jatkuva milld tahansa vélilld / C R, niin lauseen 6.13 ja huomautuksen 6.14 nojalla
(vrt. esimerkki 5.6, s. 105)

b b
/exdx:/ex:eh—eozeb—l Vb € R.
0 0
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EsimerkKki 6.17. Vastaavasti

D(arctanx) = Vx € R,

1+ x2
joten

b b
1
/ dx = /arctanx = arctanb —arctan(Q = arctanb
0

1+x2
0

Esimerkiksi

1
1
/ dx = arctanl =
1+x2
0

EsimerkKki 6.18. Vastaavasti

D(Int) = vVt >0,

joten

Xl X
/;dtz /lnt:lnx—lnlzlnx Vx > 0.
1 1
Esimerkki 6.19. Koska
1
D(2yx) = — Vx > 0,
(2+x) N

niin
a

Vb € R.

F
fﬁdx = /2«/)?: 2Va-2V1 = 2Va-2  (a>0).

1

Esimerkki 6.20. Koska

D( 2 o nx)
—_—— S_
b4 2

niin

Il
|
|
|
|
=
| =
=
N —
SIS
Il
@
=
<
=
m
=

vussa 7.

Huomautus. Funktion f integraalifunktion F' méirittamistd tarkastellaan lu-
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Luvun 6.2 lopuksi esitetddn vield huomautus, joka sitoo yhteen monisteiden
Analyysi A ja Analyysi B peruslauseet ja perusidean. Taydellisyysaksioomasta
lahdettiin liitkkeelle ja kaikki vilivaiheet tdsmallisesti esittiden ja todistaen saatiin
todistettua analyysin peruslause. Timd on monisteiden kokonaisuuden kannalta
tarked huomio.

Huomautus. Yhteydet monisteiden Analyysi A ja B joidenkin peruslauseiden
vililla:

B]—)Bz—)Bg,\l
Ag — Ay By,
B4—)BS—>B6/I

Ao = R:n tdydellisyysaksiooma,

Ay = Suljetulla vililld jatkuvan funktion ominaisuudet,’
B; = Rollen lause,

B, = Differentiaalilaskennan viliarvolause,

B3 = Integraalilaskennan peruslause,

o
~
Il

Jatkuvan funktion integroituvuus,
Bs = Integraalilaskennan viliarvolause,
B¢ = Jatkuvan funktion integraalifunktion derivoituvuus,

B7 = Analyysin peruslause.

Harjoitustehtavia

6.2.1. Maiirita sellaiset vakiot a ja b, ettd funktio
F(x) = e*(asinx + b cosx)
on funktion f(x) = e* sin x integraalifunktio.

6.2.2. Tutki, onko F jonkin funktion f integraalifunktio vililld [—-1, 1], kun

(@) F(x) cosx, kunx >0, b) F(x) cosx, kunx >0,
a x) = x) =
x2, kunx < 0, x2+1, kunx <O.

I'Suljetulla vililli jatkuva funktio on kyseisella vililli rajoitettu ja saavuttaa suurimman seké
pienimmén arvonsa ja jokaisen niiden vilissd olevan arvon. Edelleen suljetulla vililld jatkuva funktio
on tdlla vililla tasaisesti jatkuva.
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6.2.3. Anna esimerkki sellaisesta funktion

flo)=e™
integraalifunktiosta F, ettd (a) F (1) > 5, (b) F(5) = 3.

6.2.4. Olkoon f vililld [a, b] Riemann-integroituva funktio ja F sellainen vilil-
1a [a, b] jatkuva ja vililld |a, b| derivoituva funktio, ettd F’'(x) = f(x) kaikilla
x € ]a, b[. Osoita, ettd

b
/f(x)dx = F(b) - F(a).

Vihje: Differentiaalilaskennan viliarvolause ja Riemannin summan raja-arvo.

6.2.5. Anna esimerkki sellaisesta vililld [0, 1] miéritellystd funktiosta, ettd funktio
ei ole Riemann-integroituva vililld [0, 1], mutta funktiolla on integraalifunktio
(a) valilla 0, 1], (b) vililld [0, 1].

Vihje: Riemann-integroituva funktio on rajoitettu.

6.2.6. Olkoon f vililld [a, b] Riemann-integroituva funktio. Osoita, ettd jos funk-
tiolla f on integraalifunktio vililld [a, b], niin myos

Gx) = / Fdi (c e [ab)

on funktion f on integraalifunktio vililld [a, b]. Voit olettaa tehtidvén 6.2.4 tuloksen
tunnetuksi.

6.2.7. Koska
d arctan(V3 tan x) B 1 1

dx \3 " 1+3tan’x cos?x

ja
1+2sin’x = cos’>x +3sin’x = cos’x (1 +3tan’x),
niin analyysin peruslauseen nojalla

T T T

dx 1 1 arctan (V3 tan x)
— s = : dx = = 0.
1+2sin’x 1+3tan’x cos?x \3

0 0

0

Miksi tulos ei voi olla oikea ja missé virhe tapahtui?

6.2.8. Olkoon f sellainen funktio, ettd f(a) = 0 ja f’ on jatkuva vililld [a, b].
Osoita, etta

b
(b-a) / P dr > M2

missd M =sup{ f(x) |la<x <b}.
Vihje: Cauchyn—Schwarzin epéyhtilo.
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6.2.9. Olkoon f sellainen funktio, ettd

f(x)
2 dt = xcos(mx)
0
kaikilla x € R. Miritd f(3) ja f(4).
6.2.10. Osoita, ettd toinen raja-arvoista
1 1
. 1 . . 1
lim [ —dx ja lim | —dx
7—0+ X 70+ \/)_C

Z Z

on ddrellinen ja toinen ddreton.
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%7 Integrointimenetelmia

7.1 Maaraamaton integraali

Analyysin peruslause (lause 6.13, s. 170) antaa helpon tavan laskea annetun funktion
Riemann-integraaleja, jos tunnetaan jokin kyseisen funktion integraalifunktio. Seu-
raavaksi tutkitaan lyhyesti muutamia menetelmié, joilla tillainen integraalifunktio
voidaan 10ytaa.

Aloitetaan médrittelemalld, mitd midraamattomailla integraalilla tarkoitetaan.

Mairitelmi 7.1. Olkoon funktio f jatkuva vililld 7. Tilloin funktion f in-
tegraalifunktioiden (vililla I) joukkoa sanotaan funktion f mdidrdcdmdittomdiksi
integraaliksi ja sitd merkitdin

/f(x)dx (tai /f).

Funktion f Riemann-integraalia vililla / voidaan vastaavasti kutsua funktion f
maddrdtyksi integraaliksi. Maddradamiton integraali on funktiojoukko, miéritty integ-
raali taas on reaaliluku. Kumpaakin voidaan kutsua lyhyesti funktion integraaliksi, jos
asiayhteydesti kday selville, tarkoitetaanko madrddmatontd vai madréttyd integraalia.
Funktion integraalin méérittamista kutsutaan funktion integroinniksi.

Huomautus. Jos siis f(x) on jatkuva ja F’(x) = f(x) vililla I, niin

/f(x)dx:F(x)+C, C eR.

Huomautus. Derivaatan laskusdanndistd seuraa suoraan, etti jos kyseiset mia-
radamittomaét integraalit ovat olemassa, niin

//l(f(x)+g(x))dx = /l/f(x)dx +/l/g(x)dx, 1€R.

Huomautus 7.1. Alkeisfunktioiden derivoimiskaavojen perusteella saadaan seuraa-
vat integrointikaavat (C € R). Kaavoja voidaan tietenkin soveltaa vain sellaisilla
vileilld /, joilla integroitavat funktiot ovat jatkuvia.

(7.1) /de =C,

(7.2) /ldx:x+C,

1
(7.3) /x“ dx = Xy C (a#-1),
a+1
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(7.4) ‘/}Cdx =Inlx|+C (0¢1)

Inx + C, kun x > 0,
In(-x)+C, kunx <0,

(7.5) /e" dx = e* +C,
ax
(7.6) /axdx = +C (a>0,a#+1),
Ina
(7.7) /sinxdx = —cosx +C,
(7.8) /cosxdx = sinx + C,
1

(7.9) / 3 dx = tanx + C,
COS* X

1
(7.10) / —— dx = —cotx +C,
sSimn- x

1
(7.11) / dx = arctanx + C,
1 +x2

1
(7.12) / dx = arcsinx + C.
V1 - x2

Huomautus. Jos funktion méaarddmaiton integraali tunnetaan, funktion maa-
ratty integraali eli Riemann-integraali voidaan laskea kadyttamailld analyysin
peruslausetta (lause 6.13, s. 170).

Esimerkki 7.1. Osoitetaan, ettd jos n € Z, niin
(n+)m
[sinx|dx = 2.
nn

Tarkastellaan erikseen luvun n parillisia ja parittomia arvoja. Kun n on parillinen,
niin sinin integrointikaavaa kéyttamailla saadaan

(n+D)m (n+D)m
|[sinx|dx = sin x dx
nm nm
(n+)m
= —COSX

nm
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—(cos((n+ 1)x) — cos(nn))
-(-1-1)
= 2.

Kun 7 on pariton, saadaan vastaavasti

(n+)m (n+)m
[sinx|dx = —sinx dx
nm nm
(n+D)r

= / COS X

nmn

cos((n+ 1)mr) — cos(nn)

I-(=D
= 2.

Siis
(n+D)m
[sinx|dx = 2

nmw

kaikilla n € Z.

Huomautus 7.2. Kaikkien jatkuvien funktioiden maidrddmitontd integraalia ei voi-
da lausua alkeisfunktioiden avulla darellisessd suljetussa muodossa. Téllaisia ovat
esimerkiksi

. sin x 2 arc tan x dx dx
/sm(x)dx,/ r dx, /e dx,/ r dx’/lnx’ m,

Talloin vastaavat méératyt integraalit, esimerkiksi

1

/e_xz dx,

0

pitdd laskea jotenkin muuten kuin analyysin peruslausetta kayttien.

Huomautus 7.3. Kiyttimailld yhdistetyn funktion derivointikaavaa saadaan
integrointisdinto

(7.13) / £ g(f0)) dx = g(f(x) +C.

Sadntod voidaan tietysti soveltaa vain, jos kaikki vaadittavat oletukset ovat
voimassa.

Yhdistetyn funktion derivointikaavan kiyttd integrointimenetelméni voidaan
usein korvata sijoitussdinnon kiytolla (ks. huomautus 7.12, s. 193).
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Esimerkki 7.2. Kun a # 0, niin kédyttdmélld yhdistetyn funktion integrointisaéan-
tod (7.13) ja kosinin derivointikaavaa saadaan

1 1
/sin(ax) dx = —— /a(— sin(ax)) dx = —— cos(ax) +C.
a a
Jos a = 0, niin tuloksena on tietysti pelkéstddn vakiofunktio C.

Esimerkki 7.3. Kayttdmalld yhdistetyn funktion integrointisddntod seki potenssin
ja sinin derivointikaavoja saadaan

1 1
/cosxsin3xdx =17 /4cosx csindxdx = 1 sin*x + C.
Tulos saadaan helposti my0s sijoitussddnnon avulla (ks. esimerkki 7.18 (s. 194) ja

sitd koskevat huomautukset 7.14 ja 7.15).
Vastaavasti yleisesti (integraalin olemassaoloehtojen ollessa voimassa)

/f’(x)f(x)“ dx = Lf(x)“+1 +C (a #-1).
a+1

Esimerkki 7.4. Kun a # 0, niin kiyttimilld yhdistetyn funktion integrointisdintod
ja logaritmin derivointikaavaa saadaan

1 1 1 1
/ dx:—/a- dx = —Injax+b|+C
ax+b a ax+b a

kaikilla niilla vileilld, jotka eivit sisélld pistettd x = —%.
Vastaavasti yleisesti, jos f(x) # O (ja integraalin olemassaoloehdot ovat voimas-
sa), niin
/f’(x)f‘l W= [ L9 g o) +c.
f(x)

Esimerkki 7.5. Kotangentin ja tangentin méairittelyalueilla saadaan vastaavasti kuin
esimerkissd 7.4

CcoS X 1 )
/cotxdx = / —— dx = /cosx-_—dx = In|sinx|+ C
sin x sin x

ja

COSXx COoSXx

i 1
/tanxdx = /smx dx = —/(— sinx) - dx = —In|cosx| + C.

Joskus integroitavaa lauseketta kannattaa muokata ennen integrointia. Esimer-
kiksi trigonometriset funktiot voidaan joskus muuntaa sopivia kaavoja kayttamalli
integroinnin kannalta oleellisesti yksinkertaisempaan muotoon (ks. luku 7.5). Sopi-
vaa muokkausta voidaan hyodyntdd myos muiden funktioiden kohdalla.

1Jos @ = 0 (ja b # 0), niin kyseessi on yksinkertaisesti vakiofunktion integrointi.
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Esimerkki 7.6. Olkoon |x| < |a| (a # 0). Mééritetdian

1
[
Va2 — 2
Koska integroitava funktio muistuttaa arkussinin derivaattaa, muokataan lauseke

vastaamaan kyseistd derivaattaa. Kayttamélld muokkaamalla saatuun lausekkeeseen
yhdistetyn funktion derivointikaavaa saadaan

—1 X
ey
1
/\/;mdx
1 1
Jo

LoXx
= arcsin — + C.
|a]

1
——dx
/ Vaz — 2

Tissd on erityisesti syytd huomata, etti Va? = |a|. Y14 olevan kanssa voitaisiin
edetd vaihtoehtoisesti

1
/ -
afl 1,
e -y

a X

= —arcsin— +C.
|a| a

Q=

Tulokset ovat samat, silld arc sin(—x) = — arc sin x.

Huomautus 7.4. Midraamitontd integraalia mairitettaessi saatu tulos voidaan aina
tarkistaa derivoimalla. Esimerkiksi

A V2 +1) = ;(1 Lo )
+1

b2y
dx X + Vx? 2 VX241
1 VxZ+1+x

x+Vx2+1 Vx2 +1
1

x2+1

1
———dx = In(x+Vx2+1)+C.
/Vx2+1 ( )

Kyseinen integraali voidaan méérittda esimerkiksi sopivaa sijoitusta kédyttaen (vrt.
esimerkki 7.16, s. 192).!

!'Funktio ar sinhx = In(x + Vx2 + 1) on hyperbolisen sinin sinhx = (e — e~) /2 kééinteisfunktio.

b

joten
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Harjoitustehtavia

7.1.1. Miirita
% 5 ) x2+2
(a) (™ +x° + 3 sin 3x) dx, (b) 5 dx
x

7.1.2. Mairita
e“(xInx+1)
— ~ dx
X

Vihje: Tulon derivointikaava.

7.1.3. Maarita

(a) / cos Sx dx, (b) / sin® x cos x dx, (©) / s1n3x
cos

7.1.4. Madirita

(a) / NG + 4% dx, (b) / N2 + e dx.

7.1.5. Madirita

(a) / 8 (b) / o (© / ! dx
5+x* 3ex+2 7 (1+x2)arctanx

7.1.6. Maidirita

1
(a) ‘/xe3”62 dx, (b) /x(l +x%)2dx, (©) / dx.
Ox2 +1
7.1.7. Miirita

3n
5
1
(a) /lcosxldx, (b) /—dx
. / xV1+Inx

7.1.8. Mairita

~Innx n
(a) / e *sin(e™) dx, (b) / SINX cos x di.
—~In(27) 0
7.1.9. Madriti
1
() / 2+~ 1] dx, (b) / |tan2‘dx
e -
7.1.10. Arvioi summaa "
o= £ kInk

sopivan integraalin avulla ja osoita, ettad

Sy >In(In(n+1)) (n=2).
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7.2 Osittaisintegrointi

Osittaisintegrointi perustuu tulon derivointikaavaan, joten oletetaan, ettid funktiot f
ja g ovat derivoituvia jollakin vélilld. Talloin kyseiselld valilla

(f8) = f'g+fe.
[wer = [(rerser = [ro+ [1¢
[wor=[re = [1
se - [r¢ = [re

jos viimeisen yhtdlon integraalit ovat olemassa. Integraalien olemassaolon takaa
esimerkiksi derivaattojen f’ ja g’ jatkuvuus. Niin on todistettu seuraava lause.

Siis myos

seki edelleen

ja

Lause 7.5. Olkoot f ja g sellaisia vililld I derivoituvia funktioita, ettd deri-
vaatat f’ ja g’ ovat jatkuvia tdlld vililld. Télloin

/fg’=fg—/f’g

valilld 1.

Mairitylle integraalille osittaisintegrointikaava saa seuraavan muodon.

Lause 7.6. Olkoot f ja g sellaisia vililld [a, b] derivoituvia funktioita, ettd
derivaatat f’ ja g’ ovat jatkuvia tdlld vdlilla. Talloin

b b b
/fg’=/fg—/f’g-

Todistus. Koska f, g, f’ ja g’ ovat jatkuvia vililld [a, b], niin myds
(f8)" = f'g+f¢

on jatkuva vililld [a, b]. Tdten analyysin peruslauseen nojalla

b b b b b
/f’g +/fg’ = /(f’g+fg’) = /(fg)’ = /fg-
b b b
/fg’= /fg—/f’g-

Siis
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Huomautus 7.7. Huomautuksen 6.16 (s. 171) perusteella lauseessa 7.6 riittdi
olettaa derivaattojen f’ ja g’ jatkuvuuden sijasta, ettd f’ ja g’ ovat Riemann-
integroituvia vililld [a, b] (harjoitustehtidvid). Vastaavasti lauseessa 7.5 riittid,
ettd madrddmattomat integraalit ovat olemassa.

Huomautus. Osittaisintegrointi on kayttokelpoinen integrointimenetelma,
kun f”g on helpompi integroida kuin fg’. Osittaisintegroinnilla pyritdén tietysti
aina helpompaan integroitavaan.

Esimerkki 7.7. Osittaisintegroimalla saadaan

/xsinxdx = /x-D(—cosx)dx
= x-(—cosx) —/1 - (—cosx) dx

—xcosx +sinx + C.

Esimerkki 7.8. Osittaisintegroimalla saadaan (kun huomataan, ettd D(x) = 1)

/lnxdx /l-lnxdx

/D(x) -Inx dx

1
xlnx—/x-—dx

X
xlnx—/ldx

xlnx—-x+C.

Esimerkki 7.9. Kiyttdmailld esimerkin 7.8 menettelyd ja yhdistetyn funktion deri-
vointikaavaa saadaan

1
/ arc tan x dx
0

1

/1 -arctanx dx

0

1
/D(x) -arctanx dx
0

1 1

/ A
xarctanx — [ x - dx
1+x2

0 0
17 |
T
- 1-——0)—— 2x - d
( 4 2/x T+ ™
0
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- %—E/m(uxz)
0

- %——(ln2—ln1)

_m In2

42

Esimerkki 7.10. Osittaisintegroimalla kaksi kertaa perdkkain saadaan

/xzex dx = x% - /2x -e¥ dx
= x%* - (2xe’C - /Zex dx)

= (x*-2x+2)e +C.

Huomautus. Joskus osittaisintegrointi johtaa palautuskaavamenettelyyn.

Esimerkki 7.11. Midritetdian

/sinx cos x dx.

Integraali saadaan helposti laskettua myds soveltamalla yhdistetyn funktion
derivoimiskaavaa, mutta kdytetddn nyt osittaisintegrointia. Merkitdan

I= /sinx cos x dx.
Talloin osittaisintegroinnilla saadaan

I = /sinxcosxdx

/sinx - D(sinx) dx

sin® x —/cosx - sinx dx

2

= sin“x - 1.
Siis
[ =sin’x—1 ,
josta voidaan ratkaista
I .
I = 3 sin® x + C.

Siis .
/sinxcosxdx = Esin2x+C.
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Esimerkki 7.12. Maidritetddn palautuskaavamenettelyd kiyttaen

1
I, = /mdx (n€Z+).

Kayttdmalla osittaisintegrointia saadaan

1
I, = —d
/(1+x2)” *
1
= D —d
/ O G
1 1
= ey ‘/X'<‘”>'m'2”x
X X
= — +2 —d
(1+x2)" ”/(1+x2)n+1 gy
I P L ok
(1+x2)n (1 + x2)n+l
X 1 1
= — v ——ax-2n [ ————d
(1+22) n,/(1+x2)” gy n/(1+x2)”+1 g
= L+2nln—2nln+1.
(1+x2)n
Siis | 2 D
X n—
Ly = e (1+x2)”+ o - 1, kunn > 1.
Lisaksi {
I = dx = arctanx + C.
1+x2
Siis
1 X 1
I, = 5 1+x2+§arctanx+C,
jne.
Harjoitustehtavia

7.2.1. Madirita

(a) / 3x sin 6x dx, (b) / xe " dx, (©) / B dx.

7.2.2. Mairitd

(a) /\/)_clnxdx, (b) /ln—xdx (c) /ln—xa’x
1
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7.2.3. Maidirita

/x cos(nx) dx (neZy).
0

7.2.4. Madirita

(a) / Vet + 1dx,  (b) / o (© / 0% x dx.
(1+x)2

7.2.5. Olkoon f vililld [a, b] jatkuva funktio. Osoita, ettad

b b b
/(/f(t)dt)dx = /(x—a)f(x)dx.

7.2.6. Olkoot f ja f’ derivoituvia ja f” jatkuva vililld [0, r]. Laske f(0), kun
tiedetéddn, ettd f(7) =2 ja

Ve

/(f(x)+f"(x))sinxdx = 5.

0

7.2.7. Olkoon g vililld [a, b] jatkuva funktio ja f sellainen funktio, ettd f’ on
jatkuva ja f’(x) > 0 vililld [a, b]. Osoita, ettd on olemassa sellainen ¢ € |a, b, ettd

b c b
/ F@g dx = f(a) / g(x) dx + f(b) / ¢(x) dx.

Vihje: Sovella osittaisintegrointia (valitse sopiva funktio G, jolle G'(x) = g(x)) ja
kéytad sitten yleistettyd integraalilaskennan viliarvolausetta.

lim/ nCcosx L
dx =
n—eo | (14 nx)?

Vihje: Kyt ensin osittaisintegromtla ja hyodynna sitten suppiloperiaatetta jiljelle
jddneen integraalin raja-arvon madrittimisessa.

7.2.8. Osoita, ettd

7.2.9. Maidirita

(a) /e‘x cos x dx, (b) /\/1 +x2 dx.

7.2.10. Johda palautuskaava integaalin

1
/(1 —xD'dx  (neZ,)
0

laskemiseksi.
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7.3 Sijoitusmenetelma eli muuttujanvaihto

Osoittaisintegrointi perustui tulon derivointikaavaan. Sijoitusmenetelmd eli muut-
tujanvaihto puolestaan perustuu yhdistetyn funktion derivointikaavaan eli niin sa-
nottuun ketjusdantoon. Sijoitusmenetelmilld pyritdén sithen, ettd uusi funktio olisi
helpompi integroida kuin alkuperdinen.

Lause 7.8. Olkoon funktio f: [a,b] — R jatkuva ja ¢: [a,B] — |a,b]
funktio, joka toteuttaa ehdot

() ¢(e@)=a ja ¢(B) =D,
(1) ¢ ja ¢ ovat jatkuvia vililld [a, B].
Tdlloin

b B
[rwar = [rewewa.

Todistus. Olkoon nyt F jokin funktion f integraalifunktio vililld [a, b]. TAlloin
funktio F'(¢(¢)) on derivoituva vililld [a, 8] ja

d /
= Fle@) = fle() - ¢'(1).

Lisdksi f(¢(1)) ¢’(t) on jatkuva vililld [, B], joten analyysin peruslauseen nojalla

B B
/}wmmwwz=/ﬂam
= F(e(B) - F(¢(a))
— F(b) - F(a)
b
= /f(x)dx. O

Huomautus 7.9. Jos lausetta 7.8 kdytettdessi sijoitetaan x = ¢(¢), niin

fx) — fle@),
dx — ¢'(1)dt,

a,b — a,pB,

missd « ja § madrdytyvit ehdoista ¢ (@) = a ja ¢(B) = b.
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Esimerkki 7.13. Osoitetaan, ettd

T

O\
B

7
sin" xdx = /cos”x dx (nelZl,).
0

Sijoitetaan x = ¢(t) = 7 — 1, jolloin dx = (=1) dt ja

Koska sin(5 — ) = cost kaikilla 7 € [O, %] niin

o \
2N

0
sin" xdx = /sin”(% —1)-(=1)dt
7

Esimerkki 7.14. Midritetdin

Sijoitetaan x = ¢(¢) = 2, jolloin
dx = ¢ (t)dt = 2t-dt
ja
e(t)=t*=1 = t=1 (alaraja),
e(t)=1*=4 = =2 (yliraja).'

IRajoiksi olisi voitu valita myos —1 ja —2, mutta tillgin laskut olisivat olleet hankalampia kuin
tassa.
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Siis

2t dt

4 2
[ f

x+vk ) eV
1 1

2

2t
d
/t2+t
1
2

/ 1
l+1
1

2 [ In(t+1)
/
2(In3 -1n2)

3
= 2In 5
Laskettaessa méidraamitontd integraalia sijoitusmenetelmélld pitdd integrointi-
rajojen vaihtamisen sijasta siirtyd integroinnin jilkeen takaisin alkuperdiseen muut-
tujaan. Taméan mahdollistamiseksi on oletettava sijoitettavan funktion ¢(z) kaén-
teisfunktion olemassaolo. Kéénteisfunktio on olemassa, jos sijoitettava funktio on
esimerkiksi surjektio ja aidosti monotoninen.

Lause 7.10. Olkoon funktio f: 1 — R jatkuva ja ¢: I' — I funktio, joka
toteuttaa ehdot

(1) @ ja ¢ ovat jatkuvia vililld I’,
(i) (I') =1,
(iii) ¢ on aidosti monotoninen vdlilld I'.
Tdlloin
[rwa = | [remeoa
r=¢71(x)

missd merkintd [. .. |, = o1 (y) tarkoittaa paluuta alkuperdiseen muuttujaan.

Todistus. Olkoon F jokin funktion f integraalifunktio vililla /. Talloin F”(x) = f(x)
ja

(7.14) /f(x)dx = F(x)+C.

Koska f(¢(1)) ¢’(¢) on jatkuva vililld I’, niin silld on integraalifunktio tilla valilla.
Yksi integraalifunktio on F(¢(t)), silld yhdistetyn funktion derivointisdannon nojalla

%F(QD(I)) = Fl(e(0) - ¢'(1) = fe(0) - ¢'(1).
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Siis valilla I’
(7.15) / Flo() & (D) di = Fle(0) +C.

Ehdon (iii) nojalla funktio ¢: I’ — [ on injektio ja ehdon (ii) nojalla se on
surjektio. Siis ¢ on bijektio, joten sillid on kiinteisfunktio ¢ ~1: I — I’, t = ¢! (x).
Sijoittamalla tima kddnteisfunktio kaavaan (7.15) saadaan

(7.16) [ / o) ¢ (1) dz] = Flg(¢™' (1)) +C = F(x)+C.

t=¢~(x)

Viite seuraa nyt ehdoista (7.14) ja (7.16). O

Huomautus 7.11. Jos lausetta 7.10 kidytettdessa sijoitetaan x = ¢(z), niin

fx) = fle),
dx — ¢'(1)dt.

Paluu alkuperiiseen muuttujaan tapahtuu sijoittamalla t = ¢! (x).

EsimerkKki 7.15. Maiiritetdian

/ekx dc  (k #0).

1
Sijoitetaan x = T t (k # 0), jolloin

dx

1
"(t)dt = —dt,
¢'(1) p

¢ '(x) = kx.

/ekxdx = /etldt]
L k t=kx

t

Siis

Tavoitteena on tietysti ollut sijoitus kx = ¢. Téstd sitten on ratkaistu varsinainen
sijoitus. Menettely on varsin yleinen (ks. huomautus 7.16, s. 194).
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Integroitava funktio pyritién sijoituksen avulla usein saattamaan muotoon, josta
integrointia voidaan jatkaa muilla menetelmilld, esimerkiksi osittaisintegroinnilla tai
tekemadlla toinen sijoitus. Hyvi tavoite on myos muuntaa tehtivi rationaalifunktion
integroinniksi, silld rationaalifunktioiden integrointia koskevassa luvussa tullaan
nikemaidn, ettd rationaalifunktioiden integrointiin on olemassa selked menettely.

Esimerkki 7.16. Olkoon |x| > 1. Mééritetddn (vrt. huomautus 7.4, s. 181)
1
—— dx.
-/ Vx2 -1
Sijoitet l(t+l)'ll' d 1(1 l)dt'
ijoi nx=— - inde ==(1-—=
joitetaan x = > ), Jolloin dx = = ja

2 +1
t

1 1
x = §(t+_) & 2x =

e 2-2t+1=0

2x + V4x2 -4
2

o t=x+tVx2-1,

josta valitaan kignteisfunktioksi laskennallisesti yksinkertaisempi ¢ = x + Vx2 — 1.
Talloin

x2-1=t-x = l(t—l)

B AN

joten

[ 1
_ / ! dt]
L ! t=x+Vx2-1

[In]z] +C]|

t=x+Vx2-1

= 1n|)c+\/x2—1|+C.1

"Funktio arcoshx = In(x + Vx2 — 1) on hyperbolisen kosinin coshx = (e* + ¢~~)/2 Kiiinteis-
funktio, kun x > 1.
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Esimerkki 7.17. Madritetdan

ex
— dx.
/4+(ex+1)2 !

Sijoitetaan x = In(¢ — 1). Tall6in

1
t=e"+1 ' dx = —— dt.
e ja e =

Muokkaamalla syntynyttd lauseketta ja kiyttdmalld yhdistetyn funktion ja arkustan-
gentin derivointikaavoja saadaan

. [ -1 1
[roma = | [ e
4+ (e +1)2 J 4+ -1 |,
[ 1
:/ i
L 4+12 t=e*+1

’1/1 1 ]
==/ =. d

2
»2 2 1+(%) t=eX+1

! t t+C
= — arctan —
2 2

t=e*+1

1 e +1
= —arctan +C.

2 2
Huomautus 7.12. Jos integroitava funktio on muotoa f(g(x))g’(x), kannattaa
usein tehdi sijoitus ¢ = g(x) eli x = g~'(¢). Tilloin kisnteisfunktion derivointi-

saannosti seuraa, etta .
gY@ = —,
g'(x)

joten lausetta 7.10 kaytettdessd termiksi g’(x) dx saadaan

g(x)dx = g'(x) (g7 () dt = g'(x) dt = dt.

g’ (x)

/ F(e() /() dx = [ / f(r)dr] -
t=g(x

Jos funktio f on helppo integroida, integrointitehtdvd on kiytdnnossd ratkaistu.
Muussa tapauksessa joudutaan vield miettiméén jatkoa.

Siis

Huomautus 7.13. Jos huomautusta 7.12 kéytettdessi sijoitetaan ¢t = g(x), niin

flg(x)) — f(),
g (x)dx — dt.

Paluu alkuperdiseen muuttujaan tapahtuu sijoittamalla t = g(x).
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Esimerkki 7.18. Maidritetdan

/cosx sin> x dx.

Sijoitetaan ¢ = sinx (eli x = arcsint), jolloin df = cos x dx. Siis

/cosx sin xdx = /(sinx)3 cos x dx

- |fra
t=sinx

4
—+C
4

t=sinx

‘x+C.

= —sin
4
Tarkasti ottaen tulos on voimassa vain reaalilukuvileilld, joilla sijoitettava funktio
on bijektio ja sen derivaatta on jatkuva. Derivoimalla tulokseksi saatu lauseke
kuitenkin havaitaan, etté tulos pitee milld tahansa reaalilukuvilill&.

Huomautus 7.14. Esimerkissad 7.18 sijoitussddntdd voitiin kayttid vain “paloit-
tain”, mutta toisaalta derivoimalla voitiin osoittaa, ettd saatu tulos on voimassa
milld tahansa reaalilukuvililli. Menettelyd voidaan kéyttaa yleisestikin, mut-
ta on aina syytd olla tarkkana, ettd sijoitettava funktio tayttdd kaytettavalti
sijoituslauseelta vaadittavat oletukset.

Huomautus 7.15. Esimerkin 7.18 tulos saatiin jo aiemmin esimerkissd 7.3 (s. 180)
kayttdmalld yhdistetyn funktion integrointisddntod sekd potenssin ja sinin derivoin-
tikaavoja. Sijoitussddnnolld integroitava funktio saatiin nyt niin yksinkertaiseen
muotoon, ettd sen integrointi onnistui ilman kyseisiad saantojakin.

Huomautus 7.16. Sijoitus # = g(x) (eli x = g~!(¢)) kannattaa usein myos,
kun integroitava funktio on muodon f(g(x)) g’(x) sijasta esimerkiksi muotoa
f(g(x)). Télloin integroitava funktio saattaa yksinkertaistua ja sopiva jatko-
menetelméd on ehkd helpompi 16ytdd. Sijoituksen toimivuus riippuu paljolti

termista
dx = (g7 (1) dt,

silld nyt

fgx) — f(),
de — (g7Y () dr.
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Esimerkki 7.19. Maiiritetdan

cos 6x dx.

t 1
Sijoitetaan ¢ = 6x. Talloin x = 3 jadx = —dt. Siis

/cos6xdx = /cost-ldt]
L 6 t=06x

[ 1
= —/costdt]
6 t=06x

[ 1
= |=sinr+C
6sm

t=6x

1
gsin6x+C.

Sijoitussddntod voidaan esimerkin 7.19 tapaan kayttdd yleisestikin yhdistetyn
funktion derivointisddnnon sijasta. Esimerkiksi sijoittamalla ¢t = ax + b (a # 0)

saadaan
/f(ax+b)dx = [l/f(t)dt] ,
a t=ax+b

jolloin lauseketta f(r) integroitaessa ei tarvitse huomioida sisifunktion ax + b
derivaattaa (vrt. esimerkki 7.4, s. 180).

Yksinkertaisissa tapauksissa yhdistetyn funktion derivointisaannon kéytto lienee
kitevimpad, mutta mutkikkaissa tapauksissa esimerkiksi sisdfunktion derivaatan hah-
mottaminen saattaa olla vaikeaa. Téll6in sopiva sijoitus voi yksinkertaistaa tilannetta
ratkaisevasti.

Huomautus 7.17. Huomautuksissa 7.12 ja 7.16 esiintyville funktioille kayte-
tddn usein sijoitusta r = g(x) myos laskettaessa méadrittyé integraalia sijoitus-
sdadannon avulla. Jos tdlloin sijoitetaan = g(x), niin

fgx) — f(),

g (x)dx — dt,
gla) — a,
gb) — B.

Usein muodostetaan seki ¢ = g(x) ettd x = g~!(¢), jolloin sijoitusta suoritet-
taessa voidaan valita laskennallisesti yksinkertaisimmat lausekkeet (esimerkiksi
dx — (g7")'(t) dt sdannon g’ (x) dx — dt sijasta). Tilloin on tietysti edellytet-
tidva kadnteisfunktion g~! olemassaolo.
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Esimerkki 7.20. Madiritetdan

72+1

/ sin Vx — 1 dx.

1
Sijoitetaan # = Vx — 1, jolloin alarajaksi saadaan
vVi-1=20

ja yldrajaksi
V#rz+1) -1 = 7.

Koska x = 2 + 1, niin dx = 2¢ dt. Siis

72+l n b/g
/sin\/x—ldx = /sint-2tdt = 2/tsintdt.
1 0 0

Osoittaisintegroinnilla saadaan nyt helposti (ks. esimerkki 7.7, s. 184)

T

/e
2/tsintdt = 2 /(—tcost+sint)
0 0
= 2((-mcosm+sinm) — (0 - cos0+sin0))
= 2((7+0)-(0+0))
= 2nm.
Harjoitustehtavia
7.3.1. Suorita integraalissa
1
1
/ n(1+x) I
1+ x2
0

muuttujanvaihto tekemailld sijoitus x = tan¢. Tdssi tehtivissa ei tarvitse madrittad
integraalin arvoa, riittdd tehdd mainittu muuttujanvaihto.

7.3.2. Suorita integraalissa
e

1 -1In%x
5
1 x(1+1In"x)
muuttujanvaihto tekemélld sijoitus x = e¢’. Tissé tehtdvissi ei tarvitse madrittaa
integraalin arvoa, riittdd tehdd mainittu muuttujanvaihto.

7.3.3. Olkoon f vililld [0, 1] jatkuva funktio. Osoita sopivaa sijoitusta kdyttimalla,

etta
T

/xf(sinx) dx = %/f(sinx) dx.
0 0
Vihje: sin(z — z) = sin z kaikilla z € R.
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7.3.4. Olkoon f vililld [a, b] jatkuva funktio. Osoita sopivaa sijoitusta kiyttamalla,

etta ) )
/f(x)dx = /f(a+b—x)dx.

7.3.5. Osoita sopivaa sijoitusta kdyttamailla, ettd jos x > 0, niin

1 1

1 Fol
dt = dt.
_/1+t2 /1+t2

X 1

7.3.6. Osoita , ettd

1
2

1
2
/ecosx dx = 2/600” dx.
1

_1 0
2
Vihje: cos z = cos(—z) kaikilla z € R.

7.3.7. Funktio f on jaksollinen, jaksona w # 0, jos f(x + w) = f(x) kaikilla x € R.
Osoita, ettd jos f on jaksollinen (jaksona w # 0) funktio, joka on jatkuva kaikilla
x € R, niin

(a) 70}(36) dx = /“ f(x)dx, (b 70}()6) dx = /‘” f(x) dx
w 0 a 0

kaikilla a € R.

7.3.8. Tehdain integraaliin

3
/(x -2)2dx
0

sijoitus (x —2)% =t eli x = 2 + V7. Tilloin dx = ﬁz dt,(0-2)?=4ja(3-2)>=1,
joten

4 4

3 1
1 1 3 1
—22 = B — = —— — = ——
/(x )2 dx /t2\/?dt 3/2\/Edt 3/t
0 4

1 1

7
3

[S][S%]

1 3
= ——(42-=1) = -

Selvistikddn tulos ei voi olla oikea (miksi?). Missé virhe tapahtui?

7.3.9. Midirita
VT

/2x cos(x?) dx
0

seki tekemilld sijoitus x = v (ja vaihtaen my®s integraalin rajat) ettd médrittimalld
ensin samalla sijoituksella midraamiton integraali ja kdyttamalla sitten alkuperdisid
rajoja.
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7.3.10. Mairitd

e.x
/ez"+ 1 dx

1+Inx
/3+xlnx dx

tekemadlld sijoitus x = In¢.

7.3.11. Mairitd

tekemalld sijoitus = 3 + x Inx.

7.3.12. Maiiritd

1
/ LI
x(1+1In“x)
kayttdmalld (a) sijoitusta t = Inx, (b) sijoitusta s = 1 + In? x.
7.3.13. Miirita
x> i
/ (1+x3)2 *

kéyttamalla (a) sijoitusta ¢ = x> + 1, (b) osittaisintegrointia.

/ e3x+2 dx

sekd tekemélld sijoitus t = 3x+2 ettd kdyttdmalld (ilman sijoitusta) suoraan yhdistetyn
funktion derivoinsaantoa.

7.3.14. Mairitd

7.3.15. Madritd
/ In(vx + 1) dx

(a) tekemalld sijoitus r = v/x+1 ja kdyttamalli sitten osittaisintegrointia, (b) tekemalld
sijoitus 7 = v/x ja kdyttamalli sitten osittaisintegrointia.
Vihje (b)-kohtaan: D (> — 1) = 2.

7.3.16. Mairitd

sekd tekemalld sijoitus 7 = +/x ettd kiyttdmalld (ilman sijoitusta) suoraan yhdistetyn
funktion derivoinsaantoa.

7.3.17. Mairitd

/ x+1
()c2+2x+6)2

seki tekemilld sijoitus ¢ = x> + 2x + 6 etti kiyttimilld (ilman sijoitusta) suoraan
yhdistetyn funktion derivoinsaantoa.
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7.3.18. Mairitd

/tan X+ tanx Qlanx gy
(1 + tanx)?

tekemdlla sijoitus ¢ = tanx ja kidyttdmailla sitten osittaisintegrointia.

7.3.19. Tiedetidn, ettd funktio f on jatkuvakaikillax € R ja / f(x) dx = 6. Madritd

3 3
(@ [ f(3x)dx, ®) [ xf(x?) dx.
/ /

7.3.20. Mairitd A

/e‘ﬁdx

1

tekemalli sijoitus x = 2 ja kayttamilld sitten osittaisintegrointia.
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7.4 Rationaalifunktiot

Polynomit voidaan integroida helposti potenssifunktion integrointikaavojen avulla
(ks. huomautus 7.1, s. 177). My0s rationaalifunktioiden

P(x)

0(x)’

missd P(x) ja Q(x) ovat polynomeja, maaridméton integraali voidaan aina esittad
alkeisfunktioita kdyttden. Tietysti on oletettava, ettd Q (x) # O integrointivalilla.

Rationaalifunktioiden integrointia on késitelty jonkin verran jo aiemmissa lu-
vuissa. Huomautuksessa 7.1 (s. 177) esitettiin rationaalifunktioiden
1 ) 1
- a
X ) 1 +x2

R(x) =

integrointikaavat. Esimerkissad 7.4 (s. 180) yleistettiin ndistd ensimmaiinen tapaukseen

1
ax+b

ja esimerkissd 7.17 (s. 193) tarkasteltiin jalkimmaisen yleistystd osana laajempaa
integrointiketjua. Lisdksi esimerkissd 7.9 (s. 184) midritettiin aputuloksena

2
/ al dx
1+x2

ja esimerkissd 7.12 (s. 186) johdettiin osittaisintegrointia kdyttden palautuskaava

funktion |
—d e’
/ (1 + xz)n X (n +)

integraalille. Rationaalifunktioiden integrointi palautuu suurelta osin ylla esitettyjen
funktioiden integrointiin.

7.4.1 Yksinkertaisia tapauksia

Tarkastellaan aluksi muutamaa yksinkertaista esimerkkia.

1

Jos a # 0, niin kayttdmailld yhdistetyn funktion derivointisddntod ja arkustangen-
tin derivointikaavaa saadaan

1 1 /1 1 1
/ﬁdx = —/—-—zdx = —arctan~ +C.
x“+a aJ a |+() a a

Jos taas a = 0, niin

EsimerkKki 7.21. Midritetdin

1 1
i o g2 w0

Talloin

1 1 1
/—dx=/—dx=—/(—l)-x_2dx:—x_1+C:——+C
x2 +a? x2 x

kaikilla niilla vileilld, jotka eivit sisdlla pistettd x = 0.
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Esimerkki 7.22. Madritetdan

1
/x—2 — dx.

Jos a = 0, niin kyseessd on sama funktio kuin esimerkissd 7.21. Jos taas a # 0,
niin

: 1 S - ) (el # la.

2-a2  (x—-a)(x+a) 2a\x-a x+a

Kayttdmalla logaritmin integrointikaavaa (ja yhdistetyn funktion derivointisdintoa)

saadaan talloin
1 1 1 1
d — ( - ) d
‘/‘xz—a2 o 2a X—a x+a o

1
= —(Inlx—a|-Inlx+a|)+C

2a
1 _

o Ly kmd o
2a  |x+a

kaikilla niilla vileilld, jotka eivit sisdlla pistettd x = a tai x = —a.

Esimerkki 7.23. Midritetdin

1
/(x+a)(x+b) dx.

Jos a # b, niin vastaavasti kuin esimerkissa 7.22 saadaan

/(x+a)1(x+b)dx - bia/(x-ll-a_xib)dx

1
= —— (Injx+al-In|lx+b|)+C
b-a
1 | |x + a|
= n
b-—a |x+b]

+C

kaikilla niilla véleilld, jotka eivit sisdlld pistettd x = —a tai x = —b.
Jos taas a = b, niin

1 o
(x+a)(x+b)  (x+a)?

(x #—a).

Talloin

1 1
,/(x+a)(x+b)dx - /(x+a)2dx
1

[ o0 G

1
= - +C
X+a

kaikilla niilla véleilld, jotka eivit sisélld pistettd x = —a.
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7.4.2 Neliointi
Tarkastellaan rationaalifunktiota

1
R(x) = w,

missi
0x) = x2+px+q

on jokin toisen asteen polynomi. Jos polynomilla Q on reaalijuuria, niin rationaali-
funktion R integrointi palautuu esimerkkiin 7.23.
Olkoon siis
p2 —4qg < 0.

Talloin rationaalifunktio R saadaan integroitua nelidimdlld polynomi Q. Nelidinti
tarkoittaa nyt, ettd polynomi 0 muunnetaan muotoon

Q(x) = vakio - ((P(x))* + 1),

missd P on ensimmdisen asteen polynomi. Télloin R voidaan integroida kayttamalld
arkustangentin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion derivointisdintod. Merkinto-
jen yksinkertaistamiseksi kdytetddn lyhennysmerkintda

D

P
a

Koska p? — 4¢ < 0, niin D > 0. Siis

/2+ + / 2 P’ P> dx
X7+ pXx q (2 +px+ & +(q—7)
/ dx
2
e 5)
/ dx
(x +
1
/ —dx
+1
1 /1 1
= . dx
VD J VD 1+(ﬁ)2
VD
1 x+5
= ——arctan 2 4C
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Esimerkki 7.24. Madritetdan

1
—dx.
/xz—x+1 o

Kaytetddn neliointid (sekd arkustangentin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion
derivointisdaantod). Siis

1 1
/—dx = / dx
x?-x+1 (2-x+1)+

2/2 d
= — _ X
VIS ()
3
2 2x — 1
= —arctan +C.
V3

7.4.3 Osamurtokehitelma

Tarkastellaan sitten rationaalifunktioiden integrointia yleisesti (olettaen taas, ettd
Q(x) # 0 integrointivalilld). Rationaalifunktio

_ P
- 0(x)

voidaan aina esittdd muodossa

R(x) (P, Q polynomeja)

P (x)

0(x)

missd polynomin P, aste on pienempi kuin polynomin Q aste. Polynomi P voidaan

integroida helposti kdyttden polynomin derivointikaavoja. Termi P,/Q puolestaan

voidaan integroida kiyttaen osamurtoja
A Bx+C

(k=@ 2+ pr+q)f

R(x) = Pi(x) +

(P1, P, Q polynomeja),

(keZ,, A B, CeR),

missi polynomit x — a ja x> + px + g ovat polynomin Q alkutekijoitd. Alkutekija
tarkoittaa, etti polynomilla x> + px + ¢ ei ole reaalijuuria eli
X%+ px+q >0

kaikilla x € R (ja p? — 4g < 0).
Tarvittavat osamurrot riippuvat polynomista Q seuraavasti. Olkoon polynomin Q
jako alkutekijoihin

reaalijuuret muut juuret

Q(x) =ap-(x —aD™ - ... (x=an) - P+ prr+q) (P px+ ga)™,
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missd ag € R, k; € Z, jaag; € Rkaikillai =1,2,...,nsekil; € Z,jap;, q; €R
(ja p§—4q_,- < 0)kaikilla j = 1,2, ..., m. Tilloin jokainen k-kertainen tekiji (x —a)*
tuottaa termit

A] A2 Ak
+ e + _—
x—a (x-a)? (x —a)k
ja jokainen [-kertainen tekiji (x> + px + ¢)’ tuottaa termit
Bix+ C + Box + Cy le+Cl

x2+px+q (x2+px+q)? Tt (x2+ px+q)
Ylld kertoimet Ay, As, ..., Ak, By, Ba, ..., ByjaCy, Ca, ..., C; ovat reaalilukuja.
Luvussa 7.4.4 osoitetaan, ettd osamurrot voidaan aina integroida ja saadut integ-
raalit ovat alkeisfunktioita. Ndin ollen my0s rationaalifunktioiden integraalit voidaan
aina esittdd alkeisfunktioiden avulla. Y1ld oleva menettely yhdessda osamurtojen
integroinnin kanssa antaa myos menetelmin, jolla rationaalifunktiot saadaan in-

Menettelyn huono puoli on, ettd siind on varsin paljon laskutoimituksia. Algoritmin
tapaan esitettynd menettely on seuraava.

1. Esitetiin rationaalifunktio muodossa, jossa nimittdjidn asteluku on suurempi
kuin osoittajan.

2. Jaetaan nimittdjd (reaalikertoimisiin) alkutekijoihin.
3. Muodostetaan osamurtokehitelma.
4. Integroidaan osamurrot ja kohdassa 1 saatu polynomi.

Osamurtojen integrointia tarkastellaan luvussa 7.4.4.

EsimerkKki 7.25. Jaetaan rationaalifunktio
1

R =2

(x#0,1)

osamurtoihin.
Josx #0jax # 1, niin
1 Ay Ar Az
— = — + +
x(x—1)2 x x-1 (x-1)2
= A -(x—-1D?+4 - x(x—1)+A3-x
= Ax? = 2A1x + Ap + Apx® — Apx + Asx

= (A1 + Az)xz + (—2A1 — A2 + A3)X + A1

o A =1, A2=—1jaA3:1.

Siis
1 1 1 1

_— = - +
x(x—=1)2 x x-1 (x-1)2
kaikillax # Ojax # 1.
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Huomautus. Osamurtokehitelmdn muodostamisessa on monta laskutoimitusta, jo-
ten saatu tulos kannattaa aina tarkistaa. Koska

11 N 1 3 (x=12=x(x—-1)+x
x x-1 (x-1)2 x(x—1)2
3 X =2+ 1—x>4+x+x
- x(x—1)2
3 1
 ox(x =12

niin esimerkin 7.25 tulos on oikein.

7.4.4 Osamurtojen integrointi
Osamurtojen integrointi sujuu seuraavasti.

Tyyppi 1. Kiyttimilld logaritmin integrointikaavaa saadaan'

A
/ dx = A-In|lx—a|+C’
X—a
kaikilla vileilld, jotka eivit sisdlld pistettd x = a.

Tyyppi 2. Kun k£ =2,3,..., niin kiyttdmalld potenssin integrointikaavaa (ja yhdis-
tetyn funktion derivointisddntod) saadaan

A A 1
I M ol
./(x—a)k * k=1 (x-a)k!

kaikilla vileilld, jotka eivit sisdlld pistettd x = a.

Tyyppi 3. Tarkastellaan kolmanneksi osamurtoa

Bx+C
X2+px+q
Aluksi havaitaan, ettd
Bx+C B 2x + B 1
g BC B 2 o Bpy 1
X2+ px+gq 2 x*+px+gq 2 /x2+px+gq

Yhtélon (7.17) oikean puolen ensimméinen termi saadaan integroitua kayttimalla
yhdistetyn funktion derivointisddntoa ja logaritmin derivointikaavaa. Koska nyt

|x2+px+q| = x2+px+q,

niin B 5 B
X+p 2 ’
- ———dx = —In(x"+px+ +C'.
2 / x2+px+gq 2 ( px+4)
Yhtilon (7.17) oikean puolen jalkimmaéinen termi saadaan integoitua kayttamalla
luvussa 7.4.2 esitettyd neliointid. Siis
+p

Bp 1 Bp 2 2x
C——)/—dx = (C——)— arc tan ——— + C".
( 2 X2+ px+q 2/ \Jag - p? Vaq - p?

'Merkitiin integrointivakiota nyt symbolilla C’.
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Tyyppi 4. Tarkastellaan lopuksi osamurtoa
Bx +C
(x2 + px + q)*’
missd k > 2. Vastaavasti kuin edellad havaitaan, etta
Bx + B 2x + B 1
(7.18) (x2 + px fq)k -2 (x2 +pxiq)’< " ( B _p) (x2 + px + gq)k’

Yhtilon (7.18) oikean puolen ensimmaéinen termi saadaan integroitua kayttimalla
yhdistetyn funktion derivointisddntoa ja potenssin derivointikaavaa. Siis

2x+p B 1 1
dx = —=- . +C'.
/(x 2+ px+q)k o 2 k-1 (x2+px+qg)kt

Yhtilon (7.18) oikean puolen jalkimméinen termi
1
(x2 + px + q)*

saadaan integroitua nelioimilld ensin nimittdjdssd oleva polynomi ja kayttimailla
sitten esimerkissad 7.12 (s. 186) johdettua palautuskaavaa. Nelidinnin (ks. luku 7.4.2)

tuloksena
x“+px+q = D - +1],
VD
missi s
p
D =qg—-—.
177
Ennen esimerkin 7.12 palautuskaavan kayttdd on siis vield sijoitettava
p
X + 5

=

75

Huomautus. Rationaalifunktion integraali voidaan aina lausua kiyttéen ratio-
naalifunktioita, logaritmia ja arkustangenttia.

Huomautus. Koska ylla esitetyt integrointitulokset ovat monimutkaisia, ei niiti
kannata opetella ulkoa. Sen sijaan kannattaa opetella menetelmit, joilla tulokset
johdettiin.

Esimerkki 7.26. Esimerkin 7.25 ja perusintegrointisdintdjen nojalla

/ﬁdx ) / dx_/x—ld +/(x—1>2

+C
-1

In x| = Infx = 1]+ (=1) - -

1
= In|x| - ln|x—1|——1+C

kaikilla vileilld, jotka eivat sisélld nollaa tai ykkosta.
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Esimerkki 7.27. Olkoon x # —1. Mairitetaan

3
+2
/x dx.
x3+1

1°: Ensimmaiseksi havaitaan, etti

P42 (D +1 1
X3+1 B3 +1 3 +1

missd polynomiosan integraaliksi saadaan helposti

/ldx = x+C.

1
x3+1

20: Rationaalifunktion

integroiminen aloitetaan etsimilld polynomin x> + 1 alkutekijit, joiksi saadaan
3 _ 2
x+1 = (x+1)x“—x+1),

missd x? — x + 1 > 0 kaikilla x € R.
3°: Témin jilkeen muodostetaan rationaalifunktion

1 1
¥+l x+DE2-x+1)

osamurtokehitelma. Koska
1 Al Ax+ Az
(x+1)(x2=x+1) x+1+x2—x+1
& 1 =A - =x+D+Ax-(x+1)+A3-(x+1)
& 1 = Aix? —Aix + A| + Aox? + Aox + Asx + Az
& 1 = (Al +A)xX%+ (A; + Ay + A3)x + (A + A3)

A1+A2=0,
=4 —A1+A2+A3=0,
Al+A3=1
1 1 2
A:_,A:__'A:_9
< Al 3 A2 3Ja 373

niin osamurtokehitelmaiksi saadaan

1 X 2
I _ 5  753%3
x3+1 +1 x2—-x+1
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4°: Saadun lausekkeen ensimmdiinen termi on helppo integroida, silld
1 1 1 1 1
—_ d = — d = —1 1 C.
/3 vl 3/x+1x ginkerdl+
Jidljelle jaavian integraalin
1 / x—2 d
— | ——dx
3 x2-x+1

madarittamiseksi havaitaan, etta

' —-x+1 x2—x+1 2 x2—x+1 2 x2—x+1

Tédssd viimeisen lausekkeen ensimmadinen termi voidaan integroida kiyttimalla
logaritmin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion derivointisdintoa. Siis
1 2x -1 1

E/z—de = Eln|x2—x+1|+C
X=X

ja edelleen

1 2x -1 1 )
= [ ————dx = =1 -x+1)+C,
2/x2—x+1 x = gt mas )
sillix? —x+1 > 0.

Yhtilon (7.19) viimeisen lausekkeen jalkimmaiinen termi voidaan integroida
hyodyntdmalld esimerkkid 7.24 (s. 203), jolloin

3/ 1 J 3 2 ) 2x—1+C
= [ ———dx —= . —arctan
2) x2—x+1 2 3 \3

2x -1

al +C.

V3

—V3arc tan

Yhdistamalla tulokset saadaan

+C

1 -2 1(1 2x —
_gf)ﬁdx = 3 (Eln(xz—x+l)—\/§arctan al

+C

1 1
—~In(x> —x+1) + — arctan
6 V3

ja edelleen

3
x> +2 1 1 1 x—-2
d ldx+ = dx — - | —d

/x3+1 o / o 3/x+1 o 3/x2—x+1 x

1 1 1 2x -1
x+=Inlx+1] - =In(x* —x + 1) + — arctan

3 6 V3 V3

1. (x+1)? 1 2x -1
X+ —In —— + — arctan

6 xZ-x+1 43 V3

kaikilla vileilld, jotka eivit sisdlld pistettd x = —1.

+C

+C
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Harjoitustehtavia

7.4.1. Madirita

xX+6 B =2)(x+1) V2
(a) /mdx, (b) / 2 dx, (¢ /x2+2dx.

7.4.2. Maidrita
(a) / ! d. (b) / ! d
a ——— dbx, — dx,
4x2 +4x+5 x2+4x+8

1
© /ﬁd @ / “aera

7.4.3. Muodosta funktion R(x) osamurtokehitelma, kun

3

3 X
®) R(x) = ——, (©) R(x) = G

1
x(x = 1)3’ x3-1

7.4.4. Miki ehto vakioiden p, g, r € R on toteutettava, jos funktion (x # 0, 1)

(@) R(x) =

px+q. _ pxP4gx+r
2o’ (b) R(x) = -1

kaikki integraalifunktiot ovat rationaalifunktioita?

(@) R(x) =

7.4.5. Onko mahdollista, ettd rationaalifunktion (x # 0, 1)

px+q pxtq +q
x(x—1)° ®) R@x) = x2(x - 1)

kaikki integraalifunktiot ovat rationaalifunktioita, jos p # 0 ?

(@) R(x) =

7.4.6. Miarita
3 1 5
1
—d, b —dx,
@) / -3x-4 o ®) /x2+4x+3 *

(c)/ 3f: dx, (d)/ 5“3 —dr.

7.4.7. Madirita

x=2 1 1
@ [ o [ape o [

7.4.8. Midirita

2% —x+4 x—1
dx. b .
@ / P ®) /4x T3

209



7.4.9. Maidirita

2 6x2 — 15x +22
) /x +x2+x+ i, (b)/ X X + I

x4 +3x2+2 (x+3)(x2+2)2

7.4.10. Mairitd

1 x+2
@) /(x2+2x+10)2 dx, () /(x2+2x+2)2

kayttdmalld integraalille
1
—d
/ 2+ e

esimerkissd 7.12 johdettua palautuskaavaa.
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7.5 Trigonometriset funktiot

Trigonometrian perusfunktioiden (sini, kosini, tangentti ja kotangentti) integroin-
tikaavat esitettiin luvussa 7.1 (huomautus 7.1, s. 177, ja esimerkki 7.5, s. 180).
Lisidksi yhdistetyn funktion derivointikaavaa, osittaisintegrointia ja sijoitussaantod
kayttdmailla aiemmissa luvuissa johdettiin joitakin yksinkertaisia tuloksia trigono-
metristen funktioiden integraaleille, ks. esimerkit 7.2 ja 7.3 (s. 180), 7.7 (s. 184), 7.11
(s. 185),7.13 (s. 189) ja 7.18-7.20 (s. 194—-196). Tutkitaan nyt yksityiskohtaisemmin
trigonometristen funktioiden integrointia.

7.5.1 Sijoitusmenetelma

Tarkastellaan aluksi sijoitusta x = 2 arc tan ¢, jolloin

X 2

7.20 t =tan < ja dx = dt.
(7.20) 2 ) 1+12
Kayttdmilld trigonometrian peruskaavoja

sinx . .

tanx = ja sin?x +cos’x = 1

CcoS X

havaitaan, etta
2 x
1 1 1 cos® %
(721) ) = 7 x = 5 — 2 3 — COS2)§C
1+1¢ l+tan*3  cos’3 sin®%  cos?% +sin”}
+
2 x 2 x
COs*5  COs~ 3
ja
2 in2 X
t 1 sin
7.22 =7 = tan’ % -cos’ £ = 2 . cos’ % = sin® %
(7.22) 14172 14172 2 2 cos?} 2 2
Kayttimalla nyt kaavoja
sin2x = 2sinx cosx ja cos2x = cos’x —sin’ x
saadaan yhtiloiden (7.20) ja (7.21) nojalla
sin = 1 2t
sinx = 2sin%cos3 = 2- 2 . cos?t =21 =
272 cos 3 2 1+12  1+1¢2

ja yhtéloiden (7.21) ja (7.22) nojalla

. 5 1 t? 1-1¢?

COSX = cos“ %2 —sin“ 2 = - = .
2 2014+ 1+ 1+12

Voidaan siis esittdd seuraava huomautus.
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Huomautus 7.18. Muotoa R(sinx, cosx) olevan funktion, missd R on ratio-

naalifunktio, integrointi voidaan palauttaa rationaalifunktion integroinniksi te-
kemalla sijoitus

Xx = 2arctant,
jolloin
21 1-2 2

f=tanz, si d dt
=tan—, sSinXx = ——, COSX = a dx = ——dt.
2 1+¢2 1+1¢2 ] 1+1¢2

Huomautus 7.19. Jos ¢(t) = 2 arctant, niin ¢(R) = ]—x, 7[. Huomautuksen 7.18
sijoitus on siis ilman lisdperusteluja voimassa vain vilin |—x, 7| osavileillda (ks.

lause 7.10, s. 190). Tietysti edellytyksend on my0s, ettd R(sinx,cosx) on jatkuva
kyseiselld vililla.

Esimerkki 7.28. Maidritetdan

1
— dx.
sin x
Tekemaélld huomautuksen 7.18 sijoitus x = 2 arc tan ¢t saadaan
1 1 2
/ —dx = — - dt
sinx 2 1442
[ 142 t=tan %
| / dt
L 4 t=tan 3
[11’1 |t| + C]tztan%

= 1n|tan’§‘|+C.

Sijoitussddnnon nojalla tulos on voimassa niilld vdlin |-, [ osavileilld, jotka eivit
sisdlld pistettd x = 0. Saatu tulos derivoimalla havaitaan, ettd tulos patee kaikilla
niilld vileilld, jotka eivit sisélld pistettd x = kn (k € Z).

1
/—dx
1+ cosx

Esimerkki 7.29. Maiiritetdan

SIE]

0
kayttamalld huomautuksen 7.18 sijoitusta x = 2 arctan .
Nyt
1-£2  1+2+1-7 2
I+cosx = 1+ = = .
1 +12 1 +12 1 +12

Koska ¢ = tan ’5‘ niin rajoiksi saadaan
x=0 = ¢t =tan0 = 0 (alaraja),

x=7 = t=tany =1 (yldraja).

1 1 1
/ /— t:/1dt:/t:1—0=1.
1+ cosx 2
o 1+ 0 0

0

Siis
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Huomautus. On syytd olla tarkkana, etti sijoitettava funktio tiyttdd vaadittavat
oletukset (ks. esimerkki 7.30).

Esimerkki 7.30. Miiritetdan
2 |
—d
/ 5—-3cosx *
0

Sijoitetaan x = 2 arc tan f madrddmattomiin integraaliin, jolloin (ks. huomau-
tus 7.18)

2
dx = dt
1412
ja
—_ 42 2 _ 2 2
5_300”25_3.1 t _ 5+5t-—-3+3¢ _ 2+8t.
1+1¢2 14172 14172
Siis
1 1 2
—dx = _— dt
/5—3cosx o /2+_8t2 14172
L 1+£2 t=tan§
[ 1
- / dt
|J 1+4 | s
[ 1 1
= |= /2 - ———— dt
_2/ 1+ (2t)2 ]tzt%%
[ 1
= |=-arctan2t+C
»2 t:tang
= 1arctan(2tanx)+C
2 2 ’
joten
2r 2r
1 1
/mdx = / Earctan(Ztan%C) = O—O = O
0 0

Tulos ei kuitenkaan ole mahdollinen, silla koska
2 <5-3cosx £ 8

kaikilla x € [0, 27], niin

2n 2

1 1 T
- > _ =
/5—3cosxdx_/8dx 4

0 0

Virhe johtuu nyt siité, ettd sijoitettu funktio ¢(¢) = 2arctant ei tdytd lauseen 7.10
(s. 190) oletuksia valilld [0, 27] (ks. huomautus 7.19).
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Huomautus. Huomautuksen 7.18 sijoituksella joudutaan usein melko mut-
kikkaisiin laskuihin. Siksi on joissakin yksinkertaisissa tapauksissa helpompi
kayttdd muita menetelmii.

Huomautus. Usein tulokseen johtaa myos jokin huomautuksen 7.18 sijoitus-
ta yksinkertaisempi sijoitus. Esimerkiksi tyyppid R(tanx) olevaan funktioon
voidaan sijoittaa t = tan x. Talloin

1

142 at,

x = arctant ja dx

joten tulokseksi saadaan rationaalifunktio

1
R(?) - .
(?) 14172

7.5.2 Integroitavan muokkaus

Yksinkertaisissa tapauksissa selvitddn trigonometrian peruskaavoilla. Télldin on
huomattava, ettd tuloksen esitysmuoto voi riippua kiytetystd menettelystd. MyoOs
integrointivakion arvo voi riippua kiytetystd integrointimenetelmasta.

/sinx cos x dx.

Koska sin 2x = 2 sin x cos x kaikilla x € R, niin kiyttamailla yhdistetyn funktion
derivointisddntod ja kosinin derivointikaavaa saadaan

/sinx cos x dx

Esimerkki 7.31. Maidritetdan

1
3 /ZSinxcosx dx

1
> /sin 2x dx

1
-7 /2(— sin 2x) dx

1
= —Zcos2x+C.

Toisaalta esimerkissd 7.11 (s. 185) saatiin palautuskaavamenettelylld
1
/sinxcosx dx = 3 sin®x + C.

Tulokset nayttivit erilaisilta, mutta koska
(7.23) cos2x = 1 —2sin’x,

niin : : | |
—Zc0s2x+C = —Z(I—ZSian)+C = Esin2x+C—Z.

Siis tulokset eroavat vain integrointivakion osalta.
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Esimerkki 7.32. Kaavan (7.23) nojalla

1
sinx = 7 (1 —cos2x).

Kun a # 0, niin kdyttdmalld yhdistetyn funktion derivointisddntoi ja perusderivoin-
tikaavoja saadaan

/ sin” (ax) dx

/%(1 — cos(2ax)) dx

1 1
= /E—E/Za-cos(Zax)dx
X

I .
= 51 sin(2ax) + C.

Esimerkki 7.33. Kun n € Z,, niin esimerkin 7.32 perusteella

T

/sinz(nx) dx = /ﬂ(g - i sin(2nx))

v/ - -0 -0
A 4
_ (f _ sin(2n7r)) B (_z B sin(—2n7r))
2 4n 2 4n
T
- 272
= 7.

Vihiankin hankammissa tapauksissa trigonometrian kaavojen soveltaminen vaatii
yleensi aika paljon tyotd. Yksi tavoite on muokata integroitava funktio muotoon

f(cosx) -sinx tai f(sinx) - cosx.

Jos funktio f on helppo integroida, voidaan télldin soveltaa suoraan yhdistetyn
funktion derivointikaavaa. Mutkikkaammissa tapauksissa voidaan sijoittaa

t=cosx tai t =sinx
ja jatkaa integrointia ndin saadulla funktiolla.

EsimerkKki 7.34. Mairitetdian
/sin2 X - cos> x dx.

Muunnetaan integroitava funktio ensin muotoon f(sinx) cos x kdyttimélld kaa-

vaa
sin®x +cos?x = 1,
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tehdddn sitten sijoitus # = sinx (jolloin dt = cosx dx), integroidaan ndin saatu
rationaalilauseke ja palataan lopuksi alkuperdiseen muuttujaan. Siis

= 0052 X

—_——
/sinzx - (1 = sin®x) - cos x dx

= :/12-(1—t2)-dt] B
-~ —/(tz—t4)dt] y

/sin2 X - cos> x dx

3 5

t t
= |———=—+C

3 5 t=sinx
3 sin’x  sinx c
3 5 '

Derivoimalla havaitaan, ettd tulos on voimassa kaikilla reaalilukuvileilla.

7.5.3 Palautuskaava

Yksi mahdollisuus on osittaisintegrointi ja sen avulla johdetut palautuskaavat. Tasta
oli jo esimerkki osittaisintegrointia késittelevissd luvussa (esimerkki 7.11, s. 185).
Alla viela lisdesimerkki.

Esimerkki 7.35. Maidiritetadn palautuskaavamenettelyd kiyttden

%
I, = /cos”xdx (n eN).
0

Kun n > 2, niin kdyttamalla osittaisintegrointia ja kaavaa

2

sin?x +cos?x = 1

saadaan

I, cos" x dx

o \ o \
ST (TR

cos" ' x - cosx dx

=0,kunn >2

T

5
cos" ' x - sinx — /(n — 1) - cos"?x - (= sinx) - sinx dx

0

Il
)
—
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x

= O+(n—1)/cos"‘2x‘sin2xdx

= (n- 1)/005”_2x - (1 = cos® x) dx
0

= (n=1)1Ips—(n-1)1,

Siis |
L=""""1_, kunnz2.
Edelleen
0
ja
/cosxd :/51nx—sm§—smO— 1-0=1.
0 0
Siis
1 n 1 3 «n 1-3 -2n-1) =
h=-.-2 Ij=-.-.-2 by, = Nl
2Ty MTog Ty 2 2-4-...-2n 2
o122 2.4 L 242
3T 3Ty BTy iy e TR s T o+ 1)

Voidaan myos helposti osoittaa (ks. esimerkki 7.13, s. 189), etta

I

2
/sin" xdx =

0

cos"xdx = I,.

(=] \
N

Harjoitustehtavia
7.5.1. Muunna integraali

S

1
/ . — dx
sinx (2 + cosx + 2sinx)

wlN

rationaalifunktion integraaliksi tekemaélla sopiva sijoitus. Saatu tulos on sievennettavi

muotoon, josta voidaan aloittaa osamurtokehitelmén teko (itse osamurtokehitelmaé
el tarvitse tehda).
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7.5.2. Muunna integraali

z
3

sin? x
g dx
cos® x

0

rationaalifunktion integraaliksi sekd tekemilld sijoitus ¢ = tan 5 ettd tekemdlld
sijoitus ¢ = tanx. Tassd tehtivissd el tarvitse madrittdd integraalin arvoa, riittaa
tehdd mainittu muuttujanvaihto.
1
/ — dx.
sin” x

sinx cos x dx

7.5.3. Mairita

7.5.4. Mairita

(e} \
(SIE]

kayttamalld sijoitusta 7 = sinx.

7.5.5. Olkoon f vililld [0, %] jatkuva funktio. Osoita, ettd

f(sinx)dx = [ f(cosx)dx.
Jrome-|

Vihje: sin(% — z) = cos z kaikilla z € R.

/ cos? x dx

hyodyntimilld kaavaa cos 2x = 2 cos” x — 1.

7.5.6. Miiritd

7.5.7. Madirita

(cosx — cos® x) dx

o\
B

muokkaamalla integroitavaa funktiota trigonometrian peruskaavojen avulla.

7.5.8. Mairité integraali

s
; ]
- dx
1 +sinx + cosx
0

(a) kdyttamailld sopivaa sijoitusta, (b) muokkaamalla integroitavaa funktiota trigono-
metrian peruskaavojen avulla.
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7.5.9. Miiritad

/ sin x dx

(a) muokkaamalla integroitavaa funktiota kaavan sin” x + cos?x = 1 avulla, (b) te-
kemadlld sijoitus x = 2 arctant, (c) tekemalli sijoitus ¢ = sinx ja kdyttimalla sitten
osittaisintegrointia sekd yhdistetyn funktion derivointisdidntod, (d) tekemalld sijoitus
t = cos x ja hydodyntimilld kaavaa sin(arc cost) = V1 — 12,

2

7.5.10. Johda palautuskaava integraaleille

/sin"xdx ja /cos”xdx (n € N).
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£7.6 Algebralliset funktiot

Luvussa 7.4 todettiin, ettd rationaalifunktion méddraamaéton integraali voidaan aina
esittdd alkeisfunktioiden avulla. Algebrallisten funktioiden osalta tdama ei valitet-
tavasti pidd paikkaansa. Ei myoskéén ole olemassa yhtendistd menetelmii, jonka
avulla algebrallisia funktioita voitaisiin yleisesti integroida.

Algebrallisten funktioiden integrointia on késitelty jonkin verran aiemmissa
luvuissa. Huomautuksessa 7.1 (s. 177) esitettiin funktion

1
V1 —x2

integrointikaava ja esimerkissa 7.6 (s. 181) kyseinen kaava yleistettiin. Funktioiden

1 . 1
ja
x2+1 x2 -1

integrointia kisiteltiin huomautuksessa 7.4 (s. 181) ja esimerkissd 7.16 (s. 192).
Lisdksi esimerkissd 7.14 (s. 189) algebrallisen funktion integrointi palautettiin sopi-
valla sijoituksella rationaalifunktion integroinniksi. Vastaavaa menettelyd kiytettiin
itse asiassa myos esimerkissd 7.16.

Tarkastellaan seuraavaksi muutamia yksinkertaisia tapauksia, jolloin irrationaali-
funktioiden integrointi voidaan sopivalla sijoituksella palauttaa rationaalifunktioiden
tai trigonometristen funktioiden integrointiin. Menettelyt ovat tietysti sovellettavissa
vain, jos funktiot tayttavat kaikki sijoitusmenettelyltd vaadittavat ehdot.

Merkintid R(-) huomautuksissa 7.20-7.22 tarkoittaa rationaalifunktiota R.

) = 2 ax+b
& " Nex+d’

/ R(x, g(x)) dx

oleva integraali voidaan palauttaa rationaalifunktion integroinniksi sijoituksella
njax +b
t = X) = s
§(x) cx+d

_ (ad - bc) nt"!
 (ct"—a)?

Huomautus 7.20. Jos

niin muotoa

silla talloin
_ b — dt"
ot —a

dt.

X

ja dx
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Huomautus 7.21. Jos huomautuksessa 7.20 on ¢ = 0 jad = 1, niin
t = g(x) = Vax + b,

jolloin

: no,_
X = ja dx = — " dr.
a

Esimerkki 7.36. Madiritetdin

/ ! dx (x>-1L,x#1)

(x—1DVx+1
kayttdmalld huomautuksen 7.21 sijoitusta.
Nyt

t=vVx+1, x=r*-1 ja dx = 2tdr,

joten
1 ’ 1
— i = /—-tht]
./(x—l)\/x+1 J (2-2)-t r= Vit

_ 2/ dt
! 12 -2 t=vVx+1

% /(t —1\5 B t+1\/§) dt]t:\/m

[ 1
= »$(ln|t—\/§| —In|t+V2|)+C

t=Vx+l

_ %(ln|\/x+ V2| -In[Vx + 1+ V2]) +C

IR AT eh 2 e
V2 [Vx+1+V2

kaikilla vileilla I C ]—1, oo[, jotka eivit sisélld pistettd x = 1.

EsimerkKki 7.37. Olkoon x < O tai x > 1. Muunnetaan

Sz

rationaalifunktion integroinniksi kayttimalld huomautuksen 7.20 sijoitusta

X
=

x—1
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2
2 X 2 _ 2 2 _ !
t = 107 S rfx-1)=x © x(rr-1) =1t x_tz—l
ja
20(12 = 1) =122t -2t
dx = ( ) = dt.
(2 -1) (2= 1)
Siis

x —2t 1
N5 - |t d’]F k= dt]v:

Téstd integrointia voidaan jatkaa tekemilld osamurtokehitelma tai ehkd kidtevimmin
kdyttamalld ensin osittaisintegrointia.

Huomautus 7.22. Muotoa R(x, Vax2 + bx + ¢) olevassa funktiossa toisen as-
teen polynomi voidaan ensin tdydentdd nelioksi ja sitten sijoittaa nelidosaksi
muuttuja ¢. Talloin paadytddn johonkin muodoista

R(t, V2 +a?), R(t,Vt?—a?) tai R(t,Va? -1?).

Naita lausekkeita on yleensd helpompi integroida sopivalla (esimerkiksi trigo-
nometrisella) sijoituksella.

Esimerkki 7.38. Miiritetiin funktion V5 + 8x — 4x2 kuvaajan ja x-akselin rajoitta-
man alueen pinta-ala vililld [1, %] eli

5
3
A = /V5+8x—4x2dx.
1

Nelioimailld saadaan
5+8x—4x? = 9— (4x*>—8x+4) = 9- (2x-2)%
Tehdéén nyt sijoitus ¢ = 2x — 2, jolloin

t+2 1
X 3 ja X 5

Rajoiksi saadaan
t =2-1-2 = 0 (alaraja) ja t:2-%—2:3(yléraja).

Siis

5
3 3 3
1 1
/V5+8x—4x2dx = /V9—t2-§dt = §/V9—t2dt.
1 0 0
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Tehdidin saatuun integraaliin vield sijoitus ¢t = 3 sinu, jolloin dt = 3 cosu du.
Rajoiksi saadaan

3sinu=0 = sinu=0 = wu=0 (alaraja),
3sinu=3 = sinu=1 = u=7 (yliraja).

Kayttdmalla kaavaa

2

sin®u +cos’u = 1

saadaan

3 3
/\/9—t2dt = /V9—9sin2u~3cosudu
0 0

=) \ =) \ o \
SE] (STE] (STE}

3 [ cosu- V(1 —sin®u) du

cosu - Vcos? u du

9

9 [ cos®udu.

Esimerkin 7.35 (s. 216) perusteella

n
cos’udu = -,
4

o \
SIE]

joten
Harjoitustehtavia
7.6.1. Muunna integraali
4 4
(a) / V3x + 4 dx, (b) / xV3x + 4 dx
0 0

rationaalifunktion integraaliksi tekemailla sopiva sijoitus. Tassd tehtidvissi ei tarvitse
madrittdd integraalin arvoa, riittdd tehdd mainittu muuttujanvaihto.

7.6.2. Maidirita

1 2
Vx / 1
dx. b dx.
(a)0/1+xx ()01+\/ﬂx
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7.6.3. Miiritd

12 2
1 X
dx, b dx.
@®) /x\/x+4 g ®) /V33x+2 §

5

W=

7.6.4. Muunna integraali

\\uo
+ | =
= | =
||+
—_| —
&

x+1
1

3
4

rationaalifunktion integraaliksi tekemaélla sopiva sijoitus. Saatu tulos on sievennettavi
muotoon, josta voidaan aloittaa osamurtokehitelmén teko (itse osamurtokehitelmaé

ei tarvitse tehdi).
1 1+
/ A/ al dx.
xX2+4x+3V1—x

7.6.5. Miiritd

7.6.6. Miiritd

1 1
dx, b —d
o [F= o

kayttamalld nelidintid ja yhdistetyn funktion derivointikaavaa.

7.6.7. Maidirita

V3 1
(a) /\/4—x2dx, (b) /Vx—xzdx.
3 0

7.6.8. Osoita, etti muotoa R (x, Vx2 + 1) olevan funktion, missi R on rationaalifunk-
tio, integrointi voidaan aina palauttaa rationaalifunktion integroinniksi tekemalld
sijoitus £ = x + VxZ + 1.

7.6.9. Miirita

/ ! dx
Va2 + 1

kdyttimalli tehtéivin 7.6.8 sijoitusta = x + Vx2 + 1.

7.6.10. Osoita, ettd jos b?> — 4ac > 0, niin muotoa R(x, Vax? + bx + ¢) olevan
funktion, missd R on rationaalifunktio, integrointi voidaan aina palauttaa rationaali-
funktion integroinniksi sopivalla sijoituksella.
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