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Tassa tyossa tutkitaan Ehrenfestin teoreemaa ja sen fysikaalista merkitysta. Ehrenfestin teoree-
man mukaan kvanttimekaniikan operaattorien odotusarvot noudattavat klassisen mekaniikan lii-
keyhtaloita. Tyossa tarkastellaan yksiulotteisessa avaruudessa ja ajasta riippumattomassa po-
tentiaalissa V = V(x) olevaa hiukkasta. Tydn yksi tavoite on selvittda, milld ehdoilla kvanttimeka-
niikan operaattorien odotusarvot noudattavat klassisen mekaniikan liikeyhtaloita.

Ty0 jakautuu neljddn osaan. Aluksi luvussa 2 maaritelldaan kasitteita ja niiden keskinaisia riippu-
vuuksia, jonka jalkeen luvussa 3 perehdytaan kvanttimekaniikan perusteisiin. Tassa osiossa esi-
telldaan kvanttimekaniikan postulaatit, kerrataan klassisen mekaniikan liikeyhtal6t ja tarkastellaan
yhden hiukkasen aaltofunktion aikakehitysta yksiulotteisessa avaruudessa ja ajasta riippumatto-
massa potentiaalissa V = V(x). Lisdksi tdssa osiossa esitelldan ajasta riippuvan Schrddingerin
yhtalon yleinen ratkaisu seka tarkastellaan stationaaristen ja ei-stationaaristen tilojen ominaisuuk-
sia.

Seuraavaksi luvussa 4 tarkastelun kohteena on harmoninen varahtelija. Aloitetaan klassisesta
harmonisesta varahtelijasta, jonka jalkeen siirrytdan kvanttimekaaniseen harmoniseen varahteli-
jaan. Kvanttimekaanisen harmonisen varahtelijdn energian ominaisarvoyhtalét ja ominaisarvot
tullaan ratkaisemaan ajasta riippumattomasta Schrédingerin yhtalosta kayttamalla Frobeniuksen
sarjamenetelmaa. Lisaksi tarkastellaan kvanttimekaanisen harmonisen varahtelijan paikan ja lii-
kemaaran odotusarvoja stationaarisille ja ei-stationaarisille tiloille. Nahdaan myds, ettd harmoni-
sen varahtelijan operaattorien odotusarvot noudattavat klassisen mekaniikan liikeyhtaloita.

Lopuksi luvussa 5 tutustutaan Ehrenfestin teoreemaan. Aluksi tullaan todistamaan Ehrenfestin
teoreema lahtemalla liikkeelle ajasta riippumattoman operaattorin odotusarvon aikaderivaatasta.
Paadytaan siihen tulokseen, ettd paikka- ja likemaardoperaatoreiden odotusarvot voidaan liittda
toisiinsa. Taman jalkeen tutkitaan, milloin operaattoreiden odotusarvot noudattavat klassisen me-
kaniikan liikeyhtaloita.



ALKUSANAT

Haluan kiittda professori Tapio Rantalaa kandidaatintyoni ohjaamisesta ja tarkastami-

sesta seka parannusehdotuksista.



SISALLYSLUETTELO

w N =

N

5
6

CJOHDANTO ettt e e e e e as 1
. MATEMAATTISIA KASITTEITA ....coiiiiiieeee e 3
. KVANTTIMEKANIKAN PERUSTEET .....coiiiiiiiiiiiiiee e 6
3.1 Kvanttimekaniikan postulaatit.............cccoooviiiiii 6
3.2 Klassiset liikeyhtalot ja tarkeimmat operaattorit ...............ccoooo 7
3.3 Aaltofunktion aikakehitys ... 8
3.4 Y1eIiNen ratkaiSU.........uuuiii e 9
. HARMONINEN OSKILLAATTORI ...ttt 11
4.1 Klassinen harmoninen varahtelija............cccccccvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee 11
4.2 Kvanttimekaaninen harmoninen varahtelija............ccccccccoiiiiiiiiiininnnnnn. 12
4.3 Stationaarisen tilan odotusarvot ... 15
4.4 Ei-stationaarisen tilan odotusarvot.............cccccvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeee 16
. EHRENFESTIN TEOREEMA ... .. 20
CYHTEENVETO ettt 24

LAHTEET ..ottt ettt ettt s et s et s e s et se s se st ese s eneeseneenen s 26



LYHENTEET JA MERKINNAT

MATLAB Numeerinen laskentaohjelma

kiihtyvyysvektori

energia

voimavektori

Hamiltonin funktio
Hamilton operaattori
imaginaariyksikko
massa

AjaB mielivaltaiset operaattorit
todennakoisyystiheys
likemaaravektori
likemaaraoperaattori
aika

nopeusvektori

potentiaali

paikkavektori

paikka yksiulotteisessa avaruudessa

I~ DT mme

]

)
—~

=

o~
N

RI<I TV

C Kompleksilukujen joukko
R Reaalilukujen joukko

h redusoitu Planckin vakio

s pii

YE energian ominaisfunktio
Yy likemaaran ominaisfunktio
Y(x,t) aaltofunktio

(A) Operaattorin A odotusarvo
"

,B] Operaattoreiden A ja B kommutaattori
v Gradientti



1. JOHDANTO

Historian saatossa monet fysiikan lait on jouduttu korjaamaan tai niiden kayttotarkoitusta
rajaamaan tiettyyn alueeseen. Uutta teoriaa tarvitaan, kun tehdaan mittauksia, joiden
tuloksia ei voida selittdd sen hetken teorian avulla. Yleisesti on huomattu, ettd kun vanha
teoria korvataan uudella teorialla, antaa uusi teoria samat tulokset vanhan teorian toimi-
vuusalueella. Esimerkiksi kvanttimekaniikka sisaltda klassisen mekaniikan rajatapauk-

sena [1].

Kvanttimekaniikan mukaan atomaarisen mittakaavan hiukkasen tiettyjen dynaamisten
suureiden arvoa ei voida maarittaa tarkkaan, vaan ainoastaan tietylla todennakdisyydella
[2]. Kvanttimekaniikan ja klassisen mekaniikan valinen yhteys voidaan nédhda esimerkiksi
tietyin ehdoin Ehrenfestin teoreemasta [2,3]. Kun tarkasteltavan hiukkassysteemin koko
ja energia ovat suuret, tulee siihen liittyva epamaaraisyys merkityksettdman pieneksi ja

sita voidaan tarkastella klassisen mekaniikan lakien avulla [2].

Taman tutkielman tarkoituksena on tarkastella Ehrenfestin teoreemaa ja sen fysikaalista
merkitysta. Tyossa tarkastellaan yksiulotteisessa avaruudessa ja ajasta riippumatto-
massa potentiaalissa ¥V = V(x) olevaa hiukkasta. Ty0 aloitetaan kasittelemalla mate-
maattisia maaritelmia ja tuloksia, joita tarvitaan kvanttimekaniikan kuvailemisessa. Ta-
man jalkeen perehdytdan kvanttimekaniikan perusteisiin. Tassa osiossa esitelldan
kvanttimekaniikan postulaatit, kerrataan klassisen mekaniikan liikeyhtaldita ja tarkastel-
laan yhden hiukkasen aaltofunktion aikakehitysta yksiulotteisessa avaruudessa ja ajasta
riippumattomassa potentiaalissa VV = V(x). Tarkeiksi tarkastelukohteiksi nousevat ajasta
riippuvan Schrédingerin yhtalén yksittdinen ja yleinen ratkaisu seka stationaaristen ja ei-

stationaaristen tilojen todennakdisyystiheydet.

Luvussa nelja tutkitaan harmonista varahtelijaa esimerkkina. Luku aloitetaan tutkimalla
klassista harmonista varahtelijaa. Samalla osoitetaan, ettéd pieniamplitudista varahtelya
potentiaalin minimin ymparistdéssa voidaan approksimoida harmonisen varahtelijan po-
tentiaalilla [4]. Muuttamalla klassisen harmonisen varahtelijan Hamiltonin funktio Hamil-
tonin operaattoriksi saadaan kvanttimekaanisen harmonisen varahtelijan Schrédingerin
yhtalo. Kvanttimekaanisen harmonisen varahtelijan energian ominaisyhtalot ja ominai-

sarvot ratkaistaan ajasta riippumattomasta Schrdédingerin yhtalosta kayttamalla Fro-



beniuksen sarjamenetelmaa. Ratkaisujen avulla tarkastellaan kvanttimekaanisen har-
monisen varahtelijan odotusarvoja stationaarisille ja ei-stationaarisille tiloille. Tarkastele-
malla naiden odotusarvojen muutosnopeuksia huomataan, ettd harmonisen varahtelijan

odotusarvoille patevat klassisen mekaniikan liikeyhtalot.

Luvussa viisi tutustutaan Ehrenfestin teoreeman. Luku aloitetaan todistamalla Ehrenfes-
tin teoreema lahtemalla liikkeelle ajasta riippumattoman operaattorin odotusarvon aika-
derivaatasta. Tastd nahdaan miten paikka- ja likemaardoperaattoreiden odotusarvot liit-
tyvat toisiinsa. Lisaksi tutkitaan, milloin operaattoreiden odotusarvot noudattavat klassi-

sen mekaniikan liikeyhtaloita.



2. MATEMAATTISIA KASITTEITA

Tassa luvussa perehdytaan lineaarialgebraan ja muihin matemaattisiin menetelmiin,
joita tarvitaan kvanttimekaniikan kuvailemisessa. Kvanttimekaniikassa fysikaalisia suu-
reita edustavat operaattorit. Operaattorit on tapana esittaa kirjaimilla, joiden paalla on
hattu; esimerkiksi paikkaoperaattori yksiulotteisessa avaruudessa kirjoitetaan X. Kvant-

timekaniikassa operaattori kohdistuu aaltofunktioon W(x, t). [4,5,6]

Maaritelma 2.1 (lineaarinen operaattori) [5,6,7]. A on lineaarinen operaattori funk-

tioavaruudessa, jos kaikille funktioille ¥ on voimassa

AV + 6;¥,) = ¢ (AW)) + ¢, (AWy), (1)
missa c; ja c, ovat kompleksisia vakioita.
Seuraavat laskusaanndét ovat voimassa lineaarisille operaattoreille:

e Operaattorin A kertominen mielivaltaisella vakiolla c:
(CA)‘P = c(AW), (2)
missa c € C.
e Kahden operaattorin summa A + B:
(A+B)¥Y =AY + BY (3)

e Kahden operaattorin tulo AB:

ABWY = A(BY). (4)

Maaritelma 2.2 (ominaisfunktiot ja ominaisarvot) [8]. Funktio 1 on operaattorin A omi-

naisfunktio, jos
AY = ay, (5)
missé a on operaattorin A ominaisarvo.

Operaattorin A ominaisfunktiot {1,,} muodostavat téydellisen joukon. Mielivaltainen toi-

nen funktio voidaan esittda naiden ominaisfunktioiden lineaarikombinaationa

W =Y Cnthn, (6)
missa c,, € C ovat vakioita.
Méairitelma 2.3 (kommutaattori) [2,7]. Operaattoreiden 4 ja B vélinen kommutaattori on

[4,B] = AB - BA, 7)



missa usein AB # BA.
Kommutaattoreiden yleisia ominaisuuksia:

. [45]=-[5.4]

e [42B]=A[4 B]+[A B)A = AB - BA?.
Maaritelma 2.4 (Funktioiden normitus) [8]. Kvanttimekaniikan yhtaldissa tulee usein
vastaan funktioiden ja operaattoreiden integraaleja
I= [wAyay, (8)

missa W on funktion ¥ kompleksikonjugaatti ja dV on tilavuuselementti. Funktioiden

pelkkaa skalaarituloa
S=[w'ydv (9)

sanotaan peittointegraaliksi. Kun integrointi tapahtuu koko avaruuden yli, on funktiot

normitettu, jos kaikille ¥ on voimassa
[P ¥ dv =1. (10)

Maaritelma 2.5 (Hermiittinen operaattori) [8]. Kvanttimekaniikassa hermiittiset operaat-

torit ovat erityisessa asemassa. Operaattori A on hermiittinen, jos

[, AW, dV = [(A¥,,)" W,dV (11)
kaikille aaltofunktioille ¥,,, ja ¥,,.
Maaritelma 2.6 (Ortogonaalisuus ja ortonormaalisuus) [8]. Jos

¥, ¥, dV =0, (12)
ovat funktiot ¥,,* ja ¥,,, ortogonaalisia keskenaan.
Funktiojoukkoa ¥,, ¥, ... ¥,, sanotaan ortonormitetuksi, jos

(W, "W, dV = Sppm, (13)
missa dV on tilavuuselementti ja &,,,,, on Kronckerin deltafunktio.

Hermiten polynomit 2.7 [1,2,9,10]. Kvanttimekaniikan kannalta yksi tarkea toisen ker-

taluvun differentiaaliyhtalé on Hermiten yhtalo



y" —2xy'+2my =0,

(14)
joka esiintyy harmonisen varahtelijan kasittelyssa seuraavasti

H," (&) — 28H,' (€) + 2nH, () = 0, n=012,...

(15)
Hermiten polynomeja saadaan ylla olevan differentiaaliyhtalon ratkaisuna.
Hermiten polynomien perusominaisuuksia:

¢ Ortogonaalisuus

J5 Hp(©)Hp(§)e 5" d¢ = 82!V,

missa &, on Kronckerin deltafunktio.

¢ Rodriquesin kaava

2 d* _z2
Hp(§) = (-1)"e? @ ® d
e Palautuskaavat

Hn,('f) =2nHy,_1; Hpyq = 2§H, — 2nHy 4

Taylorin sarja 2.8 [11]. Jos funktiolla f(x) on pisteessa x = x, kaikkien kertalukujen
derivaatat f*(x,), niin potenssisarjaa

f(z) (x0)

© rk
f(x) =2%(x—xo)k = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + o0 (x — x¢)?
k=0

F®(x0)
To(x — x0)3 + .o

(16)
kutsutaan funktion f Taylorin sarjaksi pisteen x, suhteen.

Eulerin kaavat 2.9 [7].

i6_,-i6
sin(6) = *——,

(17)

i6 —i6
cos(0) =2 +23 .

(18)



3. KVANTTIMEKANIIKAN PERUSTEET

1800-luvun loppupuolella ja 1900-luvun alkupuolella tehdyt havainnot, kuten mustan
kappaleen sateily, valosdhkoéinen ilmi6 ja Stern—Gerlachin koe, osoittivat etta klassisen
fysiikan lait ovat riittdmattémia kuvailemaan atomaarisen mittakaavan ilmiéita. Pyrkimys
selittda mittauksista saatuja tuloksia, synnytti kokonaan uuden fysiikan teorian, jota kut-
sutaan kvanttimekaniikaksi. Kvanttimekaniikka sai muodollisen matemaattisen muo-
tonsa vuosina 1925-30 monen fyysikon (de Broglie, Heisenberg, Born, Schrodinger,

Pauli, Dirac ...) tydn tuloksena. [2,4,6]

3.1 Kvanttimekaniikan postulaatit

Yhden hiukkasen ajasta riippuva Schroédingerin yhtalé kolmessa ulottuvuudessa ja

ajasta riippumattomassa potentiaalissa on
n? o _ i 0
—%V Y(r,t) + V(r)¥(rt) = ik at‘P(r, t), (19)

missa m on massa ja V (r) on potentiaali. Matemaattiselta kannalta Schrédingerin yhtalé
on toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtald. Scrédingerin yhtalé voidaan vaihto-
ehtoisesti joko postuloida tai johtaa Lagrangen funktiosta. Kvanttimekaniikan teoria pe-

rustuu seuraaviin postulaatteihin [2,6,8]:

1. Fysikaalisen systeemin tilaa kuvaa taysin sen aaltofunktio W(r, t). Jos aaltofunk-
tio on normalisoitu, ilmaisee |¥(r, t)|?dV todennakoisyytta I6ytaa hiukkanen pai-

kasta r tilavuuselementista dV.

2. Systeemin jokaista havaittavaa suuretta vastaa hermiittinen operaattori A. Kysei-

nen operaattori saadaan, kun korvataan kyseisen havaittavan suureen klassi-

sessa lausekkeessa esiintyva likemaara p operaattorilla ?V.

3. Systeemin ollessa tilassa y(r), on mitatun suureen keskiarvo sama kuin suuretta
vastaavan operaattorin A odotusarvo (4). Jos aaltofunktio on normalisoitu, ope-

raattorin odotusarvo saadaan yhtalosta

(A) = [y @ Ay) dv. (21)

4. Aaltofunktion aikakehitys maaraytyy ajasta riippuvasta Schrédingerin yhtalosta

A2 o _ 0
—%V Y(r,t) +V(r,t)¥(r,t) = ih o Y(r,t).



5. Jos mitataan suuretta A, mahdollisia mittaustuloksia ovat vain tata suuretta vas-
taavan operaattorin A ominaisarvot a,,. Jos suuren A mittauksesta saadaan tu-
lokseksi ominaisarvo a,,, romahtaa aaltofunktio tatd ominaisarvoa vastaavaksi

ominaisfunktioksi y,,.

3.2 Klassiset liikeyhtalot ja tarkeimmat operaattorit

Klassisessa mekaniikassa hiukkasen mielivaltainen tila kolmiulotteisessa avaruudessa
voidaan maarittda paikan r ja likemaaran p avulla. Taman hiukkasen aikakehitys maa-

raytyy Newtonin liikeyhtalosta

dv _d _dp _
mE—ma—dt(mv) == =F. (20)

Voimakentan ollessa konservatiivinen, voidaan voima F laskea potentiaalifunktiosta
V=V,

F = —=VV(r). (21)
Klassisen hiukkasen liikeyhtalo konservatiivisessa voimakentassa on

dZ
md—zz = —VV(r). (22)

Kun potentiaalifunktio on ainoastaan paikasta riippuvainen, sailyy systeemin mekaani-

nen kokonaisenergia
_r _ vaki
E=_—+ V(r) = vakio, (23)
missa % on kineettinen energia ja V(r) on potentiaalienergia. [2] Kokonaisenergia voi-
daan esittdd Hamiltonin funktion avulla seuraavasti
2
H(p,r) = -+ V(). (24)

Soveltamalla postulaattia 2 saadaan naita klassisia suureita vastaavat operaattorit

h

p=7V (25)
F=r (26)
—~ h2

H= —%VZ +V(r). (27)

Yhtalossa (27) H kutsutaan Hamiltonin operaattoriksi. [2] Kayttamalla Hamiltonin ope-

raattoria voidaan Schrodingerin yhtalo (19) esittda seuraavalla tavalla

AY(rt) = ih%l}’(r, t).



3.3 Aaltofunktion aikakehitys

Tarkastellaan yksiulotteisessa avaruudessa olevaa hiukkasta, joka on ajasta riippumat-
tomassa potentiaalissa V = V(x). Taman hiukkasen tilaa kuvaavan aaltofunktion W(x, t)

aikakehitys maaraytyy Schrodingerin yhtalosta

_Z_aTqJ(x £) +V()W(x,t) = iho lP(x ). (28)

Potentiaalifunktion ollessa ajasta riippumaton, V = V(x), sailyy klassisen mekaniikan mu-
kaan kokonaisenergia E. [1,2,4] Tall6in voidaan osoittaa aaltofunktion koostuvan kah-

desta osasta: paikasta ja ajasta riippuvaisista osista seuraavalla tavalla

Y(x,t) = P)f (D). (29)

Aaltofunktion ollessa tata muotoa, voidaan Schrédingerin yhtalo esittaa yhtalona, missa

muuttujat ovat erottuneet yhtalon eri puolille seuraavasti

Jh df@) _ 1 [_h_zdzw(x)
) dt )L 2m  dx?

+ V(x)yY(x)] = vakio = E. (30)
Tasta saadaan kaksi tavallista differentiaaliyhtaléa

To=—0f® (31)

~ 8 @) + VW) = Epo). (32)

2m d2x

Yhtalosta (31) voidaan ratkaista ajasta riippuva osa, joka on

() = —a (33)

Toinen differentiaaliyhtald (32) on niin sanottu ajasta riippumaton Schrddingerin yhtalo

[2], joka voidaan Hamiltonin operaattorin (27) avulla kirjoittaa muotoon

Ay (x) = Ep(x).

Ratkaisemalla tama ominaisarvoyhtald saadaan energian ominaisarvot E,, = Ey, E4, E5, ...
ja niitd vastaavat energian ominaisfunktiot ¥, (x) = ¥o(x), Y1 (x), Y, (x), ... . Nyt voidaan

aaltofunktio (29) esittda energian ominaisfunktion avulla seuraavasti

W) = P, (x)e i, (34)

On saatu aaltofunktio, jonka vaihe riippuu ainoastaan ajasta. Tutkitaan tallaisessa tilassa

olevan hiukkasen todennakoisyystiheytta

W, D)7 =" (x, O (x, 8) = " ()P (). (39)



Huomataan, ettd mitattavissa olevan suureen todennakoisyystiheys ei riipu lainkaan

ajasta. Tallaista tilaa kutsutaan stationaariseksi tilaksi. [1,4,12]

3.4 Yleinen ratkaisu

Scrodingerin yhtaldé (19) on ensimmaisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtald ajan
suhteen. Matemaattiselta kannalta tama tarkoittaa, ettéa alkuhetken aaltofunktio W(x, t,)
maarittaa tulevaisuuden taysin mittaustapahtumaan saakka. [13] Ajasta rippumattoman
Schrédingerin yhtalon (32) ratkaisut muodostavat Hamiltonin operaattorin taydellisen
joukon {y,, (x)}. Tallin mielivaltainen paikasta riippuva aaltofunktio voidaan esittda nai-

den ominaisfunktioiden lineaarikombinaationa (2.2)

Y(x) = X cn Py (), (36)

missa c, € C ovat vakioita. Aaltofunktion ollessa normitettu, saadaan vakiotermit yhta-

|6sta

Cn = fl»bn*(x)qj(x) dx. (37)

Jokainen stationaarinen tila (34) on Scrodingerin yhtalon (28) ratkaisu. Koska Schrodin-

gerin yhtalo on lineaarinen yhtalé myds stationaaristen tilojen lineaarikombinaatio

iEn
It

P(x,t) =X cppn(x)e =7, (38)
on ratkaisu. Tama on Scrodingerin yhtalon yleinen ratkaisu. Schrédingerin yhtalon rat-
kaisuja, jotka ovat vahintdan kahden eri stationaarisen tilan lineaarikombinaatioita kut-
sutaan ei-stationaarisiksi tiloiksi. [1,4,12,13]

Olkoon hiukkanen ei-stationaarisessa tilassa

iEn iEm

W) = (e 1+ Crpm (e, (39)
Tutkitaan taman tilan todennakdisyystiheytta
P(x,t) = |¥(x, t)|?

i(En—Em)

= e Pn GO + [mtm )12 + o Cothy O ()e 7 ¢

—i(En—Em)

+Cm*cnlpm*(x)lpn(x)e g ‘.

Kaksi ensimmaista termia kuvaavat stationaarisia tiloja, jotka eivat riipu ajasta. Tutkitaan
tarkemmin kahta viimeista termia

i(En-E —i(En—Em)

Cn*cml/}n*(x)lpm(x)e h . + Cm*cnlpm*(x)lpn(x)e h -

Ominaisfunktioiden ja vakiotermien ollessa reaalisia, voidaan tdma kirjoittaa muotoon
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i(En—Em)t —i(En—Em)t)

23 CmPn ()P () (e h te h
Kayttamalla Eulerin kaava (2.9) voidaan tama esittdd muodossa
4 Contpn (X (X)cos (2522 ¢).
Talléin todennakoisyystiheydeksi saadaan
2 2 2 2 En—Em
P(x, ) = 02y () + Cn 2P (6) + 4 Conthn () (X)c0s (2522 ¢). (40)

Eli todennakdisyystiheys on ajasta riippuva funktio. Tama tarkoittaa, etta aaltofunktio ja

todennakdisyystiheys oskilloivat sallitulla valilla. [12,14]
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4. HARMONINEN OSKILLAATTORI

Luonnossa monet systeemit varahtelevat, jonkin tasapainoaseman ymparilla. Naita voi-
daan kuvata harmonisen varahtelijan avulla. Tassa luvussa perehdytdan harmoniseen
varahtelijaan, jolla on tarked merkitys kvanttimekaniikan sovelluksissa. Taman luvun
kaikki kuvat on laadittu MATLAB-sovelluksella. Kuvien saamiseksi on kaytetty I. Coope-

rerin tekemia valmiita MATLAB-skripteja [15], joita on muokattu omaan kayttoon.

4.1 Klassinen harmoninen varahtelija

Tarkastellaan yksiulotteista tapausta, missa m massainen kappale on kiinnitetty jouseen,
jonka jousivakio on k. Olkoon tdma kappale sidottu likkumaan tietyn x-akselin pisteen
ymparistossa ilman kitka- ja pakkovoimaa. Talldin tasapainosta matkan x verran poik-

keutettu jousi-massasysteemi kokee palauttavan voiman
F = —kx. (41)
Kappaleen aikakehitys maaraytyy Newtonin liikeyhtalosta

B F = —kx. (42)

Kayttamalla relaatiota w? = % voidaan tdma yhtald kirjoittaa muotoon

ax 2, _

T X = 0, (43)

missa w on varahtelyn kulmataajuus. Taman differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu on
x = Acos(wt + ¢), (44)

missa A on amplitudi ja ¢ vaihe, jotka maaritetdan alkuehdosta. Koska voima on konser-

vatiivinen, saadaan potentiaalienergia voiman integraalista seuraavasti
V(x) = —fOxF(x)dx =%kx2 = %mwzxz. (45)
Harmonisen varahtelijan Hamiltonin funktioksi saadaan
_pr* 1 2.2
H(p,x)—2m+2mw x“. (46)

Energian sailymislain mukaan varahtelijan kokonaisenergia on vakio. [4,16] Talldin &ari-

asemassa varahtelijan kokonaisenergia on kokonaan potentiaalienergiaa

E =2kA? = Zmw?A2. (47)
2 2
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Tasta yhtalosta voidaan maarittda varahtelijan kdannepisteet

r=tazx 2oy 2 (48)

Kaytannodssa mika tahansa pieniamplitudinen varahtely potentiaalin minimin ymparis-

téssa voidaan approksimoida harmonisen varahtelijan potentiaalilla (45) [4]. Olkoon
hiukkanen tasapainossa pisteessa x,. Jos hiukkanen poikkeutetaan tasapainopisteesta,
voidaan sen potentiaalienergiaa arvioida kehittamalla sille Taylorin sarja (2.8) tasapai-

nopisteen x, suhteen
V(x) =V(x) + V' (x0) (x — x0) + %V”(xo)(x —x)?+ . (49)

Sarjan ensimmainen termi V(x,) voidaan hylata pois, silld se asettaa ainoastaan ener-
gian vertailutason. Myos toinen termi haviaa, silla tasapainopisteessa energia on mini-
mikohta ja V'(x,) = 0. Poikkeaman ollessa pieni, voidaan hylata toista kertalukua korke-

ammat termit ja siten approksimoida potentiaali

V(@) = V" () bx = x0)>. (50)
Nyt jos merkitaan k = V"' (x,) saadaan

V(@) ~ Sk(x = x0)%,

eli potentiaali on likimain harmonisen varahtelijan potentiaali (45). [4]

4.2 Kvanttimekaaninen harmoninen varahtelija

Kvanttimekaniikassa yksiulotteisen harmonisen varahtelijan Hamiltonin funktiota (46)

vastaa Hamilton operaattori
(51)
Talldin hiukkasen energian ominaisarvot voidaan ratkaista ajasta riippumattomasta

Schrddingerin yhtalosta

—h—zd—zll)(x) + %mwzlep(x) = Ep(x). (52)

2m dt?

Helpotetaan tdman yhtalén kasittelya kayttamalla dimensiottomia muuttujia

£= |7 (53)

2E
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Talléin yhtald (52) on uusien muuttujien avulla lausuttuna
d2
EV© = @ - KPE. (55)

Suurilla ¢:n arvoilla voidaan tdma yhtalé approksimoida muotoon

d2 2

a2 P = &Y, (56)
Jonka approksimatiivinen fysikaalinen ratkaisu on

PE) ~ e E (57)

Schradingerin yhtalon (52) tarkan ratkaisun I6ytamiseksi tehdaan yrite, jolla on tama ap-

proksimatiivinen ominaisuus

P(E) = h@©e 2, (58)

missa h(&) on viela toistaiseksi tuntematon funktio. Sijoittamalla tama Schrédingerin yh-

taloon (52), saadaan differentiaaliyhtalo funktiolle h(§)

h"(§) = 28h'(§) + (K — Dh(E) = 0. (59)

Yksi tapa ratkaista tama differentiaaliyhtalé on kayttaa Frobeniuksen sarjamenetelmaa,

missa h:lle tehdaan sarjakehitelman muotoinen yrite

h(§) = ap+ a;& + axé* + - = X2 a8, (60)
Talléin voidaan yhtald (59) kirjoittaa muodossa

Y52olG + DG + 2)ajs2 — 2ja; + (K — Da;]é/ = 0. (61)
Tama on voimassa kaikille muuttujan ¢ arvoille, jos

G+ DG +2)aj, — 2jaj + (K —1)a; = 0. (62)

Tasta ehdosta saadaan rekursioyhtald

Ajy2 = % - (63)
Kun a, ja a; tunnetaan, voidaan kaikki termit lausua naiden avulla seuraavasti

Reven(§) = ag + a8 + asé* ... (64)

hoaa(§) = a:& + az&® + as&> + ---. (65)

Talldin voidaan koko ratkaisu kirjoittaa ndiden parillisten ja parittomien funktioiden sum-

mana

h(f) = heuen(f) + hodd(f)- (66)
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Ongelmana on se, etta kaikki ratkaisut, jotka on saatu talla tavalla eivat ole normalisoi-
tuvia ja nain ollen eivat ole myoskaan fysikaalisesti hyvaksyttavia. Nimittain suurilla j:n

arvoilla
(&) — ef kun§ - o, (67)

jolloin aaltofunktio hajaantuu. Ongelma voidaan ratkaista, katkaisemalla funktion h po-
tenssisarjaesitys (60) jollain indeksin j arvolla siten, etta termi a;,, = 0. Tasta seuraa,

etta

K=2n+1 —E,=n+)how, n=012,.. (68)
Sijoittamalla K = 2n + 1 differentiaaliyhtaloén (59), saadaan yhtald

H," (&) — 2EH,' (&) + 2nH,(§) =0, n=201,72.., (69)

jota kutsutaan Hermiten yhtaloksi. Fysikaalisesti hyvaksyttavia ratkaisuja ovat siis aarel-
liset potenssisarjat, eli Hermiten polynomit (2.7). Tall6in normalisoidut aaltofunktiot ovat

muotoa

Yn() = Cutfn( [22)e ™20, (70)
missa C,, on normitustekija ja H,, on Hermiten polynomi. [1,2,4]
Harmonisen varahtelijan stationaariset tilat ovat
—iEn
W(x, t) = P,(x)e n - (71)

Ja yleinen ratkaisu on

Ent

W) = 5 pr(me t (72)

Kahden ensimmaisen Hermiten polynomin arvoksi saadaan:
Ho((|5ox) =1

Hl(\[m;“’x) = 2\/’”;%

Kayttamalld Hermiten polynomien ortogonaalisuutta (2.7), saadaan normitustekijan
[2,17] yhtaloksi

1
_ (mey [ _
Co=(32) |- n=012... (73)

Kahden ensimmaisen tilan normitustekijaksi saadaan:
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Listataan vield lopuksi harmonisen varahtelijan kahden alimman tilan ominaisfunktiot ja

niitd vastaavat energian ominaisarvot [2,17]:

Po() = (22) eman ™ Ey=2ho (75)
l 2
4 e 3

100 = (22) V2 B xe o Ey =3 hw (76)

4.3 Stationaarisen tilan odotusarvot

Olkoon hiukkanen harmonisen varahtelijan stationaarisessa tilassa

—iE

W, 1) = Pa(x)e h Y,

missa ,,(x) on reaalinen ominaisfunktio (70). Taman tilan paikan- ja likemaaran odo-

tusarvot saadaan yhtaldista

®) = 17 " (e R (e F ot dx = [Z P Oxpe () dx,  (77)
B) = [, ¥n ) (=it iz tn (@) ) dx = =i [0 L @G> dv.  (78)

Talldin symmetrian perusteella

Naiden odotusarvojen aikaderivaataksi saadaan

ae) _

dt 0,

4B _
. =0

Kuva 1 esittdd harmonisen varahtelijan stationdarisen tilan ¥; (x, t) reaali- ja imaginaari
osien ja todennakoisyystiheyden aikakehityksen ajanhetkilla t =0, t =T/4,t =T/2,t =
3T /4, missa T on aaltofunktion varahtelyn jakson aika. Kuvasta nahdaan, etta reaali- ja
imaginaariosien vaiheet muuttuvat ajan suhteen, kun taas todennakoisyystiheys pysyy
samana. Koska todennakdisyystiheys ei muutu ajan suhteen, eivat mydskaan paikan ja

likemaaran odotusarvot muutu ajan suhteen. [18,19]
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=0 real ¥ real ¥
- imaginary ¥ 1=T4 — maginary ¥
prob. density prob. dansity
real ¥ rgal W
=T e
! 2 imaginary ¥ 1= 3T/4 — maginary ¥
_—pmb. d&'l"'&'\‘y. prof. densdy

EEVAVAN

VAVANEE

Kuva 1: Harmonisen varahtelijan stationaarisen tilan ¥ (x, t) reaali- ja imaginaariosien ja
todennakdisyystiheyden aikakehitys.

4 4 Ei-stationaarisen tilan odotusarvot

Olkoon hiukkanen harmonisen varahtelijan ei-stationaarisessa tilassa

1

1 —i-wt —iiwt
Wo,1(x, ) —ﬁ(lpoe 27+ e 2 ) (79)

Taman tilan paikan odotusarvo on

(®) = [7 W1 (x,t)R%o,1 (x, ) dx.

1 3 1 3
_ %f_woo [woelawt + ¢1€15wt] 2 [lpoe—lgwt + l[11€_15wt] do

= %fjooo[ll’oxll’o + Poxpre Ot +hxipe @t + ¢1x¢1]dx (80)

Symmetrian perusteella

JZ boxtpg dx = [ ixipy dx =0,

joten

(&) = <[ [T poxipy dx + el [ poxipy dx]. (81)
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Soveltamalla Eulerin kaava (2.9) voidaan tdma kirjoittaa muotoon

(%) = cos(wt) [ Poxyp; dx. (82)

Sijoittamalla harmonisen varahtelijan perustilan (75) ja ensimmaisen virittyneen tilan (76)

ominaisfunktiot ja laskemalla integraali, saadaan paikan [12,18,19,20] odotusarvoksi

(&) = /ﬁcos(wt). (83)

Samanlaisella periaatteella saadaan likemaaran odotusarvo
(B = | W2 Ce 901G 0)
- 5 L .
1 lpoelzwt + lplelgwt] p I:ll)oe_liwt + ¢1€_15wt] dox

=2 I [wo (—in o) + o (—ih =ty ) e 71 + by (—ih=—1po ) €% + 1y (—iho-py )| dx
= —ing[e7t [ o (5 91) dx + et [7 s ($-o) dx]

= — ’mThw sin (wt). (84)

Poiketen stationaarisista tiloista, ei-stationaaristen tilojen odotusarvot ovat nollasta poik-

keavia ja riippuvat ajasta. [18,19,20]

Tarkastellaan paikan odotusarvon muutosnopeutta

d®) ,L _ e
et Zmwsm((ut)— \/;sm(wt). (85)

Verrataan tata likemaaran odotusarvoon

(p) = — /mThwsin(wt) = m%. (86)
Huomataan, etta

d(®) _ ()

Fraier (87)

Tarkastellaan viela likemaaran odotusarvon muutosnopeutta

ap) _ _ /m_”‘“*’ - ZfL = —mw?(%
it O cos(wt) = —mw mecos(wt)— mw=(X). (88)

Verrataan tata harmonisen varahtelijan potentiaalin (45) derivaatan odotusarvoon
d -
~ (5 V() = —mw(2). (89)

Huomataan, etta
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T = — (V) = (F@). (90)

Yhtaloista (87) ja (88) ndhdaan, ettd harmonisen varahtelijan operaattorien odotusarvot
noudattavat klassisen mekaniikan liikeyhtal6itd. Tulos tunnetaan Ehrenfestin teoree-
mana, mista tulemme puhumaan tarkemmin seuraavassa luvussa. Kuva 2 esittda har-
monisen varahtelijan ei-stationaarisen tilan ¥, ; (x, t) reaali- ja imaginaariosien ja toden-
nakoisyystiheyden aikakehityksen ajanhetkilld t =0, t =T/4,t =T/2,t = 3T /4, missa
T on aaltofunktion varahtelyn jakson aika. Kuvasta nahdaan, etta poiketen stationaari-
sista tiloista, ei-stationaaristen tilojen todennakoisyystiheys muuttuu ajan suhteen. To-
dennakoisyystiheys varahtelee edestakaisin harmonisen varahtelijan potentiaalivallin
valissa jaksonajalla T. Tall6in myds operaattoreiden odotusarvot varahtelevat edestakai-
sin sallitulla valilla. Kuva 3 esittaa paikkaoperaattorin odotusarvot ajan funktiona, mista
nahdaan odotusarvon klassinen kayttaytyminen. Paikkaoperaattorin odotusarvolla on lii-

kerata, kuten klassisella kappaleella. [18,19,20,21]

el T E el T E

t="Ti4

maginary ¥ maginary ¥
m— nroh. density m— nroh. density
— il ] — il
t=Ti2 imaginary & t=3TH imaginary &
prob. density prob. density

Kuva 2: Harmonisen varahtelijan ei-stationaarisen tilan ¥, ; reaali- ja imaginaariosien ja toden-
nakoisyystiheyden aikakehitys.
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0025 T T T T T T T

0.02

0.015

0.01

0.005

<x> (nm)
o

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

_0025 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

time t (s) x1071°

Kuva 3: Hiukkasen paikan odotusarvot ajan funktiona harmonisen varahtelijan ei-stationaari-
selle tilalle ¥y .
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5. EHRENFESTIN TEOREEMA

Paul Ehrenfest oli ensimmainen fyysikko, joka kirjoitti kvanttimekaniikan ja klassisen me-
kaniikan valisesta yhteydesta. Han julkaisi vuonna 1927 artikkelin “Bemerkung tber die

angenaherte Giltigkeit der klassischen Mechanik innerhalb der Quantenmechanik”,
missa han nayttaa, etta kvanttimekaniikan operaattorien odotusarvot noudattavat klassi-

sen mekaniikan liikeyhtal6ita. Tulokseensa han oli paattynyt, olettamalla

<d_V> ~ N
dx| = dx)

mita han ei kuitenkaan mainitse artikkelissaan. [22]

Viime luvussa paadyttiin Ehrenfestin teoreemaan tarkastelemalla harmonisen varahteli-
jan odotusarvojen muutosnopeuksia. Tassa luvussa todistamme Ehrenfestin teoreeman
yleisesti ja perehdytaan sen fysikaaliseen merkitykseen. Lisaksi tutkimme, milloin kvant-

timekaniikan operaattorien odotusarvot noudattavat klassisen mekaniikan liikeyhtaloita.

Tarkastellaan hiukkasta, jonka normalisoitu aaltofunktio on W(x, t). Ajasta riippumatto-

man operaattorin A odotusarvo on postulaatin 3 mukaan
(A) = [W*(x, )AP(x, t) dx. (91)

Operaattorin odotusarvon aikaderivaatta on

L (A) = [|(EE) A (x, 6) + v (x, A (D) d, (92)

joka voidaan Schrdédingerin yhtaldn (28) avulla kirjoittaa muotoon

L) =11](Aw ) Avex ) — W (DA (A0, 0)] dx (93)

Hermiittisyyden (2.5) ja kommutaattorin (2.3) perusteella tdma voidaan esittdd muo-

dossa

dja» i " =~ A PPN ires o
(A = [P G O(HA - AR) Y (x, dx = - ([A, A]). (94)
Sovelletaan saatua yhtal6a paikka- ja likemaaraoperaattorille. [3]

Paikkaoperaattorin odotusarvon aikaderivaatta on

d o _ dyrg o1\ _ 1 [[P? PR

L@ =112 = +{Z+ve,2]) (95)
Soveltamalla kommutaattorin ominaisuuksia (2.3), saadaan seuraavat tulokset [2]:

[V(£),%] =0
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o AT A o PPN [
[p2, %] = plp, 2] + [p, £1p = =p.

Naiden avulla, saadaan paikkaoperaattorin aikaderivaataksi

L@ =(2) (96)

m

Liikemaaraoperaattorin aikaderivaatta on
L) =1{[mp)) =1 (2 +ve.s)) (@7)
Soveltamalla kommutaattorin ominaisuuksia (2.3), saadaan seuraavat tulokset [2]:
[p% 8] =0
V(®),pl = - V&)
Naiden avulla voidaan liikemaaraoperaattorin aikaderivaatta kirjoittaa muodossa

d o
a(v)——#[p,V(X)])— h<pV(x) V(X)p)

= — [ W' (x, OBV (R) - V(PP (x, )dx. (98)

Tarkastelemalla taman yhtalon integrandia tarkemmin, huomataan etta

BV () —V(E@PP(x,t) = pV(R)¥(x, 1) = V(R)p¥(x, 1)

hro , 0
=2 [a (V@YD) - V@) 5% 0

= VD gy 1. (99)

i ox

Sijoittamalla saatu tulos yhtaloon (98) saadaan likemaaraoperaattorin [3] aikaderivaa-

taksi
d o g h V(%) _ v
L) = -1 w0 2D pdx = - (ZD) (100)
Yhdistamalla yhtalot (96) ja (100) saadaan
PO 1 4€))
m (5 = - (22 (101)

joka on hyvin samannakdinen, kuin Newtonin liikeyhtald (22) klassiselle hiukkaselle po-
tentiaalissa V(x). Tulos (101) tunnetaan Ehrenfestin teoreemana. Potentiaalin ollessa
konservatiivinen, on potentiaalin negatiivinen paikkaderivaatta yhta suuri kuin systee-

miin kohdistuva voima, eli
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av ()
dz *

F(®) = -

Tallin yhtalé (101) voidaan kirjoittaa vaihtoehtoisesti muodossa

m(2) = (F(2)). (102)
Jos
(HD) ~ 2D o, (p(2)) ~ F((R), (103)

noudattavat paikan- ja likemaaran odotusarvot Newtonin liikeyhtaloita. Ehrenfestin teo-
reema vahvistaa sen, ettd operaattoreiden odotusarvot ovat lahempana klassista kon-

septia, kuin itse operaattorit. [2,3,6,12,21,23]
Yleisesti ottaen
(F(®)) # F((X)). (104)

Tarkastellaan milloin approksimaatio (103) on voimassa. Kehitetdan voimalle Taylorin

sarja (2.8) pisteen (x) suhteen
F(®) = F((*) + (& — (XNF'((X)) + %(9? — (X)?FA (%)) + ---,(105)

missa F® on voiman toinen derivaatta. Kehitelman odotusarvoksi saadaan
1
(F(R)) = F({X)) + (X — (R)F'({X)) + 5((9? — (ZN2FD (%)) + -

= F((2)) + (& = @NHF D)) + -+~ (106)

Taman kehitelman ensimmainen termi on klassinen voima, joka kohdistuu paikan odo-
tusarvoon. [2,3,5,21,23] Jos epamaaraisyys (Ax)? = ((X — (X))?) on pieni ja sarjan kol-
mas ja sitd korkeammat termit merkityksettomia, on voiman odotusarvo

(F(%)) = F((x)).

Epamaaraisyys (Ax)? = ((& — (X))?) on pieni, kun aaltofunktio on tarpeeksi lokalisoitu-
nut. Kuvasta 4 nahdaan, etta lokalisoituneen aaltofunktion todennakoisyystiheys on suu-
rin paikan odotusarvon kohdalla ja tippuu jyrkasti mentdessa pois tastd pisteesta. To-
dennakoisyystiheyden jakauman leveys on hyvin pieni ja nain ollen myds epamaaraisyys
(Ax)? = ((® — (£))?) on pieni. Voiman arvo jakauman leveyden sisélla pysyy lahes sa-
mana, joten voiman odotusarvolle patee approksimaatio (103). Lokalisoituneen aalto-
funktion todennakoisyystiheyden jakaumafunktio on siis kapea normaalijakauma, joka
lahestyy klassista rajaa ja jonka aikakehitys noudattaa klassista liikerataa. Yleisesti ap-

proksimaatio (103) patee vain potentiaaleille, jotka ovat korkeintaan nelidllisia muuttujan
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x suhteen. [2,21,23] Esimerkki tallaisesta potentiaalista on viime luvussa kaydyn harmo-

nisen varahtelijan potentiaali (45).

<X>

Fl<x>) = <F(x)> Fl<x>) = <F(x)>

Kuva 4: Lokalisoituneen aaltofunktion (vasen) ja levinneen aaltofunktion (oikea) todenna-
koisyystiheydet samanlaisessa voimakentassa F(x) . Siniset tausta-alueet kuvaavat todenna-
koisyystiheyden jakaumafunktion leveytta. [21]

Yleisesti Ehrenfestin teoreemasta ei seuraa odotusarvojen klassinen kayttaytyminen.
Ehrenfestin teoreemasta kuitenkin nahdaan, ettd jos "hiukkaseen” liittyvat epamaarai-

syydet Ax ja Ap ovat samanaikaisesti pienia, noudattavat operaattoreiden odotusarvot
klassisia liikeyhtaloita. Heisenbergin epamaaraisyysperiaate AxAp 22 kuitenkin estaa

likemaaran ja paikan epamaaraisyyden olla pienia samanaikaisesti. Jos aaltofunktio on
lokalisoitunut eli paikan epamaaraisyys Ax on pieni, on likemaaran epamaarisyys Ap
suuri. Lilkemaaran epamaarisyys on suhteellisen pieni, jos itse likemaaran arvo p on
suuri, eli jos "hiukkasen” massa on makroskooppinen. Makroskooppisille kappaleille pai-
kan ja likemaaran epamaaraisyydeksi tulee klassisena suureena talla rajalla deltafunk-
tio. Talla rajalla tyypillisen klassisen voiman odotusarvo on yhta suuri kuin voiman arvo
paikan odotusarvossa ja silloin paikka ja likemaaraoperaattorin odotusarvot toteuttavat
klassiset liikeyhtalot. Klassisessa mittakaavassa voidaan ajatella hiukkasen omaavan

taysin maaratyt paikka ja likemaaran arvot. [23]
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6. YHTEENVETO

Tassa tyossa perehdyttiin Ehrenfestin teoreemaan, sen fysikaaliseen merkitykseen ja
siihen, milloinka se toteuttaa klassisen mekaniikan yhtalét. Tydssa tarkasteltiin yksiulot-
teisessa avaruudessa ja ajasta riippumattomassa potentiaalissa olevan yhden hiukka-
sen aaltofunktion aikakehitysta, joka postulaatin 4 mukaan maaraytyy Schrodingerin yh-
talosta. Kun potentiaali on ajasta rippumaton V = V(x), voidaan aaltofunktio esittaa
muodossa W(x,t) = Y(x)f(t). Talléin Schrédingerin yhtaldé voidaan separoida, jolloin
saadaan kaksi tavallista differentiaaliyhtaloa. Paikkaosan differentiaaliyhtaloksi saadaan
energian ominaisarvoyhtald, jota kutsutaan ajasta riippumattomaksi Schrédingerin yhta-
I6ksi. TAman ominaisarvoyhtalon ratkaisusta saadaan energian ominaisfunktiot ja omi-
naisarvot. Saadut energian ominaisfunktiot muodostavat Hamilton operaattorin taydelli-
sen joukon {y,, (x)}. Naiden ominaisfunktioiden avulla maaritetaan stationaariset tilat ja
ei-stationadariset tilat. Lisaksi tutkittiin naiden tilojen eroa tarkastamalla naiden tilojen to-

dennakoisyystiheyksia.

Seuraavaksi tarkasteltiin kvanttimekaanista harmonista varahtelijaa. Ajasta riippumaton
Schrédingerin yhtalo ratkaistiin Frobeniuksen sarjamenetelman avulla. Tarkastelu koh-
distui erityisesti harmonisen varahtelijan paikka- ja likemaaraoperaattoreiden odotusar-
voihin ja niiden muutosnopeuksiin. Kun muutosnopeudet eli derivaatat lasketaan, huo-

mataan, ettd nama toteuttavat klassisen mekaniikan liikeyhtalot.

Lopuksi tutkittin Ehrenfestin teoreemaa. Luku aloitettiin todistamalla teoreema, lahte-
malla liikkeelle ajasta riippumattoman operaattorin odotusarvon aikaderivaatasta. Paa-
dytaan siihen tulokseen, etta paikka ja likemaara operaatoreiden odotusarvot toteuttavat
likeyhtalot.
d oy (2
2@ =2

m
d o [Jov)
L) = - (22).

Yleisesti Ehrenfestin teoreemasta ei seuraa suoraan operaattoreiden odotusarvojen
klassinen kayttaytyminen. Jotta odotusarvot noudattaisivat klassisen mekaniikan liikeyh-

taloita, on seuraavan ehdon toteuduttava

<3V(;e)> RGO (F(®)) = F({(%)).

ox (%)
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Lisaksi tutkittiin, milloin tama ehto toteutuu. Tultiin siihen tulokseen, etta ehto toteutuu
potentiaaleille, jotka ovat korkeintaan nelidllisid muuttujan x suhteen, [2] kuten esimer-
kiksi harmonisen varahtelijan potentiaali. Tallaiset potentiaalit pakottavat aaltofunktion
lokalisoitumaan pienelle alueelle, jolloin paikan epamaaraisyys on pieni suhteessa po-
tentiaalin arvon vaihteluun. Tdman takia aaltofunktion todenndkdisyystiheys on kapea
normaalijakauma, joka lahestyy klassista rajaa ja jonka aikakehitys noudattaa klassista

liikerataa.
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