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Tässä työssä tutkitaan Ehrenfestin teoreemaa ja sen fysikaalista merkitystä. Ehrenfestin teoree-
man mukaan kvanttimekaniikan operaattorien odotusarvot noudattavat klassisen mekaniikan lii-
keyhtälöitä. Työssä tarkastellaan yksiulotteisessa avaruudessa ja ajasta riippumattomassa po-
tentiaalissa 𝑉 = 𝑉(𝑥) olevaa hiukkasta. Työn yksi tavoite on selvittää, millä ehdoilla kvanttimeka-
niikan operaattorien odotusarvot noudattavat klassisen mekaniikan liikeyhtälöitä. 
 
Työ jakautuu neljään osaan. Aluksi luvussa 2 määritellään käsitteitä ja niiden keskinäisiä riippu-
vuuksia, jonka jälkeen luvussa 3 perehdytään kvanttimekaniikan perusteisiin. Tässä osiossa esi-
tellään kvanttimekaniikan postulaatit, kerrataan klassisen mekaniikan liikeyhtälöt ja tarkastellaan 
yhden hiukkasen aaltofunktion aikakehitystä yksiulotteisessa avaruudessa ja ajasta riippumatto-
massa potentiaalissa 𝑉 = 𝑉(𝑥). Lisäksi tässä osiossa esitellään ajasta riippuvan Schrödingerin 
yhtälön yleinen ratkaisu sekä tarkastellaan stationääristen ja ei-stationääristen tilojen ominaisuuk-
sia. 
 
Seuraavaksi luvussa 4 tarkastelun kohteena on harmoninen värähtelijä. Aloitetaan klassisesta 
harmonisesta värähtelijästä, jonka jälkeen siirrytään kvanttimekaaniseen harmoniseen värähteli-
jään. Kvanttimekaanisen harmonisen värähtelijän energian ominaisarvoyhtälöt ja ominaisarvot 
tullaan ratkaisemaan ajasta riippumattomasta Schrödingerin yhtälöstä käyttämällä Frobeniuksen 
sarjamenetelmää. Lisäksi tarkastellaan kvanttimekaanisen harmonisen värähtelijän paikan ja lii-
kemäärän odotusarvoja stationaarisille ja ei-stationaarisille tiloille. Nähdään myös, että harmoni-
sen värähtelijän operaattorien odotusarvot noudattavat klassisen mekaniikan liikeyhtälöitä. 
 
Lopuksi luvussa 5 tutustutaan Ehrenfestin teoreemaan. Aluksi tullaan todistamaan Ehrenfestin 
teoreema lähtemällä liikkeelle ajasta riippumattoman operaattorin odotusarvon aikaderivaatasta. 
Päädytään siihen tulokseen, että paikka- ja liikemääräoperaatoreiden odotusarvot voidaan liittää 
toisiinsa. Tämän jälkeen tutkitaan, milloin operaattoreiden odotusarvot noudattavat klassisen me-
kaniikan liikeyhtälöitä. 
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1. JOHDANTO 

Historian saatossa monet fysiikan lait on jouduttu korjaamaan tai niiden käyttötarkoitusta 

rajaamaan tiettyyn alueeseen. Uutta teoriaa tarvitaan, kun tehdään mittauksia, joiden 

tuloksia ei voida selittää sen hetken teorian avulla. Yleisesti on huomattu, että kun vanha 

teoria korvataan uudella teorialla, antaa uusi teoria samat tulokset vanhan teorian toimi-

vuusalueella. Esimerkiksi kvanttimekaniikka sisältää klassisen mekaniikan rajatapauk-

sena [1]. 

Kvanttimekaniikan mukaan atomaarisen mittakaavan hiukkasen tiettyjen dynaamisten 

suureiden arvoa ei voida määrittää tarkkaan, vaan ainoastaan tietyllä todennäköisyydellä 

[2]. Kvanttimekaniikan ja klassisen mekaniikan välinen yhteys voidaan nähdä esimerkiksi 

tietyin ehdoin Ehrenfestin teoreemasta [2,3]. Kun tarkasteltavan hiukkassysteemin koko 

ja energia ovat suuret, tulee siihen liittyvä epämääräisyys merkityksettömän pieneksi ja 

sitä voidaan tarkastella klassisen mekaniikan lakien avulla [2].  

Tämän tutkielman tarkoituksena on tarkastella Ehrenfestin teoreemaa ja sen fysikaalista 

merkitystä. Työssä tarkastellaan yksiulotteisessa avaruudessa ja ajasta riippumatto-

massa potentiaalissa 𝑉 = 𝑉(𝑥) olevaa hiukkasta. Työ aloitetaan käsittelemällä mate-

maattisia määritelmiä ja tuloksia, joita tarvitaan kvanttimekaniikan kuvailemisessa. Tä-

män jälkeen perehdytään kvanttimekaniikan perusteisiin. Tässä osiossa esitellään 

kvanttimekaniikan postulaatit, kerrataan klassisen mekaniikan liikeyhtälöitä ja tarkastel-

laan yhden hiukkasen aaltofunktion aikakehitystä yksiulotteisessa avaruudessa ja ajasta 

riippumattomassa potentiaalissa 𝑉 = 𝑉(𝑥). Tärkeiksi tarkastelukohteiksi nousevat ajasta 

riippuvan Schrödingerin yhtälön yksittäinen ja yleinen ratkaisu sekä stationääristen ja ei-

stationääristen tilojen todennäköisyystiheydet.  

Luvussa neljä tutkitaan harmonista värähtelijää esimerkkinä. Luku aloitetaan tutkimalla 

klassista harmonista värähtelijää. Samalla osoitetaan, että pieniamplitudista värähtelyä 

potentiaalin minimin ympäristössä voidaan approksimoida harmonisen värähtelijän po-

tentiaalilla [4]. Muuttamalla klassisen harmonisen värähtelijän Hamiltonin funktio Hamil-

tonin operaattoriksi saadaan kvanttimekaanisen harmonisen värähtelijän Schrödingerin 

yhtälö. Kvanttimekaanisen harmonisen värähtelijän energian ominaisyhtälöt ja ominai-

sarvot ratkaistaan ajasta riippumattomasta Schrödingerin yhtälöstä käyttämällä Fro-
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beniuksen sarjamenetelmää. Ratkaisujen avulla tarkastellaan kvanttimekaanisen har-

monisen värähtelijän odotusarvoja stationäärisille ja ei-stationäärisille tiloille. Tarkastele-

malla näiden odotusarvojen muutosnopeuksia huomataan, että harmonisen värähtelijän 

odotusarvoille pätevät klassisen mekaniikan liikeyhtälöt. 

Luvussa viisi tutustutaan Ehrenfestin teoreeman. Luku aloitetaan todistamalla Ehrenfes-

tin teoreema lähtemällä liikkeelle ajasta riippumattoman operaattorin odotusarvon aika-

derivaatasta. Tästä nähdään miten paikka- ja liikemääräoperaattoreiden odotusarvot liit-

tyvät toisiinsa. Lisäksi tutkitaan, milloin operaattoreiden odotusarvot noudattavat klassi-

sen mekaniikan liikeyhtälöitä. 
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2. MATEMAATTISIA KÄSITTEITÄ 

Tässä luvussa perehdytään lineaarialgebraan ja muihin matemaattisiin menetelmiin, 

joita tarvitaan kvanttimekaniikan kuvailemisessa. Kvanttimekaniikassa fysikaalisia suu-

reita edustavat operaattorit. Operaattorit on tapana esittää kirjaimilla, joiden päällä on 

hattu; esimerkiksi paikkaoperaattori yksiulotteisessa avaruudessa kirjoitetaan 𝑥. Kvant-

timekaniikassa operaattori kohdistuu aaltofunktioon Ψ(𝑥, 𝑡). [4,5,6] 

Määritelmä 2.1 (lineaarinen operaattori) [5,6,7]. 𝐴̂ on lineaarinen operaattori funk-

tioavaruudessa, jos kaikille funktioille Ψ on voimassa 

𝐴̂(𝑐1Ψ1 + 𝑐2Ψ2) = 𝑐1(𝐴̂Ψ1) + 𝑐2(𝐴̂Ψ2),    (1) 

missä 𝑐1 ja 𝑐2 ovat kompleksisia vakioita. 

Seuraavat laskusäännöt ovat voimassa lineaarisille operaattoreille: 

• Operaattorin 𝐴̂ kertominen mielivaltaisella vakiolla 𝑐:     

   (𝑐𝐴̂)Ψ = 𝑐(𝐴̂Ψ),      (2) 

missä 𝑐 ∈ ℂ. 

• Kahden operaattorin summa 𝐴̂ +  𝐵̂:       

   (𝐴̂ + 𝐵̂)Ψ = 𝐴̂Ψ + 𝐵̂Ψ     (3) 

• Kahden operaattorin tulo 𝐴̂𝐵̂:        

   𝐴̂𝐵̂ Ψ = 𝐴̂(𝐵̂Ψ).      (4) 

Määritelmä 2.2 (ominaisfunktiot ja ominaisarvot) [8]. Funktio 𝜓 on operaattorin 𝐴̂ omi-

naisfunktio, jos 

𝐴̂𝜓 = 𝑎𝜓,        (5) 

missä 𝑎 on operaattorin 𝐴̂ ominaisarvo. 

Operaattorin 𝐴̂ ominaisfunktiot {𝜓𝑛} muodostavat täydellisen joukon. Mielivaltainen toi-

nen funktio voidaan esittää näiden ominaisfunktioiden lineaarikombinaationa 

Ψ = ∑ 𝑐𝑛𝜓𝑛𝑛 ,        (6) 

missä 𝑐𝑛 ∈ ℂ ovat vakioita. 

Määritelmä 2.3 (kommutaattori) [2,7]. Operaattoreiden 𝐴̂ ja 𝐵̂ välinen kommutaattori on 

[𝐴̂, 𝐵̂] = 𝐴̂𝐵̂ − 𝐵̂𝐴̂,       (7) 
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missä usein 𝐴̂𝐵̂ ≠ 𝐵̂𝐴̂. 

Kommutaattoreiden yleisiä ominaisuuksia: 

• [𝐴̂, 𝐵̂] = −[𝐵̂, 𝐴̂] 

• [𝐴̂, (𝐵̂ + 𝐶̂)] = [𝐴̂, 𝐵̂] + [𝐴̂, 𝐶̂] 

• [𝐴̂, 𝐵̂𝐶̂] = [𝐴̂, 𝐵̂]𝐶̂ + 𝐵̂[𝐴̂, 𝐶̂] 

• [𝐴̂𝐵̂, 𝐵̂] = 𝐴̂𝐵̂𝐵̂ − 𝐵̂𝐴̂𝐵̂ = [𝐴̂, 𝐵̂]𝐵̂ 

• [𝐴̂2, 𝐵̂] = 𝐴̂[𝐴̂, 𝐵̂] + [𝐴̂, 𝐵̂]𝐴̂ = 𝐴̂2𝐵̂ − 𝐵̂𝐴̂2. 

Määritelmä 2.4 (Funktioiden normitus) [8]. Kvanttimekaniikan yhtälöissä tulee usein 

vastaan funktioiden ja operaattoreiden integraaleja 

𝐼 =  ∫ Ψ∗𝐴̂ Ψ d𝑉,       (8) 

missä Ψ∗ on funktion Ψ kompleksikonjugaatti ja d𝑉 on tilavuuselementti. Funktioiden 

pelkkää skalaarituloa 

𝑆 = ∫ Ψ∗ Ψ  d𝑉       (9) 

sanotaan peittointegraaliksi. Kun integrointi tapahtuu koko avaruuden yli, on funktiot 

normitettu, jos kaikille Ψ on voimassa 

∫ Ψ∗ Ψ  d𝑉 = 1.       (10) 

Määritelmä 2.5 (Hermiittinen operaattori) [8]. Kvanttimekaniikassa hermiittiset operaat-

torit ovat erityisessä asemassa. Operaattori 𝐴̂ on hermiittinen, jos 

∫ Ψ𝑚
∗𝐴̂ Ψ𝑛d𝑉 = ∫(𝐴̂Ψ𝑚)∗ Ψ𝑛d𝑉     (11) 

kaikille aaltofunktioille Ψ𝑚 ja Ψ𝑛. 

Määritelmä 2.6 (Ortogonaalisuus ja ortonormaalisuus) [8]. Jos 

∫ Ψ𝑛
∗Ψ𝑚 d𝑉 = 0,       (12) 

ovat funktiot Ψ𝑛
∗ ja Ψ𝑚 ortogonaalisia keskenään. 

Funktiojoukkoa Ψ1, Ψ2 … Ψ𝑛 sanotaan ortonormitetuksi, jos 

∫ Ψ𝑛
∗Ψ𝑚 d𝑉 = 𝛿𝑛𝑚,       (13) 

missä d𝑉 on tilavuuselementti ja 𝛿𝑛𝑚 on Kronckerin deltafunktio. 

Hermiten polynomit 2.7 [1,2,9,10]. Kvanttimekaniikan kannalta yksi tärkeä toisen ker-

taluvun differentiaaliyhtälö on Hermiten yhtälö 
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𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 2𝑚𝑦 = 0,      (14) 

joka esiintyy harmonisen värähtelijän käsittelyssä seuraavasti 

𝐻𝑛
′′(𝜉) − 2𝜉𝐻𝑛

′(𝜉) + 2𝑛𝐻𝑛(𝜉) = 0, 𝑛 = 0,1,2, … .   (15) 

Hermiten polynomeja saadaan yllä olevan differentiaaliyhtälön ratkaisuna. 

Hermiten polynomien perusominaisuuksia: 

• Ortogonaalisuus 

∫ 𝐻𝑛(𝜉)𝐻𝑚(𝜉)𝑒−𝜉2
d𝜉

∞

−∞
= 𝛿𝑛𝑚2𝑛𝑛! √𝜋, 

 missä 𝛿𝑛𝑚 on Kronckerin deltafunktio. 

• Rodriquesin kaava  

𝐻𝑛(𝜉) = (−1)𝑛𝑒𝜉2 d𝑛

d𝜉𝑛 𝑒−𝜉2
  

• Palautuskaavat  

𝐻𝑛
′(𝜉) = 2𝑛𝐻𝑛−1 ;  𝐻𝑛+1 = 2𝜉𝐻𝑛 − 2𝑛𝐻𝑛−1  

Taylorin sarja 2.8 [11]. Jos funktiolla 𝑓(𝑥) on pisteessä 𝑥 = 𝑥0 kaikkien kertalukujen 

derivaatat 𝑓𝑘(𝑥0), niin potenssisarjaa 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓𝑘(𝑥0)

𝑘!

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑘 = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) +
𝑓(2)(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 

     + 
𝑓(3)(𝑥0)

3!
(𝑥 − 𝑥0)3 + ⋯     (16) 

kutsutaan funktion 𝑓 Taylorin sarjaksi pisteen 𝑥0 suhteen.  

Eulerin kaavat 2.9 [7]. 

sin(𝜃) =
𝑒i𝜃−𝑒−i𝜃

2i
,       (17) 

cos(𝜃) =
𝑒i𝜃+𝑒−i𝜃

2
.       (18) 
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3. KVANTTIMEKANIIKAN PERUSTEET 

1800-luvun loppupuolella ja 1900-luvun alkupuolella tehdyt havainnot, kuten mustan 

kappaleen säteily, valosähköinen ilmiö ja Stern–Gerlachin koe, osoittivat että klassisen 

fysiikan lait ovat riittämättömiä kuvailemaan atomaarisen mittakaavan ilmiöitä. Pyrkimys 

selittää mittauksista saatuja tuloksia, synnytti kokonaan uuden fysiikan teorian, jota kut-

sutaan kvanttimekaniikaksi. Kvanttimekaniikka sai muodollisen matemaattisen muo-

tonsa vuosina 1925–30 monen fyysikon (de Broglie, Heisenberg, Born, Schrödinger, 

Pauli, Dirac ...) työn tuloksena. [2,4,6] 

3.1 Kvanttimekaniikan postulaatit 

Yhden hiukkasen ajasta riippuva Schrödingerin yhtälö kolmessa ulottuvuudessa ja 

ajasta riippumattomassa potentiaalissa on 

−
ℏ2

2𝑚
𝛁2Ψ(𝒓, 𝑡) + 𝑉(𝒓)Ψ(𝒓, 𝑡) =  iℏ

𝜕

𝜕𝑡
Ψ(𝒓, 𝑡),   (19) 

missä 𝑚 on massa ja 𝑉(𝒓) on potentiaali. Matemaattiselta kannalta Schrödingerin yhtälö 

on toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtälö. Scrödingerin yhtälö voidaan vaihto-

ehtoisesti joko postuloida tai johtaa Lagrangen funktiosta. Kvanttimekaniikan teoria pe-

rustuu seuraaviin postulaatteihin [2,6,8]: 

1. Fysikaalisen systeemin tilaa kuvaa täysin sen aaltofunktio Ψ(𝒓, 𝑡). Jos aaltofunk-

tio on normalisoitu, ilmaisee |Ψ(𝒓, 𝑡)|2d𝑉 todennäköisyyttä löytää hiukkanen pai-

kasta 𝒓 tilavuuselementistä d𝑉. 

2. Systeemin jokaista havaittavaa suuretta vastaa hermiittinen operaattori 𝐴̂. Kysei-

nen operaattori saadaan, kun korvataan kyseisen havaittavan suureen klassi-

sessa lausekkeessa esiintyvä liikemäärä 𝒑 operaattorilla 
ℏ

𝑖
𝛁. 

3. Systeemin ollessa tilassa 𝜓(𝒓), on mitatun suureen keskiarvo sama kuin suuretta 

vastaavan operaattorin 𝐴̂ odotusarvo ⟨𝐴̂⟩. Jos aaltofunktio on normalisoitu, ope-

raattorin odotusarvo saadaan yhtälöstä 

⟨𝐴̂⟩ = ∫ 𝜓∗(𝒓)𝐴̂𝜓(𝒓) d𝑉.      (21) 

4. Aaltofunktion aikakehitys määräytyy ajasta riippuvasta Schrödingerin yhtälöstä 

−
ℏ2

2𝑚
𝛁2Ψ(𝒓, 𝑡) + 𝑉(𝒓, 𝑡)Ψ(𝒓, 𝑡) =  iℏ

𝜕

𝜕𝑡
Ψ(𝒓, 𝑡). 
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5. Jos mitataan suuretta 𝐴, mahdollisia mittaustuloksia ovat vain tätä suuretta vas-

taavan operaattorin 𝐴̂ ominaisarvot 𝑎𝑛. Jos suuren 𝐴 mittauksesta saadaan tu-

lokseksi ominaisarvo 𝑎𝑛, romahtaa aaltofunktio tätä ominaisarvoa vastaavaksi 

ominaisfunktioksi 𝜓𝑛.  

3.2 Klassiset liikeyhtälöt ja tärkeimmät operaattorit 

Klassisessa mekaniikassa hiukkasen mielivaltainen tila kolmiulotteisessa avaruudessa 

voidaan määrittää paikan 𝒓 ja liikemäärän 𝒑 avulla. Tämän hiukkasen aikakehitys mää-

räytyy Newtonin liikeyhtälöstä 

𝑚
𝑑𝒗

𝑑𝑡
= 𝑚𝒂 =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝒗) =

𝑑𝒑

𝑑𝑡
= 𝑭.     (20) 

Voimakentän ollessa konservatiivinen, voidaan voima 𝑭 laskea potentiaalifunktiosta  

𝑉 = 𝑉(𝒓), 

𝑭 = −𝛁V(𝐫).        (21) 

Klassisen hiukkasen liikeyhtälö konservatiivisessa voimakentässä on 

𝑚
𝑑2𝒓

𝑑2𝑡
= −𝛁V(𝐫).       (22) 

Kun potentiaalifunktio on ainoastaan paikasta riippuvainen, säilyy systeemin mekaani-

nen kokonaisenergia  

𝐸 =
𝒑2

2𝑚
+ 𝑉(𝒓) = vakio,      (23) 

missä 
𝒑2

2𝑚
 on kineettinen energia ja 𝑉(𝒓) on potentiaalienergia. [2] Kokonaisenergia voi-

daan esittää Hamiltonin funktion avulla seuraavasti  

𝐻(𝒑, 𝒓) =
𝒑2

2𝑚
+ 𝑉(𝒓).      (24) 

Soveltamalla postulaattia 2 saadaan näitä klassisia suureita vastaavat operaattorit 

𝒑̂ =
ℏ

i
𝛁        (25) 

𝒓̂ = 𝒓         (26) 

𝐻̂ = −
ℏ2

2𝑚
𝛁2 + 𝑉(𝒓).       (27) 

Yhtälössä (27) 𝐻̂ kutsutaan Hamiltonin operaattoriksi. [2] Käyttämällä Hamiltonin ope-

raattoria voidaan Schrödingerin yhtälö (19) esittää seuraavalla tavalla 

𝐻̂Ψ(𝒓, 𝑡) =  iℏ
𝜕

𝜕𝑡
Ψ(𝒓, 𝑡). 
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3.3 Aaltofunktion aikakehitys 

Tarkastellaan yksiulotteisessa avaruudessa olevaa hiukkasta, joka on ajasta riippumat-

tomassa potentiaalissa 𝑉 = 𝑉(𝑥). Tämän hiukkasen tilaa kuvaavan aaltofunktion Ψ(𝑥, 𝑡) 

aikakehitys määräytyy Schrödingerin yhtälöstä 

−
ℏ2

2𝑚

∂2

∂2x
Ψ(𝑥, 𝑡) + 𝑉(𝑥)Ψ(𝑥, 𝑡) =  iℏ

𝜕

𝜕𝑡
Ψ(𝑥, 𝑡).   (28) 

Potentiaalifunktion ollessa ajasta riippumaton, 𝑉 = 𝑉(𝑥), säilyy klassisen mekaniikan mu-

kaan kokonaisenergia 𝐸. [1,2,4] Tällöin voidaan osoittaa aaltofunktion koostuvan kah-

desta osasta: paikasta ja ajasta riippuvaisista osista seuraavalla tavalla 

Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝑓(𝑡).       (29) 

Aaltofunktion ollessa tätä muotoa, voidaan Schrödingerin yhtälö esittää yhtälönä, missä 

muuttujat ovat erottuneet yhtälön eri puolille seuraavasti 

iℏ

𝑓(𝑡)

d𝑓(𝑡)

d𝑡
=

1

𝜓(𝑥)
[−

ℏ2

2𝑚

d2𝜓(𝑥)

d𝑥2  + 𝑉(𝑥)𝜓(𝑥)] = vakio = 𝐸.  (30) 

Tästä saadaan kaksi tavallista differentiaaliyhtälöä 

d𝑓(𝑡)

d𝑡
= −

𝑖𝐸

ℏ
𝑓(𝑡)       (31) 

−
ℏ2

2𝑚

d2

d2x
𝜓(𝑥) + 𝑉(𝑥)𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥).    (32) 

Yhtälöstä (31) voidaan ratkaista ajasta riippuva osa, joka on 

𝑓(𝑡) = 𝑒−
i𝐸

ℏ
𝑡 .        (33) 

Toinen differentiaaliyhtälö (32) on niin sanottu ajasta riippumaton Schrödingerin yhtälö 

[2], joka voidaan Hamiltonin operaattorin (27) avulla kirjoittaa muotoon 

𝐻̂𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥).         

Ratkaisemalla tämä ominaisarvoyhtälö saadaan energian ominaisarvot 𝐸𝑛 = 𝐸0, 𝐸1, 𝐸2, … 

ja niitä vastaavat energian ominaisfunktiot 𝜓𝑛(𝑥) = 𝜓0(𝑥), 𝜓1(𝑥), 𝜓2(𝑥), … . Nyt voidaan 

aaltofunktio (29) esittää energian ominaisfunktion avulla seuraavasti 

Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝜓𝑛(𝑥)𝑒−
i𝐸𝑛

ℏ
𝑡
.      (34) 

On saatu aaltofunktio, jonka vaihe riippuu ainoastaan ajasta. Tutkitaan tällaisessa tilassa 

olevan hiukkasen todennäköisyystiheyttä 

|Ψ(𝑥, 𝑡)|2 = Ψ∗(𝑥, 𝑡)Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝜓𝑛
∗(𝑥)𝜓𝑛(𝑥).   (35) 
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Huomataan, että mitattavissa olevan suureen todennäköisyystiheys ei riipu lainkaan 

ajasta. Tällaista tilaa kutsutaan stationääriseksi tilaksi. [1,4,12] 

3.4 Yleinen ratkaisu 

Scrödingerin yhtälö (19) on ensimmäisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtälö ajan 

suhteen. Matemaattiselta kannalta tämä tarkoittaa, että alkuhetken aaltofunktio Ψ(𝑥, 𝑡0) 

määrittää tulevaisuuden täysin mittaustapahtumaan saakka. [13] Ajasta riippumattoman 

Schrödingerin yhtälön (32) ratkaisut muodostavat Hamiltonin operaattorin täydellisen 

joukon {𝜓𝑛(𝑥)}. Tällöin mielivaltainen paikasta riippuva aaltofunktio voidaan esittää näi-

den ominaisfunktioiden lineaarikombinaationa (2.2) 

Ψ(𝑥) = ∑ 𝑐𝑛 𝜓𝑛(𝑥),       (36) 

missä 𝑐𝑛 ∈ ℂ ovat vakioita. Aaltofunktion ollessa normitettu, saadaan vakiotermit yhtä-

löstä 

𝑐𝑛 = ∫ 𝜓𝑛
∗(𝑥)Ψ(𝑥) d𝑥.      (37) 

Jokainen stationäärinen tila (34) on Scrödingerin yhtälön (28) ratkaisu. Koska Schrödin-

gerin yhtälö on lineaarinen yhtälö myös stationääristen tilojen lineaarikombinaatio 

Ψ(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑐𝑛 𝜓𝑛(𝑥)𝑒−
i𝐸𝑛

ℏ
𝑡
,      (38) 

on ratkaisu. Tämä on Scrödingerin yhtälön yleinen ratkaisu. Schrödingerin yhtälön rat-

kaisuja, jotka ovat vähintään kahden eri stationäärisen tilan lineaarikombinaatioita kut-

sutaan ei-stationäärisiksi tiloiksi. [1,4,12,13] 

Olkoon hiukkanen ei-stationäärisessä tilassa 

Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝑐𝑛𝜓𝑛(𝑥)𝑒−
i𝐸𝑛

ℏ
𝑡 + 𝑐𝑚𝜓𝑚(𝑥)𝑒−

i𝐸𝑚
ℏ

𝑡
.   (39) 

Tutkitaan tämän tilan todennäköisyystiheyttä 

𝑃(𝑥, 𝑡) = |Ψ(𝑥, 𝑡)|2  

= |𝑐𝑛𝜓𝑛(𝑥)|2 + |𝑐𝑚𝜓𝑚(𝑥)|2 + 𝑐𝑛
∗𝑐𝑚𝜓𝑛

∗(𝑥)𝜓𝑚(𝑥)𝑒
i(𝐸𝑛−𝐸𝑚)

ℏ
𝑡
  

+𝑐𝑚
∗𝑐𝑛𝜓𝑚

∗(𝑥)𝜓𝑛(𝑥)𝑒
−i(𝐸𝑛−𝐸𝑚)

ℏ
𝑡
. 

Kaksi ensimmäistä termiä kuvaavat stationaarisia tiloja, jotka eivät riipu ajasta. Tutkitaan 

tarkemmin kahta viimeistä termiä 

𝑐𝑛
∗𝑐𝑚𝜓𝑛

∗(𝑥)𝜓𝑚(𝑥)𝑒
i(𝐸𝑛−𝐸𝑚)

ℏ
𝑡 + 𝑐𝑚

∗𝑐𝑛𝜓𝑚
∗(𝑥)𝜓𝑛(𝑥)𝑒

−i(𝐸𝑛−𝐸𝑚)

ℏ
𝑡
. 

Ominaisfunktioiden ja vakiotermien ollessa reaalisia, voidaan tämä kirjoittaa muotoon 
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2𝑐𝑛𝑐𝑚𝜓𝑛(𝑥)𝜓𝑚(𝑥) (𝑒
i(𝐸𝑛−𝐸𝑚)

ℏ
𝑡 + 𝑒

−i(𝐸𝑛−𝐸𝑚)

ℏ
𝑡). 

Käyttämällä Eulerin kaava (2.9) voidaan tämä esittää muodossa 

4𝑐𝑛𝑐𝑚𝜓𝑛(𝑥)𝜓𝑚(𝑥)cos (
𝐸𝑛−𝐸𝑚

ℏ
𝑡). 

Tällöin todennäköisyystiheydeksi saadaan 

𝑃(𝑥, 𝑡) = 𝑐𝑛
2𝜓𝑛

2(𝑥) + 𝑐𝑚
2𝜓𝑚

2(𝑥) + 4𝑐𝑛𝑐𝑚𝜓𝑛(𝑥)𝜓𝑚(𝑥)cos (
𝐸𝑛−𝐸𝑚

ℏ
𝑡).  (40) 

Eli todennäköisyystiheys on ajasta riippuva funktio. Tämä tarkoittaa, että aaltofunktio ja 

todennäköisyystiheys oskilloivat sallitulla välillä. [12,14] 



11 
 

4. HARMONINEN OSKILLAATTORI 

Luonnossa monet systeemit värähtelevät, jonkin tasapainoaseman ympärillä. Näitä voi-

daan kuvata harmonisen värähtelijän avulla. Tässä luvussa perehdytään harmoniseen 

värähtelijään, jolla on tärkeä merkitys kvanttimekaniikan sovelluksissa. Tämän luvun 

kaikki kuvat on laadittu MATLAB-sovelluksella. Kuvien saamiseksi on käytetty I. Coope-

rerin tekemiä valmiita MATLAB-skriptejä [15], joita on muokattu omaan käyttöön.  

4.1 Klassinen harmoninen värähtelijä 

Tarkastellaan yksiulotteista tapausta, missä 𝑚 massainen kappale on kiinnitetty jouseen, 

jonka jousivakio on 𝑘. Olkoon tämä kappale sidottu liikkumaan tietyn x-akselin pisteen 

ympäristössä ilman kitka- ja pakkovoimaa. Tällöin tasapainosta matkan 𝑥 verran poik-

keutettu jousi-massasysteemi kokee palauttavan voiman  

𝐹 = −𝑘𝑥.        (41) 

 Kappaleen aikakehitys määräytyy Newtonin liikeyhtälöstä 

𝑚
dx

d𝑡2 = 𝐹 = −𝑘𝑥.       (42) 

Käyttämällä relaatiota 𝜔2 =
𝑘

𝑚
, voidaan tämä yhtälö kirjoittaa muotoon 

dx

d𝑡2 + 𝜔2𝑥 = 0,       (43) 

missä 𝜔 on värähtelyn kulmataajuus. Tämän differentiaaliyhtälön yleinen ratkaisu on 

𝑥 = 𝐴cos(𝜔𝑡 + 𝜑),       (44) 

missä 𝐴 on amplitudi ja 𝜑 vaihe, jotka määritetään alkuehdosta. Koska voima on konser-

vatiivinen, saadaan potentiaalienergia voiman integraalista seuraavasti 

𝑉(𝑥) = − ∫ 𝐹(𝑥)d𝑥 =
𝑥

0

1

2
𝑘𝑥2 =

1

2
𝑚𝜔2𝑥2.    (45) 

Harmonisen värähtelijän Hamiltonin funktioksi saadaan 

𝐻(𝑝, 𝑥) =
𝑝2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑥2.      (46) 

Energian säilymislain mukaan värähtelijän kokonaisenergia on vakio. [4,16] Tällöin ääri-

asemassa värähtelijän kokonaisenergia on kokonaan potentiaalienergiaa  

𝐸 =
1

2
𝑘𝐴2 =

1

2
𝑚𝜔2𝐴2.      (47) 
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Tästä yhtälöstä voidaan määrittää värähtelijän käännepisteet 

𝑥 = ±𝐴 = ±√
2𝐸

𝑚𝜔2 = ±√
2𝐸

𝑘
.      (48) 

 

Käytännössä mikä tahansa pieniamplitudinen värähtely potentiaalin minimin ympäris-

tössä voidaan approksimoida harmonisen värähtelijän potentiaalilla (45) [4]. Olkoon 

hiukkanen tasapainossa pisteessä 𝑥0. Jos hiukkanen poikkeutetaan tasapainopisteestä, 

voidaan sen potentiaalienergiaa arvioida kehittämällä sille Taylorin sarja (2.8) tasapai-

nopisteen 𝑥0 suhteen 

𝑉(𝑥) = 𝑉(𝑥0) + 𝑉′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) +
1

2
𝑉′′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ . (49) 

Sarjan ensimmäinen termi 𝑉(𝑥0) voidaan hylätä pois, sillä se asettaa ainoastaan ener-

gian vertailutason. Myös toinen termi häviää, sillä tasapainopisteessä energia on mini-

mikohta ja 𝑉′(𝑥0) = 0. Poikkeaman ollessa pieni, voidaan hylätä toista kertalukua korke-

ammat termit ja siten approksimoida potentiaali 

𝑉(𝑥) ≈
1

2
𝑉′′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)2.      (50) 

Nyt jos merkitään 𝑘 = 𝑉′′(𝑥0) saadaan 

𝑉(𝑥) ≈
1

2
𝑘(𝑥 − 𝑥0)2, 

eli potentiaali on likimain harmonisen värähtelijän potentiaali (45). [4] 

4.2 Kvanttimekaaninen harmoninen värähtelijä 

Kvanttimekaniikassa yksiulotteisen harmonisen värähtelijän Hamiltonin funktiota (46) 

vastaa Hamilton operaattori 

𝐻̂ = −
ℏ2

2𝑚

d2

d𝑡2 +
1

2
𝑚𝜔2𝑥2.      (51) 

Tällöin hiukkasen energian ominaisarvot voidaan ratkaista ajasta riippumattomasta 

Schrödingerin yhtälöstä  

−
ℏ2

2𝑚

d2

d𝑡2 𝜓(𝑥) +
1

2
𝑚𝜔2𝑥2𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥).    (52) 

Helpotetaan tämän yhtälön käsittelyä käyttämällä dimensiottomia muuttujia  

𝜉 = √
𝑚𝜔

ℏ
𝑥        (53) 

𝐾 =
2𝐸

ℏ𝜔
.        (54) 
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Tällöin yhtälö (52) on uusien muuttujien avulla lausuttuna 

d2

d𝜉2 𝜓(𝜉) = (𝜉2 − 𝐾)𝜓(𝜉).      (55) 

Suurilla 𝜉:n arvoilla voidaan tämä yhtälö approksimoida muotoon 

d2

d𝜉2 𝜓(𝜉) ≈ 𝜉2𝜓(𝜉),       (56) 

Jonka approksimatiivinen fysikaalinen ratkaisu on 

𝜓(𝜉) ≈ 𝑒−
1

2
𝜉2

.        (57) 

Schrödingerin yhtälön (52) tarkan ratkaisun löytämiseksi tehdään yrite, jolla on tämä ap-

proksimatiivinen ominaisuus 

𝜓(𝜉) = ℎ(𝜉)𝑒−
1

2
𝜉2

,       (58) 

missä ℎ(𝜉) on vielä toistaiseksi tuntematon funktio. Sijoittamalla tämä Schrödingerin yh-

tälöön (52), saadaan differentiaaliyhtälö funktiolle ℎ(𝜉) 

ℎ′′(𝜉) − 2𝜉ℎ′(𝜉) + (𝐾 − 1)ℎ(𝜉) = 0.     (59) 

Yksi tapa ratkaista tämä differentiaaliyhtälö on käyttää Frobeniuksen sarjamenetelmää, 

missä ℎ:lle tehdään sarjakehitelmän muotoinen yrite 

ℎ(𝜉) = 𝑎0 + 𝑎1𝜉 + 𝑎2𝜉2 + ⋯ = ∑ 𝑎𝑗𝜉𝑗∞
𝑗=0 .    (60) 

Tällöin voidaan yhtälö (59) kirjoittaa muodossa 

∑ [(𝑗 + 1)(𝑗 + 2)𝑎𝑗+2 − 2𝑗𝑎𝑗 + (𝐾 − 1)𝑎𝑗]𝜉𝑗 = 0∞
𝑗=0 .  (61) 

Tämä on voimassa kaikille muuttujan 𝜉 arvoille, jos 

(𝑗 + 1)(𝑗 + 2)𝑎𝑗+2 − 2𝑗𝑎𝑗 + (𝐾 − 1)𝑎𝑗 = 0.   (62) 

Tästä ehdosta saadaan rekursioyhtälö 

𝑎𝑗+2 =
(2𝑗+1−𝐾)

(𝑗+1)(𝑗+2)
𝑎𝑗.       (63) 

Kun 𝑎0 ja 𝑎1 tunnetaan, voidaan kaikki termit lausua näiden avulla seuraavasti 

ℎ𝑒𝑣𝑒𝑛(𝜉) = 𝑎0 + 𝑎2𝜉2 + 𝑎4𝜉4 …      (64) 

ℎ𝑜𝑑𝑑(𝜉) = 𝑎1𝜉 + 𝑎3𝜉3 + 𝑎5𝜉5 + ⋯.    (65) 

Tällöin voidaan koko ratkaisu kirjoittaa näiden parillisten ja parittomien funktioiden sum-

mana 

ℎ(𝜉) = ℎ𝑒𝑣𝑒𝑛(𝜉) + ℎ𝑜𝑑𝑑(𝜉).      (66) 
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Ongelmana on se, että kaikki ratkaisut, jotka on saatu tällä tavalla eivät ole normalisoi-

tuvia ja näin ollen eivät ole myöskään fysikaalisesti hyväksyttäviä. Nimittäin suurilla 𝑗:n 

arvoilla 

𝜓(𝜉) ⟶ 𝑒𝜉2
, kun 𝜉 → ∞,      (67) 

jolloin aaltofunktio hajaantuu. Ongelma voidaan ratkaista, katkaisemalla funktion ℎ po-

tenssisarjaesitys (60) jollain indeksin 𝑗 arvolla siten, että termi 𝑎𝑗+2 = 0. Tästä seuraa, 

että  

𝐾 = 2𝑛 + 1 ⟶ 𝐸𝑛 = (𝑛 +
1

2
)ℏ𝜔, 𝑛 = 0,1,2, … .   (68) 

Sijoittamalla 𝐾 = 2𝑛 + 1 differentiaaliyhtälöön (59), saadaan yhtälö 

𝐻𝑛
′′(𝜉) − 2𝜉𝐻𝑛

′(𝜉) + 2𝑛𝐻𝑛(𝜉) = 0, 𝑛 = 0,1,2, … ,  (69) 

jota kutsutaan Hermiten yhtälöksi. Fysikaalisesti hyväksyttäviä ratkaisuja ovat siis äärel-

liset potenssisarjat, eli Hermiten polynomit (2.7). Tällöin normalisoidut aaltofunktiot ovat 

muotoa 

𝜓𝑛(𝑥) = 𝐶𝑛𝐻𝑛(√
𝑚𝜔

ℏ
𝑥)𝑒−

𝑚𝜔

2ℏ
𝑥2

,     (70) 

missä 𝐶𝑛 on normitustekijä ja 𝐻𝑛 on Hermiten polynomi. [1,2,4] 

Harmonisen värähtelijän stationaariset tilat ovat 

Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝜓𝑛(𝑥)𝑒
−i𝐸𝑛

ℏ
𝑡
.      (71) 

Ja yleinen ratkaisu on  

Ψ(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑐𝑛 𝜓𝑛(𝑥)𝑒−
i𝐸𝑛

ℏ
𝑡
 .     (72) 

Kahden ensimmäisen Hermiten polynomin arvoksi saadaan: 

𝐻0(√
𝑚𝜔

ℏ
𝑥) = 1  

𝐻1(√
𝑚𝜔

ℏ
𝑥) = 2√

𝑚𝜔

ℏ
𝑥  

Käyttämällä Hermiten polynomien ortogonaalisuutta (2.7), saadaan normitustekijän 

[2,17] yhtälöksi 

𝐶𝑛 = (
𝑚𝜔

ℏ𝜋
)

1

4 √
1

2𝑛𝑛!
, 𝑛 = 0,1,2, … .     (73) 

Kahden ensimmäisen tilan normitustekijäksi saadaan: 
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𝐶0 = (
𝑚𝜔

ℏ𝜋
)

1

4
  

𝐶1 = (
𝑚𝜔

ℏ𝜋
)

1

4 √
1

2
  

Listataan vielä lopuksi harmonisen värähtelijän kahden alimman tilan ominaisfunktiot ja 

niitä vastaavat energian ominaisarvot [2,17]: 

𝜓0(𝑥) = (
𝑚𝜔

ℏ𝜋
)

1

4
𝑒−

𝑚𝜔

2ℏ
𝑥2

   𝐸0 =
1

2
ℏ𝜔  (75) 

𝜓1(𝑥) = (
𝑚𝜔

ℏ𝜋
)

1

4
√2√

𝑚𝜔

ℏ
𝑥𝑒−

𝑚𝜔

2ℏ
𝑥2

  𝐸1 =
3

2
ℏ𝜔  (76) 

4.3 Stationäärisen tilan odotusarvot 

Olkoon hiukkanen harmonisen värähtelijän stationäärisessä tilassa 

Ψ𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝜓𝑛(𝑥)𝑒
−i𝐸𝑛

ℏ
𝑡
, 

missä 𝜓𝑛(𝑥) on reaalinen ominaisfunktio (70). Tämän tilan paikan- ja liikemäärän odo-

tusarvot saadaan yhtälöistä 

⟨𝑥⟩ = ∫ 𝜓𝑛
∗(𝑥)𝑒

i𝐸𝑛
ℏ

𝑡𝑥̂𝜓𝑛(𝑥)𝑒
−i𝐸𝑛

ℏ
𝑡 d𝑥

∞

−∞
= ∫ 𝜓𝑛(𝑥)𝑥𝜓𝑛(𝑥) d𝑥

∞

−∞
,  (77) 

⟨𝑝̂⟩ = ∫ 𝜓𝑛(𝑥) (−iℏ
d

d𝑥
𝜓𝑛(𝑥)) d𝑥

∞

−∞
= −i

ℏ

2
∫

d

d𝑥
(𝜓𝑛(𝑥))2 d𝑥

∞

−∞
.  (78) 

Tällöin symmetrian perusteella 

⟨𝑥⟩ = 0, 

⟨𝑝̂⟩ = 0. 

Näiden odotusarvojen aikaderivaataksi saadaan 

d⟨𝑥⟩

d𝑡
= 0, 

d⟨𝑝⟩

d𝑡
= 0. 

Kuva 1 esittää harmonisen värähtelijän stationäärisen tilan Ψ1(𝑥, 𝑡) reaali- ja imaginaari 

osien ja todennäköisyystiheyden aikakehityksen ajanhetkillä 𝑡 = 0, 𝑡 = 𝑇/4, 𝑡 = 𝑇/2, 𝑡 =

3𝑇/4, missä 𝑇 on aaltofunktion värähtelyn jakson aika. Kuvasta nähdään, että reaali- ja 

imaginaariosien vaiheet muuttuvat ajan suhteen, kun taas todennäköisyystiheys pysyy 

samana. Koska todennäköisyystiheys ei muutu ajan suhteen, eivät myöskään paikan ja 

liikemäärän odotusarvot muutu ajan suhteen. [18,19] 
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Kuva 1: Harmonisen värähtelijän stationäärisen tilan 𝜳𝟏(𝒙, 𝒕) reaali- ja imaginaariosien ja 

todennäköisyystiheyden aikakehitys. 

4.4 Ei-stationäärisen tilan odotusarvot 

Olkoon hiukkanen harmonisen värähtelijän ei-stationäärisessä tilassa 

Ψ0,1(𝑥, 𝑡) =
1

√2
(𝜓0𝑒−i

1

2
𝜔𝑡 + 𝜓1𝑒−i

3

2
𝜔𝑡).    (79) 

Tämän tilan paikan odotusarvo on 

⟨𝑥⟩ = ∫ Ψ0,1
∗(𝑥, 𝑡)𝑥Ψ0,1(𝑥, 𝑡) d𝑥

∞

−∞
. 

=
1

2
∫ [𝜓0𝑒i

1

2
𝜔𝑡 + 𝜓1𝑒i

3

2
𝜔𝑡]

∞

−∞
𝑥 [𝜓0𝑒−i

1

2
𝜔𝑡 + 𝜓1𝑒−i

3

2
𝜔𝑡] d𝑥  

=
1

2
∫ [𝜓0𝑥𝜓0 + 𝜓0𝑥𝜓1𝑒−i𝜔𝑡 + 𝜓1𝑥𝜓0𝑒i𝜔𝑡 + 𝜓1𝑥𝜓1]d𝑥

∞

−∞
 (80) 

Symmetrian perusteella 

∫ 𝜓0𝑥𝜓0 𝑑𝑥
∞

−∞
= ∫ 𝜓1𝑥𝜓1 𝑑𝑥

∞

−∞
= 0, 

joten 

⟨𝑥⟩ =
1

2
[𝑒−i𝜔𝑡 ∫ 𝜓0𝑥𝜓1 𝑑𝑥 + 𝑒i𝜔𝑡 ∫ 𝜓0𝑥𝜓1 𝑑𝑥

∞

−∞

∞

−∞
].  (81) 
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Soveltamalla Eulerin kaava (2.9) voidaan tämä kirjoittaa muotoon 

⟨𝑥⟩ = cos(𝜔𝑡) ∫ 𝜓0𝑥𝜓1 𝑑𝑥
∞

−∞
.     (82) 

Sijoittamalla harmonisen värähtelijän perustilan (75) ja ensimmäisen virittyneen tilan (76) 

ominaisfunktiot ja laskemalla integraali, saadaan paikan [12,18,19,20] odotusarvoksi 

⟨𝑥⟩ = √
ℏ

2𝑚𝜔
cos(𝜔𝑡).       (83) 

Samanlaisella periaatteella saadaan liikemäärän odotusarvo  

⟨𝑝̂⟩ = ∫ Ψ0,1(𝑥, 𝑡)𝑝̂Ψ0,1(𝑥, 𝑡) d𝑥
∞

−∞

 

=
1

2
∫ [𝜓0𝑒i

1

2
𝜔𝑡 + 𝜓1𝑒i

3

2
𝜔𝑡

]
∞

−∞
𝑝̂ [𝜓0𝑒−i

1

2
𝜔𝑡 + 𝜓1𝑒−i

3

2
𝜔𝑡

] d𝑥  

=
1

2
∫ [𝜓0 (−iℏ

d

d𝑥
𝜓0) + 𝜓0 (−iℏ

d

d𝑥
𝜓1) 𝑒−i𝜔𝑡 + 𝜓1 (−iℏ

d

d𝑥
𝜓0) 𝑒i𝜔𝑡 + 𝜓1 (−iℏ

d

d𝑥
𝜓1)] d𝑥

∞

−∞
 

= −iℏ
1

2
[𝑒−i𝜔𝑡 ∫ 𝜓0 (

d

d𝑥
𝜓1)  𝑑𝑥 + 𝑒i𝜔𝑡 ∫ 𝜓1 (

d

d𝑥
𝜓0)  𝑑𝑥

∞

−∞

∞

−∞
] 

= −√
𝑚ℏ𝜔

2
sin (𝜔𝑡).          (84) 

Poiketen stationäärisistä tiloista, ei-stationääristen tilojen odotusarvot ovat nollasta poik-

keavia ja riippuvat ajasta. [18,19,20] 

Tarkastellaan paikan odotusarvon muutosnopeutta 

d〈𝑥〉

d𝑡
= −𝜔√

ℏ

2𝑚𝜔
sin(𝜔𝑡) = −√

ℏ𝜔

2𝑚
sin(𝜔𝑡).    (85) 

Verrataan tätä liikemäärän odotusarvoon 

⟨𝑝̂⟩ = −√
𝑚ℏ𝜔

2
sin(𝜔𝑡) = 𝑚

d〈𝑥〉

d𝑡
.     (86) 

Huomataan, että 

d〈𝑥〉

d𝑡
=

⟨𝑝⟩

𝑚
.        (87) 

Tarkastellaan vielä liikemäärän odotusarvon muutosnopeutta 

d〈𝑝〉

d𝑡
= −𝜔√

𝑚ℏ𝜔

2
cos(𝜔𝑡) = −𝑚𝜔2√

ℏ

2𝑚𝜔
cos(𝜔𝑡) = −𝑚𝜔2⟨𝑥̂⟩.  (88) 

Verrataan tätä harmonisen värähtelijän potentiaalin (45) derivaatan odotusarvoon 

− 〈
d

d𝑥
𝑉(𝑥)〉 = −𝑚𝜔2⟨𝑥̂⟩.      (89) 

Huomataan, että 
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d〈𝑝〉

d𝑡
= − 〈

d

d𝑥
𝑉(𝑥)〉 = 〈𝑭(𝑥)〉.      (90) 

Yhtälöistä (87) ja (88) nähdään, että harmonisen värähtelijän operaattorien odotusarvot 

noudattavat klassisen mekaniikan liikeyhtälöitä. Tulos tunnetaan Ehrenfestin teoree-

mana, mistä tulemme puhumaan tarkemmin seuraavassa luvussa. Kuva 2 esittää har-

monisen värähtelijän ei-stationäärisen tilan Ψ0,1(𝑥, 𝑡) reaali- ja imaginaariosien ja toden-

näköisyystiheyden aikakehityksen ajanhetkillä 𝑡 = 0, 𝑡 = 𝑇/4, 𝑡 = 𝑇/2, 𝑡 = 3𝑇/4, missä 

𝑇 on aaltofunktion värähtelyn jakson aika. Kuvasta nähdään, että poiketen stationääri-

sistä tiloista, ei-stationääristen tilojen todennäköisyystiheys muuttuu ajan suhteen. To-

dennäköisyystiheys värähtelee edestakaisin harmonisen värähtelijän potentiaalivallin 

välissä jaksonajalla 𝑇. Tällöin myös operaattoreiden odotusarvot värähtelevät edestakai-

sin sallitulla välillä. Kuva 3 esittää paikkaoperaattorin odotusarvot ajan funktiona, mistä 

nähdään odotusarvon klassinen käyttäytyminen. Paikkaoperaattorin odotusarvolla on lii-

kerata, kuten klassisella kappaleella. [18,19,20,21] 

 

Kuva 2: Harmonisen värähtelijän ei-stationäärisen tilan 𝜳𝟎,𝟏 reaali- ja imaginaariosien ja toden-

näköisyystiheyden aikakehitys. 
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Kuva 3: Hiukkasen paikan odotusarvot ajan funktiona harmonisen värähtelijän ei-stationääri-
selle tilalle 𝜳𝟎,𝟏. 
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5. EHRENFESTIN TEOREEMA 

Paul Ehrenfest oli ensimmäinen fyysikko, joka kirjoitti kvanttimekaniikan ja klassisen me-

kaniikan välisestä yhteydestä. Hän julkaisi vuonna 1927 artikkelin “Bemerkung über die 

angenäherte Gültigkeit der klassischen Mechanik innerhalb der Quantenmechanik”, 

missä hän näyttää, että kvanttimekaniikan operaattorien odotusarvot noudattavat klassi-

sen mekaniikan liikeyhtälöitä. Tulokseensa hän oli päättynyt, olettamalla 

⟨
𝑑𝑉

𝑑𝑥
⟩ ≈

𝑑𝑉(⟨𝑥⟩)

𝑑⟨𝑥⟩
, 

mitä hän ei kuitenkaan mainitse artikkelissaan. [22] 

Viime luvussa päädyttiin Ehrenfestin teoreemaan tarkastelemalla harmonisen värähteli-

jän odotusarvojen muutosnopeuksia. Tässä luvussa todistamme Ehrenfestin teoreeman 

yleisesti ja perehdytään sen fysikaaliseen merkitykseen. Lisäksi tutkimme, milloin kvant-

timekaniikan operaattorien odotusarvot noudattavat klassisen mekaniikan liikeyhtälöitä. 

Tarkastellaan hiukkasta, jonka normalisoitu aaltofunktio on Ψ(𝑥, 𝑡). Ajasta riippumatto-

man operaattorin 𝐴̂ odotusarvo on postulaatin 3 mukaan 

⟨𝐴̂⟩ = ∫ Ψ∗(𝑥, 𝑡)𝐴̂Ψ(𝑥, 𝑡) d𝑥.     (91) 

Operaattorin odotusarvon aikaderivaatta on 

d

d𝑡
⟨𝐴̂⟩ = ∫ [(

dΨ∗(𝑥,𝑡)

d𝑡
) 𝐴̂Ψ(𝑥, 𝑡) + Ψ∗(𝑥, 𝑡)𝐴̂ (

dΨ(𝑥,𝑡)

d𝑡
)] d𝑥,  (92) 

joka voidaan Schrödingerin yhtälön (28) avulla kirjoittaa muotoon 

d

d𝑡
⟨𝐴̂⟩ =

i

ℏ
∫ [(𝐻̂Ψ(𝑥, 𝑡))

∗
𝐴̂Ψ(𝑥, 𝑡) − Ψ∗(𝑥, 𝑡)𝐴̂ (𝐻̂Ψ(𝑥, 𝑡))] d𝑥 (93) 

Hermiittisyyden (2.5) ja kommutaattorin (2.3) perusteella tämä voidaan esittää muo-

dossa 

d

d𝑡
⟨𝐴̂⟩ =

i

ℏ
∫ Ψ∗(𝑥, 𝑡)(𝐻̂𝐴̂ − 𝐴̂𝐻̂)Ψ(𝑥, 𝑡)d𝑥 =

i

ℏ
⟨[𝐻̂, 𝐴̂]⟩.  (94) 

Sovelletaan saatua yhtälöä paikka- ja liikemääräoperaattorille. [3]  

Paikkaoperaattorin odotusarvon aikaderivaatta on 

d

d𝑡
⟨𝑥⟩ =

i

ℏ
⟨[𝐻̂, 𝑥]⟩ =

i

ℏ
⟨[

𝑝2

2𝑚
+ 𝑉(𝑥), 𝑥]⟩.    (95) 

Soveltamalla kommutaattorin ominaisuuksia (2.3), saadaan seuraavat tulokset [2]: 

[𝑉(𝑥), 𝑥] = 0 
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[𝑝̂, 𝑥] = −iℏ 

[𝑝2, 𝑥] = 𝑝̂[𝑝̂, 𝑥] + [𝑝̂, 𝑥]𝑝̂ =
2ℏ

i
𝑝̂. 

Näiden avulla, saadaan paikkaoperaattorin aikaderivaataksi 

d

d𝑡
⟨𝑥⟩ = ⟨

𝑝

𝑚
⟩.        (96) 

Liikemääräoperaattorin aikaderivaatta on 

d

d𝑡
⟨𝑝̂⟩ =

i

ℏ
⟨[𝐻̂, 𝑝̂]⟩ =

i

ℏ
⟨[

𝑝2

2𝑚
+ 𝑉(𝑥), 𝑝̂]⟩.    (97) 

Soveltamalla kommutaattorin ominaisuuksia (2.3), saadaan seuraavat tulokset [2]: 

[𝑝̂2, 𝑝̂] = 0 

[𝑉(𝑥), 𝑝̂] = −[𝑝̂, 𝑉(𝑥)]. 

Näiden avulla voidaan liikemääräoperaattorin aikaderivaatta kirjoittaa muodossa 

d

d𝑡
⟨𝑝̂⟩ = −

𝑖

ℏ
⟨[𝑝̂, 𝑉(𝑥)]⟩ = −

𝑖

ℏ
⟨𝑝̂𝑉(𝑥) − 𝑉(𝑥)𝑝̂⟩ 

= −
i

ℏ
∫ Ψ∗(𝑥, 𝑡)(𝑝̂𝑉(𝑥) − 𝑉(𝑥)𝑝̂)Ψ(𝑥, 𝑡)d𝑥.   (98) 

Tarkastelemalla tämän yhtälön integrandia tarkemmin, huomataan että 

(𝑝̂𝑉(𝑥) − 𝑉(𝑥)𝑝̂)Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝑝̂𝑉(𝑥)Ψ(𝑥, 𝑡) − 𝑉(𝑥)𝑝̂Ψ(𝑥, 𝑡)  

=
ℏ

i
[

𝜕

𝜕𝑥
(𝑉(𝑥)Ψ(𝑥, 𝑡)) − 𝑉(𝑥)

∂

∂𝑥
Ψ(𝑥, 𝑡)] 

=
ℏ

i

𝜕𝑉(𝑥)

𝜕𝑥
Ψ(𝑥, 𝑡).       (99) 

Sijoittamalla saatu tulos yhtälöön (98) saadaan liikemääräoperaattorin [3] aikaderivaa-

taksi 

d

d𝑡
⟨𝑝̂⟩ = −

i

ℏ
∫ Ψ∗(𝑥, 𝑡)

ℏ

i

𝜕𝑉(𝑥)

𝜕𝑥
Ψ(𝑥, 𝑡)d𝑥 = − ⟨

𝜕𝑉(𝑥)

𝜕𝑥
⟩  (100) 

Yhdistämällä yhtälöt (96) ja (100) saadaan 

𝑚
d2

d𝑡2
⟨𝑥⟩ = − ⟨

𝜕𝑉(𝑥)

𝜕𝑥
⟩,       (101) 

joka on hyvin samannäköinen, kuin Newtonin liikeyhtälö (22) klassiselle hiukkaselle po-

tentiaalissa 𝑉(𝑥). Tulos (101) tunnetaan Ehrenfestin teoreemana. Potentiaalin ollessa 

konservatiivinen, on potentiaalin negatiivinen paikkaderivaatta yhtä suuri kuin systee-

miin kohdistuva voima, eli 
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𝑭(𝑥) = −
d𝑉(𝑥̂)

d𝑥
. 

Tällöin yhtälö (101) voidaan kirjoittaa vaihtoehtoisesti muodossa 

𝑚
d2

d2𝑡
⟨𝑥⟩ = ⟨𝑭(𝑥̂)⟩.       (102) 

Jos 

⟨
𝜕𝑉(𝑥̂)

𝜕𝑥
⟩ ≈

𝜕𝑉(⟨𝑥⟩)

𝜕⟨𝑥⟩
  ↔   ⟨𝑭(𝑥̂)⟩ ≈ 𝑭(⟨𝑥⟩),    (103) 

noudattavat paikan- ja liikemäärän odotusarvot Newtonin liikeyhtälöitä. Ehrenfestin teo-

reema vahvistaa sen, että operaattoreiden odotusarvot ovat lähempänä klassista kon-

septia, kuin itse operaattorit. [2,3,6,12,21,23] 

Yleisesti ottaen 

⟨𝑭(𝑥)⟩ ≠ 𝑭(⟨𝑥⟩).       (104) 

Tarkastellaan milloin approksimaatio (103) on voimassa. Kehitetään voimalle Taylorin 

sarja (2.8) pisteen ⟨𝑥⟩ suhteen 

𝐹(𝑥) = 𝑭(⟨𝑥̂⟩) + (𝑥 − ⟨𝑥⟩)𝑭′(⟨𝑥̂⟩) +
1

2!
(𝑥 − ⟨𝑥⟩)2𝑭(2)(⟨𝑥̂⟩) + ⋯, (105) 

missä 𝑭(2) on voiman toinen derivaatta. Kehitelmän odotusarvoksi saadaan 

〈𝑭(𝑥)〉 = 𝑭(⟨𝑥̂⟩) + 〈𝑥 − ⟨𝑥⟩〉𝑭′(⟨𝑥̂⟩) +
1

2!
〈(𝑥 − ⟨𝑥⟩)2〉𝑭(2)(⟨𝑥̂⟩) + ⋯ 

= 𝑭(⟨𝑥̂⟩) +
1

2!
〈(𝑥 − ⟨𝑥⟩)2〉𝐹(2)(⟨𝑥̂⟩) + ⋯.   (106) 

Tämän kehitelmän ensimmäinen termi on klassinen voima, joka kohdistuu paikan odo-

tusarvoon. [2,3,5,21,23] Jos epämääräisyys (∆𝑥)2 = 〈(𝑥 − ⟨𝑥⟩)2〉 on pieni ja sarjan kol-

mas ja sitä korkeammat termit merkityksettömiä, on voiman odotusarvo 

⟨𝑭(𝑥)⟩ ≈ 𝑭(⟨𝑥⟩). 

Epämääräisyys (∆𝑥)2 = 〈(𝑥 − ⟨𝑥⟩)2〉 on pieni, kun aaltofunktio on tarpeeksi lokalisoitu-

nut. Kuvasta 4 nähdään, että lokalisoituneen aaltofunktion todennäköisyystiheys on suu-

rin paikan odotusarvon kohdalla ja tippuu jyrkästi mentäessä pois tästä pisteestä. To-

dennäköisyystiheyden jakauman leveys on hyvin pieni ja näin ollen myös epämääräisyys 

(∆𝑥)2 = 〈(𝑥 − ⟨𝑥⟩)2〉 on pieni. Voiman arvo jakauman leveyden sisällä pysyy lähes sa-

mana, joten voiman odotusarvolle pätee approksimaatio (103). Lokalisoituneen aalto-

funktion todennäköisyystiheyden jakaumafunktio on siis kapea normaalijakauma, joka 

lähestyy klassista rajaa ja jonka aikakehitys noudattaa klassista liikerataa. Yleisesti ap-

proksimaatio (103) pätee vain potentiaaleille, jotka ovat korkeintaan neliöllisiä muuttujan 
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𝑥 suhteen. [2,21,23] Esimerkki tällaisesta potentiaalista on viime luvussa käydyn harmo-

nisen värähtelijän potentiaali (45). 

 

 

Kuva 4: Lokalisoituneen aaltofunktion (vasen) ja levinneen aaltofunktion (oikea) todennä-
köisyystiheydet samanlaisessa voimakentässä 𝑭(𝒙) . Siniset tausta-alueet kuvaavat todennä-

köisyystiheyden jakaumafunktion leveyttä. [21] 

 

Yleisesti Ehrenfestin teoreemasta ei seuraa odotusarvojen klassinen käyttäytyminen. 

Ehrenfestin teoreemasta kuitenkin nähdään, että jos ”hiukkaseen” liittyvät epämääräi-

syydet ∆𝑥 ja ∆𝑝 ovat samanaikaisesti pieniä, noudattavat operaattoreiden odotusarvot 

klassisia liikeyhtälöitä. Heisenbergin epämääräisyysperiaate ∆𝑥∆𝑝 ≥
ℏ

2
 kuitenkin estää 

liikemäärän ja paikan epämääräisyyden olla pieniä samanaikaisesti. Jos aaltofunktio on 

lokalisoitunut eli paikan epämääräisyys ∆𝑥 on pieni, on liikemäärän epämäärisyys ∆𝑝 

suuri. Liikemäärän epämäärisyys on suhteellisen pieni, jos itse liikemäärän arvo 𝑝 on 

suuri, eli jos ”hiukkasen” massa on makroskooppinen. Makroskooppisille kappaleille pai-

kan ja liikemäärän epämääräisyydeksi tulee klassisena suureena tällä rajalla deltafunk-

tio. Tällä rajalla tyypillisen klassisen voiman odotusarvo on yhtä suuri kuin voiman arvo 

paikan odotusarvossa ja silloin paikka ja liikemääräoperaattorin odotusarvot toteuttavat 

klassiset liikeyhtälöt. Klassisessa mittakaavassa voidaan ajatella hiukkasen omaavan 

täysin määrätyt paikka ja liikemäärän arvot. [23] 
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6. YHTEENVETO 

Tässä työssä perehdyttiin Ehrenfestin teoreemaan, sen fysikaaliseen merkitykseen ja 

siihen, milloinka se toteuttaa klassisen mekaniikan yhtälöt. Työssä tarkasteltiin yksiulot-

teisessa avaruudessa ja ajasta riippumattomassa potentiaalissa olevan yhden hiukka-

sen aaltofunktion aikakehitystä, joka postulaatin 4 mukaan määräytyy Schrödingerin yh-

tälöstä. Kun potentiaali on ajasta riippumaton 𝑉 = 𝑉(𝑥), voidaan aaltofunktio esittää 

muodossa Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝑓(𝑡). Tällöin Schrödingerin yhtälö voidaan separoida, jolloin 

saadaan kaksi tavallista differentiaaliyhtälöä. Paikkaosan differentiaaliyhtälöksi saadaan 

energian ominaisarvoyhtälö, jota kutsutaan ajasta riippumattomaksi Schrödingerin yhtä-

löksi. Tämän ominaisarvoyhtälön ratkaisusta saadaan energian ominaisfunktiot ja omi-

naisarvot. Saadut energian ominaisfunktiot muodostavat Hamilton operaattorin täydelli-

sen joukon {𝜓𝑛(𝑥)}. Näiden ominaisfunktioiden avulla määritetään stationääriset tilat ja 

ei-stationääriset tilat. Lisäksi tutkittiin näiden tilojen eroa tarkastamalla näiden tilojen to-

dennäköisyystiheyksiä. 

Seuraavaksi tarkasteltiin kvanttimekaanista harmonista värähtelijää. Ajasta riippumaton 

Schrödingerin yhtälö ratkaistiin Frobeniuksen sarjamenetelmän avulla. Tarkastelu koh-

distui erityisesti harmonisen värähtelijän paikka- ja liikemääräoperaattoreiden odotusar-

voihin ja niiden muutosnopeuksiin. Kun muutosnopeudet eli derivaatat lasketaan, huo-

mataan, että nämä toteuttavat klassisen mekaniikan liikeyhtälöt. 

Lopuksi tutkittiin Ehrenfestin teoreemaa. Luku aloitettiin todistamalla teoreema, lähte-

mällä liikkeelle ajasta riippumattoman operaattorin odotusarvon aikaderivaatasta. Pää-

dytään siihen tulokseen, että paikka ja liikemäärä operaatoreiden odotusarvot toteuttavat 

liikeyhtälöt. 

 
d

d𝑡
⟨𝑥⟩ = ⟨

𝑝

𝑚
⟩ 

d

d𝑡
⟨𝑝̂⟩ = − ⟨

𝜕𝑉(𝑥)

𝜕𝑥
⟩.  

Yleisesti Ehrenfestin teoreemasta ei seuraa suoraan operaattoreiden odotusarvojen 

klassinen käyttäytyminen. Jotta odotusarvot noudattaisivat klassisen mekaniikan liikeyh-

tälöitä, on seuraavan ehdon toteuduttava 

⟨
𝜕𝑉(𝑥̂)

𝜕𝑥
⟩ ≈

𝜕𝑉(⟨𝑥⟩)

𝜕⟨𝑥⟩
  ↔   ⟨𝑭(𝑥̂)⟩ ≈ 𝑭(⟨𝑥⟩). 
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Lisäksi tutkittiin, milloin tämä ehto toteutuu. Tultiin siihen tulokseen, että ehto toteutuu 

potentiaaleille, jotka ovat korkeintaan neliöllisiä muuttujan 𝑥 suhteen, [2] kuten esimer-

kiksi harmonisen värähtelijän potentiaali. Tällaiset potentiaalit pakottavat aaltofunktion 

lokalisoitumaan pienelle alueelle, jolloin paikan epämääräisyys on pieni suhteessa po-

tentiaalin arvon vaihteluun. Tämän takia aaltofunktion todennäköisyystiheys on kapea 

normaalijakauma, joka lähestyy klassista rajaa ja jonka aikakehitys noudattaa klassista 

liikerataa. 
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