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Puolijohteet ovat merkittdvasséa roolissa lahes kaikessa modernissa elektroniikassa. Useat
komponentit, kuten diodit, mikropiirit, transistorit ja aurinkokennot, rakentuvat puolijohteista. Puo-
lijohteet voivat poiketa ominaisuuksiltaan paljon toisistaan riippuen puolijohteen materiaalista ja

tyypista.

Téssé kandidaatintydssa tarkoituksena on selvittda puolijohteiden, erityisesti yhdistepuolijoh-
teiden, ominaisuuksia ja vydrakennetta. Tyd jakautuu kahteen osaan. Ensimmainen osa kasitte-
lee puolijohteita, yhdistepuolijohteita, niiden ominaisuuksia seké kiderakennetta. Toisessa osassa
keskitytdan yhdistepuolijohteiden mallintamiseen ja perehdytdan erityisesti tiukan sidoksen ap-
proksimaatioon (engl. Tight-binding model). Yhdistepuolijohteet ovat kahdesta tai useammasta
alkuaineesta muodostuvia puolijohteita. Yhdistepuolijohteet ovat padsaantdisesti suora-aukkoisia,
minka ansiosta ne soveltuvat hyvin suuren taajuuden sovelluksiin, kuten tehokkaisiin lasereihin.
Erilaisilla yhdisteilld voidaan myds tuottaa laaja skaala erisuuruisia nakyvan valon aallonpituuksia
vastaavia energia-aukkoja. Yhdistepuolijohteita kéytetdankin esimerkiksi erivérisissé ledeissa.

Puolijohteiden ominaisuudet perustuvat elektronien liikkeeseen materiaalissa, joten vydraken-
teen mallintaminen on mielekasta. Erityisesti mallinnuksessa voidaan selvittda energiavéiden muo-
don lisaksi energia-aukon suuruutta sekd aukkorakennetta. Mallinnusmenetelmiad on useita, mutta
tassa tydssa keskitytdan tiukan sidoksen approksimaatioon. Siind ajatellaan koko kiteen muodos-
tavan ikédan kuin suuren molekyylin, jolloin orbitaalit saadaan summana kiteessa olevien atomien
atomiorbitaaleista. Approksimaatiossa huomioidaan vain atomien uloimman kuoren orbitaalit, silla
sisempien kuorien elektronien ajatellaan olevan sitoutuneen tiukasti atomiin.

Tydssa mallinnettiin galliumarsenidin rakennetta huomioimalla vuorovaikutuksissa nelja Iahin-
t4 naapuriatomia. Mallissa kaytettiin semiempiirisin menetelmin saatuja vuorovaikutustermeja.
Energia-aukoksi saatiin 1,55 eV. Tata vastaava kirjallisuus arvo on 1,44 eV. Mallinuksessa tuotettu
kaistarakennekuvaaja on samankaltainen kuin tiheysfunktionaaliteoriaan perustuvat kuvaajat. Eri-
tyisesti mallinnuksessa ilmenee, ettd galliumarsenidilla on suora aukkorakenne. Tiukan sidoksen
approksimaatioon perustuvan mallin etuna on, ettd se on yksinkertainen toteuttaa ja laskennal-
lisesti kevyt. Sen avulla voidaan kuvata puolijohteen kaistarakennetta hyvinkin tarkasti, kun hy6-
dynnetdan sopivia parametreja. Mallin tarkkuutta voidaan parantaa myds huomioimalla useampia
naapuriatomeja. Mallin heikkoutena on, etta sit ei voida kayttdd suoraan aukkorakenteen en-
nustamiseen, vaan lahtékohdaksi tarvitaan tietoa materiaalin kaistarakenteesta. Tiukan sidoksen
approksimaatioon perustuvaa mallia voidaankin kayttd&d yhdessa jonkun toisen mallin kanssa esi-
merkiksi arvojen interpoloimiseen.

Avainsanat: yhdistepuolijohde, tiukan sidoksen approksimaatio, kaistarakenne, tiheysfunktionaali-
teoria
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1. JOHDANTO

Puolijohteiden tutkiminen alkoi 1800-luvulla, kun tutkijat havaitsivat joidenkin materiaa-
lien s&dhkdnjohtavuuden parantuvan lammitettdessd. Aiemmin metallien johtavuutta tut-
kittaessa oli havaittu painvastaista. Pian huomattiin, etta puolijohteiden johtavuutta voitiin
parantaa myo6s valaisemalla materiaalia. lImiéit voitiin selittda vasta vuosikymmenia myo-
hemmin, kun J.J. Thomson 18ysi elektronin vuonna 1897. Alettiin kehittdmaan kvanttime-
kaniikkaa ja teorioita, joilla voitaisiin kuvata elektronien liiketta kiintedssd materiaalissa.
Fyysikot kuten Felix Bloch ja Alan Herries Wilson kehittivat puolijohteille kaistarakenne-
esityksen, joka on edelleen merkittdvassa roolissa puolijohteiden ominaisuuksia tarkas-
teltaessa. [1]

Resistiivisyyden lampériippuvuuden liséksi puolijohteilla on muitakin hyédyllisia ominai-
suuksia kuten johtavuuden riippuvuus virran suunnasta. Olennaista on myds se, etté nai-
td ominaisuuksia voidaan muokata séhkékentan, lAmmaén ja valon avulla. Suuri osa nykyi-
sesta teknologiasta hyédyntéakin puolijohdekomponentteja: transistoreja, diodeja ja mik-
ropiireja. Puolijohteita on paljon erilaisia. Puhtaasta alkuaineesta koostuvia puolijohtei-
ta kutsutaan itseispuolijohteiksi. Kaytannén kannalta hyédyllisempia ovat kuitenkin seos-
tetut puolijohteet, joissa puhtaaseen aineseen on lisatty sopivia maaria epapuhtauksia.
Epépuhtauksien konsentraatiolla voidaan saadella puolijohteen ominaisuuksia. Yhdiste-
puolijohteet ovat kahdesta tai useammasta alkuaineesta muodostuvia puolijohteita. Ne
soveltuvat hyvin esimerkiksi optoelektronisiin laitteisiin. [1]

Taman kandidaatintydn tarkoituksena on selvittda puolijohteiden, erityisesti yhdistepuo-
ljohteiden, ominaisuuksia ja vy®- eli kaistarakennetta. Liséksi tydssa pohditaan erilai-
sia menetelmid mallintaa yhdistepuolijohteita seka vertaillaan mallien kéyttékelpoisuutta.
Osana mallinnusta on myds itse toteutettu yksinkertainen koodi, jonka tarkoitus on toimia
johdantona omien mallinnusten luomiseen.

Tyd alkaa teoriaosuudella, jossa késitellaan yleisella tasolla puolijohteita. Tasta edetdan
tarkastelemaan yhdistepuolijohteiden erityispiirteitd seké niiden hyddyllisyytta kaytannon
sovelluksissa. Yleisen kuvaamisen jalkeen perehdytdan yksityiskohtaisemmin ja mate-



maattisemmin kiderakenteeseen ja sen esitystapoihin. Tyén toinen osuus koskee mal-
lintamista. Sen aluksi pohditaan erilaisia malleja ja verrataan naitd keskendan. Lopuksi
perehdytaén itse tehdyn koodin tuottamiin tuloksiin ja verrataan niitd monimutkaisempien
mallien tarjoamiin tuloksiin.



2. PUOLIJOHTEET JA NIIDEN RAKENNE

Kiinteat aineet voidaan jakaa johteisiin, puolijohteisiin ja eristeisiin kaistarakenteensa pe-
rusteella. Kaistarakenne kuvaa aineessa olevan elektronin mahdollisia energiatiloja ku-
van 2.1 mukaisesti. Fermitaso merkitsee ylinta absoluuttisessa nollapisteessa miehitettya
energiatasoa. Tason alapuolella oleva valenssivy6 kuvaa siis ylimpia miehitettyja energia-
tiloja. Vastaavasti fermitason ylapuolella oleva johtavuusvyd kuvaa alimpia vapaita ener-
giatiloja. Kielletyn energia-alueen eli energia-aukon (engl. band gap), leveys maarittaa,
mihin kategoriaan aine kuuluu. Tyypillisid puolijohdemateriaaleja ovat esimerkiksi pii ja
germanium.[2]

‘ Vyot ovat
paallekkain

Energia-aukko

Fermitaso

Elektronin energia

Johde Puolijohde Eriste

Kuva 2.1. Fermitaso tarkoittaa ylintd miehitettyd energiatasoa absoluuttisessa nollapis-
teessa. Kuva perustuu ldhteeseen [3].

Sahkoa johtavilla materiaaleilla, kuten metalleilla, on vapaita elektroneja johtavuusvyélla
tai valenssivyd ja johtavuusvy0 ovat paallekkain. Puolijohteessa energia-aukko eli valivyd
on niin kapea, etta elektroneja voidaan siirtda valenssivydlta johtavuusvydlle esimerkiksi
valon tai lAmmén avulla. Eristeiden tapauksessa vaadittu energia on hyvin suuri. Esimer-
kiksi piin energia-aukko vastaa noin 1 elektronivolitia [4]. Puolestaan eristeend toimivan
piioksidin eli kvartsin energia-aukon leveys on noin 9 elektronivolitia [4]. [2]

Fermin—Diracin jakauma kertoo todennakdisyyden, jolla tietty energiatila on miehitetty.
Jakauman avulla voidaan arvioida, kuinka monta elektronia aineessa on fermitason yla-



puolella tietyssa l[ampdtilassa. Jakauma on mutoa

1
frp = — B-E, (2.1)

14 e a7

miss& L' on sallittu energiataso, £y on fermitason energia, kg on Boltzmannin vakio
ja T' on lampédtila [5]. Kuva 2.2 havainnollistaa jakauman riippuvuutta lampétilasta ja
energia-aukon leveydesta. Jakauman antamia pienié lukuarvoja tutkittaessa tulee huo-
mioida elektronien suuri maara aineessa seka esityksessa kaytetyn asteikon logaritmi-

suus. [2]
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Kuva 2.2. Laskemisessa on kéytetty ldmpdtilana 300 kelvinid ja energia-aukon leveytend
1 elektronivolttia.

Kun valenssivydn elektroni siirtyy johtavuusvydlle, se jattaa valenssivydlle aukon. Toinen
elektroni voi tayttda aukon ja ndin aukko siirtyy eteenpain. Kun puolijohde asetetaan ul-
koiseen sahkbdkenttdén, sdhkdvirta muodostuukin seka elektronien liikkeestd sahkdken-
tdn suuntaa vastaan etta aukkojen liikkeesta kentan suuntaisesti. [2]

2.1 Yhdistepuolijohteet

Perinteisten alkuainepuolijohteiden lisdksi on olemassa my®s erilaisia seos- ja yhdiste-
puolijohteita. Eri puolijohdetyypit ja -materiaalit poikkeavat ominaisuuksiltaan merkitta-
vasti toisistaan. Tassa luvussa kasitelldadn, mitd yhdistepuolijohteet ovat ja miten ne eroa-
vat alkuainepuolijohteista kuten piista.



Yhdistepuolijohteet ovat tyypillisesti joko jaksollisen jarjestelmén ryhmien I ja V' I tai ryh-
mien I11] ja V tai ryhman IV alkuaineiden yhdisteita. Tassa tydssa keskitytddn vain bi-
naarisiin eli kahden alkuaineen yhdisteisiin, vaikka on mahdollista muodostaa myés kol-
men tai neljan alkuaineen yhdistepuolijohteita. Galliumarsenidi, kemialliselta merkiltdan
GaAs, on yksi yleisimmin kaytetyista yhdistepuolijohteista. [4]

Yhdistepuolijohteilla on kaksi erittédin hyddyllistd ominaisuutta. Ne ovat tyypillisesti suora-
aukkoisia ja erilaisilla yhdisteilld voidaan saada aikaan hyvin laaja skaala eri suuruisia
energia-aukon leveyksia, jotka puolestaan vastaavat eri aallonpituuksia. Kaytdnnéssa
saavutetut aallonpituudet ovat valilla 3,5 pum - 200 nm. Yhdistepuolijohteita voidaan siis
hyédyntaa esimerkiksi erivaristen ledien valmistamisessa. Ledien toiminta perustuu sii-
hen, ettd johtavuusvyélle pumpatut elektronit palaavat valenssivyélle emittoiden fotonin.

[4]

Kuvassa 2.3 on havainnollistettu suoran aukon kasitettd. Puolijohteiden kaistarakenne
esitetdan tyypillisesti kdyttden kuvaajaa, jossa pystyakselilla on elektronin energia ja vaaka-
akselilla elektronin aaltovektori. Tahan esitystapaan perehdytdan tarkemmin myéhem-
missa luvuissa.

Suora-aukko A Epasuora-aukko

Johtavuusvyd

Johtavuusvyd

Energia

Vuorovaikutus
fononin kanssa

Energia

Valenssivyd .
Valenssivyd

Y
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Kuva 2.3. Piilld on epédsuora aukkorakenne.

Suora aukkorakenne tarkoittaa, etta elektroni voi siirtya suoraan valenssivyélta johtavuus-
vyoblle, kun se vastaanottaa sopivan maaran energiaa. Tama johtuu siita, ettd valenssi-
vyodn energian maksimi ja johtavuusvydn energian minimi sijaitsevat samalla aaltovekto-
rin arvolla. Epasuoran aukon tapauksessa elektronin siirtyminen on monimutkaisempaa,
silld energian lisdksi myds elekironin aaltovektorin on muututtava. Tama tarkoittaa, etta
elektronin on vuorovaikutettava hilavarahtelyjen eli fononien kanssa siirtydkseen vyélta
toiselle. Tasta seuraa, etté elektronin siirtyminen tilalta toiselle on paljon epatodennakéi-



sempaa kuin suoran aukon tapauksessa. Suora-aukkoiset puolijohteet ovat siis tehok-
kaampia. [4]

Sovelluksissa tyypillisesti elektroni saa siirtymiseen vaaditun maaran energiaa fotonilta
eli tapahtuu absorptio. Vastaavasti, jos elektroni palaa johtavuusvyélta valenssivydlle,
elektroni emittoi fotonin, jonka energia vastaa vdiden energioiden erotusta. Koska suora-
aukkoiset puolijohteet ovat tehokkaampia, ne soveltuvat epasuoran aukon puolijohteita
paremmin suuren taajuuden sovelluksiin esimerkiksi optoelektroniikassa, kuten ledeihin
ja laserdiodeihin. Myds esimerkiksi aurinkokennojen tapauksessa suora-aukkoisen gal-
liumarsenidipohjaisen kennon tehokkuus voi olla useita prosenttiyksikkdja parempi kuin
vastaavan piipohjaisen. [4] [6]

Yhdistepuolijohteilla on myds tiettyja heikkouksia. Vaikka ne sopivatkin tehokkaiden kom-
ponenttien materiaaleiksi suoran aukkorakenteensa puolesta, materiaaleina ne ovat tyy-
pillisesti kalliita, hauraita, ty6laitq valmistaa ja vaikeita muokata. Pii on puolestaan suh-
teellisen edullinen ja helposti muokattava materiaali. Tasté seuraa, ettd useimmat au-
rinkokennot ovat piipohjaisia, koska niiden valmistaminen on edullisempaa ja kennojen
tehokkuutta voidaan parantaa lisdamalla paksumpi kerros absorboivaa materiaalia. Sen
sijaan sateliiteissa kaytettavat kennot ovat galliumarsenidipohjaisia, jotta kennoista voi-
daan tehda mahdollisimman keveita, jolloin niiden Idhettdminen avaruuteen on halvem-
paa. [4] [6]

2.2 Kiderakenne

Kiteisilla aineilla on sdanndllinen kiderakenne eli atomit ovat jarjestyneet aineessa saan-
néllisesti. Tallaista rakennetta kutsutaan myds hilaksi. Kolmiulotteiset rakenteet voidaan
esittdd kayttden kolmea lineaarisesti riippumatonta kantavektoria a;, as ja ag [7]. Trans-
laatiosymmetrisid, periodisia rakenteita voidaan kuvata Bravais’n hilaksi kutsutun esityk-
sen avulla. Tama tarkoittaa, etté kaikki hilapisteet saadaan yhtalésta

T = U1ay + ugag + usasg, (22)

missad T on hila- eli translaatiovektori, u, us ja us ovat kokonaislukuja. Mitka tahansa
kaksi hilapistettd voidaan siis yhdistaa tallaisella hilavektorilla. TAma tarkoittaa, etta kaksi
pistettd hilassa, joiden etaisyys vastaa translaatiovektoria, ovat keskenddn samanlaiset.
Esimerkiksi galliumarsenidissa jokaista arsenidiatomia erottaa tallainen hilavektori. [8] [9]

Kantavektorit maarittavat suuntaissarmion. Tatd suuntaissarmidta kutsutaan alkeis- tai



yksikkdkopiksi, jos sarmién tilavuus on pienin mahdollinen. Toisin sanoen alkeiskoppi on
pienin sellainen suuntaissarmid, jota toistamalla saadaan esitettya koko kide. Kuvassa 2.4
on kuvattuna galliumarsenidin yksikk6koppi. Kantavektorit skaalataan usein vastaamaan
sarmibn sivun pituuksia. Talldin alkeiskopin siséltdmien atomien tai ionien paikat saadaan
yhtaldsta

r; = rja; + yaz + zas, (2.3)

missa r; on kyseessa olevan atomin keskipisteen sijainti ja luvut z;, y; seka z; kuuluvat va-
lille [0,1]. Alkeiskopin tilavuus saadaan laskettua kaavalla V. = |a; - a3 X ag|. Alkeiskopin
atomit tai ionit sijainteineen muodostavat kannan (engl. basis). Kannan ja hilavektorien
avulla saadaan esitettya aineen kiderakenne. [8] [9]

Kuva 2.4. Galliumarsenadilla on sinkkivélkerakenne. [10]

Kolmiulotteisessa tapauksessa on 14 erilaista mahdollista Bravais’n hilatyyppid, jotka voi-
daan symmetriaominaisuuksiensa perusteella ryhmitella 7 kidejarjestelmaksi. Naista puo-
lijohteiden kannalta olennaisimmat ovat kuutiollinen ja tetragoninen kidejarjestelma. Kun
tarkastellaan kiteen symmetriaominaisuuksia jonkin pisteen suhteen, voidaan 14 Bra-
vais’'n hilatyyppia jakaa edelleen 32 pistesymmetriaryhmaan. Kuutiollisella kidejarjestel-
malla on 5 pistesymmetriaryhmaa, joita merkitddn Schonflien notaatiossa 7', T}, O, T, ja
Op. Op-ryhma tunnetaan myods timanttirakenteena ja se kuvaa timantin liséksi myos esi-
merkiksi piin ja germaniumin rakenteita. Toinen tarkea ryhma 7 eli sinkkivalkerakenne
vastaa esimerkiksi galliumarsenidin ja indiumfosfidin rakenteita. [8]



2.2.1 Kaanteisavaruus ja -hila

Puolijohteiden rakennetta kuvattaessa kaytetdan usein kdanteisavaruutta eli niin sanot-
tua k-avaruutta. Nain aineen kolmiulotteista rakennetta voidaan mallintaa yksiulotteisilla
kuvaajilla, joissa energian arvot ovat pystyakselilla ja aaltovektori k vaaka-akselilla. Seu-
raavaksi tarkastellaan, kuinka kaanteisavaruusesitys syntyy ja kuinka sitd kaytanndsséa
hyédynnet&an kaistarakennekuvaajissa.

Bravais’n hilat ovat translaatio symmetrisida kaavan 2.2 mukaisesti. Tam4 tarkoittaa, et-
ta hilan ominaisuudet, muun muassa elektronitiheys n, ovat periodisia. Yhtaléna tama
voidaan kirjoittaa

n(r+T) = n(r), (2.4)

missa r kuvaa tarkastelupisteen sijaintia. Tama periodinen funktio voidaan yhdessa ulot-
tuvuudessa esittda Fourier-sarjana muodossa

12X

n(zx) = Z np exp (

p=—00

); (2.9)

a

missa n,, on sarjan kerroin, a on jakso, ¢ on imaginaariyksikko ja x on poikkeama. Kol-
messa ulottuvuudessa sarja on

n(r) = Z ngexp (iG - r), (2.6)
G

miss& G on joukko vektoreita, jotka tayttavat yhtalon 2.4 mukaisen symmetriaehdon. Voi-
daan todistaa, etta periodista rakennetta kuvaava sarja saa nollasta poikkeavia arvoja
vain ndilla vektoreilla. Sarjan kerroin saadaan kaavasta

1

ng = — n(r)exp (—iG - r)dV. (2.7)
VvC hila

Kerroin kuvaa aallon amplitudia réntgendiffraktiossa. [8]

Fourier-analyysin avulla saadaan muodostettua joukon G kantavektorit l1&htien suoran
hilan kantavektoreista. Kédanteishilan kantavektorit ovat muotoa

by — 27— 22 X 33 (2.8)

ap - (a2 X 33)7



X
by = 273 X A1 (2.9)
a; - (ag X ag)
X
by — 27— 142 (2.10)
ap - (a2 X 33)
Nimittaja vastaa alkeiskopin tilavuutta V.. Kantavektoreiden valilla on myds yhteys
b; - a; = 2765, (2.11)

missé 7 ja j vastaavat idekseja 1,2,3 ja 0;; = 1, jos ¢ = j, muuten J;; = 0. K&anteisa-
varuuden kantavektorit ovat siis kohtisuorassa kahden alkuperaisen kantavektorin viritta-
m&an tasoon ndhden.

Analogisesti hilavektorin 2.2 kanssa voidaan muodostaa kaanteishilan hilavektori
G = Ulbl -+ U2b2 -+ ’03b3, (212)

misséd v1, v ja v ovat kokonaislukuja. Nain saadaan siis muodostettua hilalle kdanteishi-
laesitys. Kuva 2.5 havainnollistaa hilan ja k&anteishilan valista yhteytta.

A

400 300 200 100 1/dio P2
b;

//
//
//
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Kuva 2.5. Kdénteisavaruuden pisteet vastaavat todellisen avaruuden tasojen joukkoa.
Esimerkkitasoja ja niitd vastaavia pisteitd on havainnollistettu vérein. Kdénteisavaruudes-
sa etdisyydet vastaavat todellisen avaruuden kdénteislukuja.

Kuvassa 2.5 on vasemmalla puolella esitetty suorahilarakenne ja oikealla sitd vastaa-
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va kaanteishila. Kirjaimella d viitataan tasojen vélista etisyytta ja alaindeksilla viitataan
joukkoon yhdensuuntaisia tasoja, jotka ovat vakioetdisyyden padssa toisistaan. Kaan-
teisavaruuden kantavektorit ovat kohtisuorassa tasoja vastaan kaavan 2.11 mukaisesti.
Kaanteisavaruudessa pisteiden etéisyydet origosta vastaavat tasojen vélisten etdisyyk-
sien kdanteisarvoja. On hyva huomata, ettd esimerkiksi kdanteisavaruuden piste 200 vas-
taa suorassa hilassa tasoja, joiden etdisyys toisistaan on pienempi kuin d;oo. Tarkemmin
kidetasojen merkintatavoista voi lukea esimerkiksi Charles Kittelin kirjasta [8].

2.2.2 Kaanteishilaesitys puolijohteiden mallintamisessa

Seuraavaksi pohditaan tarkemmin, miksi juuri kdanteishilaesitysta kaytetdan kuvattaes-
sa puolijohteiden kaistarakennetta. Kun tarkastellaan kahden réntgenséateen siroamista
kiteesta 2.6 mukaisesti, voidaan todeta, etta kiteen eri kohdista sironneiden sateiden va-
linen vaihe-ero on exp (i(k — k') - r), missa k on alkuperaisen sateen ja k’ heijastuneen
sateen aaltovektori ja r on vektori origosta kappaleeseen dV'. Niin sanottu sirontavektori
Ak = k’ — k saadaan aaltovektorien erotuksena. [8]

Kuva 2.6. Kappaleeseen dV saapuvan sdteen matkaero origoon saapuvaan verrattuna
on rsinf, joten vaihe-ero on (2wrsinf)/A = k - r, missd A merkitsee aallonpituutta.
Vastaavasti taittuneen séteen vaihe-ero on —k - r.

Integraalin
F = /n(l) exp (—iAk -1)dV (2.13)

arvoa kutsutaan sironta-amplitudiksi. Sironta-amplitudi voidaan esittda kayttaen elektro-
nitieheyden Fourier-sarjaa 2.6

F= /Z ng exp (iG - 1) exp (—iAk - 1) dV, (2.14)
G
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F = Z/ng exp (i(G — Ak) - 1) dV. (2.15)
G

Kun Ak = G, sironta-amplitudin lauseke sievenee muotoon
F=Vng. (2.16)

Kun sirontavektori poikkeaa merkittavasti kdanteishilan hilavektorista, sironta-amplitudin
arvo on niin pieni, etta se voidaan sivuttaa. Toisin sanoen tarkastelun kannalta olennaisia
ovat vain sateet, joille diffraktioehto

Ak =G (2.17)
patee. Tasta voidaan johtaa myds Braggin laki
2dsin(f) = nA, (2.18)

missé # on aallon tulokulma tasoon ndhden kuvan 2.7 mukaisesti ja A\ on aallonpituus.
Kvalitatiivisesti energia-aukkojen muodostuminen voidaankin ymmartaa Braggin lain avul-
la. Aallonpituus aaltoluvun avulla esitettynd on A = 2% Kun tulokulma on 90° eli 3, saa-
daan yhtaldsté ratkaistua

nm
k=—. 2.19
7 (2.19)

Tama tarkoittaa sitd, ettd aallot joiden aaltoluku on yhtalén 2.19 antamaa muotoa, eivat
ole etenevia vaan seisovia aaltoja. Taten elektronit eivat voi liikkua néissé alueissa.[8]

—@ ° ® ° o

Kuva 2.7. Braggin laki kuvaa esimerkiksi rontgenséteen diffraktiota kiteestd. [11]
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Diffraktioehto 2.17 voidaan ilmaista my6s Lauen yhtéldiden avualla

aj - Ak = 27TV1, (220)
ag Ak = 27TV2, (221)
ag - Ak = 27TV3. (222)

Visuaalisesti ajateltuna jokainen naisté ehdoista muodostaa kartion. Heijastuneen siron-
tavektorin tulee siis sijaita naiden kartioiden leikkausjanalla.

2.3 Brillouinin vyohykkeet

Kaanteisavaruudessa yksikkdkoppia vastaava kéasite on ensimmainen Brillouinin vybhy-
ke. Se on pienin monitahokas, joka muodostuu tasoista, jotka puolittavat kdanteishilan
kantavektorit. Kuvassa 2.8 on havainnollistettu ensimmaisen Brillouinin vyéhykkeen muo-
toa.

Kuva 2.8. Vasemmalla puolella on hila ja oikealla tdtd vastaava kdénteishila. Kaanteishi-
laan on merkitty myés ensimmadinen Brillouinin vybhyke ja tdméan symmetriapisteet. [12]

Brillouinin vyéhyketté sisdpuolella olevista symmetriapisteista kaytetdan kreikkalaisia kir-
jaimiaI',A, A ja . Vydhykkeen pinnalla olevia merkitdan roomalaisin kirjaimin X', L ja K.
I" on vybhykkeen keskipiste. X on pinnan leikkauspiste suunnassa (1,0,0), L suunnassa
(1,1,0) ja K suunnassa (1,1,1). A vastaa suoraa siirtymaa keskipisteesta I" pisteeseen
X, A pisteeseen L ja X pisteeseen K. [12]
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3. YHDISTEPUOLIJOHTEIDEN MALLINTAMINEN

Materiaalien, kuten puolijohteiden, mallintamiseen voidaan kayttaa useita erilaisia malleja
tai niiden yhdistelmia. Puolijohteiden tapauksessa mallinnuksen kohteena on usein kais-
tarakenne, joten olennaista on tarkastella elektronien kaytdsta materiaalissa. Elektroneja
on kuitenkin hyvin paljon ja Schrddingerin yhtalén ratkaiseminen eksaktisti monimutkai-
sille systeemeille on kaytdnnéssa mahdotonta ja vaatii paljon laskentatehoa. Onneksi on
kuitenkin olemassa erilaisia mallinnustapoja, jotka tuottavat hyvia tuloksia. Mallit perustu-
vat aina tietynlaiseen approksimaatioon, joka yleensa koskee elektronin vuorovaikutusta
muiden elektronien, atomien ja protonien valilla. Tyypillisia menetelmia puolijohteiden ta-
pauksessa ovat esimerkiksi Hartree-Fock, vapaan elektronin malli, tiheysfunktionaaliteo-
ria, Kronig-Penney-malli ja tiukan sidoksen approksimaatio (engl. Tight Binding model).
Té&ssa luvussa keskitytdan kahteen viimeksi mainittuun malliin. [13] [12]

Ensin perehdytdan Kronig-Penney-malliin, jossa tarkastellaan vapaan elektronin kayttay-
tymisté jaksollisessa potentiaalissa. Samalla esitellddn myds Blochin teoreema. Toise-
na tarkastellaan atomiorbitaalien lineaarikombinaatioihin perustuvaa tiukan sidoksen ap-
proksimaatiota.

3.1 Kronig-Penney-malli

Puolijohteiden rakennetta voidaan kuvata mallilla, jossa approksimoidaan atomien va-
lenssielektroneja vapaina elektroneina jaksollisessa potentiaalissa. Oletetaan myés, etta
hila on symmetrinen ja &aretdn Bravais’n hila, eivatka elektronit vuorovaikuta keskenaan
[8]. Hiloista puhutaan tarkemmin luvuissa 2.2 ja 2.2.1. Olennaista on, etta aineen rakenne
on jaksollinen, mista seuraa, ettd myds potentiaalia voidaan pitda jaksollisena. Mallissa
tarkastellaan elektronien aaltofunktioita yhdessa ulottuvuudessa.[2]

Jokaisen elektronin tulee toteuttaa Shroédingerin yhtalé

—h? PyY(x)

2m, Ox?

+U(@)p(r) = By (x), (3.1)
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miss& h on redusoitu Planckin vakio, m. on elektronin massa, U(x) kuvaa jaksollista
potentiaalia ja E' elektronin energiaa. Kuvassa 3.1 on esitetty eras jaksollinen potentiaali.

1.0 —

0.8

0.6

U(x)

0.4

0.2

0.0

Kuva 3.1. Blochin teoreeman kannalta on tdrkedd, ettd potentiaali on jaksollinen, muo-
dolla ei ole niinkddn merkitystéa.

Yleisesti tiedetdan, ettd yhden elektronin tapauksessa Scréndingerin yhtalén ratkaisut
ovat muotoa

¢k(x) — Aei(kx—wt) j:Bei(kJ:—wt), (32)

missd A ja B ovat kompleksilukuja, k£ on aaltoluku, = kuvaa elektronin paikkaa, w on
kulmataajuus ja t on aika.

Felix Bloch todisti, ettad potentiaalin olessa jaksollinen, ratkaisut ovat muotoa

U(r) = uk(r)eik'r. (3.3)

Ratkaisut ovat siis tasoaaltoja kerrottuna periodisen potentiaalin funktiolla uy (r) = uy (ir-
T), missé T on potentiaalin jakso, joka vastaa kaavan 2.2 translaatiovektoria. Yhdessa
ulottovuudessa teoreema saa muodon ¢ () = u(x)e*. [8]

Blochin teoreema kertoo siita, etté ainakin jollakin energian arvoilla elektroni voi edeta ki-
teessa vapaasti. Tulokseksi saadaankin tietyt jatkuvat energia-alueet eli energiavy6t. Nii-
den véliin jaa kiellettyja energia-alueita eli valivoita. Valivy6t ilmenevét aaltoluvun arvoilla
k = +£7%7, missd n € N ja d on kidetasojen valinen etéisyys. Kuvassa 3.2 on esitetty
jaksollisessa potentiaalissa olevan elektronin energia verrattuna vapaan elektronin ener-
giaan I/ = %
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—  Kronig-Penney-malli
Vapaa elektroni

E [eV]

-2 -1 0 1 2
k [a/ m]

Kuva 3.2. Epéjatkuvuuskohtien ulkopuolella vapaan ja periodisessa potentiaalissa olevan
elektronin kuvaajat ovat muodoltaan samankaltaiset. [14]

Epéjatkuvuuskohtien laheisyydessa jaksollisessa potentiaalissa olevan elektronin ener-
gian kuvaaja kaartuu voimakkaasti. Alimman energian vyd l6ytyy aaltoluvun arvoilta k €
(*7“, %) joka itseasiassa vastaa ensimmaista Brillouinin vydhyketta. Yleensa vyét esite-
taankin siten, ettad ne siirretaan talle aaltoluku valille.

3.2 Tiukan sitoutumisen malli

Molekyyliorbitaaliteoria perustuu ajatukseen, ettd atomien liittyessé toisiinsa kovalentti-
silla sidoksilla syntyvad molekyyliorbitaali voidaaan esittda atomiorbitaalien lineaarikombi-
naationa. Vain uloimman kuoren elektronien katsotaan vaikuttavan orbitaalien syntyyn,
silla sisemmat elektronit ovat tiukasti sitoutunet atomiin, mihin mallin nimikin viittaa. Tiu-
kan sidoksen approksimaatiossa molekyyliorbitaalin kasite laajennetaan koskemaan kaik-
kia kiteen atomeja. Syntyvét orbitaalit voivat olla sitovia, hajottavia tai ei-sitovia riippuen
aaltofunktioiden vaiheesta. Molekyyliorbitaaleja on yhtd monta kuin atomiorbitaaleja on
yhteensd. Taman seurauksena syntyy siis uusia energiatasoja kuvan 3.3 esimerkin mu-
kaisesti. [13]

Kiteissa on paljon atomeja ja atomiorbitaalien lineaarikombinaatioina syntyykin paljon or-
bitaaleja. Talldin energialtaan 1ahekkain olevia orbitaaleja voidaan approksimoida ener-
giavéilla diskreettien energiatasojen sijaan, kuten kuvassa 3.4 on tehty. [13]
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Kuva 3.3. Happiatomien uloimman elektronikuoren atomiorbitaalit muodostavat sitovia ja
hajottavia molekyyliorbitaaleja. Hajottavia orbitaaleja merkitdédn yldindeksilld *. Hajotta-
vien orbitaalien energia on sitovia suurempi. [15]

=10~ ay
|ohtavuus-
Wy

A

.

Valenssi-
VYo

d atomien valinen etaisyys

Kuva 3.4. Vydt muodostuvat Idhekkdin olevista orbitaaleista. Energia-aukon leveys riip-
puu kyseessd olevasta atomista, sidostyypisté ja kiderakenteesta. Kuva perustuu ldhtee-
seen [16].

Tarkastellaan seuraavaksi tiukan sidoksen approksimaatiota matemaattisemmin. Jaetaan
kidettd kuvaava Hamiltonin operaattori kahteen osaan

H - Hat + VY, (34)

missd H, vastaa yksittéisten atomien Hamiltonin operaattoreiden summaa ja V' kuvaa
atomien vuorovaikutuksesta aiheutuvaa hairiéta. [17]

Merkitdan atomin [ sijaintia kiteessa

r; = T] + ry, (35)
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missa j viittaa hilapisteeseen, T'; on yht&lén 2.2 mukainen translaatiovektori ja r; kuvaa
atomin paikkaa alkeiskopissa yhtalén 2.3 mukaisesti.

Kaytetdan yksittisen atomin [ Schrédingerin yhtalélle merkintaa

hipmi(r — rj1) = Epidpu(r —150), (3.6)

missa h; on atomia vastaava Hamiltonin operaattori, F,,; vastaa tilan m energiaa ja ¢,,;
on tilan aaltofunktio. Koko kidettéd koskeva H,; voidaan siis kirjoittaa muodossa

Hat = Z hlgbml(r — rjl)~ (37)
7,1

Aaltofunktioita ¢,,;c kutsutaan Blochin funktioiksi, silla kiteen symmetrian takia ne taytta-
vat Blochin ehdon 3.3 ja ovat muotoa

1 -
Prmi(T) = N ; "I (r — 1), (3.8)
missd N on hilapisteiden j lukumé&aré ja kerroin %ﬁ seuraa summan normeeraukses-

ta. Mallin kannalta on olennaista, ettad eri atomeihin lokalisoituneet Blochin funktiot ovat
ortonormaaleja eli

i} 1, josl'=1jaT; =0
/¢m'l'k(r)¢mlk(r - I‘jl) dr = (3.9)

0  muuten,

missa ylaindeksia kayetdan erottamaan eri atomit toisistaan. Aaltofunktiot voidaan muut-
taa ortonormaaliin muotoon esimerkiksi kayttamalla Léwdinin menetelm&a [18].

Kiteen Hamiltonin operaattoria H vastaavat aaltofunktiot saadaan Blochin funktioiden 3.8

summana
Yi(r) = Z Crni Pk (T — Tj7). (3.10)
m,l

Variaatiolaskennan Rayleighin-Ritzin menetelméan mukaisesti sopivimmat aaltofunktiot ¢
saadaan minimoimalla kertoimia c,,; [19]. Talléin paadytaan lopulta yhtaléén

Z Conrt (K) (Hpt vy — Oy O Exe) = 0, (3.11)

m,l
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miss& Hamiltonin matriisielementit saadaan yhtalésta

Hotrr = (o | H | Orviv) (8.12)

joka on esitetty kayttden Diracin merkintatapaa[13]

Kun sijoitetaan Blochin funktioiden lauseke 3.8 yhtalédén 3.12, saadaan matriisielemen-
teille lauseke

% I‘/ll I']l k

N N
e
Hyy m’l’ E E ¢ml(1' - I‘jl)|H|<Z5m'z' (I' - rj’l’)>
J

]/

N
= > e G (2 — w0) | H G (v = 150)) (3.13)
J

Yhtal6lle 3.11 on olemassa ei-triviaaleja ratkaisuja, kun determinantti on nolla
H - E(k)I| =0, (3.14)

missa matriisi H koostuu elementeista H,,,; .,/ ja I on yksikké matriisi.

3.3 Galliumarsenidin kaistarakenteen mallintaminen tiukan
sidoksen mallilla

T&ssa osiossa esitelldédn edellisessa luvussa esiteltyyn tiukan sidoksen approksimaatioon
perustuva mallinnus. Tamén avulla lasketaan GaAs-puolijohteen kaistarakenne. Ensin
kaydaan lapi mallinnuksen teoriataustaa seka esitelldén laskennassa kaytetyt arvot. Lo-
puksi tarkastellaan mallin kayttékelpoisuutta ja verrataan sitd muihin yleisesti kaytettyihin
malleihin. Laskentaan kaytetty koodi 16ytyy liitteesta A.

Galliumarsenidin kannassa on kaksi atomia [12]. Merkitd&n galliumia kirjaimella ¢ (ka-
tioni, engl. cation) ja arsenidia kirjaimella a (anioni, engl. anion). Luvussa 3.2 esietetty
indeksi [ vastaa siis nyt naita atomeja.

Tiukan sidoksen approksimaatiossa huomioidaan vain uloimman elektronikuoren vaiku-
tus orbitaalien muodostumiseen. Galliumin elektronikonfiguraatio on [Ar]3d'%4s?4p" ja
arsenidin [Ar]3d'°4s%4p3, missa Ar tarkoittaa argonia [13]. Mallissa huomiodaan siis vain
neljannen kuoren s- ja p-orbitaalien elektronien vuorovaikutus. Kéytetdan naista orbitaa-
leista merkintéjé s, p., py ja p.. Edelleen merkinta sa viittaa galliumin s-orbitaaliin.
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Tiukan sidoksen approksimaatiossa oletettiin kiteen aaltofunktioiden muodostuvan sum-
mana kaikista kiteen atomeista lausekkeen 3.10 mukaisesti. Mallinnuksessa on kuitenkin
paatetty huomioida vain atomin itsensa lisaksi vain lahimmat naapurit. Galliumarsenidin
tapauksessa jokaista atomia ympéardi nelja toisen tyypin atomia sdanndllisen tetraedrin
muodossa, kuten kuvassa 3.5 on esitetty. Mallinnuksessa indeksi j saa siis arvot 1, 2, 3,
4jab5.[12]

Kuva 3.5. Atomin I&himmdt naapuriatomit ovat sijoittuneet sddnnollisen tetraedrin muo-
toon. [10]

Luvussa 2.2 esiteltiin tavallisimmat kiderakenteet. Galliumarsenidilla on sinkkivalkeraken-
ne. Tast4 seuraa, ettd alkeiskopissa gallium-atomien paikat ovat (000),(033), (303).(330)
ja arsenidi-atomien (377),(322), (272) ja (221) [8]. Mallinnuksessa kulloinkin kasitelt-
van atomin on ajateltu sijaitsevan kohdassa (000), jolloin sen lahimmat naapurit sijaitse-

vat kohdissa

d = 7(1,1,1), (3.15)
dy = (1, ~1,—1), (3.16)
dy — %(—1,1,—1) (3.17)
ja

dy = Z(—1,—1,1). (3.18)

Talléin yhtalén 3.13 eksponenttiosa, joka johtuu eri pisteissa sijaitsevien atomien vaihe-
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eroista, voidaan esittda vaihe-erotermin g, avulla. Koska mallinnuksessa huomioidaan
nelja naapuria ja itsensa kanssa atomilla ei ole vaihe-eroa, vaihe-erotermeja on nelja ja
summassa on nelja termia

1 . 4 . .
g1 = ZL(el(dl.k) + el(d2'k) + el(dS'k> + €l(d4.k)), (319)
1 . . : 4
go = Z_Jl<ez(d1-k> + 6z(dz-k) N ez(dg-k) . €Z(d4-k))’ (3_20)
1 . 4 : 4
g5 = (1) — el k) — erlely), (3.21)
ja
1 4 , .
gy = Z(ez(dl-k)ez(dgk) _ ez(dg-k) + ez(d4~k))' (3.22)

Kun tarkastellaan vain ensimmaisessa Brillouin vyéhykkeessa sijaitsevia aaltovektoreita,
voidaan aaltovektori kirjoittaa k = %(lﬁ, ks, k3). Talloin vaihe-erot voidaan kirjoittaa
mky ko mk mky ko ks

5 ) cos( 5 ) cos( 23)—isin(7)sin(7)sin(7), (3.23)

g1 = cos(

wky. . wke ks 7wk ko ks

= — — —)sin(—= / Si 24
go cos( 5 ) sin( 5 ) sin( 5 ) + i sin( 5 ) cos( 5 ) cos( 5 ), (3.24)
. 7T]€1 7T]€2 . 7'(']{33 . 7T/€1 . 7T]€2 7T]€3
_ M 2 AR 2
g3 sin( 5 ) cos( 5 ) sin( 5 ) + i cos( 5 ) sin( 5 ) cos( 5 ), (3.25)
ja
. 7Tk'1 . 7Tk2 7Tk3 . 7Tl€1 7Tk2 . 7T]€3
- _ ™M v i) ) 2
g4 sin( 5 ) sin( 5 ) cos( 5 ) + i cos( 5 ) cos( 5 ) sin( 5 ) (3.26)
Kéytetaan orbitaalien energioille merkintaa
ja merkitdan atomien vuorovaikutuksesta johtuvia hairiétermeja
<¢ml|H|¢m’l’> == V(ml, m’l'), (328)

missd m # m' jal # ['. Kiteen symmetrian takia vuorovaikutustermit atomin s- ja p-
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orbitaalien, seka eri p-orbitaalien valilla on nolla. [17]

Ylldmainittuja approksimaatioita ja merkintdja soveltaen on saatu galliumarsenidin Hamil-
tonin matriisille taulukon 3.1 mukainen esitys. Matriisissa toisiaan vastaavat vuorovaiku-
tustermit on korvattu samalla merkinnalla ja eri p-orbitaaleihin on viitattu orbitaalin alain-
deksilla merkinnan lyhentamiseksi.

Taulukko 3.1. Taulukko kuvaa galliumarsenidikiteen Hamiltonin matriisia.

mi sa sc p.a p,a p.a p.C p,C p.c
sa E(sa) V(s,s)go0 0 0 0 V(sa,pc)g; V(sa,pc)ga V(sa,pc)gs
sC V(s,s)g; E(sc) -V(pa,sc)g; -V(pa,sc)gs -V(pa,sc)g; 0 0 0
psa 0 -V(pa,sc)g: E(pa) 0 0 V(x,X)g0 V(x,y)93 V(x,y)g2
pya 0 -V(pa,sc)g2 0 E(pa) 0 V(x,y)g3 Vixx)go  V(Xy)g
p.a 0 -V(pa,sc)gs 0 0 E(pa) V(x,y)92 V(x,y)g1 V(x,X)do
p.C | V(sa,pc)gy 0 V(x,x)g5 V(x,y)g3 V(x,y)9; E(pc) 0 0
pyc | V(sa,pc)g; 0 V(x.y)g3 V(x,x)g5 V(x,y)g1 0 E(pc) 0
p-c | V(sa,pc)g; 0 V(x,y)g5 V(x,y)g1 V(x,x)g5 0 0 E(pc)

Matriisin rivien ja sarakkeiden maéra saadaan kertomalla kannan atomien maaré huo-
mioitujen orbitaalien maaralla. Tdman mallinnuksen tapauksessa rivien mdara on 2 x4 =
8. Huomioitujen naapuriatomien maaralla ei ole merkitysta. Rivien lukumaara vastaa mal-
linnuksessa saatavien voiden lukumaarda. Galliumarsenidin kaistarakenne saadaan rat-

kaisemalla energiat eli ominaisarvot yhtalésta 3.14.

Matriisielementtien laskemiseen on olemassa useita eri tapoja. Erds hyvin kéytetty on
Slaterin ja Kosterin esittelema integroimismenetelma[20]. Tassa mallinnuksessa on kui-
tenkin paatetty kéyttda empiirisin menetelmin saatuja arvoja, jotka on esitetty taulukossa
3.2 [17]. Empiirisen menetelman tarkoitus on paasta mahdollisimman pienella maaralla
matriisielementteja hyviin tuloksiin. [17].

Taulukko 3.2. Taulukko kuvaa galliumarsenidikiteen Hamiltonin matriisia.

E(sa) E(pa) E(sc) E(pc) V(ss) V(xx) V(xy) | V(sa,pc) | V(pa,sc)

-8.3431 | 1.0414 | -2.6569 | 3.6686 | -6.4513 | 1.9546 | 5.0779 | 4.4800 | 5.7839

Hilavakiona on kaytetty arvoa 5.65315 A [21].

3.4 Tulokset ja vertailu

Lampdtilassa T' = 300 K galliumarsenidin energia-aukon suuruus on 1,441 eV tauluk-
kokirjan mukaan [21]. Mallinnuksessa arvoksi saatiin 1,550 eV. Kuvassa 3.6 on esitetty
tiukan sidoksen malliin perustuva kaistarakennekuvaaja.
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Kuva 3.6. Galliumarsenidilla on suora-aukkorakenne. Fermitaso sijaitsee sinisen katko-
viivan yldpuolella.

Saatua kaistarakennetta voidaan verrata kuvaajaan 3.7, joka on tuotettu tiheysfunktionaa-
liteoriaan (engl. density functional theory, DFT) perustuvalla mallilla [22].
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Kuva 3.7. Tiheysfunktionaaliteorialla saadaan laskettua kaistarakenne tarkasti. Oikealla
on kuvattu energiaa vastaavat elektronitiheydet. [22]

Kuvia vertaillessa tulee huomioida hieman eroavat symmetriapisteet, joissa kaistaraken-
netta on kuvattu. Kuitenkin voidaan havaita, etta energiavéiden rakenne on hyvin saman-
lainen etenkin alimpien véiden osalta. Molemmissa kuvaajissa ilmenee hyvin galliumar-
senidin suora aukkorakenne, miké tekee galliumarsenidista erittain kayttékelpoisen puoli-
johteen, kuten luvussa 2.1 on kuvattu. Ylempia johtavuusvéita voitaisiin mallintaa kaytta-
malla esimerkiksi perioidisen potentiaalin approksimaatiota [12]. Mydskin huomioitavien
naapuriatomien maaran lisddminen parantaisi ylempien véiden muotoa [17].
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Tiukan sidoksen mallia voidaan kayttda yhdessa jonkin tarkemman mallin kanssa inter-
poloimaan arvoja symmetriapisteiden vélissa [20]. Yksinkertaisuutensa vuoksi malli on
erityisen kayttdokelpoinen tapauksissa, joissa halutaan kuvata suuria kiteita, silla malli ei
vaadi suurta laskentatehoa. Tiukan sidoksen mallia ei kuitenakaan voida yksindan kayt-
tdd ennustamaan kiteen kaistarakennetta, vaan se tarvitsee aina tuekseen toisen mallin
tai empiirisin menetelmin saatuja arvoja.
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4. YHTEENVETO

Yhdistepuolijohteet toimivat perustana monille nykyisille elektronisille laitteille etenkin op-
toelektroniikassa. Yhdistepuolijohteet ovat alkuainepuolijohteita tehokkaampia suoran kais-
tarakenteensa takia. Galliumarsenidi on yleisimmin kaytettyja yhdistepuolijohteita juuri ta-
ma&n ominaisuutensa ansioista. Galliumarsenidipuolijohteisiin liittyy kuitenkin myds paljon
haasteita muun muassa materiaalin valmistusmenetelmien ja -kustannusten takia.

Tydssa mallinnettiin galliumarsenidin kaistarakennetta tiukan sidoksen mallilla. Mallinnuk-
sesta voidaan todeta, etta yksinkertaisuudesta huolimatta tiukan sidoksen approksimaa-
tio kuvaa puolijohteiden rakennetta hyvin. Semiempiiristen lahtdarvojen avulla on paasty
hyviin tuloksiin. Energia-aukoksi saatiin 1,550 eV, mik& on melko l&hell& kokeellista arvoa
1,441 eV. Kaistarakennekuvaaja vastasi melko hyvin tiheysfunktionaliteettiteorialla saatu-
ja arvoja, etenkin valenssivydn muodon osalta. Mallian voidaan pitda onnistuneena eten-
kin sen takia, etta siind ilmenee galliumarsenidin suora aukkorakenne.

Mallia voitaisiin edelleen kehittda lisdamalla parametreja ja sovittamalla nykyisia vastaa-
maan paremmin kokeellisia arvoja. Mallin vahvuutena onkin sen muokattavuus. Tiukan si-
doksen malliin voidaan helposti lisata termeja, joilla huomioidaan yksinkertaisessa mallis-
sa sivuutettuja vuorovaikutuksia. Esimerkiksi mallissa voitaisiin huomioida epéapuhtausa-
tomien vaikutuksia. Mallia olisi myds mielenkiintoista testata epasuora-aukkoisilla puoli-
johteilla, kuten piilla. Talléin voitaisiin tarkastella, vaatiiko malli lisdé termeja epéasuoran
aukon mallintamiseen.
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Simple TB-approximation based calculation for GaAs band structure.

mimn

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from math import sin, cos, pi

# lattice constant at T=300K according to CRC Handbook of Chemistry
# and Physics. (1978), (A)
a = 5.65315

# zinchlende structure, neighbour atoms at 4 corners of tetrahedron

t1l = a/4*np.array([1,1,1])

t2 = a/4*np.array([1,-1,-11)
t3 = a/4*np.array([-1,1,-1])
t4 = a/4xnp.array([-1,-1,1])
tau=np.array([t1,t2,t3,t4])

def phase_difference(k):

Calculates phase differences between electrons on different
orbitals.

:param k: wavevector

:return: phase differences

mmnn

k[0]xpi/2
k[1]*pi/2
k[2]*pi/2
cos (kx)*cos(ky)*cos(kz)-1j*sin(kx)*sin(ky)*sin(kz)
-cos(kx)*sin(ky)*sin(kz)+1j*sin(kx)*cos(ky)*cos(kz)
-sin(kx)*cos(ky)*sin(kz)+1j*cos(kx)*sin(ky)*cos(kz)
-sin(kx)*sin(ky)*cos(kz)+1j*cos(kx)*cos(ky)*sin(kz)

(o]
(o]
m o mommn mnnu

return 9@, 91, 92, g3

def hamiltonian(k):

First version of Hamiltonian.

Values for energy according to TIGHT-BINDING CALCULATIONS OF THE
VALENCE

BANDS OP DIAMOND AND ZINCBLENDE CRYSTALS

by Chadi, D.J.Cohen, Marvin L (1974)

:param K: wavevector

:return: hamiltonian

mimn

matrice
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57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74

75
76
77
78

79

80

81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110

Es® = -6.01

Esl = -4.79

Ep® = 0.19

Epl = 4.59

Vss = -7.00

Vs@p = 7.28

Vslp = 3.70

Vxx = 0.93

Vxy = 4.72

90,91,92,93=phase_difference(k)

g00 = np.conjugate(gd)

g1l = np.conjugate(gl)

g22 = np.conjugate(g2)

g33 = np.conjugate(g3)

rl = np.array([Es®, Vssxg®, 0, @, 0, VsOpxgl, VsBpxg2, VsBpxg3])

r2 = np.array([Vss*g00, Esl, -Vslp*gll, -Vslp*g22, -Vslp*g33, O,
0, 01)

r3 = np.array([0, -Vslpxgl, Ep@, 0, 0, Vxx*g®, Vxy*g3, Vxyxgl])

r4 = np.array([0, -Vslpxg2, 0, Ep@, 0, Vxy*g3, VxxxgQ, Vxyxgll)

r5 = np.array([0, -Vslpxg3, 0, @, Ep@, Vxyxgl, Vxyxg2, VxxxgQ])

ré = np.array([Vs@pxgll, 0, Vxx*g0®, Vxy*g33, Vxyxgll, Epl, 0, @
D

r7 = np.array([Vs@pxg22, 0, Vxyxg33, Vxx*g0@, Vxyxg22, @, Epl, ©
D

r8 = np.array([VsOp*g33, 0, Vxyxgll, Vxyxgll, Vxx*g@®, 0, 0, Epl
D

H=np.array([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8])

return H
def hamiltonian2(k):

Second version of Hamiltonian.

Values for energy according to A SEMI-EMPIRICAL TIGHT-BINDING

THEORY OF THE ELECTRONIC STRUCTURE OF SEMICONDUCTORS

by P. VOGL, HAROLD P. HJALMARSONS and JOHN D. DOW (1981)

:param k: wavevector

:return: hamiltonian matrice

Esa = -8.3431

Epa = 1.0414

Esc= -2.6569

Epc = 3.6686

Vss= -6.4513

Vxx = 1.9546

Vxy = 5.0779

Vsapc = 4.48060

Vpasc = 5.7839

# phase differences

g0, g1, 92, g3 = phase_difference(k)

g0S = np.conjugate(g@)

g1S = np.conjugate(gl)

g2S = np.conjugate(g2)
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113
114

115

116
117
118
119

120

121

122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144

145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162

g3S = np.conjugate(g3)

# rows for hamiltonian

rl = np.array([Esa, Vss*g@, @, @, @, Vsapcxgl, Vsapc*g2, Vsapc*g3
1

r2 = np.array([Vss*g@S, Esc, -VpascxglS, -Vpascxg2S, -Vpascxg3S,
0, 0, 8])

r3 = np.array([0, -Vpasc*gl, Epa, 0, 0, Vxxxg®, Vxy*g3, Vxy*g2])

r4 = np.array([0, -Vpascxg2, 0, Epa, 0, Vxyxg3, VxxxgQ, Vxyxgll)

r5 = np.array([®, -Vpascxg3, 0, 0, Epa, Vxyxg2, Vxyxgl, VxxxgQ])

ré = np.array([Vsapc*glS, 0, Vxxxg@S, Vxy*g3S, Vxy*g2S, Epc, 0, 0
D

r7 = np.array([Vsapcxg2S, 0, Vxyxg3S, Vxx*g@S, VxyxglS, @, Epc, ©
1

r8 = np.array([Vsapc*g3S, 0, Vxyxg2S, VxyxglS, Vxxxg0S, @, @, Epc
1)

H=np.array([ri1,r2,r3,r4,r5,ré6,r7,r8])

return H
def solve_eigs(H):

mmnn

Solves energies from Hamiltonian as eigenvalues.
:param H: hamiltonian

:return: eigen values ie. energies

mmnn

eigs=np.linalg.eigvals(H)

return eigs

def energy_plot(N,E, bands=0):
Plots band structure.
:param N: vector of points for x-axis
:param E: vector of energies
:param bands: optional, used to choose certain bands to be
plotted
:return: -
XX = np.linspace(®, N-1, N)
r,c = E.shape
if bands==0:
for i in range(c):
plt.plot(xx,E[:,1], 'k")
else:
for band in bands:
plt.plot(xx,E[:,band], 'k")

def axis_plot(points,N):
Plots symmetry points.
:param points: symmetry points which are used.
:param N: vector defining x-axis
:return: -

Page 3 of 5




163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178

179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
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214
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217

1')

def

def

mimnn

point_names = []
loc = []
for i in range(len(points)):
if (points[i] == [0, 0, 0]):
point_names.append( r"$\Gamma$")
elif (points[i] == [1, 0, 0]):
point_names.append( 'X"')
elif (points[i] == [1, 1, 01):
point_names.append( 'K')
elif (points[i] == [0.5, 0.5, 0.5]):
point_names.append( 'L' )
else:
# not a symmetry point
point_names.append( 'NS')
plt.axvline(x=i*N, color='k', linestyle='dashed', linewidth="

Tloc.append(N*i)
plt.xticks(loc, point_names)
plt.x1im((loc[0],loc[-1]1))

wavevect(N, points):

Creates wavevector according to given (symmetry) points.
:param N: Number of points to be created between two points
:param points: symmetry points

:return: wavevector

mimn

X

Y
z

—_

in range(len(points)-1):

= points[i]

= points[i+1]

np.concatenate((x, np.linspace(p1[0]1,p2[6],N)))
np.concatenate((y, np.linspace(p1[1], p2[1], N)))
np.concatenate((z, np.linspace(pl[2], p2[2]1, N)))
np.array(x)

y = np.array(y)

z = np.array(z)

return np.array([x,y,z])

-
o
S

N< X T O Hr—Mr—rm—m
N -

X

calculate_gap():

mimn

Uses the picture to determine energy gap between two chosen

points.

.u)

Prints the result.
:return: -

mimn

print("Calculate energy gap by choosing two points in the figure

points=plt.ginput(n=2)
gap = np.abs(points[0][1]-points[1][1])
print("Energy gap between points is: {:.2f}eV \n".format(gap))
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def main():
# Defining symmetry points
# Delta: (0,0,0)->(1,0,0)
# Sigma: (0,0,0)->(1,1,0)
# Alfa: (0,0,0)->(1,1,1)
pT = [0,0,0]
pX = [1,0,0]
pK [1,1,0]
pL [0.5,0.5,0.5]

# CHANGE AS YOU LIKE to make the plot from certain symmetry
points
points = [pL,pT,pX,pK,pT]

# number of poits to be created between two symmetry points
N = 100

# create wavevector

k = wavevect(N, points)

N2=len(k[0])

# initialize

eigs = np.zeros((N2,8))

# create Hamiltonian and solve bands

for i in range(N2):
#H = hamiltonian(k[:,i]) # change to use
H = hamiltonian2(k[:,1]) # change to use
eigs[i] = np.sort(np.real(solve_eigs(H)))

# PLOT ALL BANDS OR JUST CERTAIN ONES (0--7)
energy_plot(N2, eigs) # change to use
bands=[2, 3]

#energy_plot(N2, eigs,bands) # change to use

# plots symmetry points to x-axis
axis_plot(points, N)

#plt.title("Band structure for GaAs")
#plt.title("Galliumarsenidin kaistarakenne')

# plot fermi level with blue

plt.axhline(y=0, color='b', linestyle='dashed', linewidth='1"')
plt.xlabel('k', fontweight='bold')

plt.ylabel('E (eV)')

calculate_gap()

#minimi 2 ja 3 valissa

bg_000=np.min(np.abs(eigs[:, 4]-eigs[:,3]1))

print("The gap at {} is about {}eV.".format([0,0,0],bg_0060))
#plt.savefig('GaAs_model.jpg')

plt.show()

if __name__ == '__main__"':
main()
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