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Hamiltonin mekaniikkaan perustuvia klassisia systeemeitä on tutkittu paljon. Periodisia Hamil-
tonin systeemejä voidaan hyödyntää muun muassa diffuusion tutkimisessa. Diffuusiolla tarkoite-
taan aineen leviämistä pienemmän pitoisuuden alueelle. Atomistisessa diffuusiossa tarkastellaan
yksittäisen hiukkasen etenemistä mikro- ja nanomittakaavan rakenteissa. Tässä kandidaatintyös-
sä keskitytään tutkimaan pistemäisten hiukkasten atomistista diffuusiota periodisessa kaksiulot-
teisessa neliöhilassa. Vastaavia systeemejä on tutkittu paljon matemaattisessa fysiikassa, kaa-
osteoriassa sekä toisaalta yhä enemmän myös tiiviin aineen fysiikassa, sillä tällaisia periodisia
rakenteita voidaan muodostaa mikroskopiamenetelmillä erilaisille metalli- ja puolijohdepinnoille.

Työssä tutkittu neliöhila muodostuu ympyrän muotoisista sirottajista, joihin klassiset pistemäi-
set hiukkaset törmäilevät. Aiheesta on tehty aiempaa tutkimusta siten, että neliöhilan sirottajilla on
ollut suorareunainen potentiaali, johon hiukkanen on törmäillyt elastisesti. Tässä työssä sirotta-
jien kova potentiaali on kuitenkin korvattu pehmennetyllä Fermi-potentiaalilla, joka on realistisem-
pi malli mikro- ja nanoskaalan vuorovaikutuksille, esimerkiksi johtavuuselektronien törmäyksille
pinnan molekyyleistä.

Tutkimukseen käytettiin tietokonesimulaatiota, erityisesti Bill2d-ohjelmistoa, jolla simuloitiin hiuk-
kasten klassista liikettä neliöhilassa. Ohjelmistolla ratkaistiin Hamiltonin liikeyhtälöt hiukkasjoukon
etenemiselle halutulla aikavälillä. Tulosten pohjalta voitiin numeerisesti määrittää diffuusion luonne
sekä diffuusiokertoimen arvo käytetyillä parametreilla, joista keskeisimpiä ovat hiukkasen energia,
sirottajapotentiaalin jyrkkyys sekä sirottajien välinen etäisyys. Tässä työssä diffuusion käyttäyty-
mistä tutkittiin varioiden sirottajien välistä etäisyyttä ja pitäen muut systeemin parametrit vakiona.

Tuloksista havaittiin, että pienillä sirottajien välisellä etäisyydellä hiukkaset jäivät loukkuun si-
rottajien väliin pehmennetyn potentiaaliprofiilin seurauksena eikä diffuusiota tapahtunut. Suurem-
milla etäisyyksillä diffuusiota tapahtui, mutta sen voimakkuus kasvoi sirottajien etäisyyden kas-
vaessa ei-monotonisesti ja epäsäännöllisesti. Tutkitulla parametrialueella oli myös alueita, joissa
diffuusion voimakkuutta ei pystytty määrittelemään mielekkäästi. Tämän lisäksi diffuusion käyttäy-
tymisessä havaittiin muita jatkotutkimuksen kannalta kiinnostavia säännöllisiä ja epäsäännöllisiä
rakenteita.

Avainsanat: diffuusio, Lorentz-kaasu, periodinen systeemi, kaaos, klassinen mekaniikka, epäline-
aarinen fysiikka
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1. JOHDANTO

Diffuusiossa aine kulkeutuu suuremman pitoisuuden alueesta pienemmän pitoisuuden

alueelle siten, että aineen pitoisuuserot tasoittuvat. Tämä aine voi olla esimerkiksi so-

kerimolekyylejä, jotka leviävät kahvikupissa tai hajuvettä, joka leviää ympäri huonetta.

Diffuusiota ilmiönä voidaan lähestyä joko fenomenologisesti tai atomistisesti. [1]

Jonathan Fick kehitti fenomenologiset diffuusiolait vuonna 1855. Hän muotoili ensimmäi-

senä matemaattisen relaation diffuusiolle. Fickin lait eivät kerro mikrotason mekanismeis-

ta, vaan ne perustuvat makrotason havaintoihin. [2]

Tässä työssä diffuusiota tutkitaan atomistisesti satunnaiskävelyn kautta. Robert Brown

julkaisi vuonna 1828 löydöksensä pienten hiukkasten satunnaiskävelystä [3]. Satunnais-

kävelyssä otetaan nimensä mukaisesti peräkkäisiä askeleita satunnaiseen suuntaan. Mik-

rotason diffuusio voidaan ajatella satunnaiskävelynä siten, että hiukkaset etenevät jossain

rakenteessa lämpöliikkeen seurauksena törmäten sattumanvaraisesti rakenteessa oleviin

sirottajiin. Diffuusion voimakkuutta tai toisin sanoen sen nopeutta kuvaa diffuusiokerroin,

joka voidaan tilastollisesti määrittää tarkastelemalla suuren hiukkasjoukkon dynamiikkaa

systeemissä. [1]

Mikrotason diffuusiota on tutkittu kattavasti kaksiulotteisissa rakenteissa. Hendrik Lorentz

esitti vuonna 1905 yksinkertaisen kaksiulotteisen mallin kuvaamaan metallin johtavuuse-

lektronien liikettä [4]. Tämä niin sanottu Lorentz-kaasu rakentuu ympyränmuotoisten si-

rottajien muodostamasta periodisesta hilarakenteesta, jossa klassiset elektronit etene-

vät sirottajista törmäillen. Lorentz-kaasua on tutkittu varsin paljon kolmiohilassa, joka on

myös hyvä malli kuvaamaan grafeenia. Hilan sirottajien potentiaalit ovat usein tarkaste-

lussa suorareunaisia, jolloin törmäykset ovat täysin elastisia [5]. Lorentz-kaasun sirotta-

jien kova potentiaali voidaan kuitenkin korvata Fermi-funktion muotoisella potentiaalilla,

joka kuvaa realistisemmin hiukkasten vuorovaikutusta. Tämän tyyppisessä pehmeässä

kolmiohilallisessa Lorentz-kaasussa on havaittu hiljattain anomaalista diffuusiota, jossa

diffuusiokerroin ei ole määriteltävissä tietyillä systeemin parametrien arvoilla [6]. Vastaa-

vaa neliöhilallista pehmeää Lorentz-kaasua ei ole toistaiseksi tutkittu kattavasti.

Tässä työssä tutkitaan diffuusiota neliöhilallisessa Lorentz-kaasussa, jossa Lorentz-kaasun

sirottajien potentiaalina käytetään pehmennettyä Fermi-potentiaalia. Työssä kartoitetaan

kvalitatiivisesti diffuusiokertoimen käytös neliöhilan sirottajien etäisyyden funktiona. Täs-



2

sä diffuusiokertoimen numeerisessa analyysissä hyödynnetään tietokonesimulaatioita ja

suurteholaskentaa CSC:n supertietokoneilla. Tulosten perusteella neliöhilassa esiintyy

kolmiohilan tavoin anomaalista diffuusiota. Tämän lisäksi diffuusiokertoimella on hyvin

monimutkainen rakenne sirottajien etäisyyden funktiona. Työn tulokset antavat näin ollen

aihetta tieteellisiin jatkotutkimuksiin.

Luvussa 2 käydään läpi hiukkasen klassiset liikeyhtälöt, Brownin liike sekä esitellään työs-

sä tutkittava diffuusiokerroin. Luvussa 3 esitellään työssä käytetyt numeeriset menetelmät

sekä simulaatioihin käytetty Bill2d-ohjelmisto. Luvussa 4 esitellään sekä analysoidaan

työn tuloksia, ja luvussa 5 esitetään työn yhteenveto.
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2. TEORIA

Tässä luvussa esitellään työhön liittyvää teoreettista taustaa. Ensin tutustutaan kolmeen

tunnettuun klassisen mekaniikan formalismiin ja niiden avulla pistemäisen hiukkasen lii-

keyhtälöön. Tämän jälkeen esitellään Brownin liike ja työn kannalta keskeinen diffuusion

voimakkuutta kuvaava diffuusiokerroin.

2.1 Klassiset liikeyhtälöt

2.1.1 Newtonin liikeyhtälö

Klassisessa mekaniikassa kappaleen dynamiikka määräytyy Newtonin laeista. Newto-

nin ensimmäinen laki määrittelee kappaleen liikkeen jatkuvuuden tai levossa olon, jos

siihen vaikuttavien voimien summa on nolla. Newtonin kolmas laki taas kertoo tarkas-

teltavan kappaleen vuorovaikutuksesta muiden kappaleiden kanssa: jos tarkasteltavaan

kappaleeseen vaikuttaa toinen kappale jollain voimalla, kyseinen kappale vaikuttaa myös

toiseen kappaleeseen yhtä suurella mutta vastakkaissuuntaisella voimalla. Viimeisenä

tarkasteltava Newtonin toinen laki määrittelee kappaleen liikeyhtälön muodon. Kappalee-

seen vaikuttava kokonaisvoima F antaa kappaleelle kiihtyvyyden a siten, että

F = ma, (2.1)

jossa m on kappaleen massa. Koska kiihtyvyys on nopeuden v aikaderivaatta ja nopeus

taas on paikan r aikaderivaatta, voidaan kappaleen liikeyhtälö esittää muodossa

F =
dp

dt
= m

d2r

dt2
, (2.2)

jossa kappaleen liikemäärä on p = mv ja kappaleen massan m oletetaan olevan ajasta

riippumaton vakio.

Vaikka klassisen kappaleen liikeradat voidaan periaatteessa ratkaista käyttäen kolmea

Newtonin lakia, on tämä lähestymistapa monesti epäkäytännöllinen. Tämän takia New-

tonin lait kannattaa pukea uuteen, matemaattisempaan muotoon, joka voidaan helpom-

min yleistää koskemaan erilaisia fysikaalisia systeemejä [7]. Tässä uudessa muodossa
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mekaniikan lakeja on helpompi soveltaa tutkiessa klassisen hiukkasen liikettä esimerkik-

si paikasta riippuvassa potentiaalikentässä. Työssä tarkastellaan lyhyesti kahta erilaista

näkökulmaa muotoilla Newtonin lait uudelleen (yksityiskohtaisempi käsittely löytyy esi-

merkiksi viitteestä [8]): ensin Lagrangen formulointia kappaleessa 2.1.2 ja sen jälkeen

ekvivalenttia kuvausta, Hamiltonin mekaniikkaa kappaleessa 2.1.3.

2.1.2 Lagrangen mekaniikka

Yksi vaihtoehtoinen lähestymistapa muotoilla klassinen mekaniikka on käyttää Lagran-

gen formulointia, jolla on selviä etuja yllä esitettyyn Newtonin mekaniikkaan. Newtonin

mekaniikan paikkavektorien sijasta Lagrangen mekaniikka muotoillaan käyttäen yleistet-

tyjä koordinaatteja. Nämä koordinaatit voidaan valita useasti edullisemmin suhteessa tar-

kasteltavaan mekaniikan ongelmaan kuin paikkavektorit. Tämän lisäksi liikettä rajoittavat

sidosehdot on helpompi huomioida Lagrangen mekaniikassa kuin käyttäen Newtonin la-

keja. Lagrangen mekaniikassa systeemin täydelliseen kuvaamiseen tarvitaan Nd yleis-

tettyä koordinaattia, jossa N on hiukkasten määrä ja d systeemin dimensio. Ainoa oleelli-

nen vaatimus paikkavektorien ja yleistettyjen koordinaattien välillä täytyy olla yksi yhteen

kuvaus määrittelyalueessaan. [7]

Keskeinen suure Lagrangen mekaniikassa on tarkasteltavan systeemin kineettisen ener-

gian T ja potentiaalienergian U erotus, joka tunnetaan Lagrangen funktiona. Lagrangen

funktio yleistetyillä koordinaateilla qi, jossa i = 1, . . . , Nd, määritellään seuraavasti:

L = T − U =
1

2

N∑︂
k=1

mk

Nd∑︂
i=1

q̇2i − U (q1, . . . , qNd; q̇1, . . . , q̇Nd; t) , (2.3)

jossa mk ovat systeemissä olevien hiukkasten massat ja q̇i ovat hiukkasten yleistetyt

nopeudet [9]. Tässä on otettu käyttöön yleinen notaatio, jossa kokonaisaikaderivaattaa

merkitään pisteellä suureen symbolin päällä. Lagrangen mekaniikassa hiukkasen liike

määräytyy Lagrangen yhtälöistä

d
dt

(︃
∂L
∂q̇i

)︃
− ∂L

∂qi
= 0, ∀i = 1, . . . , Nd, (2.4)

jotka voidaan johtaa yleisemmästä Hamiltonin periaatteesta (katso esimerkiksi viite [8]).

Näin ollen systeemin liikeyhtälöt ovat täysin määriteltyjä, kun systeemin Lagrangen funk-

tio on tunnettu. Koska Lagrangen yhtälö ja funktio ovat skalaarisia, ne eivät muutu koordi-

naatistomuunnoksissa, ainoastaan niiden riippuvuus koordinaateista muuttuu [7]. Tämän

lisäksi systeemissä voimassa olevia säilymislakeja voidaan tarkastella tutkimalla Lagran-
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gen funktion symmetrioita. Esimerkiksi yleistetyn liikemäärän

pi =
∂L
∂q̇i

(2.5)

säilymislaki systeemissä seuraa Lagrangen funktion symmetriasta translaatioissa [8].

Tarkastellaan seuraavaksi Lagrangen mekaniikan soveltamista esimerkkitapaukseen, jo-

ka kytkeytyy suoraan tämän työn aiheeseen. Otetaan tarkasteluun yhden pistemäisen

hiukkasen (N = 1) liike kaksiulotteisessa (d = 2) ajasta riippumattomassa potentiaalis-

sa. Valitaan yleistetyiksi koordinaateiksi koko tarkasteltavassa avaruudessa karteesiset

koordinaatit x ja y. Tällöin hiukkasen, jonka massa on m, kineettinen energia voidaan

kirjoittaa muotoon

T =
1

2
mv2 =

1

2
m(ẋ2 + ẏ2), (2.6)

jolloin potentiaalissa U(x, y) liikkuvan hiukkasen Lagrangen funktio on yhtälön (2.3) mu-

kaisesti

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)− U(x, y). (2.7)

Tunnettaessa systeemin Lagrangen funktio voidaan yleistetyt liikemäärät ratkaista määri-

telmän (2.5) perusteella

px =
∂L
∂ẋ

= mẋ ja px =
∂L
∂ẋ

= mẏ, (2.8)

jotka vastaavat Newtonin mekaniikan mukaisen liikemäärän p = mv karteeseja kompo-

nentteja. Tämän lisäksi nähdään, että

∂L
∂x

= −∂U

∂x
:= Fx ja

∂L
∂y

= −∂U

∂y
:= Fy. (2.9)

Tämä tulos taas yhtyy Newtonin mekaniikan mukaiseen ajatukseen konservatiivisesta

voimasta F, joka voidaan esittää potentiaalifunktion gradienttina F = −∇U . Näin ollen

systeemin Lagrangen yhtälöt

∂L
∂x

=
d

dt

∂L
∂ẋ

ja
∂L
∂y

=
d

dt

∂L
∂ẏ

(2.10)

voidaan tulkita Newtonin toisen lain mukaiseksi yhtälöksi (2.2).

Lagrangen yhtälöt (2.10) muodostavat toisen kertaluvun differentiaaliyhtälöt, joiden rat-
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kaisuna saadaan hiukkasen liike kaksiulotteisessa potentiaalissa U(x, y) ajan funktiona

tunnettaessa hiukkasen nopeus ja paikka jollain ajanhetkellä. Kuitenkin yleensä numeerii-

kan kannalta mekaniikan ongelma kannattaa muotoilla Hamiltonin formalismia käyttäen,

jossa ratkaistavat liikeyhtälöt ovat usein helpommin ratkaistavissa olevia ensimmäisen

kertaluvun differentiaaliyhtälöitä, vaikka tarkasteltavien yhtälöiden määrä kaksinkertais-

tuu.

2.1.3 Hamiltonin mekaniikka

Lagrangen mekaniikan lisäksi toinen paljon käytetty klassisen mekaniikan esitystapa on

Hamiltonin formalismi. Keskeisenä erona Lagrangen mekaniikkaan on, että Hamiltonin

mekaniikka formuloidaan yleistettyjen nopeuksien sijaan käyttäen yleistettyjä eli kanoni-

sia liikemääriä, jotka on määritetty kaavassa (2.5). Hamiltonin mekaniikka voidaan joko

johtaa Lagrangen mekaniikasta Legendren muunnoksen avulla tai suoraan Hamiltonin

periaatteesta. [8]

Hamiltonin formalismissa d-ulotteisen ja N hiukkasta sisältävän systeemin fysikaalista

tilaa kuvaa piste 2d-ulotteisessa faasiavaruudessa, joka muodostuu yleistetyistä koordi-

naateista qi ja liikemääristä pi, missä i = 1, . . . , Nd. Systeemin dynamiikka on sisäänra-

kennettu Hamiltonin funktioon

H =
Nd∑︂
i=1

piq̇i − L, (2.11)

joka voidaan tulkita Legendren muunnoksena Lagrangen funktioon L [9]. Hamiltonin funk-

tio määrittelee systeemin liikeen faasiavaruudessa Hamiltonin yhtälöiden kautta [8]:

qi̇ =
∂H
∂pi̇

ja pi̇ = −∂H
∂qi̇

, ∀i = 1, . . . , Nd. (2.12)

Lagrangen funktion tapaan systeemin Hamiltonin funktion symmetriat kytkeytyvät lähei-

sesti säilysmislakien olemassaoloon [7]. Esimerkiksi Hamiltonin funktio on systeemin lii-

kevakio eli sen kokonaisaikaderivaatta häviää, kun systeemi on symmetrinen aikatrans-

laatioissa. Toisin sanoen systeemissä on voimassa Hamiltonin funktion säilymislaki, kun

Hamiltonin funktio ei riipu eksplisiittisesti ajasta. Tämän lisäksi voidaan osoittaa [8], et-

tä Hamiltonin funktio kuvaa systeemin kokonaisenergiaa, kun systeemin potentiaali (ja

sidosehdot) ovat nopeuksista ja ajasta riippumattomia. Näin ollen Hamiltonin funktio ja

energian säilymislaki systeemissä kytkeytyvät monesti toisiinsa.

Otetaan uudelleen tarkasteluun Lagrangen mekaniikan esimerkkitapaus (2.7), jossa yk-

si hiukkanen liikkuu potentiaalissa U(x, y). Tämän esimerkin yhteydessä ratkaistiin ai-

emmin hiukkasen yleistetyt liikemäärät (2.8). Näin ollen systeemin Hamiltonin funktio on
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määritelmän (2.11) perusteella

H = pxẋ+ pyẏ −
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) + U(x, y)

=
p2x
m

+
p2y
m

− 1

2

(︃
p2x
m

+
p2y
m

)︃
+ U(x, y)

=
p2x
2m

+
p2y
2m

+ U(x, y)

= T (px, py) + U(x, y) = E.

(2.13)

Nähdään, että Hamiltonin funktio kuvaa systeemin eli klassisen hiukkasen kokonaisener-

giaa E, kuten oltaisiin voitu päätellä suoraan Hamiltonin funktion (2.11) muodosta aikai-

semman perusteella. Tämän lisäksi hiukkasen kokonaisenergia on liikevakio, sillä Hamil-

tonin funktio ei riipu eksplisiittisesti ajasta.

Systeemin liike neliulotteisessa faasiavaruudessa (x, y, px, py) määräytyy määritelmän

(2.12) mukaisista Hamiltonin yhtälöistä:

ẋ =
∂H
∂px

=
px
m

ja ẏ =
∂H
∂py

=
py
m

sekä pẋ = −∂H
∂x

= Fx ja pẏ = −∂H
∂y

= Fy.

(2.14)

Toisin sanoen yllä esitetyt liikeyhtälöt määrittelevät klassisen hiukkasen liikkeen kaksiu-

loitteisessa potentiaalissa U(x, y). Vaikka systeemin kehitys rajoittuu vakioenergiapin-

noille faasiavaruudessa, voi hiukkasen dynamiikka olla silti hyvin monimutkaista, jopa

kaoottista. Kaaosta voi esiintyä Hamiltonin mekaniikan mukaisessa systeemissä, jos faa-

siavaruuden dimensio on vähintään neljä [8, 10]. Näin ollen edellä tarkasteltu esimerkki

muodostaa minimaalisen systeemin tutkia klassisen mekaniikan mukaista kaaosta. Hiuk-

kasen liikkeen säännöllisyys tai kaoottisuus riippuu kuitenkin potentiaalin U(x, y) muo-

dosta sekä alkuarvoista.

Kyseinen esimerkki antaa myös yksinkertaisen mallin joukolle klassisia hiukkasia, jot-

ka eivät ole keskenään vuorovaikutuksessa. Tällöin systeemin dynamiikan tarkastelu re-

dusoituu yksittäisten hiukkasten liikkeen tarkasteluun, jota kuvataan yhtälöillä (2.14). Näi-

den yksittäisten hiukkasten liikeratojen ja systeemin faasiavaruuden rakenteen lisäksi yllä

olevan esimerkin mukaista systeemiä voidaan hyödyntää valaisemaan potentiaalista joh-

tuvan kaaoksen vaikutusta hiukkasjoukon kollektiiviseen käytökseen kuten atomistiseen

diffuusioon.
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2.2 Atomistinen diffuusio

2.2.1 Brownin liike ja satunnaiskävely

Kasvitieteilijä Robert Brown havaitsi vuonna 1827, että nesteessä kelluvat siitepölyhiuk-

kaset olivat jatkuvassa poukkoilevassa liikkeessä [3]. Sama ilmiö havaittiin myös myö-

hemmin kaasuissa. Nykyisin tämä ilmiö tunnetaan Brownin liikkeenä, jolle on ominaista

tarkasteltavan hiukkasen toistuvat äkilliset suunnanmuutokset kuten on havainnollistet-

tu kuvassa 2.1. Liikkeen syy oli hämärän peitossa aina vuoteen 1905 asti, jolloin Albert

Einstein esitti Brownin havaitseman hiukkasen poukkoilevan liikeradan aiheutuvan mo-

lekyylien törmäilystä satunnaisesti tarkasteltavaan hiukkaseen lämpöliikkeen seuraukse-

na [11]. Fysiikassa Brownin liikkeellä on historiallisesti ollut keskeinen rooli molekyylien

ja atomien olemassaolon todistamisessa: Einsteinin ajatuksen pohjalta tehdyt kokeelliset

tutkimukset tukivat molekyylien ja atomien olemassaoloa [2]. Tämän lisäksi Brownin liike

kytkeytyy oleellisesti kineettiseen kaasuteoriaan ja diffuusion ymmärtämiseen [12].

Kuva 2.1. Esimerkkikuva Brownin liikkees-
tä. Brownin liikkeelle ominaista on äkilliset
suunnanmuutokset.

Yksinkertaisen mutta teoreettisesti mielek-

kään mallin Brownin liikkeelle tarjoaa tul-

kinta, jossa hiukkanen tulkitaan satunnais-

kävelijänä. Tällöin hiukkasen yksittäisen

liikeradan voidaan ajatella koostuvan suo-

raviivaisesta liikkeestä, jolloin se ei vuo-

rovaikuta ympäristön kanssa, sekä sa-

tunnaisina ajankohtina tapahtuvista suun-

nanmuutoksista, jossa ympäristön muiden

hiukkasten törmäykset aiheuttavat satun-

naisen muutoksen tarkasteltavan hiukka-

sen liikemäärään [2]. Stokastisesta luon-

teestaan johtuen satunnaiskävelymallissa

hiukkasen liikettä kuvataan määrittämäl-

lä, millä todennäköisyydellä hiukkanen on

päätynyt tietylle etäisyydellä alkupistees-

tään tietyn ajan kuluessa [13]. Esimerkiksi Albert Einstein johti vuonna 1905 Brownin

liikkeeseen pohjautuen lausekkeen pallon muotoiselle hiukkasen diffuusiolle nesteessä,

jossa hiukkanen liikkuu keskimäärin mihin tahansa suuntaan matkan siten, että matkan

neliöllinen keskiarvo riippuu pallon säteestä, väliaineen viskositeetista ja lämpötilasta [14].
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2.2.2 Diffuusiokerroin

Hiukkasen diffuusion voimakkuutta kuvataan diffuusiokertoimella D, joka määritellään

kaksiulotteisessa systeemissä seuraavasti:

D = lim
t→∞

⟨|r(t)− r(t0)|2⟩
4(t− t0)

, (2.15)

jossa hakasulkeet osoittajassa tarkoittavat keskiarvoistusta yli liikerata- eli trajektorijou-

kon [6]. Kaksiulotteista systeemiä yleisemmässä tapauksessa ainoastaan nimittäjässä

olevan ajan kerroin muuttuu systeemin dimension mukaan. Määritelmän (2.15) suure D

mittaa diffuusion voimakkuutta suhteessa hiukkasen neliölliseen odostusarvoon (MSD,

engl. mean squared displacement), joka määritellään hiukkasen ajassa t − t0 kulkeman

päätepisteen r(t) ja sen alkupisteen r(0) välisenä neliöllisenä poikkeamana yli tarkas-

teltavien liikeratojen. Viemällä MSD rajalle, jossa tarkasteltava aika t lähestyy ääretöntä,

diffuusiokertoimesta D saadaan liikeradan loppuajankohdasta t riippumaton. Tämä myös

ehkäisee diffuusiokertoimen D riippuvuutta alkuajankohdan t0 valinnasta.

Edellä esitelty määritelmä (2.15) diffuusiokertoimelle on erikoistapaus yleisemmästä kä-

sittelystä. Yleisemmin voidaan tarkastella neliöllisen poikkeaman odostusarvon eli MSD:n

käytöstä suhteessa aikaan t olettaen, että

⟨|r(t)− r(0)|2⟩ ∝ D(t− t0)
α. (2.16)

Normaalissa, lineaarisessa diffuusiossa α = 1, ja kerroin D tulkitaan diffuusiokertoimek-

si. Jos α ̸= 1, puhutaan anomaalisesta diffuusiosta. Tällöin kerrointa D ei voida rinnas-

taa yhtälön (2.15) mukaiseen diffuusiokertoimeen. Toisin sanoen diffuusiokerroin on hyvin

määritelty vain normaalin diffuusion α = 1 tapauksessa. [14]

Anomaalinen diffuusio, jossa diffuusiokerrointa ei voida määritellä mielekkäästi, jakautuu

kahteen eri osa-alueeseen: subdiffuusioon α < 1 ja superdiffuusioon α > 1 [14]. Mah-

dollisia syitä sub- ja superdiffusion ilmentymiselle on esitetty kuvassa 2.2, jossa hiukka-

nen liikkuu pehmeiden kiekkojen muodostamassa kaksiluotteisessa potentiaalissa. Ku-

vassa 2.2a on esimerkki hiukkasen radasta, joka on jäännyt loukkuun sirottajien väliin.

Näin ollen kyseiset radat eivät kasvata MSD:tä merkittävästi ajan kuluessa eteenpäin.

Tämä käytös voi näyttäytyä systeemin tasolla subdiffuusiona. Kuvassa 2.2b on taas esi-

tetty ballistisen hiukkasen liikerata, jossa hiukkanen etenee lähes lineaarisesti poispäin

alkupisteestään. Näin ollen ballististen ratojen joukko kontribuoi voimakkaasti kasvattaen

MSD:tä suhteessa kuluvaan aikaan, mikä voi näyttäytyä systeemissä superdiffuusiona.
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(a) (b)

Kuva 2.2. (a) Subdiffuusiossa hiukkasjoukon neliöllinen keskipoikkeama ei kasva merkit-
tävästi ajan funktiona. Sen arvoa voi pienentää esimerkiksi tilanteet, joissa hiukkanen jää
loukkuun sirottajien väliin, eikä se pääse kulkemaan sirottajien välisistä raoista. Kuvan
pallo merkitsee hiukkasen paikkaa hetkellä t0 ja neliö paikkaa hetkellä t. (b) Superdif-
fuusiossa hiukkasjoukon neliöllinen keskipoikkeama kasvaa nopeasti ajan funktiona. Tä-
män voi aiheuttaa hiukkaset, jotka kulkevat sirottajien välissä käytävää pitkin ballistisesti.
Ballistinen rata kulkee lähes hiukkasen suurinta teoreettista nopeutta pois päin lähtöpis-
teestä.

Huomioitavaa on kuitenkin, että systeemin sub- tai superdiffuusiivinen käytös ei välttä-

mättä johdu yksin kuvan 2.2 mukaisista radoista, vaan systeemin diffuusiivinen käytös on

yleensä monimutkainen kokonaisuus erilaisista liikeradoista. Systeemi voi esimerkiksi si-

sältää sekä loukkuun jääneitä että ballistisia ratoja, mutta myös Lévy flight -ilmiön mukai-

sia niin sanottuja semiballistisia ratoja, joissa hiukkanen etenee välillä ballistisesti ja vä-

lillä hiukkasen liike näyttää rajoittuvan tietylle alueelle [2, 14]. Erilaisten ratojen merkitys

MSD:n kannalta ja diffuusiokertoimen käytöksen ymmärtämisessä on hyvin keskeisessä

osassa tässä työssä, kun siirrytään tarkastelemaan numeerisesti diffuusiota kaoottisessa

kaksiluotteisessa potentiaalissa eri systeemiparametrien arvoilla.
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3. NUMEERINEN MALLINNUS

Tässä työssä mallinnetaan klassisten hiukkasten liikettä neliön muotoisessa hilassa, jon-

ka jokaisessa hilapisteessä on potentiaalitöyssy. Simulaatioita hyödyntäen tutkitaan dif-

fuusion käyttäytymistä potentiaalitöyssyjen etäisyyden funktiona. Tässä kappaleessa esi-

tellään Lorentz-kaasun sirottajien potentiaalina käytettävä Fermi-funktio, diffuusiokertoi-

men numeerinen ratkaiseminen sekä tutustutaan työssä käytettyyn Bill2d-ohjelmistoon.

Jatkossa työn kaavat ja tulokset on ilmoitettu atomiyksiköissä (a.u.).

3.1 Pehmeä Lorentz-kaasu

Tässä työssä perinteisen Lorentz-kaasun sirottajien teräväreunainen potentiaali korva-

taan pehmennetyllä Fermi-potentiaalilla. Yksittäisen sirottajan aiheuttama repulsiivinen

potentiaali on Fermi-Dirac-funktion mukaisesti muotoa

V (r) =
1

1 + exp[(|r| − r0)/σ]
, (3.1)

jossa r on hiukkasen paikkavektori, r0 on potentiaalitöyssyn effektiivinen säde ja σ sen

pehmeyttä kuvaava parametri [6]. Sirottajan potentiaali saadaan kovareunaisemmaksi

pienentämällä pehmennysparametrin σ arvoa, kuten on havainnollistettu kuvassa 3.1.
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Kuva 3.1. Yhtälön (3.1) mukaisia Fermi-potentiaalin profiileja σ:n eri arvoilla, kun r0 = 1.
Tämä on yhden sirottajan aiheuttama radiaalinen potentiaali kuvan alakulman mukaises-
sa neliöhilassa. Kovareunaisessa sirottajassa potentiaali on terävä ja äärettömän korkea.

Pehmeä potentiaali vastaa kovareunaisia sirottajia paremmin todellista hiukkasten liikettä

mikro- ja nanoskaalan rakenteissa, jossa hiukkasten ja periodisen rakenteen välillä on

sähköstaattista Coulombin vuorovaikutusta. Yhtälön (3.1) mukaisella Fermi-potentiaalilla

on tutkittu aikaisemmin esimerkiksi diffuusiota kolmiohilassa. [6]

Koska Fermi-potentiaali ei ole teräväreunainen, diffusoituva hiukkanen on jokaisen Fermi-

kiekon potentiaalin vaikutuksen alaisena jokaisessa avaruuden pisteessä. Kuitenkin tar-

kasteltaessa Fermi-potentiaalin lauseketta (3.1) havaitaan sirottajan vaikutuksen häviä-

vän eksponentiaalisesti effektiivisen säteen r0 ulkopuolella ja lim|r|→∞V (r) = 0.

Säännöllisen hilan voidaan ajatella koostuvan äärettömästä määrästä yksikkökoppeja,

joiden kulmissa on sirottajakiekon keskipiste. Näin ollen yhdessä yksikkökopissa on yh-

teensä yksi sirottaja, joka koostuu neljästä sirottajan neljänneksestä. Yksikkökopin geo-

metriaa on esitelty kuvassa 3.2.
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Kuva 3.2. Neliöhilan yksikkökoppi on neliö, jonka kulmissa on sirottajien keskipisteet. Yk-
sikkökopissa keskeiset geometriset suureet ovat sirottajien välinen etäisyys w, yksikkö-
kopin sivun pituus L ja sirottajan effektiivinen säde r0.

Yksikkökopin geometriasta voidaan ratkaista kahden sirottajan välinen etäisyys, toisin

sanoen sirottajien välisen käytävän leveys w:

w = L− 2r0, (3.2)

jossa L on yksikkökopin sivun pituus ja r0 sirottajan effektiivinen säde.

3.2 Ohjelmisto ja simulaatiot

Tässä työssä simulaatioiden toteutukseen on käytetty C++ -ohjelmointikielellä kirjoitettua

Bill2d-ohjelmistoa [15]. Ohjelmisto on tehokas ja monipuolinen työkalu kaksiulotteisten

klassisen mekaniikan simulointeihin, ja se sisältää monia valmiita Python-skriptejä tu-

losten käsittelyyn. Ohjelmalla voidaan simuloida tunnettuja suljettuja biljardijärjestelmiä,

kuten Sinai-biljardia [16] ja stadionin muotoista biljardia [17]. Lisäksi systeemiin voidaan

liittää ulkoinen homogeeninen magneettikenttä. Ohjelmaa on aikaisemmin käytetty muun

muassa Lorentz-kaasun tutkimiseen kolmiohilassa [6], Wigner-molekyylien dynamiikan

analysoimiseen [18] sekä kvanttiarpiin liittyvässä tutkimuksessa [19, 20, 21, 22].

Tässä työssä tarkasteltavissa simulaatioissa hiukkaselle annetaan parametrinä vakiona

pysyvä energia E = 0,5, joka rajoittaa hiukkasen mahdollista lähtöpaikkaa yksikkökopis-

sa. Pehmeää Fermi-potentiaalia simuloitaessa sallittuja lähtöpaikkoja ovat vain ne alueet,
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joissa hiukkasen kokonaisenergia on suurempi kuin sirottajien aiheuttaman potentiaalie-

nergian summa. Jokaisen hiukkasen alkupaikka valitaan satunnaisesti näistä energeetti-

sesti sallituista alueista. Ohjelmisto ratkaisee hiukkasjoukon yksittäisten hiukkasten liike-

radat kappaleessa 2.1.3 esitellyistä Hamiltonin yhtälöistä (2.14). [23]

Tässä työssä Fermi-potentiaalin pehmennysparametriksi on valittu arvo σ = 0,05. Ku-

ten edellisessa kappaleessa 3.1 mainittiin, pehmeät sirottajapotentiaalit vaikuttavat hiuk-

kaseen kaikissa avaruuden pisteissä. Potentiaalitöyssyn korkeus kuitenkin lähestyy no-

peasti nollaa kiekon ulkopuolella. Simulaatioissa jokaista sirottajakiekkoa ja sen aiheut-

tamaa potentiaalia ei voida ottaa huomioon, sillä sirottajia on Lorentz-kaasussa ääretön

määrä. Siksi tässä työssä tehdyissä simulaatioissa kokonaispotentiaali on rajoitettu si-

ten, että se on summa yhden yksikkökopin sekä sen lähimpien kahdeksan naapurikopin

potentiaaleista.

Hiukkasen liikemäärän alkuarvon itseisarvo voidaan ratkaista kokonaisenergiasta seuraa-

vasti:

p(x, y) =
√︁

2[E − U(x, y)], (3.3)

jossa U(x, y) on hiukkaseen vaikuttava sirottajien potentiaali pisteessä (x, y). Ohjelmisto

käyttää klassisen hiukkasen simulaatioiden aikapropagaatiossa symplektistä integrointia.

Symplektiset integraattorit ovat numeerisia integroimismenetelmiä Hamiltonin järjestelmil-

le [24]. Sovellettava algoritmi riippuu tutkittavasta systeemistä [15]: pehmeän sirottajan

tapauksessa on sopivaa soveltaa ohjelmistossa sisäänrakennettua neljännen kertaluvun

algoritmia hiukkasen aikapropagointiin (yksityiskohtaisempi käsittely löytyy esimerkiksi

viittestä [25]). Hiukkasen liikemäärän suunta alkuhetkellä t0 valitaan simulaatiossa sa-

tunnaisesti. Tämän jälkeen hiukkanen etenee aika-askeleen eteenpäin. Jokaisen edetyn

aika-askeleen jälkeen tarkistetaan hiukkaseen kohdistuvan potentiaalin suuruus ja hiuk-

kasen uusi liikemäärä lasketaan sen mukaisesti. Lisäksi jokaisen edetyn aika-askeleen

jälkeen tarkistetaan, onko simulaatiolle määritetty lopetuskriteeri eli simulaatiolle asetettu

maksimiaika saavutettu. [15]

Hiukkasjoukon simulaatioista voidaan numeerisesti laskea määritelmän (2.15) mukainen

diffuusiokerroin D. Yksi virheen lähde diffuusiokertoimen (2.15) numeerisessa määrittele-

misessä on äärellisen aikavälin käyttäminen hiukkasjoukon liikeradoille. Kuitenkin numee-

risen tarkkuuden arvioimiseksi diffuusiokertoimen konvergenssiä on tarkasteltu erilaisilla

aikaväleillä.

Numeerista epätarkkutta syntyy myös äärellisestä hiukkasjoukosta, joiden radoista laske-

taan Bill2d-ohjelmistolla neliöllinen keskipoikkeama MSD. Etenkin ballistiset ja niin sano-

tut semiballistiset radat muuttavat pienellä hiukkasjoukolla tuloksia merkittävästi. Tällöin

diffuusio on herkästi superdiffuusiivista, sillä MSD ∝ tα, jossa α > 1. Tätä käytöstä on

havainnollistettu kuvassa 3.3. Yksittäinen tai muutama simuloitu rata ei ole luotettava läh-

de diffuusiokertoimen määrittämiseen, vaan ratoja on keskiarvoistettava tarpeeksi kattava
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(a) (b)

Kuva 3.3. (a) Neliöllinen keskipoikkeama ajan funktiona esimerkkisimulaatiossa. Ballisti-
set radat aiheuttavat diffuusiokertoimen divergoitumisen. (b) Neliöllinen keskipoikkeama
ajan neliön funktiona. Tässä huomataan, että diffuusiokerroin on verrannollinen ajan ne-
liöön eli α ≈ 2. Tämä johtuu ballistisista radoista, jotka synnyttävät havaittua superdif-
fuusiota.

määrä systeemin diffuusion tarkastelemiseksi. Numeerisen tarkkuuden määrittelemiseksi

työssä tarkasteltiin diffuusiokertoimen konvergenssia eri määrillä simuloituja ratoja.

Tässä työssä esitetyt tulokset on simuloitu 5000 aika-askeleella (tmax = 5000) ja 10

000 radalla satunnaisilla lähtöarvoilla vastaten aiemmin toteutettua kolmiohilaan liittyvää

tutkimusta [6]. Työssä ballistisen radan kriteeriksi on määritetty yli 80 prosentin osuus

poikkeaman r =
√

MSD teoreettisesta maksimipoikkeamasta rmax. Teoreettinen maksi-

mipoikkeama saavutetaan oletuksella, että kiekkojen aiheuttamat Fermi-potentiaalit eivät

hidasta hiukkasen liikettä. Näin ollen valituilla simulaatioparametreillä saadaan rmax =√
2Etmax = 5000. Koska diffuusiokerroin on määritelty relaation (2.15) mukaisesti vain

normaalissa diffuusiossa, hylätään tällä kriteerillä ballistisia ratoja sisältäneet simulaatiot.

Simulaation jälkeen datasta on laskettu jokaiselta aika-askeleelta MSD seuraavasti:

MSD(t) =
1

N

N∑︂
i=1

|ri(t)− r(t0)|2, (3.4)

jossa tarkastelun alkuajankohdaksi on valittu t = 1000. Näin voidaan sulkea pois mah-

dollinen epäsäännöllinen eli niin sanottu transienttikäytös aikapropagaation alussa. Hiuk-

kasen satunnaisesti valittu lähtöpiste (t = 0) saattaa olla systeemille tilastollisesti epäto-

dennäköisessä pisteessä, mikä voi johtaa hiukkasen epätavalliseen liikkeeseen simulaa-

tion alkuvaiheessa. Valitulle aikavälille määritettyyn MSD-funktioon voidaan sitten sovittaa

suora, jonka kulmakertoimen avulla voidaan numeerisesti määritellä diffuusiokerroin:

MSD(t) = 4Dt. (3.5)
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Näin ollen suoran kulmakerroin jaettuna neljällä antaa numeerisen arvion yhtälön (2.15)

mukaiselle diffuusiokertoimelle D. Jos lineaarista sovitetta ei voida tehdä mielekkäästi,

diffuusiokerrointa ei ole määritelty kyseisillä parametrien arvoilla.
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4. TULOKSET

Tässä työssä tarkasteltiin diffuusiota pehmeässä neliöhilallisessa Lorentz-kaasussa sirot-

tajien välisen etäisyyden w funktiona. Ensin kuitenkin tarkastellaan systeemin dynamiik-

kaa yksittäisten hiukkasratojen kautta sekä tarkastelemalla faasiavaruuden rakennetta.

Näiden tulosten avulla analysoidaan tutkimuksessa määritettyä diffuusiokertoimen käy-

töstä.

4.1 Esimerkkejä hiukkasten radoista

Kun simulaatioita tehdään suurelle hiukkasjoukolle pehmeässä neliöhilallisessa Lorentz-

kaasussa, hiukkasten liikeradat poikkeavat paljon toisistaan. Suurta hiukkasjoukkoa tar-

kastelemalla voidaan kuitenkin analysoida systeemiä tilastollisesta näkökulmasta ja tut-

kia esimerkiksi systeemin diffuusiota edellisessä luvussa esitellyin menetelmin. Yhtälön

(2.15) mukaisesti diffuusiokerroin riippuu MSD:stä. Näin ollen suuren hiukkasjoukon poik-

keamien keskiarvolla voidaan laskea diffuusiokertoimen arvoja yhtälön (3.5) mukaisesti.

Tarkastellaan seuraavaksi läheisemmin yksittäisten hiukkasten liikeratoja kvalitatiivisesta

näkökulmasta. Kuvassa 4.1 nähdään tyypillinen esimerkki klassisen hiukkasen radasta

pehmeässä Lorentz-kaasussa, kun hiukkanen ei ole ballistisessa liikkeessä tai jumissa

potentiaalikuopassa. Kuvan perusteella huomataan, että hiukkasen radassa on eriteltä-

vissä jaksoja, joissa hiukkanen kulkee ballistisesti usean yksikkökopin läpi ja toisaalta

jaksoja, joissa hiukkanen jää yksikkökoppiin jumiin.
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Kuva 4.1. Esimerkkikuva hiukkasen liikeradasta pehmeässä neliöhilassa. Simulaatiopa-
rametrit ovat t = 5000, w = 0,225, σ = 0,05 ja E = 0,5.

Kuvassa 4.2 on tarkasteltavana tarkempi kuva hiukkasen jumittumisesta hilassa. Työssä

tehdyissä simulaatioissa tämän kaltainen hidas eteneminen hilassa oli yleistä.
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Kuva 4.2. Esimerkkikuva hiukkasen hitaasta etenemisestä hilassa. Hiukkanen jää pitkiksi
ajoiksi yksittäisiin yksikkökoppeihin jumiin.

Toisaalta radasta 4.1 havaitaan myös kohtia, joissa hiukkanen etenee lineaarisesti vaih-

tamatta suuntaansa pitkään aikaan. Tällainen hiukkasen käyttäytyminen muistuttaa Lévy

flight -ilmiötä [14]. Nämä niin kutsutut semiballistiset radat, jotka etenevät pitkiä aikoja

lähes lineaarisesti, nostavat MSD:n arvoa. Kuvassa 4.3 on esitetty eräs simulaatioissa

havaittu semiballistinen liikerata.

Kuva 4.3. Esimerkkikuva semiballistisesta radasta. Ballistinen käyttäytyminen jatkuu pit-
kään, kunnes radan käytös normalisoituu äkillisesti.
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4.2 Faasikarttoja

Siirrytään seuraavaksi tarkastelemaan pehmäen Lorentz-kaasun faasiavaruuden raken-

netta. Koska tarkasteltava systeemi on kaksiulotteinen, on yhden hiukkasen faasiava-

ruus neliulotteinen, jossa liike määräytyy Hamiltonin yhtälöistä (2.14). Faasiavaruuden ra-

kennetta voidaan kuitenkin analysoida kaksiulotteisella pinnalla hyödyntämällä Poincarén

poikkileikkausta. Tällöin faasiavaruus leikataan halutulla tavalla valitulla kaksiulotteisella

pinnalla. Hiukkasen liikeratojen leikkauspisteet tämän valitun tason kanssa piirtävät pis-

tejoukon pinnalle, mitä kutsutaan Poincarén poikkileikkaukseksi. Periodisten reunaehto-

jen takia poikkileikkauksen alue voidaan rajoittaa yksikkökopin suuruiseksi menettämättä

tarkastelun yleisyyttä. Kuvassa 4.4 on havannoillistetu erilaisia tapoja määritellä neliulot-

teisen faasiavaruuden leikkaavia tasoja yksikkökopissa. [8]

(a) (b)

Kuva 4.4. (a) Yksikkökoppi, johon on piirretty Poincarén poikkileikkaus suorana y = x. (b)
Kuten (a), mutta poikkileikkauksena on x-akselin suuntainen suora yksikkökopin keskellä.
Yksikkökopin origo on asetettu kopin vasempaan alakulmaan sirottajakiekon keskipistee-
seen.

Tarkastellaan radan nopeuskomponenttia (tai liikemääräkomponenttia) sijainnin funktiona

yksikkökopissa. Toisin sanoen Poincarén poikkileikkaukseen piirretään nopeus- tai liike-

määräkomponentti sillä hetkellä, kun rata leikkaa määritetyn poikkileikkauskäyrän. Tässä

työssä esitetyissä Poincarén poikkileikkauksissa tarkastelussa on liikeradan suoran kans-

sa yhdensuuntainen nopeus leikkaushetkellä. Poincarén poikkileikkauksen piirtämistä on

havainnollistettu kuvassa 4.5. Poikkileikkaus siis täyttyy faasiavaruuden pisteistä simulaa-

tioaikaa jatkettaessa.
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(a)
(b)

Kuva 4.5. (a) Esimerkkirata leikkaa suoran y = 1,125 yksikkökopin keskellä kolmessa
pisteessä. Pallo merkitsee hiukkasen lähtöpistettä hetkellä t0 ja neliö loppupistettä hetkel-
lä t. (b) Vastaava Poincarén poikkileikkaus, jossa näkyy kyseiset kolme faasiavaruuden
pistettä. Faasikarttaan merkitty nopeus on suoran kanssa samansuuntainen komponentti.

Vaikka täysin varmoja johtopäätöksiä systeemin kaoottisuudesta ei voida pelkästään nu-

meerisesti määritetyn Poincarén poikkileikkauksen perusteella tehdä, on sen avulla hel-

posti nähtävissä periodinen käyttäytyminen faasiavaruudessa. Periodista käyttäytymistä

esiintyy esimerkiksi ballistisilla radoilla. Kuvassa 4.6 on esitetty Poincarén poikkileikkaus

kahdessa erilaisessa tapauksessa: tyypilliselle kaoottiselle liikeradalle (katso kuva 4.1)

sekä ballistiselle radalle.

(a) (b)

Kuva 4.6. (a) Kaoottisen radan Poincarén poikkileikkaus pehmeässä neliöhilassa. Simu-
laatioparametrit ovat t = 15000, w = 0,225, σ = 0,05 ja E = 0,5. Poikkileikkauskäyrä
on x-akselin suuntainen suora yksikkökopin keskellä kuten esimerkkikuvassa 4.5. (b) Sa-
moilla parametreillä tehdyn toisen simulaation poikkileikkaus, kun hiukkanen on ballisti-
sella radalla. Poikkileikkauksesta nähdään, että kyseinen hiukkanen kulkeutuu ballistisesti
x-akselin positiiviseen suuntaan.
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Kuvasta 4.6a nähdään, että faasiavaruuden pisteet on ikään kuin rajattu kaarilla nopeus-

akselin päissä. Periodiset radat systeemissä aiheuttavat niin sanotun KAM-saarekkeen

(Kolmogorov–Arnold–Moser) syntymisen faasiavaruuteen [14]. Kuvassa 4.6b on piirret-

ty poikkileikkaus säännöllisestä ballistisesta radasta systeemissä. Tämänkaltaisia ratoja

esiintyy kuvan 4.6a ylä- ja alareunoihin jäävissä tyhjissä alueissa. Toisin sanoen kuvaa

4.6a vastaava kaoottinen rata ei missään vaiheessa yllä tälle säännölliselle KAM-alueelle,

jossa ballistiset radat 4.6b sijaitsevat. Systeemin xy-rotaatiosymmetrian vuoksi ballistisia

ratoja esiintyy myös vertikaalisesti y-akselin suunnassa. Näitä ratoja vastaava KAM-saari

on havaittavissa pienenä tyhjänä alueena kuvan 4.6a keskellä.

4.3 Diffuusiokerroin sirottajien etäisyyden funktiona

Työssä laskettiin diffuusiokertoimen D arvoja sirottajien välisen etäisyyden eli käytävän

leveyden w funktiona. Kuvassa 4.7 esitetään simulaatiodatasta ratkaistu D(w). Diffuusio-

Kuva 4.7. Diffuusiokertoimet sirottajien etäisyyden w funktiona. Harmaalla väritetyillä
alueilla diffuusiokerroin ei ole määritelty.

kerroin pysyy nollassa varsin pitkään, ja se alkaa kasvaa käytävän leveyden ollessa

w ≈ 0,11. Pehmeästä potentiaalista johtuen hiukkaset pysyvät loukussa, vaikka käytä-

vien leveys w > 0. Tilanne on siis kuvan 2.2a tapainen. Tulos voidaan helposti varmistaa

ratkaisemalla yhtälöstä (3.1) kriittisen leveyden w arvo, jolloin kahden vierekkäisen si-

rottajan keskinäinen yhteispotentiaali kanavan keskipisteessä saavuttaa arvon U = 0,5.

Etäisyys kiekon keskuksesta on |r| = r0 + w/2. Näin ollen saadaan kriittiseksi etäisyy-
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deksi w ≈ 0,1098. Tätä pienemmillä sirottajien välisen etäisyyden w arvoilla hiukkanen

on siis energeettisesti loukussa yksikkökopissa johtuen sirottajien aiheuttamasta potenti-

aalista.

Kuvassa 4.7 harmaalla väritetyillä alueilla diffuusiokerroin ei ole hyvin määritelty käyt-

täen lineaarista relaatiota MSD:lle. Näillä parametrin w arvoilla simulaatioissa esiintyy

merkittäviä määriä ballistisia ratoja. Kuvassa havaittava vaihtelevuus hyvin ja huonosti

määriteltyjen diffuusiokertoimien alueissa luultavasti johtuu KAM-saarekkeiden synnystä

ja tuhoutumisesta faasiavaruudessa, kun sirottajien välistä etäisyyttä w kasvatetaan. Tar-

kempi faasiavaruuden rakenteiden ja diffuusiokertoimen välisen yhteyden tarkastelu on

kuitenkin jätetty työn ulkopuolelle ja näin ollen jatkotutkimusta tarvitaan.

Erikoista kuvan 4.7 diffuusiokertoimen käyttäytymisessä hyvin määritellyillä alueilla on

toisaalta sen ei-monotonisuus ja toisaalta sen kompleksisuus. Diffuusiokerroin vaikut-

taa käyttäytyvän ei-monotonisuudesta huolimatta varsin säännöllisesti hyvin määritellyillä

alueilla: diffuusiokerroin tekee pienen notkahduksen, jonka keskellä esimerkiksi kohdissa

w ≈ 0,19 ja w ≈ 0,28 se yllättäen kasvaa. Näitä kohtia vastaavilla w:n arvoilla simulaa-

tioissa on ollut semiballistisia ratoja, jotka nostavat MSD:n arvoa ja siten diffuusiokertoi-

men arvoa.

Kuva 4.8. Neliöhilassa on aina ballistisia
käytäviä. Hiukkanen voi edetä jopa äärettö-
män ajan lähes lineaarisesti ballistista käytä-
vää pitkin.

Neliöhilallinen pehmeä Lorentz-kaasu on

dynamiikaltaan mielenkiintoinen systeemi.

Kovareunaisessa neliöhilassa kaikilla ar-

voilla w > 0 on selkeitä ballistisia käy-

täviä. Käytävät ovat neliöhilan rakenteen

vuoksi x- ja y-akselin suuntaisia. Fermi-

potentiaalin muoto rajoittaa näitä käytä-

viä tehden ballistisista radoista kaareutu-

via. Tässä tapauksessa mahdollisia ballis-

tisia käytäviä on olemassa kaikilla arvoil-

la w > 0,1098. Ballistista käytävää on

havainnollistettu kuvassa 4.8. Satunnaisil-

la lähtöarvoilla on aina olemassa nollasta

poikkeava todennäköisyys sille, että hiuk-

kanen ajautuu tällaiselle ballistiselle käy-

tävälle. Tässä työssä ei kuitenkaan tutkittu

näitä todennäköisyyksiä tarkemmin.

Yllä mainitun todennäköisyystarkastelun

lisäksi säännölliseltä vaikuttava käyttäyty-

minen vaatii jatkotutkimusta: laskennan tarkkuutta sekä datapisteiden tiheyttä kasvatta-

malla voidaan saada lisätietoa säännöllisen käyttäytymisen yleisyydestä ja luonteesta
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esimerkiksi faasikarttojen avulla. Asettamalla päällekkäin useilla lähtöarvoilla toteutettu-

jen simulaatioiden poikkileikkauksia nähtäisiin paremmin systeemin rakennetta. Lisäksi

kuvan 4.7 harmaiden alueiden dynamiikkaa ja rakennetta tulee tutkia tarkemmin, jotta

saadaan kattavampi kuva pehmeän neliöhilallisen systeemin käyttäytymisestä. Lisäksi

erilaisia approksimaatioita käyttämällä diffuusiokertoimelle voidaan mahdollisesti määri-

tellä arvo myös työssä löydetyillä alueilla, joissa diffuusiokerroin ei ole hyvin määritelty.
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5. YHTEENVETO

Tässä työssä on tarkasteltu numeerisesti atomistista diffuusiota periodisessa kaksiulot-

teisessa neliöhilassa, jossa klassinen, pistemäinen hiukkanen liikkuu kimpoillen ympy-

rän muotoisista sirottajista. Tavanomainen, kovareunaisista sirottajista koostuva Lorentz-

kaasu on tyyppiesimerkki kaoottisesta systeemistä, jota on tutkittu varsin paljon. Kuiten-

kaan pehmeiden sirottajien vaikutusta diffuusioon ei ole tutkittu yhtä paljon, vaikka peh-

meä potentiaali on realistisempi malli moniin mikro- ja nanoskaalan rakenteisiin. Siksi

tässä työssä yksittäisten sirottajien kova potentiaali on korvattu Fermi-funktion mallisella

potentiaalitöyssyllä.

Tutkimuksessa simuloitiin hiukkasten klassista liikettä neliöhilassa ratkaisemalla hiukkas-

joukon liikeradat Hamiltonin yhtälöistä hyödyntäen Bill2d-ohjelmistoa halutulla aikavälillä.

Tulosten pohjalta voidaan määritellä numeerisesti systeemin diffuusiokerroin eri systee-

miparametreilla, joista keskeisimpiä ovat hiukkasen energia, sirottajien potentiaalin peh-

meys sekä sirottajien välinen etäisyys. Tässä työssä on keskitytty analysoimaan kvali-

tatiivesti diffuusiokertoimen käyttäytymistä sirottajien välisen etäisyyden funktiona pitäen

muut systeemin parametrit vakiona.

Määritetyissä diffuusiokertoimissa on havaittavissa, että pienillä etäisyyksillä ei tapahdu

diffuusiota, vaan hiukkaset jäävät jumiin pehmeiden sirottajien muodostamaan potentiaa-

liloukkuun. Simulaatiossa havaittiin, että diffuusiota tapahtuu sirottajien välisen etäisyy-

den ylittäessä hiukkasen energiasta ja sirottajien pehmeydestä riippuvan kynnysarvon.

Vaikka diffuusiokerroin pääsääntöisesti kasvaa sirottajien etäisyyden mukana, kasvu on

epäsäännöllistä ja tietyillä alueilla diffuusio on anomaalista. Tätä diffuusiokertoimen käy-

töstä analysoitiin alustavasti yksittäisten ratojen avulla paikka-avaruudessa sekä faasia-

varuudessa käyttäen Poincarén poikkileikkauksia. Näiden tulosten perusteella todennet-

tiin, että faasiavaruuteen syntyy säännöllistä liikettä kuvaavia Kolmogorov-Arnold-Moser

-saarekkeita, joiden esiintyminen ja muoto riippuu voimakkaasti systeemin parametreista.

Todennäköisesti näitä alueita tutkimalla voidaan saada lisätietoa diffuusiokertoimen moni-

mutkaisesta käyttäytymisestä. Jatkotutkimuksiin on siis syytä, jotta realistisen, pehmeillä

potentiaaleilla muodostetun neliöhilan diffuusio ymmärretään perinpohjaisesti. Tätä ym-

märrystä voitaneen hyödyntää jatkossa muun muassa uudenlaisten periodisten nanora-

kenteiden tutkimuksessa.
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