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Hamiltonin mekaniikkaan perustuvia klassisia systeemeita on tutkittu paljon. Periodisia Hamil-
tonin systeemeja voidaan hyddyntdd muun muassa diffuusion tutkimisessa. Diffuusiolla tarkoite-
taan aineen leviamista pienemman pitoisuuden alueelle. Atomistisessa diffuusiossa tarkastellaan
yksittdisen hiukkasen etenemista mikro- ja nanomittakaavan rakenteissa. Tassé kandidaatintyds-
sa keskitytdan tutkimaan pistemaisten hiukkasten atomistista diffuusiota periodisessa kaksiulot-
teisessa nelibhilassa. Vastaavia systeemeja on tutkittu paljon matemaattisessa fysiikassa, kaa-
osteoriassa seka toisaalta yhda enemmaéan myds tiiviin aineen fysiikassa, silla tallaisia periodisia
rakenteita voidaan muodostaa mikroskopiamenetelmilla erilaisille metalli- ja puolijohdepinnoille.

Tydssa tutkittu nelidhila muodostuu ympyréan muotoisista sirottajista, joihin klassiset pistemai-
set hiukkaset térmailevat. Aiheesta on tehty aiempaa tutkimusta siten, etta neliéhilan sirottajilla on
ollut suorareunainen potentiaali, johon hiukkanen on térmaillyt elastisesti. Tassa tydssa sirotta-
jien kova potentiaali on kuitenkin korvattu pehmennetyllda Fermi-potentiaalilla, joka on realistisem-
pi malli mikro- ja nanoskaalan vuorovaikutuksille, esimerkiksi johtavuuselektronien térmayksille
pinnan molekyyleista.

Tutkimukseen kéytettiin tietokonesimulaatiota, erityisesti Bill2d-ohjelmistoa, jolla simuloitiin hiuk-
kasten klassista liiketta nelidhilassa. Ohjelmistolla ratkaistiin Hamiltonin liikeyhtal6t hiukkasjoukon
etenemiselle halutulla aikavalilla. Tulosten pohjalta voitiin numeerisesti maarittaa diffuusion luonne
seka diffuusiokertoimen arvo kaytetyilla parametreilla, joista keskeisimpia ovat hiukkasen energia,
sirottajapotentiaalin jyrkkyys seka sirottajien valinen etaisyys. Tassa tydssa diffuusion kayttayty-
mista tutkittiin varioiden sirottajien valista etaisyytta ja pitden muut systeemin parametrit vakiona.

Tuloksista havaittiin, etté pienilld sirottajien valiselld etaisyydella hiukkaset jaivat loukkuun si-
rottajien valiin pehmennetyn potentiaaliprofiilin seurauksena eiké diffuusiota tapahtunut. Suurem-
milla etaisyyksilla diffuusiota tapahtui, mutta sen voimakkuus kasvoi sirottajien etéisyyden kas-
vaessa ei-monotonisesti ja epasaanndéllisesti. Tutkitulla parametrialueella oli myds alueita, joissa
diffuusion voimakkuutta ei pystytty maarittelem&an mielekkaasti. Taman liséksi diffuusion kayttay-
tymisessé havaittiin muita jatkotutkimuksen kannalta kiinnostavia sdanndllisia ja epéséannéllisia
rakenteita.

Avainsanat: diffuusio, Lorentz-kaasu, periodinen systeemi, kaaos, klassinen mekaniikka, epaline-
aarinen fysiikka
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1. JOHDANTO

Diffuusiossa aine kulkeutuu suuremman pitoisuuden alueesta pienemman pitoisuuden
alueelle siten, ettd aineen pitoisuuserot tasoittuvat. Tdma aine voi olla esimerkiksi so-
kerimolekyyleja, jotka leviavat kahvikupissa tai hajuvetta, joka levidad ympari huonetta.
Diffuusiota ilmiéna voidaan lahestyé joko fenomenologisesti tai atomistisesti. [1]

Jonathan Fick kehitti fenomenologiset diffuusiolait vuonna 1855. Han muotoili ensimmai-
send matemaattisen relaation diffuusiolle. Fickin lait eivat kerro mikrotason mekanismeis-
ta, vaan ne perustuvat makrotason havaintoihin. [2]

Téssa tydssa diffuusiota tutkitaan atomistisesti satunnaiskavelyn kautta. Robert Brown
julkaisi vuonna 1828 I6ydéksensa pienten hiukkasten satunnaiskavelysté [3]. Satunnais-
kavelyssé otetaan nimensa mukaisesti perakkaisia askeleita satunnaiseen suuntaan. Mik-
rotason diffuusio voidaan ajatella satunnaiskavelyna siten, etta hiukkaset etenevéat jossain
rakenteessa lampdliikkeen seurauksena térmaten sattumanvaraisesti rakenteessa oleviin
sirottajiin. Diffuusion voimakkuutta tai toisin sanoen sen nopeutta kuvaa diffuusiokerroin,
joka voidaan tilastollisesti maarittaa tarkastelemalla suuren hiukkasjoukkon dynamiikkaa
systeemissa. [1]

Mikrotason diffuusiota on tutkittu kattavasti kaksiulotteisissa rakenteissa. Hendrik Lorentz
esitti vuonna 1905 yksinkertaisen kaksiulotteisen mallin kuvaamaan metallin johtavuuse-
lektronien liikettd [4]. Tama niin sanottu Lorentz-kaasu rakentuu ympyranmuotoisten si-
rottajien muodostamasta periodisesta hilarakenteesta, jossa klassiset elektronit etene-
vét sirottajista tormaillen. Lorentz-kaasua on tutkittu varsin paljon kolmiohilassa, joka on
my&s hyva malli kuvaamaan grafeenia. Hilan sirottajien potentiaalit ovat usein tarkaste-
lussa suorareunaisia, jolloin térmaykset ovat taysin elastisia [5]. Lorentz-kaasun sirotta-
jien kova potentiaali voidaan kuitenkin korvata Fermi-funktion muotoisella potentiaalilla,
joka kuvaa realistisemmin hiukkasten vuorovaikutusta. Taméan tyyppisessa pehmeassa
kolmiohilallisessa Lorentz-kaasussa on havaittu hiljattain anomaalista diffuusiota, jossa
diffuusiokerroin ei ole maariteltévissa tietyilla systeemin parametrien arvoilla [6]. Vastaa-
vaa nelidhilallista pehme&a Lorentz-kaasua ei ole toistaiseksi tutkittu kattavasti.

Té&ssa ty0ssa tutkitaan diffuusiota nelidhilallisessa Lorentz-kaasussa, jossa Lorentz-kaasun
sirottajien potentiaalina kaytetdan pehmennettyad Fermi-potentiaalia. Tydssa kartoitetaan
kvalitatiivisesti diffuusiokertoimen kaytds nelidhilan sirottajien etéisyyden funktiona. Tas-



sé diffuusiokertoimen numeerisessa analyysissa hyddynnetaan tietokonesimulaatioita ja
suurteholaskentaa CSC:n supertietokoneilla. Tulosten perusteella nelibhilassa esiintyy
kolmiohilan tavoin anomaalista diffuusiota. Tdman lisaksi diffuusiokertoimella on hyvin
monimutkainen rakenne sirottajien etaisyyden funktiona. Tydn tulokset antavat ndin ollen
aihetta tieteellisiin jatkotutkimuksiin.

Luvussa 2 kaydaan lapi hiukkasen klassiset liikeyhtalot, Brownin liike seka esitellaan tyos-
sa tutkittava diffuusiokerroin. Luvussa 3 esitellaan ty6sséa kaytetyt numeeriset menetelmat
sekd simulaatioihin k&ytetty Bill2d-ohjelmisto. Luvussa 4 esitelldédn seka analysoidaan
tydn tuloksia, ja luvussa 5 esitetdén tyén yhteenveto.



2. TEORIA

Tassé luvussa esitelldan tyéhon liittyvaa teoreettista taustaa. Ensin tutustutaan kolmeen
tunnettuun klassisen mekaniikan formalismiin ja niiden avulla pistemaisen hiukkasen lii-
keyhtaléén. Taman jalkeen esitelldédn Brownin liikke ja tydn kannalta keskeinen diffuusion
voimakkuutta kuvaava diffuusiokerroin.

2.1 Klassiset liikeyhtalot

2.1.1 Newtonin liikeyhtalo

Klassisessa mekaniikassa kappaleen dynamiikka méaéaraytyy Newtonin laeista. Newto-
nin ensimmainen laki maarittelee kappaleen liikkeen jatkuvuuden tai levossa olon, jos
siihen vaikuttavien voimien summa on nolla. Newtonin kolmas laki taas kertoo tarkas-
teltavan kappaleen vuorovaikutuksesta muiden kappaleiden kanssa: jos tarkasteltavaan
kappaleeseen vaikuttaa toinen kappale jollain voimalla, kyseinen kappale vaikuttaa myés
toiseen kappaleeseen yhta suurella mutta vastakkaissuuntaisella voimalla. Viimeisend
tarkasteltava Newtonin toinen laki maarittelee kappaleen liikeyhtalén muodon. Kappalee-
seen vaikuttava kokonaisvoima F antaa kappaleelle kiihtyvyyden a siten, etta

F =ma, (2.1)

jossa m on kappaleen massa. Koska kiihtyvyys on nopeuden v aikaderivaatta ja nopeus
taas on paikan r aikaderivaatta, voidaan kappaleen liikeyhtal6 esittdd muodossa

dp d’r

jossa kappaleen likemaara on p = mv ja kappaleen massan m oletetaan olevan ajasta
riippumaton vakio.

Vaikka klassisen kappaleen liikeradat voidaan periaatteessa ratkaista kayttden kolmea
Newtonin lakia, on tdmd l&dhestymistapa monesti epdkaytannéllinen. Taman takia New-
tonin lait kannattaa pukea uuteen, matemaattisempaan muotoon, joka voidaan helpom-
min yleistdd koskemaan erilaisia fysikaalisia systeemeja [7]. TAss& uudessa muodossa



mekaniikan lakeja on helpompi soveltaa tutkiessa klassisen hiukkasen liiketta esimerkik-
si paikasta riippuvassa potentiaalikentassa. Tydssa tarkastellaan lyhyesti kahta erilaista
nakdkulmaa muotoilla Newtonin lait uudelleen (yksityiskohtaisempi kasittely 16ytyy esi-
merkiksi viitteesta [8]): ensin Lagrangen formulointia kappaleessa 2.1.2 ja sen jéalkeen
ekvivalenttia kuvausta, Hamiltonin mekaniikkaa kappaleessa 2.1.3.

2.1.2 Lagrangen mekaniikka

Yksi vaihtoehtoinen lahestymistapa muotoilla klassinen mekaniikka on kayttda Lagran-
gen formulointia, jolla on selvid etuja ylla esitettyyn Newtonin mekaniikkaan. Newtonin
mekaniikan paikkavektorien sijasta Lagrangen mekaniikka muotoillaan kayttden yleistet-
tyja koordinaatteja. Nama koordinaatit voidaan valita useasti edullisemmin suhteessa tar-
kasteltavaan mekaniikan ongelmaan kuin paikkavektorit. Taman lisaksi liiketta rajoittavat
sidosehdot on helpompi huomioida Lagrangen mekaniikassa kuin kayttden Newtonin la-
keja. Lagrangen mekaniikassa systeemin taydelliseen kuvaamiseen tarvitaan Nd yleis-
tettya koordinaattia, jossa /N on hiukkasten maara ja d systeemin dimensio. Ainoa oleelli-
nen vaatimus paikkavektorien ja yleistettyjen koordinaattien valilla téaytyy olla yksi yhteen
kuvaus maarittelyalueessaan. [7]

Keskeinen suure Lagrangen mekaniikassa on tarkasteltavan systeemin kineettisen ener-
gian T’ ja potentiaalienergian U erotus, joka tunnetaan Lagrangen funktiona. Lagrangen

funktio yleistetyilla koordinaateilla ¢;, jossai = 1,..., Nd, maaritellddn seuraavasti:
1 N Nd
. o _ = .9 o L. . .
L=T U_Q;meIQz U(q17"'7q1\/d7q17-~'7QNd7t)7 (23)

jossa my ovat systeemissa olevien hiukkasten massat ja ¢, ovat hiukkasten yleistetyt
nopeudet [9]. Tassa on otettu kayttddn yleinen notaatio, jossa kokonaisaikaderivaattaa
merkitdan pisteelld suureen symbolin paalld. Lagrangen mekaniikassa hiukkasen liike
maaraytyy Lagrangen yhtéloista

d /oL oL
— =) = = =1,....N 2.4

jotka voidaan johtaa yleisemmasta Hamiltonin periaatteesta (katso esimerkiksi viite [8]).
Nain ollen systeemin liikeyht&l6t ovat tdysin maériteltyja, kun systeemin Lagrangen funk-
tio on tunnettu. Koska Lagrangen yhtéld ja funktio ovat skalaarisia, ne eivat muutu koordi-
naatistomuunnoksissa, ainoastaan niiden riippuvuus koordinaateista muuttuu [7]. TAméan
lisksi systeemissa voimassa olevia sailymislakeja voidaan tarkastella tutkimalla Lagran-



gen funktion symmetrioita. Esimerkiksi yleistetyn likemaaran

oL

Di

sdilymislaki systeemissa seuraa Lagrangen funktion symmetriasta translaatioissa [8].

Tarkastellaan seuraavaksi Lagrangen mekaniikan soveltamista esimerkkitapaukseen, jo-
ka kytkeytyy suoraan tdman tydn aiheeseen. Otetaan tarkasteluun yhden pistemaisen
hiukkasen (N = 1) liike kaksiulotteisessa (d = 2) ajasta riippumattomassa potentiaalis-
sa. Valitaan yleistetyiksi koordinaateiksi koko tarkasteltavassa avaruudessa karteesiset
koordinaatit x ja y. Talléin hiukkasen, jonka massa on m, kineettinen energia voidaan
kirjoittaa muotoon

1 1
T = §mv2 - §m(;b2 + i), (2.6)

jolloin potentiaalissa U (x, y) likkuvan hiukkasen Lagrangen funktio on yhtélén (2.3) mu-
kaisesti

L= tm(# +iP) ~ Ulr.y). 27)

Tunnettaessa systeemin Lagrangen funktio voidaan yleistetyt likemaarat ratkaista méaari-
telméan (2.5) perusteella

oL . oL . (2.8)
p ER Ja. p R Y
jotka vastaavat Newtonin mekaniikan mukaisen likemaéran p = mv karteeseja kompo-
nentteja. TAman lisdksi ndhdaan, etta

oL  oU oL oU-

— =——=F, j =F
ox ox 12

5 oy (2.9)

Tama tulos taas yhtyy Newtonin mekaniikan mukaiseen ajatukseen konservatiivisesta
voimasta F, joka voidaan esittaa potentiaalifunktion gradienttina F = —VU. Nain ollen
systeemin Lagrangen yhtalét

oL AL . oL A IL

=== === 2.1
or  dtor By dt oy (2.10)

voidaan tulkita Newtonin toisen lain mukaiseksi yhtaloksi (2.2).

Lagrangen yhtélét (2.10) muodostavat toisen kertaluvun differentiaaliyhtalét, joiden rat-



kaisuna saadaan hiukkasen liike kaksiulotteisessa potentiaalissa U (x,y) ajan funktiona
tunnettaessa hiukkasen nopeus ja paikka jollain ajanhetkelld. Kuitenkin yleensa numeerii-
kan kannalta mekaniikan ongelma kannattaa muotoilla Hamiltonin formalismia kayttaen,
jossa ratkaistavat liikeyhtal6ét ovat usein helpommin ratkaistavissa olevia ensimmaisen
kertaluvun differentiaaliyhtaléitéd, vaikka tarkasteltavien yhtaléiden méara kaksinkertais-
tuu.

2.1.3 Hamiltonin mekaniikka

Lagrangen mekaniikan lisaksi toinen paljon kaytetty klassisen mekaniikan esitystapa on
Hamiltonin formalismi. Keskeisen& erona Lagrangen mekaniikkaan on, ettd Hamiltonin
mekaniikka formuloidaan yleistettyjen nopeuksien sijaan kayttéden yleistettyja eli kanoni-
sia liikemaaria, jotka on maaritetty kaavassa (2.5). Hamiltonin mekaniikka voidaan joko
johtaa Lagrangen mekaniikasta Legendren muunnoksen avulla tai suoraan Hamiltonin
periaatteesta. [8]

Hamiltonin formalismissa d-ulotteisen ja N hiukkasta sisaltdvan systeemin fysikaalista
tilaa kuvaa piste 2d-ulotteisessa faasiavaruudessa, joka muodostuu yleistetyista koordi-
naateista ¢; ja likemaarista p;, missa ¢ = 1, ..., Nd. Systeemin dynamiikka on sisdanra-
kennettu Hamiltonin funktioon

Nd
H=> pi— L, (2.11)
=1

joka voidaan tulkita Legendren muunnoksena Lagrangen funktioon £ [9]. Hamiltonin funk-
tio maarittelee systeemin lilkkeen faasiavaruudessa Hamiltonin yhtaldiden kautta [8]:

oH | oH
op; a

Gi = Vi=1,...,Nd. (2.12)
Lagrangen funktion tapaan systeemin Hamiltonin funktion symmetriat kytkeytyvat lahei-
sesti sailysmislakien olemassaoloon [7]. Esimerkiksi Hamiltonin funktio on systeemin lii-
kevakio eli sen kokonaisaikaderivaatta haviaa, kun systeemi on symmetrinen aikatrans-
laatioissa. Toisin sanoen systeemissa on voimassa Hamiltonin funktion sailymislaki, kun
Hamiltonin funktio ei riipu eksplisiittisesti ajasta. Taman lisaksi voidaan osoittaa [8], et-
td Hamiltonin funktio kuvaa systeemin kokonaisenergiaa, kun systeemin potentiaali (ja
sidosehdot) ovat nopeuksista ja ajasta riippumattomia. Nain ollen Hamiltonin funktio ja
energian sailymislaki systeemissa kytkeytyvat monesti toisiinsa.

Otetaan uudelleen tarkasteluun Lagrangen mekaniikan esimerkkitapaus (2.7), jossa yk-
si hiukkanen liikkuu potentiaalissa U(z,y). Tamén esimerkin yhteydessé ratkaistiin ai-
emmin hiukkasen yleistetyt likemaarat (2.8). Nain ollen systeemin Hamiltonin funktio on



maéaritelman (2.11) perusteella

. .1 .
H = poi + pyiy — §m(x2 + ) + Uz, y)

2 2 2 2
Py l(py P
Zp——i-—y——(p——l——y)—l—U(x,y)
m m 2\m m (2.13)
2m  2m

=T(ps,py) + U(z,y) = E.

+ U(x,y)

Nahdaan, ettd Hamiltonin funktio kuvaa systeemin eli klassisen hiukkasen kokonaisener-
giaa F, kuten oltaisiin voitu paatella suoraan Hamiltonin funktion (2.11) muodosta aikai-
semman perusteella. Taman lisgksi hiukkasen kokonaisenergia on liikevakio, silla Hamil-
tonin funktio ei riipu eksplisiittisesti ajasta.

Systeemin liike neliulotteisessa faasiavaruudessa (x,y, p,, p,) maaraytyy madritelman
(2.12) mukaisista Hamiltonin yhtal6ista:

. OH  p. . . OH  py, . . OH ) . OH
x—apz—m ja y—apy—m sekd p, = %—Fx ja py = a—y—Fy.
(2.14)

Toisin sanoen ylla esitetyt liikeyhtalét maarittelevat klassisen hiukkasen liikkeen kaksiu-
loitteisessa potentiaalissa U(z,y). Vaikka systeemin kehitys rajoittuu vakioenergiapin-
noille faasiavaruudessa, voi hiukkasen dynamiikka olla silti hyvin monimutkaista, jopa
kaoottista. Kaaosta voi esiintyd Hamiltonin mekaniikan mukaisessa systeemissé, jos faa-
siavaruuden dimensio on vahintaan nelja [8, 10]. Nain ollen edella tarkasteltu esimerkki
muodostaa minimaalisen systeemin tutkia klassisen mekaniikan mukaista kaaosta. Hiuk-
kasen liikkeen saannollisyys tai kaoottisuus riippuu kuitenkin potentiaalin U (x, y) muo-
dosta seka alkuarvoista.

Kyseinen esimerkki antaa myds yksinkertaisen mallin joukolle klassisia hiukkasia, jot-
ka eivat ole keskendan vuorovaikutuksessa. Talléin systeemin dynamiikan tarkastelu re-
dusoituu yksittaisten hiukkasten liikkeen tarkasteluun, jota kuvataan yhtéléilla (2.14). Nai-
den yksittaisten hiukkasten liikeratojen ja systeemin faasiavaruuden rakenteen liséksi ylla
olevan esimerkin mukaista systeemia voidaan hyddyntaa valaisemaan potentiaalista joh-
tuvan kaaoksen vaikutusta hiukkasjoukon kollektiiviseen kaytékseen kuten atomistiseen
diffuusioon.



2.2 Atomistinen diffuusio

2.2.1 Brownin liike ja satunnaiskavely

Kasvitieteilija Robert Brown havaitsi vuonna 1827, etta nesteessa kelluvat siitepélyhiuk-
kaset olivat jatkuvassa poukkoilevassa liikkeessa [3]. Sama ilmié havaittin myds my6-
hemmin kaasuissa. Nykyisin tdma ilmié tunnetaan Brownin liikkeend, jolle on ominaista
tarkasteltavan hiukkasen toistuvat &killiset suunnanmuutokset kuten on havainnollistet-
tu kuvassa 2.1. Liikkeen syy oli hAmaran peitossa aina vuoteen 1905 asti, jolloin Albert
Einstein esitti Brownin havaitseman hiukkasen poukkoilevan liikeradan aiheutuvan mo-
lekyylien tdrmailysta satunnaisesti tarkasteltavaan hiukkaseen lampdliikkeen seuraukse-
na [11]. Fysiikassa Brownin liikkeella on historiallisesti ollut keskeinen rooli molekyylien
ja atomien olemassaolon todistamisessa: Einsteinin ajatuksen pohjalta tehdyt kokeelliset
tutkimukset tukivat molekyylien ja atomien olemassaoloa [2]. Taméan lisdksi Brownin lilke
kytkeytyy oleellisesti kineettiseen kaasuteoriaan ja diffuusion ymmartamiseen [12].

Yksinkertaisen mutta teoreettisesti mielek-

kaan mallin Brownin liikkeelle tarjoaa tul- ‘-” )2aN X
kinta, jossa hiukkanen tulkitaan satunnais- R’ ,_ ;,:
kavelijana. Talldin hiukkasen yksittaisen ~ k . . :
likeradan voidaan ajatella koostuvan suo- ) \J‘
raviivaisesta liikkkeesta, jolloin se ei vuo- (él =0 T
rovaikuta ympériston kanssa, sekd sa- _ \’/\T;T‘ﬁ%‘s;;dt“_f"“-‘”‘
tunnaisina ajankohtina tapahtuvista suun- ] \“;‘-ﬁ”’cif“ eyl
nanmuutoksista, jossa ympariston muiden J:‘f:f“*’ o 7
hiukkasten tormaykset aiheuttavat satun- *{‘" E'; ,.;/'" _

naisen muutoksen tarkasteltavan hiukka- j";l \ ‘“

- . |

sen liikemaaraan [2]. Stokastisesta luon-

teestaan johtuen satunnaiskavelymallissa Kuva 2.1. Esimerkkikuva Brownin liikkees-
hiukkasen liikettd kuvataan maarittamal- td. Brownin liikkeelle ominaista on &killiset
|4, milla todennakdisyydelld hiukkanen on Suunnanmuutokset.
paatynyt tietylle etdisyydelld alkupistees-
tédén tietyn ajan kuluessa [13]. Esimerkiksi Albert Einstein johti vuonna 1905 Brownin
likkeeseen pohjautuen lausekkeen pallon muotoiselle hiukkasen diffuusiolle nesteessa,
jossa hiukkanen liikkuu keskim&arin mihin tahansa suuntaan matkan siten, ettd matkan

neliéllinen keskiarvo riippuu pallon sateesta, véliaineen viskositeetista ja lampdtilasta [14].



2.2.2 Diffuusiokerroin

Hiukkasen diffuusion voimakkuutta kuvataan diffuusiokertoimella D, joka maaritellaan
kaksiulotteisessa systeemissa seuraavasti:

b g (0 = x(t)P)

lim S (2.15)

jossa hakasulkeet osoittajassa tarkoittavat keskiarvoistusta yli liikerata- eli trajektorijou-
kon [6]. Kaksiulotteista systeemid yleisemmassa tapauksessa ainoastaan nimittajassa
olevan ajan kerroin muuttuu systeemin dimension mukaan. Maéritelmén (2.15) suure D
mittaa diffuusion voimakkuutta suhteessa hiukkasen neliélliseen odostusarvoon (MSD,
engl. mean squared displacement), joka maaritelldén hiukkasen ajassa t — ¢, kulkeman
paatepisteen r(t) ja sen alkupisteen r(0) vélisena nelidllisena poikkeamana yli tarkas-
teltavien liikeratojen. Viemalla MSD rajalle, jossa tarkasteltava aika ¢ lahestyy aaretdnta,
diffuusiokertoimesta D saadaan liikeradan loppuajankohdasta ¢ riippumaton. Tama myds
ehkaisee diffuusiokertoimen D riippuvuutta alkuajankohdan ¢, valinnasta.

Edella esitelty m&aritelma (2.15) diffuusiokertoimelle on erikoistapaus yleisemmasta ka-
sittelysta. Yleisemmin voidaan tarkastella neliéllisen poikkeaman odostusarvon eli MSD:n
kaytosta suhteessa aikaan ¢ olettaen, etta

(e(t) = r(0)[*) o< D(t — to)“. (2.16)

Normaalissa, lineaarisessa diffuusiossa a = 1, ja kerroin D tulkitaan diffuusiokertoimek-
si. Jos a # 1, puhutaan anomaalisesta diffuusiosta. Tallin kerrointa D ei voida rinnas-
taa yhtalén (2.15) mukaiseen diffuusiokertoimeen. Toisin sanoen diffuusiokerroin on hyvin
maaritelty vain normaalin diffuusion o« = 1 tapauksessa. [14]

Anomaalinen diffuusio, jossa diffuusiokerrointa ei voida maaritelld mielekk&asti, jakautuu
kahteen eri osa-alueeseen: subdiffuusioon o < 1 ja superdiffuusioon o« > 1 [14]. Mah-
dollisia syita sub- ja superdiffusion ilmentymiselle on esitetty kuvassa 2.2, jossa hiukka-
nen liikkkuu pehmeiden kiekkojen muodostamassa kaksiluotteisessa potentiaalissa. Ku-
vassa 2.2a on esimerkki hiukkasen radasta, joka on jaédnnyt loukkuun sirottajien valiin.
Nain ollen kyseiset radat eivat kasvata MSD:t4 merkittdvasti ajan kuluessa eteenpain.
Tama kaytds voi nayttaytya systeemin tasolla subdiffuusiona. Kuvassa 2.2b on taas esi-
tetty ballistisen hiukkasen liikerata, jossa hiukkanen etenee l&hes lineaarisesti poispain
alkupisteestdan. Nain ollen ballististen ratojen joukko kontribuoi voimakkaasti kasvattaen
MSD:t& suhteessa kuluvaan aikaan, mika voi nayttaytya systeemissa superdiffuusiona.
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(a (b)

Kuva 2.2. (a) Subdiffuusiossa hiukkasjoukon neliéllinen keskipoikkeama ei kasva merkit-
tavésti ajan funktiona. Sen arvoa voi pienentdé esimerkiksi tilanteet, joissa hiukkanen j4a
loukkuun sirottajien véliin, eikd se pdédse kulkemaan sirottajien vélisistd raoista. Kuvan
pallo merkitsee hiukkasen paikkaa hetkelld t, ja nelié paikkaa hetkelld t. (b) Superdif-
fuusiossa hiukkasjoukon neliéllinen keskipoikkeama kasvaa nopeasti ajan funktiona. Ta-
madn voi aiheuttaa hiukkaset, jotka kulkevat sirottajien vélissé kdytavaa pitkin ballistisesti.
Ballistinen rata kulkee ldhes hiukkasen suurinta teoreettista nopeutta pois pdin 1ahtépis-
teesta.

Huomioitavaa on kuitenkin, ettd systeemin sub- tai superdiffuusiivinen kaytdés ei valtta-
matta johdu yksin kuvan 2.2 mukaisista radoista, vaan systeemin diffuusiivinen kaytds on
yleens@ monimutkainen kokonaisuus erilaisista liikeradoista. Systeemi voi esimerkiksi si-
saltdd seka loukkuun jaéneita ettd ballistisia ratoja, mutta myds Lévy flight -ilmién mukai-
sia niin sanottuja semiballistisia ratoja, joissa hiukkanen etenee valilla ballistisesti ja va-
lilld hiukkasen liike nayttaa rajoittuvan tietylle alueelle [2, 14]. Erilaisten ratojen merkitys
MSD:n kannalta ja diffuusiokertoimen kaytéksen ymmartdmisessa on hyvin keskeisessa
osassa tassa tydssd, kun siirrytaan tarkastelemaan numeerisesti diffuusiota kaoottisessa
kaksiluotteisessa potentiaalissa eri systeemiparametrien arvoilla.



11

3. NUMEERINEN MALLINNUS

Té&ssa tydssa mallinnetaan klassisten hiukkasten liikettd nelion muotoisessa hilassa, jon-
ka jokaisessa hilapisteessa on potentiaalitdyssy. Simulaatioita hyédyntaen tutkitaan dif-
fuusion kayttaytymista potentiaalitdyssyjen etaisyyden funktiona. Tassa kappaleessa esi-
telladn Lorentz-kaasun sirottajien potentiaalina kaytettdva Fermi-funktio, diffuusiokertoi-
men numeerinen ratkaiseminen seka tutustutaan tydssa kaytettyyn Bill2d-ohjelmistoon.
Jatkossa tyén kaavat ja tulokset on ilmoitettu atomiyksikdissa (a.u.).

3.1 Pehmea Lorentz-kaasu

Tasséa tydssa perinteisen Lorentz-kaasun sirottajien teravareunainen potentiaali korva-
taan pehmennetylld Fermi-potentiaalilla. Yksittisen sirottajan aiheuttama repulsiivinen
potentiaali on Fermi-Dirac-funktion mukaisesti muotoa

1

VD =17 expl(F] = o) /0]’

(3.1)

jossa r on hiukkasen paikkavektori, 7y on potentiaalitdyssyn effektiivinen sade ja o sen
pehmeyttd kuvaava parametri [6]. Sirottajan potentiaali saadaan kovareunaisemmaksi
pienentamalld pehmennysparametrin o arvoa, kuten on havainnollistettu kuvassa 3.1.
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Kuva 3.1. Yhtélén (3.1) mukaisia Fermi-potentiaalin profiileja o :n eri arvoilla, kunry = 1.
Tamé on yhden sirottajan aiheuttama radiaalinen potentiaali kuvan alakulman mukaises-
sa nelibhilassa. Kovareunaisessa sirottajassa potentiaali on terdvd ja darettébmén korkea.

Pehmea potentiaali vastaa kovareunaisia sirottajia paremmin todellista hiukkasten liiketta
mikro- ja nanoskaalan rakenteissa, jossa hiukkasten ja periodisen rakenteen valilla on
sahkdstaattista Coulombin vuorovaikutusta. Yhtéldn (3.1) mukaisella Fermi-potentiaalilla
on tutkittu aikaisemmin esimerkiksi diffuusiota kolmiohilassa. [6]

Koska Fermi-potentiaali ei ole teravareunainen, diffusoituva hiukkanen on jokaisen Fermi-
kiekon potentiaalin vaikutuksen alaisena jokaisessa avaruuden pisteessa. Kuitenkin tar-
kasteltaessa Fermi-potentiaalin lauseketta (3.1) havaitaan sirottajan vaikutuksen havia-
van eksponentiaalisesti effektiivisen s&teen 7 ulkopuolella ja limy| o0V (r) = 0.

Saanndllisen hilan voidaan ajatella koostuvan aarettdémastd maéarasta yksikkbkoppeja,
joiden kulmissa on sirottajakiekon keskipiste. Nain ollen yhdessa yksikkokopissa on yh-
teensé yksi sirottaja, joka koostuu neljasta sirottajan neljanneksesta. Yksikkékopin geo-
metriaa on esitelty kuvassa 3.2.
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Kuva 3.2. Nelibhilan yksikkbkoppi on nelid, jonka kulmissa on sirottajien keskipisteet. Yk-
sikkGkopissa keskeiset geometriset suureet ovat sirottajien vélinen etdisyys w, yKsikko-
kopin sivun pituus L ja sirottajan effektiivinen sédde ry.

Yksikkdkopin geometriasta voidaan ratkaista kahden sirottajan valinen etéisyys, toisin
sanoen sirottajien valisen kaytavan leveys w:

w=L— 2r, (3.2)

jossa L on yksikkdkopin sivun pituus ja r sirottajan effektiivinen sade.

3.2 Ohjelmisto ja simulaatiot

Tassa tydssa simulaatioiden toteutukseen on kaytetty C++ -ohjelmointikielella kirjoitettua
Bill2d-ohjelmistoa [15]. Ohjelmisto on tehokas ja monipuolinen tydkalu kaksiulotteisten
klassisen mekaniikan simulointeihin, ja se sisaltdd monia valmiita Python-skripteja tu-
losten késittelyyn. Ohjelmalla voidaan simuloida tunnettuja suljettuja biljardijarjestelmia,
kuten Sinai-biljardia [16] ja stadionin muotoista biljardia [17]. Liséksi systeemiin voidaan
liittdd ulkoinen homogeeninen magneettikenttd. Ohjelmaa on aikaisemmin kaytetty muun
muassa Lorentz-kaasun tutkimiseen kolmiohilassa [6], Wigner-molekyylien dynamiikan
analysoimiseen [18] seka kvanttiarpiin liittyvassa tutkimuksessa [19, 20, 21, 22].

T&ssa tydssa tarkasteltavissa simulaatioissa hiukkaselle annetaan parametrina vakiona
pysyva energia I/ = 0,5, joka rajoittaa hiukkasen mahdollista l1&ahtépaikkaa yksikkdkopis-
sa. Pehmeé&a Fermi-potentiaalia simuloitaessa sallittuja Iahtépaikkoja ovat vain ne alueet,
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joissa hiukkasen kokonaisenergia on suurempi kuin sirottajien aiheuttaman potentiaalie-
nergian summa. Jokaisen hiukkasen alkupaikka valitaan satunnaisesti ndista energeetti-
sesti sallituista alueista. Ohjelmisto ratkaisee hiukkasjoukon yksittéisten hiukkasten liike-
radat kappaleessa 2.1.3 esitellyistd Hamiltonin yhtéldista (2.14). [23]

Téssa tydssa Fermi-potentiaalin pehmennysparametriksi on valittu arvo o = 0,05. Ku-
ten edellisessa kappaleessa 3.1 mainittiin, pehmeat sirottajapotentiaalit vaikuttavat hiuk-
kaseen kaikissa avaruuden pisteissa. Potentiaalitdyssyn korkeus kuitenkin lahestyy no-
peasti nollaa kiekon ulkopuolella. Simulaatioissa jokaista sirottajakiekkoa ja sen aiheut-
tamaa potentiaalia ei voida ottaa huomioon, silla sirottajia on Lorentz-kaasussa aaretén
maard. Siksi tdssa tydssa tehdyissé simulaatioissa kokonaispotentiaali on rajoitettu si-
ten, ettd se on summa yhden yksikkdkopin sek& sen lahimpien kahdeksan naapurikopin
potentiaaleista.

Hiukkasen likemaaran alkuarvon itseisarvo voidaan ratkaista kokonaisenergiasta seuraa-
vasti:

p(z,y) = V2[E — U(z,y)], (3.3)

jossa U(z, y) on hiukkaseen vaikuttava sirottajien potentiaali pisteessa (x, ). Ohjelmisto
kayttaa klassisen hiukkasen simulaatioiden aikapropagaatiossa symplektista integrointia.
Symplektiset integraattorit ovat numeerisia integroimismenetelmia Hamiltonin jarjestelmil-
le [24]. Sovellettava algoritmi riippuu tutkittavasta systeemistd [15]: pehmeén sirottajan
tapauksessa on sopivaa soveltaa ohjelmistossa sisdénrakennettua neljannen kertaluvun
algoritmia hiukkasen aikapropagointiin (yksityiskohtaisempi kasittely 16ytyy esimerkiksi
viittestd [25]). Hiukkasen liikemaaran suunta alkuhetkelld ¢, valitaan simulaatiossa sa-
tunnaisesti. Taman jalkeen hiukkanen etenee aika-askeleen eteenpdin. Jokaisen edetyn
aika-askeleen jalkeen tarkistetaan hiukkaseen kohdistuvan potentiaalin suuruus ja hiuk-
kasen uusi likemaara lasketaan sen mukaisesti. Lisdksi jokaisen edetyn aika-askeleen
jalkeen tarkistetaan, onko simulaatiolle maaritetty lopetuskriteeri eli simulaatiolle asetettu
maksimiaika saavutettu. [15]

Hiukkasjoukon simulaatioista voidaan numeerisesti laskea maaritelman (2.15) mukainen
diffuusiokerroin D. Yksi virheen lahde diffuusiokertoimen (2.15) numeerisessa méarittele-
misessa on aarellisen aikavalin kayttdminen hiukkasjoukon liikeradoille. Kuitenkin numee-
risen tarkkuuden arvioimiseksi diffuusiokertoimen konvergenssia on tarkasteltu erilaisilla
aikavaleilla.

Numeerista epatarkkutta syntyy myds aarellisesta hiukkasjoukosta, joiden radoista laske-
taan Bill2d-ohjelmistolla nelidllinen keskipoikkeama MSD. Etenkin ballistiset ja niin sano-
tut semiballistiset radat muuttavat pienelld hiukkasjoukolla tuloksia merkittavasti. Talléin
diffuusio on herkasti superdiffuusiivista, silla MSD o ¢, jossa o > 1. Tata kaytosta on
havainnollistettu kuvassa 3.3. Yksittédinen tai muutama simuloitu rata ei ole luotettava lah-
de diffuusiokertoimen maarittdmiseen, vaan ratoja on keskiarvoistettava tarpeeksi kattava
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Kuva 3.3. (a) Nelidllinen keskipoikkeama ajan funktiona esimerkkisimulaatiossa. Ballisti-
set radat aiheuttavat diffuusiokertoimen divergoitumisen. (b) Neliéllinen keskipoikkeama
ajan nelién funktiona. Tdssd huomataan, etté diffuusiokerroin on verrannollinen ajan ne-
liéén eli o =~ 2. Tdmé johtuu ballistisista radoista, jotka synnyttdvat havaittua superdif-
fuusiota.

maara systeemin diffuusion tarkastelemiseksi. Numeerisen tarkkuuden maarittelemiseksi
tydssa tarkasteltiin diffuusiokertoimen konvergenssia eri maarilla simuloituja ratoja.

Tassa tydssa esitetyt tulokset on simuloitu 5000 aika-askeleella (t,.x = 5000) ja 10
000 radalla satunnaisilla Iahtéarvoilla vastaten aiemmin toteutettua kolmiohilaan liittyvaa
tutkimusta [6]. Tydssé ballistisen radan kriteeriksi on maaritetty yli 80 prosentin osuus
poikkeaman r = v/MSD teoreettisesta maksimipoikkeamasta r,,x. Teoreettinen maksi-
mipoikkeama saavutetaan oletuksella, ettd kiekkojen aiheuttamat Fermi-potentiaalit eivat
hidasta hiukkasen liikettd. Nain ollen valituilla simulaatioparametreillda saadaan r,.x =
V2Etmax = 5000. Koska diffuusiokerroin on maaritelty relaation (2.15) mukaisesti vain
normaalissa diffuusiossa, hylataan talla kriteerilla ballistisia ratoja siséltaneet simulaatiot.
Simulaation jélkeen datasta on laskettu jokaiselta aika-askeleelta MSD seuraavasti:

N

MSD(D) = 37 3 Ine) -~ rlo) P (3.4
jossa tarkastelun alkuajankohdaksi on valittu ¢ = 1000. Nain voidaan sulkea pois mah-
dollinen epasaanndéllinen eli niin sanottu transienttikéytds aikapropagaation alussa. Hiuk-
kasen satunnaisesti valittu |ahtdpiste (f = 0) saattaa olla systeemille tilastollisesti epato-
dennakdisessa pisteessd, mika voi johtaa hiukkasen epatavalliseen liikkeeseen simulaa-
tion alkuvaiheessa. Valitulle aikavalille maaritettyyn MSD-funktioon voidaan sitten sovittaa
suora, jonka kulmakertoimen avulla voidaan numeerisesti maaritella diffuusiokerroin:

MSD(¢t) = 4Dt. (3.5)
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Nain ollen suoran kulmakerroin jaettuna neljalla antaa numeerisen arvion yhtalén (2.15)
mukaiselle diffuusiokertoimelle D. Jos lineaarista sovitetta ei voida tehda mielekkaasti,
diffuusiokerrointa ei ole maaritelty kyseisilla parametrien arvoilla.
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4. TULOKSET

Tassa tydssa tarkasteltiin diffuusiota pehmeéassa nelidhilallisessa Lorentz-kaasussa sirot-
tajien vélisen etaisyyden w funktiona. Ensin kuitenkin tarkastellaan systeemin dynamiik-
kaa yksittéisten hiukkasratojen kautta seka tarkastelemalla faasiavaruuden rakennetta.
Naiden tulosten avulla analysoidaan tutkimuksessa maaritettya diffuusiokertoimen kéay-
tosta.

4.1 Esimerkkeja hiukkasten radoista

Kun simulaatioita tehdaan suurelle hiukkasjoukolle pehmeéssa nelidhilallisessa Lorentz-
kaasussa, hiukkasten liikeradat poikkeavat paljon toisistaan. Suurta hiukkasjoukkoa tar-
kastelemalla voidaan kuitenkin analysoida systeemi tilastollisesta ndkékulmasta ja tut-
kia esimerkiksi systeemin diffuusiota edellisessa luvussa esitellyin menetelmin. Yhtalén
(2.15) mukaisesti diffuusiokerroin riippuu MSD:sta. N&in ollen suuren hiukkasjoukon poik-
keamien keskiarvolla voidaan laskea diffuusiokertoimen arvoja yhtalén (3.5) mukaisesti.

Tarkastellaan seuraavaksi laheisemmin yksittaisten hiukkasten liikeratoja kvalitatiivisesta
nakdkulmasta. Kuvassa 4.1 nahdaan tyypillinen esimerkki klassisen hiukkasen radasta
pehmedssa Lorentz-kaasussa, kun hiukkanen ei ole ballistisessa liikkeessa tai jumissa
potentiaalikuopassa. Kuvan perusteella huomataan, ettd hiukkasen radassa on eritelta-
vissa jaksoja, joissa hiukkanen kulkee ballistisesti usean yksikkdkopin I1api ja toisaalta
jaksoja, joissa hiukkanen jaa yksikkékoppiin jumiin.
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Kuva 4.1. Esimerkkikuva hiukkasen lilkeradasta pehmeésséa nelibhilassa. Simulaatiopa-
rametrit ovatt = 5000, w = 0,225, 0 = 0,05 ja EF = 0,5.

Kuvassa 4.2 on tarkasteltavana tarkempi kuva hiukkasen jumittumisesta hilassa. Tydsséa
tehdyissé simulaatioissa tdman kaltainen hidas eteneminen hilassa oli yleista.
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Kuva 4.2. Esimerkkikuva hiukkasen hitaasta etenemisesta hilassa. Hiukkanen jaa pitkiksi
ajoiksi yksittéisiin yksikkékoppeihin jumiin.

Toisaalta radasta 4.1 havaitaan myds kohtia, joissa hiukkanen etenee lineaarisesti vaih-
tamatta suuntaansa pitkdan aikaan. Tallainen hiukkasen kayttaytyminen muistuttaa Lévy
flight -ilmiéta [14]. Nama niin kutsutut semiballistiset radat, jotka etenevéat pitkia aikoja
lahes lineaarisesti, nostavat MSD:n arvoa. Kuvassa 4.3 on esitetty erds simulaatioissa
havaittu semiballistinen liikerata.
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Kuva 4.3. Esimerkkikuva semiballistisesta radasta. Ballistinen kayttaytyminen jatkuu pit-
k&én, kunnes radan kdytés normalisoituu &killisesti.
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4.2 Faasikarttoja

Siirrytdan seuraavaksi tarkastelemaan pehmaen Lorentz-kaasun faasiavaruuden raken-
netta. Koska tarkasteltava systeemi on kaksiulotteinen, on yhden hiukkasen faasiava-
ruus neliulotteinen, jossa liike maaraytyy Hamiltonin yhtéldista (2.14). Faasiavaruuden ra-
kennetta voidaan kuitenkin analysoida kaksiulotteisella pinnalla hyédyntamalla Poincarén
poikkileikkausta. Talléin faasiavaruus leikataan halutulla tavalla valitulla kaksiulotteisella
pinnalla. Hiukkasen liikeratojen leikkauspisteet tdman valitun tason kanssa piirtavét pis-
tejoukon pinnalle, mitd kutsutaan Poincarén poikkileikkaukseksi. Periodisten reunaehto-
jen takia poikkileikkauksen alue voidaan rajoittaa yksikkdkopin suuruiseksi menettamatta
tarkastelun yleisyytta. Kuvassa 4.4 on havannoillistetu erilaisia tapoja maaritella neliulot-
teisen faasiavaruuden leikkaavia tasoja yksikkékopissa. [8]

y=r+w/2

(a (b)

Kuva 4.4. (a) Yksikkékoppi, johon on piirretty Poincarén poikkileikkaus suoranay = x. (b)
Kuten (a), mutta poikkileikkauksena on x-akselin suuntainen suora yksikkékopin keskella.
Yksikkdkopin origo on asetettu kopin vasempaan alakulmaan sirottajakiekon keskipistee-
seen.

Tarkastellaan radan nopeuskomponenttia (tai likemaarakomponenttia) sijainnin funktiona
yksikkdkopissa. Toisin sanoen Poincarén poikkileikkaukseen piirretddn nopeus- tai liike-
maarakomponentti silla hetkelld, kun rata leikkaa maaritetyn poikkileikkauskayran. Tasséa
ty6ssé esitetyissa Poincarén poikkileikkauksissa tarkastelussa on liikeradan suoran kans-
sa yhdensuuntainen nopeus leikkaushetkella. Poincarén poikkileikkauksen piirtdmista on
havainnollistettu kuvassa 4.5. Poikkileikkaus siis tayttyy faasiavaruuden pisteista simulaa-
tioaikaa jatkettaessa.
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Kuva 4.5. (a) Esimerkkirata leikkaa suoran y = 1,125 yksikkékopin keskelld kolmessa
pisteessd. Pallo merkitsee hiukkasen Idhtdpistettd hetkella t, ja nelié loppupistettd hetkel-
ld t. (b) Vastaava Poincarén poikkileikkaus, jossa nékyy kyseiset kolme faasiavaruuden
pistettd. Faasikarttaan merkitty nopeus on suoran kanssa samansuuntainen komponentti.

Vaikka taysin varmoja johtop&aéattksia systeemin kaoottisuudesta ei voida pelkastaan nu-
meerisesti maaritetyn Poincarén poikkileikkauksen perusteella tehda, on sen avulla hel-
posti ndhtavissa periodinen kayttaytyminen faasiavaruudessa. Periodista kayttaytymista
esiintyy esimerkiksi ballistisilla radoilla. Kuvassa 4.6 on esitetty Poincarén poikkileikkaus
kahdessa erilaisessa tapauksessa: tyypilliselle kaoottiselle liikeradalle (katso kuva 4.1)
seka ballistiselle radalle.
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Kuva 4.6. (a) Kaoottisen radan Poincarén poikkileikkaus pehmedssé neliéhilassa. Simu-
laatioparametrit ovat t = 15000, w = 0,225, 0 = 0,05 ja £ = 0,5. Poikkileikkauskayréa
on x-akselin suuntainen suora yksikk6kopin keskelld kuten esimerkkikuvassa 4.5. (b) Sa-
moilla parametreilld tehdyn toisen simulaation poikkileikkaus, kun hiukkanen on ballisti-
sella radalla. Poikkileikkauksesta ndhd&én, ettd kyseinen hiukkanen kulkeutuu ballistisesti
x-akselin positiiviseen suuntaan.



22

Kuvasta 4.6a ndhdaan, etta faasiavaruuden pisteet on ikdan kuin rajattu kaarilla nopeus-
akselin paissd. Periodiset radat systeemissd aiheuttavat niin sanotun KAM-saarekkeen
(Kolmogorov—Arnold—Moser) syntymisen faasiavaruuteen [14]. Kuvassa 4.6b on piirret-
ty poikkileikkaus saannéllisestd ballistisesta radasta systeemissa. Tamankaltaisia ratoja
esiintyy kuvan 4.6a yla- ja alareunoihin jaévissa tyhjissa alueissa. Toisin sanoen kuvaa
4.6a vastaava kaoottinen rata ei missaan vaiheessa ylla talle sdanndlliselle KAM-alueelle,
jossa ballistiset radat 4.6b sijaitsevat. Systeemin xy-rotaatiosymmetrian vuoksi ballistisia
ratoja esiintyy myds vertikaalisesti y-akselin suunnassa. Naita ratoja vastaava KAM-saari
on havaittavissa pienend tyhjana alueena kuvan 4.6a keskella.

4.3 Diffuusiokerroin sirottajien etaisyyden funktiona

Ty6ssa laskettiin diffuusiokertoimen D arvoja sirottajien valisen etdisyyden eli kdytavan
leveyden w funktiona. Kuvassa 4.7 esitetdan simulaatiodatasta ratkaistu D(w). Diffuusio-

0.7 o B

0.6 ’ \'\v\‘w

0.1 . |
-y
O L L] 1 | | | |
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

w (a.u.)

Kuva 4.7. Diffuusiokertoimet sirottajien etéisyyden w funktiona. Harmaalla vaéritetyilla
alueilla diffuusiokerroin ei ole mééritelty.

kerroin pysyy nollassa varsin pitkdan, ja se alkaa kasvaa kaytavan leveyden ollessa
w ~ 0,11. Pehmeésta potentiaalista johtuen hiukkaset pysyvat loukussa, vaikka kayta-
vien leveys w > 0. Tilanne on siis kuvan 2.2a tapainen. Tulos voidaan helposti varmistaa
ratkaisemalla yhtalésta (3.1) kriittisen leveyden w arvo, jolloin kahden vierekkaisen si-
rottajan keskindinen yhteispotentiaali kanavan keskipisteessa saavuttaa arvon U = 0,5.
Etaisyys kiekon keskuksesta on |r| = ry + w/2. Néin ollen saadaan kriittiseksi etaisyy-
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deksi w ~ 0,1098. Tata pienemmilla sirottajien vélisen etaisyyden w arvoilla hiukkanen
on siis energeettisesti loukussa yksikkdkopissa johtuen sirottajien aiheuttamasta potenti-
aalista.

Kuvassa 4.7 harmaalla varitetyilld alueilla diffuusiokerroin ei ole hyvin méaaritelty kayt-
tden lineaarista relaatiota MSD:lle. Nailla parametrin w arvoilla simulaatioissa esiintyy
merkittavia maéaria ballistisia ratoja. Kuvassa havaittava vaihtelevuus hyvin ja huonosti
maariteltyjen diffuusiokertoimien alueissa luultavasti johtuu KAM-saarekkeiden synnysta
ja tuhoutumisesta faasiavaruudessa, kun sirottajien valista etaisyytta w kasvatetaan. Tar-
kempi faasiavaruuden rakenteiden ja diffuusiokertoimen vélisen yhteyden tarkastelu on
kuitenkin jatetty tydn ulkopuolelle ja nain ollen jatkotutkimusta tarvitaan.

Erikoista kuvan 4.7 diffuusiokertoimen kayttaytymisessa hyvin maaritellyilld alueilla on
toisaalta sen ei-monotonisuus ja toisaalta sen kompleksisuus. Diffuusiokerroin vaikut-
taa kayttaytyvan ei-monotonisuudesta huolimatta varsin saanndéllisesti hyvin maaritellyilla
alueilla: diffuusiokerroin tekee pienen notkahduksen, jonka keskella esimerkiksi kohdissa
w ~ 0,19 jaw ~ 0,28 se yllattden kasvaa. Naita kohtia vastaavilla w:n arvoilla simulaa-
tioissa on ollut semiballistisia ratoja, jotka nostavat MSD:n arvoa ja siten diffuusiokertoi-
men arvoa.

Nelidhilallinen pehmea Lorentz-kaasu on
dynamiikaltaan mielenkiintoinen systeemi.
Kovareunaisessa nelidhilassa kaikilla ar-
voilla w > 0 on selkeitad ballistisia kay-
tavia. Kaytavat ovat nelibhilan rakenteen
vuoksi z- ja y-akselin suuntaisia. Fermi- |j
potentiaalin muoto rajoittaa naitéd kayta- |
via tehden ballistisista radoista kaareutu-
via. Tassa tapauksessa mahdollisia ballis-
tisia kaytavia on olemassa kaikilla arvoil-
la w > 0,1098. Ballistista kaytavaa on
havainnollistettu kuvassa 4.8. Satunnaisil-
la lahtdarvoilla on aina olemassa nollasta
poikkeava todennakdisyys sille, etta hiuk-

kanen ajautuu tallaiselle ballistiselle kiay- Kuva 4.8. NeliGhilassa on aina ballistisia
kdytavid. Hiukkanen voi edeté jopa déarettd-
mé&n ajan ldhes lineaarisesti ballistista kdyté-
V&4 pitkin.

tavélle. Tassa tydssé ei kuitenkaan tutkittu
naita todennakdisyyksia tarkemmin.

Ylld mainitun todennakdisyystarkastelun
lisdksi sdanndlliselta vaikuttava kayttayty-
minen vaatii jatkotutkimusta: laskennan tarkkuutta seka datapisteiden tiheytta kasvatta-
malla voidaan saada lisédtietoa sdanndéllisen kayttaytymisen yleisyydesta ja luonteesta
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esimerkiksi faasikarttojen avulla. Asettamalla paallekkéin useilla lahtéarvoilla toteutettu-
jen simulaatioiden poikkileikkauksia nahtéisiin paremmin systeemin rakennetta. Liséksi
kuvan 4.7 harmaiden alueiden dynamiikkaa ja rakennetta tulee tutkia tarkemmin, jotta
saadaan kattavampi kuva pehmedn nelihilallisen systeemin kayttaytymisesta. Lisaksi
erilaisia approksimaatioita kayttamalla diffuusiokertoimelle voidaan mahdollisesti maari-
tella arvo myds tydssa I6ydetyilla alueilla, joissa diffuusiokerroin ei ole hyvin maaritelty.



25

5. YHTEENVETO

Tassa tydssa on tarkasteltu numeerisesti atomistista diffuusiota periodisessa kaksiulot-
teisessa nelidhilassa, jossa klassinen, pistemainen hiukkanen liikkuu kimpoillen ympy-
ran muotoisista sirottajista. Tavanomainen, kovareunaisista sirottajista koostuva Lorentz-
kaasu on tyyppiesimerkki kaoottisesta systeemista, jota on tutkittu varsin paljon. Kuiten-
kaan pehmeiden sirottajien vaikutusta diffuusioon ei ole tutkittu yhtd paljon, vaikka peh-
med potentiaali on realistisempi malli moniin mikro- ja nanoskaalan rakenteisiin. Siksi
tassa tydssa yksittaisten sirottajien kova potentiaali on korvattu Fermi-funktion mallisella
potentiaalitdyssylla.

Tutkimuksessa simuloitiin hiukkasten klassista liiketta nelidhilassa ratkaisemalla hiukkas-
joukon liikeradat Hamiltonin yhtaléista hyédyntéen Bill2d-ohjelmistoa halutulla aikavalilla.
Tulosten pohjalta voidaan maaritelld numeerisesti systeemin diffuusiokerroin eri systee-
miparametreilla, joista keskeisimpiéd ovat hiukkasen energia, sirottajien potentiaalin peh-
meys seka sirottajien valinen etaisyys. Tassa tydssa on keskitytty analysoimaan kvali-
tatiivesti diffuusiokertoimen kayttaytymista sirottajien vélisen etéisyyden funktiona pitden
muut systeemin parametrit vakiona.

Méaaritetyissa diffuusiokertoimissa on havaittavissa, etta pienilla etaisyyksilla ei tapahdu
diffuusiota, vaan hiukkaset jaavat jumiin pehmeiden sirottajien muodostamaan potentiaa-
liloukkuun. Simulaatiossa havaittiin, etta diffuusiota tapahtuu sirottajien valisen etaisyy-
den ylittdessa hiukkasen energiasta ja sirottajien pehmeydesta riippuvan kynnysarvon.
Vaikka diffuusiokerroin paasaantdisesti kasvaa sirottajien etaisyyden mukana, kasvu on
epasaanndllista ja tietyilla alueilla diffuusio on anomaalista. Tata diffuusiokertoimen kay-
tésta analysoitiin alustavasti yksittaisten ratojen avulla paikka-avaruudessa seké faasia-
varuudessa kayttden Poincarén poikkileikkauksia. Naiden tulosten perusteella todennet-
tiin, etté faasiavaruuteen syntyy saanndllista liikettd kuvaavia Kolmogorov-Arnold-Moser
-saarekkeita, joiden esiintyminen ja muoto riippuu voimakkaasti systeemin parametreista.
Todennakoisesti ndita alueita tutkimalla voidaan saada lisatietoa diffuusiokertoimen moni-
mutkaisesta kayttaytymisesta. Jatkotutkimuksiin on siis syyta, jotta realistisen, pehmeilld
potentiaaleilla muodostetun nelidhilan diffuusio ymmarretaan perinpohjaisesti. Tata ym-
marrysté voitaneen hyddyntaa jatkossa muun muassa uudenlaisten periodisten nanora-
kenteiden tutkimuksessa.
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