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Markovin ketju on todennékdisyyslaskennassa kaytettdva stokastisen prosessin alalaji. Ty6ssa
esitelladn Markovin ketjujen teoriaa ja havainnollistetaan sita laskemalla pistoolitaisteluihin liittyvia
todennakdisyyksia.

Tyén aluksi esitelldén pistoolitaistelutilanne, jossa osallistujat seisovat ringissé ja kukin heista
valitsee yhtaaikaisesti ja sattumanvaraisesti toisten osallistujien joukosta yhden, jota yrittda ampua.
Tama toistuu niin monta kertaa, etta osallistujia on jaljella korkeintaan yksi. Tarkein oletus on, etté
kaikkien ampujien keskimaaraiset osumisprosentit tunnetaan, silla todennakoisyyksien laskeminen
perustuu ndihin ampumatarkkuuksiin.

Pistoolitaisteluasetelman esittelyn jalkeen aloitetaan teoriaosuus maarittelemalla lyhyesti stokas-
tinen prosessi ja Markovin ketju sen alalajina, minka jalkeen késitelladn Markovin ketjuihin liittyvia
peruskasitteitd, kuten tiloja, siirtyméatodennakdisyyksia ja siirtymatodennaksisyysmatriisia. Tarkas-
telu rajataan diskreetteihin ja homogeenisiin Markovin ketjuihin, ja alan kirjallisuuden avulla johde-
taan joitakin téllaisiin ketjuihin liittyvia tunnettuja tuloksia.

Alussa esitelty pistoolitaisteluasetelma ja sen jalkeen kasitelty Markovin ketjujen teoria tuodaan
yhteen ndyttdmalla, kuinka pistoolitaistelua voidaan mallintaa Markovin ketjuna. Talle ketjulle maari-
tetaan tilat, jotka kuvaavat sita, ketka kaikki taistelun alkuperaisista osallistujista ovat viela hengissa.
Tilojen valiset siirtymatodennékdéisyydet lasketaan osallistujien ampumatarkkuusprosenttien avulla
ja néista todennakdisyyksistd muodostetaan pistoolitaistelua mallintavan Markovin ketjun siirtymato-
denn&koisyysmatriisi. Teoriaosuudessa kohdattuja tuloksia havainnollistetaan kayttdmalla esimerk-
kind kolmen henkildn valista pistoolitaistelua ja laskemalla tallaisen taistelun lopputulosten toden-
né&koisyyksia seka sen keston odotusarvo.

Lopuksi yhteenvedossa tarkastellaan viela hieman Markovin ketjujen soveltuvuutta téllaisen ti-
lanteen kasittelyyn, arvioidaan oletusten jarkevyytta ja esitetddn parannusehdotuksia realistisem-
man pistoolitaistelumallin luomiseksi. Tarkeimmiksi parannusehdotuksiksi voidaan nostaa homo-
geenisen sijasta epdhomogeenisen Markovin ketjun kayttd, jolloin osallistujien ampumatarkkuuk-
sien voidaan antaa vaihdella ajan funktiona, ja joko diskreetin sijasta jatkuva-aikaisen Markovin
ketjun kaytté tai sen salliminen, etta osallistuja voi jattaa tarkoituksellisesti ampumatta.

Avainsanat: todennékdisyyslaskenta, stokastinen prosessi, Markovin prosessi, Markovin ketju, pis-
toolitaistelu

Taman julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1. JOHDANTO

Stokastista todenndkoisyyslaskentaa kdytetdin monenlaisten satunnaisten prosessien mallintami-
seen ja ennustamiseen, ja sen sovellukset ulottuvat jokapdiviisistd arjen ilmidistd harvinaisiinkin
tilanteisiin. 1900-luvun ensimmadiselld vuosikymmenelld Andrei Markov tutki hdnen ja kollegansa
vilille syntyneen erimielisyyden innoittamana toisistaan riippuvien satunnaismuuttujien toden-
nikoisyyksid, ja tdmi tyo johti Markovin ketjuna tunnetun stokastisen prosessin alalajin mii-
rittdmiseen [2, s. 20, 22]. Téssd tyossd Markovin ketjuja kdytetdédn pistoolitaisteluihin liittyvien
todennikoisyyksien tutkimiseen. Ty0 saa inspiraationsa James T. Sandefurin vuonna 1989 samasta

aiheesta kirjoittamasta artikkelista [4].

TyOssd pyritddn médrittimédn pistoolitaistelun osallistujan voiton todennidkoisyys, kun osallistu-
vien ampujien keskimdirdiset osumisprosentit tunnetaan ja kun ampumisen kohteen valinta on
sattumanvaraista. Lisédksi etsitdin odotusarvo taistelun kestolle eli sille, kuinka monta laukausta on
todennékdisesti vaihdettava ennen kuin joko kaikki osallistujat ovat kuolleet tai heistd on jiljelld

endd yksi.

Luvussa 2 méiritellddn asetelma, joka pyrkii kuvaamaan yksinkertaistettuna versiona tosieldmén
pistoolitaistelutilannetta. Luku 3 siséltidd sellaiset Markovin ketjuihin liittyvit késitteet ja mate-
maattiset tulokset, jotka ovat tarpeellisia tyon sovelluksen ymmaértimiseksi. Luvussa 4 tuodaan
yhteen alussa esitelty pistoolitaistelutilanne ja luvun 3 teoria muodostamalla Markovin ketjujen
avulla matemaattinen malli, jolla voidaan laskea pistoolitaistelun todennékdisyyksid. Lopuksi ar-
vioidaan hieman yksinkertaistetun pistoolitaistelumallin oletuksia ja sitd, kuinka hyvin Markovin

ketjut soveltuvat téllaisen tilanteen kisittelemiseen.



2. PISTOOLITAISTELUASETELMA

Madritelldédn ensin tyon tarkastelun kohteena oleva pistoolitaistelutilanne. Tyossé késitelldédn tais-
teluasetelmaa, jossa osallistujia on taistelun alkaessa n kappaletta ja kaikki taistelevat kaikkia
muita osallistujia vastaan mink&énlaisia liittoja muodostamatta. Osallistujat seisovat ringissa es-
teettomaissa tilassa, joten jokaisella on suora ampumislinja muihin osallistujiin. Lisdksi vdlimatkat
oletetaan sellaisiksi, ettd jokainen osallistuja kykenee sen puitteissa ampumaan ketd tahansa muista

osallistujista.

Taistelu etenee kierroksittain siten, ettd jokaisella kierroksella kaikki osallistujat ampuvat yhti-
aikaisesti, kukin valitsemaansa toista osallistujaa. Kierroksesta hengissd selvinneet ovat mukana
seuraavalla kierroksella, ja taistelu jatkuu kierros kierrokselta, kunnes joko jiljelld on endd yksi
osallistuja tai kaikki osallistujat ovat kuolleet. Osallistujat eivit koskaan ammu itsedén eivitka jata
taistelua kesken, joten ainoa tapa, jolla taistelusta poistutaan, on toisen osallistujan ampumaksi

tuleminen tai taistelun voittaminen.

Taisteluun osallistujien ominaisuuksista huomioidaan vain nididen ampumataidot, joita kuvataan
osumistodennikoisyyksilld p. Jos osallistuja esimerkiksi osuu kohteeseensa kuolettavasti keski-
mairin yhdelld kerralla neljédstéd, on tdmén osumistodennékdisyys 0,25 eli 25 prosenttia. Osumisto-
dennikoisyydet oletetaan ampujan ja maalin vilimatkasta seki ajasta riippumattomiksi vakioiksi.
Oletetaan siis, ettei ampujan osumistarkkuus vaihtele sen mukaan, tdhtd4ko hian vaikkapa vieres-
sddn vai hintd vastapditd seisovaan osallistujaan, ja osumistarkkuus myos sdilyy samana koko

taistelun ajan.



3. MARKOVIN KETJUT

Tissd luvussa esitellddn lyhyesti stokastiset prosessit ja Markovin ketjut seké niihin liittyvit tér-
keimmat kisitteet. Lisdksi esitetddn sellaiset Markovin ketjujen ominaisuudet, jotka ovat luvussa

4 kohdattavan sovelluksen ymmaértimisen kannalta olennaisia.

3.1 Stokastinen prosessi

Madiritelma 3.1. [1, s. 7] Stokastinen prosessi { X; } on joukko samassa todennékoisyysavaruudessa
madriteltyjd satunnaismuuttujia X, joiden saamat arvot kuuluvat johonkin yhteiseen joukkoon
A. Satunnaismuuttujien saamia arvoja kutsutaan tiloiksi ja joukkoa A stokastisen prosessin tila-
avaruudeksi. Joukkoa T, johon satunnaismuuttujien X, indeksit kuuluvat, kutsutaan stokastisen

prosessin indeksijoukoksi tai parametrijoukoksi.

Stokastisen prosessin indeksijoukko 7" voi olla numeroituva, jolloin prosessin sanotaan olevan
diskreetti, tai se voi koostua jatkuvasta lukuvilisti, jolloin kyseessa on jatkuva stokastinen prosessi.
Useimmissa stokastisten prosessien sovelluksissa indeksijoukko kuvaa aikaa. Tdlloin stokastista
prosessia voidaan kutsua joukon 7 numeroituvuudesta riippuen diskreettiaikaiseksi tai jatkuva-

aikaiseksi. [1, s. 7] My®s tila-avaruus A voi koostua joko diskreeteisti tai jatkuvista arvoista.

3.2 Markovin ketju

Tapahtumien a ja b sanotaan olevan riippumattomat ehdolla ¢, jos tapahtumien a ja b todenni-
koisyydet eivit vaikuta toisiinsa silloin, kun tapahtuma c kiy toteen. [1, s. 39] Markovin ketju
madritelldiin sellaisena stokastisena prosessina, jonka menneet ja tulevat tapahtumat ovat riippu-

mattomat nykyhetken tapahtumien ehdolla.

Midaritelma 3.2. [5, s. 1] Jos {X;} on diskreetti stokastinen prosessi, ja jos kaikille prosessin
tila-avaruuteen A kuuluville tiloille i on kaikilla prosessin tarkasteluhetkilld r € N voimassa

P{Xrs1 =10 X0, X1,.... X} =P{Xps1 =1 | X;}, 3.1

niin sanotaan, ettd prosessi {X;} toteuttaa Markovin ominaisuuden ja sitd kutsutaan Markovin

ketjuksi.

Markovin ominaisuus kuvaa siis sité, ettd tila X;,; on ehdollisesti riippuva tilasta X; mutta ehdol-



lisesti riippumaton sitd edeltdvistd tiloista Xo, X1, X2, ..., X;—1. Toisin sanoen Markovin ketjussa
kunkin tilan todennédkdisyys riippuu vain edeltdvisti tilasta muttei systeemin aikaisemmasta his-

toriasta.

Esimerkki 3.3. Markovin ketjua voidaan havainnollistaa suunnatulla graafilla. Kukin graafin solmu
kuvaa yhtd Markovin ketjun tila-avaruuden tilaa, ja graafin sdrmaét eli solmujen véliset nuolet
kuvaavat tilojen vilisid mahdollisia siirtymid. Sarmille annetut painot eli nuoliin liitetyt lukuarvot
kertovat tilojen vilisten siirtymien todennéakoisyydet. Kuvassa 3.1 nidhdddn esimerkki tdllaisesta

graafista erddlle Markovin ketjulle, jonka tila-avaruus koostuu viidesti tilasta.

Kuva 3.1. Esimerkki Markovin ketjusta, jonka tila-avaruus A on {a, b, c,d, e}.

3.2.1 Siirtymamatriisi ja alkujakauma

Markovin ketjujen késittelyn perusta on siirtymamatriisi, jolla kuvataan tilojen vélisten siirtymien

todennikoisyyksii.

Mairitelma 3.4. [5, s. 2] Olkoon {X,} Markovin ketju ja tilat i ja j ketjun tila-avaruuteen A
kuuluvia tiloja. Ketjun siirtymdmatriisi P koostuu alkioista P;;, jotka kuvaavat siirtymétodenna-

koisyyksid tilasta 7 tilaan j.

Siirtyméamatriisia kutsutaan usein myds siirtymatodennikoisyysmatriisiksi, stokastiseksi matriisik-
si tai Markovin matriisiksi. [1, s. 108][3, s. 8] Koska alkioiden arvot kuvaavat todennikoisyyksii,
kaikkien alkioiden arvot sijoittuvat suljetulle vilille [0, 1]. Koska matriisin 7:nnen rivivektorin
alkiot kertovat siirtyméatodennédkoisyydet tilasta i kaikkiin ketjun tila-avaruuden A tiloihin, ja ti-
lasta i siirrytddn varmasti eli todennékdisyydelld 1 johonkin tila-avaruuden A tilaan, on i:nnen
rivivektorin kaikkien alkioiden summa 1. Markovin ketjun siirtymédmatriisin koon mééarii sen tila-
avaruuden A mahtavuus |A| eli joukon A alkioiden lukumaéri. Siirtymématriisissa on tdsmilleen

|A| rivid ja |A| saraketta.



Esimerkki 3.5. Esimerkissa 3.3 esiintyvin Markovin ketjun siirtymématriisi on

(01 06 0 03 0
08 0 0 02 0
P=|o 1 0 0

0
0O o 0 o0 1
|0 0 03 0 0,7
Siirtymamatriisi sisdltdd vain todennéakoisyydet siirtya tilasta toiseen ja kuvaa stokastisen prosessin

kulkua, mutta se ei kerro mitdidn prosessin kuvaaman systeemin ldhtotilanteesta. Lihtotilanteen

todennikoisyyksien huomioimiseksi madritelldéin Markovin ketjun alkujakauma.

Mairitelméa 3.6. [5, s. 2] Markovin ketjun alkujakauma on vektori a, jonka i. alkio @; kuvaa
todennikoisyyttd sille, ettd Markovin ketjun ensimmainen tila X, on tila i. Toisin sanoen kaikille

Markovin ketjun tila-avaruuden A tiloille i on voimassa

a; = [FD{X() = i}.

Koska alkujakaumavektorin « alkiot kuvaavat todennékoisyyksii, ne saavat arvoja suljetulla vililla
[0, 1]. Vektorin kaikkien alkioiden summa on 1, silli ensimmdinen tila Xy on varmuudella eli

todennikoisyydelld 1 jokin tila-avaruuden A tiloista.

3.2.2 Markovin ketjujen ja niiden tilojen luokittelu

Tama tyd keskittyy sellaisiin Markovin ketjuihin, joissa seki tila-avaruus ettd indeksijoukko ovat
diskreettejd. My0s jatkuvat stokastiset prosessit voivat toteuttaa Markovin ominaisuuden. Usein
termillda Markovin ketju tarkoitetaan nimenomaan diskreettid prosessia, kun taas jatkuvia Marko-
vin ketjuja kutsutaan usein Markovin prosesseiksi. Kéytint6 kuitenkin vaihtelee matemaattisessa
kirjallisuudessa, ja usein seké jatkuvia ettd diskreettejd Markovin ominaisuuden toteuttavia stokas-
tisia prosesseja kutsutaan Markovin ketjuiksi tai vastaavasti Markovin prosesseiksi [1, s. 233][5, s.
92].

Jatkuvuuden lisiksi Markovin ketjuja voidaan luokitella myds monilla muilla tavoilla perustuen
sithen, millaisia ominaisuuksia niiden tiloilla ja tilojen vilisilld siirtymatodenndkdisyyksilld on.

Markovin ketjut voidaan luokitella esimerkiksi homogeenisiin ja ei-homogeenisiin.

Miaritelma 3.7. [5, s. 1] Olkoon {X;} Markovin ketju. Jos kaikilla sen tila-avaruuden A tiloilla i

ja j sekd kaikilla luonnollisilla luvuilla ¢ ja n on voimassa
P{Xiin=j | Xn =1} =P{X; = j | Xo =i},

sanotaan Markovin ketjun olevan homogeeninen.



Toisin sanoen homogeenisessa Markovin ketjussa tilojen viliset siirtymédtodennékoisyydet ovat
vakioita koko tarkastelujoukossa 7', eikd niiden arvo riipu tarkasteluajanhetkestd ¢. Siirrytdin

seuraavaksi luokittelemaan Markovin ketjun tiloja.

Miaritelma 3.8. [5, s. 10] Olkoon {X; } homogeeninen Markovin ketju ja i jokin sen tila-avaruuden
A tila. Jos ketjun tila X; on tila i, olkoon n se siirtymien lukumiird, jolla ketju ensimmadisen kerran
palaa tilaan i siitd poistuttuaan eli olkoon n pienin nollasta poikkeava luonnollinen luku, jolla
Xion = 1. Jos

P{n < oo} =1

eli jos paluuaika tilaan i on varmuudella dérellinen, sanotaan tilan i olevan toistuva. Jos vaatimus
ei tiyty eli jos Markovin ketju {X;} ei varmuudella palaa tilaan i dérellisen ajan kuluessa, on tila i

tilapdiinen.

Toistuva Markovin ketjun tila on siis sellainen tila, johon Markovin ketju tulee varmuudella palaa-
maan siind kerran vierailtuaan. Jos Markovin ketju ei téllaiseen toistuvaan tilaan saavuttuaan tule

endd poistumaan siitd, on kyseessd absorboiva tila, jonka tarkempi méaritelma kuuluu seuraavasti.

Maiéritelma 3.9. [1, s. 127] Markovin ketjun tila-avaruuden A tiloista koostuvan tilajoukon C
sanotaan olevan suljettu, jos mistddn joukon C tilasta ei voida saavutta sen ulkopuolisia eli joukon
A\ C tiloja. Jos suljettu osajoukko koostuu vain yhdesti tilasta k, sanotaan tilan k olevan absorboiva

tila.

Absorboivasta tilasta ei ole péddsyd yhteenkddn Markovin ketjun muista tiloista, jolloin sanotaan,
ettd ketjun muut tilat eivit ole saavutettavissa tistd absorboivasta tilasta. Madritellddn vield muo-

dollisesti, miti tilan saavutettavuus toisesta tilasta tarkoittaa.

Miaritelma 3.10. [5, s. 3 ja 13] Olkoon {X,;} Markovin ketju ja i ja j sen tila-avaruuteen A

kuuluvia tiloja. Jos on jokin sellainen luonnollinen luku ¢, ettd
P{X;,=j|Xo=1i}>0,

niin sanotaan, etti tila j on saavutettavissa tilasta i.

Toisin sanoen, jos tila j on saavutettavissa tilasta i, todennédkdisyys pédtyé tilasta i tilaan j on

aidosti positiivinen.

3.2.3 Todennakéisyyksien laskeminen

Nyt kun tiarkeimmét Markovin ketjuihin liittyvét késitteet on mééritelty, voidaan siirtyd tarkas-
telemaan niiden kiyttod. Aloitetaan siitd, kuinka todenndkoisyysmatriisin ja alkujakaumavekto-
rin avulla voidaan laskea Markovin ketjun tilojen todennékdisyyksid tietylld tarkasteluhetkelld ¢.

Seuraavassa lauseessa esitellddn kaksi todennékdisyyttd: todennédkdisyys sille, ettd lahdettdessi



liikkeelle jostakin Markovin ketjun tila-avaruuden A tilasta i paddytdédn » siirtymaélld tilaan j, ja
sille, ettd tilaan j padddytiddn n siirtymén kuluessa, kun lidhtétilaa ei ole médritetty vaan se voi olla
mika tahansa tila-avaruuden A tila. Lauseessa kéytetiddn merkintdd (P");; kuvaamaan siti potens-
siin n korotetun matriisin P alkiota, joka sijaitsee tilaa i vastaavalla rivilld ja tilaa j vastaavassa

sarakkeessa.

Lause 3.11. /5, 5. 3] Olkoon {X;} homogeeninen Markovin ketju, jolla on alkujakaumavektori a ja
siirtymdtodenndikoisyysmatriisi P. Tdlloin kaikille ketjun tila-avaruuden A tiloille i ja j on kaikilla

prosessin tarkasteluhetkilld n > 0 voimassa
P{X,=j|Xo=1i}=(P"); (3.2)

ja
P{Xy = j} = (aP");. (3.3)
Todistus. Olkoot kg, k1, ..., k, tila-avaruuteen A kuuluvia tiloja. Todistetaan yhtdlo (3.2), joka

kuvaa todenndkoisyyttd sille, ettd 1dhdettdessa liikkeelle tilasta kg on Markovin ketju n siirtymén

jélkeen tilassa k,. Kun Lauseen 3.11 oletukset ovat voimassa, todennikoisyys on

P{Xp=kn| Xo=ko} = ) P{Xy=ky| X1 =kn1,Xo= ko) (3.4)
kn,|€A

eli kaikkien niiden todennikoisyyksien summa, ettd tilasta ko paddytdan ensin n—1 siirtymilld
mihin tahansa tila-avaruuden A tilaan k,,_1, josta siirrytdin tilaan k,. Koska {X;} on Méiritelmén

3.2 mukainen Markovin ketju, summattavan voi lausua muodossa

P{Xn = kn | Xn-1 = kn-1,Xo = ko} = P{Xy, = ky, | Xp—1 = kn-1}P{Xu=1 = kn-1 | Xo = ko},

jolloin lauseke (3.4) tulee muotoon

D P =k | Xt = knotJP{Xo1 = kot | Xo = Ko} (3.5)
kn-1€A

Tulon jalkimméinen termi P{X,,-; = k,—1 | Xo = ko} voidaan edelleen samaan tapaan lausua

tulomuotoisten termien summana muodossa

I]:D{Xn—l =kn-1 | Xy = kn—Z}[FD{Xn—Z =knp2 | Xo = kO} (3.6)
kn_2EA

Sijoittamalla lauseke (3.6) lausekkeeseen (3.5) ja sijoittamalla timé edelleen yhtdloon (3.4) saadaan

todennikoisyyden P{X,, = k, | Xo = ko} arvoksi

Z P{Xn =kn | Xn-1=kn-1} Z P{Xn-1=kn-1 | Xn—2 = kn-2}P{Xn—2 = kn—2 | Xo = ko}|.
kn,leA kn,QGA



Yhtélon viimeinen termi P{X,,_» = k,—» | Xo = ko} voidaan edelleen lausua tilan X,,_3 avulla
samanlaisena tulomuotoisten termien summana, ja iteroimalla télld tavalla tilasta X4 alaspdin

aina tilaan X, saakka saadaan yhteensi n sisdkkidistd summaa sisdltava lauseke

Z [P){Xn =kn | Xpo1 = kn—l} ( Z P{Xn—l =kn_1 | Xpn= kn—Z}
k,

kn-1€A n-2€A

( D PXpa=kna | Xas=kns}...|, BT
k.

n-3€A
jonka viimeinen eli sisin summa on

DUPXo =ka | X = ki }P{Xi = ki | Xo = ko}. (3.8)
k€A

Kun huomataan, ettd siirtymimatriisin P alkioiden avulla lausekkeen (3.8) todennikoisyydet ovat
P{X, = ko | X1 = k1} = Prx, ja P{Xy = k1 | Xo = ko} = Py, voidaan lauseke Kirjoittaa

muotoon
Z Pty Pk, = Z Proky Py ky»
kieA ki€A

mikd on sama kuin siirtymédmatriisin P tilaa kg vastaavan rivin ja tilaa k, vastaavan sarakkeen
skalaaritulo. Matriisien kertolaskun ominaisuuksien perusteella timé on itselladn kerrotun matriisin

P alkion (P?) koky ATvO.

Lauseke (3.8) kuvaa siis todennékdisyytti siirtyd tilasta ko kahdella siirtymaélld minki tahansa muun
tilan k; kautta tilaan k;, ja sen arvoksi on nyt saatu matriisialkio (Pz)kokz. Kun lausekkeen (3.7)
summat puretaan samalla periaatteella siirtyméimatriisin alkioiden tuloiksi sisimméstd uloinpaan

aina tilaan X, asti, on tuloksena

P{X, =k, | Xo = ko} = (P")iok,, -

Todistetaan vield yhtilo (3.3). Kun ensimméinen tila on miki tahansa tila-avaruuden A tila ko,

todennikoisyys olla n siirtymén jilkeen tilassa k,, on

P{X, = kn} = D P{Xy =k | Xo = ko}P{Xo = ko}. (3.9)
k()EA

Edelli todistetun Lauseen 3.11 yhtdlon (3.2) ja Mééritelmin 3.7 perusteella kaikille tila-avaruuden

A tiloille kg ja k,, on voimassa

P{X, = kn | Xo = ko} = (P")kok,,»

ja Médritelmén 3.6 mukaan
U:D{Xo = ko} = a/ko.



Kun tehdédidn nima kaksi sijoitusta yhtdloon (3.9), se tulee muotoon

P{X, =k,} = Z @ko(P")kok, -
k()EA

Matriisien kertolaskun ominaisuuksien perusteella timi summa on yhté kuin vektorin « ja matriisin

P tilaa k,, vastaavan sarakevektorin skalaaritulo

- (P")i,»

mikd edelleen on sama kuin vektorin @ ja matriisin P" tulovektorin k,,. alkio

(aP")i,,-

Niin on saavutettu haluttu tulos
P{Xn = kn} = (aP")y,.
O

Lauseen 3.11 avulla voidaan laskea Markovin ketjun tilojen todennédkoisyysjakauma tietylld tarkas-
teluajanhetkelld n. Usein ollaan kiinnostuneita siitd, hakeutuuko todennékoisyysjakauma pitkéalla
aikavililla kohti jonkinlaista tasapainotilaa. Timi voidaan selvittdd tarkastelemalla Lauseen 3.11
yhtiloiden raja-arvoja
nh_r)r.}o P{X,=j|Xo=1i}= nlglgo(Pn)ij
ja
lim P(X, = j} = lim (aP"),

jos raja-arvot ovat olemassa.

Raja-arvoa lim,,_,. P" voidaan etsid tarkastelemalla siirtyméatodennékdisyysmatriisia P siitd nako-
kulmasta, minké tyyppisisté tiloista Markovin ketjun tila-avaruus A koostuu ja kisittelemilld sen
perusteella matriisia P osissa. Merkitdédn kirjaimella B tila-avaruuden A osajoukkoa, joka koos-
tuu Médritelmén 3.8 mukaisista tilapdisisté tiloista, ja merkitddn vastaavanlaista toistuvien tilojen
joukkoa kirjaimella C. Olkoon lisdksi Pp sellainen matriisin P matriisilohko, johon on otettu vain
tilajoukon B sisdisid siirtymitodennikoisyyksid vastaavat rivit ja sarakkeet, ja olkoon P¢ vastaa-
vanlainen tiloille C muokattu matriisilohko. Kun mééritelldén vield matriisilohkot Pgc ja Pcp,
jotka siséltavit todennédkoisyydet siirtyd tilapdisisté tiloista B toistuviin tiloihin C ja toisinpiin,

voidaan alkuperdinen siirtymétodennédkoisyysmatriisi P kirjoittaa muodossa

Pc P
p=|"° TPl [Ls131] (3.10)

Ppc Pp
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Koska toistuvista tiloista piisee vain toisiin toistuviin tiloihin eli tilapiiset tilat eivit ole Méadri-
telmin 3.10 mukaisesti saavutettavissa toistuvista tiloista [1, s. 129], osamatriisin P¢ g alkiot ovat

nollia ja ositellun matriisin todellinen muoto on

Pc o
P= :
Ppc Pp

missd O on nollamatriisi. Kun tédllainen alakolmiomatriisi korotetaan potenssiin #, on tulos matrii-

sien kertolaskun ominaisuuksien ja matriisilohkojen ulottuvuuksien perusteella

Pt O
P = , (3.11)
Q(n) Py
missd osamatriisi Q (n) saadaan kaavalla
n—1
O(n) = Z Pk PP K, (3.12)
k=0

Matriisi P voidaan aina jakaa yhtdlon (3.10) tapaan ja korottaa potenssiin kuten yhtdlossa (3.11)
riippumatta tilapdisten tilojen joukon B ja toistuvien tilojen joukon C mahtavuuksista ja niiden
madrddmistd matriisilohkojen Pg, Pc, Ppc ja Pcp ulottuvuuksista. Koska matriisit Pg ja Pc
sisdltavit tilajoukkojen B ja C sisdiset siirtymétodennikoisyydet, niissd on sekd yhtd monta sara-
ketta ettd yhtd monta rivid kuin niiden tilajoukoissa on tiloja. Tédten ne ovat neliomatriiseja ja ne
voidaan korottaa potenssiin. Koska matriisi P sisdltdd todennédkdisyydet siirtyéd joukon B tiloista
joukon C tiloihin, siiné on siirtymétodennikoisyysmatriisin mairitelmén seurauksena (Mééritelma
3.4) tasmélleen | B| rivid ja |C| saraketta. Taimin seurauksena Pgc voidaan yhtilossé (3.12) kertoa
vasemmalta matriisilla Pp, ja tuloksena saatavassa matriisissa on |C| saraketta, jolloin se voidaan

edelleen kertoa matriisin P¢ kanssa.

Kun yhtélossa (3.11) eksponentin n arvo ldhestyy déretontd, on mahdollista saada matriisi vie-
14 yksinkertaisempaan muotoon esittelemélld seuraava lause, jonka todistus l0ytyy ldhdeviitteen

osoittamasta Sericolan tekstista.

Lause 3.12. [5, s. 11] Kaikille Markovin ketjun {X,} tila-avaruuden A tiloille i ja tilapdiisille
tiloille j on voimassa
lim P{X,, =/} =0,
n—oo
Jjolloin
lim (Pn)ij =0.
n—oo

Koska potenssimatriisi P koostuu tilapdisten tilojen vilisistd siirtyméitodennékdisyyksistd n. siir-
tymalld ja koska Lauseen 3.12 mukaan ndmi todennikoisyydet 1dhestyvit nollaa siirtymien luku-

médrin ldhestyessd ddretontd, on matriisin P} raja-arvo nollamatriisi kun eksponentti n ldhestyy
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ddretontd. Titen yhtédlon (3.11) mukaisen potenssimatriisin raja-arvo on

lim P10
e lim Q(n) O
n—0oo

Kun tarkasteluajanhetki ¢ 1dhestyy ddretontd, Markovin ketju siirtyy varmuudella tilapéisten tilojen
joukosta B toistuvien tilojen joukkoon C. Kasitellddn siirtymiseen kuluvaa aikaa hieman tarkem-
min. Seuraava lause antaa todennikoisyyden sille, etta tilapdisten tilojen joukosta B poistumiseen

tarvitaan enemmén kuin n kappaletta siirtymid.

Lause 3.13. /5, 5. 60] Olkoon {X;} Markovin ketju, jonka tilapdisten tilojen joukko on B ja
toistuvien tilojen joukko C. Olkoon T(C) se ajanhetki t, jolloin ketju ensimmdiisen kerran saapuu
toistuvien tilojen joukkoon C. Kun ketjun {X,} ensimmdinen tila i on tilapdinen eli i kuuluu

Joukkoon B, todenndikdisyydet sille, ettd T(C) on suurempi kuin n saadaan tulovektorina
P{r(C) > n | Xo € B} = Py1,
missd 1 on ykkosvektori.

Todistus. Maidritelmén 3.8 mukaan kaikki Markovin ketjun tilat ovat joko toistuvia tai tilapéisii.
Talloin todennékdisyys sille, ettd Markovin ketju ei saavu vield n. siirtymilld toistuvien tilojen
joukkoon C tarkoittaa todennikoisyyttd sille, ettd n. siirtymé tapahtuu tilapdisen tilajoukon B

sisalla.

Lauseen 3.11 mukaan potenssiin n korotettu matriisi P}, sisiltdd todennékdisyydet siirtyd n. siir-
tymadlli tilapdisten tilajoukon B sisilld, kun kantamatriisi P koostuu tilajoukon B tilojen vélisistd

siirtymitodennékoisyyksistd. Matriisien kertolaskun ominaisuuksien seurauksena kertolasku
n
Py -1

tuottaa vektorin, jonka tilaa i vastaava alkio on matriisin Pl rivivektorin i ja ykkosvektorin ska-
laaritulo. Se on siis matriisin P, rivivektorin i kaikkien alkioiden summa. Siirtyméatodennékdi-
syysmatriisin madritelmin (Mééritelma 3.4) nojalla timé on niiden todennidkdisyyksien summa,
etté tilasta i siirrytdéin mihin tahansa tilapdisten tilojen joukon B tiloista. Vektorin P 1 kukin alkio
(P 1); kuvaa siis todennikdisyytté sille, ettd n. siirtymé tapahtuu tilapéisestd tilasta i johonkin

toiseen tilapdiseen tilaan. O

Lauseet 3.13 ja 3.12 yhdistamalld on mahdollista néyttid, ettd Markovin ketju siirtyy varmuudella
tilapéisisti tiloista toistuviin tiloihin ddrellisen ajan kuluessa, ja siirtymiseen vaadittavalle ajalle
voidaan myos 10ytdd odotusarvo. Lause 3.13 kertoo todennédkdisyyden sille, ettd saapumisaika tois-
tuviin tiloihin on suurempi kuin 7, jolloin todennékdisyys tasan x:n suuruiselle tai sitd pienemmadlle

saapumisajalle saadaan komplementtina

P{r(C) <n|Xo=i}=1-(P}I),. (3.13)
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Kun 7 ldhestyy déretontd, Lauseen 3.12 nojalla yhtdlosséd (3.13) esiintyvén potenssimatriisin P’
raja-arvo on nollamatriisi, joten todennikoisyydeksi siirtyd toistuvien tilojen joukkoon C direlli-
sessd ajassa saadaan

P{r(C) <o | Xy=i}=1
kaikilla tilapaisilld tiloilla i.

Jotta voitaisiin médrittdad odotusarvo sille, missa ajassa Markovin ketju poistuu tilapdisistd tiloista ja
siirtyy toistuvien tilojen joukkoon, tarvitaan seuraavaa lausetta. Lauseen todistus on 10ydettidvissi

Sericolan kirjasta sivulta 66, ja se perustuu siind esiintyvidn summan ominaisuuksiin [5].

Lause 3.14. [5, 5. 65] Jos Markovin ketjun { X, } tilapdisten tilojen joukko B on ddrellinen, sille on

voimassa

Do PE=(-Pp),
n=0

missd I on identiteettimatriisi.

Sericolan mukaan [5, s. 72] odotusarvo ajalle 7(C), jossa Markovin ketju saapuu toistuvien tilojen

joukkoon C, saadaan summana

E{r(C) | Xo =i} = Z P{r(C) > n | Xo = i}. (3.14)
n=0

Kun 1dhtétila i kuuluu tilapéisten tilojen joukkoon B, Lauseen 3.13 nojalla summattava tulee

muotoon
(Pg1)i,

jolloin yhtdlo (3.14) voidaan kirjoittaa muodossa
E{(C) | Xo=i} = ) (PR1)i.
n=0

Lauseen 3.14 ja matriisien kertolaskun ominaisuuksien nojalla timé on edelleen

E{7(C) | Xo =i} = (I - Pp) ' 1)i.

Saapumisajan 7(C) odotusarvojakauma E{7(C)} ldhdettdessi liikkeelle mistd tahansa tilapdisten

tilojen joukon B tilasta saadaan siis vektorina

E{r(C) | Xo € B} = (I — Pp)~'1. (3.15)

Tarkastellaan seuraavaksi mité tapahtuu sen jilkeen, kun tarkasteluajanhetki 7(C) on saavutettu ja
Markovin ketju on siirtynyt toistuvien tilojen joukkoon C. Jos kaikki toistuvat tilat ovat saavutetta-

vissa toisistaan, ketju vierailee niissi kaikissa. Jos taas néin ei ole vaan toistuvat tilat muodostavat
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erillisid Madritelmén 3.9 mukaisia suljettuja joukon C osajoukkoja, Markovin ketju absorboituu
eli jad siihen suljettuun osajoukkoon johon se ensiksi tilapdisisti tiloista poistuessaan saapuu eiki

tule vierailemaan muiden tilajoukkojen tiloissa.

Tama motivoi selvittdmadn mihin suljettuun toistuvien tilojen osajoukkoon Markovin ketju paityy,
jos néitd osajoukkoja on enemmén kuin yksi. Muodostetaan todennikoisyys yksittiisen osajoukon
C; absorboimistodennikdisyydelle samaan tapaan, kuin on tehty Sericolan kirjassa [5, s. 74].
Todennikoisyys sille, ettd absorboituminen tapahtuu toistuvien tilojen osajoukossa C; tarkoittaa
todennikoisyyttd sille, ettd tilapiisistd tiloista poistutaan tdsmilleen n. siirtymalld ja ettd tdlla

siirtymailld saavutaan joukkoon C;. Merkitdin titd todennakoisyyttd

P{r(C) =n, X, € C;},

missd n > 1.
Tdmi on sama kuin sen todennékdisyys, etté n. tilaa edeltéva tila kuuluu tilapéisten tilojen joukkoon

B mutta n. tila kuuluu joukkoon C; eli

P{r(C)=n,X, € C;} =P{X,,1 € B, X,, € C;}.

Tadma todennédkdisyys voidaan kirjoittaa summana kaikkien tilapdisten tilojen yli muodossa

P{7(C) =n, X, € C;} = Z P{X,_1 = b, X, € C;}
beB

= > P{Xy1 = b}P{X, € Ci | X, 1 = b},
beB

(3.16)

missi ensimmadisen rivin summattava on toisella rivilla kirjoitettu kahden todennikéisyyden tulona

ehdollisen todennikoisyyden kertolaskusdannon avulla.

Yhtilo (3.16) kertoo todennikoisyyden sille, ettd Markovin ketju on tarkasteluhetkelld n — 1 missa
tahansa tilapdisten tilajoukon B tilassa b ja siirtyy seuraavaksi toistuvien tilojen osajoukkoon
C;. Kun kirjoitetaan vield osajoukkoon C; siirtymisen todennékoisyys P{X, € C; | X,,-1 = b}

summaksi kaikkien joukon C; tilojen ¢ yli, tulee yhtilo (3.16) muotoon

P{r(C) =n,X, € Ci} = ) P{Xy1=b} D P{Xy=c | X,1 =b}. (3.17)
beB ceC;

Siirtymédmatriisin mééritelméin (Madritelma 3.4) ja Lauseen 3.11 nojalla yhtdlon (3.17) summat-

tavat voidaan lausua Markovin ketjun siirtymédmatriisin P ja alkujakauman « alkioiden summina

D @P" Ny Y P (3.18)

beB ceC;

muodossa

Matriisien kertolaskun ominaisuuksien seurauksena lauseke (3.18) voidaan kirjoittaa matriisitulo-
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na, jolloin osajoukon C; absorboimistodennékdisyys saadaan muotoon

P{7(C) = n, X, € C;} = apP% ' Ppc,1. (3.19)

Yhtélossd (3.19) ap on vain tilapdisii tiloja vastaavat alkiot sisdltidvé alkujakaumavektori, Pp on
tilapdisten tilojen vilisisti siirtymétodennikoisyyksistd koostuva matriisi ja matriisi Ppc, sisiltda
todennikoisyydet siirtyd tilapdisisti tiloista joukon C; tiloihin. Ykkosvektorin 1 koko méardytyy

yhtélossi esiintyvien muiden vektorien ja matriisien ulottuvuuksien perusteella.
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4. MARKOVIN KETJUJEN SOVELTAMINEN
PISTOOLITAISTELUUN

Téssd luvussa sovelletaan luvun 3 Markovin ketjujen teoriaa luvussa 2 esiteltyyn pistoolitaiste-
luasetelmaan. Ensin sovitetaan pistoolitaisteluasetelma Markovin ketjujen avulla mallinnettaviksi
suureiksi, ja sen jidlkeen tarkastellaan sekd taistelun lopputulosten todennikoisyyksii ettd taistelun

kestoa.

4.1 Pistoolitaistelu Markovin ketjuna

Kun halutaan mallintaa luvussa 2 kuvattua pistoolitaisteluasetelmaa Markovin ketjulla, tiytyy
ensiksi midritelld, mitd satunnaismuuttujat X, kuvaavat ja misti tila-avaruus A koostuu. Pistooli-
taistelun satunnaismuuttujan merkitykseksi voidaan valita esimerkiksi jiljelld olevien osallistujien
lukumaiird, tai vaihtoehtoisesti voidaan kiinnittdd huomiota siihen, keitd nima jljelld olevat osal-
listujat ovat. Kédytetddn jalkimmadistd ldhestymistapaa eli mééritelldén, ettd satunnaismuuttuja X;
kuvaa sitéd, ketkd kaikki alkuperdisistid osallistujista ovat tarkasteluhetkelld ¢ jéljelld taistelussa.
Niin on tehty my0s Sandefurin vuonna 1989 julkaistussa artikkelissa [4]. Talloin tila-avaruus A

koostuu kaikista pistoolitaistelun osallistujien kombinaatioista ja sen koko on
Al = _ 4.1
1] ;)k!(n—k)! “.1)

missi n on taistelun osallistujien lukumaéri.

Pistoolitaistelun osallistujien méérd voi vain vihentyd eikd koskaan lisddntya. Taten Madritelmén
3.8 mukaisiksi tilapdisiksi tiloiksi voidaan tunnistaa kaikki sellaiset tilat, joissa osallistujia on
jaljelld enemmin kuin yksi, silld téllaisesta tilasta voidaan poistua, mutta poistuttua siihen ei voida
endd palata. Médritelmén 3.8 mukaisia toistuvia tiloja ovat siis ne tilat, joissa joko osallistujia on
jaljelld vain yksi tai kaikki osallistujat ovat tulleet ammutuiksi. Nama tilat ovat Mééritelmén 3.9

mukaisia absorboivia tiloja.

Tilojen viliset siirtymétodennikoisyydet muodostuvat kahdesta osasta: osallistujien ampumisky-
vyistd eli heidén osumistarkkuuksistaan p ja siitd, miten he valitsevat tdhtddminsa toisen osal-
listujan. Sandefur kisitteli artikkelissaan tilannetta, jossa ampumisasetelma on ennalta madratty
[4], mutta oletetaan téstd poiketen tdssd tydssd ampumisen kohteen valinta satunnaiseksi. Talloin

todennékdisyys sille, ettd osallistuja X valitsee n. kierroksella ampumisen kohteeksi osallistujan Y
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ja osuu tdhén on
1
P{X ampuu Y:n} = ﬁpx, 4.2)
missé k on jéljelld olevien osallistujien lukumaéri ja px on osallistujan X osumistarkkuus. Kier-
roksella n tarkoitetaan tapahtumaa, jossa jéljelld olevat osanottajat n. kerran laukaisevat yhta aikaa

aseensa valitsemaansa jiljelld olevaa osallistujaa kohti, kuten on mééritelty luvussa 2.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan kolmen osallistujan vélisté pistoolitaistelua, ja merkitiéin osallistujia
kirjaimilla X, Y ja Z. Aloitetaan taistelun mallintaminen Markovin ketjuna muodostamalla ketjulle
tila-avaruus. Merkitdin tiloja kirjaimilla seuraavaan tapaan: K = "kaikki kolme ovat kuolleet",
XY Z = "kaikki kolme ovat elossa", XY = "vain osallistujat X ja ¥ ovat elossa ja Z on kuollut", ja

vastaavasti muille kirjainyhdistelmille.

Yhtilon (4.1) mukaisesti télloin taistelua mallintavan Markovin ketjun tila-avaruuden koko on

n i 3!
LI K13 - k)!

3! 3! 3! 3!
T0IG-0) T TIGB-D)! 21(3-2)! 313 -3)!
=1+3+3+1

=8.

Mahdolliset tilat listaamalla ndhddin, ettd tima pitdd paikkansa:

» Kaikki osallistujat voivat olla elossa tai kaikki voivat olla kuolleita, mistd saadaan kaksi tilaa
(tilat XYZ ja K).

* Jokin kolmesta osallistujasta voi olla kuollut ja kaksi muuta elossa, mistd saadaan kolme
tilaa lisdd (XY, YZ ja XZ).

» Kaksi osallistujaa voi olla kuolleena, jolloin vain yksi kolmesta on elossa, ja tistd saadaan

vield kolme tilaa lisda (X, Y ja Z).

Madritetddn seuraavaksi tilojen véliset siirtymédtodennékoisyydet. Jotta ldhdettdessd tilasta XY Z

tultaisiin tilaan XY, on jonkin seuraavista tapahduttava:

* (1) X jaY ampuvat osallistujan Z samanaikaisesti. Z tiahtdi jompaa kumpaa vastustajistaan,

mutta ampuu ohi.

* (2) X ampuu osallistujan Z. Y tdhtdd jompaa kumpaa vastustajistaan, mutta ampuu ohi. Z

tahtdd jompaa kumpaa vastustajistaan, mutta ampuu ohi.

* (3) Y ampuu osallistujan Z. X tidhtda jompaa kumpaa vastustajistaan, mutta ampuu ohi. Z

tdhtdd jompaa kumpaa vastustajistaan, mutta ampuu ohi.

Jos osallistujien osumistarkkuudet ovat px = 0,4, py = 0,5 ja pz = 0,7 ja osallistujat valitsevat
kullakin kierroksella tihtddminsi toisen osallistujan satunnaisesti, voidaan vaihtoehdon (1) toden-

ndkoisyys laskea kdyttden yhtdlod (4.2) ja riippumattomien tapausten todendkdisyyksien yhteen-
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ja kertolaskuominaisuuksia. Todennikoisyys on

PU} = 2px - 2py - (1= p2)

2 2
-] 0,4 ! 0,5-(1-0,7)
_2 ’ 2 ’ ’
=0,015.

Samalla tavalla saadaan vaihtoehtojen (2) ja (3) todennékdisyyksiksi

PUQ)} = 3px - (1= py) - (1= p2)
- %-0,4-(1 ~0,5) - (1-0,7)

=0,03
ja

P} = 3oy - (1= px) - (1= p2)

1
=505 (1-04)-(1-0.7)

=0,045.

Siirtymétodennékdisyys tilasta XY Z tilaan XY on téiten

P{Xne1 = XY | Xp = XYZ} = P{UD}+ P{(2)} + P{(3)}
= 0,015+ 0,03 + 0,045
=0,09.

Muiden tilojen viliset siirtymatodennikoisyydet voidaan laskea samaan tapaan eli madrittaimal-
la milld eri tavoilla siirtymi voi tapahtua ja laskemalla yhteen néiden vaihtoehtoisten tapojen

todennikoisyydet.

Siirtymimatriisia muodostettaessa se voidaan jéirjestelld luvun 3.2.3 yhtélon (3.10) tapaan luokit-
telemalla tila-avaruuden tilat tilapdisiin ja toistuviin. Koska pistoolitaistelua kuvaavan Markovin
ketjun toistuvien tilojen joukko C koostuu absorboivista tiloista, joista ei paase siirtymadn mihin-
kddn muuhun tilaan, on siirtymétodennékdisyys jokaisesta toistuvasta tilasta itseensi 1 ja kaikkiin
muihin tiloihin 0. Toistuvien tilojen joukon sisdisié siirtymitodennidkoisyyksid kuvaava matriisi-
lohko Pc on tdten identiteettimatriisi /, jossa on toistuvien tilojen lukumééréan verran riveja ja
sarakkeita. Kuten luvussa 3.2.3 kerrotaan, toistuvista tiloista ei piise tilapdisiin tiloihin, ja siir-
tymétodennikoisyys onkin helppo todeta nollaksi sellaisesta tilasta, jossa vain yksi tai ei yhtddn
osallistujaa on hengissd, sellaiseen tilaan, jossa heiti on elossa enemmén. Tdten matriisilohko Pcp

on nollamatriisi O.
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Esimerkki 4.2. Jatketaan Esimerkkid 4.1 ja muodostetaan kolmen osallistujan pistoolitaistelun osi-
teltu siirtyméamatriisi. Toistuvia ja absorboivia tiloja ovat tilat K, X, Y ja Z eli tilat, joissa joko kaikki
osallistujat on ammuttu tai heitd on jdljelld endd yksi. Tilapdisid tiloja ovat kaikki muut tilat, eli
tilat XYZ, XY, YZ ja XZ. Kun lasketaan pelkat tilapiisten tilojen véliset siirtymatodennékdisyydet

Esimerkin 4.1 tapaan, voidaan niistd muodostaa siirtyméamatriisilohko

0,09 0,09 02025 0.17]
0 03 0 0
0 0 015 0

Pp

0 0 0 018

Siirtymimatriisilohko, joka siséltdd siirtymétodennikoisyydet tilapdisisti tiloista toistuviin tiloihin,

on

_0,035 0,1375 0,1375 0,1375_
0,2 0,2 0,3 0
0,35 0 0,15 0,35

Ppc =

028 012 0 042 |

Kuten edelléd todetaan, pistoolitaistelun toistuvien tilojen sisdisid siirtyméatodennikoisyyksid ku-
vaava matriisilohko P¢ on identiteettimatriisi / siirtymétodennikoisyydet toistuvista tilapdisiin
tiloihin siséltavd matriisilohko Pcp on nollamatriisi O. Nelja matriisilohkoa yhdistdmalld kolmi-

kantaisen pistoolitaistelun koko siirtymédmatriisi on

Pc  Pcp

P=
|Pec P
-1 0 0 0 0 0 0 O-
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

0,035 0,1375 0,1375 0,1375 0,09 0,09 0,2025 0,17 .
0,2 0,2 0,3 0 0 03 0 0
0,35 0 0,15 0,35 0 0 0,15 0
0,28 0,12 0 0,42 0 0 0 0,18

Matriisin P kunkin rivin alkioiden summa on 1, niin kuin siirtymé@matriisissa tuleekin olla. Ti-
lojen jérjestys on sama kuin se, missi tilat esiteltiin edelld ensimmaéisen kerran, eli matriisin P

ensimmaiset neljd rivid siséltivit siirtymitodennikoisyydet tiloista K, X, Y ja Z, ja matriisin nelja
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viimeistd rivid taas vastaavat tiloja XYZ, XY, YZ ja XZ.

Maidritetdan siirtymétodennikoisyysmatriisin jdlkeen vield alkutodennzkoisyysjakauma. Koska
taistelu alkaa aina tilasta XY Z eli tilanteesta, jossa kaikki osallistujat ovat hengissd, on tilan
XY Z alkutodennikoisyys 1 ja muiden tilojen alkutodennikoisyys 0. Kun sdilytetdédn edelld kuvattu

tilojen vilinen jirjestys, alkujakauma on

a=10 0 0 01 0 O Of-

4.2 Taistelun keston odotusarvo

Lauseen 3.12 nojalla on varmaa, ettd kun ajan annetaan kulua, saavutetaan lopulta jokin absor-
boivista tiloista ja taistelu tulee péaidtdkseen. Luvun 3.2.3 yhtilon (3.15) avulla voidaan laskea

odotusarvo sille, kuinka monta kierrosta tdhén tarvitaan.

Esimerkki 4.3. Yhtilon (3.15) mukaan taistelun keston odotusarvo kierroksina saadaan Esimer-
kissd 4.2 lasketun tilapiisten tilojen sisdisié siirtymitodennikoisyyksid kuvaavan matriisilohkon
Pp avulla. Odotusarvojakauma taistelun kestolle silloin, kun ensimmaéinen tila Xy on miké tahansa

tilapdisten tilojen joukon B tila, on

1 0 0 0] [009 009 02025 017]\ [1
Gopnio|[0 P00 [0 03 00 |
0010 |0 0 015 0 1
ooo1 o o o o018 [
[1,72981]
[1.42857
7ea7|
121951

Tuloksena saatu odotusarvojakauma on looginen, kun otetaan huomioon, mitki ldhtotilanteet vas-
taavat kutakin keston odotusarvoa. Ensimmaéinen ja suurin odotusarvo, noin 1,7 kierrosta, vastaa
alkutilaa XY Z, jossa kaikki kolme ampujaa ovat hengissé, ja onkin syyté olettaa taistelun keston
olevan suurin silloin, kun ampujia on aluksi elossa suurin mahdollinen mééra. Pienin odotusarvo,
alle 1,2 kierrosta, taas vastaa alkutilaa Y Z eli 1dht6tilannetta, jossa vain kolmikon kaksi parasta

ampujaa ovat paikalla, ja on jarkevéda odottaa, ettd télldin taistelu on nopeasti ohi.

Koska taistelu alkaa tilasta XY Z, on todellinen odotusarvo tamén tulosvektorin tilaa XY Z vastaava
alkio, jonka arvo on noin 1,7. Taistelun voidaan siis olettaa jadvin lyhyeksi, vain kierroksen tai

kahden mittaiseksi.



20

4.3 Taistelun kulku ja lopputulosten todennakoisyydet

Kun taistelu etenee, todennikoisyysjakauma sille, ketké kaikki osallistujista ovat vield hengissi n.
kierroksella, voidaan muodostaa Lauseen 3.11 yhtdldiden avulla. Jos halutaan laskea taistelun eri

lopputulosten todennikoisyyksid, voidaan kdyttdd luvun 3.2.3 yhtélod (3.19).

Esimerkki 4.4. Jatketaan luvun aiempien esimerkkien kolmikantaisen pistoolitaistelun kisittelya
ja muodostetaan kaikkien tilojen todennékdisyysjakauma kahden kierroksen jilkeen. Lauseen 3.11
mukaan todennikoisyysjakauma saadaan kertomalla toiseen potenssiin korotettu siirtymadmatriisi

P alkujakaumalla a:

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

000O01O00O0 O]
0,035 0,1375 0,1375 0,1375 0,09 0,09 0,2025 0,17

0,2 0,2 0,3 0 0 03 0 0
0,35 0 0,15 0,35 0 0 0,15 0
0,28 0,12 0 0,42 0 0 0 0,18

=(0,174625 0,188275 0,20725 0,29215 0,0081 0,0351 0,0486 0,0459] .

Jakumasta ndhdéain, ettd kahden kierroksen jilkeen todennidkoisyys kaikkien kolmen osallistujan
elossaolemiselle on alle prosentin (0,0081) ja muidenkin tilapdisten tilojen todennikoisyydet ovat
alle 5 prosenttia. Paljon todennédkdisempii on, ettd taistelua kuvaava Markovin ketju on saavuttanut
toistuvat tilat ja ndin ollen taistelu on ratkennut: tilojen K, X jaY todennékdisyydet ovat 1dhelld 20:ta
prosenttia, ja tilan Z todennikoisyys on vield nditikin reilusti suurempi ollen ldhes 30 prosenttia.
Kahden kierroksen jélkeen on siis todennikoisinti, ettd kolmikon paras ampuja ja osallistuja Z on

ainoana jéljella.

Etsitddn vield todenndkoisyys sille, ettd taistelu ratkeaa tdsmaélleen kolmella kierroksella ja etta
kolmas kierros péittyy kaikkien osallistujien kuolemaan. Tdma tarkoittaa, ettd tila X3 on tila K
ja sitd edeltédvit tilat ovat tilapéisid tiloja, jolloin todennikdisyys voidaan laskea yhtdlon (3.19)
avulla. Yhtilossa esiintyy matriisi Ppc;, joka sisiltda siirtymistodennikoisyydet tilapéisten tilojen
joukosta B siihen toistuvien tilojen joukon C osajoukkoon C;, johon absorboitumisen todenndkdi-
syyttd halutaan tutkia. Tdssd tapauksessa joukko C; on tila K ja tdten matriisi Ppc, on Esimerkissd
4.2 muodostetun matriisin Pg¢c ensimmdiinen sarakevektori, koska se kuvaa todennikoisyyksia

siirtyd joukon B tiloista tilaan K.
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Todennékdisyydeksi saadaan

P{r(C) =3,X3 = K} = apP%Ppik]1
0,09 0.09 02025 0.17] [0,035]
0 03 0 0 0.2

:[1 00 0]. . -1
0 0 0,15 0 0,35

|0 0o 0 018 [028]
= 0,0371655.

Taistelu siis ratkeaa tdsmilleen kolmannella kierroksella kaikkien osallistujien kuolemaan alle

neljan prosentin todenndkoisyydella.
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5. YHTEENVETO JA POHDINTA

Luvussa 2 esiteltiin yksinkertainen pistoolitaisteluasetelma, jonka mallintamiseksi Markovin ket-
julla kéytiin luvussa 3 l4pi tarkeimmaét stokastiseen prosessiin ja Markovin ketjuun liitty vt késitteet
ja matemaattiset tulokset. Luvussa 4 on néytetty, ettd Markovin ketju soveltuu hyvin luvussa 2 ku-
vatun pistoolitaistelumallin késittelyyn. Malli olettaa vain kulloisenkin tarkasteluhetken tilanteen
vaikuttavan taistelun tuleviin tapahtumiin taistelun koko historian sijaan, ja téllaisessa tilanteessa

Markovin ominaisuus yksinkertaistaa erilaisten tapahtumakulkujen todennédkdisyyksien vertailua.

Luvun 2 mallissa tehddén kuitenkin paljon yksinkertaistavia oletuksia, jotka mahdollistavat pis-
toolitaistelun osallistujien ampumatarkkuuden kisittelemisen vakiona ja siten homogeenisen Mar-
kovin ketjun kdyttimisen. Todellisuudessa ampumatarkkuus vaihtelee ja siihen vaikuttavat monet
tekijit, kuten esimerkiksi tahdéttdvin kohteen etdisyys ja sijainti joko suoraan tihtddjan edessa tai
sivulla sekd osallistujien visyminen ja henkisten paineiden kehittyminen taistelun edetessi. Jalkim-
mdisten tekijoiden vaikutus ampumatarkkuuteen ja titen tilojen vilisiin siirtymatodennakoisyyk-
siin voitaisiin huomioida méérittimalld ampumatarkkuudet ajan ¢ funktiona, joten homogeenisen

sijaan epahomogeeninen Markovin ketju voisi sopia taistelun késittelyyn.

Tyon pistoolitaistelumallissa taistelu my0Os etenee kierroksittain siten, ettd osallistujien katsotaan
jokaisella kierroksella laukaisevan aseensa valitsemaansa toista osallistujaa kohti kiytdnnossé yh-
tdaikaisesti, ja tdhdn oletukseen nojautuen sekid mééritetdén siirtymitodennékoisyydet ettd oikeu-
tetaan diskreettiaikaisen Markovin ketjun kdytto. Malli ei titen ota huomioon esimerkiksi ihmisen
reaktio- ja refraktaariaikoja, jotka todellisuudessa saisivat osallistujat ampumaan eriaikaisesti, eika
myOskdidn mahdollista osallistujien taktikointia, kuten vaikkapa jollain kierroksella tarkoitukselli-
sesti kokonaan ampumatta jattamistd. Jotta tdllaiset tekijét tulisivat huomioiduiksi, tulisi taistelua
joko kisitella diskreettiaikaisen sijaan jatkuva-aikaisena Markovin ketjuna tai huomioida sen to-

dennikoisyys, ettd osallistuja jéttdé kierroksella kokonaan ampumatta.

Osallistujien taktikoinnin mahdollisuutta ei mydskéédn ota huomioon se oletus, etti osallistujat valit-
sevat ampumisen kohteensa jokaisella kierroksella satunnaisesti. Tamai oletus on paikallaan silloin,
kun osallistujat eivit tiedi toistensa ampumatarkkuuksia tai edes toistensa keskindisté suhteellista
paremmuusjérjestystd, jolloin heilld ei ole tietoja joiden perusteella valikoida tdhtidyksensd koh-
detta. Jos osallistujat taas tuntevat toistensa ampumataidot, he voivat yrittdd valikoida kohteensa

esimerkiksi tahtddmélld aina parasta tai huonointa jéljelld olevaa ampujaa.

Koska tyon on tarkoitus keskittyd Markovin ketjujen perusteorian esittelyyn sovelluksen avulla, ei
tyOssd ole paneuduttu matriisilaskentaan, differenssiyhtél6ihin tai muihin Markovin ketjujen kay-

tinnon soveltamiseen tarvittaviin matematiikan tyokaluihin. TyOssd esiintyvit siirtymématriisien
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matriisieksponentit ja summat on kéytinnollisinté laskea laskentaohjelmilla, kuten tissé tydssd on
tehty. Pistoolitaistelua mallintavan Markovin ketjun tilat ja niiden véliset siirtymitodennédkdisyy-
det on kuitenkin muodostettu manuaalisesti, ja jos osallistujia on enemman kuin kolme, tima kiy
nopeasti tyolddksi ja inhimillisten virheiden mahdollisuus kasvaa. Ratkaisuna voisi toimia tietoko-
nealgoritmi, joka ottaa argumentteina osallistujien méérin ja ndiden ampumatarkkuusprosentit ja

tuottaa niiden vilisti taistelua kuvaavan Markovin ketjun siirtymitodennékoisyysmatriisin.
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