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Markovin ketju on todennäköisyyslaskennassa käytettävä stokastisen prosessin alalaji. Työssä
esitellään Markovin ketjujen teoriaa ja havainnollistetaan sitä laskemalla pistoolitaisteluihin liittyviä
todennäköisyyksiä.

Työn aluksi esitellään pistoolitaistelutilanne, jossa osallistujat seisovat ringissä ja kukin heistä
valitsee yhtäaikaisesti ja sattumanvaraisesti toisten osallistujien joukosta yhden, jota yrittää ampua.
Tämä toistuu niin monta kertaa, että osallistujia on jäljellä korkeintaan yksi. Tärkein oletus on, että
kaikkien ampujien keskimääräiset osumisprosentit tunnetaan, sillä todennäköisyyksien laskeminen
perustuu näihin ampumatarkkuuksiin.

Pistoolitaisteluasetelman esittelyn jälkeen aloitetaan teoriaosuus määrittelemällä lyhyesti stokas-
tinen prosessi ja Markovin ketju sen alalajina, minkä jälkeen käsitellään Markovin ketjuihin liittyviä
peruskäsitteitä, kuten tiloja, siirtymätodennäköisyyksiä ja siirtymätodennäköisyysmatriisia. Tarkas-
telu rajataan diskreetteihin ja homogeenisiin Markovin ketjuihin, ja alan kirjallisuuden avulla johde-
taan joitakin tällaisiin ketjuihin liittyviä tunnettuja tuloksia.

Alussa esitelty pistoolitaisteluasetelma ja sen jälkeen käsitelty Markovin ketjujen teoria tuodaan
yhteen näyttämällä, kuinka pistoolitaistelua voidaan mallintaa Markovin ketjuna. Tälle ketjulle määri-
tetään tilat, jotka kuvaavat sitä, ketkä kaikki taistelun alkuperäisistä osallistujista ovat vielä hengissä.
Tilojen väliset siirtymätodennäköisyydet lasketaan osallistujien ampumatarkkuusprosenttien avulla
ja näistä todennäköisyyksistä muodostetaan pistoolitaistelua mallintavan Markovin ketjun siirtymäto-
dennäköisyysmatriisi. Teoriaosuudessa kohdattuja tuloksia havainnollistetaan käyttämällä esimerk-
kinä kolmen henkilön välistä pistoolitaistelua ja laskemalla tällaisen taistelun lopputulosten toden-
näköisyyksiä sekä sen keston odotusarvo.

Lopuksi yhteenvedossa tarkastellaan vielä hieman Markovin ketjujen soveltuvuutta tällaisen ti-
lanteen käsittelyyn, arvioidaan oletusten järkevyyttä ja esitetään parannusehdotuksia realistisem-
man pistoolitaistelumallin luomiseksi. Tärkeimmiksi parannusehdotuksiksi voidaan nostaa homo-
geenisen sijasta epähomogeenisen Markovin ketjun käyttö, jolloin osallistujien ampumatarkkuuk-
sien voidaan antaa vaihdella ajan funktiona, ja joko diskreetin sijasta jatkuva-aikaisen Markovin
ketjun käyttö tai sen salliminen, että osallistuja voi jättää tarkoituksellisesti ampumatta.

Avainsanat: todennäköisyyslaskenta, stokastinen prosessi, Markovin prosessi, Markovin ketju, pis-
toolitaistelu
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LYHENTEET JA MERKINNÄT

𝟙 ykkösvektori eli vektori, jonka kaikkien alkioiden arvo on 1

𝛼 Markovin ketjun alkujakaumavektori

|𝐴| joukon 𝐴 mahtavuus eli joukon 𝐴 alkioiden lukumäärä

𝐴 stokastisen prosessin tila-avaruus

𝐵 Markovin ketjun tilapäisten tilojen joukko

𝐶 Markovin ketjun toistuvien tilojen joukko

𝐼 identiteettimatriisi eli matriisi, jonka diagonaalialkioiden arvo on 1 ja
muiden 0

ℕ luonnollisten lukujen joukko

𝑂 nollamatriisi eli matriisi, jonka kaikkien alkioiden arvo on 0

𝑃𝐵𝐶 Markovin ketjun siirtymätodennäköisyysmatriisin 𝑃 matriisilohko, joka
sisältää siirtymätodennäköisyydet joukon 𝐵 tiloista joukon 𝐶 tiloihin

(𝑃𝑛)𝑖 𝑗 potenssiin 𝑛 korotetun matriisin 𝑃 alkio, joka sĳaitsee rivillä 𝑖 ja sarak-
keessa 𝑗

𝑃𝑖 𝑗 Markovin ketjun siirtymämatriisin alkio, joka sĳaitsee rivillä 𝑖 ja sarak-
keessa 𝑗

𝑃 Markovin ketjun siirtymämatriisi

ℙ todennäköisyysmitta

𝑇 stokastisen prosessin indeksĳoukko

𝜏(𝐶) Markovin ketjun saapumisaika tilajoukkoon 𝐶 eli pienin 𝑡, jolla tilan 𝑋𝑡
saama arvo kuuluu joukkoon 𝐶

𝑋𝑡 satunnaismuuttuja, stokastisen prosessin tila tarkasteluhetkellä 𝑡

{𝑋𝑡 } stokastinen prosessi
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1. JOHDANTO

Stokastista todennäköisyyslaskentaa käytetään monenlaisten satunnaisten prosessien mallintami-
seen ja ennustamiseen, ja sen sovellukset ulottuvat jokapäiväisistä arjen ilmiöistä harvinaisiinkin
tilanteisiin. 1900-luvun ensimmäisellä vuosikymmenellä Andrei Markov tutki hänen ja kollegansa
välille syntyneen erimielisyyden innoittamana toisistaan riippuvien satunnaismuuttujien toden-
näköisyyksiä, ja tämä työ johti Markovin ketjuna tunnetun stokastisen prosessin alalajin mää-
rittämiseen [2, s. 20, 22]. Tässä työssä Markovin ketjuja käytetään pistoolitaisteluihin liittyvien
todennäköisyyksien tutkimiseen. Työ saa inspiraationsa James T. Sandefurin vuonna 1989 samasta
aiheesta kirjoittamasta artikkelista [4].

Työssä pyritään määrittämään pistoolitaistelun osallistujan voiton todennäköisyys, kun osallistu-
vien ampujien keskimääräiset osumisprosentit tunnetaan ja kun ampumisen kohteen valinta on
sattumanvaraista. Lisäksi etsitään odotusarvo taistelun kestolle eli sille, kuinka monta laukausta on
todennäköisesti vaihdettava ennen kuin joko kaikki osallistujat ovat kuolleet tai heistä on jäljellä
enää yksi.

Luvussa 2 määritellään asetelma, joka pyrkii kuvaamaan yksinkertaistettuna versiona tosielämän
pistoolitaistelutilannetta. Luku 3 sisältää sellaiset Markovin ketjuihin liittyvät käsitteet ja mate-
maattiset tulokset, jotka ovat tarpeellisia työn sovelluksen ymmärtämiseksi. Luvussa 4 tuodaan
yhteen alussa esitelty pistoolitaistelutilanne ja luvun 3 teoria muodostamalla Markovin ketjujen
avulla matemaattinen malli, jolla voidaan laskea pistoolitaistelun todennäköisyyksiä. Lopuksi ar-
vioidaan hieman yksinkertaistetun pistoolitaistelumallin oletuksia ja sitä, kuinka hyvin Markovin
ketjut soveltuvat tällaisen tilanteen käsittelemiseen.
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2. PISTOOLITAISTELUASETELMA

Määritellään ensin työn tarkastelun kohteena oleva pistoolitaistelutilanne. Työssä käsitellään tais-
teluasetelmaa, jossa osallistujia on taistelun alkaessa 𝑛 kappaletta ja kaikki taistelevat kaikkia
muita osallistujia vastaan minkäänlaisia liittoja muodostamatta. Osallistujat seisovat ringissä es-
teettömässä tilassa, joten jokaisella on suora ampumislinja muihin osallistujiin. Lisäksi välimatkat
oletetaan sellaisiksi, että jokainen osallistuja kykenee sen puitteissa ampumaan ketä tahansa muista
osallistujista.

Taistelu etenee kierroksittain siten, että jokaisella kierroksella kaikki osallistujat ampuvat yhtä-
aikaisesti, kukin valitsemaansa toista osallistujaa. Kierroksesta hengissä selvinneet ovat mukana
seuraavalla kierroksella, ja taistelu jatkuu kierros kierrokselta, kunnes joko jäljellä on enää yksi
osallistuja tai kaikki osallistujat ovat kuolleet. Osallistujat eivät koskaan ammu itseään eivätkä jätä
taistelua kesken, joten ainoa tapa, jolla taistelusta poistutaan, on toisen osallistujan ampumaksi
tuleminen tai taistelun voittaminen.

Taisteluun osallistujien ominaisuuksista huomioidaan vain näiden ampumataidot, joita kuvataan
osumistodennäköisyyksillä 𝑝. Jos osallistuja esimerkiksi osuu kohteeseensa kuolettavasti keski-
määrin yhdellä kerralla neljästä, on tämän osumistodennäköisyys 0,25 eli 25 prosenttia. Osumisto-
dennäköisyydet oletetaan ampujan ja maalin välimatkasta sekä ajasta riippumattomiksi vakioiksi.
Oletetaan siis, ettei ampujan osumistarkkuus vaihtele sen mukaan, tähtääkö hän vaikkapa vieres-
sään vai häntä vastapäätä seisovaan osallistujaan, ja osumistarkkuus myös säilyy samana koko
taistelun ajan.
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3. MARKOVIN KETJUT

Tässä luvussa esitellään lyhyesti stokastiset prosessit ja Markovin ketjut sekä niihin liittyvät tär-
keimmät käsitteet. Lisäksi esitetään sellaiset Markovin ketjujen ominaisuudet, jotka ovat luvussa
4 kohdattavan sovelluksen ymmärtämisen kannalta olennaisia.

3.1 Stokastinen prosessi

Määritelmä 3.1. [1, s. 7] Stokastinen prosessi {𝑋𝑡 } on joukko samassa todennäköisyysavaruudessa
määriteltyjä satunnaismuuttujia 𝑋𝑡 , joiden saamat arvot kuuluvat johonkin yhteiseen joukkoon
𝐴. Satunnaismuuttujien saamia arvoja kutsutaan tiloiksi ja joukkoa 𝐴 stokastisen prosessin tila-
avaruudeksi. Joukkoa 𝑇 , johon satunnaismuuttujien 𝑋𝑡 indeksit kuuluvat, kutsutaan stokastisen
prosessin indeksĳoukoksi tai parametrĳoukoksi.

Stokastisen prosessin indeksĳoukko 𝑇 voi olla numeroituva, jolloin prosessin sanotaan olevan
diskreetti, tai se voi koostua jatkuvasta lukuvälistä, jolloin kyseessä on jatkuva stokastinen prosessi.
Useimmissa stokastisten prosessien sovelluksissa indeksĳoukko kuvaa aikaa. Tällöin stokastista
prosessia voidaan kutsua joukon 𝑇 numeroituvuudesta riippuen diskreettiaikaiseksi tai jatkuva-
aikaiseksi. [1, s. 7] Myös tila-avaruus 𝐴 voi koostua joko diskreeteistä tai jatkuvista arvoista.

3.2 Markovin ketju

Tapahtumien 𝑎 ja 𝑏 sanotaan olevan riippumattomat ehdolla 𝑐, jos tapahtumien 𝑎 ja 𝑏 todennä-
köisyydet eivät vaikuta toisiinsa silloin, kun tapahtuma 𝑐 käy toteen. [1, s. 39] Markovin ketju
määritellään sellaisena stokastisena prosessina, jonka menneet ja tulevat tapahtumat ovat riippu-
mattomat nykyhetken tapahtumien ehdolla.

Määritelmä 3.2. [5, s. 1] Jos {𝑋𝑡 } on diskreetti stokastinen prosessi, ja jos kaikille prosessin
tila-avaruuteen 𝐴 kuuluville tiloille 𝑖 on kaikilla prosessin tarkasteluhetkillä 𝑡 ∈ ℕ voimassa

ℙ{𝑋𝑡+1 = 𝑖 | 𝑋0, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑡 } = ℙ{𝑋𝑡+1 = 𝑖 | 𝑋𝑡 }, (3.1)

niin sanotaan, että prosessi {𝑋𝑡 } toteuttaa Markovin ominaisuuden ja sitä kutsutaan Markovin
ketjuksi.

Markovin ominaisuus kuvaa siis sitä, että tila 𝑋𝑡+1 on ehdollisesti riippuva tilasta 𝑋𝑡 mutta ehdol-
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lisesti riippumaton sitä edeltävistä tiloista 𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑡−1. Toisin sanoen Markovin ketjussa
kunkin tilan todennäköisyys riippuu vain edeltävästä tilasta muttei systeemin aikaisemmasta his-
toriasta.

Esimerkki 3.3. Markovin ketjua voidaan havainnollistaa suunnatulla graafilla. Kukin graafin solmu
kuvaa yhtä Markovin ketjun tila-avaruuden tilaa, ja graafin särmät eli solmujen väliset nuolet
kuvaavat tilojen välisiä mahdollisia siirtymiä. Särmille annetut painot eli nuoliin liitetyt lukuarvot
kertovat tilojen välisten siirtymien todennäköisyydet. Kuvassa 3.1 nähdään esimerkki tällaisesta
graafista eräälle Markovin ketjulle, jonka tila-avaruus koostuu viidestä tilasta.

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒

0,6

0,8

0,3

0,1

0,2

1

0,3

0,7

1

Kuva 3.1. Esimerkki Markovin ketjusta, jonka tila-avaruus 𝐴 on {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}.

3.2.1 Siirtymämatriisi ja alkujakauma

Markovin ketjujen käsittelyn perusta on siirtymämatriisi, jolla kuvataan tilojen välisten siirtymien
todennäköisyyksiä.

Määritelmä 3.4. [5, s. 2] Olkoon {𝑋𝑡 } Markovin ketju ja tilat 𝑖 ja 𝑗 ketjun tila-avaruuteen 𝐴

kuuluvia tiloja. Ketjun siirtymämatriisi 𝑃 koostuu alkioista 𝑃𝑖 𝑗 , jotka kuvaavat siirtymätodennä-
köisyyksiä tilasta 𝑖 tilaan 𝑗 .

Siirtymämatriisia kutsutaan usein myös siirtymätodennäköisyysmatriisiksi, stokastiseksi matriisik-
si tai Markovin matriisiksi. [1, s. 108][3, s. 8] Koska alkioiden arvot kuvaavat todennäköisyyksiä,
kaikkien alkioiden arvot sĳoittuvat suljetulle välille [0, 1]. Koska matriisin 𝑖:nnen rivivektorin
alkiot kertovat siirtymätodennäköisyydet tilasta 𝑖 kaikkiin ketjun tila-avaruuden 𝐴 tiloihin, ja ti-
lasta 𝑖 siirrytään varmasti eli todennäköisyydellä 1 johonkin tila-avaruuden 𝐴 tilaan, on 𝑖:nnen
rivivektorin kaikkien alkioiden summa 1. Markovin ketjun siirtymämatriisin koon määrää sen tila-
avaruuden 𝐴 mahtavuus |𝐴| eli joukon 𝐴 alkioiden lukumäärä. Siirtymämatriisissa on täsmälleen
|𝐴| riviä ja |𝐴| saraketta.
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Esimerkki 3.5. Esimerkissä 3.3 esiintyvän Markovin ketjun siirtymämatriisi on

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,1 0,6 0 0,3 0

0,8 0 0 0,2 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0,3 0 0,7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Siirtymämatriisi sisältää vain todennäköisyydet siirtyä tilasta toiseen ja kuvaa stokastisen prosessin
kulkua, mutta se ei kerro mitään prosessin kuvaaman systeemin lähtötilanteesta. Lähtötilanteen
todennäköisyyksien huomioimiseksi määritellään Markovin ketjun alkujakauma.

Määritelmä 3.6. [5, s. 2] Markovin ketjun alkujakauma on vektori 𝛼, jonka 𝑖. alkio 𝛼𝑖 kuvaa
todennäköisyyttä sille, että Markovin ketjun ensimmäinen tila 𝑋0 on tila 𝑖. Toisin sanoen kaikille
Markovin ketjun tila-avaruuden 𝐴 tiloille 𝑖 on voimassa

𝛼𝑖 = ℙ{𝑋0 = 𝑖}.

Koska alkujakaumavektorin 𝛼 alkiot kuvaavat todennäköisyyksiä, ne saavat arvoja suljetulla välillä
[0, 1]. Vektorin kaikkien alkioiden summa on 1, sillä ensimmäinen tila 𝑋0 on varmuudella eli
todennäköisyydellä 1 jokin tila-avaruuden 𝐴 tiloista.

3.2.2 Markovin ketjujen ja niiden tilojen luokittelu

Tämä työ keskittyy sellaisiin Markovin ketjuihin, joissa sekä tila-avaruus että indeksĳoukko ovat
diskreettejä. Myös jatkuvat stokastiset prosessit voivat toteuttaa Markovin ominaisuuden. Usein
termillä Markovin ketju tarkoitetaan nimenomaan diskreettiä prosessia, kun taas jatkuvia Marko-
vin ketjuja kutsutaan usein Markovin prosesseiksi. Käytäntö kuitenkin vaihtelee matemaattisessa
kirjallisuudessa, ja usein sekä jatkuvia että diskreettejä Markovin ominaisuuden toteuttavia stokas-
tisia prosesseja kutsutaan Markovin ketjuiksi tai vastaavasti Markovin prosesseiksi [1, s. 233][5, s.
92].

Jatkuvuuden lisäksi Markovin ketjuja voidaan luokitella myös monilla muilla tavoilla perustuen
siihen, millaisia ominaisuuksia niiden tiloilla ja tilojen välisillä siirtymätodennäköisyyksillä on.
Markovin ketjut voidaan luokitella esimerkiksi homogeenisiin ja ei-homogeenisiin.

Määritelmä 3.7. [5, s. 1] Olkoon {𝑋𝑡 } Markovin ketju. Jos kaikilla sen tila-avaruuden 𝐴 tiloilla 𝑖
ja 𝑗 sekä kaikilla luonnollisilla luvuilla 𝑡 ja 𝑛 on voimassa

ℙ{𝑋𝑡+𝑛 = 𝑗 | 𝑋𝑛 = 𝑖} = ℙ{𝑋𝑡 = 𝑗 | 𝑋0 = 𝑖},

sanotaan Markovin ketjun olevan homogeeninen.
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Toisin sanoen homogeenisessa Markovin ketjussa tilojen väliset siirtymätodennäköisyydet ovat
vakioita koko tarkastelujoukossa 𝑇 , eikä niiden arvo riipu tarkasteluajanhetkestä 𝑡. Siirrytään
seuraavaksi luokittelemaan Markovin ketjun tiloja.

Määritelmä 3.8. [5, s. 10] Olkoon {𝑋𝑡 } homogeeninen Markovin ketju ja 𝑖 jokin sen tila-avaruuden
𝐴 tila. Jos ketjun tila 𝑋𝑡 on tila 𝑖, olkoon 𝑛 se siirtymien lukumäärä, jolla ketju ensimmäisen kerran
palaa tilaan 𝑖 siitä poistuttuaan eli olkoon 𝑛 pienin nollasta poikkeava luonnollinen luku, jolla
𝑋𝑡+𝑛 = 𝑖. Jos

ℙ{𝑛 < ∞} = 1

eli jos paluuaika tilaan 𝑖 on varmuudella äärellinen, sanotaan tilan 𝑖 olevan toistuva. Jos vaatimus
ei täyty eli jos Markovin ketju {𝑋𝑡 } ei varmuudella palaa tilaan 𝑖 äärellisen ajan kuluessa, on tila 𝑖
tilapäinen.

Toistuva Markovin ketjun tila on siis sellainen tila, johon Markovin ketju tulee varmuudella palaa-
maan siinä kerran vierailtuaan. Jos Markovin ketju ei tällaiseen toistuvaan tilaan saavuttuaan tule
enää poistumaan siitä, on kyseessä absorboiva tila, jonka tarkempi määritelmä kuuluu seuraavasti.

Määritelmä 3.9. [1, s. 127] Markovin ketjun tila-avaruuden 𝐴 tiloista koostuvan tilajoukon 𝐶
sanotaan olevan suljettu, jos mistään joukon 𝐶 tilasta ei voida saavutta sen ulkopuolisia eli joukon
𝐴\𝐶 tiloja. Jos suljettu osajoukko koostuu vain yhdestä tilasta 𝑘 , sanotaan tilan 𝑘 olevan absorboiva
tila.

Absorboivasta tilasta ei ole pääsyä yhteenkään Markovin ketjun muista tiloista, jolloin sanotaan,
että ketjun muut tilat eivät ole saavutettavissa tästä absorboivasta tilasta. Määritellään vielä muo-
dollisesti, mitä tilan saavutettavuus toisesta tilasta tarkoittaa.

Määritelmä 3.10. [5, s. 3 ja 13] Olkoon {𝑋𝑡 } Markovin ketju ja 𝑖 ja 𝑗 sen tila-avaruuteen 𝐴

kuuluvia tiloja. Jos on jokin sellainen luonnollinen luku 𝑡, että

ℙ{𝑋𝑡 = 𝑗 | 𝑋0 = 𝑖} > 0,

niin sanotaan, että tila 𝑗 on saavutettavissa tilasta 𝑖.

Toisin sanoen, jos tila 𝑗 on saavutettavissa tilasta 𝑖, todennäköisyys päätyä tilasta 𝑖 tilaan 𝑗 on
aidosti positiivinen.

3.2.3 Todennäköisyyksien laskeminen

Nyt kun tärkeimmät Markovin ketjuihin liittyvät käsitteet on määritelty, voidaan siirtyä tarkas-
telemaan niiden käyttöä. Aloitetaan siitä, kuinka todennäköisyysmatriisin ja alkujakaumavekto-
rin avulla voidaan laskea Markovin ketjun tilojen todennäköisyyksiä tietyllä tarkasteluhetkellä 𝑡.
Seuraavassa lauseessa esitellään kaksi todennäköisyyttä: todennäköisyys sille, että lähdettäessä
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liikkeelle jostakin Markovin ketjun tila-avaruuden 𝐴 tilasta 𝑖 päädytään 𝑛 siirtymällä tilaan 𝑗 , ja
sille, että tilaan 𝑗 päädytään 𝑛 siirtymän kuluessa, kun lähtötilaa ei ole määritetty vaan se voi olla
mikä tahansa tila-avaruuden 𝐴 tila. Lauseessa käytetään merkintää (𝑃𝑛)𝑖 𝑗 kuvaamaan sitä potens-
siin 𝑛 korotetun matriisin 𝑃 alkiota, joka sĳaitsee tilaa 𝑖 vastaavalla rivillä ja tilaa 𝑗 vastaavassa
sarakkeessa.

Lause 3.11. [5, s. 3] Olkoon {𝑋𝑡 } homogeeninen Markovin ketju, jolla on alkujakaumavektori 𝛼 ja
siirtymätodennäköisyysmatriisi 𝑃. Tällöin kaikille ketjun tila-avaruuden 𝐴 tiloille 𝑖 ja 𝑗 on kaikilla
prosessin tarkasteluhetkillä 𝑛 ≥ 0 voimassa

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑗 | 𝑋0 = 𝑖} = (𝑃𝑛)𝑖 𝑗 (3.2)

ja
ℙ{𝑋𝑛 = 𝑗} = (𝛼𝑃𝑛) 𝑗 . (3.3)

Todistus. Olkoot 𝑘0, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛 tila-avaruuteen 𝐴 kuuluvia tiloja. Todistetaan yhtälö (3.2), joka
kuvaa todennäköisyyttä sille, että lähdettäessä liikkeelle tilasta 𝑘0 on Markovin ketju 𝑛 siirtymän
jälkeen tilassa 𝑘𝑛. Kun Lauseen 3.11 oletukset ovat voimassa, todennäköisyys on

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋0 = 𝑘0} =
∑︂
𝑘𝑛−1∈𝐴

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1, 𝑋0 = 𝑘0} (3.4)

eli kaikkien niiden todennäköisyyksien summa, että tilasta 𝑘0 päädytään ensin 𝑛−1 siirtymällä
mihin tahansa tila-avaruuden 𝐴 tilaan 𝑘𝑛−1, josta siirrytään tilaan 𝑘𝑛. Koska {𝑋𝑡 } on Määritelmän
3.2 mukainen Markovin ketju, summattavan voi lausua muodossa

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1, 𝑋0 = 𝑘0} = ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1}ℙ{𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1 | 𝑋0 = 𝑘0},

jolloin lauseke (3.4) tulee muotoon∑︂
𝑘𝑛−1∈𝐴

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1}ℙ{𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1 | 𝑋0 = 𝑘0}. (3.5)

Tulon jälkimmäinen termi ℙ{𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1 | 𝑋0 = 𝑘0} voidaan edelleen samaan tapaan lausua
tulomuotoisten termien summana muodossa∑︂

𝑘𝑛−2∈𝐴
ℙ{𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1 | 𝑋𝑛−2 = 𝑘𝑛−2}ℙ{𝑋𝑛−2 = 𝑘𝑛−2 | 𝑋0 = 𝑘0}. (3.6)

Sĳoittamalla lauseke (3.6) lausekkeeseen (3.5) ja sĳoittamalla tämä edelleen yhtälöön (3.4) saadaan
todennäköisyyden ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋0 = 𝑘0} arvoksi

∑︂
𝑘𝑛−1∈𝐴

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1}
(︄ ∑︂
𝑘𝑛−2∈𝐴

ℙ{𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1 | 𝑋𝑛−2 = 𝑘𝑛−2}ℙ{𝑋𝑛−2 = 𝑘𝑛−2 | 𝑋0 = 𝑘0}
)︄
.



8

Yhtälön viimeinen termi ℙ{𝑋𝑛−2 = 𝑘𝑛−2 | 𝑋0 = 𝑘0} voidaan edelleen lausua tilan 𝑋𝑛−3 avulla
samanlaisena tulomuotoisten termien summana, ja iteroimalla tällä tavalla tilasta 𝑋𝑛−4 alaspäin
aina tilaan 𝑋1 saakka saadaan yhteensä 𝑛 sisäkkäistä summaa sisältävä lauseke

∑︂
𝑘𝑛−1∈𝐴

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1}
(︄ ∑︂
𝑘𝑛−2∈𝐴

ℙ{𝑋𝑛−1 = 𝑘𝑛−1 | 𝑋𝑛−2 = 𝑘𝑛−2}(︄ ∑︂
𝑘𝑛−3∈𝐴

ℙ{𝑋𝑛−2 = 𝑘𝑛−2 | 𝑋𝑛−3 = 𝑘𝑛−3} . . .
)︄
, (3.7)

jonka viimeinen eli sisin summa on∑︂
𝑘1∈𝐴

ℙ{𝑋2 = 𝑘2 | 𝑋1 = 𝑘1}ℙ{𝑋1 = 𝑘1 | 𝑋0 = 𝑘0}. (3.8)

Kun huomataan, että siirtymämatriisin 𝑃 alkioiden avulla lausekkeen (3.8) todennäköisyydet ovat
ℙ{𝑋2 = 𝑘2 | 𝑋1 = 𝑘1} = 𝑃𝑘1𝑘2 ja ℙ{𝑋1 = 𝑘1 | 𝑋0 = 𝑘0} = 𝑃𝑘0𝑘1 , voidaan lauseke kirjoittaa
muotoon ∑︂

𝑘1∈𝐴
𝑃𝑘1𝑘2𝑃𝑘0𝑘1 =

∑︂
𝑘1∈𝐴

𝑃𝑘0𝑘1𝑃𝑘1𝑘2 ,

mikä on sama kuin siirtymämatriisin 𝑃 tilaa 𝑘0 vastaavan rivin ja tilaa 𝑘2 vastaavan sarakkeen
skalaaritulo. Matriisien kertolaskun ominaisuuksien perusteella tämä on itsellään kerrotun matriisin
𝑃 alkion (𝑃2)𝑘0𝑘2 arvo.

Lauseke (3.8) kuvaa siis todennäköisyyttä siirtyä tilasta 𝑘0 kahdella siirtymällä minkä tahansa muun
tilan 𝑘1 kautta tilaan 𝑘2, ja sen arvoksi on nyt saatu matriisialkio (𝑃2)𝑘0𝑘2 . Kun lausekkeen (3.7)
summat puretaan samalla periaatteella siirtymämatriisin alkioiden tuloiksi sisimmästä uloinpaan
aina tilaan 𝑋𝑛 asti, on tuloksena

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋0 = 𝑘0} = (𝑃𝑛)𝑘0𝑘𝑛 .

Todistetaan vielä yhtälö (3.3). Kun ensimmäinen tila on mikä tahansa tila-avaruuden 𝐴 tila 𝑘0,
todennäköisyys olla 𝑛 siirtymän jälkeen tilassa 𝑘𝑛 on

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛} =
∑︂
𝑘0∈𝐴

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋0 = 𝑘0}ℙ{𝑋0 = 𝑘0}. (3.9)

Edellä todistetun Lauseen 3.11 yhtälön (3.2) ja Määritelmän 3.7 perusteella kaikille tila-avaruuden
𝐴 tiloille 𝑘0 ja 𝑘𝑛 on voimassa

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛 | 𝑋0 = 𝑘0} = (𝑃𝑛)𝑘0𝑘𝑛 ,

ja Määritelmän 3.6 mukaan
ℙ{𝑋0 = 𝑘0} = 𝛼𝑘0 .
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Kun tehdään nämä kaksi sĳoitusta yhtälöön (3.9), se tulee muotoon

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛} =
∑︂
𝑘0∈𝐴

𝛼𝑘0(𝑃𝑛)𝑘0𝑘𝑛 .

Matriisien kertolaskun ominaisuuksien perusteella tämä summa on yhtä kuin vektorin𝛼 ja matriisin
𝑃 tilaa 𝑘𝑛 vastaavan sarakevektorin skalaaritulo

𝛼 · (𝑃𝑛)𝑘𝑛 ,

mikä edelleen on sama kuin vektorin 𝛼 ja matriisin 𝑃𝑛 tulovektorin 𝑘𝑛. alkio

(𝛼𝑃𝑛)𝑘𝑛 .

Näin on saavutettu haluttu tulos

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑘𝑛} = (𝛼𝑃𝑛)𝑘𝑛 .

Lauseen 3.11 avulla voidaan laskea Markovin ketjun tilojen todennäköisyysjakauma tietyllä tarkas-
teluajanhetkellä 𝑛. Usein ollaan kiinnostuneita siitä, hakeutuuko todennäköisyysjakauma pitkällä
aikavälillä kohti jonkinlaista tasapainotilaa. Tämä voidaan selvittää tarkastelemalla Lauseen 3.11
yhtälöiden raja-arvoja

lim
𝑛→∞

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑗 | 𝑋0 = 𝑖} = lim
𝑛→∞

(𝑃𝑛)𝑖 𝑗

ja
lim
𝑛→∞

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑗} = lim
𝑛→∞

(𝛼𝑃𝑛) 𝑗 ,

jos raja-arvot ovat olemassa.

Raja-arvoa lim𝑛→∞ 𝑃𝑛 voidaan etsiä tarkastelemalla siirtymätodennäköisyysmatriisia 𝑃 siitä näkö-
kulmasta, minkä tyyppisistä tiloista Markovin ketjun tila-avaruus 𝐴 koostuu ja käsittelemällä sen
perusteella matriisia 𝑃 osissa. Merkitään kirjaimella 𝐵 tila-avaruuden 𝐴 osajoukkoa, joka koos-
tuu Määritelmän 3.8 mukaisista tilapäisistä tiloista, ja merkitään vastaavanlaista toistuvien tilojen
joukkoa kirjaimella 𝐶. Olkoon lisäksi 𝑃𝐵 sellainen matriisin 𝑃 matriisilohko, johon on otettu vain
tilajoukon 𝐵 sisäisiä siirtymätodennäköisyyksiä vastaavat rivit ja sarakkeet, ja olkoon 𝑃𝐶 vastaa-
vanlainen tiloille 𝐶 muokattu matriisilohko. Kun määritellään vielä matriisilohkot 𝑃𝐵𝐶 ja 𝑃𝐶𝐵,
jotka sisältävät todennäköisyydet siirtyä tilapäisistä tiloista 𝐵 toistuviin tiloihin 𝐶 ja toisinpäin,
voidaan alkuperäinen siirtymätodennäköisyysmatriisi 𝑃 kirjoittaa muodossa

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃𝐶 𝑃𝐶𝐵

𝑃𝐵𝐶 𝑃𝐵

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .[1, 𝑠.131] (3.10)
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Koska toistuvista tiloista pääsee vain toisiin toistuviin tiloihin eli tilapäiset tilat eivät ole Määri-
telmän 3.10 mukaisesti saavutettavissa toistuvista tiloista [1, s. 129], osamatriisin 𝑃𝐶𝐵 alkiot ovat
nollia ja ositellun matriisin todellinen muoto on

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃𝐶 𝑂

𝑃𝐵𝐶 𝑃𝐵

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
missä𝑂 on nollamatriisi. Kun tällainen alakolmiomatriisi korotetaan potenssiin 𝑛, on tulos matrii-
sien kertolaskun ominaisuuksien ja matriisilohkojen ulottuvuuksien perusteella

𝑃𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃𝑛
𝐶

𝑂

𝑄(𝑛) 𝑃𝑛
𝐵

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.11)

missä osamatriisi 𝑄(𝑛) saadaan kaavalla

𝑄(𝑛) =
𝑛−1∑︂
𝑘=0

𝑃𝑘𝐵𝑃𝐵𝐶𝑃
𝑛−1−𝑘
𝐶 . (3.12)

Matriisi 𝑃 voidaan aina jakaa yhtälön (3.10) tapaan ja korottaa potenssiin kuten yhtälössä (3.11)
riippumatta tilapäisten tilojen joukon 𝐵 ja toistuvien tilojen joukon 𝐶 mahtavuuksista ja niiden
määräämistä matriisilohkojen 𝑃𝐵, 𝑃𝐶 , 𝑃𝐵𝐶 ja 𝑃𝐶𝐵 ulottuvuuksista. Koska matriisit 𝑃𝐵 ja 𝑃𝐶
sisältävät tilajoukkojen 𝐵 ja 𝐶 sisäiset siirtymätodennäköisyydet, niissä on sekä yhtä monta sara-
ketta että yhtä monta riviä kuin niiden tilajoukoissa on tiloja. Täten ne ovat neliömatriiseja ja ne
voidaan korottaa potenssiin. Koska matriisi 𝑃𝐵𝐶 sisältää todennäköisyydet siirtyä joukon 𝐵 tiloista
joukon𝐶 tiloihin, siinä on siirtymätodennäköisyysmatriisin määritelmän seurauksena (Määritelmä
3.4) täsmälleen |𝐵| riviä ja |𝐶 | saraketta. Tämän seurauksena 𝑃𝐵𝐶 voidaan yhtälössä (3.12) kertoa
vasemmalta matriisilla 𝑃𝐵, ja tuloksena saatavassa matriisissa on |𝐶 | saraketta, jolloin se voidaan
edelleen kertoa matriisin 𝑃𝐶 kanssa.

Kun yhtälössä (3.11) eksponentin 𝑛 arvo lähestyy ääretöntä, on mahdollista saada matriisi vie-
lä yksinkertaisempaan muotoon esittelemällä seuraava lause, jonka todistus löytyy lähdeviitteen
osoittamasta Sericolan tekstistä.

Lause 3.12. [5, s. 11] Kaikille Markovin ketjun {𝑋𝑡 } tila-avaruuden 𝐴 tiloille 𝑖 ja tilapäisille
tiloille 𝑗 on voimassa

lim
𝑛→∞

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑗} = 0,

jolloin
lim
𝑛→∞

(𝑃𝑛)𝑖 𝑗 = 0.

Koska potenssimatriisi 𝑃𝑛
𝐵

koostuu tilapäisten tilojen välisistä siirtymätodennäköisyyksistä 𝑛. siir-
tymällä ja koska Lauseen 3.12 mukaan nämä todennäköisyydet lähestyvät nollaa siirtymien luku-
määrän lähestyessä ääretöntä, on matriisin 𝑃𝑛

𝐵
raja-arvo nollamatriisi kun eksponentti 𝑛 lähestyy
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ääretöntä. Täten yhtälön (3.11) mukaisen potenssimatriisin raja-arvo on

lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
lim
𝑛→∞

𝑃𝑛
𝐶

𝑂

lim
𝑛→∞

𝑄(𝑛) 𝑂

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Kun tarkasteluajanhetki 𝑡 lähestyy ääretöntä, Markovin ketju siirtyy varmuudella tilapäisten tilojen
joukosta 𝐵 toistuvien tilojen joukkoon 𝐶. Käsitellään siirtymiseen kuluvaa aikaa hieman tarkem-
min. Seuraava lause antaa todennäköisyyden sille, että tilapäisten tilojen joukosta 𝐵 poistumiseen
tarvitaan enemmän kuin 𝑛 kappaletta siirtymiä.

Lause 3.13. [5, s. 60] Olkoon {𝑋𝑡 } Markovin ketju, jonka tilapäisten tilojen joukko on 𝐵 ja
toistuvien tilojen joukko 𝐶. Olkoon 𝜏(𝐶) se ajanhetki 𝑡, jolloin ketju ensimmäisen kerran saapuu
toistuvien tilojen joukkoon 𝐶. Kun ketjun {𝑋𝑡 } ensimmäinen tila 𝑖 on tilapäinen eli 𝑖 kuuluu
joukkoon 𝐵, todennäköisyydet sille, että 𝜏(𝐶) on suurempi kuin 𝑛 saadaan tulovektorina

ℙ{𝜏(𝐶) > 𝑛 | 𝑋0 ∈ 𝐵} = 𝑃𝑛𝐵𝟙,

missä 𝟙 on ykkösvektori.

Todistus. Määritelmän 3.8 mukaan kaikki Markovin ketjun tilat ovat joko toistuvia tai tilapäisiä.
Tällöin todennäköisyys sille, että Markovin ketju ei saavu vielä 𝑛. siirtymällä toistuvien tilojen
joukkoon 𝐶 tarkoittaa todennäköisyyttä sille, että 𝑛. siirtymä tapahtuu tilapäisen tilajoukon 𝐵

sisällä.

Lauseen 3.11 mukaan potenssiin 𝑛 korotettu matriisi 𝑃𝑛
𝐵

sisältää todennäköisyydet siirtyä 𝑛. siir-
tymällä tilapäisten tilajoukon 𝐵 sisällä, kun kantamatriisi 𝑃𝐵 koostuu tilajoukon 𝐵 tilojen välisistä
siirtymätodennäköisyyksistä. Matriisien kertolaskun ominaisuuksien seurauksena kertolasku

𝑃𝑛𝐵 · 𝟙

tuottaa vektorin, jonka tilaa 𝑖 vastaava alkio on matriisin 𝑃𝑛
𝐵

rivivektorin 𝑖 ja ykkösvektorin ska-
laaritulo. Se on siis matriisin 𝑃𝑛

𝐵
rivivektorin 𝑖 kaikkien alkioiden summa. Siirtymätodennäköi-

syysmatriisin määritelmän (Määritelmä 3.4) nojalla tämä on niiden todennäköisyyksien summa,
että tilasta 𝑖 siirrytään mihin tahansa tilapäisten tilojen joukon 𝐵 tiloista. Vektorin 𝑃𝑛

𝐵
𝟙 kukin alkio

(𝑃𝑛
𝐵
𝟙)𝑖 kuvaa siis todennäköisyyttä sille, että 𝑛. siirtymä tapahtuu tilapäisestä tilasta 𝑖 johonkin

toiseen tilapäiseen tilaan.

Lauseet 3.13 ja 3.12 yhdistämällä on mahdollista näyttää, että Markovin ketju siirtyy varmuudella
tilapäisistä tiloista toistuviin tiloihin äärellisen ajan kuluessa, ja siirtymiseen vaadittavalle ajalle
voidaan myös löytää odotusarvo. Lause 3.13 kertoo todennäköisyyden sille, että saapumisaika tois-
tuviin tiloihin on suurempi kuin 𝑛, jolloin todennäköisyys tasan 𝑛:n suuruiselle tai sitä pienemmälle
saapumisajalle saadaan komplementtina

ℙ{𝜏(𝐶) ≤ 𝑛 | 𝑋0 = 𝑖} = 1 − (𝑃𝑛𝐵𝟙)𝑖 . (3.13)
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Kun 𝑛 lähestyy ääretöntä, Lauseen 3.12 nojalla yhtälössä (3.13) esiintyvän potenssimatriisin 𝑃𝑛
𝐵

raja-arvo on nollamatriisi, joten todennäköisyydeksi siirtyä toistuvien tilojen joukkoon 𝐶 äärelli-
sessä ajassa saadaan

ℙ{𝜏(𝐶) < ∞ | 𝑋0 = 𝑖} = 1

kaikilla tilapäisillä tiloilla 𝑖.

Jotta voitaisiin määrittää odotusarvo sille, missä ajassa Markovin ketju poistuu tilapäisistä tiloista ja
siirtyy toistuvien tilojen joukkoon, tarvitaan seuraavaa lausetta. Lauseen todistus on löydettävissä
Sericolan kirjasta sivulta 66, ja se perustuu siinä esiintyvän summan ominaisuuksiin [5].

Lause 3.14. [5, s. 65] Jos Markovin ketjun {𝑋𝑡 } tilapäisten tilojen joukko 𝐵 on äärellinen, sille on
voimassa

∞∑︂
𝑛=0

𝑃𝑛𝐵 = (𝐼 − 𝑃𝐵)−1,

missä 𝐼 on identiteettimatriisi.

Sericolan mukaan [5, s. 72] odotusarvo ajalle 𝜏(𝐶), jossa Markovin ketju saapuu toistuvien tilojen
joukkoon 𝐶, saadaan summana

𝔼{𝜏(𝐶) | 𝑋0 = 𝑖} =
∞∑︂
𝑛=0

ℙ{𝜏(𝐶) > 𝑛 | 𝑋0 = 𝑖}. (3.14)

Kun lähtötila 𝑖 kuuluu tilapäisten tilojen joukkoon 𝐵, Lauseen 3.13 nojalla summattava tulee
muotoon

(𝑃𝑛𝐵𝟙)𝑖 ,

jolloin yhtälö (3.14) voidaan kirjoittaa muodossa

𝔼{𝜏(𝐶) | 𝑋0 = 𝑖} =
∞∑︂
𝑛=0

(𝑃𝑛𝐵𝟙)𝑖 .

Lauseen 3.14 ja matriisien kertolaskun ominaisuuksien nojalla tämä on edelleen

𝔼{𝜏(𝐶) | 𝑋0 = 𝑖} = ((𝐼 − 𝑃𝐵)−1𝟙)𝑖 .

Saapumisajan 𝜏(𝐶) odotusarvojakauma 𝔼{𝜏(𝐶)} lähdettäessä liikkeelle mistä tahansa tilapäisten
tilojen joukon 𝐵 tilasta saadaan siis vektorina

𝔼{𝜏(𝐶) | 𝑋0 ∈ 𝐵} = (𝐼 − 𝑃𝐵)−1𝟙. (3.15)

Tarkastellaan seuraavaksi mitä tapahtuu sen jälkeen, kun tarkasteluajanhetki 𝜏(𝐶) on saavutettu ja
Markovin ketju on siirtynyt toistuvien tilojen joukkoon 𝐶. Jos kaikki toistuvat tilat ovat saavutetta-
vissa toisistaan, ketju vierailee niissä kaikissa. Jos taas näin ei ole vaan toistuvat tilat muodostavat
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erillisiä Määritelmän 3.9 mukaisia suljettuja joukon 𝐶 osajoukkoja, Markovin ketju absorboituu
eli jää siihen suljettuun osajoukkoon johon se ensiksi tilapäisistä tiloista poistuessaan saapuu eikä
tule vierailemaan muiden tilajoukkojen tiloissa.

Tämä motivoi selvittämään mihin suljettuun toistuvien tilojen osajoukkoon Markovin ketju päätyy,
jos näitä osajoukkoja on enemmän kuin yksi. Muodostetaan todennäköisyys yksittäisen osajoukon
𝐶𝑖 absorboimistodennäköisyydelle samaan tapaan, kuin on tehty Sericolan kirjassa [5, s. 74].
Todennäköisyys sille, että absorboituminen tapahtuu toistuvien tilojen osajoukossa 𝐶𝑖 tarkoittaa
todennäköisyyttä sille, että tilapäisistä tiloista poistutaan täsmälleen 𝑛. siirtymällä ja että tällä
siirtymällä saavutaan joukkoon 𝐶𝑖 . Merkitään tätä todennäköisyyttä

ℙ{𝜏(𝐶) = 𝑛, 𝑋𝑛 ∈ 𝐶𝑖},

missä 𝑛 ≥ 1.

Tämä on sama kuin sen todennäköisyys, että 𝑛. tilaa edeltävä tila kuuluu tilapäisten tilojen joukkoon
𝐵 mutta 𝑛. tila kuuluu joukkoon 𝐶𝑖 eli

ℙ{𝜏(𝐶) = 𝑛, 𝑋𝑛 ∈ 𝐶𝑖} = ℙ{𝑋𝑛−1 ∈ 𝐵, 𝑋𝑛 ∈ 𝐶𝑖}.

Tämä todennäköisyys voidaan kirjoittaa summana kaikkien tilapäisten tilojen yli muodossa

ℙ{𝜏(𝐶) = 𝑛, 𝑋𝑛 ∈ 𝐶𝑖} =
∑︂
𝑏∈𝐵

ℙ{𝑋𝑛−1 = 𝑏, 𝑋𝑛 ∈ 𝐶𝑖}

=
∑︂
𝑏∈𝐵

ℙ{𝑋𝑛−1 = 𝑏}ℙ{𝑋𝑛 ∈ 𝐶𝑖 | 𝑋𝑛−1 = 𝑏},
(3.16)

missä ensimmäisen rivin summattava on toisella rivillä kirjoitettu kahden todennäköisyyden tulona
ehdollisen todennäköisyyden kertolaskusäännön avulla.

Yhtälö (3.16) kertoo todennäköisyyden sille, että Markovin ketju on tarkasteluhetkellä 𝑛− 1 missä
tahansa tilapäisten tilajoukon 𝐵 tilassa 𝑏 ja siirtyy seuraavaksi toistuvien tilojen osajoukkoon
𝐶𝑖 . Kun kirjoitetaan vielä osajoukkoon 𝐶𝑖 siirtymisen todennäköisyys ℙ{𝑋𝑛 ∈ 𝐶𝑖 | 𝑋𝑛−1 = 𝑏}
summaksi kaikkien joukon 𝐶𝑖 tilojen 𝑐 yli, tulee yhtälö (3.16) muotoon

ℙ{𝜏(𝐶) = 𝑛, 𝑋𝑛 ∈ 𝐶𝑖} =
∑︂
𝑏∈𝐵

ℙ{𝑋𝑛−1 = 𝑏}
∑︂
𝑐∈𝐶𝑖

ℙ{𝑋𝑛 = 𝑐 | 𝑋𝑛−1 = 𝑏}. (3.17)

Siirtymämatriisin määritelmän (Määritelmä 3.4) ja Lauseen 3.11 nojalla yhtälön (3.17) summat-
tavat voidaan lausua Markovin ketjun siirtymämatriisin 𝑃 ja alkujakauman 𝛼 alkioiden summina
muodossa ∑︂

𝑏∈𝐵
(𝛼𝑃𝑛−1)𝑏

∑︂
𝑐∈𝐶𝑖

𝑃𝑏𝑐 . (3.18)

Matriisien kertolaskun ominaisuuksien seurauksena lauseke (3.18) voidaan kirjoittaa matriisitulo-
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na, jolloin osajoukon 𝐶𝑖 absorboimistodennäköisyys saadaan muotoon

ℙ{𝜏(𝐶) = 𝑛, 𝑋𝑛 ∈ 𝐶𝑖} = 𝛼𝐵𝑃𝑛−1
𝐵 𝑃𝐵𝐶𝑖

𝟙. (3.19)

Yhtälössä (3.19) 𝛼𝐵 on vain tilapäisiä tiloja vastaavat alkiot sisältävä alkujakaumavektori, 𝑃𝐵 on
tilapäisten tilojen välisistä siirtymätodennäköisyyksistä koostuva matriisi ja matriisi 𝑃𝐵𝐶𝑖

sisältää
todennäköisyydet siirtyä tilapäisistä tiloista joukon 𝐶𝑖 tiloihin. Ykkösvektorin 𝟙 koko määräytyy
yhtälössä esiintyvien muiden vektorien ja matriisien ulottuvuuksien perusteella.
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4. MARKOVIN KETJUJEN SOVELTAMINEN
PISTOOLITAISTELUUN

Tässä luvussa sovelletaan luvun 3 Markovin ketjujen teoriaa luvussa 2 esiteltyyn pistoolitaiste-
luasetelmaan. Ensin sovitetaan pistoolitaisteluasetelma Markovin ketjujen avulla mallinnettaviksi
suureiksi, ja sen jälkeen tarkastellaan sekä taistelun lopputulosten todennäköisyyksiä että taistelun
kestoa.

4.1 Pistoolitaistelu Markovin ketjuna

Kun halutaan mallintaa luvussa 2 kuvattua pistoolitaisteluasetelmaa Markovin ketjulla, täytyy
ensiksi määritellä, mitä satunnaismuuttujat 𝑋𝑡 kuvaavat ja mistä tila-avaruus 𝐴 koostuu. Pistooli-
taistelun satunnaismuuttujan merkitykseksi voidaan valita esimerkiksi jäljellä olevien osallistujien
lukumäärä, tai vaihtoehtoisesti voidaan kiinnittää huomiota siihen, keitä nämä jäljellä olevat osal-
listujat ovat. Käytetään jälkimmäistä lähestymistapaa eli määritellään, että satunnaismuuttuja 𝑋𝑡
kuvaa sitä, ketkä kaikki alkuperäisistä osallistujista ovat tarkasteluhetkellä 𝑡 jäljellä taistelussa.
Näin on tehty myös Sandefurin vuonna 1989 julkaistussa artikkelissa [4]. Tällöin tila-avaruus 𝐴
koostuu kaikista pistoolitaistelun osallistujien kombinaatioista ja sen koko on

|𝐴| =
𝑛∑︂
𝑘=0

𝑛!
𝑘!(𝑛 − 𝑘)! , (4.1)

missä 𝑛 on taistelun osallistujien lukumäärä.

Pistoolitaistelun osallistujien määrä voi vain vähentyä eikä koskaan lisääntyä. Täten Määritelmän
3.8 mukaisiksi tilapäisiksi tiloiksi voidaan tunnistaa kaikki sellaiset tilat, joissa osallistujia on
jäljellä enemmän kuin yksi, sillä tällaisesta tilasta voidaan poistua, mutta poistuttua siihen ei voida
enää palata. Määritelmän 3.8 mukaisia toistuvia tiloja ovat siis ne tilat, joissa joko osallistujia on
jäljellä vain yksi tai kaikki osallistujat ovat tulleet ammutuiksi. Nämä tilat ovat Määritelmän 3.9
mukaisia absorboivia tiloja.

Tilojen väliset siirtymätodennäköisyydet muodostuvat kahdesta osasta: osallistujien ampumisky-
vyistä eli heidän osumistarkkuuksistaan 𝑝 ja siitä, miten he valitsevat tähtäämänsä toisen osal-
listujan. Sandefur käsitteli artikkelissaan tilannetta, jossa ampumisasetelma on ennalta määrätty
[4], mutta oletetaan tästä poiketen tässä työssä ampumisen kohteen valinta satunnaiseksi. Tällöin
todennäköisyys sille, että osallistuja 𝑋 valitsee 𝑛. kierroksella ampumisen kohteeksi osallistujan 𝑌
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ja osuu tähän on
ℙ{𝑋 ampuu 𝑌 :n} = 1

𝑘 − 1
𝑝𝑋 , (4.2)

missä 𝑘 on jäljellä olevien osallistujien lukumäärä ja 𝑝𝑋 on osallistujan 𝑋 osumistarkkuus. Kier-
roksella 𝑛 tarkoitetaan tapahtumaa, jossa jäljellä olevat osanottajat 𝑛. kerran laukaisevat yhtä aikaa
aseensa valitsemaansa jäljellä olevaa osallistujaa kohti, kuten on määritelty luvussa 2.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan kolmen osallistujan välistä pistoolitaistelua, ja merkitään osallistujia
kirjaimilla 𝑋 ,𝑌 ja 𝑍 . Aloitetaan taistelun mallintaminen Markovin ketjuna muodostamalla ketjulle
tila-avaruus. Merkitään tiloja kirjaimilla seuraavaan tapaan: 𝐾 = "kaikki kolme ovat kuolleet",
𝑋𝑌𝑍 = "kaikki kolme ovat elossa", 𝑋𝑌 = "vain osallistujat 𝑋 ja 𝑌 ovat elossa ja 𝑍 on kuollut", ja
vastaavasti muille kirjainyhdistelmille.

Yhtälön (4.1) mukaisesti tällöin taistelua mallintavan Markovin ketjun tila-avaruuden koko on

|𝐴| =
3∑︂
𝑘=0

3!
𝑘!(3 − 𝑘)!

=
3!

0!(3 − 0)! +
3!

1!(3 − 1)! +
3!

2!(3 − 2)! +
3!

3!(3 − 3)!
= 1 + 3 + 3 + 1

= 8.

Mahdolliset tilat listaamalla nähdään, että tämä pitää paikkansa:

• Kaikki osallistujat voivat olla elossa tai kaikki voivat olla kuolleita, mistä saadaan kaksi tilaa
(tilat 𝑋𝑌𝑍 ja 𝐾).

• Jokin kolmesta osallistujasta voi olla kuollut ja kaksi muuta elossa, mistä saadaan kolme
tilaa lisää (𝑋𝑌 , 𝑌𝑍 ja 𝑋𝑍).

• Kaksi osallistujaa voi olla kuolleena, jolloin vain yksi kolmesta on elossa, ja tästä saadaan
vielä kolme tilaa lisää (𝑋 , 𝑌 ja 𝑍).

Määritetään seuraavaksi tilojen väliset siirtymätodennäköisyydet. Jotta lähdettäessä tilasta 𝑋𝑌𝑍
tultaisiin tilaan 𝑋𝑌 , on jonkin seuraavista tapahduttava:

• (1) 𝑋 ja 𝑌 ampuvat osallistujan 𝑍 samanaikaisesti. 𝑍 tähtää jompaa kumpaa vastustajistaan,
mutta ampuu ohi.

• (2) 𝑋 ampuu osallistujan 𝑍 . 𝑌 tähtää jompaa kumpaa vastustajistaan, mutta ampuu ohi. 𝑍
tähtää jompaa kumpaa vastustajistaan, mutta ampuu ohi.

• (3) 𝑌 ampuu osallistujan 𝑍 . 𝑋 tähtää jompaa kumpaa vastustajistaan, mutta ampuu ohi. 𝑍
tähtää jompaa kumpaa vastustajistaan, mutta ampuu ohi.

Jos osallistujien osumistarkkuudet ovat 𝑝𝑋 = 0,4, 𝑝𝑌 = 0,5 ja 𝑝𝑍 = 0,7 ja osallistujat valitsevat
kullakin kierroksella tähtäämänsä toisen osallistujan satunnaisesti, voidaan vaihtoehdon (1) toden-
näköisyys laskea käyttäen yhtälöä (4.2) ja riippumattomien tapausten todenäköisyyksien yhteen-
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ja kertolaskuominaisuuksia. Todennäköisyys on

ℙ{(1)} = 1
2
𝑝𝑋 · 1

2
𝑝𝑌 · (1 − 𝑝𝑍 )

=
1
2
· 0,4 · 1

2
· 0,5 · (1 − 0,7)

= 0,015.

Samalla tavalla saadaan vaihtoehtojen (2) ja (3) todennäköisyyksiksi

ℙ{(2)} = 1
2
𝑝𝑋 · (1 − 𝑝𝑌 ) · (1 − 𝑝𝑍 )

=
1
2
· 0,4 · (1 − 0,5) · (1 − 0,7)

= 0,03

ja

ℙ{(3)} = 1
2
𝑝𝑌 · (1 − 𝑝𝑋 ) · (1 − 𝑝𝑍 )

=
1
2
· 0,5 · (1 − 0,4) · (1 − 0,7)

= 0,045.

Siirtymätodennäköisyys tilasta 𝑋𝑌𝑍 tilaan 𝑋𝑌 on täten

ℙ{𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑌 | 𝑋𝑛 = 𝑋𝑌𝑍} = ℙ{(1)} + ℙ{(2)} + ℙ{(3)}

= 0,015 + 0,03 + 0,045

= 0,09.

Muiden tilojen väliset siirtymätodennäköisyydet voidaan laskea samaan tapaan eli määrittämäl-
lä millä eri tavoilla siirtymä voi tapahtua ja laskemalla yhteen näiden vaihtoehtoisten tapojen
todennäköisyydet.

Siirtymämatriisia muodostettaessa se voidaan järjestellä luvun 3.2.3 yhtälön (3.10) tapaan luokit-
telemalla tila-avaruuden tilat tilapäisiin ja toistuviin. Koska pistoolitaistelua kuvaavan Markovin
ketjun toistuvien tilojen joukko 𝐶 koostuu absorboivista tiloista, joista ei pääse siirtymään mihin-
kään muuhun tilaan, on siirtymätodennäköisyys jokaisesta toistuvasta tilasta itseensä 1 ja kaikkiin
muihin tiloihin 0. Toistuvien tilojen joukon sisäisiä siirtymätodennäköisyyksiä kuvaava matriisi-
lohko 𝑃𝐶 on täten identiteettimatriisi 𝐼, jossa on toistuvien tilojen lukumäärän verran rivejä ja
sarakkeita. Kuten luvussa 3.2.3 kerrotaan, toistuvista tiloista ei pääse tilapäisiin tiloihin, ja siir-
tymätodennäköisyys onkin helppo todeta nollaksi sellaisesta tilasta, jossa vain yksi tai ei yhtään
osallistujaa on hengissä, sellaiseen tilaan, jossa heitä on elossa enemmän. Täten matriisilohko 𝑃𝐶𝐵
on nollamatriisi 𝑂.
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Esimerkki 4.2. Jatketaan Esimerkkiä 4.1 ja muodostetaan kolmen osallistujan pistoolitaistelun osi-
teltu siirtymämatriisi. Toistuvia ja absorboivia tiloja ovat tilat𝐾 , 𝑋 ,𝑌 ja 𝑍 eli tilat, joissa joko kaikki
osallistujat on ammuttu tai heitä on jäljellä enää yksi. Tilapäisiä tiloja ovat kaikki muut tilat, eli
tilat 𝑋𝑌𝑍 , 𝑋𝑌 ,𝑌𝑍 ja 𝑋𝑍 . Kun lasketaan pelkät tilapäisten tilojen väliset siirtymätodennäköisyydet
Esimerkin 4.1 tapaan, voidaan niistä muodostaa siirtymämatriisilohko

𝑃𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,09 0,09 0,2025 0,17

0 0,3 0 0

0 0 0,15 0

0 0 0 0,18

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Siirtymämatriisilohko, joka sisältää siirtymätodennäköisyydet tilapäisistä tiloista toistuviin tiloihin,
on

𝑃𝐵𝐶 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,035 0,1375 0,1375 0,1375

0,2 0,2 0,3 0

0,35 0 0,15 0,35

0,28 0,12 0 0,42

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Kuten edellä todetaan, pistoolitaistelun toistuvien tilojen sisäisiä siirtymätodennäköisyyksiä ku-
vaava matriisilohko 𝑃𝐶 on identiteettimatriisi 𝐼 siirtymätodennäköisyydet toistuvista tilapäisiin
tiloihin sisältävä matriisilohko 𝑃𝐶𝐵 on nollamatriisi 𝑂. Neljä matriisilohkoa yhdistämällä kolmi-
kantaisen pistoolitaistelun koko siirtymämatriisi on

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃𝐶 𝑃𝐶𝐵

𝑃𝐵𝐶 𝑃𝐵

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0,035 0,1375 0,1375 0,1375 0,09 0,09 0,2025 0,17

0,2 0,2 0,3 0 0 0,3 0 0

0,35 0 0,15 0,35 0 0 0,15 0

0,28 0,12 0 0,42 0 0 0 0,18

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Matriisin 𝑃 kunkin rivin alkioiden summa on 1, niin kuin siirtymämatriisissa tuleekin olla. Ti-
lojen järjestys on sama kuin se, missä tilat esiteltiin edellä ensimmäisen kerran, eli matriisin 𝑃
ensimmäiset neljä riviä sisältävät siirtymätodennäköisyydet tiloista 𝐾 , 𝑋 , 𝑌 ja 𝑍 , ja matriisin neljä
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viimeistä riviä taas vastaavat tiloja 𝑋𝑌𝑍 , 𝑋𝑌 , 𝑌𝑍 ja 𝑋𝑍 .

Määritetään siirtymätodennäköisyysmatriisin jälkeen vielä alkutodennäköisyysjakauma. Koska
taistelu alkaa aina tilasta 𝑋𝑌𝑍 eli tilanteesta, jossa kaikki osallistujat ovat hengissä, on tilan
𝑋𝑌𝑍 alkutodennäköisyys 1 ja muiden tilojen alkutodennäköisyys 0. Kun säilytetään edellä kuvattu
tilojen välinen järjestys, alkujakauma on

𝛼 =

[︂
0 0 0 0 1 0 0 0

]︂
.

4.2 Taistelun keston odotusarvo

Lauseen 3.12 nojalla on varmaa, että kun ajan annetaan kulua, saavutetaan lopulta jokin absor-
boivista tiloista ja taistelu tulee päätökseen. Luvun 3.2.3 yhtälön (3.15) avulla voidaan laskea
odotusarvo sille, kuinka monta kierrosta tähän tarvitaan.

Esimerkki 4.3. Yhtälön (3.15) mukaan taistelun keston odotusarvo kierroksina saadaan Esimer-
kissä 4.2 lasketun tilapäisten tilojen sisäisiä siirtymätodennäköisyyksiä kuvaavan matriisilohkon
𝑃𝐵 avulla. Odotusarvojakauma taistelun kestolle silloin, kun ensimmäinen tila 𝑋0 on mikä tahansa
tilapäisten tilojen joukon 𝐵 tila, on

(𝐼 − 𝑃𝐵)−1𝟙 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,09 0,09 0,2025 0,17

0 0,3 0 0

0 0 0,15 0

0 0 0 0,18

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−1 ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

1

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1,72981

1,42857

1,17647

1,21951

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Tuloksena saatu odotusarvojakauma on looginen, kun otetaan huomioon, mitkä lähtötilanteet vas-
taavat kutakin keston odotusarvoa. Ensimmäinen ja suurin odotusarvo, noin 1,7 kierrosta, vastaa
alkutilaa 𝑋𝑌𝑍 , jossa kaikki kolme ampujaa ovat hengissä, ja onkin syytä olettaa taistelun keston
olevan suurin silloin, kun ampujia on aluksi elossa suurin mahdollinen määrä. Pienin odotusarvo,
alle 1,2 kierrosta, taas vastaa alkutilaa 𝑌𝑍 eli lähtötilannetta, jossa vain kolmikon kaksi parasta
ampujaa ovat paikalla, ja on järkevää odottaa, että tällöin taistelu on nopeasti ohi.

Koska taistelu alkaa tilasta 𝑋𝑌𝑍 , on todellinen odotusarvo tämän tulosvektorin tilaa 𝑋𝑌𝑍 vastaava
alkio, jonka arvo on noin 1,7. Taistelun voidaan siis olettaa jäävän lyhyeksi, vain kierroksen tai
kahden mittaiseksi.
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4.3 Taistelun kulku ja lopputulosten todennäköisyydet

Kun taistelu etenee, todennäköisyysjakauma sille, ketkä kaikki osallistujista ovat vielä hengissä 𝑛.
kierroksella, voidaan muodostaa Lauseen 3.11 yhtälöiden avulla. Jos halutaan laskea taistelun eri
lopputulosten todennäköisyyksiä, voidaan käyttää luvun 3.2.3 yhtälöä (3.19).

Esimerkki 4.4. Jatketaan luvun aiempien esimerkkien kolmikantaisen pistoolitaistelun käsittelyä
ja muodostetaan kaikkien tilojen todennäköisyysjakauma kahden kierroksen jälkeen. Lauseen 3.11
mukaan todennäköisyysjakauma saadaan kertomalla toiseen potenssiin korotettu siirtymämatriisi
𝑃 alkujakaumalla 𝛼:

[︂
0 0 0 0 1 0 0 0

]︂

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0,035 0,1375 0,1375 0,1375 0,09 0,09 0,2025 0,17

0,2 0,2 0,3 0 0 0,3 0 0

0,35 0 0,15 0,35 0 0 0,15 0

0,28 0,12 0 0,42 0 0 0 0,18

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

2

=

[︂
0,174625 0,188275 0,20725 0,29215 0,0081 0,0351 0,0486 0,0459

]︂
.

Jakumasta nähdään, että kahden kierroksen jälkeen todennäköisyys kaikkien kolmen osallistujan
elossaolemiselle on alle prosentin (0,0081) ja muidenkin tilapäisten tilojen todennäköisyydet ovat
alle 5 prosenttia. Paljon todennäköisempää on, että taistelua kuvaava Markovin ketju on saavuttanut
toistuvat tilat ja näin ollen taistelu on ratkennut: tilojen𝐾 , 𝑋 ja𝑌 todennäköisyydet ovat lähellä 20:ta
prosenttia, ja tilan 𝑍 todennäköisyys on vielä näitäkin reilusti suurempi ollen lähes 30 prosenttia.
Kahden kierroksen jälkeen on siis todennäköisintä, että kolmikon paras ampuja ja osallistuja 𝑍 on
ainoana jäljellä.

Etsitään vielä todennäköisyys sille, että taistelu ratkeaa täsmälleen kolmella kierroksella ja että
kolmas kierros päättyy kaikkien osallistujien kuolemaan. Tämä tarkoittaa, että tila 𝑋3 on tila 𝐾
ja sitä edeltävät tilat ovat tilapäisiä tiloja, jolloin todennäköisyys voidaan laskea yhtälön (3.19)
avulla. Yhtälössä esiintyy matriisi 𝑃𝐵𝐶𝑖

, joka sisältää siirtymistodennäköisyydet tilapäisten tilojen
joukosta 𝐵 siihen toistuvien tilojen joukon 𝐶 osajoukkoon 𝐶𝑖 , johon absorboitumisen todennäköi-
syyttä halutaan tutkia. Tässä tapauksessa joukko 𝐶𝑖 on tila 𝐾 ja täten matriisi 𝑃𝐵𝐶𝑖

on Esimerkissä
4.2 muodostetun matriisin 𝑃𝐵𝐶 ensimmäinen sarakevektori, koska se kuvaa todennäköisyyksiä
siirtyä joukon 𝐵 tiloista tilaan 𝐾 .
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Todennäköisyydeksi saadaan

ℙ{𝜏(𝐶) = 3, 𝑋3 = 𝐾} = 𝛼𝐵𝑃2
𝐵𝑃𝐵𝐾𝟙

=

[︂
1 0 0 0

]︂
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,09 0,09 0,2025 0,17

0 0,3 0 0

0 0 0,15 0

0 0 0 0,18

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,035

0,2

0,35

0,28

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
· 1

= 0,0371655.

Taistelu siis ratkeaa täsmälleen kolmannella kierroksella kaikkien osallistujien kuolemaan alle
neljän prosentin todennäköisyydellä.
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5. YHTEENVETO JA POHDINTA

Luvussa 2 esiteltiin yksinkertainen pistoolitaisteluasetelma, jonka mallintamiseksi Markovin ket-
julla käytiin luvussa 3 läpi tärkeimmät stokastiseen prosessiin ja Markovin ketjuun liittyvät käsitteet
ja matemaattiset tulokset. Luvussa 4 on näytetty, että Markovin ketju soveltuu hyvin luvussa 2 ku-
vatun pistoolitaistelumallin käsittelyyn. Malli olettaa vain kulloisenkin tarkasteluhetken tilanteen
vaikuttavan taistelun tuleviin tapahtumiin taistelun koko historian sĳaan, ja tällaisessa tilanteessa
Markovin ominaisuus yksinkertaistaa erilaisten tapahtumakulkujen todennäköisyyksien vertailua.

Luvun 2 mallissa tehdään kuitenkin paljon yksinkertaistavia oletuksia, jotka mahdollistavat pis-
toolitaistelun osallistujien ampumatarkkuuden käsittelemisen vakiona ja siten homogeenisen Mar-
kovin ketjun käyttämisen. Todellisuudessa ampumatarkkuus vaihtelee ja siihen vaikuttavat monet
tekĳät, kuten esimerkiksi tähdättävän kohteen etäisyys ja sĳainti joko suoraan tähtääjän edessä tai
sivulla sekä osallistujien väsyminen ja henkisten paineiden kehittyminen taistelun edetessä. Jälkim-
mäisten tekĳöiden vaikutus ampumatarkkuuteen ja täten tilojen välisiin siirtymätodennäköisyyk-
siin voitaisiin huomioida määrittämällä ampumatarkkuudet ajan 𝑡 funktiona, joten homogeenisen
sĳaan epähomogeeninen Markovin ketju voisi sopia taistelun käsittelyyn.

Työn pistoolitaistelumallissa taistelu myös etenee kierroksittain siten, että osallistujien katsotaan
jokaisella kierroksella laukaisevan aseensa valitsemaansa toista osallistujaa kohti käytännössä yh-
täaikaisesti, ja tähän oletukseen nojautuen sekä määritetään siirtymätodennäköisyydet että oikeu-
tetaan diskreettiaikaisen Markovin ketjun käyttö. Malli ei täten ota huomioon esimerkiksi ihmisen
reaktio- ja refraktaariaikoja, jotka todellisuudessa saisivat osallistujat ampumaan eriaikaisesti, eikä
myöskään mahdollista osallistujien taktikointia, kuten vaikkapa jollain kierroksella tarkoitukselli-
sesti kokonaan ampumatta jättämistä. Jotta tällaiset tekĳät tulisivat huomioiduiksi, tulisi taistelua
joko käsitellä diskreettiaikaisen sĳaan jatkuva-aikaisena Markovin ketjuna tai huomioida sen to-
dennäköisyys, että osallistuja jättää kierroksella kokonaan ampumatta.

Osallistujien taktikoinnin mahdollisuutta ei myöskään ota huomioon se oletus, että osallistujat valit-
sevat ampumisen kohteensa jokaisella kierroksella satunnaisesti. Tämä oletus on paikallaan silloin,
kun osallistujat eivät tiedä toistensa ampumatarkkuuksia tai edes toistensa keskinäistä suhteellista
paremmuusjärjestystä, jolloin heillä ei ole tietoja joiden perusteella valikoida tähtäyksensä koh-
detta. Jos osallistujat taas tuntevat toistensa ampumataidot, he voivat yrittää valikoida kohteensa
esimerkiksi tähtäämällä aina parasta tai huonointa jäljellä olevaa ampujaa.

Koska työn on tarkoitus keskittyä Markovin ketjujen perusteorian esittelyyn sovelluksen avulla, ei
työssä ole paneuduttu matriisilaskentaan, differenssiyhtälöihin tai muihin Markovin ketjujen käy-
tännön soveltamiseen tarvittaviin matematiikan työkaluihin. Työssä esiintyvät siirtymämatriisien
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matriisieksponentit ja summat on käytännöllisintä laskea laskentaohjelmilla, kuten tässä työssä on
tehty. Pistoolitaistelua mallintavan Markovin ketjun tilat ja niiden väliset siirtymätodennäköisyy-
det on kuitenkin muodostettu manuaalisesti, ja jos osallistujia on enemmän kuin kolme, tämä käy
nopeasti työlääksi ja inhimillisten virheiden mahdollisuus kasvaa. Ratkaisuna voisi toimia tietoko-
nealgoritmi, joka ottaa argumentteina osallistujien määrän ja näiden ampumatarkkuusprosentit ja
tuottaa näiden välistä taistelua kuvaavan Markovin ketjun siirtymätodennäköisyysmatriisin.
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