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Tassé tutkielmassa kisitellddn matriisien ortogonaalista diagonalisointia, sekd mat-
riiseihin liittyvid neliomuotoja. Tutkielmassa osoitetaan, ettd matriisin on oltava sym-
metrinen ollakseen ortogonaalisesti diagonalisoituva. Aihe on rajattu kisittelemééin
vain reaalimatriiseja, eli kompleksiset matriisit ovat jitetty tutkielman ulkopuolelle.

Luvussa 2 luetellaan aiheen késittelyssd tarvittavia madritelmid ja lauseita. Naista
oleellisimmat médritelmét ovat diagonalisoituvan matriisin ja ortogonaalisen mat-
riisin madritelmat. Tdméan luvun lauseet ovat merkittavid myohempid todistuksia
varten.

Luvussa 3 kisitellddn matriisin ortogonaalista diagonalisointia. Aluksi esitelldén
ortogonaalisesti diagonalisoituvan matriisin miiritelma. Seuraavaksi todistetaan, et-
td matriisi on ortogonaalisesti diagonalisoituva, vain jos sen ominaisvektoreista muo-
dostuu reaalisen vektoriavaruuden ortonormaali kanta. Tamin jilkeen osoitetaan, etta
symmetrinen matriisi, jonka kaikki ominaisarvot ovat erisuuria, on ortogonaalisesti
diagonalisoituva. Ennen tdtd esitelldiin tirked apulause, ettd symmetrisen matriisin
kaikki ominaisarvot ovat reaalilukuja. Sen todistus jitetdan kuitenkin tdmén tutkiel-
man ulkopuolelle. Seuraavaksi todistetaan yleinen tapaus, timén luvun péélause, eli
spektraalilause. Lauseessa osoitetaan, ettd matriisi on ortogonaalisesti diagonalisoi-
tuva, jos se on symmetrinen, ja vain symmetriset matriisit ovat ortogonaalisesti dia-
gonalisoituvia. Ennen spektraalilauseen todistusta esitetddn muutama todistukseen
tarvittava apulause.

Luvussa 4 tarkastellaan matriisien neliomuotoja. Aluksi esitellddn neliomuo-
don miiritelmi ja neliomuodon definiittisyyden mééritelmi. Seuraavaksi esitelldén
lause, jonka mukaan neliomuodon definiittisyyden muoto on méiiritettavissd mat-
riisin ominaisarvojen positiivisuuden tai negatiivisuuden avulla. Lauseesta todiste-

taan positiivisesti definiittiin matriisiin liittyvd kohta. Sitten todistetaan matriisin



johtavien pddminorien etumerkkien ja matriisin positiivisen ja negatiivisen definiit-
tisyyden yhteys. Tétd ennen esitelldédn johtavan paaminorin mééritelma. Viimeiseksi
todistetaan, ettd ortogonaalisen matriisin madrddma lineaarikuvaus sdilyttdd sisid-
tulon tuloksen reaalisessa vektoriavaruudessa. Tutkielma on kirjoitettu mukaillen
Anthonyn ja Harveyn kirjaa Linear Algebra: Concepts and Methods sekid Antonin ja

Rorresin kirjaa Elementary Linear Algebra.

Avainsanat: symmetriset matriisit, ortogonaalinen diagonalisointi, neliomuodot
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1 Johdanto

Tamén tutkielman aihe on rajattu siten, ettd kompleksiset matriisit eivit kuulu sithen,
eli tdssd tutkielmassa késitelladn vain reaalimatriiseja.

Tdmén tutkielman luvussa 3 tarkastellaan matriisien ortogonaalista diagonali-
sointia. Ensimmadiseksi todistetaan, ettd matriisi on ortogonaalisesti diagonalisoitu-
va, jos ja vain jos sen ominaisvektorit muodostavat ortonormaalin kannan reaalisessa
vektoriavaruudessa. Se todistetaan pykéldssd 3.1. Toiseksi todistetaan, ettd jos mat-
riisin ominaisarvot ovat erisuuret, niin se on ortogonaalisesti diagonalisoituva. Tama
tulos esitetddan pykildssd 3.2. Kolmanneksi todistetaan yleinen tapaus, eli milloin
matriisi on ortogonaalisesti diagonalisoituva, vaikka silld olisikin yhtdsuuria omi-
naisarvoja. Se todistetaan pykéléssa 3.3.

Tidmén tutkielman luvussa 4 tarkastellaan nelidmuotoja ja joitakin niiden omi-
naisuuksia. Ensimmadiseksi esitellddn ja madritellddn neliomuoto. Tama tehddin py-
kéldssa 4.1. Seuraavaksi kasitellddn neliomuodon definiittisyytd, ja todistetaan esi-
merkiksi, ettd neliomuoto on positiivisesti definiitti, jos ja vain jos sithen liittyvin
matriisin kaikki ominaisarvot ovat positiivisia. Se todistetaan pykaldssid 4.2. Sitten to-
distetaan, ettd ortogonaalisen matriisin maidrdama lineaarikuvaus siilyttaa sisidtulon
tuloksen reaalisessa vektoriavaruudessa. Tamai tulos esitetddn pykéldssa 4.3.

Valmisteluna luvussa 3 késiteltyd ortogonaalista diagonalisointia varten luvussa
2 esitetddn luettelonomaisesti muutamia tarvittavia mairitelmid ja lauseita.

Lukijalta edellytetdin joidenkin lineaarialgebran perusasioiden tuntemista. Edel-
lytetddn muun muassa, ettéd lukija tuntee matriisien tavalliset laskutoimitukset, omi-
naisarvojen ja -vektorien méiritelmét, sekd lineaarikuvauksen ja kannan maéritel-
mit. Lihdeteoksina kdytetddn Anthonyn ja Harveyn kirjaa Linear Algebra: Concepts

and Methods sekéd Antonin ja Rorresin kirjaa Elementary Linear Algebra.



2 Esitietoja

2.1 Tarvittavien kasitteiden maaritelmia

Luvussa 2 esitetdéin lyhyesti muutamia aiheen késittelyssi tarvittavia apuneuvoja.
Tassd pykéldssé esitetddn nelji madritelmaa: diagonalisoituvan matriisin, ortogo-
naalisten vektorien, ortogonaalisen matriisin ja ortonormaalin joukon maéritelmaét
(vrt. [1, s. 256, 317, 319-320]).

Mairitelma 2.1. Neliomatriisia A sanotaan diagonalisoituvaksi, jos se on similaari-
nen jonkin diagonaalimatriisin D kanssa, eli on olemassa kdédntyva matriisi P siten,
ettd

P'AP=D.

Mairitelmi 2.2 (Ortogonaaliset vektorit). Olkoon V sisdtuloavaruus. Talloin vek-
torien x,y € V sanotaan olevan ortogonaalisia, jos (x,y) = 0. Tadlloin merkitdin

xLly.

Miiritelma 2.3 (Ortogonaalinen matriisi). NeliOmatriisin P sanotaan olevan orto-

gonaalinen, jos PTP = PPT = I, eli matriisin P transpoosi on sen kiznteismatriisi.

Mairitelmia 2.4 (Ortonormaali joukko). Sisdtuloavaruuden V joukon S sanotaan

olevan ortonormaali joukko, jos
(x.y)=0 ja [x[[=1

aina, kunx,y € Sjax #y.

2.2 Tarvittavien lauseiden esittely

Tassd pykéldssi esitetddn similaaristen matriisien ominaisarvoja koskeva lause, mat-
riisin diagonalisoituvuutta koskeva lause, seké kaksi ortogonaalisia matriiseja kos-

kevaa lausetta.
Lause 2.1. Similaarisilla matriiseilla on samat ominaisarvot.

Todistus (ks. [1, s. 262-263]). O



Lause 2.2. Olkoon A n X n -matriisi. Tdlloin A on diagonalisoituva, jos ja vain jos
vektoriavaruudella R" on olemassa kanta, joka muodostuu matriisin A ominaisvek-

toreista.
Todistus (ks. [1, s. 257-258])). O

Lause 2.3. Matriisi P on ortogonaalinen, jos ja vain jos sen sarakkeet vektoreina

ovat pareittain ortogonaaliset ja jokaisen pituus on 1.
Todistus (ks. [1, s. 319]). O

Lause 2.4. Olkoon P n X n -matriisi. Tdlloin P on ortogonaalinen, jos ja vain jos

sen sarakkeet muodostavat vektoriavaruuden R" ortonormaalin kannan.
Todistus (ks. [2, s. 402]). |

Lause 2.5. Olkoon A n X n -matriisi. Matriisin A determinantti on yhtdsuuri kuin

sen ominaisarvojen tulo.
Todistus (ks. [1, s. 253]). O

Lause 2.6. Olkoon A n X n -matriisi. Matriisin A jdlki, tr(A), on yhtdsuuri kuin sen

ominaisarvojen summa.

Todistus (ks. [1, s. 254-256]). O



3 Ortogonaalinen diagonalisointi

3.1 Ortogonaalinen diagonalisointi

Ensimmaiseksi médritelldén ortogonaalisesti diagonalisoituva matriisi (vrt. [1, s.

329)).

Miiéritelmé 3.1. Neliomatriisin A sanotaan olevan ortogonaalisesti diagonalisoitu-
va, jos on olemassa ortogonaalinen matriisi P siten, ettd PTAP = D, missd D on

diagonaalimatriisi.

Koska P on ortogonaalinen, niin PT = P~! mistd seuraa, etti PTAP = P~1AP =
D. Matriisi A on diagonalisoituva, joten lauseen 2.2 mukaan matriisin P sarakkeet
ovat matriisin A ominaisvektorit ja muodostavat vektoriavaruuden R" kannan. Koska
A on ortognaalisesti diagonalisoituva, niin matriisin P sarakkeet, jotka ovat matriisin
A ominaisvektorit, muodostavat vektoriavaruuden R” ortonormaalin kannan. Naméa

tiedot yhdistamailld saadaan seuraava lause.

Lause 3.1. Matriisi A on ortogonaalisesti diagonalisoituva, jos ja vain jos vektoria-
varuudelle R" on olemassa matriisin A ominaisvektoreista muodostuva ortonormaali

kanta.

Todistus (vrt. [2, s. 304, 410]). Oletetaan ensin, ettd matriisi A on ortogonaalises-
ti diagonalisoituva, eli PTAP = D. Tilldin A ja D ovat similaarisia matriiseja.
Lauseen 2.1 mukaan similaarisilla matriiseilla on samat ominaisarvot, ja koska D
on diagonaalimatriisi, niin sen ominaisarvot ovat sen diagonaalialkiot. Merkitddn

P=w; v, ... v,).Tilloin

PTAP=D o AP =PD

A1 0 ... O
0 A, ... 0
S Alvy vy ... vp)=W1 va ... vy
0O 0 ... A,
At (AV1 Avy ... Avn) = (/7.11)1 Aoy ... /lnvn),
mistd seuraa, ettd Avy; = vy, Avy = Apva, ..., Av, = A,v,, joten vektorit vy,
Vo, ..., v, ovat matriisin A ominaisvektoreita. Koska matriisi P on ortogonaalinen,



niin lauseen 2.4 mukaan matriisin A ominaisvektorit v{, vo, ..., v,, muodostavat
vektoriavaruuden R” ortonormaalin kannan.
Oletetaan sitten, ettd matriisin A ominaisvektorit muodostavat vektoriavaruuden

R" ortonormaalin kannan. Muodostetaan matriisi P, jossa sarakkeina ovat niméi

ominaisvektorit, eli P = (v; v, ... v,). Téilloin P on lauseen 2.4 mukaan orto-
gonaalinen matriisi. Koska Avy = Ayvy, Avy = Aovy, ..., Av, = A,v,, niin

(3.1) (Av1 AVZ Avn) = (/llvl /121/'2 /lnvn),

kun v; on ominaisarvoa A; vastaava ominaisvektorijai = 1,2, ..., n. Kirjoitetaan yh-

tdlo (3.1) muodossa AP = PD, missd D on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot

ovat matriisin A ominaisarvot. Koska P on ortogonaalinen matriisi, niin
AP=PD o P'AP=D,

joten A on ortogonaalisesti diagonalisoituva matriisi. O

3.2 Erisuuret ominaisarvot

Aluksi esitellddn tiarked apulause, jonka todistus jatetddn timin tutkielman ulkopuo-

lelle, koska siind olisi luonnollista kdyttdd kompleksisia matriiseja (ks. [1, s. 409]).

Apulause 3.1. Jos A on symmetrinen matriisi, niin kaikki sen ominaisarvot ovat

reaalilukuja.

Seuraavaksi tdssd pykélidssi osoitetaan, ettd jos symmetriselld n X n -matriisilla
on n erisuurta ominaisarvoa, niin se on ortogonaalisesti diagonalisoituva. Sithen

tarvitaan seuravaa lausetta.

Lause 3.2. Jos matriisi A on symmetrinen, niin sen erisuuria ominaisarvoja vastaa-

vat ominaisvektorit ovat ortogonaaliset.

Todistus (vrt. [1, s. 332]). Oletetaan, ettd A ja u ovat matriisin A mitka tahansa kaksi
erisuurta ominaisarvoa, ja oletetaan, ettd x ja y ovat vastaavat ominaisvektorit. Talloin
Ax = Ax ja Ay = uy.

Koska Ay = uy, niin

xTAy =x"(Ay) =x"(uy) = ux"y.



Muistetaan myds, etti Ax = Ax. Koska A on symmetrinen, niin A = AT, Sijoittamalla

ja kayttamalld matriisin transpoosin ominaisuuksia saadaan
xTAy =xTATy = (xTAT)y = (Ax)Ty = (Ax)Ty = axTy.
Naistd kahdesta muodosta saadaan
uxly=2xTy o (u-Dx"y=0.

Koska u ja A ovat erisuuria, niin 4 — A # 0, joten xy = (x,y) = 0. Tilldin x ja y

ovat ortogonaaliset. O

3
Esimerkki 3.1. Olkoon A = . Sen ominaisarvot ovat

39
/11210 ja /1220,

ja vastaavat ominaisvektorit ovat

ja y=

=
(e (e

|
[ —
a3l

Niiden ominaisvektorien sisidtulo on

1 —
3.3 3.3 o

1 —
. + . = — +
V1o V10 +10 +io 10 10

joten ne ovat ortogonaaliset.

(x,y) =

Lause 3.2 osoittaa, ettd jos symmetriselld n X n -matriisilla on n erisuurta omi-
naisarvoa ja jos otetaan n vastaavaa ominaisvektoria, niin mitké tahansa kaksi néista
ominaisvektoreista ovat keskendidn ortogonaalisia. Normeeraamalla ominaisvektorit
saadaan niistd yksikkovektorit. Nyt nami ominaisvektorit muodostavat ortonormaa-
lin joukon, joka on vektoriavaruuden R” kanta. Siis lauseen 3.1 mukaan matriisi on
ortogonaalisesti diagonalisoituva. Jos P on matriisi sarakkeinaan ndméi ominaisvek-
torit, niin P~'AP = D on diagonaalimatriisi alkioinaan matriisin A ominaisarvot.
Koska matriisin P sarakkeet muodostavat ortonormaalin joukon, niin lauseen 2.3
mukaan P on ortogonaalinen matriisi, joten P~! = PTeli PTAP = D. Toisin sanoen,

saadaan seuraava lause.

Lause 3.3. Oletetaan, etti matriisi A on symmetrinen ja silld on n erisuurta omi-
naisarvoa. Otetaan n vastaavaa normeerattua ominaisvektoria, kukin pituudeltaan
1. Muodostetaan matriisi P, jossa on sarakkeina ndmd normeeratut ominaisvektorit.
Tillin P~' = PT eli P on ortogonaalinen matriisi ja PYAP = D, diagonaalimatriisi,

Jjonka alkiot ovat matriisin A ominaisarvot.
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Todistus. Koska matriisilla A on n erisuurta ominaisarvoa, niin sen kaikki ominais-

vektorit v, vs,...,v, ovat lauseen 3.2 mukaan ortogonaalisia. Koska ndmé omi-

naisvektorit ovat normeerattuja yksikkovektoreita, niin ||v;|| = 1,7 = 1,2,...,n.
Merkitddn P = (v; v, ... v,). Tilloin
v? [[v1]l vaz v?vn
T T T
v vovy vall ... vov,
PTP=|"2vy vy ... v =|"? g
i vive vava . vall
1
01
= = I,
0 0 . 1

joten P on ortogonaalinen. Nyt

APZ(AVI AV2 Avn)=(/11v1 /7.21/'2 ﬂnvn)
A1 0 ... 0
0 4 ... O
=y va ... vy,
0 0 ... A,

Kirjoitetaan ylld oleva matriisitulo muodossa PD. Tilloin
AP=PD & PTAP=D,

missd diagonaalimatriisin D alkiot ovat matriisin A ominaisarvot. O

3.3 Yleinen tapaus

Edellisessé pykaéldssi todistettiin, ettd symmetrinen matriisi on ortogonaalisesti dia-
gonalisoituva, jos sen ominaisarvot ovat erisuuret. Seuraavaksi todistetaan, ettd mika

tahansa symmetrinen matriisi on ortogonaalisesti diagonalisoituva.

Lause 3.4 (Spektraalilause). Matriisi A on ortogonaalisesti diagonalisoituva, jos ja

vain jos A on symmetrinen.

Lauseen 3.4 todistamiseen tarvitaan muutama apulause, jotka esitelldén alla.

11



Apulause 3.2. Olkoon V direllisulotteinen vektoriavaruus ja W sen aliavaruus. Tél-

16in dim(W) < dim(V). Jos {w,w,,...,w,} on aliavaruuden W kanta, niin on
olemassa s = dim(V) — dim(W) vektoria v, v, ..., vy € V siten, ettd
{w1’w27' . '7wr’v1’v27" -,VS}

on vektoriavaruuden V kanta.
Todistus. Ks. [1,s. 190]. |

Apulause 3.3. Oletetaan, ettdi B = {v{,v,...,v,} ja B’ = {v’l,v’z, ...,V } ovat
vektoriavaruuksien R” ja R™ kantoja. Olkoot 7: R" — R™ lineaarikuvaus ja M =
A|p,p’] mXn -matriisi, jonka i:s sarake on yhtdsuuri kuin [7'(v;)] p', lineaarikuvauksen

T (v;) koordinaattivektori kannan B’ suhteen. T&lloin
[T(x)]p = M[x]p Vx € R”.
Todistus. Ks. [1, s. 230]. O

Seuraus 3.1. Oletetaan, ettd T : R" — R" on lineaarikuvausja B = {x1,x2,...,X,}
vektoriavaruuden R" kanta. Olkoot A n X n -matriisi siten, ettdi T(x) = Ax, ja

P=(xy x, ... x,) matriisi, jonka sarakkeet ovat kannan B vektorit. Télloin
[T(x)]g =P 'AP[x]y  Vx € R".
Nyt tarvittavat apulauseet on esitelty, joten lause 3.4 voidaan todistaa.

Spektraalilauseen todistus (vrt. [1, s. 337]). Osoitetaan ensin, ettd jos A on ortogo-

naalisesti diagonalisoituva, niin A on symmetrinen. Till6in A = PTDP, ja
AT =(P"'DP)T = PT(P'D)' = PT(DTP) = PTDP = A,

joten A on symmetrinen.

Osoitetaan sitten, ettd jos A on symmetrinen, niin A on ortogonaalisesti diago-
nalisoituva. Sovelletaan induktiota matriisin koon suhteen.

Jokainen 1 X 1 -matriisi on diagonaalimatriisi, joten voidaan valita P = [, joka
on ortogonaalinen matriisi. Lause on siis tosi, kun n = 1.

Oletetaan sitten, ettd lause pitee kaikille symmetrisille (n — 1) X (n — 1) -

matriiseille.
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Olkoon A miki tahansa symmetrinen n X n -matriisi. Olkoon A; matriisin A
jokin ominaisarvo ja olkoon v vastaava ominaisvektori, jolle pitee ||v{|| = 1. Apu-
lauseen 3.2 mukaan vektoriavaruuden Lin{v;} kanta {v|} voidaan laajentaa vek-
toriavaruuden R” kannaksi {v{,x2,x3,...,x,}. Kéytetddn sitten Gram-Schmidtin
prosessia muuntamaan tima kanta vektoriavaruuden R” ortonormaaliksi kannaksi
B={vi,vo,...,v,}.

Olkoon P matriisi, jonka sarakkeet ovat kannan B vektorit, vektorin v ollessa
ensimmadinen sarake. Télloin lauseen 2.4 mukaan P on ortogonaalinen, ja seurauksen
3.1 mukaan PTAP = P~'AP on lineaarikuvauksen T(x) = Ax matriisi kannan B
suhteen. Apulauseen 3.3 mukaan matriisin PTAP ensimmiinen sarake on lineaari-
kuvauksen 7'(v;) koordinaattivektori kannan B suhteen. Nyt T'(v;) = Av| = Avy,

joten tdméi koordinaattivektori on

A
0
0
Tastd seuraa, ettd joillakin luvuilla dy, da, . . ., dy-1jac( jy, kuni, j = 1,2,...,n—1,
PT AP voidaan esittid muodossa
A1 d; . .. d,-1
PTAP _ 6(1.71) e C(l,.n—l)
0 cm-11) -+ Cm-1n-1

Koska A on symmetrinen, niin myos PTAP on, koska
(PTAP)T = PTATP = PTAP.

Koska timé matriisi on symmetrinen, niin tiastd seuraa, ettddy = dy = --- =d,—1 =0,

ja(n—1)x(n—-1) -matriisi C = (C(i, j)) on symmetrinen. Voidaan siis merkita

A 0F
0 C

PTAP =

9

missé 0 on nollavektori, jossa on n — 1 alkiota, ja C on symmetrinen (n—1) X (n—1)
-matriisi.
Koska aiemmin oletettiin, ettd lause patee kaikille symmetrisille (n—1) X (n—1)

-matriiseille, niin se pédtee my0s matriisille C. Tami tarkoittaa, ettd on olemassa
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ortogonaalinen (n — 1) x (n — 1) -matriisi R siten, etti RTCR = D, missi D on

diagonaalimatriisi. Tarkastellaan n X n -matriisia

[0
0= .
0 R

Koska matriisi R on ortogonaalinen, niin matriisin Q sarakkeet 2, 3,...,n ovat
keskendin ortogonaalisia ja niiden pituus on 1. Lisdksi ensimmdinen sarake on
ortogonaalinen muiden sarakkeiden kanssa ja sen pituus on 1. Matriisi Q on siis

ortogonaalinen. Olkoon S = PQ. Télldin
s =P =07 P = QTP = (PQ)T = 57,
joten S on ortogonaalinen. Tarkastellaan sitten matriisia STAS. Nyt

STAS = (PQ)TA(PQ)

=0TPTAPQ
=QT(PTAP)Q
T
[ 0T} (4 0T (2 oF
“lo &/ lo c]lo =
A 0T\ (4 0T} [, 0T
0 RTJ\o cl\o R
[ 0F
0 RTCR
[ 0T
0 D/

joka on diagonaalimatriisi, koska D on diagonaalinen. Symmetriselle matriisille A
on siis olemassa ortogonaalinen matriisi S siten, etta STAS on diagonaalinen. Téten

lause pitee n X n -matriiseille. O

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan matriisia, jonka kaikki ominaisarvot eivit ole erisuuria.

Olkoon
3 2 4

A=12 0 2f.
4 2 3

Sen ominaisarvot ovat

/1128, /122—1 ja /7.32—1,

14



ja vastaavista ominaisvektoreista muodostettu matriisi on

2 4 L

3 3v5 A5
p=|l 2 =2

3 3vs 5|

2 =¥5

3 73

Tillsin PTP = I, joten P on ortogonaalinen matriisi. Nyt

2 1 2 2 4 L
i ; 35 3245 55 8 0 0
T _ - 1 2 2| = _
PPAP=155 55 57|20 2 P ¥ 0 -1 0
1 =2 2 -\5 _
v 0 J\4 2 3/ =2 0 0 0 1

diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisarvot.
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4 Neliomuodot

4.1 Neliomuoto

Ortogonaalisen diagonalisoinnin yksi kdytdnnollinen sovellus on nelidmuotojen ana-

lyysi.

Kahden muuttujan x ja y neliomuoto voidaan esittid muodossa
q(x,y) = ax® + 2cxy + by*.

Tamai voidaan esittdd myos muodossa

g =xTAx,
. .. . .. . a c .
missd A on symmetrinen matriisi A = ja
c b
X
X = ) ) xT = (x y).
y

Mairitelmi 4.1 (Neliomuoto). Olkoot A symmetrinen nXn -neliomatriisi jax € R”.
Talloin
q= xTAx

on matriisiin A liittyvd neliomuoto.

4 2 ) X
ja x = .
23 y

Talloin matriisiin A liittyvd nelidmuoto on

Esimerkki 4.1. Olkoon

A=

T 4 2\ (x ) ’
g=x Ax=(x y) 5 5 =4x” +4xy + 3y°.
y

4.2 Neliomuotojen definiittisyys

Esimerkissd 4.1 g(x, y) > 0 kaikilla x, y € R. Lisédksi g(x,y) =0 vain, kunx =y =
0. Téarked yleinen kysymys onkin, ettd onko neliomuoto aina positiivinen, kun x ei
ole nollavektori. Sen selvittdmiseen voidaan kiyttdd ominaisarvoja ja ortogonaalista

diagonalisointia. Ensiksi esitelldin neliomuodon definiittisyyden méaritelma.
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Miaéritelmi 4.2. Olkoon ¢ (x) neliomuoto. Talloin
* g(x) on positiivisesti definiitti, jos g(x) > 0 kaikillax € R" ja g(x) = 0, vain
kunx =0

* g(x) on positiivisesti semidefiniitti, jos g(x) > 0 kaikillax € R”

* ¢(x) on negatiivisesti definiitti, jos g(x) < 0 kaikillax € R" ja g(x) = 0, vain

kunx =0
* g(x) on negatiivisesti semidefiniitti, jos ¢g(x) < 0 kaikilla x € R”

* g(x) on indefiniitti, jos on olemassa sellaiset x;,x, € R”, ettd g(x;) < O ja

q(x2) > 0.

Lause 4.1. Oletetaan, ettd neliomuodolle q(x) on olemassa matriisiesitys q(x) =

xTAx. Tillin
* g on positiivisesti definiitti, jos ja vain jos matriisin A kaikki ominaisarvot ovat
positiivisia
* g on positiivisesti semidefiniitti, jos ja vain jos matriisin A kaikki ominaisarvot

ovat ei-negatiivisia

* g on negatiivisesti definiitti, jos ja vain jos matriisin A kaikki ominaisarvot

ovat negatiivisia

* g on negatiivisesti semidefiniitti, jos ja vain jos matriisin A kaikki ominaisarvot

ovat ei-positiivisia

* g onindefiniitti, jos ja vain jos matriisilla A on olemassa sellaiset ominaisarvot

Ay ja Ay, ettd A1 < 0ja Ay > 0.

Todistus (vrt. [1, s. 342]). Todistetaan lauseen ensimmainen kohta. Tarkastellaan ne-
liGmuotoa ¢ = x T Ax, missi A on symmetrinen ja ortogonaalisesti diagonalisoituva
siten, etti PTAP = D, missi D on diagonaalimatriisi. Olkoon x = Pz eli z = PTx.
Tall6in

q=x"Ax = P7'APz =7 (PTAP)z = 7' Dz.
Diagonaalimatriisin D alkiot ovat matriisin A ominaisarvot, koska ne ovat similaari-
sia matriiseja. Olkoon z = (z1, 22, . . ., Z») koordinaattivektori matriisin A ominais-

vektorien muodostaman ortonormaalin kannan suhteen. Talloin

q= Z'Dz = /llz% +/lzz% + /lnzﬁ,
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joka on nelididen lineaarikombinaatio.

Oletetaan nyt, ettd kaikki ominaisarvot ovat positiivisia. Talloin voidaan sanoa,
ettd g > 0 kaikilla z, ja ¢ = 0 vain, kun z on nollavektori. Koskax = Pz jaz = PTx,
niin x = 0, jos ja vain jos z = 0. Tilloin maéritelmén 4.2 mukaan neliomuoto on
positiivisesti definiitti, jos matriisin A kaikki ominaisarvot ovat positiivisia.

Oletetaan sitten, ettd neliomuoto on positiivisesti definiitti siten, etti xTAx >0
kaikilla x # 0. Jos u; on ominaisarvoa A; vastaava yksikkovektoriksi normeerattu

ominaisvektori, niin
T T T 2
u; Au; = u; diw; = Qi u; = 4l|lwi||” =4, >0,

joten matriisin A ominaisarvot ovat positiivisia, jos neliomuoto on positiivisesti

definiitti. m]

Esimerkki 4.2. Midritetddn erddn symmetrisen 2 X 2 -matriisin neliomuodon defi-

1
niittisyys. Olkoon A = 41l T&lloin sen ominaisarvot ovat

/11:5 ja /122—3,

joten lauseen 4.1 nojalla matriisin A neliomuoto on indefiniitti. Etsitién vield sellaiset
X1 ja x, ettd maaritelmin 4.2 ehdot tayttyvit. Olkoot x; = (=1,1) jax; = (1,1).
Talloin

1 4)[-1

q(x1)=(-1 1) =—6<0

4 1)J\1
ja

1 4\ (1

g(x2)=(1 1) =10>0,
4 1)\1

joten on olemassa sellaiset x| ja x,, ettd g(x;) < 0ja g(xz) > 0.

Symmetrisen matriisin A sanotaan olevan positiivisesti definiitti, jos sen nelio-
muoto g(x) = xT Ax on positiivisesti definiitti. Vastaavasti sanotaan myds negatiivi-
sesti definiiteistd, positiivisesti ja negatiivisesti semidefiniiteistd sekd indefiniiteisti
matriiseista.

Lauseen 4.1 seurauksena, matriisin A positiivisen ja negatiivisen definiittisyyden
madarittamiseksi, sen ominaisarvoista tarvitsee tietda vain niiden etumerkit, ei niiden

arvoja. Ndiden ominaisarvojen etumerkit voidaan selvittdd suoraan matriisista A.
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Tarkastellaan tapausta, jossa A on symmetrinen 2 X 2 -matriisi,

a c
A= .
Olkoon matriisin A ominaisarvot 11 ja A>. Nyt lauseiden 2.5 ja 2.6 mukaan

det(A)=ab—-c*=11 ja  tw(A)=a+b=21+1.

Jos det(A) = ab — ¢* > 0, niin molemmilla ominaisarvoilla 1; ja A2 on samat
etumerkit. Alkioilla a ja b on my6s oltava samat etumerkit, koska ab > ¢? > 0, joten
ominaisarvojen etumerkit voidaan paitelld alkion a etumerkista.

EsimerkKki 4.3. Olkoon
9 -2
A=
-2 6
Talloin matriisilla A on kaksi reaalista ominaisarvoa A; ja A,, joiden tulee toteuttaa

seuraavat yhtilot:
det(A) = 2;42 =50 ja tr(A) = A1 + 4, = 15.

Koska 414, > 0, molemmilla ominaisarvoilla on sama etumerkki eikd kumpikaan
ole 0. Koska 41 + 1> > 0, molemmat ominaisarvot ovat positiivisia. Siten matriisi A

on positiivisesti definiitti.

Samoin, jos det(A) = ab — ¢? < 0, niin ominaisarvoilla on eri etumerkit, ja
talloin matriisi A on indefiniitti. Joten voidaan paitelld seuraavaa.

* Josdet(A) > 0jaa > 0, niin 1; > 0, 4, > 0 ja A on positiivisesti definiitti.

* Josdet(A) >0jaa < 0,niin A; <0, A, < 0ja A on negatiivisesti definiitti.

 Josdet(A) < 0, niin ominaisarvot 1] ja A, ovat erimerkkisid ja A on indefiniitti.
Jos det(A) = 0, niin voidaan paitelld, ettd yksi ominaisarvoista on 0.

Tama tulos voidaan yleistdd kaikkiin symmetrisiin n X n -matriiseihin, ja sithen
tarvitaan johtavan padminorin maaritelmaa.
Mairitelmi 4.3. Jos A on n X n -matriisi, niin sen johtavat paaminorit ovat n deter-

minanttia muodostettuna matriisin A ensimmaisisti r:std rivistd ja r:std sarakkeesta,

kanr=1,2,...,n,¢eli

ap anp
det|ar; ax axl|, ... , det(A).

a dapz2 a3
2
azr ax

aiy, det(

aszy daszx ass
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Esimerkki 4.4. Olkoon

5 2 1
A=12 10 -3].
1 -3 2
Talloin sen johtavat padminorit ovat
2

5
det(5) =5, det (2 ) =46 ja det(A)=25.

10

Seuraavaksi esitelldin kaksi lausetta, joiden mukaan symmetrisen matriisin defi-
niittisyys voidaan médrittdi sen johtavien pddminorien avulla. Lauseiden todistukset

kuitenkin sivuutetaan niiden laajuudesta johtuen.

Lause4.2. Oletetaan, ettd A on symmetrinen nxn -matriisi. Téilloin A on positiivisesti

definiitti, jos ja vain jos sen kaikki johtavat pddminorit ovat positiivisia.
Todistus (Ks. [1, s. 347-350]). O

Lause 4.3. Oletetaan, ettid A on symmetrinen n X n -matriisi. Tdlloin A on negatii-
visesti definiitti, jos ja vain jos sen parilliset johtavat pddminorit ovat positiivisia ja

parittomat negatiivisia.
Todistus. Sivuutetaan. O

Esimerkki 4.5. Olkoon

-3 2 4
A=12 -5 -2f.
4 -2 -6
Télloin sen johtavat pddminorit ovat
-3 2

det(-3) = -3, det
-

) =11 ja det(A) = -6,

joten matriisi A on negatiivisesti definiitti.

4.3 Ortogonaalisen matriisin maaraima lineaarikuvaus

Lause 4.4. Ortogonaalisen matriisin P mddrddmd lineaarikuvaus sdilyttdd sisctulon

tuloksen vektoriavaruudessa R".
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Todistus (vrt. [1, s. 355]). Olkoon T: R" — R": T(x) = Px. Olkoot v,w € R".
TallGin

(Pv, Pw) = (Pv)T(Pw) =vTPTPw =vTw = (v, w).

Kahden vektorin vilinen sisdtulo on yhtidsuuri kuin niiden ortogonaalisen matriisin

P mairaamien kuvien sisatulo. O

EsimerkKi 4.6. Olkoon

v=(1,2,1) ja w=(3,0,1).

Télloin
v,w) =4.
Olkoon sitten
2 4 L
33V5 V5
p=(l 2 =2
33vs V5|
2 -¥5 0
3 73
ortogonaalinen matriisi. Talloin
2 4 L V5 , 2 2 4 L L
33V§V§1T‘*;/_§ 3 s (3 \/g"‘\/z_
=11 2 =2 = 1_2¥ [ 5 =11 2 =2 =125
2 =V5 2 _2V5 2 =5
5 3 O\ \5-3 5 3 O\ 2
Nyt
T
V5 | 2 1
= +3 —=+2
5 T3 \5
8V5 31 3 4V5 4-445
(Pv,Pw)=|1_25]|1_2% :i+_+__ \/_4_ \/_:4’
3B 5 5 15 5 15 3
2_2¥5
3773 2
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