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Tamén tutkielman tarkoituksena on esitelld graafien vérittdmistd, joka on yksi graa-
fiteorian tunnetuimmista aihealueista. Tutkielman alussa esitelldidn graafiteorian pe-
ruskdsitteitd sekd tutkielman kannalta olennaisia miiritelmié ja lauseita. Tarkedd on
ymmartid tasograafin, solmun asteen, komponentin ja aligraafin kisitteet. Tarkaste-
lut on rajattu késitteleméédn vain yksinkertaisia graafeja, jotta tutkielma ei olisi liian
laaja.

Erids tyon keskeisistd tuloksista on viisivirilause, jonka mukaan jokainen taso-
graafi voidaan virittdad viidelld virilla. Taméan tuloksen todistuksen ymmartimiseksi
tutkielmassa esitetdén Jordanin kayrilause sekd osoitetaan, ettd jokaisessa tasograa-
fissa on solmu, jonka aste on korkeintaan viisi. Viisivirilauseen lisdksi esitetddn myos
heikompi kuusivirilause seké nelivérilauseen historiaa.

Viisivérilauseen jidlkeen tarkastellaan graafin solmujen virittamistd kahdella vi-
rilld ja osoitetaan, ettd graafi voidaan varittad kahdella vérilla, jos ja vain jos siini ei
ole paritonta silmukkaa. Lisédksi esitetddn graafin solmujen ja alueiden virittimisen
vélinen suhde ja osoitetaan, ettd tasograafin alueet voidaan vérittdd kahdella virilla,
jos ja vain jos graafi on Eulerin graafi. Timén tuloksen osoittamiseksi mairitellddn
ensin Eulerin graafi.

Tutkielman lopussa toisena keskeisend tuloksena todistetaan Brooksin lause, joka
kertoo, ettd jos graafi ei ole tdydellinen eikd pariton silmukka, niin graafin viriluku
on aina pienempi tai yhtd suuri kuin graafin maksimiaste. Johdatteluna tdhin lausee-
seen esitetdin ja todistetaan ensin muita lauseita koskien graafin vériluvun ylérajaa.
Lisidksi tutustutaan ahneeseen algoritmiin, joka on yksinkertainen ja hyvin tunnettu
tapa virittaa graafi kiyttamattad litkaa virejd. Ahnetta algoritmia havainnollistetaan

esimerkin avulla.
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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa tarkastellaan graafien virittdmisté ja todistetaan siithen liittyvia
tuloksia. Luvussa 2 esitetddn graafiteorian peruskdsitteitd sekd tutkielman kannalta
olennaisia médritelmid ja lauseita. Méadritellddn muun muassa kisitteet yksinkertai-
nen graafi, aligraafi ja solmun aste. Lisdksi tarkastellaan graafin yhtendisyyttd ja
tasograafin kisitettd. Luvussa 2 todistetaan my0s tutkielman kannalta olennainen
tulos, jonka mukaan jokaisessa tasograafissa on solmu, jonka aste on korkeintaan
viisi.

Luvussa 3 tarkastellaan graafien virittimistd ja esitetdén aluksi kisitteet sol-
muvdritys ja graafin vériluku. Nelivirilauseen historiaa esitetdidn lyhyesti. Sen jal-
keen todistetaan kuusivirilause, jonka mukaan jokainen tasograafi voidaan virittaa
kuudella vérilld. Tamén lauseen myoti padstddn viisivdrilauseeseen, jonka todistus
osoittaa, ettd jokainen tasograafi voidaan virittaa viidella varilla.

Aliluvussa 3.4 tarkastellaan graafien varittdmistd kahdella virilld, ja osoitetaan,
ettd graafi voidaan vdrittdd kahdella vérilld, jos ja vain jos siind ei ole paritonta
silmukkaa. Lisdksi annetaan esimerkit graafeista, jotka voidaan virittdd kahdella va-
rilld, sekd graafeista, joita ei voida vdrittdd kahdella virilla. Graafin duaalin késitteen
avulla pddstiin tarkastelemaan graafin alueiden vérittimistd kahdella virilld ja osoi-
tetaaan, ettd tasograafin alueet voidaan vérittad kahdella virilld, jos ja vain jos graafi
on Eulerin graafi.

Luvun 3 lopussa tarkastellaan graafin solmujen vérittamista ja esitetdin lauseita
koskien viriluvun yldrajaa. Graafin vérityksen 10ytamiseksi esitetddn yksinkertai-
nen ahne algoritmi ja annetaan siitd myos havainnollistava esimerkki. Viimeisena
lauseena esitetdén ja todistetaan Brooksin lause, joka kertoo, ettd jos graafi ei ole
taydellinen eikd pariton silmukka, niin graafin vériluku on aina pienempi tai yhta
suuri kuin graafin maksimiaste.

Lukijalta edellytetddn joukko-opin perusteiden ja matemaattisen pééttelyn tun-
temusta. Graafiteorian aikaisempaa tuntemusta ei edellytetd lainkaan. Tutkielman

pailahdeteoksena on Reinhard Diestelin Graph Theory.



2 Esitietoja

Tassd luvussa esitellddn lyhyesti graafiteorian peruskasitteitd seké padaiheen kannalta
olennaisia miiritelmid ja apulauseita, jotka pohjautuvat Diestelin teokseen (vrt. [4,

s. 2—11, 90-98]). Lisiksi esitetddn myos havainnollistavia esimerkkeja.

2.1 Perusteita graafeista

Merkinnilld [V]? tarkoitetaan jirjestimittomien parien {vi,v»} joukkoa, missi

vi,va € Vijavy # vo.

Miiiritelmé 2.1. Yksinkertainen graafi G on pari (V, E), missi V # 0ja E C [V]%.

Joukon V alkioita kutsutaan solmuiksi ja joukon E alkioita sdrmiksi.

Jarjestimattomalle parille {v, v, } voidaan kéyttdd lyhennysmerkintdd vv,. Mer-
kinndlld V(G) tarkoitetaan graafin G solmujen joukkoa ja merkinnilld E (G) tarkoi-

tetaan graafin G sdrmien joukkoa.

G:

E

Vi o\ R
y

Kuva 2.1. Yksinkertainen graafi G = (V, E), missd V = {v|,vo,v3,v4}

3

ja E = {{vi,va}, {vi,va}, {v2, va}, {v3, va}}.

Tassé tutkielmassa keskitytdadn késittelemiidn yksinkertaisia graafeja. Tasté eteen-

pdin sanalla graafi tarkoitetaan yksinkertaista graafia.

Miaritelmé 2.2. Olkoon G = (V, E) graafi. Jos viv, € E, niin solmut v; ja v,
ovat vierussolmuja tai naapureita. Solmuja v ja v, kutsutaan talloin sdrmén vv,

pddtesolmuiksi.

Mairitelmi 2.3. Graafi G on tdydellinen, jos kaikki graafin G solmut ovat keskenéén

vierussolmuja. Tdydelliselle n-solmuiselle graafille kdytetdan merkintdd K".



Miaritelmi 2.4. Olkoot G = (V,E) jaH = (W, F) graafeja. JosW C VjaF C E,
niin graafi H on graafin G aligraafi. Merkitdin H C G.

Mairitelmé 2.5. Olkoon H € G. Jos x,y € V(H) ja graafi H siséltdd jokaisen
sarméin xy € E(G), niin H on graafin G indusoitu aligraafi. Sanotaan, ettd V(H)

indusoi tai virittdd graafin H graafissa G ja merkitdan H =: G[V(H)].

Mairitelmi 2.6 (solmun poisto). Olkoon G = (V,E). Jos v € V, niin G — v on

solmujoukon V \ {v} indusoima graafin G aligraafi.

Mairitelmi 2.7 (sdrmén poisto). Olkoon G = (V, E). Jos viv; € E, niin G — v{vy

on graafin G aligraafi, jonka solmujoukko on V ja sdrmdjoukko on E \ {viv,}.

Mairitelmi 2.8. Solmun v aste kertoo kuinka monen sdrmén péaédtesolmuna solmu

on, joka on sama kuin solmun v vierussolmujen lukuméaird. Merkitddn dg(v) tai
d(v).

Miaritelmi 2.9. Olkoon G = (V, E) graafi. Silloin graafin G solmujen minimiaste
on 6(G) = min{d(v) | v € V } ja maksimiaste A(G) = max{d(v) |veV}.

Mairitelmi 2.10. Graafi G on k-sddnnollinen, jos sen jokaisen solmun aste on k.

Esimerkki 2.1. Kuvan 2.2 graafin G solmujen asteet ovat d(vy) = 4, d(v2) = 2,
d(v3) =3,d(va) =3, d(vs) =3 jad(ve) = 3. Nyt graafin G minimiaste 6(G) = 2
ja maksimiaste 4(G) = 4.

V6 V3

\Vl

V5 V4

Kuva 2.2. Graafi G.

2.2 Yhteniisyys

Mairitelmi 2.11. Polku on graafi P = (V,E), missd V = {x¢, X1, ..., X}, missd

X0, . .., X ovateri solmujaja E = {xox1,X1X2, . .., Xx—1Xk }. Polku P yhdistdd solmut



Xo ja xg, joka tarkoittaa sitd, ettd solmujen xg ja xj vélilld on polku P. Solmuja xg ja
Xk kutsutaan polun P pdcdtesolmuiksi. Solmut xy, . . ., xx—1 ovat polun P sisdsolmuja.
Polkua P merkitdan P = xq . . . x.

Olkoot A, B € V. Polku P yhdistédd joukot A ja B, jos se yhdistdd jotkin solmut

vi € Ajavy € B.

Polulle, joka yhdistdi kaksi solmua v ja v,, kiytetddn myos merkintdd vi—v; ja
polulle, joka yhdistda kaksi joukkoa A ja B merkintdd A—B. Polkua, jonka pituus on
nolla, kutsutaan tyhjéksi poluksi. Kyseinen polku on silloin vain solmu. Jokaisesta

graafin solmusta on siis ainakin yksi polku solmuun itseensai.

Miiéritelmé 2.12. Polun pituus on polun siarmien lukuméérd. Polkua, jonka pituus

on k, merkitiin P*.

Mairitelmi 2.13. Jos P = xq .. .x;—1 on polkuja k > 3, niin graafia C = P +Xxj;_1X¢

kutsutaan silmukaksi.

Miaritelmi 2.14. Olkoon G = (V, E) graafi. Jos graafin G minki tahansa kahden
solmun vililld on polku, niin graafi G on yhtendinen. Jos graafi G on yksisolmuinen,

niin se on yhtendinen, koska kyseinen solmu on silloin tyhjd polku.

Miaritelmé 2.15. Olkoon G = (V, E) graafi. Graafin G maksimaalista yhtenista

aligraafia kutsutaan graafin G komponentiksi.

Miaritelmé 2.16. Olkoon G = (V, E) graafi. Jos A,B C Vja X C VUE ovat
sellaisia joukkoja, ettd jokainen A—B polku graafissa G sisdltdd solmun tai sarmén

joukosta X, niin sanotaan, ettd X separoi joukot A ja B graafissa G.
Miaritelmai 2.17. Sidrmad, joka separoi padtepisteensd, kutsutaan sillaksi.

Mairitelma 2.18. Polku on piiri, jos sen alku- ja loppusolmu ovat samat ja siind on

vihintdin yksi sarma.

Madritellddn seuraavaksi Eulerin graafi ja esitetdén lause, jota tarvitaan myohem-

min esitettdvassa todistuksessa.

Mairitelma 2.19. Graafin G piiri on Eulerin piiri, jos se sisdltdd graafin jokaisen

sdarmén tdsmdlleen kerran. Graafi G on Eulerin graafi, jos siind on Eulerin piiri.

Lause 2.1. Graafi G on Eulerin graafi, jos ja vain jos graafin G jokaisen solmun

aste on parillinen.

Todistus (ks. [4, s. 23]). O



2.3 Tasograafi

Miiritelma 2.20. Graafi G on fasograafi, jos se voidaan piirtdd tasoon siten, ettd
mitkdin graafin sdrmit eivit leikkaa toisiaan. Télld tavoin piirrettyd graafia kutsutaan
graafin G tasoesitykseksi. Tasoesitys voidaan ajatella tason R? osajoukkona, jolle
kdytetdadn samaa merkintdd G. Osajoukko muodostuu solmuja esittavistd pisteistd ja

niitd yhditavistad kaarista.

Kuva 2.3. Graafi G ja sen tasoesitykset P; ja P;.

Miiiiritelmii 2.21. Olkoon G tasograafi. Joukon R?\ G tasoalueita kutsutaan graafin
G alueiksi. Nami ovat joukon R? avoimia osajoukkoja ja niin ollen niiden rajat ovat
graafissa G. Koska graafi G on rajoitettu (toisin sanoen graafi G sijaitsee riittdvin
suuren kiekon D sisilld), niin tismilleen yksi sen alueista on rajoittamaton. Kyseessi
oleva alue on se, joka sisiltiz joukon R?\ D. Tama alue on graafin G ulkoalue ja muut
alueet ovat graafin G sisdalueita. Graafin G alueiden joukolle kéytetddan merkintaa
F(G).

Mairitelma 2.22. Tasograafi G on tasokolmiointi, jos sen jokainen alue on rajoitettu

kolmiolla.

Lause 2.2 (Eulerin kaava). Olkoon G yhtendinen tasograafi, jossa on n solmua, m
sdarmdd ja | aluetta. Tdlloin

n—-m+l[=2.
Todistus (ks. [4, s. 97]). O

Lause 2.3. Tasograafissa, jossa on n > 3 solmua, on korkeintaan 3n — 6 sdrmdd.

Jokaisella n-solmuisella tasokolmioinnilla on 3n — 6 sdrmdid.
Todistus (ks. [4, s. 97]). O

Lauseen 2.3 avulla voidaan todistaa seuraava tulos, jota tarvitaan myohemmin

esitettavissa todistuksissa.



Lause 2.4. Jokaisessa tasograafissa on solmu, jonka aste on korkeitaan 5.

Todistus (vrt. [3, s. 114]). Tulos on ilmeinen tasograafeille, joilla on n < 6 solmua.
Tehddidn vastaoletus: olkoon G graafi, jolla on n solmua ja m sdrméid, ja jonka

kaikkien solmujen aste on 6 tai enemmén. Tdlloinn > 7 ja

2m = Z d(v) > 6n
veV(G)
ja nidin ollen m > 3n. Lauseen 2.3 nojalla graafi G ei ole tasograafi. Néin ollen on

paddytty ristiriitaan, joten alkuperdinen vdite pitee. O

Eulerin kaava on hyoddyllinen muun muassa silloin, kun halutaan osoittaa, etti
tietyt graafit eivit voi olla tasograafeja. Esimerkiksi graafilla K> on 10 > 3-5-6
sdrméd, joka on enemmén kuin sallitaan lauseen 2.3 perusteella.

Seuraavaksi esitetdin lyhyesti muutamia topologisia mééritelmii ja apulause, jota

tarvitaan viisivarilauseen 3.3 todistuksessa.

Miiéritelmi 2.23. Jana Euklidisessa tasossa on joukon R? osajoukko, joka on muo-

toa{p+/l(q—p)|0</l<1},miss’cip,q€IR2jap¢q.

Midiritelmii 2.24. Monikulmio on joukon R? osajoukko, joka muodostuu #zrellisen
monesta janasta, jotka on piirretty tasoon siten, ettd jokaisen janan péitepiste on
tasméilleen kahden janan péitepiste. Lisdksi vaaditaan, ettd janat eivit leikkaa toisiaan

kuin paitepisteissa.

Miiritelmi 2.25. Murtoviiva on joukon R? osajoukko, joka muodostuu #irellisen
monesta janasta, jotka on piirretty tasoon siten, ettd alku- ja loppupisteet ovat tis-
mailleen yhden janan péitepisteitd ja jokaisen muun janan paitepiste on tasmélleen
kahden janan padtepiste. Lisdksi vaaditaan, ettid janat eivit leikkaa toisiaan kuin

paitepisteissa.

Miaéritelmi 2.26. Jos P on murtoviiva pisteiden x ja y vililla, niin joukkoa P\ {x, y}

kutsutaan murtoviivan P sisdosaksi, jota merkitddn P.

Lause 2.5 (Jordanin kiyrilause). Jos P C R? on monikulmio, niin joukolla R* \ P
on tasmdlleen kaksi aluetta, joista tismdlleen yksi on rajoitettu. Koko monikulmio P

on ndiden kummankin alueen rajana.
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3 Graafien varittamisesta

Graafin viritysongelma on yksi tunnetuimmista ongelmista graafiteorian alalla ja
silld on pitkad historia. Tiivistettynd véritysongelmassa on kyse siitd, kuinka graafin
solmuihin voidaan liittd4 virit siten, ettd samanviristen solmujen vélissa ei ole sarmii

ja siten, ettd kdytettyjen vdrien midra on minimoitu.

3.1 Maaritelmia

Seuraavat madritelmét pohjautuvat Diestelin teokseen [4, s. 119].

Mairitelmi 3.1. Graafin G = (V, E) solmuvdritys on sellainen kuvaus ¢ : V — §,
ettd c(v) # c(w) aina, kun v ja w ovat vierussolmuja. Joukon § alkioita kutsutaan

kiytettavissd oleviksi véireiksi.

G- 2
1 >- 1
N\
2 3

Kuva 3.1. Graafin G solmuviritys ¢ : V — {1,2,3,4}.

Miaritelmi 3.2. Graafin G vdriluku y(G) on pienin miéra vireji, joka tarvitaan
graafin vérittamiseen. Graafi G, jonka vériluku y (G) = k, on k-virinen. Jos y (G) <

k, niin graafi G on véritettavissd k virilla.

Esimerkki 3.1. Kuvan 3.2 graafien vériluvut ovat y(G) =2, ¥(G;) =3 ja
x(G3) =4.

G Gy Gs:

|
-

Kuva 3.2. Graafit G, G» ja G3.




3.2 Nelivirilause ja sen historia

Vuonna 1852 Francis Guthrie havaitsi, ettd Englannin maakunnat voitiin varittaa
neljilld varilld siten, ettd vierekkdiset maakunnat ovat erivdriset. Tami johti hénet
kysymykseen, voitaisiinko jokainen kartta virittdd neljdlla virilla. Ongelma tuotiin
ensimmadisté kertaa esiin suuremmalle yleisolle vuonna 1878, jolloin Arthur Cayley
esitti sen London Mathematics Societyn tapaamisessa. Vuosi myohemmin Alfred
Kempe julkaisi todistuksen, joka kuitenkin osottautui virheelliseksi yli kymmenen
vuotta myohemmin. Vuonna 1890 Heawood osoitti vastaesimerkilla Kempen to-
distuksen véadrdksi. Heawood pystyi kuitenkin hyddyntdamaan Kempen todistusta ja
osoittamaan, ettd jokainen kartta voidaan virittdd viidelld varilla. Ndin hén sai aikaan
viisivarilauseen todistuksen. [3, s. 205-206]

Neliviariongelmasta tuli yksi diskreetin matematiikan kuuluisimmista ongelmista,
kunnes vuonna 1977 Appel ja Haken julkasivat nelivirilauseen ensimmdisen yleisesti
hyviksytyn todistuksen. Todistus tehtiin tietokoneavusteisesti ja sen suorittaminen

vaati 1200 tuntia tietokoneaikaa. Lisétietoa aiheesta 10ytyy ldhteestd [1, s. 711-712].

Lause 3.1 (Nelivirilause). Jokainen tasograafi voidaan vdrittdd neljdlld vdrilld.

3.3 Viisivarilause

Tissé aliluvussa esitetddn ja todistetaan viisivirilause. Johdatteluna esitetién ensin
kuusivirilause ja sen todistus induktiolla. Todistuksen ideana on valita graafin G
sellainen solmu v, jonka aste on korkeintaan viisi ja osoittaa, ettd solmu v voidaan

vdrittdd eri virilld kuin siithen yhteydessa olevat solmut.
Lause 3.2 (Kuusivirilause). Jokainen tasograafi voidaan virittdid kuudella vdrilld.

Todistus (vrt. [2, s. 279]). Todistetaan induktiollla graafin G solmujen lukuméaarin
n suhteen.

Perusaskel: Kun n < 6, niin tulos on triviaali, koska silloin jokainen solmu voidaan
vdrittdd eri varilla.

Induktio-oletus: Jokainen tasograafi, jolla on n — 1 solmua voidaan vérittdd kuudella
varilla.

Induktiovdite: Jokainen tasograafi, jolla on n solmua voidaan virittad kuudella varilla.
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Induktiovdiitteen todistus:
Olkoon G tasograafi, jollaonn > 7 solmua. Lauseen 2.4 nojalla graafissa G on solmu
v, jonka aste on korkeintaan 5. Jos graafista G poistetaan solmu v ja sithen yhteydessa
olevat sirmit, saadaan graafi H = G — v, jossa on n — 1 solmua (ks. kuva 3.3).
Induktio-oletuksen nojalla tima graafi voidaan vérittdd kuudella vérilla. Siis graafilla
H on solmuviritys ¢ : V(H) — {1,...,6}. Koska solmulla v on korkeintaan viisi
vierussolmua vy, ..., vs, joilla on solmuviritys ¢’ : {vy,...,vs} — {1,...,5}, niin
saadaan graafin G solmuviritys ¢” : V(G) — {1,...,6} asettamalla ¢’ (i) = c(i),
josi € V(H) jac”(v) = j, missd j ei kuulu vérityksen ¢’ véreihin. Niin ollen on
loydetty graafin G 6-viritys. Siis, jos vdite on tosi kaikille tasograafeille, joilla on
n — 1 solmua, niin viite on tosi tasograafeille, joilla on n solmua.

Niin ollen matemaattisen induktioperiaatteen nojalla jokainen tasograafi, jolla

on n solmua, voidaan vérittad kuudella vérilla. m]

G:

_—
I~
_
~

A
v
)

|

/
™
P

?

A A

Kuva 3.3. Solmun v poisto.

A

Seuraavaksi todistetaan viisivérilause niin ikdin induktiolla mutta yksityiskohdat
ovat monimutkaisempia kuin kuusivérilauseen todistuksessa. Todistuksen ideana on
ensin valita sellainen graafin G solmu v, jolla on tismilleen viisi vierussolmua, ja
jotka ovat kaikki véritetty eri vireilld. Sitten tarkoituksena on osoittaa, ettd solmu
v voidaan vdrittda jollakin néistd viidestd varistd, jolloin saadaan aikaan graafin G

S-viritys.
Lause 3.3 (Viisivdrilause). Jokainen tasograafi voidaan virittdd viidelld vdrilld.

Todistus (vrt. [4, s. 120]). Todistetaan induktiolla graafin G solmujen lukuméiirén »
suhteen.

Perusaskel: Kun n < 5, niin tulos on triviaali, koska silloin jokainen solmu voidaan
varittdd eri varilla.

Induktio-oletus: Jokainen tasograafi, jolla on n — 1 solmua, voidaan vérittda viidella
varilla.

Induktiovdite: Jokainen tasograafi, jolla on n solmua, voidaan virittda viidelld varilla.



Induktiovdiitteen todistus:
Olkoon G tasograafi, jollaonn > 6 solmua jam sirméd. Lauseen 2.4 nojalla graafissa
G on solmu v, jonka aste on korkeintaan 5. Koska graafisssa H = G —vonn —1
solmua, niin induktio-oletuksen nojalla graafi H voidaan virittdd viidelld varilla. Siis
graafilla H on solmuviritys ¢ : V(H) — {1,...,5}. Jos viritys ¢ kdyttdd solmun
v vierussolmujen virittimiseen korkeintaan neljda virid, niin se voidaan laajentaa
graafin G 5-viritykseksi liittimalla solmuun v kayttdmattd jadnyt vari. Voidaan siis
olettaa, ettd solmulla v on tdsmélleen viisi vierussolmua, ja ettd ne kaikki on viritetty
eri vareilla.

Olkoon D niin pieni avoin kiekko solmun v ympdarilld, ettd se kohtaa ainoastaan
ne viisi graafin G sdrmdjanaa, jotka sisdltavit solmun v. Numeroidaan nimaé janat
S1,...,85 myOtdpdivdadan kiekossa D ja olkoon vv; sdrmi, joka sisdltid janan s;

(i=1,...,5). Voidaan olettaa, ettd c(v;) = i jokaisella i.

V1
S V2 P
kY) ®
)
vse S 44
D 5
S4
V3
V4

Kuva 3.4. Viisivirilauseen todistus.

Osoitetaan ensin, ettd jokainen v{—v3 polku P C H — {v;, v4} erottaa solmun v,
solmusta v4 graafissa H. Selvisti ndin tapahtuu, jos ja vain jos silmukka C = vv Pv3v
erottaa solmun v, solmusta v4 graafissa G. Todistetaan tdmi osoittamalla, ettd solmut
V2 ja vy sijaitsevat silmukan C eri alueissa.

Valitaan janan s, sisdpiste x, kiekossa D ja janan s sisdpiste x4 kiekossa D.
Tilloin alueen D \ (s; U s3) C R?\ C jokainen piste voidaan liittii murtoviivalla
pisteeseen x; tai x4. Tamai tarkoittaa sité, ettd x, ja x4 (ja ndin ollen myos v; ja v4)
sijaitsevat silmukan C eri alueissa: muuten kiekko D kohtaisi vain yhden silmukan
C alueista, miké olisi ristiriidassa sen kanssa, ettd v sijaitsee molempien alueiden
rajalla (Lause 2.5).

Olkoon H; ;, missii, j € {1,...,5}, graafin H indusoitu aligraafi, johon kuuluvat

kaikki ne solmut, jotka on vdritetty vireilld i ja j. Voidaan olettaa, ettd aligraafin
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Hi 3 komponentti Cy, joka sisdltdd solmun v, siséltdd myos solmun v3. Nimittdin
jos vaihdetaan virit 1 ja 3 keskendin kaikille komponentin C; solmuille, saadaan
muodostettua toinen graafin H 5-vdritys; jos v3 ¢ Cp, niin solmut v ja vz molemmat
vdritetddn tdssd uudessa virityksessd virilld 3. Talloin saadaan muodostettua graafin
G 5-viritys asettamalla solmulle v viri 1. Siis aligraafi H 3 sisaltdd vi—v3 polun P.
Kuten ylidpuolella on osoitettu, polku P erottaa solmun v, solmusta v4 graafissa H.
Koska PN H, 4 = 0, niin tdmd tarkoittaa siti, ettd solmut v, ja v4 sijaitsevat aligraafin
H, 4 eri komponenteissa. Vaihdetaan sitten virien 2 ja 4 paikkaa komponentissa, joka
sisdltdd solmun v;. Talloin solmu v, siis viritetddan uudelleen virilld 4. Nyt solmulla
v el endd ole vierussolmua, joka olisi viritetty varilld 2, joten timi viri voidaan
antaa solmulle v. Ndin ollen on saatu aikaan graafin G 5-véritys. Siis véite on tosi
tasograafeille, joilla on n solmua.

Niin ollen matemaattisen induktioperiaatteen nojalla jokainen tasograafi, jolla

on »n solmua, voidaan varittad viidella varilla.

3.4 Graafien varittaminen kahdella varilla

Téssé luvussa tarkastellaan graafien virittdmistd kahdella vérilld. Ensin kisitelldin
graafin solmujen vérittdmisti ja sitten graafin alueiden vérittimistd. Solmujen va-
rittdmistd koskevat tiedot pohjautuvat Bonan [2, s. 243-245] teokseen ja alueiden

varittdmista koskevat tiedot Lewisin [5, s. 114-116] teokseen.

Lause 3.4. Graafi G voidaan virittdd kahdella viirilld, jos ja vain jos se on kaksija-

koinen.

Mairitelmi 3.3. Graafi G = (V, E) on kaksijakoinen, jos solmujoukko V voidaan
jakaa kahteen sellaiseen epityhjdian joukkoon Vi ja V3, ettd jokaisen sdrmén toinen

paitesolmu kuuluu joukkoon Vj ja toinen joukkoon V.

Esimerkki 3.2. Kuvassa 3.5 on esitetty kaksi kaksijakoisia graafia, jotka siis voidaan
varittdd kahdella vérilld. Graafista G ndhdéén, ettd viriluokkien sisilld ei kulje sarmia

ja silmukassa Cg solmut voidaan vérittdd vuorotellen eri vérisiksi.
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C6 2/.—.
.\- >
Kuva 3.5. Kaksijakoiset graafit G ja Ce.

Yksinkertainen esimerkki graafista, joka ei ole viritettivissid kahdella virilla,
on kolmio K3. Selvisti, jos kolmiossa on musta solmu v; ja harmaa solmu v;, niin
kolmatta solmua v ei voida virittda nailla vareilla, vaan tarvitaan kolmas véri. On siis
selvad, ettd mitddn graafia, joka sisiltdd kolmion, ei voida virittad kahdella virilla.
Se, ettd graafissa ei ole kolmiota, ei kuitenkaan tarkoita sitd, ettd graafi voitaisiin
vdrittdd kahdella virilld. Hyva esimerkki tistd on viisikulmio. Voidaan siis yleisesti
paatelld, ettd mitidn paritonta silmukkaa ei voida varittaa kahdella varilla. Néin ollen
siis mitddn graafia, jossa on pariton silmukka, ei voida vdrittdd kahdella virilla.

Todistetaan timé seuraavaksi tismallisesti.

Lause 3.5. Graafi voidaan vdrittid kahdella vdrilld, jos ja vain jos siind ei ole

paritonta silmukkaa.

Todistus (vrt. [2, s. 244]). Olkoon G yhtendinen graafi. Oletetaan ensin, ettd graafi
G voidaan virittdd kahdella virilld. Tehddidn vastaoletus, ettd graafissa G on pari-
ton silmukka viv; ... vo,4+1. Voidaan olettaa, ettd solmu v on viritetty valkoisella.
Talloin solmun v, tulee olla musta, ja edelleen viimeisend olevan solmun vy, tu-
lee olla valkoinen. Koska vvy,,+1 on sirmi graafissa G, pidddytiin ristiriitaan. Néin
ollen graafi G ei sisilld paritonta silmukkaa.

Oletetaan sitten, ettd graafissa G ei ole paritonta silmukkaa. Valitaan graafin G
miki hyvidnsa solmu v ja viritetddn se valkoisella. Madritellddn minkd hyvdnsa muun
solmun w viri seuraavasti: jos lyhin polku solmusta v solmuun w on pituudeltaan
parillinen, niin asetetaan solmun w viriksi valkoinen, ja jos lyhin polku solmusta v
solmuun w on pituudeltaan pariton, niin asetetaan solmun w variksi musta. Osoitetaan
sitten, ettd minkdin kahden samanvirisen solmun vililla ei ole sdrmaa.

Tehdién vastaoletus, ettd p ja g ovat valkoisia solmuja, joiden vililld on sdrma.
Olkoon P lyhin polku solmusta v solmuun p, ja olkoon Q lyhin polku solmusta v
solmuun ¢. Télloin molemmilla poluilla P ja Q on parillinen miird sdrmid. Kun
kuljetaan solmusta v polun P kautta solmuun p, ja sitten sdrméaa pitkin solmusta p
solmuun ¢ ja edelleen takaisin solmuun v polun Q kautta, saadaan silmukka C, jossa

on pariton madrd sdrmid. Ndin ollen on paadytty ristiriitaan.
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Tarkastellaan sitten tapausta, jossa solmut p ja g ovat mustia. Tehdiin vastaoletus,
ettd p ja g ovat mustia solmuja, joiden vililld on sirmi. Olkoon P lyhin polku
solmusta v solmuun p, ja olkoon Q lyhin polku solmusta v solmuun g. Télloin
molemmilla poluilla P ja Q on pariton madrd sarmid. Kun kuljetaan solmusta v
polun P kautta solmuun p, ja sitten sdrméad pitkin solmusta p solmuun Q ja edelleen
takaisin solmuun v polun Q kautta, saadaan silmukka C, jossa on pariton maira
sdarmid. Ndin ollen on pédadytty ristiriitaan.

Siis graafi G voidaan vérittdd kahdella vérill4. O

Tarkastellaan seuraavaksi graafin alueiden vérittimistd kahdella vérilld. Solmujen
vdrittimisen ja alueiden vérittimisen yhteys tulee selvemmaiksi, kun tarkastellaan
graafin duaalia. Olkoon G tasograafi, ja muodostetaan uusi graafi G* seuraavasti.
Piirretddn ensin solmu v} jokaisen graafin G alueen F; sisille. Jokaista graafissa G
olevaa sdarmii e kohti piirretddn sirméd e*, joka leikkaa sdrmin e mutta ei leikkaa
mitddn muita sdrmid graafissa G. Sdarmin e tulee yhdistii kaksi solmua graafissa

G, jotka vastaavat graafin G kahta aluetta, jotka sdrmaé e erottaa (ks. Kuva 3.6).

Mairitelmi 3.4. Graafia G*, joka midriteltiin ylld, kutsutaan tasograafin G duaa-

¢ o o o |
> &) Q)

Kuva 3.6. Esimerkki graafin G duaalin G* muodostamisesta.

Seuraavasta lauseesta kiy ilmi solmujen ja alueiden vérittimisen vilinen suhde.

Lause 3.6. Olkoon G yhtendinen tasograafi, jossa ei ole silmukoita, ja olkoon G*
sen duaali. Graafin G alueet ovat k-vdritettivid, jos ja vain jos graafin G* solmut

ovat k-vdritettavid.
Todistus (ks. [5, s. 115]). O

Lause 3.7. Tasograafin G alueet, joissa ei ole siltoja, voidaan virittdid kahdella

vdrilld, jos ja vain jos graafi G* on Eulerin graafi.
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Todistus (vrt. [5, s. 116]). Miiritelmin 3.4 mukaan graafin solmut voidaan vérittai
kahdella virill4, jos ja vain jos graafi on kaksijakoinen. Niin ollen tulee osoittaa, etta
kaksijakoisen graafin G duaali G* on Eulerin graafi ja pdinvastoin.

Olkoon G* yhtendinen Eulerin tasograafi. Lauseen 2.1 mukaan duaalin G* jo-
kaisen solmun aste on parillinen. Koska solmun aste duaalissa G* vastaa graafin
G aluetta ympéroivien sarmien lukumiirdd, niin sarmét, jotka ympéroivit graafin
G jokaista aluetta, muodostavat parillisia silmukoita. Voidaan todistaa, ettd tilloin
kaikki graafin G silmukat ovat parillisia ja ndin ollen lauseen 3.5 nojalla, graafi G
voidaan virittdd kahdella virilla.

Oletetaan sitten, ettd graafi G voidaan virittda kahdella varilld. Tama tarkoittaa
sitd, ettd graafissa G ei ole yhtdidn paritonta silmukkaa, ja koska G* on tasograafi,
niin sen jokainen alue on ympér6ity parillisella maarilld sdrmid. Niin ollen graafin

G™ jokaisen solmun aste on parillinen, joten G* on Eulerin graafi. O

Kéytdnnon esimerkki lauseesta 3.7 10ytyy esimerkiksi laatoitusteollisuudesta,
jossa ollaan usein kiinnostuneita kayttiméén laattoihin kahta vérii siten, ettd vierek-
kiiset laatat ovat aina erivariset. Alla olevassa kuvassa 3.7 on esitetty eréds esimerkKki.
Tarkastelemalla kuvan graafia, havaitaan, ettd se on Eulerin graafi, koska graafin

jokainen alue on ympér0ity parillisella mééralla sarmid.

T

._

Kuva 3.7. Esimerkki laattojen vérittimisestd kahdella virilla.

3.5 Ylarajoja graafin variluvulle

Koska graafin vériluvun maéérittiminen on yleensi vaikeaa, vériluvulle on pyritty
10ytamiin yld- ja alarajoja. Seuraavaksi esitetdén ahne algoritmi jamuutamia lauseita
koskien vériluvun ylérajaa.

Suoraan viriluvun maaritelmén perusteella voidaan muodostaa seuraava yléraja:

Lause 3.8. Jokaiselle graafille G, jossa on m sdrmdd, pditee

1 [ 1
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Todistus (vrt. [4, s. 122]). Olkoon G graafi, jossa on m sdrmii, ja olkoon ¢ graafin
G viritys, jossa on kidytetty k = y(G) vérid. Silloin graafilla G on vihintddn yksi
sarmd minki tahansa kahden viriluokan vililld: jos niin ei olisi, niin samaa virii

oltaisiin voitu kdyttdd molemmissa luokissa. Siis m > %k(k —1). Ratkaisemalla tima

epdyhtilo k:n suhteen saadaan k < % +4/2m + }r O

Erds yksinkertainen ja hyvin tunnettu tapa virittaa graafi G, kayttimatta liikaa

vdrejd, on seuraava ahne algoritmi:

Ahne algoritmi. Oletetaan, ettd graafin G solmut on listattu jérjestyksessd

Vi, V2,...,Vpu.
1. Asetetaan solmulle vy viri 1.

2. Kun solmuille vy, va, . ..,v; on asetettu vdrit, missd 1 < j < n, niin solmulle
V41 asetaan pienin vdri, jota ei ole asetettu solmun v j vierussolmuille,

Jotka kuuluvat joukkoon {vi,va,...,v;}.

Esimerkki 3.3. Kuvassa 3.8 on esitetty graafin G ahneen algoritmin mukainen
solmuviritys. Solmulle v asetetaan ensin véri 1. Sitten solmulle v, asetetaan viri
2, koska solmut v; ja v, ovat vierussolmuja. Solmulle v3 voidaan asettaa viri 1,
koska se ei ole solmun v vierussolmu. Solmulle v4 puolestaan ei voida asettaa viria
1, joten asetetaan sille véri 2. Solmu vs on solmujen v3 ja v4 vierussolmu, joten
asetetaan sille viri 3. Vastaavasti solmulle vg asetetaan viri 4. Néin ollen graafin G

vérittimiseen tarvitaan nelja vérid.

G: Vi V2

1 2
Ve eV —m —— 4 @ 1
— .
V5 V4 3 2

Kuva 3.8. Graafin G solmuviritys V — {1, 2, 3,4}.

Muuttamalla graafin G solmujen jarjestystd saadaan aikaan kuvassa 3.9 esitetty

solmuvdritys, jonka mukaan graafin G virittdmiseen tarvitaan kolme viria.
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Kuva 3.9. Graafin G solmuviritys V — {1,2, 3}.

Kuten esimerkissd 3.3 huomattiin, solmujen valitsemisjarjestykselld on vaiku-
tusta siithen, kuinka monella virilld graafi voidaan virittda. Ahneessa algoritmissa
kidytettyjen varien maiard on kuitenkin korkeintaan 1 + A4(G). Edelld olevassa esi-
merkissd 1 + 4(G) = 4, joten viite on voimassa. Tamédn myotd padstddn seuraavaan

lauseeseen:

Lause 3.9. Jokaiselle graafille G pditee
x(G) < 1+4(G).

Todistus (ks. [3, s. 182]). Oletetaan, ettd graafin G solmut on listattu jirjestyksessi
V1, V2,...,V,jaettd graafiin G on kiytetty ahnetta algoritmia. Silloin solmulle v; on
asetettu véri 1. Solmulle v;, missd 2 < i < n, on asetettu joko viri 1 tai viri k + 1,
missd k on suurin sellainen kokonaisluku, ettd kaikki virit 1,2,..., k on kiytetty
vdrittdmaan solmun v; vierussolmut joukossa S = {vy, va, ..., v;_1 }. Koska enintédin
d(v;) solmun v; vierussolmua kuuluvat joukkoon S, niin luvun k suurin arvo on

d(v;). Ndin ollen viri, joka asetetaan solmulle v;, on korkeintaan 1 + d(v;). Siis
x(G) <max{1+d(v;)} =1+ 4(G).

O

Lauseen 3.9 yhtédsuurus on voimassa silloin, kun graafi G on tdydellinen tai
pariton silmukka. Kaikissa muissa tapauksissa tété yldrajaa voidaan hieman tarkentaa
Brooksin lauseella (Lause 3.10), jonka mukaan graafin vériluku on aina pienempi
tai yhtd suuri kuin graafin maksimiaste. Tami todistetaan induktiolla ja tuloksen

osoittamiseksi kdytetddn neljda eri ominaisuutta.

Lause 3.10 (Brooks 1941). Olkoon G yhtendinen graafi. Jos G ei ole tdydellinen
eikd pariton silmukka, niin
x(G) < 4(G).

20



Todistus (vrt. [4, s. 123]). Todistetaan induktiolla graafin G solmujen lukuméiirin n
suhteen.

Perusaskel: Kun n = 1, niin silloin graafi G on tdydellinen, joten tulos on triviaali.
Induktio-oletus: Viite pitee graafeille, joilla on n — 1 solmua.

Induktiovdite: Viite pitee graafeille, joilla on n solmua.

Induktiovdiitteen todistus:

Olkoon G yhtendinen graafi, jolla on n solmua. Jos graafin G minkd hyvénsi sol-
mun aste olisi vihemmin kuin 4 = A(G), niin silloin poistamalla timi solmu, ja
kayttdmalld induktio-oletusta, todistus voitaisiin paittad. Néin ollen voidaan olettaa,
ettd graafi G on 4-sddnnollinen. Kun 4 < 2, niin silloin graafi G on joko polku tai
silmukka, joten ndma tapaukset ovat triviaaleja. Oletetaan siis, ettd 4 > 3. Tehdadan
vastaoletus, ettd y(G) > 4(G).

Olkoon v € G solmu ja H = G — v. Talloin y(H) < 4. Jokaiselle graafin H
komponentille H’ pitee induktio-oletuksen nojalla y (H’) < A(H’) < 4 silloin,
kun komponentti H’ ei ole tdydellinen tai pariton silmukka. Jos H” on tdydellinen
tai pariton silmukka, niin y(H’) = 4(H’) + 1 < 4, koska jokaisella komponentin
H’ solmulla on maksimiaste komponentissa H’ ja yksi tidlldiinen solmu on myos
yhteydessi graafin G solmuun v.

Koska graafi H voi olla 4-vdritettdva mutta graafi G ei, niin saamme seuraavan:

(1) Jokainen graafin H A-vdritys kdyttdd kaikkia vireji 1, . . . , A solmun v vierus-

solmujen virittimiseen. Siis d(v) = A.

Merkitddn v; solmun v vierussolmua, joka on vdritetty virilla i (i = 1,...,4)
missd hyvinsid graafin H A-virityksessd. Olkoon H;; (kaikilla i # j) graafin H

aligraafi, johon kuuluvat kaikki ne solmut, jotka on véritetty véreilld i ja j. Silloin:

(2) Kaikillai # j, solmutv; jav; sijaitsevat samassa aligraafin H; ; komponentissa

Ci,j'

Jos solmut v; ja v; kuuluisivat eri komponentteihin vérit i ja j voitaisiin vaihtaa
keskeniin toisessa néistd komponenteista, jolloin solmut v; ja v viritettéisiin samalla

varilld. Tama on kuitenkin ristiriidassa kohdan (1) kanssa.
(3) Ci,j on aina polku solmusta v; solmuun v ;.

Olkoon P polku solmusta v; solmuun v; komponentissa C; ;. Koska dy(v;) < 4-1,

niin solmun v; vierussolmuilla on pareittain eri vérit: muuten solmu v; voitaisiin
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varittdd uudelleen, mikd on ristiriidassa kohdan (1) kanssa. Niin ollen solmun v;
vierussolmu polussa P on sen ainoa vierussolmu komponentissa C; ;. Yhtapitavasti
myos solmun v; vierussolmu polussa P on sen ainoa vierussolmu komponentissa
C;,;. Siis jos C;; # P, niin polussa P on solmu, jolla on kolme samalla virilld
véritettya vierussolmua graafissa H. Olkoon u ensimmadinen tillainen solmu polussa
P. Koska enintddan 4 — 2 vérid on kdytetty solmun « vierussolmuihin, niin solmu u
voidaan virittdd uudelleen. Mutta tdmé saa sisdosan Pu kuulumaan aligraafin H;
komponenttiin, mikd on ristiriidassa kohdan (2) kanssa (Kuva 3.10). Siis C;; on

polku solmusta v; solmuun v;.

Kuva 3.10. Kohdan (3) todistus.

(4) Polut C; j ja C; . kohtaavat vain solmussa v;, missd i, j ja k ovat erilliset.

Jos v; # u € C;; N C;, niin solmulla u on kaksi vierussolmua, jotka on viritetty
vérilld j ja kaksi vierussolmua, jotka on viritetty vérilld k. Koska d(u) < 4, niin
on olemassa viri [ # i, j, k, jolla solmu u voidaan virittdd uudelleen. Tassd uudessa
virityksessd solmut v; ja v; sijaitsevat aligraafin H; ; eri komponenteissa, mikd on
ristiriidassa kohdan (2) kanssa.

Jos solmun v vierussolmut ovat pareittain vierekkéisid, niin jokaisella on 4 vie-
russolmua joukossa N (v) U {v}, joten G = G| N(v) U {v} ] = K“*!. Koska graafi
G on tdydellinen, ei ole mitidin osoitettavaa. Voidaan siis olettaa, ettd solmut v; ja
vy eivit ole vierussolmuja. Olkoon u# # v, solmun v; vierussolmu polussa Cjz:
silloin c¢(u) = 2. Vaihtamalla keskendén virit 1 ja 3 polussa C; 3, saadaan aikaan
graafin H uusi vdritys ¢”: olkoot v}, H} I (64 ; jne. madritelty vérityksen ¢’ suhteen.

Koska v/ on solmun v; vierussolmu, niin solmu u sijaitsee nyt polussa C, ,, silld

2,3°
¢’(u) = c(u) = 2. Kohdan (4) perusteella kuitenkin polku v;Cj» siilytdd alkupe-
rdisen virityksensd, joten u € v1Cip C C{,z- Niin ollen u € C§’3 N Ci,z’ miki on
ristiriidassa kohdan (4) kanssa véritykselle ¢’.

Matemaattisen induktioperiaatteen nojalla on siis osoitettu, ettd jos graafi G ei

ole tiaydellinen eika pariton silmukka, niin y(G) < 4(G).
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