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Luku 1

REGRESSIO

Mallinnustilanteessa suurey riippuu suureistax1, . . . , xk tunnetun tai tuntematto-
man funktionφ kautta, ts.

y = φ(x1, . . . , xk).

Suurey on tällöin ns.vasteeli selitetẗavä muuttujaja muuttujatx1, . . . , xk ovat ns. response

faktoreitaeli selittäviä muuttujia.Faktoreiden arvoja kutsutaantasoiksi.Funktio levels
φ on ns.todellinen vastefunktioja se sisältää systeemin kaikki fysiikan ilmiöt,
mittausprosessin mukaan lukien.

Funktioφ on yleensä tuntematon tai sitten niin mutkikas, ettei sit¨a voida sel-
laisenaan käyttää. Otamme käyttöön muotoa

y = f(x1, . . . , xk) + ǫ,

olevanempirisen mallin, missä funktiof on olettamamme funktionφ approksi-
maatio, javirhetermiǫ on satunnaismuuttuja.

Malli saadaan käyttöön, kun ensin on saatu kokeiden tuloksena tietty määrä
faktorien arvoyhdelmiä ja niitä vastaavat vasteen arvot. Datanaon kerättyN kap-
paletta faktorien arvoyhdelmiä sekä niitä vastaavat vasteen arvot:

koe faktorien tasot vaste
1 x11, . . . , x1k y1

2 x21, . . . , x2k y2
...

...
...

N xN1, . . . , xNk yN

Regressioanalyysi on mallinf parametrienestimointi.
Mallia voidaan käyttää

• arvioimaan erilaisten faktoreiden vaikutusta vasteeseentai
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• ennustamaan vasteen arvon sellaisille faktorien arvoyhdelmille, joille vas-
taavia kokeita ei ole tehty, mm. vasteen optimoinnin yhteydessä.

Jos datan keruu on kallista, vaarallista tai muuten hankalaa, kannattaa valita fak-
torien arvoyhdelmät etukäteen niin, että saatu malli olisi mahdollisimman käyttö-
kelpoinen mahdollisimman pienellä arvoyhdelmien lukum¨aärällä. Tällainen va-
linta on tilastollinen kokeiden suunnittelu. Jos data on jo kerätty tai jos faktorei-design of

experiments den tasot eivät ole tiedossa tai niihin ei voida vaikuttaa,ei kokeiden suunnittelua
tarvita.

Tässä luvussa kerrataan tilastomatematiikan peruskurssien opettamia tieto-
ja regressiomallin rakentamisesta, mallia koskevien hypoteesien testaamisesta ja
mallin sopivuuden arvioinnista. Keskitymme lineaarisen regressiomenetelmän osiin,
joita tarvitaan vastepintamallinnuksessa.

1.1 Matriisilaskentaa ja multinormaalijakauma

Tässä kerrataan ja käsitellään lyhyesti eräitä tilastollisten monimuuttujamenetel-
mien tarvitsemia matriisilaskennan ja normaalijakauman käsitteitä.

Matriisilaskentaa

Aluksi eräitä määritelmiä. NeliömatriisiA on symmetrinen,jos AT = A, ja
idempotentti,jos A2 = A. Idempotentin matriisin ainoat mahdolliset ominai-
sarvot ovat0 ja 1, sillä josAx = λx, niin myösA2x = λx ja toisaaltaA2x =eigenvalues

λAx = λ2x, jotenλ2 = λ. Jos symmetrinen matriisi on ei-singulaarinen, niin sen
käänteismatriisi on myös symmetrinen.

Matriisin rivirangi (vast.sarakerangi) on sen suurin lineaarisesti riippumat-
tomien rivien (vast. sarakkeiden) lukumäärä. Tunnetusti matriisinA rivi- ja sara-
kerangit ovat samat, tätä yhteistä arvoa kutsutaan matriisin asteeksieli rangiksi,
merkitäänrank(A). Edelleen neliömatriisin rangi on sen nollasta eroavien omi-
naisarvojen lukumäärä (moninkertaiset ominaisarvot otetaan mukaan kertalukun-
sa osoittama määrä). Näin ollen idempotentin matriisin rangi on sen1-ominaisar-
vojen lukumäärä.

NeliömatriisinA jälki, merkitääntrace(A), on sen lävistäjäalkioiden summa.diagonal elements

Jäljellä on seuraavat ominaisuudet:

1. trace(A + B) = trace(A) + trace(B);

2. trace(cA) = c trace(A) (c on skalaari);

3. trace(AT ) = trace(A);
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4. trace(BTA) = trace(ABT ) =

n
∑

i=1

m
∑

j=1

aijbij , kun A ja B ovat n × m-

matriiseja;

5. trace(A) onA:n ominaisarvojen summa neliömatriisilleA.

Ominaisuudesta 5. johtuen idempotentin matriisin rangi onsen jälki.
Merkitään0n:llä n-vektoria, jonka kaikki alkiot ovat nollia (nollavektori),

1n:llä n-vektoria, jonka kaikki alkiot ovat ykkösiä (ykk̈osvektori), On:llä n × n-
matriisia, jonka kaikki alkiot ovat nollia (nollamatriisi), ja vieläIn:llä n×n-iden-
titeettimatriisia. Seuraavia erikoismatriiseja tarvitaan usein:

Jn = 1n1
T
n , Kn = Jn − In , Mn = In − 1

n
Jn

Jn on n × n-matriisi, jonka kaikki alkiot ovat ykkösiä. MatriisitJn, Kn ja Mn

ovat symmetrisiä. Seuraavat ominaisuudet ovat todettavissa suoralla laskulla:

(i) 1T
n1n = n

(ii) Jn1n = n1n

(iii) Kn1n = (n − 1)1n

(iv) Mn1n = 0n

(v) J2
n = nJn

(vi) K2
n = (n − 1)Jn −Kn

(vii) M2
n = Mn (eli Mn on idempotentti)

(viii) JnKn = (n − 1)Jn

(ix) JnMn = On

(x) KnMn = −Mn

(xi) n(Kn + Mn) = (n − 1)Jn

Matriiseja on usein edullista käsitellä jaettuina lohkoihin:

A =











A11 A12 · · · A1k

A21 A22 · · · A2k

...
...

. . .
...

Aℓ1 Aℓ2 · · · Aℓk











.

Lohkomuodossa olevien matriisien transpoosi ja tulo saadaan suoraan lohkojen
avulla:













A11 A12 · · · A1k

A21 A22 · · · A2k

...
...

. . .
...

Aℓ1 Aℓ2 · · · Aℓk













T

=













AT
11 AT

21 · · · AT
ℓ1

AT
12 AT

22 · · · AT
ℓ2

...
...

. . .
...

AT
1k AT

2k · · · AT
ℓk
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ja










A11 A12 · · · A1k

A21 A22 · · · A2k

...
...

. . .
...

Aℓ1 Aℓ2 · · · Aℓk





















B11 B12 · · · B1m

B21 B22 · · · B2m

...
...

. . .
...

Bk1 Bk2 · · · Bkm











=











C11 C12 · · · C1m

C21 C22 · · · C2m

...
...

. . .
...

Cℓ1 Cℓ2 · · · Cℓm











,

missä

Cij =
k
∑

t=1

AitBtj

(huomaa kertojärjestys), olettaen, että kaikki esiintyvät matriisikertolaskut ovat
määriteltyjä. Lohkokertosääntö muistuttaa ”tavallista” matriisien kertosääntöäcij =
∑k

t=1 aitbtj , ja voidaan sitä käyttäen todistaa helposti. Eräs erikoistapaus on ns.
toinen matriisikertos̈aäntö

(

a1 a2 · · · ak

)













bT
1

bT
2

...

bT
k













=
k
∑

t=1

atb
T
t .

Summalausekkeet ja matriisit liittyvät toisiinsa seuraavilla kaavoilla, jotka
ovat helposti todettavissa. Merkitään

A =
(

a1 a2 · · · ak

)

ja B =













bT
1

bT
2
...

bT
k













.

Silloin

1.
1

k
A1k =

1

k

k
∑

t=1

at (ns.A:n sarakekeskiarvo,merkitään̄a);column mean

2.
1

k
1T

k B =
1

k

k
∑

t=1

bT
t (ns.B:n rivikeskiarvo,merkitäänb̄T );row mean

3. AJkB =

k
∑

t=1

k
∑

s=1

atb
T
s ;
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4. AKkB =
k
∑

t=1

k
∑

s=1
s 6=t

atb
T
s ;

5. AMk = A − ā1T
k (vähennetäänA:n sarakkeista sen sarakekeskiarvo eli

keskiteẗaän sarakkeet);

6. MkB = B − 1kb̄
T (vähennetäänB:n riveistä sen rivikeskiarvo elikeski-

tetään rivit);

7. AMkB = AM2
kB = (A − ā1T

k )(B − 1kb̄
T ).

Kohdan 7. seurauksena erikoisesti

AMkA
T = (A − ā1T

k )(A − ā1T
k )T .

Multinormaalijakauma

Satunnaisvektorillax (n-vektori) on ns.multinormaalijakaumaN(µ,Σ), jos sen multinormal

distributiontiheysfunktio on

f(x) =
1

(2π)n/2
√

det(Σ)
exp

(

−1

2
(x − µ)TΣ−1(x − µ)

)

.

Tässäµ = E(x) (odotusarvo(vektori)) jaΣ = V (x) = E((x − µ)(x − µ)T ) expectation

(varianssi(matriisi)). Mikäliµ = 0n ja Σ = In, on kyseessä ns.standardimulti-
normaalijakauma.

Todetaan seuraavat multinormaalijakauman ominaisuudet:

1. Josx:llä on n-ulotteinenN(µ,Σ)-jakauma,C on m × n-matriisi, jonka
rivirangi on täysi (elim), jab onm-vektori, niin satunnaisvektorillaCx+b

onm-ulotteinenN(Cµ + b,CΣCT )-jakauma.

2. Josx:llä on n-ulotteinenN(µ,Σ)-jakauma,C1 onm1 × n-matriisi,C2 on
m2 × n-matriisi,b1 on m1-vektori jab2 onm2-vektori, niin satunnaisvek-
torit C1x + b1 ja C2x + b2 ovat riippumattomat tarkalleen silloin, kunindependent

C1ΣCT
2 = O.

3. Josx:llä onn-ulotteinenN(µ1n, σ2In)-jakauma jas2 = 1
n−1

xTMnx (otos-
varianssi) niin satunnaismuuttujalla sample variance

s2(n − 1)

σ2

onχ2-jakauman−1 vapausasteella. Yleisesti, josA on symmetrinen idem-degrees of freedom
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potenttin × n matriisi, niin satunnaismuuttujalla

1

σ2
(x − µ1n)TA(x − µ1n)

onχ2-jakaumarank(A) vapausasteella.

4. Josx:llä onn-ulotteinenN(µ1n, σ
2In)-jakauma,̄x = 1

n
1T

nx (otoskeskiarvo)sample mean

ja s2 = 1
n−1

xTMnx (otosvarianssi) niin satunnaismuuttujalla

(x̄ − µ)
√

n

s

on t-jakauman−1 vapausasteella. (Huomaa, että(x̄−µ)
√

n/σ on standar-
dinormaalisti jakautunut jas2(n − 1)/σ2 onχ2-jakautunutn − 1 vapausas-
teella ja että nämä satunnaismuuttujat ovat riippumattomat. Yleisesti, josu
on standardinormaalisti jakautunut,v onχ2-jakautunutm vapausasteella ja
u ja v ovat riippumattomat, niinu

√
m/

√
v on t-jakautunutm vapausasteel-

la.)

5. Josx1:llä on n1-ulotteinenN(µ1, σ
2In1

)-jakauma,x2:llä on n2-ulotteinen
N(µ2, σ

2In2
)-jakauma sekäx1 ja x2 ovat riippumattomat, niin satunnais-

muuttujalla
xT

1 Mn1
x1/(n1 − 1)

xT
2 Mn2

x2(n2 − 1)

on F-jakauma vapausasteinn1 − 1 ja n2 − 1. (Huomaa, ettäxT
1 Mn1

x1/σ
2

jaxT
2 Mn2

x2/σ
2 ovat riippumattomatχ2-jakautuneet satunnaismuuttujat va-

pausasteinn1−1 jan2−1, vastaavasti. Yleisesti riippumattomien, vapausas-
teinm1 jam2 χ2-jakautuneiden vapausasteillaan jaettujen satunnaismuuttu-
jien osamäärä on F-jakautunut vapausasteinm1 ja m2.)

1.2 Lineaarinen regressiomalli

Ensimm̈aisen kertaluvun regressiomallion muotoa

y = β0 + β1x1 + · · · + βkxk + ǫ.

missä kertoimetβ0, β1, . . . , βk ovat mallinparametrit. Jos merkitään

x =











1
x1
...

xk











ja β =











β0

β1
...

βk











,
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voidaan tällainen1. kertaluvun regressiomalli kirjoittaa muotoon

y = xT β + ǫ.

Yleisestid:nnen kertaluvun regressiomallion muotoay = p(x1, . . . , xk) + ǫ
oleva malli, missäp on muuttujienx1, . . . , xk d:nnen asteen polynomi, jonka
kertoimet ovat parametrejä. Polynominp ei tarvitse sisältää kaikkia mahdolli-
sia termejä. Itse asiassa polynomiaalinen regressio voidaan palauttaa1. kertalu-
vun regressioksi ottamalla uusia faktoreita käyttöön.Esimerkiksi toisen kertalu-
vun regressiomallissa

y = β0 + β1x1 + β2x2 + β12x1x2 + ǫ

ainoa korkeamman kuin ensimmäisen asteen termi onβ12x1x2. Otetaan uusi muut-
tuja x3, kirjoitetaan sen arvoksi suureenx1x2 arvo, ja valitaan parametriβ12 sen
kertoimeksi. Näin saadaan 1. kertaluvun regressiomalli

y = β0 + β1x1 + β2x2 + β12x3 + ǫ.

Polynomimallit ovatlineaarisia regressiomalleja, ts. ne ovat parametriensä line-
aariyhdelmä + virhetermi. linear combination

Regressiomallien parametrit voidaan estimoidapienimm̈an nelïosumman kei-
nolla. Muodostetaan koedatasta ns.datamatriisiX sekävastevektoriy: method of least

squares

X =











1 x11 x12 · · · x1k

1 x21 x22 · · · x2k
...

...
...

.. .
...

1 xN1 xN2 · · · xNk











, y =











y1

y2
...

yN











.

Valitaan parametrienβ estimaattib siten, että neliösumma

‖y − Xb‖2 = (y −Xb)T (y − Xb)

minimoituu. Neliösumman gradienttib:n suhteen on−2XT (y − Xb) ja merkit-
semällä se nollavektoriksi saadaan lineaarinen yhtäl¨oryhmä

XTXb = XTy,

josta ratkaistaanb:










b0

b1
...
bk











= b = (XTX)−1XTy.
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Tällöin tietysti oletetaan, ettäXTX on ei-singulaarinen ja erityisesti, ettäN ≥
k + 1. Matriisit XTX ja (XTX)−1 ovat symmetrisiä.

Koska1. kertaluvun malli on muotoay = xT β + ǫ, liittyvät vastevektori ja
datamatriisi toisiinsa yhtälöllä

y = Xβ + ǫ , ǫ =











ǫ1

ǫ2
...

ǫN











,

missäǫ on satunnaisvektori. Satunnaismuuttujatǫ1, ǫ2, . . . , ǫN ovat riippumat-
tomia (sillä kokeet suoritetaan toisistaan riippumattomasti) ja niillä on kullakin
N(0, σ2)-jakauma. (Odotusarvo on0, sillä systemaattinen virhe voidaan sisällyttää
parametriinβ0.) Satunnaisvektorillaǫ on siisN(0, σ2IN)-multinormaalijakauma.
Koskaǫ on satunnaisvektori, niin samoin ony = Xβ + ǫ sekä edelleen

b = (XTX)−1XTy = (XTX)−1XT (Xβ + ǫ) = β + (XTX)−1XTǫ.

Vaikka ǫ:n komponentit ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, eivät b:n
komponentit sitä yleisesti ole. Välittömästi todetaan nimittäin, että

E(b) = E(β + (XTX)−1XTǫ) = β + (XTX)−1XTE(ǫ) = β

ja

V (b) = V (β+(XTX)−1XT ǫ) = (XTX)−1XT V (ǫ)X(XTX)−1 = σ2(XTX)−1.

Siispäb:llä onN(β, σ2(XTX)−1)-multinormaalijakauma ja sen komponentit ovat
riippumattomat tarkalleen silloin, kunXTX on lävistäjämatriisi (jolloin myös
(XTX)−1 on lävistäjämatriisi).

Kun mallin parametrien estimaattib on saatu, voidaan muita faktorien tasoja
ξ vastaava vasteen arvo ennustaa:

ŷ = ξTb.

Tässäb on satunnaisvektori, joten ennustusŷ on satunnaismuuttuja. Edelleen

E(ŷ) = ξT E(b) = ξT β

ja
V (ŷ) = ξT V (b)ξ = σ2ξT (XTX)−1ξ.

Erityisesti voidaan ”ennustaa” datamatriisissa esiintyviä faktorien arvoyhdelmiä
vastaavat vasteet:

ŷ = Xb = X(XTX)−1XTy.



1.2. LINEAARINEN REGRESSIOMALLI 9

Erotusy − ŷ =: r on ns.residuaalivektori,datan avulla lausuttuna

r = y − ŷ = (IN − X(XTX)−1XT )y.

Ideaalisesti residuaalissar on vain ”kohinaa” eli virheterminǫ vaikutus. Residu-
aalivektorin pituuden neliö

‖r‖2 = rT r = (y − Xb)T (y −Xb) =: SSE

on ns.residuaalin nelïosumma.KoskaE(SSE) = (N − k − 1)σ2, niin (olettaen, sum of squares of

residuals (errors)ettäN > k + 1)

s2 =
SSE

N − k − 1

on virhetermin varianssinσ2 estimaatti. Jos merkitään

(XTX)−1 =: C =











c00 c01 · · · c0k

c10 c11 · · · c1k
...

...
. . .

...
ck0 ck1 · · · ckk











,

niin V (bi) = σ2cii. Näin ollen V (bi):n estimaatiksi käys2cii. Standardivirhe
se(bi) :=

√
s2cii on parametrin estimoitu keskihajonta. Vastaavasti standard error

standard deviation
se(ŷ) :=

√

s2ξT (XTX)−1ξ

on vasteen ennustuksen estimoitu keskihajonta.

Esimerkki

Määritä ensimmäisen kertaluvun regressiomalli datalle:

x1 x2 y
0.3 1 5.63
0.3 1 6.42
0.7 1 1.38
0.7 1 1.94
0.3 5 11.57
0.3 5 12.16
0.7 5 5.72
0.7 5 4.69
0.3 9 12.68
0.3 9 13.31
0.7 9 8.28
0.7 9 7.73 1 5 9

0

5

10

15

 x
1
=0.3

 x
1
=0.7

 x
2

 y

ja estimoi parametrien standardivirheet. Ennusta mallin avulla vasteeny arvo ta-
soillax1 = 0.5, x2 = 4.
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Ratkaisu

Malli on siis muotoa
y = β0 + β1x1 + β2x2 + ǫ.

Datamatriisi ja vastevektori ovat:

X =









































1 0.3 1
1 0.3 1
1 0.7 1
1 0.7 1
1 0.3 5
1 0.3 5
1 0.7 5
1 0.7 5
1 0.3 9
1 0.3 9
1 0.7 9
1 0.7 9









































, y =









































5.63
6.42
1.38
1.94
11.57
12.16
5.72
4.69
12.68
13.31
8.28
7.73









































.

Pienimmän neliösumman menetelmällä saadaan tarkkojen parametrienβ esti-
maattib:

b = (XTX)−1XTy =





10.14
−13.35
0.83



 ,

josta varianssianalyysissa käytetty matriisiC:

C = (XTX)−1 =





0.80 −1.04 −0.04
−1.04 2.08 0.00
−0.04 0.00 0.01



 .

Regressiomalli on siiŝy = 10.14 − 13.35x1 + 0.83x2. Vastepinta on taso:

0.3

0.7

1

5

9

0

5

10

15

 x
1

 x
2

 y
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”Ennustamme” datan vasteet ja laskemme residuaalivektorin:

ŷ = Xb =









































6.97
6.97
1.63
1.63
10.30
10.30
4.96
4.96
13.62
13.62
8.29
8.29









































, r = y − ŷ =









































−1.34
−0.55
−0.25
0.31
1.28
1.87
0.76
−0.27
−0.94
−0.31
−0.01
−0.56









































.

Residuaalin neliösumma:

SSE = ‖r‖2 = rT r = 9.30.

Virhetermin varianssinσ2 estimaattis2:

s2 =
SSE

N − k − 1
=

SSE

12 − 2 − 1
= 1.03.

Estimoidut parametrien keskihajonnat eli standardivirheet:

se(b0) =
√

s2c00 =
√

1.03 · 0.80 = 0.91,

se(b1) =
√

s2c11 =
√

1.03 · 2.08 = 1.47,

se(b2) =
√

s2c22 =
√

1.03 · 0.01 = 0.09.

Nyt voidaan ennustaa mallia käyttäen vasteen arvo, kunx1 = 0.5 ja x2 = 4:

ξ =





1
0.5
4



 , ŷ = ξTb = (1 0.5 4)





10.14
−13.35
0.83



 = 10.14−13.35·0.5+0.83·4 = 6.79.

Ennusteen keskihajonta estimoidaan:

se(ŷ) =

√

s2ξTCξ = 0.31.
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Harjoitusteht ävät

1. Muodosta satunnainen datamatriisiX, jossa onN = 10 koetta jak = 5
faktoria. Valitse jokin parametrivektoriβ ja generoi simuloitu vastevektori
y = Xβ + ǫ, missäǫ on N(0, 0.01I). Estimoi nytβ eli etsib pienimmän
neliösumman keinolla. Laske myös parametrien estimoidut standardivirheet
se(bi).

Kokeile miten käy, kun vaihdat matriisinX 3. sarakkeeksi sen 2. sarakkeen
lisättynä pienellä luvullaδ. Käy läpi arvotδ = 0.1, 0.01, 0.0001, 0.000001
ja seuraa mitä tapahtuu estimaatilleb.

2. Mitkä ovat faktorit, parametrit ja vasteet ja miten saadaan datamatriisit,
kun mallit muunnetaan 1. kertaluvun lineaarisiksi malleiksi, ja kun ǫ on
N(0, σ2)-normaalijakautunut virhetermi?

(a) y = β0 + β2x2 + β11x
2
1 + β23x2x3 + ǫ

(b) y = β0 +β1 sin(ω1t+φ1)+β2 sin(ω2t+φ2)+ ǫ (t on aikamuuttuja)

(c) y = Cλtk (t on aikamuuttuja jaλ = eǫ on lognormaali virhetermi)

3. Johda kaavat

(a) r = (IN − X(XTX)−1XT )ǫ

(b) XT r = 0

(c) E(brT ) = O

(d) E(SSE) = (N − k − 1)σ2

1.3 Hypoteesien testaaminen

Varianssianalyysiä käyttäen voidaan testata ns.lineaarisia hypoteeseja,ts. muotoa

H0 : Aβ = d

olevia hypoteeseja, missäA on q × (k + 1)-matriisi, jonka rivirangi on täysi, ts.
sen rivit ovat lineaarisesti riippumattomat, jad on q-vektori. Vielä oletetaan, että
q < k + 1. ValitsemallaA ja d sopivasti saadaan hyvinkin monenlaisia testejä.
Vastahypoteesi onH1 : Aβ 6= d.

Regressiomallin hypoteesintestauksen perustulos on

Lause 1.1.JosH0 : Aβ = d on tosi, niin (aiemmin mainituin normaalisuusole-
tuksin) suureella

(Ab− d)T (A(XTX)−1AT )−1(Ab− d)/q

SSE/(N − k − 1)
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on F-jakauma vapausasteinq ja N −k−1 (taas kerran olettaen, että N > k+1).

Todistus.Ensinnäkin (kts. kohdan 1.2 harjoitustehtävä 3c) satunnaisvektoritb jar

ovat riippumattomia. Näin ollen ovat myös suureet(Ab−d)T (A(XTX)−1AT )−1(Ab−
d) ja SSE = rT r riippumattomat. Edelleen suureella1

σ2 SSE onχ2-jakaumaN −
k − 1 vapausasteella. Vielä pitää näyttää, että suureella

1

σ2
(Ab− d)T (A(XTX)−1AT )−1(Ab− d)

onχ2-jakaumaq vapausasteella, kunH0 on tosi.
Koska vektorillab on N(β, σ2(XTX)−1)-jakauma, on vektorillaAb − d ja-

kauma

N(Aβ − d, σ2A(XTX)−1AT ) = N(0q, σ
2A(XTX)−1AT ).

SelvästiA(XTX)−1AT on symmetrinen ja positiivisemidefiniitti. KoskaA:lla
on täysi rivirangi jaXTX on ei-singulaarinen, on myösA(XTX)−1AT ei-sin-
gulaarinen ja siis positiividefiniitti. Schurin lauseen mukaan se voidaan kirjoit-
taa muotoonA(XTX)−1AT = QΛQT , missäQ on ortogonaalimatriisi jaΛ on
lävistäjämatriisi, jonka lävistäjällä ovatA(XTX)−1AT :n (positiiviset) ominaisar-
vot. Näin ollen on matriisilla(A(XTX)−1AT )−1 neliöjuuri Q

√
Λ−1QT =: B,

missä lävistäjämatriisi
√

Λ−1 saadaan matriisistaΛ−1 ottamalla sen lävistäjäal-
kioista neliöjuuret. IlmeisestiB on symmetrinen ei-singulaarinen matriisi. Nyt
vektorinB(Ab− d) jakauma on

N(0q, σ
2BB−2BT ) = N(0q, σ

2Iq).

Suureella

1

σ2
(Ab− d)T (A(XTX)−1AT )−1(Ab− d) =

1

σ2
(B(Ab− d))TB(Ab− d)

on näin ollenχ2(q)-jakauma.

Hypoteesin testaaminen sujuu tavalliseen tapaan. Merkitsevyystasoα kiinni- level of significance

tetään. Jos testisuure osuu varjostetulle häntäalueelle kuvassa, hylätäänH0. Mitä
”huonommin”H0 pitää paikkansa, sitä suurempi pyrkii‖Ab− d‖ ja F-testisuure
olemaan.

ala = α

Fq,N–k–1
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Josq = 1, on hypoteesiH0 muotoaaT β = d, ja F-testin suure on

N − k − 1

SSE

(aT b− d)2

aT (XTX)−1a
=

1

s2

(aTb − d)2

aT Ca

Hypoteesin testaamiseen voidaan yhtä hyvin ottaaN − k − 1 vapausasteella t-
jakautunut suure

ti =
aTb − d√
s2aTCa

eli F-testisuureen neliöjuuri. HypoteesiH0 : aT β = d hylätään, jos suureti osuu
varjostetulle alueelle kuvassa. Tätä t-suuretta käyttäen voidaan myös tehdä yksi-
puolisia testejä.

tN–k–1

Valinta aT = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), missä1 on i:s alkio, antaa hypoteesin
H0 : βi = 0, joka testaa faktorinxi tarpeellisuutta mallissa. Tällöin F-testisuure
on

b2
i

s2cii

ja t-testisuure on sen neliöjuuri.
Koko mallin k̈ayttökelpoisuuttapuolestaan testaa hypoteesi

H0 : β1 = · · · = βk = 0.

Jos tätäH0:aa ei hylätä, ovat käytetyt faktorit huonoja selittäjiä, ts. koko malli
voitaisiin yhtä hyvin korvata vakiolla + kohinalla (eli mallilla y = β0 + ǫ). Vastaa-
va A-matriisi on

(

0k Ik

)

ja d = 0k. Tehdään datamatriisissa jab-vektorissa
samanlainen ositus:

X =
(

1N D
)

ja b =

(

b0

b1

)

.

(Matriisi D on muuten ns.suunnittelumatriisi,jota tarvitaan vielä jatkossa.) Tässädesign matrix

1N onN-vektori, jonka kaikki alkiot ovat ykkösiä. SilloinAb = b1 ja

XTX =

(

1T
N

DT

)

(

1N D
)

=

(

N 1T
ND

DT1N DTD

)

.

Edelleen tällöin

(Ab− d)T (A(XTX)−1AT )−1(Ab− d) = bT
1 (A(XTX)−1AT )−1b1 =: SSR,
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ns.regression nelïosumma.
Tunnetun lohkomatriisien kääntökaavan1 mukaan(XTX)−1:n oikea alalohko

eli siisA(XTX)−1AT on

(

DTD − DT1N
1

N
1T

ND

)−1

= (DTMND)−1.

Matriisi MN = IN − 1
N
1N1T

N on ns.keskitysmatriisi.Sillä kertominen vähentää
vektorista sen keskiarvon. KoskaMN1N = 0N , niin

SSR = bT
1 DTMNDb1 = (b01N + Db1)

TMN(b01N + Db1) = (Xb)TMNXb

= ŷTMN ŷ.

Koska edelleenXT r = 0k+1 (kohdan 1.2 harjoitustehtävä 3b), niin1T
Nr = 0

(tarkastellaan vainX:n ensimmäistä saraketta) jaŷTr = bT XTr = 0. Näin ollen

rTMN ŷ = rT

(

IN − 1

N
1N1T

N

)

ŷ = rT ŷ − 1

N
rT1N1T

N ŷ = 0

ja

rTMNr = rT

(

IN − 1

N
1N1T

N

)

r = rT r − 1

N
rT1N1T

Nr = rT r = SSE.

Ns.kokonaisnelïosumma total sum of

squares
SST := (MNy)T (MNy)

on näin hajotettavissa residuaalin neliösumman ja regression neliösumman sum-
maksi:

SST = (MNy)T (MNy) = yTMNy = (r + ŷ)TMN(r + ŷ)

= rTMNr + ŷTMN ŷ = SSE + SSR.

Jakamalla neliösumma vapausasteellaan saadaan aina vastaavakeskinelïo: mean square

1 Jos neliömatriisin

(

U V

W Z

)

neliölohkoU on ei-singulaarinen, niin neliömatriisi on ei-

singulaarinen jos ja vain josZ − WU
−1

V on ei-singulaarinen. Sen käänteismatriisi on

(

U
−1 + U

−1
V(Z − WU

−1
V)−1

WU
−1 −U

−1
V(Z − WU

−1
V)−1

− (Z − WU
−1

V)−1
WU

−1 (Z − WU
−1

V)−1

)

.
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MSE :=
SSE

N − k − 1
= s2 , MSR :=

SSR

k
, MST :=

SST

N − 1

(residuaalin keskineliö, regression keskineliö ja kokonaiskeskineliö).
HypoteesinH0 : β1 = · · · = βk = 0 testisuure on näin ollenMSR/MSE ja

sillä on Lauseen 1.1 mukaan F-jakauma vapausasteink ja N − k − 1. Vastahypo-
teesi on

H1 : ”ainakin yksi parametreistäβ1, . . . , βk on 6= 0” .

H0:n hylkääminen merkitsee, että ainakin yhdellä faktorilla on merkittävää vaiku-
tusta vasteeseen.Varianssianalyysitaulueli ANOVA-taulu sisältää kaiken tämän:ANalysis Of

VAriance
variaation lähde vapausasteet neliösummat keskineliöt F merkitsevyys

regressio

residuaali

kokonaisvariaatio

k

N − k − 1

N − 1

SSR

SSE

SST

MSR

MSE

MST

MSR

MSE

pieninα:n
arvo, jolla
H0 hylätään

Neliösummista saadaan myös ns.determinaatiokerroineli selitysastecoefficient of

determination SSR

SST
=: R2.

R2 ilmoittaa kuinka suuren suhteellisen osan vastevektorin otosvarianssista regres-
sio selittää.R2:n neliöjuuri R on ns.yhteiskorrelaatiokerroin.Jotkut käyttävät
mieluummin ns.korjattua determinaatiokerrointaadjusted R2

1 − MSE

MST
=: R2

A = 1 − (1 − R2)
N − 1

N − k − 1
.

R2
A ilmoittaa kuinka paljon suhteellisestiV (ǫ):n estimoidusta arvosta voidaan

poistaa sovittamalla jokin muu kuinH0:n mukainen malliy = β0 + ǫ verrattu-
na siihenV (ǫ):n estimoituun arvoon (= MST), joka ko. mallin avulla saadaan.

Esimerkki

Kohdan 1.2. esimerkin vasteen kuvaaja (sivulla 9) näyttää neliölliseltäx2:n suh-
teen, varsinkin kunx1 = 0.3, joten tuntuu järkevältä lisätä terminβ22x

2
2 malliin.

Koska koejärjestelyissä ei ole testattu kuin kahdellax1:n arvolla, ei voida ottaa
mukaanx1:n toisen asteen termejä. Yhteisvaikutukset saadaan kertomalla line-
aariset ja neliöllisetx2 faktorit ja lineaarisetx1 faktorit keskenään. Määritä siis
kolmannen kertaluvun malli

y = β0 + β1x1 + β2x2 + β12x1x2 + β22x
2
2 + β122x1x

2
2 + ǫ

kohdan 1.2 esimerkin datalle. Testaa faktorinx1x
2
2 tarpeellisuus ja koko mallin

käyttökelpoisuus. Laske mallin determinaatiokertoimet R2 ja R2
A.
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Ratkaisu

Nyt siis

β =

















β0

β1

β2

β12

β22

β122

















, b =

















b0

b1

b2

b12

b22

b122

















.

Datamatriisi ja vastevektori ovat:

X =









































1 0.3 1 0.3 1 0.3
1 0.3 1 0.3 1 0.3
1 0.7 1 0.7 1 0.7
1 0.7 1 0.7 1 0.7
1 0.3 5 1.5 25 7.5
1 0.3 5 1.5 25 7.5
1 0.7 5 3.5 25 17.5
1 0.7 5 3.5 25 17.5
1 0.3 9 2.7 81 24.3
1 0.3 9 2.7 81 24.3
1 0.7 9 6.3 81 56.7
1 0.7 9 6.3 81 56.7









































, y =









































5.63
6.42
1.38
1.94
11.57
12.16
5.72
4.69
12.68
13.31
8.28
7.73









































.

Mallin kertoimet ovat:

b = (XTX)−1XTy =

















6.21
−7.93
3.33
−3.29
−0.24
0.31

















.

Varianssianalyysin matriisiC:

C = (XTX)−1 =

















4.20 −7.24 −1.81 3.11 0.15 −0.26
−7.24 14.49 3.11 −6.23 −0.26 0.52
−1.81 3.11 1.12 −1.93 −0.11 0.18
3.11 −6.23 −1.93 3.86 0.18 −0.37
0.15 −0.26 −0.11 0.18 0.01 −0.02
−0.26 0.52 0.18 −0.37 −0.02 0.04

















.

Malli on siis ŷ = 6.21−7.93 ·x1 +3.33 ·x2 −3.29 ·x1x2 −0.24 ·x2
2 +0.31 ·x1x

2
2.

Vastepinta on lievästi kaareva:
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0.3

0.7

1

5

9

0

5

10

15

 x
1

 x
2

 y

”Ennustetut” vasteet ja residuaali:

ŷ = Xb =









































6.03
6.03
1.66
1.66
11.87
11.87
5.21
5.21
13.00
13.00
8.01
8.01









































, r = y − ŷ =









































−0.40
0.40
−0.28
0.28
−0.30
0.30
0.52
−0.52
−0.32
0.32
0.28
−0.28









































.

Residuaalin neliösumma:
SSE = rT r = 1.52.

Varianssin estimaatti:

s2 =
SSE

N − k − 1
=

SSE

12 − 5 − 1
= 0.25.

Estimoidut parametrien keskihajonnat:

se(b0) =
√

s2c00 =
√

0.25 · 4.20 = 1.03,

se(b1) =
√

s2c11 =
√

0.25 · 14.49 = 1.92,

se(b2) =
√

s2c22 =
√

0.25 · 1.12 = 0.53,

se(b12) =
√

s2c33 =
√

0.25 · 3.86 = 0.99,

se(b22) =
√

s2c44 =
√

0.25 · 0.01 = 0.05,

se(b122) =
√

s2c55 =
√

0.25 · 0.04 = 0.10.
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Testataan kolmannen asteen faktorinx1x
2
2 tarpeellisuus. Hypoteesit siis ovat:

H0 : β122 = 0, H1 : β122 6= 0,

eli matriiseina:
H0 : aT β = d, H1 : aT β 6= d,

kun
aT = A =

(

0 0 0 0 0 1
)

, d = 0.

F-testisuure on:

F =
1

s2

(aTb − d)2

aT Ca
= 10.32,

jolla siis on F-jakauma vapausasteinq = 1 ja N − k− 1 = 12− 5− 1 = 6. Testin
voi myös tehdä t-testinä jolloin suureeksi saadaan:

t =
aT b− d√
s2aT Ca

= 3.21,

vapausasteinN − k − 1 = 6. Taulokoista tai ohjelmistoista nähdään, että molem-
milla testeillä pienin merkitsevyystasoα, jolla H0 hylätään on 0.018.

Koko mallin käyttökelpoisuus testataan hypoteesein

H0 : β1 = · · · = βk = 0, H1 : βi 6= 0 jollakin termilläi ∈ {1, 2, 12, 22, 122},

eli matriiseina:
H0 : Aβ = d, H1 : Aβ 6= d,

kun

A =













0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1













, d =













0
0
0
0
0













.

Testisuure on

F =
(N − k − 1)

q · SSE
(Ab− d)T (A(XTX)−1AT )−1(Ab− d)

=
(12 − 5 − 1)

5 · SSE
(Ab− d)T (ACAT )−1(Ab− d) = 143.33.

Pienin merkitsevyysα, jolla H0 hylätään, on3.72 · 10−6. Malli siis toimii.
Lasketaan F-suure uudestaan, nyt ANOVA-taulun kautta. Otetaan käyttöön

matriisi

M12 = I12 −
1

12
1121

T
12.
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Nyt voimme laskea regression neliösumman:

SSR = ŷT M12ŷ = 181.91,

ja edelleen kokonaisneliösumman:

SST = SSE + SSR = 1.52 + 181.91 = 183.44.

Neliösummia vastaavat keskineliöt:

MSE =
SSE

N − k − 1
=

1.52

12 − 5 − 1
= 0.25,

MSR =
SSR

k
=

181.91

5
= 36.38,

MST =
SST

N − 1
=

183.44

12 − 1
= 16.68

ja F-testisuure:

F =
MSR

MSE
=

36.38

0.25
= 143.33.

Tulokset kootaan ANOVA-tauluksi.

variaation lähde vapausasteet neliösummat keskineliöt F merkitsevyys

regressio

residuaali

kokonaisvariaatio

5

6

11

181.91

1.52

183.44

36.38

0.25

16.68

143.33 3.72 · 10−6

Lopuksi lasketaan vielä determinaatiokerroin ja korjattu determinaatiokerroin:

R2 =
SSR

SST
= 0.9917, R2

A = 1 − MSE

MST
= 0.9848.

Harjoitusteht ävät

1. Taulussa on annettu mittaustulokset eräälle transistorien valmistukseen liit-
tyvälle koesarjalle. Faktorix1 on käsittelyaika ja faktorix2 ionikonsentraa-
tio, kumpikin koodattuna välille[−1, 1]. (Datan koodauksesta lisää luvun 2
kohdassa 1. Koodaus on tässä tarpeen kertalukueroista johtuen, sillä tyypil-
linen käsittelyaika on luokkaa200 min ja ionikonsentraatio4 ·10−14.) Vaste



1.3. HYPOTEESIEN TESTAAMINEN 21

y on vahvistuskerroin.

x1 x2 y
−1 −1 1004
1 −1 1636
−1 0.6667 852
1 0.6667 1506
0 −0.4444 1272
0 −0.7222 1270
0 0.6667 1269
−1 −0.1667 903
1 −0.1667 1555
0 −1 1260
0 0.9444 1146
0 −0.1667 1276
0 1 1225

0.1667 −0.1667 1321

(a) Estimoi malliny = β0 +β1x1 +β2x2 + ǫ parametrit sekäǫ:n varianssi.

(b) Testaa parametrien merkitsevyysH0 : βi = 0 (i = 0, 1, 2) kaksipuo-
lisella t-testillä. Ilmoita kunkin parametrin kohdalla pienin riski, jolla
se otetaan mukaan malliin.

(c) Ennusta vasteen arvo suurimmalla kokeissa olleella käsittelyajalla ja
ionikonsentraatiolla.

(d) Testaa vielä hypoteesiH0 : β1 = 350 F-testillä. Ilmoita pienin riski,
jolla H0 voidaan hylätä.

2. Minkälainen matriisiA ja vektorid tarvitaan seuraavissa lineaarisissa hy-
poteesin testauksissa? Malli ony = β0 + β1x1 + · · · + βkxk + ǫ.

(a) Testataan, onko kaikkien faktorien vaikutus sama, ts. onkoH0 : β1 =
· · · = βk.

(b) Malli on aikanaan estimoitu suurella koesarjalla ja sitä käytetään myöhemmin
harvoin. Kun sitä käytetään, testataan ensin varmuuden vuoksi mallin
toimivuus suorittamalla uudet kokeet kahdella tyypillisellä faktoriyh-
delmällä:

x1 x2 · · · xk y
x′

1 x′
2 · · · x′

k y′

x′′
1 x′′

2 · · · x′′
k y′′

Saatujen tulosten perusteella testataan hypoteesiH0 : ”malli toimii ko.
kokeiden perusteella”.
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3. Taulussa on annettu mittaustulokset erääseen kemialliseen prosessiin liit-
tyvälle koesarjalle.x1 on lämpötila jax2 reaktantin väkevyys, koodattuna
ns. CCD-kokeen muotoon. (CCD-kokeista lisää myöhemmin.) Vastey on
tuotosprosentti.

x1 x2 y
−1 −1 43

1 −1 78
−1 1 69

1 1 73

−
√

2 0 48√
2 0 76

0 −
√

2 65

0
√

2 74
0 0 76
0 0 79
0 0 83
0 0 81

Malli on neliöllinen eli2. kertalukua:

y = β0 + β1x1 + β2x2 + β11x
2
1 + β12x1x2 + β22x

2
2 + ǫ.

(a) Testaa mallin merkitsevyys, ts. laadi ANOVA-taulu.

(b) Laske myös kertoimetR2, R, R2
A ja RA.

4. Mallin merkitsevyystestin F-testisuure esitetään usein muodossa

F =
R2(N − k − 1)

(1 − R2)k
.

(a) Totea, että kaava on oikein.

(b) N-vektoriny ns.otosvarianssieli alkioiden varianssi onVy = 1
N
yTMNy.

Toisaalta kahdenN-vektoriny1 ja y2 ns.otoskovarianssieli alkioit-
tainen kovarianssi oncovy1y2

= 1
N
yT

1 MNy2 ja otoskorrelaatiokerroin
on

ρy1y2
=

covy1y2
√

Vy1

√

Vy2

.

Totea, ettäR = ρyŷ, ts. yhteiskorrelaatiokerroin on vastevektorin ja
ennustetun vastevektorin otoskorrelaatiokerroin (tästä sen nimi).
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1.4 Mallin epäsopivuuden testaus toistokokein

Regressiomallinep̈asopivuustarkoittaa sitä, että lisäämällä uusia faktoreita tai en- lack of fit

tisistä faktoreista muodostettuja uusia (korkeampiasteisia) faktoreita, residuaalia
voidaan ”pienentää”.

Jos siis malli
y = xT β + ǫ

on epäsopiva, tarkoittaa se sitä, ettäjokin laajennettu malli

y = xT β + zT γ + ǫ′,

missäz = (z1, . . . , zℓ)
T on uusien tai entisistä kertomalla tai muuten saatujen

faktorien muodostama vektori jaγ = (γ1, . . . , γℓ)
T on uusi parametrivektori, on

”parempi”.
Huomaa, että sovitettaessa jälkimmäinen malli pienimmän neliösumman kei-

nolla vastevektoriiny ja datamatriisiin
(

X Z
)

,

missäX on aikaisempi datamatriisi jaZ uusia faktoreita vastaavista sarakkeista
muodostettu ”jatke”, eivät parametritβ saa (välttämättä) samoja arvoja kuin sovi-
tettaessa alkuperäistä mallia. Tämä johtuu siitä, että uudet selittävät faktorit voi-
vat osittain selittää samoja tekijöitä, kuin vanhat faktorit. Uusien faktorien osuutta
voidaan erotella kirjoittamalla

Z = Ẑ + (Z − Ẑ),

missä matriisîZ saadaan ennustamalla matriisinZ sarakkeet vanhaa mallia käyttäen
ja matriisissa(Z−Ẑ) on se, mitä uudet faktorit selittävät ja vanhat eivät. Matriisin
Ẑ sarakkeet ovat siis vanhan mallin datamatriisin sarakkeiden lineaariyhdelmiä,

Ẑ = XE,

ja matriisin(Z− Ẑ) sarakkeet ja vanhan mallin datamatriisin sarakkeet ovat orto-
gonaalisia,

XT (Z − Ẑ) = O,

jotenE = (XTX)−1XTZ (ns.aliasmatriisi).
Hypoteesi, jonka mukaan malliei ole tarkasteltujen uusien faktorien kannalta

epäsopiva, on näin ollen
H0 : (Z− Ẑ)γ = 0N .

Vastahypoteesi on tietystiH1 : (Z − Ẑ)γ 6= 0N . Jos halutaan testata, onko
mallia yleensä ottaen mahdollista parantaa, pitää verrata virhetermin aiheutta-
maa varianssia vasteen selittämättä jääneen osan aiheuttamaan varianssiin. Jos
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jälkimmäinen on ”huomattavasti” suurempi, on mallin sopivuutta mahdollista pa-
rantaa uusia faktoreita käyttäen.

Testisuure tällaiselle testaukselle saadaan, jos mukanaon toistokokeita,ts. da-replicate

observations tamatriisissa on samoja rivejä. Oletetaan, että datamatriisissaX onerilaisia rivejä
m kappaletta. Huomaa, ettäm ≥ k + 1, muutenXTX on singulaarinen. Kootaan
mainitut erilaiset rivitm × (k + 1)-matriisiksiX1. Silloin voidaan kirjoittaa

X = TX1

sopivasti valitulleN × m-matriisilleT. Huomaa, ettäT:llä on täysi sarakerangi,
ts. sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, ja ettäT1m = 1N . Itse asiassa
T saadaan identiteettimatriisistaIm toistamalla sen rivejä sopivasti.

Laajin mahdollinen malli, joksi alkuperäinen malli voidaan täydentää, saa-
daan, kun lisätään datamatriisiinX suurin mahdollinen määrä sarakkeita, jot-
ka ovat aikaisemmista sarakkeista lineaarisesti riippumattomia, samalla säilyttäen
toistetut rivit. Tällaiseen malliin ei nimittäin voida lisätä yhtäkään uutta selittäjää,
joka ei, toistokokeiden puitteissa, riippuisi lineaarisesti aikaisemmista. Täydennetään
X1 ensinm×m-matriisiksi lisäämällä siihenm−k−1 aikaisemmista lineaarisesti
riippumatonta saraketta:

(

X1 Z1

)

=: X2.

Matriisin X täydennys on sen jälkeenN × m-matriisi

TX2 =
(

TX1 TZ1

)

=
(

X Z
)

=: X3,

missäZ = TZ1.
Alkuperäisestä datamallista (Malli I )

y = Xβ + ǫ

saadaan näin laajennettu datamalli (Malli II )

y = X3

(

β

γ

)

+ ǫ′ = Xβ + Zγ + ǫ′

Mallista II saatu ennustevektori on

ŷII = X3(X
T
3 X3)

−1XT
3 y = TX2(X

T
2 TTTX2)

−1XT
2 TTy = T(TTT)−1TTy,

joka ei riipu Z1:stä, ts. siiẗa, mitenX1 täydenneẗaän! Näin ollen saatava tes-
ti ei myöskään riipu mallin laajennustavasta, kunhan toistojen rakenne (eliT)
säilytetään. Mallista II saatava residuaali on

rII = (IN − T(TTT)−1TT )y
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ja tämän residuaalin neliösumma on

rT
IIrII =: SSPE,

ns.puhtaan virheen neliösumma. sum of squares for

pure errorYritetään selittää Mallin I residuaalivektori

r = (IN − X(XTX)−1XT )y

Mallin II avulla. Jos tämä onnistuu tarpeeksi hyvin, ei Malli I ole sopiva, vaan se
voidaan täydentää sopivammaksi. Merkitään lyhyydenvuoksi

P = IN − X(XTX)−1XT ja R = IN −T(TTT)−1TT .

Silloin todetaan helpolla laskulla, ettäP ja R ovat symmetrisiä idempotentteja
matriiseja ja että

RX = O , RZ = O , RP = PR = R , PX = O,

rank(P) = trace(P) = N − k − 1,

rank(R) = trace(R) = N − m.

Selitettäessä Mallin II avulla Mallin I residuaaliar on selittämättä jäävä residuaali
rII = Ry = RPy = Rr, jonka neliösumma on nimenomaanSSPE. Kokonaisne-
liösumma on puolestaanrT r eli Mallin I residuaalin neliösummaSSE. Edelleen
regression neliösumma tässä selitysyrityksessä on

SSE − SSPE =: SSLOF,

ns.ep̈asopivuuden neliösumma.Matriisimuodossa sum of squares due

to lack of fit
SSLOF = yT (P −R)y.

Matriisi P − R on symmetrinen idempotentti matriisi, jonka rangi on

trace(P −R) = trace(P) − trace(R) = m − k − 1.

NeliösummaSSPE vastaa sitä osaa residuaalivarianssista, joka johtuu virheter-
mistä. Siihen ei voida vaikuttaa mallilla, olipa tämä kuinka hyvä tahansa.SSLOF
vastaa taas sitä osaa residuaalivarianssista, joka johtuu mallin huonosta selittävyy-
destä eli epäsopivuudesta.

Mutta: Residuaalir ei ole oikeaa vasteen tyyppiä, sillä sillä on singulaarinen
normaalijakauma (ts.P on singulaarinen). Näin ollen saatujen neliösummien ja-
kaumat ja vapausasteet sekä niihin perustuva ANOVA katsotaan erikseen. Huo-
maa kuitenkin, ettäSSPE on Mallin II residuaalin neliösumma, joten sillä onχ2-
jakaumaN − m vapausasteella.
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Lause 1.2.Jos hypoteesiH0 : PZγ = 0N on tosi Mallille II, niin suureella

SSLOF/(m − k − 1)

SSPE/(N − m)

on F-jakauma vapausasteinm−k−1 ja N−m (olettaen tietysti, etẗa m > k+1).

Todistus.Pitää näyttää, ettäSSLOF ja SSPE ovat riippumattomastiχ2-jakautu-
neet vapausasteinm−k−1 jaN−m, vastaavasti. HypoteesinH0 voimassaollessa

(P −R)y = (P −R)(Xβ + Zγ + ǫ′) = (P −R)ǫ′

ja
Ry = R(Xβ + Zγ + ǫ′) = Rǫ′.

KoskaP−R ja R ovat symmetrisiä idempotentteja matriiseja,R(P−R) = ON

ja satunnaisvektorillaǫ′ on N(0N , σ2IN)-multinormaalijakauma, on lause oikea.

Lauseessa esiintyväZ on tietysti se laajin mahdollinen, jolla alkuperäistä da-
tamatriisiaX täydennetään. Vastahypoteesi onH1 : PZγ 6= 0N .

SSPE:llä on siis vapausasteitaN − m ja SSLOF:llä m − k − 1. Vastaavat
keskineliöt ovat näin ollen

SSPE

N − m
=: MSPE ja

SSLOF

m − k − 1
=: MSLOF

(puhtaan virheen keskineliö ja ep̈asopivuuden keskineliö). Varianssianalyysitaulu
on siten

variaation lähde vapausasteet neliösummat keskineliöt F merkitsevyys

epäsopivuus

puhdas virhe

residuaali

m − k − 1

N − m

N − k − 1

SSLOF

SSPE

SSE

MSLOF

MSPE

MSE

MSLOF

MSPE

pieninα:n
arvo, jolla
H0 hylätään

Jos hypoteesiaH0 ei hyväksytä, voidaan mallia parantaa täydentämäll¨a sitä
sopivilla faktoreilla. Huomaa, että jos erityisesti täydentävät faktorit ovat entisistä
laskien saatuja korkean asteen faktoreita, niin edellä esitetty toistettujen rivien
säilyminen täydennettäessä on automaattista. Näin ollen esitetty testi on erityi-
sen sopiva juuri tällaista täydennystä ajatellen. Jos mallia päätetään täydentää, ei
tietystikään mukaan välttämättä kannata ottaa ”kaikkia mahdollisia” lisäselittäjiä,
vaan vain sopivasti valitut lisäfaktorit. Tilastollisetohjelmistot tarjoavatkin kor-
keampiasteisten faktorien osalta monia (puoli)automaattisia lisäys- ja valintame-
netelmiä (ns.askeltava regressio).

Epäsopivuustesti voidaan tehdä muutenkin kuin toistokokeita käyttäen. Mat-
riisistaT:kin käytettiin nimittäin vain sen ominaisuuksia
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(i) T:llä on täysi sarakerangi (jottaTTT olisi ei-singulaarinen) ja

(ii) hajotelmassaX = TX1 onX1:llä täysi sarakerangik + 1 (jotta se voidaan
täydentää ei-singulaariseksim × m-matriisiksiX2).

Mikä tahansa matriisi, joka toteuttaa nämä ehdot, kelpaisi periaatteessaT:n tilal-
le. Tällöin ei kyseessä olisi välttämättä enää koetoistoihin perustuva testi. Valit-
semallaT eri tavoin saadaan erilaisia epäsopivuustestejä, tosinnäin saadut testit
ovat yleensä heikompia kuin toistoihin perustuvat. Ks. myös CHRISTENSEN ja
artikkeli JOGLEKAR, G. & SCHUENMEYER, J.H. & LARICCIA , V.: Lack-of-Fit
Testing When Replicates Are Not Available,The American Statistician43 (1989),
135–143.

Esimerkki

Testaame kohdan 1.2. mallin sopivuuden toistokokein. DatamatriisiX on

X =









































1 0.3 1
1 0.3 1
1 0.7 1
1 0.7 1
1 0.3 5
1 0.3 5
1 0.7 5
1 0.7 5
1 0.3 9
1 0.3 9
1 0.7 9
1 0.7 9









































,

jossa on 6 erilaista riviä, elim = 6. Erilaisten rivien matriisiX1:

X1 =

















1 0.3 1
1 0.7 1
1 0.3 5
1 0.7 5
1 0.3 9
1 0.7 9

















.
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Matriisi T, joka toteuttaa yhtälönX = TX1 on selvästi:

T =









































1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1









































.

Käyttöön otetaan matriisitP ja R, jotka siis määriteltiin:

P = IN −X(XTX)−1XT , R = IN −T(TTT)−1TT .

Nyt saadaan mallin II residuaali:

rII = Ry =









































−0.40
0.40
−0.28
0.28
−0.30
0.30
0.52
−0.52
−0.32
0.32
0.28
−0.28









































,

puhtaan virheen neliösumma:

SSPE = rT
IIrII = 1.52,

ja edelleen epäsopivuuden neliösumma:

SSLOF = SSE − SSPE = 9.30 − 1.52 = 7.78.

Vastaavat keskineliöt:

MSPE =
SSPE

N − m
=

1.52

12 − 6
= 0.25,
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MSLOF =
SSLOF

m − k − 1
=

7.78

6 − 2 − 1
= 2.59.

Hypoteesit epäsopivuuden testaukseen ovat

H0 : ’Malli on sopiva’, H1 : ’Malli on epäsopiva’,

eli matriiseina:

H0 : PZγ = 0N , H1 : PZγ 6= 0N .

ja niitä vastaava F-testisuure:

F =
MSLOF

MSPE
=

2.59

0.25
= 10.21.

Pienin merkitsevyys, jollaH0 hylätään, on 0.009. Mallia voi siis parantaa, joka
onkin todettu luvun 1.3. esimerkissä. Kootaan tulokset varianssianalyysitauluksi.

variaation lähde vapausasteet neliösummat keskineliöt F merkitsevyys

epäsopivuus

puhdas virhe

residuaali

3

6

9

7.78

1.52

9.30

2.59

0.25

1.03

10.21 0.009

Harjoitusteht ävät

1. Tehtävän 1.3-3 mittaustuloksissa on toistoja, nskeskustoistoja.Testaa näitä
käyttäen mallin sopivuus.

2. Minkälainen on epäsopivuustestin matriisiT seuraavissa tilanteissa, liittyen
siihen, miten kokeet on järjestetty datamatriisissa? Matriisi TTT on aina
m × m-lävistäjämatriisi, millainen?

(a) Kokeet tehdään toistoineen järjestyksessä, ts. ensin ensimmäisen yh-
delmän kokeet toistoineen (t1 kpl), sitten toisen yhdelmän kokeet tois-
toineen (t2 kpl), jne.

(b) Toistot tehdään sarjassa, ts. tehdään ensin kokeetkaikilla eri faktoriyh-
delmillä ja sitten toistetaan samaa koesarjaat kertaa.

(c) Ensin tehdään kokeet kaikilla eri faktoriyhdelmill¨a ja sitten vasta tois-
tot yhdelmä kerrallaan järjestyksessä, ts. ensin tehd¨aän ensimmäisen
yhdelmän (mahdolliset) toistot (s1 toistettua kertaa), sitten toisen yh-
delmän (mahdolliset) toistot (s2 toistettua kertaa), jne.
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1.5 Mallin riitt ävyys

Mallin riitt ävyystarkoittaa sitä, että mallin yhteydessä sovitut oletukset (riippu-model adequacy

mattomuudet, normaalisuus, varianssien samuus, jne.) pitävät paikkansa. Koska
ANOVA saattaa olla hyvinkin herkkä poikkeamille näistäoletuksista, testataan
usein oletusten voimassaoloa. Testauksessa käytetäänresiduaaliar. Jos malli on
riittävä, ei residuaalissa ole juurikaan muuta virhett¨a kuinN(0N , σ2IN)-jakautu-
neen satunnaismuuttujanǫ aiheuttamaa “kohinaa”. Ellei näin ole, on mahdollisia
syitä useita.

Epänormaalisuus

Jos virheterminǫ jakauma ei olekaan multinormaali, vaan jotakin muuta, ei ANO-
VAn tuloksiin ole paljoakaan luottamista. Epänormaalisuuden toteamiseksi voi-
daan residuaalivektorinr komponenttien olettaa olevan otos ja tutkia, voiko tämän
otoksen katsoa olevan peräisin normaalijakautuneesta satunnaismuuttujasta, esi-
merkiksi piirtämällä vastaava pylväsdiagrammi. Parempi menettely on järjestää
residuaalit suuruusjärjestykseen

r(1) ≤ r(2) ≤ · · · ≤ r(N)

ja piirtää ns.normaalitodenn̈aköisyyskuvionpisteetnormal probability

plot, Q-Q plot (

r(j), Φ
−1

(

j

N + 1

))

, j = 1, . . . , N,

missäΦ−1 on käänteinen standardinormaalikertymä. Kuvion pisteiden pitäisi olla
kutakuinkin samalla suoralla. Usein kertymän argumenttij/(N + 1) korvataan
jollain muulla kaavalla, esimerkiksi

j − 1
2

N
,

j − 1
3

N + 1
3

, tai
j − 3

8

N + 1
4

.

Jakaumatestausta varten on olemassa omia tilastollisiakin testejä, mm.Kolmogo-
rovin ja Smirnovin testija Cramerin ja von Misesin testi.

Toisinaan sattuu, että yksi tai useampikinr:n komponenteista on itseisarvol-
taan muita huomattavasti suurempi. Tällaisia komponentteja kutsutaanulkolaisik-
si. Ne ovat merkkejä joko siitä, että vastaava koe on virheellinen tai sitten siitä,outliers

että muut kokeet onkin tehty tilanteen kannalta huonolla alueella. Ulkolaisten
esiintyessä on aina selvitettävä, mistä ne johtuvat, sillä ANOVA on osoittautu-
nut herkäksi ulkolaisten esiintymiselle. Useinkaan ei ole selvää, onko poikkeava
komponentti ulkolainen vai sattuman oikusta syntynyt poikkeava arvo. Ulkolais-
ten tunnistamiseksi on erityisiä testejäkin. Koska residuaalini:nnen komponentin
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varianssi onV (ri) = σ2(1 − hii), missähii on matriisinH := X(XTX)−1XT i:s
lävistäjäalkio, eräs tällainen testi on laskea ns.studentoitu residuaali

1
√

s2(1 − hii)
ri =: ei.

Satunnaismuuttujaei on likimain standardinormaalisesti jakautunut, joten nyrk-
kisääntö on: josei on itseisarvoltaan≥ 3, on syytä epäillä sitä ulkolaiseksi.

Korrelointi

Vaikka ǫ:n komponentit olisivatkin normaalijakautuneita, voi niiden välillä olla
korrelaatiota, ts. ne eivät ole riippumattomia. Asia paljastuu usein piirrettäessär:n
komponentit kokeiden fysikaalisen suoritusjärjestyksen funktiona. Siksi järjestys
on syytä olla satunnaistettu ja tallennettu. Korrelointinäkyy tällaisesta kuvaajasta
usein selvästi seuraavan kuvion tapaan, sillä se johtuu tällöin ajallisesta yhtey-
destä.

Residuaali ei saa korreloida muidenkaan muuttujien kanssaeikä erityisesti
vasteen kanssa (tehtävä 1.4-3). Piirtämällä residuaali vs. ennustettu vaste paljastuu
usein mallin tämänkaltainen riittämättömyys. Eo. kuvio olisi nytkin hälyttävä.

Heterogeeninen varianssi

Vaikkei epänormaalisuutta tai korrelaatiota esiinnykään, voi malli osoittautua riittä-
mättömäksi vielä sen vuoksi, ettäǫ:n komponenttien varianssit eivät ole samat.
Usein tämä näkyy piirrettäessär:n komponentit suoritusjärjestyksen funktiona ku-
ten edellä: hajonta on jossakin suurempaa kuin muualla. Alla on neljä hälyttävää
kuviota.



32 LUKU 1. REGRESSIO

Esimerkki

Tarkistamme kohdan 1.2 esimerkin lineaarisen mallin riittävyyden. Kokeet tehtiin
järjestyksessä(12, 9, 3, 10, 4, 7, 2, 11, 8, 6, 1, 5). Mallinnuksen tulokset ovat

x1 x2 y ŷ r hii e
0.7 9 7.73 8.29 −0.56 0.29 −0.65
0.3 9 12.68 13.62 −0.94 0.29 −1.10
0.7 1 1.38 1.63 −0.25 0.29 −0.29
0.3 9 13.31 13.62 −0.31 0.29 −0.37
0.7 1 1.94 1.63 0.31 0.29 0.36
0.7 5 5.72 4.96 0.76 0.17 0.82
0.3 1 6.42 6.97 −0.55 0.29 −0.64
0.7 9 8.28 8.29 −0.01 0.29 −0.01
0.7 5 4.69 4.96 −0.27 0.17 −0.29
0.3 5 12.16 10.30 1.87 0.17 2.01
0.3 1 5.63 6.97 −1.34 0.29 −1.56
0.3 5 11.57 10.30 1.28 0.17 1.37

Taulukon viimeisessä sarakkeessa olevat arvot ovat kaikki itseisarvoltaan reilusti
alle3, joten ulkolaisia ei näytä olevan. Normaalitodennäköisyyskuvio on
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-1.34                                                    1.87
0.05

0.10

0.25

0.50

0.75

0.90

0.95

 r

 P      

Residuaalin kuvaaja ennustetun vasteen funktiona on

0 14
-2

0

2

 r   

 y ˆ

Mitään sen kummempaa merkkiä epänormaalisuudesta taikorrelaatiosta näistä
kuvista ei paljastu. Piirretään vielä residuaalin kuvaaja koejärjestyksen funktiona:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-2

0

2

 r   

järjestys

Tiettyä huolta virheen varianssin kasvamisesta ajan kuluessa voisi tämän kuvan
perusteella tuntea.
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Harjoitusteht ävät

1. Tarkista tehtävän 1.3-1 mallin riittävyys.

2. Tarkista tehtävän 1.3-3 mallin riittävyys.

3. Todista residuaalin ja ennustetun vasteen riippumattomuus.

4. Johda kaavaV (ri) = σ2(1 − hii) ja todista, että0 ≤ hii ≤ 1.



Luku 2

KOKEIDEN SUUNNITTELU

2.1 Datan muunnokset

JosX = ( 1N |D ) onN × (k + 1)-datamatriisi (jossa matriisiD on suunnittelu-
matriisi) ja L on ei-singulaarinen(k + 1) × (k + 1)-matriisi, jonka ensimmäinen
sarake on(1, 0, . . . , 0)T , niin XL on myösN × (k + 1)-datamatriisi, joka sisältää
saman informaation kuinX. Tällainen muunnos on datanaffiinimuunnos.Matriisi affine

transformationL on siis muotoa

L =

(

1 ℓT

0k K

)

,

missäℓ onk-vektori jaK on ei-singulaarinenk × k-matriisi, ja uusi datamatriisi

XL = ( 1N | 1NℓT + DK )

on oikean muotoinen.
Koska

y = Xβ + ǫ = XLL−1β + ǫ,

on uutta datamatriisiaXL vastaava parametrivektoriL−1β =: γ. Edelleen pie-
nimmän neliösumman keinon antama parametrivektorinγ estimaatti on

g = ((XL)TXL)−1(XL)Ty = L−1(XTX)−1(LT )−1LTXTy = L−1b

ja ”uusi” ennustevektori onXLg = Xb = ŷ eli sama kuin ”vanha”. Näin ollen
myöskin residuaali pysyy datan affiinimuunnoksessa samana ja itse asiassa kaikki
neliösummatSSE, SST ja SSR sekä vastaavat keskineliöt pysyvät samana. Mallin
merkitsevyys ei siis muutu. Toisaalta

V (g) = σ2((XL)TXL)−1 = σ2L−1(XTX)−1(LT )−1

35
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voi hyvinkin olla ”edullisempaa” muotoa kuinV (b), ts.g:n komponenttien välillä
voi olla vähemmän korrelaatiota kuinb:n komponenttien välillä ja niiden varians-
sit voivat olla pienempiä kuinb:n komponenttien varianssit.

Tavallinen ensimmäisen kertaluvun mallin datan affiinimuunnos onskaalaus,
jota vastaava matriisiK on lävistäjämatriisi,

K =







1/p1

. . .
1/pk






,

jonka lävistäjäalkiot ovat nollasta eroavia. Selittäjä xi korvautuu skaalauksessa
selittäjällä xi

pi
+ ℓi, missäℓi on vektorinℓ i:s alkio. Skaalaus ei vaikuta mallin

ensimmäisen kertaluvun termien merkitsevyyteen, silläyhtälöstäγi = piβi (1 ≤
i ≤ k) seuraa, että hypoteesiH0 : βi = 0 on yhtä kuin hypoteesiH0 : γi = 0.

Skaalauksen tarkoituksena on, paitsi vaihtaa selittävien muuttujien asteikot
”sopivammiksi”, muuntaa keinotekoisesti selittävät muuttujat tyypillisten arvo-
jensa suhteen samaan asemaan. Tyypillisten arvojen kokoero saattaa nimittäin
alunperin olla monia dekadeja, mikä aiheuttaa mm. numeerista epätarkkuutta las-
kuissa. Tällöin suoritetaan ensin skaalaus ja vasta sitten mallin sovitus.

Erityinen skaalauksen muoto on datanstandardointi,jossapi on xi:n otosha-
jonta jaℓi onxi:n otosvariaatiokertoimen vastaluku, ts. valitaan

pi =

√

√

√

√

1

N − 1

N
∑

j=1

(xji − xi)
2 ja ℓi = −xi/pi,

missäxi onxi:n otoskeskiarvo. Matriisimuodossa:

pi = (DTMND)ii , ℓT = − 1

N
1T

NDK.

Jos data on kunkin faktorin osalta tasavälistä, käytet¨aän useinkoodausta,joka
myös on eräs skaalauksen muoto. Tällöin

pi =
max(x1i, . . . , xNi) − min(x1i, . . . , xNi)

2

ℓi = − 1

pi

min(x1i, . . . , xNi) + max(x1i, . . . , xNi)

2
.

Lähinnä koodausta käytetään tilanteessa, missä kullakin faktorilla on kaksi tasoa
tai kolme tasavälistä tasoa, sillä tällöin koodatut arvot ovat{−1, 1} tai {0, 1,−1}.
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Esimerkki

Suorita standardointi ja koodaus kohdan 1.2 esimerkin datalle ja sovita malli ensin
standardoituun ja sitten koodattuun dataan.

Ratkaisu

Standardointia varten lasketaan aluksi ensimmäisen asteen faktorien keskiarvot:

x̄1 =
1

N

N
∑

i=1

xi1 =
1

12
(0.3 + 0.3 + 0.7 + · · · + 0.7) = 0.50,

x̄2 =
1

N

N
∑

i=1

xi2 =
1

12
(1 + 1 + · · ·+ 9) = 5.00

ja otoshajonnat:

ps1 =

√

√

√

√

1

N − 1

N
∑

j=1

(xj1 − x̄1)2 =

√

(0.3 − 0.5)2 + · · ·+ (0.7 − 0.5)2

12 − 1
= 0.21,

ps2 =

√

√

√

√

1

N − 1

N
∑

j=1

(xj2 − x̄2)2 =

√

(1 − 5)2 + · · · + (9 − 5)2

12 − 1
= 3.41.

Vektorinℓs komponentit:

ℓs1 = −x̄2/ps2 = −5.00/3.41 = −1.47.

Ks-matriisi jaℓs-vektori:

Ks =

(

1/ps1 0
0 1/ps2

)

=

(

1/0.21 0
0 1/3.41

)

=

(

4.79 0
0 0.29

)

, ℓs =

(

−2.40
−1.47

)

.

Saadaan matriisiLs:

Ls =

(

1 ℓT
s

02 Ks

)

=





1 −2.40 −1.47
0 4.79 0
0 0 0.29



 .
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Standardoidaan datamatriisi:

Xs = XLs =









































1 0.3 1
1 0.3 1
1 0.7 1
1 0.7 1
1 0.3 5
1 0.3 5
1 0.7 5
1 0.7 5
1 0.3 9
1 0.3 9
1 0.7 9
1 0.7 9













































1 −2.40 −1.47
0 4.79 0
0 0 0.29



 =









































1 −0.96 −1.17
1 −0.96 −1.17
1 0.96 −1.17
1 0.96 −1.17
1 −0.96 0
1 −0.96 0
1 0.96 0
1 0.96 0
1 −0.96 1.17
1 −0.96 1.17
1 0.96 1.17
1 0.96 1.17









































.

Matriisi Cs on harvempi kuin alkuperäisellä datalla:

Cs = (XT
s Xs)

−1 =





0.08 0.00 0.00
0.00 0.09 0.00
0.00 0.00 0.09



 .

Lasketaan parametrien estimaatit:

bs = CsX
T
s y =





7.63
−2.79
2.84



 .

Virhetermin varianssinσ2 estimaatti:

SSEs = (y − Xsbs)
T (y −Xsbs) = 9.30, s2

s =
SSEs

N − k − 1
= 1.03.

Estimoidut parametrien keskihajonnat:

se(bs0) =
√

s2
scs00 =

√
1.03 · 0.08 = 0.29,

se(bs1) =
√

s2
scs11 =

√
1.03 · 0.09 = 0.30,

se(bs2) =
√

s2
scs22 =

√
1.03 · 0.09 = 0.30.

Koodaus:

pc1 =
max(x11, . . . , xN1) − min(x11, . . . , xN1)

2
=

0.7 − 0.3

2
= 0.2,
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pc2 =
max(x12, . . . , xN2) − min(x12, . . . , xN2)

2
=

9 − 1

2
= 4,

ℓc1 = − 1

p1

min(x11, . . . , xN1) + max(x11, . . . , xN1)

2
= − 1

0.2

0.3 + 0.7

2
= −2.5,

ℓc2 = − 1

p2

min(x12, . . . , xN2) + max(x12, . . . , xN2)

2
= −1

4

1 + 9

2
= −1.25.

Kc-matriisi jaℓc-vektori:

Kc =

(

1/pc 0
0 1/pc

)

=

(

1/0.2 0
0 1/4

)

=

(

5 0
0 0.25

)

, ℓc =

(

−2.5
−1.25

)

.

Saadaan matriisiLc:

Lc =

(

1 ℓT
c

02 Kc

)

=





1 −2.5 −1.25
0 5 0
0 0 0.25



 .

Koodataan datamatriisi:

Xc = XLc =









































1 0.3 1
1 0.3 1
1 0.7 1
1 0.7 1
1 0.3 5
1 0.3 5
1 0.7 5
1 0.7 5
1 0.3 9
1 0.3 9
1 0.7 9
1 0.7 9













































1 −2.5 −1.25
0 5 0
0 0 0.25



 =









































1 −1 −1
1 −1 −1
1 1 −1
1 1 −1
1 −1 0
1 −1 0
1 1 0
1 1 0
1 −1 1
1 −1 1
1 1 1
1 1 1









































.

Matriisi Cc on harvempi kuin alkuperäisellä datalla:

Cc = (XT
c Xc)

−1 =





0.08 0.00 0.00
0.00 0.08 0.00
0.00 0.00 0.13



 .

Lasketaan parametrien estimaatit:

bc = CcX
T
c y =





7.63
−2.67
3.33



 .
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Virhetermin varianssinσ2 estimaatti:

SSEc = (y − Xcbc)
T (y −Xcbc) = 9.30, s2

c =
SSEc

N − k − 1
= 1.03.

Estimoidut parametrien keskihajonnat:

se(bc0) =
√

s2
ccc00 =

√
1.03 · 0.08 = 0.29,

se(bc1) =
√

s2
ccc11 =

√
1.03 · 0.08 = 0.29,

se(bc2) =
√

s2
ccc22 =

√
1.03 · 0.13 = 0.36.

Esitetään vielä alkuperäinen, standardoitu ja koodattu data vierekkäin:

alkuperäinen standardoitu koodattu
x1 x2

0.3 1
0.3 1
0.7 1
0.7 1
0.3 5
0.3 5
0.7 5
0.7 5
0.3 9
0.3 9
0.7 9
0.7 9

x1 x2

−0.96 −1.17
−0.96 −1.17

0.96 −1.17
0.96 −1.17

−0.96 0
−0.96 0

0.96 0
0.96 0

−0.96 1.17
−0.96 1.17

0.96 1.17
0.96 1.17

x1 x2

−1 −1
−1 −1

1 −1
1 −1

−1 0
−1 0

1 0
1 0

−1 1
−1 1

1 1
1 1

Harjoitusteht ävät

1. Kohdan 1.3. esimerkissä JMP ohjelma vaihtaa automaattisesti malliny =
β0 + β1x1 + β2x2 + β12x1x2 + β22x

2
2 + β122x1x

2
2 + ǫ muotoony = γ0 +

γ1x1 + γ2x2 + γ12(x1 − x̄1)(x2 − x̄2) + γ22(x2 − x̄2)
2 + γ122(x1 − x̄1)(x2 −

x̄2)
2 + ǫ. Muodosta käytetty affiinimuunnoksen matriisiL ja tarkista, että

hypoteesienH0 : γ122 = 0 ja H0 : β122 = 0 testisuureet ovat samat.

2. Tehtävässa 1.3.1 oli annettu mittaustulokset eräälle transistorien valmistuk-
seen liittyvälle koesarjalle. Data oli koodattu. Ensimm¨aisen alkuperäisen
faktorin vaihtelukeskipiste on225 ja toisen4.36 · 10−14, vastaavat vaihte-
luvälit ovat60 sekä0.72 · 10−14.
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(a) Muodosta käytetty skaalausmatriisiL ja etsi sitä käyttäen alkuperäinen
datamatriisiX.

(b) Laske(XTX)−1 ja vertaa sitä koodatun datan vastaavaan matriisiin.

(c) Laske alkuperäisen mallin parametrit.

2.2 Ortogonaalisuus ja kiertosymmetrisyys

Suunnittelun sanotaan olevanortogonaalinen, josXTX on lävistäjämatriisi.

Lause 2.1.Suunnittelu on ortogonaalinen täsm̈alleen silloin, kun

i DTD on lävisẗajämatriisi ja

ii 1T
ND = 0T

k , eli D:n sarakesummat ovat nollia.

Toisin sanoen, suunnittelu on ortogonaalinen täsmälleen silloin, kun faktoreita
vastaavat sarakkeet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja myös vektoria1N vas-
taan.

Todistus.Koska

XTX =

(

1T
N

DT

)

(

1T
N D

)

=

(

N 1T
ND

DT1N DTD

)

,

niin ilmeisestiXTX on lävistäjämatriisi tarkalleen silloin, kun ehdot (i)ja (ii)
toteutuvat.

Ortogonaalista suunnittelua käytettäessäV (b) = σ2(XTX)−1 on lävistäjä-
matriisi, ts. parametriestimaatitb0, . . . , bk ovat riippumattomat. Edelleen tällöin
käänteismatriisinC = (XTX)−1 laskeminen on helppoa ja tarkkaa.

Ortogonaalinen suunnittelu on optimaalinen seuraavassa mielessä. Koodatun
datamatriisin sarakkeetxi toteuttavat epäyhtälön

‖xi‖2 ≤ N (0 ≤ i ≤ k).

Voidaan näyttää (kts. harjoitustehtävä 1), että

cii ≥
1

‖xi‖2
(0 ≤ i ≤ k),

ja tätä epäyhtälöä käyttäen saadaan alaraja regressiomallin parametrien varians-
sien summalle:

∑

i

V (bi) = σ2trace(C) =
∑

i

cii ≥
∑

i

‖xi‖−2 ≥ k + 1

N
.
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Tämä alaraja saavutetaan, kun suunnittelu on ortogonaalinen ja kaikki data-arvot
ovat1 tai−1.

Ensimmäisen kertaluvun mallin suunnittelun sanotaan olevankiertosymmetri-
nen,jos matriisiXTX säilyy samana, kun dataan tehdään mielivaltainen ortogo-rotatable

naalinen muunnos, ts.XTX on ”koordinaatistosta riippumaton”. Ortogonaalinen
muunnos on sama, kuin muotoa

Q =

(

1 0T
k

0k K

)

oleva affiinimuunnos, missäK onk × k-ortogonaalimatriisi.

Lause 2.2.Suunnittelu on kiertosymmetrinen täsm̈alleen silloin, kun

(i) D:n sarakesummat ovat nollia, ts.1T
ND = 0T

k ja

(ii) DTD on muotoaλIk, miss̈a λ on vakio.

Todistus.Oletetaan, että suunnittelu on kiertosymmetrinen. Sovelletaan mielival-
taista ortogonaalimuunnosta:

(XQ)TXQ = QTXTXQ =

(

1 0T
k

0k KT

)(

1T
N

DT

)

(

1N D
)

(

1 0T
k

0k K

)

=

(

1 0T
k

0k KT

)(

N 1T
ND

DT1N DTD

)

(

1 0T
k

0k K

)

=

(

N 1T
ND

KTDT1N KTDTD

)

(

1 0T
k

0k K

)

=

(

N 1T
NDK

KTDT1N KTDTDK

)

.

Jotta tämä olisi

XTX =

(

N 1T
ND

DT1N DTD

)

,

on oltava
KTDT1N = DT1N ja KTDTDK = DTD,

olipa K mikä tahansa ortogonaalimatriisi. Mutta, jotta kaikki ortogonaalimuun-
nokset pitäisivätDT1N :n samana, pitää sen olla= 0k, ts. (i) pätee.

ToisaaltaDTD on symmetrinen matriisi, joten se on diagonalisoitavissa or-
togonaalimuunnoksella. Näin ollenDTD:n on oltava valmiiksi lävistäjämatriisi.
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Silloin taasDTD:n lävistäjäalkiot voidaan permutoida mielivaltaiseen järjestyk-
seen ortogonaalimuunnoksella. Näin ollen lävistäjäalkioiden on oltava samoja.
Siispä myös (ii) pätee.

Selvästi suunnittelu on kiertosymmetrinen, jos (i) ja (ii) pätevät.

Kiertosymmetrisessä suunnittelussa ei ole mahdollista ”parantaa” mallia siir-
tymällä ”uusiin koordinaatteihin”, ts. esimerkiksiV (b) pysyy samana. Malli ei
voi tällöin myöskään ”huonontua”. Erityisesti ennusteen varianssi

V (ŷ) = σ2ξT (XTX)−1ξ = σ2

(

1

N
+

ξ2
1 + · · · + ξ2

k

λ

)

riippuu vain datavektorinξ pituudesta. Tästä itse asiassa tulee nimi ”kiertosym-
metrinen”: ennusteen varianssi ei riipu suunnasta.

Lauseista 2.1 ja 2.2 seuraa, että jokainen kiertosymmetrinen suunnittelu on
myös ortogonaalinen, mutta ei kääntäen. Tärkeä ortogonaalisten/kiertosymmet-
risten suunnittelujen ominaisuus on se, että niistä faktoreita poistamalla elity-
pistämälläsaadut suunnittelut ovat myös ortogonaalisia/kiertosymmetrisiä. (Tämä
seuraa varsin suoraan yo. lauseista.)

Esimerkki

Selvitä, ovatko edellisessä esimerkissä lasketut datat ortogonaalisia tai kiertosym-
metrisiä.

Ratkaisu

Suunnittelumatriisit ovat

D =









































0.3 1
0.3 1
0.7 1
0.7 1
0.3 5
0.3 5
0.7 5
0.7 5
0.3 9
0.3 9
0.7 9
0.7 9









































, Ds =









































−0.96 −1.17
−0.96 −1.17

0.96 −1.17
0.96 −1.17

−0.96 0
−0.96 0

0.96 0
0.96 0

−0.96 1.17
−0.96 1.17

0.96 1.17
0.96 1.17









































, Dc =









































−1 −1
−1 −1

1 −1
1 −1

−1 0
−1 0

1 0
1 0

−1 1
−1 1

1 1
1 1









































.
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Data on ortogonaalista mikäliXTX on lävistäjämatriisi. Lasketaan nämä matrii-
sit:

XTX =





12.00 6.00 60.00
6.00 3.48 30.00
60.00 30.00 428.00



 ,

XT
s Xs =





12.00 0.00 0.00
0.00 11.00 0.00
0.00 0.00 11.00



 ,

XT
c Xc =





12.00 0.00 0.00
0.00 12.00 0.00
0.00 0.00 8.00



 .

Nähdään, että standardoitu ja koodattu data ovat ortogonaalisia, mutta alkuperäinen
ei.

Kiertosymmetrisyyden ensimmäinen ehto on1T
ND = 0T

k :

1T
ND =

(

6.00 60.00
)

,

1T
NDs =

(

0.00 0.00
)

,

1T
NDc =

(

0.00 0.00
)

.

Alkuperäinen data ei siis ole kiertosymmetristä, muidenosalta on tarkistettava
toinen ehtoDTD = λIk:

DT
s Ds =

(

11.00 0.00
0.00 11.00

)

,

DT
c Dc =

(

12.00 0.00
0.00 8.00

)

.

Vain standardoitu data on tässä tapauksessa kiertosymmetristä.

Tarkastellaan asiaa vielä kuvista, joissa on piirrettyV (ŷ):n tasa-arvo käyrät:
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0.3 0.5 0.7
1

5

9

x
1

x
2

Alkuperainen

−1 0 1

−1

0

1

x
1

x
2

Standardoitu

−1 0 1
−1

0

1

x
1

x
2

Koodattu

Kiertosymmetrisessä standardoidussa datassa käyrät ovat origokeskeisiä ympyröitä,
eli varianssi riippuu vain datavektorinξ pituudesta. Alkuperäisellä ja koodatulla
datalla suunnallakin on merkitystä.

Harjoitusteht ävät

1. (a) Olkootx ja y k + 1-vektoreita jaC symmetrinen positiividefiniitti
matriisi. Johda epäyhtälö(xTCx)(yTC−1y) ≥ |xTy|2. (Vihje: mat-
riisilla on symmetrinen positiividefiniitti neliöjuuriC1/2, ja Cauchyn
epäyhtälö on|xTy| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.)

(b) Todista tekstin epäyhtälöcii ≥ ‖xi‖−2. (Vihje: edellisen kohdan eri-
koistapaus oneT

i (XTX)−1ei ≥ ‖Xei‖−2, missäei on identiteettimat-
riisin Ik+1 i:s sarake.)

(c) TodistaNhii ≥ 1, missähii on matriisinH := X(XTX)−1XT i:s
lävistäjäalkio.

2. Paljon käytetty kahden faktorin koetyyppi on ns.monikulmiokoe.Vastaavia equiradial design

ns.monitahokaskokeitaon myös suuremmille faktorimäärille. Valitettavasti
vain säännöllisiä monitahokkaita on äärellinen määrä —R

3:ssa viisi,R4:ssä
kuusi ja muissa vain kolme — joten idea on yleiskäyttöinenvain dimensios-
sa2.

Monikulmiokokeen datamatriisi onN × 3-matriisi, missä 2. ja 3. sarake
muodostuvat sellaisen origokeskisen säännöllisenR-säteisenN-kulmion
(N ≥ 3) kärkien koordinaateistaR2:ssa, jonka yksi kärki on positiivisel-
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la x1-akselilla:

xℓ1 = R cos
2πℓ

N
ja xℓ2 = R sin

2πℓ

N
(ℓ = 0, . . . , N − 1),

kompleksitasossa

xℓ1 + ixℓ2 = Re
ℓ
N

2πi (ℓ = 0, . . . , N − 1).

(i on imaginääriyksikkö.) Tietysti data viedään jälleen käytännön mittauksia
varten sopivalla käänteisellä skaalauksellaL−1 ”reaalimaailmaan”. Näytä,
että monikulmiokoe on kiertosymmetrinen. (Vihje: Laske summat

N−1
∑

ℓ=0

Re
ℓ
N

2πi sekä
N−1
∑

ℓ=0

(Re
ℓ
N

2πi)2

ja tarkastele reaali- ja imaginääriosia.)

Usein monikulmiokokeeseen lisätään keskustoistoja origossa epäsopivuus-
testiä varten. Ne parantavat tilannetta myös muuten, josmukana on toisen
kertaluvun faktoreita, kuten usein on — toistoja pitää olla silloin nimeno-
maanN kappaletta. Keskustoistot eivät hävitä kiertosymmetrisyyttä.

2.3 Simplex-koe

Suunnittelua, missä kokeiden lukumääräN on sama kuin lineaarisen mallin para-
metrien lukumääräk+1, kutsutaankyllästetyksi. Silloin kyseessä on interpolaatio,saturated design

ja mallin sopivuus on täydellinen.
Ensimmäsen kertaluvun mallin kiertosymmetrinen kyllästetty suunnittelu, jo-

ka toteuttaa ehdon
XTX = (k + 1)Ik+1,

kutsutaansimplex-kokeeksi. Se voidaan muodostaa seuraavasti:

1. Valitse ei-singulaarinen(k + 1) × (k + 1) matriisiW, jonka ensimmäinen
sarake on1k+1.

2. Laske sen QR-hajotelmaW = QR, missäQ on ortogonaalimatriisi jaR
on yläkolmiomatriisi.

3. ValitseX = ±
√

k + 1Q, missä merkki valitaan niin, että datamatriisin en-
simmäinen sarake on1k+1.
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Simplex-kokeen suunnittelumatriisi muodostuu origokeskisenk + 1-kärkisen
monitahokkaan eli simpleksin koordinaateistaR

k:ssa. EsimerkiksiR2:ssa tällainen
simpleksi on tasasivuinen origokeskinen kolmio. Sama tasasivuinen kolmio syn-
tyy R

3:een leikattaessa ensimmäistä oktanttia tasolla

x + y + z =
a√
2
. a

a

a
x1

x0

x2

Rotaatiolla saadaan kolmiox1x2-tason suuntaiseksi, jolloin sen kärkien ensimmäiset
koordinaatit ovat samat:

a

aa

x2

x1

x0

Kolmion kärjet origoon yhdistävät janat
(

a√
6
, 0,

a√
3

)

,

(

a√
6
,
a

2
,− a√

12

)

,

(

a√
6
,−a

2
,− a√

12

)

ovat edelleen kohtisuorassa toisiaan vastaan (ortogonaalisuus). Asettamallaa =√
6 saadaan datamatriisi

X =





1 0 2/
√

2

1
√

3/2 −1/
√

2

1 −
√

3/2 −1/
√

2



 ,

joka toteuttaaXTX = 3I3.
Käytännössä simplex-data muunnetaan sopivalle asteikolle skaalauksella. Koe

suoritetaan skaalatulla datalla, mutta mallina käytetään simplex-datan mallia, jos-
ta haluttaessa voidaan päästä skaalauksella ”reaalimaailmaan”. Suunnittelua voi-
daan haluttaessa typistää, ts. ottaa mukaan pienempi määrä faktoreita. Kuten edellä
todettiin, tämä ei poista ortogonaalisuutta eikä kiertosymmetrisyyttä. Typistetty
simplex-koe ei ole kyllästetty, joten voidaan tehdä t-testejä ja ANOVAa.

Erikoistapaus simplex-kokeesta on ns.Plackettin ja Burmanin koe.Datamat-
riisi on tällöin (mahdollisen koodauksen jälkeen) alkioista±1 koostuva(k + 1)×
(k + 1)-matriisiX, joka toteuttaa ehdon

XTX = (k + 1)Ik+1.
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Tällaista±1-matriisiaX kutsutaanHadamardin matriisiksi. Hadamardin matriisi
onstandardimuodossa,jos sen ensimmäinen sarake on1 ja ensimmäinen rivi1T .
(Jokainen Hadamardin matriisi voidaan saattaa tällaiseksi kertomalla sen rivejä ja
sarakkeita sopivasti−1:llä. Tämä säilyttää Hadamardin ominaisuuden, kuten voi
todeta.) Hadamardinm × m-matriisillaH on seuraavat ominaisuudet:

(i) Standardimuotoisen Hadamardin matriisin sarakesummat ensimmäistä sa-
raketta lukuunottamatta ovat= 0, ts. sarakkeissa on yhtä monta+1:tä ja
−1:tä.

(ii) Jokom = 2 tai sittenm on neljällä jaollinen luku.

(iii) H:n kahden rivin välinen etäisyys on aina
√

2m. Tästä ja kohdasta (i) seu-
raa, että Plackettin ja Burmanin koe on simplex-koe, koskarivin ensimmäinen
alkio on1.

Nämä ominaisuudet ovat kutakuinkin helposti todettavissa (harjoitustehtävä 1).
2 × 2 Hadamardin matriisi on

(

1 1
1 −1

)

.

12 × 12 ja 20 × 20 Hadamardin matriisit ovat

ja ,

missä musta ruutu tarkoittaa1 ja valkoinen ruutu−1.
Jo saaduista Hadamardin matriiseista saa uusia isompia Hadamardin matriise-

ja ns.Kroneckerin tuloakäyttämällä. Yleisestin1 × m1-matriisin

A =







a11 · · · a1m1

...
. . .

...
an1

· · · an1m1







ja n2 × m2-matriisinB Kroneckerin tulo onn1n2 × m1m2-matriisi

A =







a11B · · · a1m1
B

...
. . .

...
an1

B · · · an1m1
B






=: A ⊗ B.
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Lohkomatriisien kertolaskukaavasta seuraa melko välittömästi, että mikäli matrii-
situlotAC ja BD ovat määritellyt, niin

(A ⊗B)(C ⊗D) = (AC) ⊗ (BD),

ja lohkomatriisin transponointikaavasta puolestaan, että (A ⊗ B)T = AT ⊗ BT .
Jos nytm1×m1-matriisiH1 ja m2×m2-matriisiH2 ovat Hadamardin matriiseja,
niin samoin on niiden Kroneckerin tuloH1 ⊗ H2, sillä

(H1 ⊗H2)
T (H1 ⊗H2) = (HT

1 ⊗ HT
2 )(H1 ⊗ H2) = (HT

1 H1) ⊗ (HT
2 H2)

= (m1Im1
) ⊗ (m2Im2

) = m1m2Im1m2

ja H1 ⊗ H2:n ensimmäinen sarake on1m1m2
.

Esimerkki

Etsi simplex-koe, kunk = 3, ja typistetty Plackettin ja Burmanin koe, kunk = 9
ja N = 24.

Ratkaisu

Muodostetaan simplex-koe kohdan 2.2. kolmivaiheisella menettelyllä.

1. Valitaan4 × 4 matriisiksiW:

W =









1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1









,

jossa kolme viimeistä saraketta on valittu lineaarisestiriippumattomiksi,
jotta matriisi olisi ei-singulaarinen.

2. Muodostetaan QR-hajotelma:

W = QR,

kun

Q =









−1/2
√

3/6
√

6/6 −
√

2/2

−1/2 −
√

3/2 0 0

−1/2
√

3/6 −
√

6/3 0

−1/2
√

3/6
√

6/6
√

2/2









,

R =









−2 −1/2 −1/2 −1/2

0 −
√

3/2
√

3/6
√

3/6

0 0 −
√

6/3
√

6/6

0 0 0
√

2/2









.
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3. Valitaan:

X = −
√

k + 1Q = −2Q =









1 −1/
√

3 −2/
√

3
√

2

1
√

3 0 0

1 −1/
√

3
√

8/3 0

1 −1/
√

3 −2/
√

3 −
√

2









.

Datapisteet ovat tetraedrin kärjet:

x1

x2

x3

-√ ( 1 /3 )

√ ( 3 )

√ ( 8 / 3 )

- √ ( 2 / 3 )

- √ ( 2 )

√ ( 2 )

Plackettin ja Burmanin koetta varten lasketaan24 × 24 Hadamardin matriisi
lähtemällä tekstissä annetuista2 × 2 ja 12 × 12 Hadamardin matriiseista.

H24 = H2 ⊗ H12 =

(

H12 H12

H12 −H12

)

=
(

h1 h2 · · · h24

)

.

Typistetään tämä suunnittelu nyt9:n faktorin suunnitteluksi. Voidaan valita siis
matriisinH24 sarakkeista kymmenen ensimmäistä. Tällöin jokainen koe olisi tois-
tettu. Valitaankin sen sijaan sarakeita lähtien13. sarakkeesta, jolloin toistokokeita
ei tule. Nyt jälkimmäinen koetusina on ensimmäinen merkki vaihdettuna, lukuun-
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ottamatta ensimmäistä1N -saraketta:

X =
(

124 h13 h14 · · · h21

)

=

























































































1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 −1 1 −1 1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 −1 1 1 1 −1
1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1
1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1
1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1
1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1
1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1
1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1
1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 1 −1 1 −1 −1 −1 1 1
−1 1 1 −1 1 −1 −1 −1 1
−1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 −1
−1 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1
−1 1 1 −1 1 1 −1 1 −1
−1 1 1 1 −1 1 1 −1 1
−1 −1 1 1 1 −1 1 1 −1
−1 −1 −1 1 1 1 −1 1 1
−1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 1
−1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
−1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1

























































































.

Harjoitusteht ävät

1. Todista Hadamardin matriisin ominaisuudet (i–iii).

2. Suunnittele typistetty Plackettin ja Burmanin koe, jossa on 10 faktoria ja 20
koetta.

3. Alla on2×2-lohkottujen matriisien kertokaava. Tässä tietysti oletetaan, että
esiintyvät matriisikertolaskut ovat sallittuja.
(

A11 A12

A21 A22

)(

B11 B12

B21 B22

)

=

(

A11B11 + A12B21 A11B12 + A12B22

A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22

)

Miten tästä saadaan Kroneckerin tulon⊗ osittelukaava

(A⊗ B)(C ⊗D) = (AC) ⊗ (BD),
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kunA ja C ovat2 × 2-matriiseja?

2.4 Kahden tason kokeet

Kahden tason kokeellatarkoitetaan koetta, jossa(k + 1)×N-datamatriisinX sa-two-level factorial

design rakkeissa (ensimmäistä saraketta lukuunottamatta) esiintyy vain kahta eri tason
arvoa. Koodauksen jälkeen ne ovat1 ja −1. Jatkossa oletetaankin koodaus val-
miiksi suoritetuksi. Plackettin ja Burmanin kokeet ovat siis kahden tason kokeita.

Kahden tason kokeen malli on

y = β0 +

k
∑

i=1

βixi +
∑

1≤i<j≤k

βijxixj + · · ·+ β1···kx1 · · ·xk

tai tästä joitakin termejä pois jättämällä saatu malli. Jotta datamatriisinX sarake-
rangi säilyy täydellisenä, faktorien kvadraattisia jakorkeampia potensseja ei oteta
mukaan malliin, sillä

xi ∈ {1,−1} ⇒ x2n+1
i = xi ja x2n

i = 1.

Ensimmäisen kertaluvun faktoreita kutsutaanpäävaikutuksiksija niiden tulojayh-main effects

dysvaikutuksiksi.interaction effects

Jos mallissa on kaikki mahdolliset termit mukana, kyseess¨a ontäydellinen2k-
koe.Täydellisessä2k-kokeessa on mukana2k factorial design

1 +

(

k

1

)

+

(

k

2

)

+ · · · +
(

k

k

)

= (1 + 1)k = 2k

termiä. Mahdollisia erilaisia datamatriisin rivejä on toisaalta myös2k kappaletta.
Jos toistettuja rivejä ei ole mukana, voidaan rivit järjestää siten, että 2. sarakkeessa
on ensin2k−1 kappaletta−1:stä ja sitten2k−1 kappaletta1:stä, 3. sarakkeessa on
ensin2k−2 kappaletta−1:stä, sitten2k−2 kappaletta1:stä, sitten2k−2 kappaletta
−1:stä ja lopuksi2k−2 kappaletta1:stä, jne.,k + 1:nnessä sarakkeessa−1:t ja 1:t
vuorottelevat. Esimerkiksi ensimmäisen kertaluvun23-kokeen tällä tavoin esitetty
datamatriisi on

X =

























1 −1 −1 −1
1 −1 −1 1
1 −1 1 −1
1 −1 1 1
1 1 −1 −1
1 1 −1 1
1 1 1 −1
1 1 1 1

























.
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Ensimmäisen kertaluvun täydellinen2k-koe on näin ollen aina kiertosymmetrinen,
sillä ilmeisestiXTX = 2kIk+1 (Lause 1.4).

Täydellisessä2k-kokeessa on useinkin käytännön kannalta liian monta koetta.
Ns.osittaisissa2k-kokeissafaktorien määrää karsitaan (ja datamatriisin rivilukua 2k fractional

factorial designpienennetään) aivan omalla tavallaan kieltämällä tietyt yhdysvaikutukset. Yhdys-
vaikutuksenkielto tarkoittaa sitä, että sen arvo kiinnitetään±1:ksi. Kiellettäessäsacrifice
tiettyjä yhdysvaikutuksia päätetään samalla, etteivät ne ole tarkastelun kannalta
tärkeitä. Kiellettyjen vaikutuksien sanotaansekoittuvanvakiotermiin. confounding

Jos kielletään vaikutuksetz1, . . . , zm, on kiellettävä myös kaikki näistä kes-
kenään kertomalla saadut vaikutukset, sillä näiden arvot tulevat myös kiinnitetyk-
si. Jos siis tapauksessak = 5 päätetään kieltää

x1x2x4 ja x1x3x5

on myös kiellettävä
x1x2x4 · x1x3x5 = x2x3x4x5.

Alinta kertalukua olevan kielletyn termin aste on ns.kokeen resoluutio.Reso-
luutio-III kokeissa päävaikutukset sekoittuvat kahdenfaktorin yhdysvaikutuksiin
mutta eivät sekoitu keskenään. Resoluutio-IV kokeissapäävaikutukset eivät se-
koitu keskenään eikä kahden faktorin yhdysvaikutuksiin, mutta kahden faktorin
yhdysvaikutukset sekoittuvat keskenään. Resoluutio-Vkokeissa päävaikutukset
ja kahden faktorin yhdysvaikutukset eivät sekoitu keskenään.

Kun vaikutuksetz1, . . . , zm on kielletty, ts. niiden arvot kiinnitetty, jätetään da-
tamatriisiin vain ne rivit, jotka toteuttavat nämä kiinnitykset. Itse malliin ei oteta
mukaan kiellettyjen vaikutuksien termejä. Toisaalta kiinnitykset samaistavat tiet-
tyjä vaikutuksia merkkiä vaille ja näistä otetaan mukaan malliin vain yksi, jottei
datamatriisiin tule lineaarisesti riippuvia sarakkeita.Tällaisia vaikutuksia kutsu-
taan toistensaaliaksiksi.Esimerkiksi yo. kiinnitysten puitteissa malliin ei saa ot-
taa mukaan molempia termejäβ34x3x4 ja β25x2x5, sillä

x3x4 = (±x2x3x4x5)x3x4 = ±x2x5,

missä merkki± valitaan siten, että±x2x3x4x5 = 1. Kaikki ko. kiinnityksen aliak-
set ovat

1 = |x1x2x4| = |x1x3x5| = |x2x3x4x5|
|x1| = |x2x4| = |x3x5| = |x1x2x3x4x5|
|x2| = |x1x4| = |x1x2x3x5| = |x3x4x5|
|x3| = |x1x2x3x4| = |x1x5| = |x2x4x5|
|x4| = |x1x2| = |x1x3x4x5| = |x2x3x5|
|x5| = |x1x2x4x5| = |x1x3| = |x2x3x4|
|x2x3| = |x1x3x4| = |x1x2x5| = |x4x5|
|x3x4| = |x1x2x3| = |x1x4x5| = |x2x5|



54 LUKU 2. KOESUUNNITTELUT

Vaikutuksienx1x2x4 ja x1x3x5 kielto antaa ensimmäisen kertaluvun mallin osit-
taisen25-koesuunnittelun, jossa onN = 25−2 = 8 koetta. Suunnittelu on kierto-
symmetrinen, sillä se on täydellisen2k-kokeen typistys.

Seuraavasta taulukosta löytyy hyödyllisiä osittaisia2k-kokeita.

nimi k N kiellot

23−1
III 3 4 x1x2x3

24−1
IV 4 8 x1x2x3x4

25−1
V 5 16 x1x2x3x4x5

25−2
III 5 8 x1x2x4, x1x3x5

26−1
VI 6 32 x1x2x3x4x5x6

26−2
IV 6 16 x1x2x3x5, x2x3x4x6

26−3
III 6 8 x1x2x4, x1x3x5, x2x3x6

27−2
IV 7 32 x1x2x3x6, x1x2x4x5x7

27−3
IV 7 16 x1x2x3x4, x2x3x4x6, x1x3x4x7

27−4
III 7 8 x1x2x4, x1x3x5, x2x3x6, x1x2x3x7

28−3
IV 8 32 x1x2x3x6, x1x2x4x7, x2x3x4x5x8

28−4
IV 8 16 x2x3x4x5, x1x3x4x6, x1x2x3x7, x1x2x4x8

Kyllästetyt osittaiset2k-kokeet, kuten23−1
III ja 27−4

III , ovat samalla Plackettin ja Bur-
manin kokeita.

Esimerkki

Sitä kiellettyjen faktoreiden arvojen kiinnitystä, joka antaa kullekin niistä arvon
1, kutsutaanpääositukseksi.Etsi tekstissä olevan25−2

III -kokeen pääosituksen en-principal fraction

simmäisen kertaluvun mallin datamatriisi.

Ratkaisu

Taulukosta nähdään että25−2
III mallissa tulisi kieltää esimerkiksi faktoritx1x2x4 ja

x1x3x5. Huomataan, ettäx1x2x4 = 1 ⇔ x1x2 = x4 ja x1x3x5 = 1 ⇔ x1x3 = x5.
Toisaalta aliastaulustakin nähdään, ettäx4 = x1x2 ja x5 = x1x3 (merkit valittu
pääosituksen mukaiseksi).

Datamatriisi saadaan, kun annetaan faktoreillex1, x2 ja x3 kaikki mahdolliset
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arvoyhdelmät, ja asetetaanx4 = x1x2 ja x5 = x1x3:

X =

























1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1
1 −1 1 1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 1 −1 1
1 1 1 −1 1 −1
1 1 1 1 1 1

























.

Huomataan, että jos faktoritx4 ja x5 osoittautuvat tarpeettomiksi, niin samoja
koetuloksia voidaan käyttää sovittamaan ensimmäisenkertaluvun malli, missä on
vain faktoritx1, x2 ja x3. Kannattaa siis numeroida faktorit niin, ettäx4 ja x5 ovat
ne faktorit, joiden uskotaan olevan vähemmän tärkeitä.

Harjoitusteht ävät

1. Etsi23−1
III -kokeen datamatriisi ja aliastaulu. Näytä, että koe on ekvivalentti

erään Plackettin ja Burmanin kokeen kanssa.

2. Etsi resoluutio-III osittainen2k-koesuunnittelu, jolla on mahdollisimman
pieni kokeiden lukumääräN , kunk = 9. Löytyykö kiertosymmetrinen kah-
den tason koe, jolla on pienempiN?

3. 24−1
IV -koetta käytetään sovittamaan ensimmäisen kertaluvun malli. Jos todel-

linen vastefunktio on

y = β0 +
4
∑

i=1

βixi + β12x1x2,

niin ovatko parametrienβ0, β1, β2, β3 ja β4 estimaatit harhattommia, eliunbiased

toteutuukoE(βi) = βi (0 ≤ i ≤ 4)?

2.5 Toisen kertaluvun regressiomalli

Toisen kertaluvun malli tarvitaan erikoisesti silloin, kun faktorien tarkastelualu-
eella on maksimia tai minimiä. Täydellinen toisen kertaluvun malli on muotoa

y = β0 +

k
∑

i=1

βixi + +

k
∑

i=1

βiix
2
i +

∑

1≤i<j≤k

βijxixj + ǫ.
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Termejä on1 + 2k +
(

k
2

)

kappaletta. Tarkastelemme tässä kohdassa toisen kerta-
luvun mallin koesuunnittelun ortogonaalisuutta ja kiertosymmetrisyyttä.

Matriisia 1
N
XTX kutsutaanmomenttimatriisiksi. Momentit määritellään

[i] :=
1

N

N
∑

t=1

xti

[ij] :=
1

N

N
∑

t=1

xtixtj = [ji]

[ijm] :=
1

N

N
∑

t=1

xtixtjxtm = [jim] = · · ·

[ijmn] :=
1

N

N
∑

t=1

xtixtjxtmxtn = [imjn] = · · ·

Esimerkiksi tapauksessak = 2 momenttimatriisi on

1

N
XTX =























1 [1] [2] [11] [22] [12]

[1] [11] [12] [111] [122] [112]

[2] [12] [22] [112] [222] [122]

[11] [111] [122] [1111] [1122] [1112]

[22] [122] [112] [1122] [2222] [1222]

[12] [112] [122] [1112] [1222] [1122]























Momenttimatriisin yleinen lohkorakenne on siis

1

N
X

T
X =













1 [m] [mm] [mn] (m < n)

[i] [im] [imm] [imn] (m < n)

[ii] [iim] [iimm] [iimn] (m < n)

[ij] (i < j) [ijm] (i < j) [ijmm] (i < j) [ijmn] (i < j,m < n)













Koesuunnittelu on ortogonaalinen jos momenttimatriisi onlävistäjämatriisi.
Oletetaan ensin, että faktoritx1, . . . , xk ovat skaalattuja niin, ettā̈xi = [i] = 0
ja [ii] = 1. Tämä skaalaus on samanlainen kuin standardointi, paitsi että käytetty
hajonta on

√

√

√

√

1

N

N
∑

j=1

(xji − xi)2.

Seuraavaksi korvataan affiinimuunnoksellaL mallin neliöfaktorit uusilla muotoa

x2
i + pixi + qi
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olevilla faktoreilla. Uuden mallin momenttimatriisin rakenne on
1

N
(LX)T LX =



























1 0 1 + qm [mn] (m < n)

0 [im] [imm] + pm[im] [imn] (m < n)

1 + qi [iim] + pi[im]

[iimm] + pi[imm]+

pm[iim] + pipm[im]

+ qi + qm + qiqm

[iimn] + pi[imn]

+ qi[mn] (m < n)

[ij] (i < j) [ijm] (i < j)
[ijmm] + pm[ijm]

+ qm[ij] (i < j)
[ijmn] (i < j,m < n)



























Jotta uutta mallia käyttävä koe olisi ortogonaalinen, on affiinimuunnoksen ker-
toimien oltava

pi = −[iii] ja qi = −1

ja momenttien oltava

1. [ij] = 0, kun i 6= j,

2. [ijm] = 0, kun ei ole kyseessä tapausi = j = m,

3. [iijj] = 1, kun i 6= j ja

4. [ijmn] = 0, kun ei ole kyseessä tapaus 3. eikä tapausi = j = m = n.

Ts. ainoat nollasta eroavat momentit ovat muotoa[ii], [iii], [iijj] tai [iiii] (ja
näistäkin[iii] voi olla nolla). Ortogonalisoituvan kokeen momenttimatriisi on siis
muotoa

1

N
XTX =













1 0T
k 1T

k 0T

0k Ik S3 OT

1k S3 S4 − Ik + 1k1
T
k OT

0 O O I













,

missäS3 ja S4 ovat lävistäjämatriiseja, joideni:s lävistäjäalkio on[iii] ja [iiii].
Usein riittää pelkkä tieto siitä, että koe on periaatteessa ortogonalisoitavissa eo.
tapaan. Ortogonaalisuuden hyvät puolet kun näkyvät ilman varsinaista ortogona-
lisointiakin!

Kiertosymmetriaa ei voida määritellä toisen kertaluvun malleja käyttäville ko-
keille samalla tavalla kuin edellä tehtiin ensimmäisen kertaluvun mallin tapauk-
sessa. Toisaalta määritelmäksi voidaan ottaa sivulla 43 mainittu kiertosymmetri-
sen kokeen ennusteen varianssia koskeva ominaisuus: Toisen kertaluvun malliin
perustuva koe onkiertosymmetrinen, jos sitä käyttäen saadun ennusteen varianssi
riippuu vain datavektorin ensimmäisen kertaluvun osan pituudesta.



58 LUKU 2. KOESUUNNITTELUT

Lause 2.3.Toisen kertaluvun kokeeseen perustuva malli on kiertosymmetrinen,
jos momenttimatriisi on muotoa

1

N
XTX =













1 0T
k λ11

T
k 0T

0k λ1Ik Ok OT

λ11k Ok λ2(2Ik + 1k1
T
k ) OT

0 O O λ2I













.

JottaXTX olisi ei-singulaarinen, on ilmeisesti oltavaλ1 6= 0 ja λ2 6= 0, mutta
myöskλ2

1 6= (k + 2)λ2, kuten todistuksesta huomataan. Jotta lauseessa annettu
kiertosymmetrinen koe olisi vielä ortogonalisoitavissa, on edellä olevan mukaan
ilmeisesti oltavaλ2 = 1; standardoinnista johtuen on tällöin myösλ1 = 1.

Todistus.Käyttämällä lohkomatriisin kääntökaavaa (ks. sivun 15 alaviite) loh-
koille (1, 1), (1, 3), (3, 1) ja (3, 3) todetaan, että käänteismatriisi on

(XTX)−1 =
1

N













1 + λ2
11

T
k Y1k 0T

k −λ11
T
k Y 0T

0k λ−1
1 Ik Ok OT

− λ1Y1k Ok Y OT

0 O O λ−1
2 I













,

missä

Y :=
(

λ2(2Ik + 1k1
T
k ) − λ2

11k1
T
k

)−1
=

1

2λ2

(

Ik +
λ2 − λ2

1

2λ2
1k1

T
k

)−1

,

edellyttäen tietysti, että ko. käänteismatriisi on olemassa. Shermanin ja Morriso-
nin kääntökaavaa1 käyttäen todetaankin, että

Y =
1

2λ2

(

Ik +
λ2

1 − λ2

(k + 2)λ2 − kλ2
1

1k1
T
k

)

.

Lasketaan sitten ennusteenŷ varianssi. Datavektoriξ ositetaan seuraavasti:

ξ =









1
d

z1

z2









,

1 Shermanin ja Morrisonin kääntökaava on

(A + uv
T )−1 = A

−1 − A
−1

u(A−1
v)T

1 + vT A−1u

ja se on voimassa, mikälivT
A

−1
u 6= −1.
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missä vektorissad on ensimmäisen kertaluvun faktorit, vektorissaz1 ovat d:n
komponenttien neliöt ja vektorissaz2 niiden sekatulot. Tutkittava varianssi on
V (ŷ) = σ2ξT (XTX)−1ξ. Lohkokertolasku osoittaa, että

N

σ2
V (ŷ) = 1 + λ2

11
T
k Y1k − 2λ1z

T
1 Y1k +

1

λ1
dTd + zT

1 Yz1 +
1

λ2
zT

2 z2.

Nyt Y1k = c1k, missä

c =
1

2λ2

(

1 +
λ2

1 − λ2

(k + 2)λ2 − kλ2
1

k

)

,

joten1T
k Y1k = ck ja zT

1 Y1k = c‖d‖2. Toisaalta

zT
2 z2 =

∑

1≤i<j≤k

ξ2
i ξ

2
j =

1

2
zT

1 (1k1
T
k − Ik)z1,

joten

zT
1 Yz1 +

1

λ2

zT
2 z2 = zT

1

(

Y +
1

2λ2

(1k1
T
k − Ik)

)

z1 = dzT
1 1k1

T
k z1 = d‖d‖4.

missä

d =
1

2λ2

(

1 +
λ2

1 − λ2

(k + 2)λ2 − kλ2
1

)

.

Kaiken kaikkiaan siisV (ŷ) riippuu vain‖d‖:sta.

Lauseessa annettu karakterisaatio on itse asiassa täydellinen, ts. muunlaisia
kiertosymmetrisiä toisen kertaluvun malliin perustuviakokeita ei ole. (Asian to-
distus ei ole aivan helppo.) Samantapainen karakterisaatio voidaan antaa minkä
tahansa kertaluvun mallia käyttävän kokeen kiertosymmetrisyydelle. Ks. KHURI

& CORNELL ja JOHN. Alkuperäisviite on BOX, G.E.P. & HUNTER, J.S.: Multi-
factor Experimental Designs for Exploring Response Surfaces,Annals of Mathe-
matical Statistics28 (1957), 195–242.

Esimerkki

Kuusikulmion koepisteet ovat

xj1 = R cos(2πj/6), xj2 = R sin(2πj/6), (1 ≤ j ≤ 6)

johon lisätäänn0 koetoistoa origossa. Näytä, että2. kertaluvun malli on kierto-
symmetrinen ja ortogonalisoituva sopivallan0:n arvolla.
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Ratkaisu

Kokeiden lukumäärä onN = 6 + n0. Koska

1

N

N
∑

j=1

xji = 0 ja
1

N

N
∑

j=1

x2
ji =

3R2

N

niin skaalaukseen riittää, että asetetaanR =
√

N/3. Momenttimatriisi on silloin

1

N
XTX =

















1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 N/4 N/12 0
1 0 0 N/12 N/4 0
0 0 0 0 0 N/12

















,

joka on kiertosymmetrisen kokeen momenttimatriisi, jossaλ1 = 1 ja λ2 = N/12.
Koe on ortogonalisoituva, kunN = 12, eli kun toistokokeiden lukumäärä on
n0 = 6.

Harjoitusteht ävät

1. Alla on erään muovikemian kokeen data. Datamatriisi onns.Box–Behnken-
matriisi. Faktorit (koodattuina) ovat lämpötila, seoksen sekoitusnopeus ja
erään aineksen lisäysnopeus. Vaste on hartsin viskositeetti.

x1 x2 x3 y
−1 −1 0 53

1 −1 0 58
−1 1 0 59

1 1 0 56
−1 0 −1 64

1 0 −1 45
−1 0 1 35

1 0 1 60
0 −1 −1 59
0 1 −1 64
0 −1 1 53
0 1 1 65
0 0 0 65
0 0 0 59
0 0 0 62
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Onko2. kertaluvun malli ortogonalisoituva? kiertosymmetrinen?Sovita2.
kertaluvun malli.

2. Kolmen tason kokeessa faktoreilla on kullakin kolme tasoyhdelmää data-
matriisissa, koodauksen jälkeen−1, 0 ja 1. Täydellisess̈a 3k-kokeessaovat
mukana kaikki3k eri tasoyhdelmää, kukin kerran. Todista, että nämä kokeet
ovat toisen kertaluvun mallille ortogonalisoituvia.

2.6 CCD-kokeet

Suosittu toisen kertaluvun mallin koesuunnittelu on ns.CCD-koe. Sen datamatriisiCentral
Composite

Design
muodostetaan kolmesta osasta:

1. Faktoriaaliosakoostuu kahden tason kokeesta, jonkaf faktoritasoa koo-
dataan±1:ksi. Ensimmäisen kertaluvun osuus datamatriisin faktoriaalio-
sasta on muotoa

(

1f F
)

, missäF on f × k-matriisi. Faktoriaaliosa voi
olla osittainen2k-koe, mutta resoluution on oltava vähintään V, jotta en-
simmäisen ja toisen kertaluvun vaikutukset eivät sekoitu keskenään.

2. Aksiaaliosasaadaan pisteistä, jotka ovatR
k:n akseleilla etäisyydelläα ori-

gosta. Ensimmäisen kertaluvun osuus datamatriisin aksiaaliosasta on muo-
toa

(

1k αIk

1k −αIk

)

.

3. Keskusosakoostuun0 koetoistosta origossa. Ensimmäisen kertaluvun osuus
datamatriisin keskusosasta on muotoa

(

1n0
O
)

. Keskusosan koetoistoja
käyttäen voidaan testata mallin epäsopivuutta.

IlmeisestiN = f + 2k + n0 ja ensimmäisen kertaluvun osuus datamatriisista on








1f F

1k αIk

1k −αIk

1n0
O









.

Faktoriaaliosa valitaan siten, että se on keskitetty, ts.

FT1f = 0k.

Täydellisen tai osittaisen2k-kokeen muodostavalle faktoriaaliosalle tämä toteutuu
automaattisesti. Tällöin koko ensimmäisen kertaluvundata on keskitetty. Skaalat-
taessa sarakkeiden yhteinen toisen asteen momentti on

S2 := [ii] =
1

N

N
∑

t=1

x2
ti =

1

N
(f + 2α2).
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Skaalattu datamatriisi on näin

X =













1f
1
S
F 1

S21f1
T
k

1
S2 G

1k
α
S
Ik

α2

S2 Ik O

1k −α
S
Ik

α2

S2 Ik O

1n0
O O O













,

missäG on faktorien sekatuloista muodostuva osuus (f ×g-matriisi). Jotta voitai-
siin yleensä ottaen päästä ortogonalisoituviin ja/tai kiertosymmetrisiin CCD-ko-
keisiin, pitää faktoriaaliosa valita siten, että (aikaisemmin mainitun ehdonFT1f =
0k lisäksi)

FT F = fIk , GT1f = 0g , GTG = fIg ja GTF = O.

Jälleen täydellisen tai osittaisen2k-kokeen muodostavalle faktoriaaliosalle tämä
on automaattista, sillä

(FT F)i,j =

N
∑

t=1

FtiFtj =

{

f jos i = j
0 jos i 6= j

(GT1f )(ij) =
N
∑

t=1

FtiFtj = 0

(GTG)(ij),(mn) =

N
∑

t=1

FtiFtjFtmFtn =

{

f jos (ij) = (mn)
0 jos (ij) 6= (mn)

(GTF)(ij),m =
N
∑

t=1

FtiFtjFtm = 0

Tällöin

XTX =













N 0T
k

f
S21

T
k + 2α2

S21
T
k 0T

g

0k
f
S2 Ik + 2α2

S2 Ik O OT

f
S21k + 2α2

S21k O f
S4Jk + 2α4

S4 Ik OT

0g O O f
S4 Ig













= N













1 0T
k 1T

k 0T
g

0k Ik O OT

1k O fJk+2α4Ik

S2(f+2α2)
OT

0g O O
fIg

S2(f+2α2)













.
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Koe on nyt ortogonalisoitavissa, jos

f

S2(f + 2α2)
=

fN

(f + 2α2)2
= 1 eli α =

√

1

2

(

√

fN − f
)

ja kiertosymmetrinen, josα = 4
√

f . Sekä kiertosymmetrisen että ortogonalisoitu-
van kokeen aikaansaamiseksi on näin ollen valittava

α = 4

√

f ja n0 = 4 − 2k + 4
√

f

(olettaen, ettäf on neliö).

Esimerkki

Kahden faktorin (k = 2) täydelliseen2k-kokeeseen (f = 22 = 4) perustuva
CCD-koe toisen kertaluvun mallille on ortogonalisoituva ja kiertosymmetrinen,
kun valitaanα = 4

√
f =

√
2 ja n0 = 4 − 2k + 4

√
f = 8. Silloin datamatriisin

ensimmäisen kertaluvun faktorit ovat

x1 x2

−1 −1
−1 1

1 −1
1 1

√
2 0

0
√

2

−
√

2 0

0 −
√

2

0 0
...

...
0 0

x2

x1

Jos valitaan pienempi määrä origon toistoja, niin koe eienää ole ortogonalisoi-
tuva mutta pysyy kiertosymmetrisenä. Kannattaa kuitenkin ottaan0 ≥ 3 toistoja
mallin epäsopivuustestin suorittamiseksi ja ennusteen varianssin pienentämiseksi
tarkastelualueella:
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0 1
0

 

 

 

 

 

 

 

 

9
 n

0
=1

 n
0
=2

 n0 =3

 n
0
=8

(  ξ
1

2
+  ξ

2

2
)
1 / 2

 N V( y)
σ 2

ˆ

Harjoitusteht ävät

1. Etsi toisen kertaluvun mallin ortogonalisoituva kiertosymmetrinen CCD-
koe, kunk = 5.

2. Jos tarkastelualueen rajoitukset ovat muotoaci ≤ xi ≤ di, niin voidaan
asettaa CCD-kokeen parametrin arvoksiα = 1, jotta koodatut aksiaalikoe-
pisteet olisivat tarkastelualueen rajapinnalla. SilloinCCD-koe on kolmen
tason koe. Tapauksessak = 2 datamatriisin ensimmäisen kertaluvun fakto-
rit ovat

x1 x2

−1 −1
−1 1

1 −1
1 1

1 0
0 1

−1 0
0 −1

0 0
...

...
0 0

x2

x1

Piirrä ennusteen varianssinNV (ŷ)/σ2 tasa-arvokäyriä (Matlabin komento
contour) alueella−1 ≤ ξ1, ξ2 ≤ 1 kunn0 = 0, 1, 2. Mitä voi päätellä?
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2.7 Optimaaliset kokeet

On paljon tehtäviä, joissa edellisissä kohdissa esitettyjä ”klassisia” kokeita ei voi
käyttää. Mm. koealueen muoto, kokeiden lukumäärä tai regressiomalli saattavat
olla sen verran erikoisia, että tarvitaan räätälöitykoesuunnittelu. Viime vuosi-
na kehitetyt optimointialgoritmit tarjoavat tehokkaita ja monipuolisia työkaluja
tällaisiin koesuunnittelutehtäviin.

Optimaalisen kokeen suunnittelussa etsitään koepisteiden sijainnit koealueel-
la niin, että tavoitefunktio minimoituu. Tavoitefunktioita on useita.A-optimaali-
senkokeen tavoitefunktio on regressiomallin parametrien skaalattujen varianssien
summa, eli

JA(X) =
1

σ2

∑

i

V (bi) =
∑

i

cii = trace((XTX)−1),

Esimerkiksi, jos koealue on kuutioX = {1}× [−1, 1]k, niin kohdan 2.2 tuloksien
perusteella tiedetään, että ortogonaalinen kahden tason koe on A-optimaalinen.

Eniten käytetty optimaalisuuskriteeri onD-optimaalisuus, jonka tavoitefunk-
tio on

JD(X) =
1

det(XTX)
= det((XTX)−1).

Determinantti on positiivinen, koska se on positiividefiniitin matriisin (XTX)−1

ominaisarvojen tulo. D-optimaalinen suunnittelu pysyy D-optimaalisena datan af-
fiinimuunnoksella, koska

JD(XL) =
1

det(LTXTXL)
=

1

det(LT ) det(XTX) det(L)
∝ JD(X).

Koesuunnittelu voidaan siis tehdä koodatuilla faktoreilla. Tätä edullista piirettä ei
ole muilla regressiomallin parametrien laatua kuvaavillaoptimaalisuuskriteereillä,
kuten A-optimaalisuudella.

D-optimaalinen koesuunnittelu minimoi regressiomallin parametrienb luotta-
musellipsoidien tilavuuden. Sillä lauseen 1.1 mukaan, suure confidence ellipsoid

(b − β)TXTX(b− β)

(k + 1)s2

on F-jakautunut vapausasteink + 1 ja N − k − 1, joten epäyhtälö

(b− β)TXTX(b− β) ≤ (k + 1)s2Fk+1,N−k−1(α) =: f 2

määritteleeb-keskisen luottamusellipsoidin parametriavaruudessa. Lineaarikuvaus
b 7→ 1

f
(XTX)1/2b muuttaa ellipsoidink + 1-ulotteiseksi yksikkösäteiseksi pal-

loksi. Ellipsoidin tilavuus on
(

det
(

1
f
(XTX)1/2

))−1

= J
1/2
D fk+1 kertaa pallon

tilavuus.
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Optimaalisuuskriteeri voi myös perustua vastepinnan varianssiin. Kuten mai-
nittiin kohdassa 2.1, ennusteen varianssin arvo pysyy muuttumattomana affiini-
muunnoksen suhteen. Ennusteen normalisoitu varianssi faktoripisteessäξ on

g(ξ,X) :=
N

σ2
V (ŷ) = NξT (XTX)−1ξ.

G-optimaalisenkokeen tavoitefunktio on

JG(X) = max{g(ξ, X) | ξ ∈ X},

eli koesuunnittelussa pyritään minimoimaan vastepinnan suurin varianssi koealu-
eella. Kohdan 2.6 esimerkissä arvioitiin CCD-kokeiden origotoistojen lukumäärän
n0 valinta nimenomaan G-optimaalisuuskriteerin näkökulmasta.

Datamatriisini:nnen rivin faktoriyhdelmän vastaava normalisoitu varianssi on

gi :=
N

σ2
V (ŷi) = Nhii,

missähii on matriisinX(XTX)−1XT i:s lävistäjäalkio. Arvojengi keskiarvo ei
voi olla maksimiarvoa isompi, joten

JG(X) ≥ max
i

gi ≥
1

N

∑

i

gi =
∑

i

hii = trace(X(XTX)−1XT )

= trace(XTX(XTX)−1) = trace(Ik+1) = k + 1,

eli k + 1 on G-optimaalisen tavoitefunktion alaraja.
Kun ensimmäisen kertaluvun mallin datamatriisi ja datavektori jaetaan lohkoi-

hin tutun tapaan

X = (1 |D) ja ξ =

(

1
d

)

,

niin ennusteen normalisoitu varianssi on

g = 1 + N(d − d̄)T (DTD − N d̄d̄T )−1(d− d̄),

missäd̄ := 1
N
DT1N on datan keskipiste. Koska matriisi(DTD − N d̄d̄T )−1 on

positiividefiniitti, niin g ≥ 1 ja g = 1 vain datan keskipisteessä.
Tilastolliset ohjelmistot käyttävät algoritmejä, jotka etsivät optimaaliset suun-

nittelut diskretoidulla koealueella, eli jatkumoX korvataan äärellisellä pistejou-
kolla. Tällaisen kombinatorisen optimointitehtävän globaalisen minimin löytä-
minen on yleensä raskas laskentatehtävä, sillä jos jokainen faktori diskretoidaan
käyttäenm tasoa, niin mahdollisia koesuunnitteluja onmkN . Siksi käytetään heu-
ristisia algoritmejä, joiden antama ratkaisu ei välttämättä ole globaali minimi,
mutta joka on yleensä aivan käyttökelpoinen.
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Esimerkki

Tutkitaan yhden muuttujan ensimmäisen kertaluvun mallinŷ = b0 +b1x koesuun-
nitteluja, kun koealue on−1 ≤ x ≤ 1.

Ensimmäisen kertaluvun mallin suunnitteluD = [−1, 1]T antaa

XTX =

(

2 0
0 2

)

,

jotenJD(X) = 1/ det(XTX) = 1/4. Mallin parametrien luottamusellipsoidi on

(b− β)TXTX(b− β) = 2(b0 − β0)
2 + 2(b1 − β1)

2 ≤ f 2

eli f/
√

2-säteinen kiekko. Ennusteen normalisoitu varianssi on

g(ξ,X) = NξT (XTX)−1ξ = 2( 1 ξ )

(

1/2 0
0 1/2

)(

1
ξ

)

= 1 + ξ2,

jotenJG(X) = max
−1≤ξ≤1

1 + ξ2 = 2 = k + 1, eli koe on G-optimaalinen.

Ensimmäisen kertaluvun mallin suunnittelutD1 = [−1, 0, 1]T jaD2 = [−1, 1, 1]
antavat

XT
1 X1 =

(

3 0
0 2

)

ja XT
2 X2 =

(

3 1
1 3

)

,

joten JD(X1) = 1/6 ja JD(X2) = 1/8, eli suunnittelu[−1, 1, 1] on suunnitte-
lua [−1, 0, 1] parempi D-kriteerin suhteen. Mallin parametrien luottamusellipsoi-
dit ovat

1

–1

1–1

[1,0,–1]

[–1,1,1]

(b0-β0)/f

(b1-β1)/f
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Ennusteen normalisoidut varianssit ovat

g(ξ,X1) = 1 +
3

2
ξ2

-1 0 1
0

1

2
2.5

ja

g(ξ,X2) =
9

8
− 3

4
ξ +

9

8
ξ2.

-1 0 1
0

1

2

3

joten JG(X1) = 2.5 ja JG(X2) = 3, eli suunnittelu[−1, 0, 1] on suunnittelua
[−1, 1, 1] parempi G-kriteerin suhteen.

Harjoitukset

1. Näytä, että jos datamatriisi on muotoa

X =

(

X1

X1

)

,

(eli kaikki kokeet toistetaan), niing(ξ,X) = g(ξ,X1).

2. Etsi sellainenζ ∈ [−1, 1] arvo, että koepisteet[−1, 0, ζ, 1] antavat D-opti-
maalisen kokeen toisen kertaluvun mallilleŷ = b0 + b1x + b2x

2.

3. Etsi kahden muuttujan toisen kertaluvun mallin D-optimaalinen koe tilasto-
ohjelmistoa käyttäen, kunN = 10 ja koealue on−1 ≤ x1, x2 ≤ 1. Vertaile
tämän suunnittelun ja kohdan 2.6 tehtävän 2 suunnittelun JD ja JG arvoja,
kunn0 = 2.



Luku 3

VASTEEN OPTIMOINTI

Vasteen optimoinnillatarkoitetaan sellaisen faktorien tasoyhdelmän löytämistä,
jolla vaste saa maksimi- tai minimiarvon. Tähän voidaan käyttää tavallista numee-
rista optimointia, mutta silloin koedatan kohinaa ei otetahuomioon. Tässä luvus-
sa esitetään tilastollisen vastepintamallinnuksen menetelmään perustuva vasteen
optimointi. Menettely on kolmivaiheinen.

Seulonta. Ensin luetteloidaan kaikki mahdollisesti vasteeseen vaikuttavat kvan-screening

titatiiviset muuttujat ja määrätään niiden käyttöalue. Seulonnan koesarjanregion of operability
tarkoitus on poistaa muuttujia, joilla varianssianalyysin mukaan ei ole mer-
kittävää vaikutusta vasteeseen. Tähän voidaan käyttää kahden tason kokeita.
Regressiomallin riittävyys voidaan myös tarkistaa tässä vaiheessa.

Gradienttimenetelmä. Seuraavaksi iteroidaan gradienttimenetelmää kunnes vas- method of steepest

descent / ascentte ei enää olennaisesti kasva, varianssianalyysi tai ep¨asopivuuden testaus
ilmoittaa toisen kertaluvun mallin tarpeellisuuden tai tullaan käyttöalueen
reunalle.

Ääriarvotarkastelu tai harjuanalyysi. Sovitetaan täydellinen toisen kertaluvun
malli ja lasketaan sen kriittinen piste. Jos ääriarvo on käyttöalueen sisällä,stationary point

tarkastellaan sen laatu (maksimi, minimi, tai satulapiste); muussa tapauk-
sessa suoritetaan ns.harjuanalyysi. ridge analysis

Seulonnan menetelmät ovat esitettynä edellisissä luvuissa, joten tässä luvussa
keskitytään muiden vaiheiden menettelyihin.

3.1 Gradienttimenetelmä

Tämä vaihe on iteratiivinen. Valitaan lähtöpisted0 ja toistetaan seuraavat toimen-
piteet.

69
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1. Valitaan jokin ensimmäisen kertaluvun mallin datamatriisi X =
(

1N D
)

käyttöalueen sisällä siten, ettäd0 on datan keskipiste:

1

N
DT1N = d0.

Datan kattamaa aluetta kutsutaankoealueeksi. Ensimmäisissä iteraatiois-region of

experimentation sa, joissa ollaan kaukana ääriarvosta, voidaan käyttää kahden tason kokei-
ta. Myöhemmissä iteraatioissa kannattaa lisätä toistokokeita keskipisteessä
vastepinnan kaarevuuden testamiseen. Erityisen edullista on käyttää kierto-
symmetrisiä kokeita, joille ennusteen varianssi on suunnasta riippumaton.

2. Suoritetaan vastaavat kokeet ja sovitetaan ensimmäisen kertaluvun malli

y = xT β + ǫ.

3. Testataan mahdollisten koetoistojen avulla mallin epäsopivuus. Jos malli
osoittautuu epäsopivaksi, siirrytään suoraan seuraavaan vaiheeseen (s. 74),
jossa sovitetaan toisen kertaluvun malli.

4. Suoritetaan varianssianalyysi. Jos malli ei osoittaudumerkitseväksi, siir-
rytään suoraan seuraavaan vaiheeseen.

5. Käytetään estimoituja parametrejäb seuraavalla tavalla. Etsitään yksikkö-
vektorin, jonka suuntaan vaste mallin mukaan kasvaa nopeimmin (maksi-
mointi) tai vähenee nopeimmin (minimointi), ns.viettosuunta.Tämä suunta
on gradientin

grad(xTb) =











b1

b2
...
bk











=: b1

suunta tai sille vastakkainen suunta.

6. Valitaan jokin askelpituus∆ ja kokeita suorittamalla etsitään vasteet pis-
teissä

d0 + i∆n (i = 1, 2, . . .),

kunnes vaste ei enää merkittävästi kasva (maksimointi) tai vähene (mini-
mointi), tai tullaan käyttöalueen reunalle. Olkoon tällainen piste uusi lähtö-
pisted0.

Jos tullaan käyttöalueen reunalle, vastepinnan optiminetsintä jatkuu reunal-
la. Käyttöalueen reuna oletetaan koostuvan hypertasoista muotoa{d |qT (d−
dreuna) = 0}. Etsintäpolku leikkaa käyttöalueen reunan, kun

qT (d0 + i∆n − dreuna) = 0,
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eli kun i = qT (dreuna − d0)/(∆qTn). Otetaan silloin käyttöön uudet va-
paat faktoritd′ := (x′

1, . . . , x
′
k−1)

T , jotka liittyvät alkuperäisiin rajoitettui-
hin faktoreihin yhtälön

d = dreuna + Pd′

kautta, missäk× (k−1) matriisinP sarakkeet ovat lineaarisesti riippumat-
tomia ja ortogonaalisia vektorinq kanssa.

7. Toistetaan kohtien 1–6 menettely kunnes joko

(a) tullaan ”ulos” kohdista 3. tai 4. tai

(b) vaste ei enää olennaisesti kasva (maksimointi) tai v¨ahene (minimoin-
ti).

Esimerkki

Halutaan maksimoida erään kemiallisen prosessin tuotteen suhteellinen puhtaus
(prosenttina). Vasteeseen vaikuttaa kaksi muuttujaa, joiden käyttöalue on[60, 150]×
[0,∞]. Alkupisteeksi valitaan(80, 60)T , ja koealueeksi[70, 90] × [30, 90]. Suori-
tetaan täydellinen22-koe, ja jokainen koe toistetaan. Koodatut muuttujat ovat

X1 :=
x1 − 80

(90 − 70)/2
, X2 :=

x2 − 60

(90 − 30)/2
.

Koetulokset ovat

x1 x2 X1 X2 y
70 30 −1 −1 49.8, 48.1
70 90 −1 +1 65.7, 69.4
90 30 +1 −1 57.3, 52.3
90 90 +1 +1 73.1, 77.8

Ensimmäisen kertaluvun mallin

y = β0 + β1X1 + β2X2 + ǫ

parametrien estimaatitb ovat




b0

b1

b2



 = (XTX)−1XTy =





1
8

0 0
0 1

8
0

0 0 1
8









493.5
27.7
78.5



 =





61.69
3.44
9.81



 .

Regressiomalli on siiŝy = 61.69 + 3.44X1 + 9.81X2. Varianssianalyysitaulu
mallin epäsopivuuden testaamiseen on
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variaation lähde vapausasteet neliösummat keskineliöt F merkitsevyys

epäsopivuus

puhdas virhe

residuaali

1

4

5

2.10

31.84

33.94

2.10

7.96

6.79

0.264 0.63

ja siinä on näytettä mallin sopivuudesta.
Varianssianalyysitaulu mallin käyttökelpoisuuden testamiseen on

variaation lähde vapausasteet neliösummat keskineliöt F merkitsevyys

regressio

residuaali

kokonaisvariaatio

2

5

7

864.81

33.94

898.75

432.41

6.79

128.39

63.71 3 · 10−4

ja siinä ei ole syytä hyväksyä hypoteesiaβ1 = β2 = 0. Testataan vielä jokaisen
faktorin tarpeellisuutta mallissa. Hypoteesinβ1 = 0 testisuure on

t =
b1 − 0√
MSE · c11

=
3.44

√

6.79/8
= 3.73,

jonka merkitsevyys on0.0135. Hypoteesinβ2 = 0 testisuure on

t =
b2 − 0√
MSE · c22

=
9.81

√

6.79/8
= 10.65,

jonka merkitsevyys on1.3 · 10−4. Voidaan siis päätellä, että molemmat faktorit
vaikuttavat vasteeseen.

Viettosuunta vasteen maksimointiin on

n =
1√

3.442 + 9.812

(

3.44
9.81

)

=

(

0.331
0.944

)

,

joten maksimin etsinnän pisteet ovat

X1 = 0.331∆, 2 · 0.331∆, · · ·
X2 = 0.944∆, 2 · 0.944∆, · · ·

Vastaavat alkuperäisten muuttujien arvot ovat

x1 = 80 + 10 · 0.331∆, 80 + 10 · 2 · 0.331∆, · · ·
x2 = 60 + 30 · 0.944∆, 60 + 30 · 2 · 0.944∆, · · ·

Valitsemme0.944∆ = 1.5 ja suoritetaan kokeita.
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x1 x2 y
85.3 105 74.3
90.6 150 83.2
95.9 195 84.7
101.2 240 80.1

Suurin vaste tulee pisteessä(95.9, 195)T , joten seuraava iteraatio lähtee sieltä. Va-
litaan koealueeksi[85.9, 105.9] × [165, 225] ja suoritetaan täydellinen22-koe, jo-
hon on lisätty keskustoistoja. Edellisen koesarjan mittaus keskipisteessä otetaan
myös mukaan. Koetulokset ovat

x1 x2 X1 X2 y
85.9 165 −1 −1 82.2
85.9 225 −1 +1 75.8
105.9 165 +1 −1 88.5
105.9 225 +1 +1 83.8
95.9 195 0 0 84.7
95.9 195 0 0 81.9

Mallin sovitus, epäsopivuuden tarkastelu, merkitsevyyden tarkastelu ja seuraa-
van etsintäsuunnan määrittely jätetään lukijalle.Alla olevassa kuvassa näkyy en-
simmäiseen kokeseen (o) perustuvat ennustetut tasa-arvokäyrät, ensimmäisen et-
sintäpolun kokeet (×) ja toisen kokeen pisteet (�).

    70     90    110    
   

 30

   

 90

   

150

   

210

   

 x
1

 x
2

55
60

65 70

2. koe

1. koe
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Harjoitusteht ävät

1. Suorita esimerkin toinen iteraatio loppuun.

2. Alla on erään kokeen data. Onko ensimmäisen kertaluvun malli merkitsevä
tai sopiva? Mihin suuntaan lähdet ja mistä pisteestä minimoitaessa kahden
faktorin vastetta?

x1 x2 y
30 150 39.3
30 160 40.0
40 150 40.9
40 160 41.5
35 155 40.3
35 155 40.5
35 155 40.7
35 155 40.2
35 155 40.6

3. Esitä rajoituksen reuna muodossa{(x1, x2, x3)
T |qT (d − dreuna) = 0} ja

esitä reunapisteet uusien faktoreiden(x′
1, x

′
2) funktiona.

(a)x1 ≥ 0 (b) x1 + x2 ≤ 10

3.2 Ääriarvotarkastelu

Kun ensimmäisen kertaluvun malli ei enää sovi, sovitetaan täydellinen toisen ker-
taluvun malli

y = β0 +

k
∑

i=1

βixi +
∑

1≤i≤j≤k

βijxixj + ǫ.

Merkitään

d :=







x1
...

xk







ja

B :=
1

2
(B′ + (B′)T ),
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missäB′ on yläkolmiomatriisi

B′ :=











β11 β12 · · · β1k

0 β22 · · · β2k
...

...
. . .

...
0 0 · · · βkk











.

Tällöin

dTB′d = trace(dTB′d) = trace(B′ddT ) =
∑

1≤i≤j≤k

βijxixj

ja vastaavasti
dT (B′)Td =

∑

1≤i≤j≤k

βijxixj .

Siispä myös
dT Bd =

∑

1≤i≤j≤k

βijxixj

ja malli voidaan kirjoittaa matriisimuotoon

y = xT β + dTBd + ǫ.

Myöskin ennuste voidaan kirjoittaa matriisimuotoon:

ŷ(d) = b0 + dTb1 + dTEd,

missä matriisiE saadaan ottamallaB:ssäβij:n paikallebij .
Valitaan sellainen toisen kertaluvun mallin datamatriisiX =

(

1N D
)

, että
1
N
DT1N = d0, missäd0 on edellisessä vaiheessa viimeksi saatu datan keskipiste.

Usein voidaan käyttää edellisen vaiheen dataa joko sellaisenaan tai täydentäen.
Tehdään varianssianalyysi ja testataan (mahdollisten)koetoistojen avulla mallin
epäsopivuus. Jos malli ei osoittaudu merkitseväksi tai osoittautuu epäsopivaksi,
tehdään koealue isommaksi tai pienemmäksi.

Seuraavaksi käytetään estimoitua mallia ääriarvon etsintään. Muodostetaan

grad(b0 + dT b1 + dT Ed) = b1 + 2Ed

ja merkitään se= 0k:ksi. JosE on singulaarinen, siirrytään harjuanalyysiin (kohta
3.3). Muussa tapauksessa etsitäänkriittinen piste

−1

2
E−1b1 =: z.

Jos kriittinen piste sijaitsee koealueen sisällä, tarkastellaan sen laatu matriisinE
ominaisarvojenλ1, . . . , λk avulla. KoskaE on symmetrinen matriisi, sen ominais-
arvot ovat reaaliset.
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• Jos kaikki ominaisarvot ovat positiiviset,E on positiividefiniitti jaz on mi-
nimipiste, jossa saavutetaan minimaalinen vaste.

• Jos kaikki ominaisarvot ovat negatiiviset,E on negatiividefiniitti jaz on
maksimipiste, jossa saavutetaan maksimaalinen vaste.

• Muussa tapauksessaz on satulapiste.

Jos kriittinen piste on satulapiste tai sijaitsee koealueen ulkopuolella, siir-
rytään harjuanalyysiin.

Koealueen sisällä sijaitsevan kriittisen pisteen laatuvoidaan selvittää tarkem-
min ominaisvektoreiden avulla. Kirjoitetaan estimoitu malli muotoon

ŷ(d) = ŷ(z) + (d− z)TE(d− z).

Etsitään matriisinE Schurin hajotelma:

E = QΛQT ,

missäQ on ortogonaalimatriisi jaΛ on lävistäjämatriisi, jonka lävistäjäalkiot
ovatλ1, . . . , λk. Huomaa, ettäQ:n sarakkeet ovat (järjestyksessä) ominaisarvoihin
λ1, . . . , λk liittyviä ominaisvektoreita. MerkitäänQT (d − z) =: e, jolloin malli
on ns.kanonista muotoa

ŷ(d) = ŷ(z) + eTΛe eli ŷ(d) = ŷ(z) +
k
∑

i=1

λie
2
i .

Ominaisvektorit määrävät vastepinnan pääakselin suunnat. Ominaisarvojen itseis-
arvot määrävät pinnan kaarevuuden eli kuinka nopeastivaste muuttuu siirryttäessä
pois kriittisestä pisteestäz pääakseleita pitkin.

Esimerkki

Edellisen kohdan kemiallisen prosessin puhtauden maksimoinnissa on kokeiden
edetessä päästy seuraavaan dataan.

x1 x2 X1 X2 y
125.9 171.9 −1 −1 93.6
125.9 218.1 −1 +1 91.7
145.9 171.9 +1 −1 92.5
145.9 218.1 +1 +1 92.9
135.9 195.0 0 0 96.2
135.9 195.0 0 0 97.0
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Sovitetaan ensimmäisen kertaluvun malli

y = β0 + β1X1 + β2X2 + ǫ

koodattuun dataan. Saadaan parametrien estimaatit

b =





93.98
0.03

−0.38



 .

Estimoitu malli on siis

ŷ(X1, X2) = 93.98 + 0.03X1 − 0.38X2.

Testataan mallin epäsopivuus toistokokein.

variaation lähde vapausasteet neliösummat keskineliöt F merkitsevyys

epäsopivuus

puhdas virhe

residuaali

2

1

3

21.86

0.32

22.18

10.93

0.32

7.39

34.16 0.12

Mallin epäsopivuutta on syytä epäillä. Mallin merkitsevyys

variaation lähde vapausasteet neliösummat keskineliöt F -suure merkitsevyys

regressio

residuaali

kokonaisvariaatio

2

3

5

0.57

22.18

22.75

0.28

7.39

4.55

0.04 0.96

Malli ei ole merkitsevä. Sovitetaan täydellinen toisen kertaluvun malli

y = β0 + β1X1 + β2X2 + β11X
2
1 + β22X

2
2 + β12X1X2 + ǫ.

Jotta vastepinnan kaarevuus saadaan paremmin mukaan, on tehty lisäkokeita. Huo-
maa, että kaikki tehdyt kokeet muodostavat CCD-koesuunnittelun.

x1 x2 X1 X2 y

121.75 195.0 −
√

2 0 92.7

150.04 195.0
√

2 0 92.8

135.9 162.3 0 −
√

2 93.4

135.9 227.7 0
√

2 92.7
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Toisen asteen sovituksesta saadaan parametrien estimaatit

b =

















b0

b1

b2

b11

b22

b12

















=

















96.60
0.03

−0.31
−1.98
−1.83

0.58

















,

eli estimoitu malli on

ŷ(X1, X2) = 96.60 + 0.03X1 − 0.31X2 − 1.98X2
1 − 1.83X2

2 + 0.58X1X2.

Vastepinnan tasa-arvokäyrät näyttävät, että vasteen maksimi löytyy läheltä koe-
alueen keskipistettä.

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

 X
1

 X
2
   

96

93

90

87

Epäsopivuuden testauksen varianssitaulusta nähdään, että malli on sopiva:

variaation lähde vapausasteet neliösummat keskineliöt F merkitsevyys

epäsopivuus

puhdas virhe

residuaali

3

1

4

0.13

0.32

0.45

0.04

0.32

5.09

0.14 0.92

Malli on myös merkitsevä:

variaation lähde vapausasteet neliösummat keskineliöt F -suure merkitsevyys

regressio

residuaali

kokonaisvariaatio

5

4

9

25.45

0.45

25.91

5.09

0.11

2.87

44.85 1.3 · 10−3



3.2. Ä ÄRIARVOTARKASTELU 79

Kirjoitetaan estimoitu malli sivun 75 muodossa.

ŷ(d) = b0 + dTb1 + dTEd

= 96.6 + (X1 X2)

(

0.03
−0.31

)

+ (X1 X2)

(

−1.98 0.29
0.29 −1.83

)(

X1

X2

)

Vastepinnan kriittinen piste löytyy gradientin nollakohdasta:

z = −1

2
E−1b1 =

(

0.00
−0.09

)

.

Siis koodattunaZ1 = 0.00, Z2 = −0.09 eli z1 = 135.9, z2 = 193.0. Vasteen arvo
kriittisessä pisteessä on (tehtävän 1 kaavaa käyttäen)

ŷ(Z1, Z2) = b0 +
1

2
(b1Z1 + b2Z2) = 96.60 +

1

2
(0.03 · 0.00 − 0.31 · (−0.09))

= 96.61.

Katsotaan vielä kanoninen muoto. Schurin hajotelmanE = QΛQT matriisit ovat

Q =

(

−0.79 −0.61
0.61 −0.79

)

, Λ =

(

−2.20 0
0 −1.61

)

.

Ominaisarvot löytyvätΛ:n diagonaalilta ja matriisinQ pystyrivit määräävät pin-
nan pääakselien suunnat. Pisteen laatu nähdään matriisin E ominaisarvoistaλ1 =
−2.20, λ2 = −1.61. Matriisi on negatiividefiniitti, eli piste on maksimi, kuten
pitääkin. Kanoninen muoto on

ŷ = ŷ(Z1, Z2) + λ1e
2
1 + λ2e

2
2 = 96.61 − 2.20e2

1 − 1.61e2
2,

missäd = z + Qe, eli
(

X1

X2

)

=

(

0.00
−0.09

)

+

(

−0.79
0.61

)

e1 +

(

−0.61
−0.79

)

e2.

Koska |λ1| > |λ2|, vastepinta on vähän kaarevampi (eli vaste muuttuu nopeam-
min) ensimmäisen pääakselin suuntaan kuin toisen akselin suuntaan.

Harjoitusteht ävät

1. Näytä, että vaste kriittisessä pisteessä onŷ(z) = b0 + 1
2
bT

1 z.

2. Vastetta minimoitaessa päädyttiin estimoituun2. kertaluvun malliin, jossa

b0 = 0.67, b1 =





1.22
3.96

−14.52



 ja E =





13.37 13.50 −2.49
13.50 23.98 −10.81
−2.49 −10.81 10.08



 .

Missä minimi saavutetaan (vai saavutetaanko ollenkaan) ja mikä on mini-
mivaste?
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3.3 Harjuanalyysi

Edellisessä kohdassa vasteen optimointi voi jäädä kesken kahdesta syystä:

1. Toisen kertaluvun vastepinta ei saavuta optimiarvoa koskaE ei ole definiitti,
tai

2. optimipiste voi olla niin kaukana koealueen keskipisteestäd0, ettei siihen
kannata luottaa.

Tällaisissa tapauksissa vasteen parantamiseen voidaan käyttääharjuanalyysïa, jokaridge analysis

tunnetaan myös numeerisen optimoinnin alallaluottamisalueen menetelmänä. Ideatrust-region method
on seuraava: valitaan jokin askelpituus∆ ja etsitään pisteetdi (i = 1, 2, . . .) pal-
lojen pinnassa{d | ‖d − d0‖ = i∆}, jotka optimoivat ennustetun vasteen. Ko-
keita suoritetaan näissä pisteissä kunnes saadut vasteet eivät enää parane. Sitten
suoritetaan taas ensimmäisen tai toisen kertaluvun mallin sovittamisen koesarja ja
palataan kohdan 3.1 tai kohdan 3.2 menettelyyn. Kahden muuttujan maksimointi-
tehtävässä harjuanalyysi sujuu esimerkiksi näin

tai näin

Seuraava lause auttaa pallon pisteen etsimisessä.

Lause 3.1.Josµ > max{λ1, . . . , λk} (vast.µ < min{λ1, . . . , λk}) niin

di = d0 + (E − µI)−1(−1

2
b1 − Ed0)
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on ainoa globaali vasteen̂y(d) maksimoija (vast. minimoija) joukossa{d | ‖d−
d0‖ = ‖di − d0‖}.

Todistus:Matriisin E Schurin hajotelmaa käyttäen saadaan

dT (E− µI)d = dTQ(Λ − µI)QTd =
k
∑

j=1

(λj − µ)q2
j

missäd on mielivaltainenk-vektori jaqj on vektorinQTd j:s komponentti. Jos
µ > max{λ1, . . . , λk} niin dT (E−µI)d < 0 jokaisella nollasta poikkeavalla vek-
torille d, eli E − µI on negatiividefiniitti. Vastaavasti, josµ < min{λ1, . . . , λk},
niin E−µI on positiividefiniitti. Molemmissa tapauksissaE−µI on ei-singulaarinen
ja di on hyvin määritelty. Jos‖d− d0‖ = ‖di − d0‖, niin

ŷ(d) − ŷ(di) = (b1 + 2Edi)
T (d− di) + (d − di)

TE(d− di)

= (d − di)
T (E− µI)(d− di)

+ (µd− µdi + b1 + 2Edi)
T (d− di)

= (d − di)
T (E− µI)(d− di) + µ(‖d− d0‖2 − ‖di − d0‖2)

= (d − di)
T (E− µI)(d− di),

josta väite seuraa.�
Pallon säde riippuu suureestaµ seuraavasti:

‖di − d0‖ = ‖(E − µI)−1(−1

2
b1 − Ed0)‖

= ‖Q(Λ − µI)−1QT (−1

2
b1 − Ed0)‖

= ‖(Λ − µI)−1QT (−1

2
b1 − Ed0)‖

=

√

√

√

√

k
∑

j=1

p2
j

(λj − µ)2

missäpj on vektorinQT (−1
2
b1 −Ed0) j:s alkio. Näin‖di − d0‖−1 on vähenevä

µ:n funktio, kunµ < λmin, ja kasvava funktio, kunµ > λmax. Piirtämällä‖di −
d0‖−1 voidaan määritellä arvoµ halutulle säteen arvollei∆, ja sitten laskea har-
juanalyysin pisteetdi lauseen 3.1 kaavaa käyttäen.

µ

||di-d0||
–1

λmin λmax
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Esimerkki

Olkoon kahden muuttujan maksimointitehtävä, missä

b1 =

(

0.93
0.38

)

, E = −
(

0.96 0.21
0.21 0.04

)

, d0 =

(

0
0

)

.

Etsi kriittinen piste ja harjuanalyysin pisteetd1 jad2, kun askelpituus on∆ = 0.5.

Ratkaisu

Etsitään kriittinen piste

z = −1

2
E−1b1 =

(

3.74
−14.87

)

.

Piste on selvästi liian kaukana pisteestäd0 ollaakseen tarkka arvio todellisen vas-
tepinnan kriittisestä pisteestä.

Tehdään harjuanalyysi. Vasteen maksimipiste ympyrän‖d−d0‖ = i∆ kehällä
saadaan lauseesta 3.1:

di = d0 + (E − µiI)
−1(−1

2
b1 − Ed0).

Ensin on etsittäväµ1, µ2 > max{λ1, λ2}, joilla ‖d1 − d0‖ = ∆ ja ‖d2 − d0‖ =
2∆.

E:n Schurin hajotelmanE = QT ΛQ matriisit ovat

Q =

(

−0.98 0.21
−0.21 −0.98

)

, Λ =

(

−1.01 0
0 0.01

)

.

E:n ominaisarvoista nähdään, ettäµ1, µ2 > 0.01. Vektori p:

p = QT (−1

2
b1 −Ed0) =

(

0.49
0.09

)

.

Nyt

‖di − d0‖−1 =
1

√

(λ1 − µi)−2p2
1 + (λ2 − µi)−2p2

2

=
1

√

(−1.01 − µi)−2 · 0.492 + (0.01 − µi)−2 · 0.092
.

Piirretään tämä, kunµi ∈ {0.01, . . . , 0.5}:
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

µ
i

||d
i
 − d

0
||−1

Kuvasta nähdään, että‖d1 − d0‖−1 = 2 eli ‖d1 − d0‖ = 0.5, kunµ1 on noin
0.28. Numeerisella menetelmällä tai laskemalla yhtälö auki päästään tarkempaan
µ1 = 0.2783. Lasketaan sittend1:

d1 = d0 + (E− µ1I)
−1(−1

2
b1 − Ed0) =

(

0.31
0.39

)

.

Toinen pisted2 löytyy vastaavasti. Edellisestä kuvasta nähdään, että ‖d2 −
d0‖ = 1, kunµ2 on noin0.10, tarkemminµ2 = 0.1027. Saadaan toinen piste

d2 = d0 + (E− µ2I)
−1(−1

2
b1 − Ed0) =

(

0.25
0.97

)

.

Menettelyä voi tarkastella sivun 80 toisista kuvista, jossa on piirretty lisäksi
kolmas harjuanalyysin piste.

Harjoitusteht ävät

1. Todista: josE ei ole negatiividefiniitti niin vasteen̂y(d) maksimoija pallos-
sa{d | ‖d− d0‖ ≤ ∆} sijaitsee pallon reunalla.

2. Jos koealueen keskipiste on satulapinnan kriittinen piste niin vastepinnan
kasvusuuntia on useampi. Onko tämä ristiriidassa lauseen 3.1 kanssa?

3. Olkoon kahden muuttujan maksimointitehtävä, missä

b1 =

(

0.93
0.38

)

, E =

(

−0.8676 −0.6161
−0.6161 1.8676

)

, d0 =

(

0
0

)

.

Etsi harjuanalyysin pisteetd1, d2 ja d3, kun askelpituus on∆ = 0.6.
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