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Luku 1
REGRESSIO

Mallinnustilanteessa suuggriippuu suureista, . . . , x; tunnetun tai tuntematto-
man funktiong kautta, ts.

y=o(x1,...,xp).

Suurey on talloin nsvasteeli selitetbva muuttujga muuttujatey, . . ., x; ovat ns. response
faktoreitaeli selittavia muuttujia.Faktoreiden arvoja kutsutaaasoiksi.Funktio jevels
¢ on ns.todellinen vastefunktiga se sisaltaa systeemin kaikki fysiikan ilmidt,
mittausprosessin mukaan lukien.

Funktio ¢ on yleensa tuntematon tai sitten niin mutkikas, ettei gdida sel-
laisenaan kayttaa. Otamme kayttoon muotoa

y:f(xla"'axk)+€7

olevanempirisen mallin missa funktiof on olettamamme funktiop approksi-
maatio, javirhetermie on satunnaismuuttuja.

Malli saadaan kayttoon, kun ensin on saatu kokeiderksdoa tietty maara
faktorien arvoyhdelmia ja niita vastaavat vasteen abatanaon kerattyN kap-
paletta faktorien arvoyhdelmia seka niita vastaavateen arvot:

koe faktorientasot vaste

1 T11,- -+, L1k Y1
2 To1y -5 T2k Yo
N  zni,..., TNk YN

Regressioanalyysi on mallifiparametrienestimointi.
Mallia voidaan kayttaa

e arvioimaan erilaisten faktoreiden vaikutusta vasteesaen
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e ennustamaan vasteen arvon sellaisille faktorien arvdyhitle, joille vas-
taavia kokeita ei ole tehty, mm. vasteen optimoinnin yhesgé.

Jos datan keruu on kallista, vaarallista tai muuten haak&annattaa valita fak-
torien arvoyhdelmat etukateen niin, etta saatu masi ohahdollisimman kaytto-
kelpoinen mahdollisimman pienella arvoyhdelmien lulaarélla. Tallainen va-
linta ontilastollinen kokeiden suunnitteldos data on jo keratty tai jos faktorei-
den tasot eivat ole tiedossa tai niihin ei voida vaikute&&okeiden suunnittelua
tarvita.

Tassa luvussa kerrataan tilastomatematiikan perusiemrpettamia tieto-
ja regressiomallin rakentamisesta, mallia koskevien tag®ien testaamisesta ja
mallin sopivuuden arvioinnista. Keskitymme lineaarisegressiomenetelman osiin,
joita tarvitaan vastepintamallinnuksessa.

1.1 Matriisilaskentaa ja multinormaalijakauma

Tassa kerrataan ja kasitellaan lyhyesti eraitstollisten monimuuttujamenetel-
mien tarvitsemia matriisilaskennan ja normaalijakaumésitkeita.

Matriisilaskentaa

Aluksi eraita maaritelmia. NeliomatriisA on symmetrinenjos A7 = A, ja
idempotenttijos A2 = A. Idempotentin matriisin ainoat mahdolliset ominai-
sarvot ovap ja 1, silla jos Ax = )\x, niin mydsA?x = \x ja toisaaltaA?x =
AAx = \2x, joten\? = ). Jos symmetrinen matriisi on ei-singulaarinen, niin sen
kaanteismatriisi on myds symmetrinen.

Matriisin rivirangi (vast.sarakerangj on sen suurin lineaarisesti rippumat-
tomien rivien (vast. sarakkeiden) lukumaara. Tunnetaatriisin A rivi- ja sara-
kerangit ovat samat, tata yhteista arvoa kutsutaaniisiatasteekseli rangiksi,
merkitaanrank(A). Edelleen neliomatriisin rangi on sen nollasta eroavieti-o
naisarvojen lukumaara (moninkertaiset ominaisarvetaan mukaan kertalukun-
sa osoittama maara). Nain ollen idempotentin maitriiangi on seri-ominaisar-
vojen lukumaara.

NeliomatriisinA jalki, merkitdanrace(A), on sen lavistajaalkioiden summa.
Jaljella on seuraavat ominaisuudet:

1. trace(A + B) = trace(A) + trace(B);
2. trace(cA) = ctrace(A) (c on skalaari);

3. trace(AT) = trace(A);
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4. trace(BTA) = trace(AB”) = Zzaijbij’ kun A ja B ovatn x m-
i=1 j=1
matriiseja;
5. trace(A) on A:n ominaisarvojen summa neliomatriisilte.

Ominaisuudestd 5. johtuen idempotentin matriisin rangsemjalki.

Merkitaan 0,,:1la n-vektoria, jonka kaikki alkiot ovat nollianpllavektor),
1,.:lla n-vektoria, jonka kaikki alkiot ovat ykkosig/kkbsvektor), O,:lla n x n-
matriisia, jonka kaikki alkiot ovat nollianollamatriisi), ja vielal,,:lla n x n-iden-
titeettimatriisia. Seuraavia erikoismatriiseja taraitausein:

1
n

ovat symmetrisia. Seuraavat ominaisuudet ovat todsegasuoralla laskulla:

(i) 111, =n (vii) M2 = M,, (eli M,, on idempotentti)
(i) J,1, = nl, Wii) J,K, = (n—1)J,
(i) Kol,=(n—11,  (x) J,M, = O,
(iv) M, 1, =0, x) K,M, = -M,,
v) J2 =nJ, i) n(K,+M,) = (n—1)J,
i) K2 = (n—1)J, - K,

Matriiseja on usein edullista kasitella jaettuina lohio:

All A12 e Alk
A — A21 ‘AIQZ e A2k
Afl AZ2 AZk

Lohkomuodossa olevien matriisien transpoosi ja tulo saadaoraan lohkojen
avulla:

T
Ay [Ap |- Ay AT VAT |-+ | A
Aoy | Az |-+ | Ay B AL AL |- | AL

Ap |Ap |- | Ay Al AL |- | AL
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ja
A [Ap |- | A Bii | B2 |- | Bim Cii |Ci2| - | Cim
Aoy | Ao | -+ | Ay By | B |- | Bopy Co1 | Cor | -+ | Com
Ap | Ap |- | Ap Bri | Br2 | -+ | Bem Cn | Cupl| | Com
missa

k
Cy; =) AuBy
t=1

(huomaa kertojarjestys), olettaen, etta kaikki esiratymatriisikertolaskut ovat
maariteltyja. Lohkokertosaantd muistuttaa "tdissh” matriisien kertosaantag, =
Zle a; b, ja voidaan sita kayttaen todistaa helposti. Erasogstepaus on ns.
toinen matriisikerto&anto

bl

b7 k
(aifas|---Jay )| — =D ab/

: t=1

b,

Summalausekkeet ja matriisit liittyvat toisiinsa sewitha kaavoilla, jotka
ovat helposti todettavissa. Merkitaan

b{
. bl
A:(al‘a2‘~-~‘ak) ja B= 2
by
Silloin
k
1 1 . e
column mean 1. EAlk =7 Z a; (ns. A:n sarakekeskiarvanerkitaan);
t=1
k
1, 1 . o o
row mean 2. ElkB =7 th (ns.B:nrivikeskiarvo,merkitaanb*);
t=1
k k
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kE k
4. AKB=) "> abl;

t=1 s=1
s#t
5. AM; = A — all (vahennetaam :n sarakkeista sen sarakekeskiarvo eli

keskiteian sarakkegt

6. M;,B = B — 1,b” (vahennetaaiB:n riveista sen rivikeskiarvo ekeski-
tetdan rivit);

7. AM;B = AM;B = (A —a1})(B — 1,b").
Kohdan 7. seurauksena erikoisesti

AMAT = (A —al])(A —a1])".

Multinormaalijakauma

Satunnaisvektorillx (n-vektori) on nsmultinormaalijakaumaN(x, 32), jos sen multinormal
tiheysfunktio on distribution

1 1 Tx—1
PR TEmerre it (~5x— s - ).

f(x) =

Tassau = E(x) (odotusarvo(vektori)) j& = V(x) = E((x — p)(x — p)T) expectation
(varianssi(matriisi)). Mikalie = 0,, ja X = I,,, on kyseessa nstandardimulti-
normaalijakauma.

Todetaan seuraavat multinormaalijakauman ominaisuudet:

1. Josx:lla on n-ulotteinenN(pu, 3)-jakauma,C on m x n-matriisi, jonka
rivirangi on taysi (elim), jab onm-vektori, niin satunnaisvektorill&x+b
onm-ulotteinenN(Cp + b, CXCT)-jakauma.

2. Josx:lla on n-ulotteinenN (i, 3)-jakauma,C; onm; x n-matriisi, C, on
msy X n-matriisi, b; onmy-vektori jab, onmsy-vektori, niin satunnaisvek-
torit C;x + by ja Cyx + by ovat rippumattomat tarkalleen silloin, kuimdependent
C,xC! =0.

3. Josx:lla onn-ulotteinenN(u1,, 021, )-jakauma jas? = —=x"M,,x (otos-

varianssi) niin satunnaismuuttujalla sample variance

s?(n —1)

o2

on y2-jakauman — 1 vapausasteella. Yleisesti, jdson symmetrinen idem+egrees of freedom



sample mean
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potenttin x n matriisi, niin satunnaismuuttujalla
1 T
50— pL) Ax - pl,)

on x?-jakaumarank(A) vapausasteella.

. Josx:lla onn-ulotteinenN(1,,, 0%1,,)-jakaumaz = %12){ (otoskeskiarvo)

jas? = -L-x"M,x (otosvarianssi) niin satunnaismuuttujalla

(z —p)vn

S

on t-jakauma: — 1 vapausasteella. (Huomaa, €tté— 11)/n /o on standar-
dinormaalisti jakautunut ja?(n — 1) /o on x?-jakautunut, — 1 vapausas-
teella ja etta nama satunnaismuuttujat ovat riippuomadt. Yleisesti, jos:
on standardinormaalisti jakautunutpn y2-jakautunutm vapausasteella ja
u jav ovat riippumattomat, niimniy/m//v on t-jakautunutn vapausasteel-
la.)

. Josx;:lla on n;-ulotteinenN(pu,, 0%1,,, )-jakaumax,:lla on n,-ulotteinen

N(p,, 0°1,,,)-jakauma seki; ja x, ovat riippumattomat, niin satunnais-
muuttujalla

xI'M,,, x1/(ny — 1)

xIM,,,x2(ng — 1)

on F-jakauma vapausastein — 1 jan, — 1. (Huomaa, ett&’ M,,, x, /o
jaxiM,,,x,/0? ovat riippumattomay>-jakautuneet satunnaismuuttujat va-
pausastein; —1 jan,—1, vastaavasti. Yleisesti riippumattomien, vapausas-
teinm, jams y2-jakautuneiden vapausasteillaan jaettujen satunnaigmuu
jilen osamaara on F-jakautunut vapausasteina m-.)

1.2 Lineaarinen regressiomalli

Ensimnaisen kertaluvun regressiomatin muotoa

y= 0o+ w1+ -+ Bpri + €.

missa kertoimet, 41, . . ., Or ovat mallinparametrit Jos merkitaan
1 Bo
T . B
x=| . ja s=| . |,

Tg B
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voidaan tallainen. kertaluvun regressiomalli kirjoittaa muotoon

y=x'8+e.
Yleisestid:nnen kertaluvun regressiomatin muotoay = p(x1,...,zx) + €
oleva malli, missg on muuttujienzy, ..., z; d:nnen asteen polynomi, jonka

kertoimet ovat parametreja. Polynominei tarvitse sisaltaa kaikkia mahdolli-
sia termeja. Itse asiassa polynomiaalinen regressiauoighalauttaa. kertalu-
vun regressioksi ottamalla uusia faktoreita kayttdesimerkiksi toisen kertalu-
vun regressiomallissa

y = Bo + Bixy + Bawa + Bravi17o + €

ainoa korkeamman kuin ensimmaisen asteen termi on x,. Otetaan uusi muut-
tuja x3, Kirjoitetaan sen arvoksi suureenz, arvo, ja valitaan parametfi, sen
kertoimeksi. Nain saadaan 1. kertaluvun regressiomalli

Yy = ﬁO + ﬁ1$1 + ﬁQIEQ + ﬁlgl‘g + €.

Polynomimallit ovatlineaarisiaregressiomalleja, ts. ne ovat parametriensa line-

aariyhdelma + virhetermi. linear combination
Regressiomallien parametrit voidaan estimgdanimn@an nelbsumman kei-
nolla. Muodostetaan koedatasta datamatriisiX sekavastevektoriy: method of least
squares
I 2y x0T hn
1wy oo -+ Ty Y2
X = : : : .. : Y=
I zn1 zN2 -0 Xk YN

Valitaan parametrie® estimaattib siten, etta neliocsumma
ly = Xbl|* = (y — Xb)"(y — Xb)

minimoituu. Neliogsumman gradientti:n suhteen on-2X*(y — Xb) ja merkit-
semalla se nollavektoriksi saadaan lineaarinen ghyiina

XTXb = X"y,

josta ratkaistaab:

=b = (X"X)"'X"y.
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Talloin tietysti oletetaan, ettX” X on ei-singulaarinen ja erityisesti, et >
k + 1. Matriisit X7X ja (X*X)~! ovat symmetrisia.

Koskal. kertaluvun malli on muotog = x’3 + e, liittyvat vastevektori ja
datamatriisi toisiinsa yhtalolla

€1
€2
y=XB+e , e=| . [,
EN
missae on satunnaisvektori. Satunnaismuuttwjate,, ..., ey ovat rippumat-

tomia (silla kokeet suoritetaan toisistaan riippumatsiy) ja niilla on kullakin
N(0, o%)-jakauma. (Odotusarvo d@n silla systemaattinen virhe voidaan sisallyttaa
parametriing,.) Satunnaisvektorilla on siisN(0, o*Iy)-multinormaalijakauma.
Koskae on satunnaisvektori, niin samoin gn= X3 + € seka edelleen

b= (X"X)"'XTy = (X'X)"'XT"(XB+€) =B+ (X"X)'X"e.

Vaikka e:n komponentit ovat riippumattomia satunnaismuuttujisggieb:n
komponentit sita yleisesti ole. Valittomasti todetaamittain, etta

E(b) = BE(B+ (X"X)™'X"€) = B+ (X"X)'X"E(e) = 8
ja
V(b) = V(B+(X"X)'X"e) = (XTX) ' X"V (e)X(X"X) ! = o*(XTX) L.

Siispab:llaonN(3, 0?(X?X)~!)-multinormaalijakauma ja sen komponentit ovat
riippumattomat tarkalleen silloin, kuX”X on lavistajamatriisi (jolloin myos
(XTX)~! on lavistajamatriisi).

Kun mallin parametrien estimaatiion saatu, voidaan muita faktorien tasoja
£ vastaava vasteen arvo ennustaa:

§=¢"b.
Tasséb on satunnaisvektori, joten ennustuen satunnaismuuttuja. Edelleen
E(j) =¢"E(b)=¢"p
ja
V(g) = €"V(b)g = o’ (XTX)7'¢.

Erityisesti voidaan "ennustaa” datamatriisissa esiii@yfektorien arvoyhdelmia
vastaavat vasteet:
¥y = Xb = X(X'X)"'X"y.
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Erotusy — y =: r on ns.residuaalivektoridatan avulla lausuttuna
r=y-y=(Iy-XXX)"X"y.
Ideaalisesti residuaalissaon vain "kohinaa” eli virhetermire vaikutus. Residu-
aalivektorin pituuden nelio
r[? =r'r = (y — Xb)"(y — Xb) =: SSE
on ns.residuaalin neldsummaKoskaE(SSE) = (N — k — 1)o?, niin (olettaen, sum of squares of

ettaN > k+1) residuals (errors)
9 SSE
§f = ——
N-—-k—-1
on virhetermin varianssin? estimaatti. Jos merkitaan
Coo Co1 - Cok
Ciop €11 -+ Cik
(XTX)_l = C = . . . . )
Cko Cr1 - Cgk

niin V(b;) = o%cy. Nain ollen V (b;):n estimaatiksi kays?c;;. Standardivirhe
se(b;) := v/s?c; on parametrin estimoitu keskihajonta. Vastaavasti standard error

pe standard deviation
se(9) = \/s2£ (XTX)~1E
on vasteen ennustuksen estimoitu keskihajonta.

Esimerkki
Maarita ensimmaisen kertaluvun regressiomalli detal
o - y 151
0.3 1 5.63 9 x=03
03 1 6.42 9
0.7 1 138 ol
07 1 194
0.3 5 1157 y X x=07
03 5 1216 o
0.7 5 572 g ° x
0.7 5 469 i
0.3 9 12.68
0.3 9 13.31 x
0.7 9 828 L _ _
07 9 7.73 ! : s

ja estimoi parametrien standardivirheet. Ennusta malluila vasteeny, arvo ta-
soillaz; = 0.5, x5 = 4.
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Ratkaisu

Malli on siis muotoa
y = bo+ biz1 + faxa + €
Datamatriisi ja vastevektori ovat:

1 03 1 5.63
103 1 6.42
107 1 1.38
107 1 1.4
1 03 5 11.57
1 03 5 19.16
X=1 1075 Y=| sm
1 07 5 4.69
1 03 9 12.68
1 03 9 13.31
1 07 9 8.8
1 07 9 773

Pienimman nelioSsumman menetelmalla saadaan tankkoggametrien3 esti-

maattib:
10.14

b=(X"X)"'XTy = -1335 |,
0.83
josta varianssianalyysissa kaytetty matrsi

0.80 —1.04 —0.04
C=X'X)"'=| —-1.04 208 0.00
—0.04 0.00 0.01

Regressiomalli on siig = 10.14 — 13.35x; + 0.83x5. Vastepinta on taso:
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"Ennustamme” datan vasteet ja laskemme residuaalivektori

6.97 —1.34
6.97 —0.55
1.63 —0.25
1.63 0.31
10.30 1.28
. 10.30 . 1.87
y=Xb=1| 9 | TTYY=| o7
4.96 —0.27
13.62 —0.94
13.62 —0.31
8.29 —0.01
8.29 —0.56

Residuaalin neliosumma;
SSE = ||r||* = r'r = 9.30.

Virhetermin varianssia? estimaattis?:

, SSE  SSE
C N—-k—1 12—-2-1

s = 1.03.

Estimoidut parametrien keskihajonnat eli standardigthe

se(bp) = +/s%coo = Vv1.03-0.80 = 0.91,
se(by) = +/s%c;1 =V 1.03-2.08 = 1.47,
se(by) = 4/s%coe = V1.03-0.01 = 0.09.

Nyt voidaan ennustaa mallia kayttaen vasteen arvoakuna 0.5 jaz, = 4:

1 10.14
¢=105], §=¢D=01054) —1335 | =10.14-13.35-0.5+0.83-4 = 6.79.
4 0.83

Ennusteen keskihajonta estimoidaan:

se(f)) = 1/ 5267 C€ = 0.31.
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Harjoitusteht avat

1. Muodosta satunnainen datamatri¥sj jossa onN' = 10 koetta jak = 5
faktoria. Valitse jokin parametrivektof# ja generoi simuloitu vastevektori
y = X8 + €, missée on N(0,0.01I). Estimoi nyt3 eli etsib pienimman
nelibsumman keinolla. Laske myos parametrien estintaitZundardivirheet
se(b;).
Kokeile miten kay, kun vaihdat matriisik 3. sarakkeeksi sen 2. sarakkeen

lisattyna pienella luvulla. Kay lapi arvoté = 0.1,0.01,0.0001, 0.000001
ja seuraa mita tapahtuu estimaatitle

2. Mitka ovat faktorit, parametrit ja vasteet ja miten sz datamatriisit,
kun mallit muunnetaan 1. kertaluvun lineaarisiksi makgika kune on
N(0, 0?)-normaalijakautunut virhetermi?

(@) y = Bo + Baxa + S1107 4 Pogwors + €
(b) y = Bo+ By sin(wit + ¢1) + Basin(wyt + ¢2) +€  (t on aikamuuttuja)
(c) y = CXt* (¢t on aikamuuttuja ja\ = e on lognormaali virhetermi)

3. Johda kaavat
(@) r=Iy—XX"X)'XT)e
(b) X’r =0
(c) E(br’) =0
(d) E(SSE) = (N —k — 1)o?

1.3 Hypoteesien testaaminen

Varianssianalyysia kayttaen voidaan testatdimsaarisia hypoteesejas. muotoa
HO . Aﬁ = d

olevia hypoteeseja, missh on ¢ x (k + 1)-matriisi, jonka rivirangi on taysi, ts.
sen rivit ovat lineaarisesti rippumattomat,deon g-vektori. Viela oletetaan, etta
q < k + 1. ValitsemallaA ja d sopivasti saadaan hyvinkin monenlaisia testeja.
Vastahypoteesi oH; : A3 # d.

Regressiomallin hypoteesintestauksen perustulos on

Lause 1.1.JosH, : A3 = d on tosi, niin (aiemmin mainituin normaalisuusole-
tuksin) suureella
(Ab— d)"(A(X"X)'AT)"'(Ab —d)/q
SSE/(N —k—1)
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on F-jakauma vapausasteitja N — k — 1 (taas kerran olettaen, &tV > k£ +1).

Todistus.Ensinnakin (kts. kohddn 1.2 harjoitustehtvia 3c) sagisvektorib jar

ovat riippumattomia. Nain ollen ovat myos suuregdb—d)? (A (XTX)tAT)"1(Ab—
d) ja SSE = rTr riippumattomat. Edelleen suureehﬂaSSE on y2-jakaumanN —

k — 1 vapausasteella. Viela pitaa nayttaa, etta sulareel

1 _ _
;(Ab —d)"(AXTX)'AT)"H(Ab —d)
on y2-jakaumag vapausasteella, ki, on tosi.

Koska vektorillab on N(3, 02(X?X)~1)-jakauma, on vektorillaAb — d ja-

kauma
N(AB —d,0?A(XTX)'AT) = N(0,, A (XTX)'AT).

SelvastiA (XTX)'AT on symmetrinen ja positiivisemidefiniitti. KoskA:lla
on taysi rivirangi jaX?X on ei-singulaarinen, on myo& (X7X)"tAT ei-sin-
gulaarinen ja siis positiividefiniitti. Schurin lauseen kaan se voidaan kirjoit-
taa muotoorA (XTX) AT = QAQT, missaQ on ortogonaalimatriisi ja\ on
lavistajamatriisi, jonka lavistajalla ovat (X X)~tAT:n (positiiviset) ominaisar-
vot. Nain ollen on matriisilla A (X”X)1AT)~! nelidjuuri QVA~'QT =: B,
missa lavistajamatriisi/ A~' saadaan matriisistA ' ottamalla sen lavistajaal-
kioista nelidjuuret. limeisesB on symmetrinen ei-singulaarinen matriisi. Nyt
vektorinB(Ab — d) jakauma on

N(0,,0*BB?B”) = N(0,, 0°1,).
Suureella
1 1
—(Ab— d)T(AXTX) AT ' (Ab—d) = —(B(Ab - d))"B(Ab —d)

on nain olleny?(q)-jakauma. O

Hypoteesin testaaminen sujuu tavalliseen tapaan. Mewiystasax kiinni- level of significance
tetaan. Jos testisuure osuu varjostetulle hantaiduaesassa, hylataad,. Mita
"huonommin”H, pitéaa paikkansa, sita suurempi pyrkiAb — d|| ja F-testisuure

olemaan.
A I:q,N—k—l

ala =a




design matrix
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Josq = 1, on hypoteesH, muotoaa’ 3 = d, ja F-testin suure on
N—k-1 (@a"b-d?® 1(a’b-d)
SSE  af(XTX)'a s2 a’Ca

Hypoteesin testaamiseen voidaan yhta hyvin offaa k£ — 1 vapausasteella t-
jakautunut suure

a’b—d
" Vs2aTCa
eli F-testisuureen nelidjuuri. Hypotedsj : a’ 3 = d hylataan, jos suurg osuu

varjostetulle alueelle kuvassa. Tata t-suuretta B&yttvoidaan myos tehda yksi-
puolisia testeja.

A Ik

ala=o/2 ala=o/2

»
|

Valintaa” = (0,...,0,1,0,...,0), missal on i:s alkio, antaa hypoteesin
Hy : 6; = 0, joka testaa faktorin; tarpeellisuutta mallissa. Talloin F-testisuure
on

b;

s%¢i;

ja t-testisuure on sen nelidjuuri.
Koko mallin kKayttokelpoisuuttgpuolestaan testaa hypoteesi

Ho: 61 == =0.

Jos tataH,:aa ei hylata, ovat kaytetyt faktorit huonoja sel@ajts. koko malli
voitaisiin yhta hyvin korvata vakiolla + kohinalla (eli ftila y = 5, + ¢). Vastaa-
va A-matriisi on ( 0y, | I ) jad = 0. Tehdaan datamatriisissalavektorissa
samanlainen ositus:

X=(1y|D) ja b:(ﬁol).

(Matriisi D on muuten nssuunnittelumatriisijota tarvitaan viela jatkossa.) Tassa

17 N \1TD
XTX = N 1y |D) = N .
(DT>( v|D) (DT1N\DTD>

Edelleen talloin

(Ab — d)"(AXTX)*AT)"*(Ab —d) = bT (A(XTX)'AT)'b; =: SSR,
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ns.regression neisumma.
Tunnetun lohkomatriisien kééntbkaa@anukaan(XTX)*l:n oikea alalohko
eli sis A(X*X)'AT on

1 -1
(DTD - DT1NN1§D) = (D"MyD)™.

Matriisi My = Iy — %1]\/1% on ns.keskitysmatriisiSilla kertominen vahentaa
vektorista sen keskiarvon. KosRd 1y = 0y, niin

SSR = bID'MuyDb; = (byly + Db;) My (byly + Db;) = (Xb) ' MyXb
= y"Myy.

Koska edelleeiX”r = 0., (kohdan[I.2 harjoitustehtaval3b), nid,;r = 0
(tarkastellaan vaiX:n ensimmaista saraketta)§dr = b? X”r = 0. Nain ollen

. 1 . .1 .
rTMNy =7 (IN — NlNl%) y = rTy — NrTlNlﬁy =0
ja
T T 1 T T I 7 T T
r"Myr=r" [Iy— —=1y1y|r=r'r— —r'1ylyr=r'r=SSE.
N N
Ns. kokonaisnehisumma total sum of

squares

SST = (MNY)T(MNY)

on nain hajotettavissa residuaalin neliossumman ja esgoe neliocsumman sum-
maksi:

SST = (Myy)" (Myy) =y Myy = (r+¥) " My(r+y)
= "Myt + 9"Myy = SSE + SSR.

Jakamalla neliossumma vapausasteellaan saadaan ainavakstskinelo: mean square

! Jos nehomatrusw(v’T) nelidlohkoU on ei-singulaarinen, niin neliomatriisi on ei-

singulaarinen jos ja vain jd& — WU~V on ei-singulaarinen. Sen kaanteismatriisi on

U '4+U'V(Z-WU V)" 'wu! \ U 'v(Zz-wulv)!
—(Z-WU'v)"'wu ! | (z-wulv)!
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_SSE ., __ SSR ~SST
MSE'_N—k—l_S’ MSR := o MST._N_1
(residuaalin keskineti, regression keskinélija kokonaiskeskined).
HypoteesinH, : 5; = --- = [, = 0 testisuure on nain olleNISR/MSE ja

silla on Lauseen 1.1 mukaan F-jakauma vapausastginv — k& — 1. Vastahypo-
teesion
H; : "ainakin yksi parametreistd,, . . ., 5 on# 0.

Hq:n hylkaaminen merkitsee, etta ainakin yhdella falon merkittavaa vaiku-
tusta vasteeseeWarianssianalyysitauleli ANOVA-taulu sisaltaa kaiken taman:

variaation lahde vapausasteet neliosummat keskinelio F' merkitsevyys
regressio k SSR MSR _
MSR pienina:n
residuaali N-k-1 SSE MSE o  arvo,jolla
MSE  H, hylataan
kokonaisvariaatio N -1 SST MST

Nelibsummista saadaan myos dsterminaatiokerroireli selitysaste

SR
SST

R? ilmoittaa kuinka suuren suhteellisen osan vastevektadswarianssista regres-
sio selittaa.R?:n nelidjuuri R on ns.yhteiskorrelaatiokerroinJotkut kayttavat
mieluummin nskorjattua determinaatiokerrointa
MSE N -1
l-—=R}=1-(1-R})———.
MST A ( gy
R3 ilmoittaa kuinka paljon suhteellisesti(¢):n estimoidusta arvosta voidaan
poistaa sovittamalla jokin muu kuiHy:n mukainen malliy = (5, + € verrattu-
na siihenl/(e):n estimoituun arvoon= MST), joka ko. mallin avulla saadaan.

=: R%.

Esimerkki

Kohdan 1.2. esimerkin vasteen kuvaaja (sivilla 9) naytt@liolliseltar,:n suh-
teen, varsinkin kum:; = 0.3, joten tuntuu jarkevalta lisata termit,z2 malliin.
Koska koejarjestelyissa ei ole testattu kuin kahdellan arvolla, ei voida ottaa
mukaanz;:n toisen asteen termeja. Yhteisvaikutukset saadaaorkata line-
aariset ja neliollisetr, faktorit ja lineaarisetr; faktorit keskenaan. Maarita siis
kolmannen kertaluvun malli

y = Bo + Brxr + Boxo + Pravia + ﬁQﬂ% + 5122!E1$§ + €

kohdan 1.2 esimerkin datalle. Testaa faktorin:3 tarpeellisuus ja koko mallin
kayttokelpoisuus. Laske mallin determinaatiokertdiiéja R3 .



1.3. HYPOTEESIEN TESTAAMINEN

Ratkaisu
Nyt siis
Bo
b1
o
=1 b
Baz
K3122
Datamatriisi ja vastevektori ovat:
1 03 1 0.3
1 03 1 0.3
1 07 1 0.7
1 07 1 0.7
1 03 5 1.5
1 03 5 1.5
X = 1 0.7 5 35
1 0.7 5 35
1 03 9 2.7
1 03 9 27
1 07 9 6.3
1 07 9 6.3

Mallin kertoimet ovat:

0.3
0.3
0.7
0.7
7.5
7.5
17.5
17.5
24.3
24.3
56.7
56.7

b= (X"X)"'XTy =

Varianssianalyysin matrii<r:

420 —-7.24
—7.24 14.49
—1.81 3.11

3.11  —6.23
0.15 —0.26

C=X'X)"!=

—0.26 0.52

Malli on siisy = 6.21 —7.93 - x1 +3.33

Vastepinta on lievasti kaareva:

—1.81
3.11
1.12

17

bo
by
by
b12
b22
6122

5.63

6.42

1.38

1.94

11.57

| 1216

YT 52

4.69

12.68

13.31

8.28

773
6.21
—7.93
3.33
—3.99
—0.24
0.31

3.11 015 —-0.26
—6.23 —0.26 0.52
-1.93 —-0.11 0.18

-193 386 0.18 —0.37

—0.11
0.18

0.18 0.01 —-0.02
—-0.37 —0.02 0.04

o —3.29 w129 —0.24 - 22 4+ 0.31 - 21 23.
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"Ennustetut” vasteet ja residuaali:

6.03 —0.40
6.03 0.40
1.66 —0.28
1.66 0.28
11.87 ~0.30
R 11.87 . 0.30
y=Xb=1| so1 | TTYI=| 050
521 —0.52
13.00 —0.32
13.00 0.32
8.01 0.28
8.01 —0.28

Residuaalin neliosumma;:
SSE = r'r = 1.52.
Varianssin estimaatti:
SSE SSE
2
e N Rl 1251 U

Estimoidut parametrien keskihajonnat:

) V5200 = V0.25 - 4.20 = 1.03,

) = /s =V0.25-14.49 = 1.92,

) = /s%cm =025 1.12 = 0.53,
se(blg) = /52335 = v/0.25 - 3.86 = 0.99,

)

)

= /s%cuy = v/0.25-0.01 = 0.05,
= /s2c55 = /0.25-0.04 = 0.10.

se(b122
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Testataan kolmannen asteen faktarjn? tarpeellisuus. Hypoteesit siis ovat:

Hp : 5122 =0, H;: 5122 ?é 0,

eli matriiseina:
Hyo:a’B=d, H;:alp+#d,
kun
a’=A=(000001), d=0.

F-testisuure on:

1 (a'b—d)?

2 aTCa
jolla siis on F-jakauma vapausastgia- 1 jaN —k—1=12—5—1 = 6. Testin
voi myos tehda t-testina jolloin suureeksi saadaan:

=10.32,

™ —d
=2 2"9 _ 39,
vs2aTCa
vapausasteitV — k — 1 = 6. Taulokoista tai ohjelmistoista nahdaan, etta molem-
milla testeilla pienin merkitsevyystasq jolla Hy hylataan on 0.018.
Koko mallin kayttokelpoisuus testataan hypoteesein

Ho: 061 =---=0=0, Hy:pG #0jollakintermillai € {1,2,12,22,122},

eli matriiseina;
HoiAﬁ:(L HllAﬁ?éd,

kun
01 0000 0
001 0O00O0 0
A= 000100 , d= 0
00 0O0T1O0 0
00 0 O0O01 0
Testisuure on
(N_k_l) T T —1AT\—1
F=-""_"(Ab-d)"(AX"X)'AT)"(Ab—d
asp (Ab— ATAXTX)TAT) (A — d)
(12—-5—1)

Pienin merkitsevyys, jolla Hy hylataan, or8.72 - 10-¢. Malli siis toimii.
Lasketaan F-suure uudestaan, nyt ANOVA-taulun kauttata@tekayttoon
matriisi .

My =iz — 11},
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Nyt voimme laskea regression nelibsumman:
SSR = §7 M,y = 181.91,
ja edelleen kokonaisnelibsumman:
SST = SSE 4+ SSR = 1.52 4+ 181.91 = 183.44.

Nelidosummia vastaavat keskineliot:

SSE 1.52
MSE = = =0.2
5 N—k—-1 12—-5-1 0.25,
181.91
MSR = SSR = 81.9 = 36.38,
k 5)
SST 183.44
MST = = = 16.
> N —1 12—-1 0.68
ja F-testisuure:
MSR  36.38
= —— = —— =143.33.
MSE 0.25 339
Tulokset kootaan ANOVA-tauluksi.
variaation lahde vapausasteet neliossummat keskinelio F merkitsevyys
regressio 5 181.91 36.38
residuaali 6 1.52 0.25 143.33  3.72-1076
kokonaisvariaatio 11 183.44 16.68

Lopuksi lasketaan viela determinaatiokerroin ja kogateterminaatiokerroin:

SSR MSE
2 _ — = 2 = _—— =
= gor — 00917, RY =1 gog = 0.9848.
Harjoitusteht avat

1. Taulussa on annettu mittaustulokset eraalle traorgest valmistukseen liit-
tyvalle koesarjalle. Faktornt; on kasittelyaika ja faktort, ionikonsentraa-
tio, kumpikin koodattuna valille—1, 1]. (Datan koodauksesta lisaa luvun 2
kohdassa 1. Koodaus on tassa tarpeen kertalukuerodteejg silla tyypil-
linen kasittelyaika on luokka200 min ja ionikonsentraatia - 10~14.) Vaste
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y on vahvistuskerroin.

X1 T2 Y
—1 —1 1004
1 —1 1636

-1 0.6667 852
1 0.6667 1506
0 —0.4444 1272
0 —0.7222 1270
0 0.6667 1269

-1 —=0.1667 903

1 —0.1667 1555
0 -1 1260
0 0.9444 1146
0 —0.1667 1276
0 1 1225

0.1667 —0.1667 1321

(a) Estimoi malliny = Gy + (1x1 + Bax2 + € parametrit sekan varianssi.

(b) Testaa parametrien merkitsevwys : 5, = 0 (i = 0, 1, 2) kaksipuo-
lisella t-testilla. lImoita kunkin parametrin kohdallgepin riski, jolla
se otetaan mukaan malliin.

(c) Ennusta vasteen arvo suurimmalla kokeissa olleekdtkdyajalla ja
ionikonsentraatiolla.

(d) Testaa viela hypoteeHi, : 5; = 350 F-testilla. llmoita pienin riski,
jolla Hy voidaan hylata.

2. Minkalainen matriisiA ja vektorid tarvitaan seuraavissa lineaarisissa hy-
poteesin testauksissa? Malli gn= Gy + Gz + - - + Opxyp + €.

(a) Testataan, onko kaikkien faktorien vaikutus sama,nkodl, : 3; =
coo= B
(b) Mallion aikanaan estimoitu suurella koesarjalla ja kdytetaan myohemmin

harvoin. Kun sita kaytetaan, testataan ensin varmowdeksi mallin
toimivuus suorittamalla uudet kokeet kahdella tyypilligéaktoriyh-

delmalla:
Ty T2 - T Y
5o e 1

Saatujen tulosten perusteella testataan hypokkesimalli toimii ko.
kokeiden perusteella”.
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3. Taulussa on annettu mittaustulokset eraaseen keseel prosessiin liit-
tyvalle koesarjallez; on lampotila jax, reaktantin vakevyys, koodattuna
ns. CCD-kokeen muotoon. (CCD-kokeista lisaa mydhemmiastey on

tuotosprosentti.
T Ty Y
—1 —1 43
1 -1 78
-1 1 69
1 1 73
—V2 0 48
V2 0 76
0 —v2 65
0 V2 74
0 0 76
0 0 79
0 0 83
0 0 81

Malli on nelidllinen eli2. kertalukua:

y = Bo + Biz1 + Poxa + Puiaf + Pramixa + Posas + €.
(a) Testaa mallin merkitsevyys, ts. laadi ANOVA-taulu.
(b) Laske myos kertoimek?, R, R ja Ra.
4. Mallin merkitsevyystestin F-testisuure esitetaasimisnuodossa

RN —k—1)

="

(a) Totea, etta kaava on oikein.

(b) N-vektoriny ns.otosvariansseli alkioiden varianssi oy, = %yTMNy.
Toisaalta kahdemv-vektoriny; ja y, ns.otoskovariansseli alkioit-
tainen kovarianssi otvy,y, = +y{ Myy> ja otoskorrelaatiokerroin

on
. COVy,yo

Pyiys = —/—— -
e \/VYI\/V)’Z

Totea, ettak = pyy, ts. yhteiskorrelaatiokerroin on vastevektorin ja
ennustetun vastevektorin otoskorrelaatiokerroin &&sth nimi).
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1.4 Mallin epasopivuuden testaus toistokokein

Regressiomalliepasopivuudarkoittaa sita, etta lisaamalla uusia faktoregtieen- lack of fit
tisista faktoreista muodostettuja uusia (korkeampisistefaktoreita, residuaalia
voidaan "pienentaa”.
Jos siis malli
y=xB+e
on epasopiva, tarkoittaa se sita, gtéin laajennettu malli

y=xB+z'v+e,

missaz = (zi,...,2)T on uusien tai entisista kertomalla tai muuten saatujen
faktorien muodostama vektori jg = (71, ..., v’ on uusi parametrivektori, on
"parempi”.

Huomaa, etta sovitettaessa jalkimmainen malli pienénmelidsumman kei-
nolla vastevektoriiry ja datamatriisiin

(X]Z).

missaX on aikaisempi datamatriisi j& uusia faktoreita vastaavista sarakkeista
muodostettu "jatke”, eivat parametfitsaa (valttamatta) samoja arvoja kuin sovi-
tettaessa alkuperaista mallia. Tama johtuu siiti@é etidet selittavat faktorit voi-
vat osittain selittda samoja tekijoita, kuin vanhattéait. Uusien faktorien osuutta
voidaan erotella kirjoittamalla

Z=7+(Z-17),

missa matriisZ saadaan ennustamalla matriigisarakkeet vanhaa mallia kayttaen
jamatriisissdZ —Z) on se, mita uudet faktorit selittavat ja vanhat eivaatiMsin
Z sarakkeet ovat siis vanhan mallin datamatriisin saraldceisheaariyhdelmia,

7 = XE,

ja matriisin(Z — Z) sarakkeet ja vanhan mallin datamatriisin sarakkeet owat or
gonaalisia,
X%(Z -7) =0,
jotenE = (XTX)~!XTZ (ns.aliasmatriis.
Hypoteesi, jonka mukaan madéi ole tarkasteltujen uusien faktorien kannalta
epasopiva, on nain ollen R
Ho: (Z —Z)y = Oy.

Vastahypoteesi on tietystl; : (Z — Z)~y # 0y. Jos halutaan testata, onko
mallia yleensa ottaen mahdollista parantaa, pitaaatervirhetermin aiheutta-
maa varianssia vasteen selittamatta jaaneen osawttimaan varianssiin. Jos
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jalkimmainen on "huomattavasti” suurempi, on mallin soutta mahdollista pa-
rantaa uusia faktoreita kayttaen.

Testisuure tallaiselle testaukselle saadaan, jos mukatastokokeitats. da-
tamatriisissa on samoja riveja. Oletetaan, etta datdisissaX on erilaisiariveja
m kappaletta. Huomaa, etta > k + 1, muutenX”X on singulaarinen. Kootaan
mainitut erilaiset rivitn x (k + 1)-matriisiksiX;. Silloin voidaan kirjoittaa

X:TXl

sopivasti valitulleN x m-matriisille T. Huomaa, etta:lla on taysi sarakerangi,
ts. sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomattgelet,, = 1. Itse asiassa
T saadaan identiteettimatriisidig toistamalla sen riveja sopivasti.

Laajin mahdollinen malli, joksi alkuperainen malli vomla taydentaa, saa-
daan, kun lisataan datamatriisi®¥ suurin mahdollinen maara sarakkeita, jot-
ka ovat aikaisemmista sarakkeista lineaarisesti riipfgtomaa, samalla sailyttaen
toistetut rivit. Tallaiseen malliin ei nimittain voidéashta yhtakaan uutta selittajaa,
joka ei, toistokokeiden puitteissa, riippuisi lineaasisaikaisemmista. Taydennetaan
X ensinm x m-matriisiksi lisaamalla siihem — k — 1 aikaisemmista lineaarisesti
riippumatonta saraketta:

(Xl\zl ) =X,

Matriisin X taydennys on sen jalkee¥ x m-matriisi
TX, = (TX,|TZ, )=(X|Z) =X,

missaZ = TZ,.
Alkuperaisesta datamallistéi@lli I)

y=XB+e¢€

saadaan nain laajennettu datamaa(li 11 )
_ B ;) :
y—X3 7 +€—Xﬁ+Z’Y+€

Mallista Il saatu ennustevektori on
Y = Xa(XIX3) ' Xy = TX,(XT T TX,) ' X2 T y = T(T'T) ' Ty,

joka ei riipu Z;:sta, ts. siifi, mitenX; taydennaian! Nain ollen saatava tes-
ti ei myoskaan riipu mallin laajennustavasta, kunhasttgen rakenne (elil’)
sailytetaan. Mallista Il saatava residuaali on

rp = (Iy — T(TTT) ' Ty
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ja taman residuaalin nelibsumma on
I'%;I‘H = SSPE,

ns.puhtaan virheen nedisumma. sum of squares for
Yritetaan selittaa Mallin | residuaalivektori pure error

r=(Iy — X(X*X)'XT)y

Mallin Il avulla. Jos tama onnistuu tarpeeksi hyvin, eilMbole sopiva, vaan se
voidaan taydentaa sopivammaksi. Merkitaan lyhyydeoksi

P=1Iy-XX'X)'X" ja R=1Iy-T(T'T)'T".

Silloin todetaan helpolla laskulla, etld ja R ovat symmetrisia idempotentteja
matriiseja ja etta

RX=0 , RZ=0 , RP=PR=R , PX=0,

rank(P) = trace(P) = N — k — 1,
rank(R) = trace(R) = N —m.

Selitettaessa Mallin Il avulla Mallin | residuaaltabn selittamatta jaava residuaali
ri; = Ry = RPy = Rr, jonka neliossumma on nimenomas$iPE. Kokonaisne-
liossumma on puolestaatt r eli Mallin | residuaalin neliosumm&SE. Edelleen
regression neliossumma tassa selitysyrityksessa on

SSE — SSPE =: SSLOF,

ns.epasopivuuden ngisummaMatriisimuodossa sum of squares due

to lack of fit
SSLOF = y"(P — R)y.

Matriisi P — R on symmetrinen idempotentti matriisi, jonka rangi on
trace(P — R) = trace(P) — trace(R) = m — k — 1.

NeliosummaSSPE vastaa sita osaa residuaalivarianssista, joka johtuhetar-
mista. Siihen ei voida vaikuttaa mallilla, olipa taméarka hyva tahans&aSLOF
vastaa taas sita osaa residuaalivarianssista, jokajoimilin huonosta selittavyy-
desta eli epasopivuudesta.

Mutta: Residuaalir ei ole oikeaa vasteen tyyg@pisilla silla on singulaarinen
normaalijakauma (t€ on singulaarinen). Nain ollen saatujen neliosummien ja-
kaumat ja vapausasteet seka niihin perustuva ANOVA kagsoerikseen. Huo-
maa kuitenkin, ett§SPE on Mallin Il residuaalin nelidssumma, joten silla gi-
jakaumaN — m vapausasteella.
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Lause 1.2.Jos hypoteedil, : PZ~ = 0y on tosi Mallille I, niin suureella

SSLOF/(m — k — 1)
SSPE/(N — m)

on F-jakauma vapausastein—k —1 ja N —m (olettaen tietysti, eitm > k+1).

Todistus.Pitaa nayttaa, ettdSLOF ja SSPE ovat riippumattomasti®-jakautu-
neet vapausastein—k —1 ja N —m, vastaavasti. Hypoteesky, voimassaollessa

(P-R)y=(P-R)(XB+Zv+¢€)=(P—-R)€
ja
Ry =R(X3 + Zvy + €) = R€.
KoskaP — R ja R ovat symmetrisia idempotentteja matriiséf,P — R) = Oy

ja satunnaisvektorilla’ on N(0y, 0?1y )-multinormaalijakauma, on lause oikea.
O

Lauseessa esiintyVia on tietysti se laajin mahdollinen, jolla alkuperaista da
tamatriisiaX taydennetaan. Vastahypoteesitbn: PZ~ # 0y.

SSPE:lla on siis vapausasteit?d — m ja SSLOF:lla m — k — 1. Vastaavat
keskinelidt ovat nain ollen

SSPE . SSLOF
=: MSPE ———  =: MSLOF
N—m > la m—k—1 SLO
(puhtaan virheen keskinélja epasopivuuden keskiné)i. Varianssianalyysitaulu
on siten

variaation lahde  vapausasteet neliosummat keskinelio F merkitsevyys

epasopivuus m—Fk—1 SSLOF MSLOF
puhdas virhe N-—-m SSPE MSPE
residuaali N-k-1 SSE MSE

MSLOF  Pienina:n
arvo, jolla

MSPE Hy hylataan

Jos hypoteesidl, ei hyvaksyta, voidaan mallia parantaa taydentaansiia
sopivilla faktoreilla. Huomaa, etta jos erityisesti tiytavat faktorit ovat entisista
laskien saatuja korkean asteen faktoreita, niin edell&tgstoistettujen rivien
sailyminen taydennettaessa on automaattista. Nién esitetty testi on erityi-
sen sopiva juuri tallaista taydennysta ajatellen. Jallianpaatetaan taydentaa, ei
tietystikdaan mukaan valttamatta kannata ottaakkia mahdollisia” lisaselittajia,
vaan vain sopivasti valitut lisafaktorit. Tilastollisehjelmistot tarjoavatkin kor-
keampiasteisten faktorien osalta monia (puoli)autorsaatisays- ja valintame-
netelmia (nsaskeltava regress)o

Epasopivuustesti voidaan tehda muutenkin kuin toidteka kayttaen. Mat-
riisistaT:kin kaytettiin nimittain vain sen ominaisuuksia
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(i) T:lla on taysi sarakerangi (jotfR” T olisi ei-singulaarinen) ja

(i) hajotelmass&X = TX; on X;:lla taysi sarakerangi + 1 (jotta se voidaan
taydentaa ei-singulaariseksi x m-matriisiksiXs).

Mika tahansa matriisi, joka toteuttaa nama ehdot, keipeeriaatteessa':n tilal-
le. Talloin ei kyseessa olisi valttamatta ena&toistoihin perustuva testi. Valit-
semallaT eri tavoin saadaan erilaisia epasopivuustesteja, tasimsaadut testit
ovat yleensa heikompia kuin toistoihin perustuvat. Ks Os{HRISTENSEN ja
artikkeli JOGLEKAR, G. & SCHUENMEYER, J.H. & LARIccIA, V.: Lack-of-Fit
Testing When Replicates Are Not Availablehe American Statisticiaf3 (1989),
135-143.

Esimerkki

Testaame kohdan 1.2. mallin sopivuuden toistokokein. matgisi X on

0.3
0.3
0.7
0.7
0.3
0.3
0.7
0.7
0.3
0.3
0.7
0.7

e e S T T = T T = S S Gy SO S R
O O© © © Ut O U Ut = = =

jossa on 6 erilaista rivia, eth = 6. Erilaisten rivien matriisiX:

0.3
0.7
0.3
0.7
0.3
0.7

— = =
© © Ut Ut = =
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Matriisi T, joka toteuttaa yhtaloixX = TX,; on selvasti:

]
]
-]

SO OO oo oo~ OO

S OO OO OO O OO
SO DD DD OO = MHOOOOoO
SO OO HEFEFOOOOoOOo
SO R = OOOOoOooOo
—_—_ O OO OO OO oo oo

=}

Kayttdon otetaan matriislP ja R, jotka siis maariteltiin:
P=1Iy- XX'X)"'X" R=Iy-T(T'T)'T".
Nyt saadaan mallin 1l residuaali:

—0.40
0.40
—0.28
0.28
—0.30
0.30

0.52 ’
—0.52
—0.32
0.32
0.28
—0.28

rp = Ry =

puhtaan virheen neliosumma:
SSPE = riry = 1.52,
ja edelleen epasopivuuden neliossumma:
SSLOF = SSE — SSPE = 9.30 — 1.52 = 7.78.

Vastaavat keskineliot:

SSPE 1.52
MSPE = = =0.2
S N—m 12—6 0.25,
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SSLOF  7.78
m—-k—1 6-2-1
Hypoteesit epasopivuuden testaukseen ovat

MSLOF = = 2.59.

Hy : 'Malli on sopiva’, H; : 'Malli on epasopiva
eli matriiseina:
Hy : PZ~v =0y, H;:PZ~y #0y.
ja niita vastaava F-testisuure:

_ MSLOF _ 2.59

= = 10.21.
MSPE 0.25

Pienin merkitsevyys, jolldl, hylataan, on 0.009. Mallia voi siis parantaa, joka
onkin todettu luvun 1.3. esimerkissa. Kootaan tulokseavesianalyysitauluksi.

variaation lahde vapausasteet neliosummat keskinelioF merkitsevyys

epasopivuus 3 7.78 2.59
puhdas virhe 6 1.52 0.25 10.21 0.009
residuaali 9 9.30 1.03

Harjoitusteht avat

1. Tehtavan 1]813 mittaustuloksissa on toistojakerskustoistojalestaa naita
kayttaen mallin sopivuus.

2. Minkalainen on epasopivuustestin matriisseuraavissa tilanteissa, liittyen
siihen, miten kokeet on jarjestetty datamatriisissa?ridatT” T on aina
m x m-lavistagjamatriisi, millainen?

(a) Kokeet tehdaan toistoineen jarjestyksessa, @neansimmaisen yh-
delman kokeet toistoineemn, (kpl), sitten toisen yhdelman kokeet tois-
toineen {5 kpl), jne.

(b) Toistottehdaan sarjassa, ts. tehdaan ensin k&kéelia eri faktoriyh-
delmilla ja sitten toistetaan samaa koesatjkartaa.

(c) Ensintehdaan kokeet kaikilla eri faktoriyhdelraij sitten vasta tois-
tot yhdelma kerrallaan jarjestyksessa, ts. ensinaahdnsimmaisen
yhdelman (mahdolliset) toistot{ toistettua kertaa), sitten toisen yh-
delman (mahdolliset) toistot{ toistettua kertaa), jne.
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1.5 Mallin riitt avyys

Mallin riitt avyystarkoittaa sita, etta mallin yhteydessa sovitut oleetk(riippu-
mattomuudet, normaalisuus, varianssien samuus, jnéygtipaikkansa. Koska
ANOVA saattaa olla hyvinkin herkka poikkeamille naisitetuksista, testataan
usein oletusten voimassaoloa. Testauksessa kaytetg@uaaliar. Jos malli on
riittava, ei residuaalissa ole juurikaan muuta viraedtiin N(0y, 0?1y )-jakautu-
neen satunnaismuuttujaraiheuttamaa “kohinaa”. Ellei nain ole, on mahdollisia
syita useita.

Epanormaalisuus

Jos virhetermir jakauma ei olekaan multinormaali, vaan jotakin muuta, eOAN
VAN tuloksiin ole paljoakaan luottamista. Epanormaalden toteamiseksi voi-
daan residuaalivektorinkomponenttien olettaa olevan otos ja tutkia, voiko taman
otoksen katsoa olevan peraisin normaalijakautuneestarsgsismuuttujasta, esi-
merkiksi piirtamalla vastaava pylvasdiagrammi. Pape menettely on jarjestaa
residuaalit suuruusjarjestykseen

Ty STE) S ST

ja piirtda nsnormaalitodenakoisyyskuvioipisteet

_ J .
(T(J)’(I)l(m))’ .]:17"'7N7

missa® ! on kaanteinen standardinormaalikertyma. Kuvion jste pitaisi olla
kutakuinkin samalla suoralla. Usein kertyman argumeittiv + 1) korvataan
jollain muulla kaavalla, esimerkiksi

12 175 g 1k
N ' N4V N+

w

Jakaumatestausta varten on olemassa omia tilastolhsiegieja, mmkKolmogo-
rovin ja Smirnovin tesgia Cramerin ja von Misesin testi.

Toisinaan sattuu, etta yksi tai useampikin komponenteista on itseisarvol-
taan muita huomattavasti suurempi. Tallaisia kompoegnkutsutaamlkolaisik-
si. Ne ovat merkkeja joko siita, etta vastaava koe on vitives tai sitten siita,
ettd muut kokeet onkin tehty tilanteen kannalta huonalieeella. Ulkolaisten
esiintyessa on aina selvitettava, mista ne johtuvd ANOVA on osoittautu-
nut herkaksi ulkolaisten esiintymiselle. Useinkaan ei &2lvaa, onko poikkeava
komponentti ulkolainen vai sattuman oikusta syntynyt gedva arvo. Ulkolais-
ten tunnistamiseksi on erityisia testejakin. Koskadeaalini:nnen komponentin
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varianssi o/ (r;) = (1 — hy;), missah,; on matriisinH := X (X7X) !XT i:s
lavistajaalkio, eras tallainen testi on laskeastadentoitu residuaali

1
— T, = €;.
82(1 — h“)
Satunnaismuuttujg; on likimain standardinormaalisesti jakautunut, jotenkayr
kisaanto on: jog; on itseisarvoltaa® 3, on syyta epailla sita ulkolaiseksi.

Korrelointi

Vaikka e:n komponentit olisivatkin normaalijakautuneita, voiden valilla olla
korrelaatiota, ts. ne eivat ole riijppumattomia. Asia @sijiu usein piirrettaessan
komponentit kokeiden fysikaalisen suoritusjarjestykBenktiona. Siksi jarjestys
on syyta olla satunnaistettu ja tallennettu. Korreloiétkyy tallaisesta kuvaajasta
usein selvasti seuraavan kuvion tapaan, silla se jot#liin ajallisesta yhtey-
desta.

Residuaali ei saa korreloida muidenkaan muuttujien kae#sa erityisesti
vasteen kanssa (tehtava 1.4-3). Piirtamalla resililus. ennustettu vaste paljastuu
usein mallin tamankaltainen riittamattomyys. Eovikuolisi nytkin halyttava.

Heterogeeninen varianssi

Vaikkei epanormaalisuutta tai korrelaatiota esiinrgfka/oi malli osoittautua riitta-
mattomaksi viela sen vuoksi, etégn komponenttien varianssit eivat ole samat.
Usein tama nakyy piirrettaessa komponentit suoritusjarjestyksen funktiona ku-
ten edella: hajonta on jossakin suurempaa kuin muualla. @ nelja halyttavaa
kuviota.
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Esimerkki

Tarkistamme kohdan 1.2 esimerkin lineaarisen malliranmgtyden. Kokeet tehtiin
jarjestyksessél2,9,3,10,4,7,2,11,8,6, 1, 5). Mallinnuksen tulokset ovat

T1 Xy Y i r hii e
0.7 9 773 829 —-0.56 0.29 -0.65
03 9 1268 13.62 —-094 0.29 -1.10
07 1 138 163 —-0.25 0.29 -0.29
0.3 9 1331 13.62 -0.31 0.29 -0.37
07 1 194 1.63 0.31 0.29 0.36
0.7 5 572 4.96 0.76 0.17 0.82
03 1 642 697 —-0.55 0.29 -0.64
0.7 9 828 829 —-0.01 0.29 -0.01
0.7 5 469 496 -0.27 0.17 -0.29
0.3 5 12.16 10.30 1.87 0.17 2.01
03 1 563 697 —1.34 0.29 -—-1.56
0.3 5 11.57 10.30 1.28 0.17 1.37

Taulukon viimeisessa sarakkeessa olevat arvot ovat kiifldisarvoltaan reilusti
alle 3, joten ulkolaisia ei nayta olevan. Normaalitodennakgskuvio on
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0.95+

0.90-

0.751 9

P 050

°0°

0.25 °

0.104

0.05—
-1.34 1.87

Residuaalin kuvaaja ennustetun vasteen funktiona on

2-

0 R 14
y

Mitaan sen kummempaa merkkia epanormaalisuudesteoteglaatiosta naista
kuvista ei paljastu. Piirretaan viela residuaalin kajeskoejarjestyksen funktiona:

24

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
jarjestys

Tiettya huolta virheen varianssin kasvamisesta ajandada voisi taman kuvan
perusteella tuntea.
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Harjoitusteht avat

1. Tarkista tehtavan 1.3-1 mallin riittavyys.
2. Tarkista tehtavan 1.3-3 mallin riittavyys.
3. Todista residuaalin ja ennustetun vasteen rijppumaitsm

4. Johda kaav& (r;) = o%(1 — hy;) ja todista, ettd) < h;; < 1.



Luku 2
KOKEIDEN SUUNNITTELU

2.1 Datan muunnokset

JosX = (1y|D)onN x (k+ 1)-datamatriisi (jossa matriidd on suunnittelu-
matriisi) ja L on ei-singulaarinek + 1) x (k 4 1)-matriisi, jonka ensimmainen
sarake o1, 0, ...,0)%, niin XL on mydsN x (k + 1)-datamatriisi, joka sisaltaa
saman informaation kuiX. Tallainen muunnos on dataffinimuunnosMatriisi affine

L on siis muotoa transformation

T
L _ 11£ 7
0, | K
missé&f on k-vektori jaK on ei-singulaarine x k-matriisi, ja uusi datamatriisi

XL = (1y]| 154" + DK)

on oikean muotoinen.
Koska
y=XB8+e=XLL '8 +e¢,

on uutta datamatriisiXL vastaava parametrivektdi-!3 =: ~. Edelleen pie-
nimman neliosumman keinon antama parametrivektpr@stimaatti on

g = (XL)"XL)*'(XL)'y = L'(X'X) (L") 'L' X'y =L 'b

ja "uusi” ennustevektori oXLg = Xb = y eli sama kuin "vanha”. Nain ollen
myoskin residuaali pysyy datan affinimuunnoksessa sarjaitse asiassa kaikki
neliocsummasSE, SST jaSSR seka vastaavat keskineliot pysyvat samana. Mallin
merkitsevyys ei siis muutu. Toisaalta

V(g) = o*((XL)"XL) ™ = 2L 1(X"X)"}(L7) ™!

35
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voi hyvinkin olla "edullisempaa” muotoa kuivi (b), ts.g:n komponenttien valilla
voi olla vahemman korrelaatiota kuinn komponenttien valilla ja niiden varians-
sit voivat olla pienempia kuib:n komponenttien varianssit.

Tavallinen ensimmaisen kertaluvun mallin datan affinimoos orskaalaus
jota vastaava matriidk on lavistajamatriisi,

1/p
K: R

1/pk

jonka lavistgjaalkiot ovat nollasta eroavia. Sejdta; korvautuu skaalauksessa
selittéjéllé;—j + ¢;, missal; on vektoring i:s alkio. Skaalaus ei vaikuta mallin
ensimmaisen kertaluvun termien merkitsevyyteen, giiglostay; = p;5; (1 <
i < k) seuraa, etta hypotedsj, : 5; = 0 on yhta kuin hypoteedi, : v; = 0.
Skaalauksen tarkoituksena on, paitsi vaihtaa selittaweuttujien asteikot
"sopivammiksi”, muuntaa keinotekoisesti selittavatuttujat tyypillisten arvo-
jensa suhteen samaan asemaan. Tyypillisten arvojen kolsz@ttaa nimittain
alunperin olla monia dekadeja, mika aiheuttaa mm. nursteepatarkkuutta las-
kuissa. Talloin suoritetaan ensin skaalaus ja vastnsittallin sovitus.
Erityinen skaalauksen muoto on datstandardointijossap; on z;:n otosha-
jonta ja/; onz;:n otosvariaatiokertoimen vastaluku, ts. valitaan

N
1 . _
pi= | w7 2u @i - T A b= —Ti/ps

j=1
missaz; on x;:n otoskeskiarvo. Matriisimuodossa:

1
pi = (D'TMyD);, £ = —NlﬁDK.
Jos data on kunkin faktorin osalta tasavalista, kaytetiseirkoodaustajoka
myos on eras skaalauksen muoto. Talloin

. max(xy, ..., TN;) — min(zy, ..., Ty;)
Pi = 2
(. — _imin(xlia cee 7SCNZ‘) + max(xli, e 7~TNZ')
' Di 2 ’

Lahinna koodausta kaytetaan tilanteessa, misdakinlfaktorilla on kaksi tasoa
tai kolme tasavalista tasoa, silla talloin koodatwiohovat{—1, 1} tai {0, 1, —1}.
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Esimerkki

Suorita standardointi ja koodaus kohdan 1.2 esimerkirldasesovita malli ensin
standardoituun ja sitten koodattuun dataan.

Ratkaisu

Standardointia varten lasketaan aluksi ensimmaiseprm&aktorien keskiarvot:

1
> i = 75034034074 +0.7) = 0.50,

N
. 1Z 1

N
1 _ (0.3—-10.5)2+---4(0.7—-10.5)2
L= S (@ - 3)? = —=0.21
Pst \J\f—ljzl("”]1 ) \/ 121 021,
= e = [EE T Oy,
Ps2 = \N_lj:1 32 2)" = 91 = 3.41.

Vektorin £, komponentit:
Esl = —Zf‘g/psg = —500/341 = —1.47.

K ,-matriisi ja£,-vektori:

w _(pa 0 \_ (1021 0 (479 0 o _ [ 240
T 0 1/pe ) 0 1/341 )\ 0 029 ) =7\ —147 )

Saadaan matriidi,:

T 1] —240 —1.47
(1 es): 0‘4.79 0

0 0.29
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Standardoidaan datamatriisi:

1 03 1 1 -0.96 -—-1.17
1 03 1 1 -0.96 -—-1.17
1 07 1 1 0.96 —1.17
1 07 1 1 0.96 —1.17
R R I AN e
Xs=XLs = ' 0 4.79 0 = -
1 075 0 0 0.29 1 096 0
1 075 ' 1 096 0
1 03 9 1 —0.96 1.17
1 03 9 1 —0.96 1.17
1 07 9 1 0.96 1.17
1 07 9 1 0.96 1.17
Matriisi C, on harvempi kuin alkuperaisella datalla:
0.08 0.00 0.00
C, = (X'X,)"' = 0.00 0.09 0.00
0.00 0.00 0.09
Lasketaan parametrien estimaatit:
7.63
b, =CXly= [ —-279
2.84
Virhetermin varianssia? estimaatti:
SSE
E, = (y — X,b,)"(y — X;b,) = 9. 2= =103
SS (y by)" (y b,) =9.30, 7= =103
Estimoidut parametrien keskihajonnat:
se(bso) = /52¢500 = V1.03 - 0.08 = 0.29,
se(by) = \/82¢511 = V1.03-0.09 = 0.30,
se(byy) = \/82¢590 = V1.03 - 0.09 = 0.30.
Koodaus:
= max(z11,...,Tn1) — min(xyq, ..., Ty1) _ 0.7—-0.3 _ 02,

2 2




2.1. DATAN MUUNNOKSET 39

max(z2, ..., Tn2) — min(zis,...,xy2) 9 —1
DPe2 = = :47
2 2
0. — _imin(xn, o, TNy) Fmax(2yy, ..., TN1) 103+ 0.7 oy
T 2 02 2 W
1 min(xyg,...,TN9) + max(z12, ..., TN2) 1149
leg = —— = ————" = -1.25.
D2 2 4 2

K -matriisi ja£.-vektori:

(0 0 e ()

Saadaan matriidi,:

T 11-25 —1.25
L, = (01 I% ): o] 5 0
2| Phe 0| 0 0.25
Koodataan datamatriisi:

1 03 1 1 -1 -1
1 03 1 1 -1 -1
1 07 1 1 1 -1
1 07 1 1 1 -1
L0300 1 —25 —1.25 Lo
1 03 5 1 =1 0

X, =XL, = 0 5 0 -
1 07 5 00 0.95 1 1 0
1 07 5 ' 1 1 0
1 039 1 -1 1
1 03 9 1 -1 1
1 07 9 1 1 1
1 07 9 1 1 1

Matriisi C. on harvempi kuin alkuperaisella datalla:

0.08 0.00 0.00
C.=(X'X.)"'=1 0.00 0.08 0.00
0.00 0.00 0.13
Lasketaan parametrien estimaatit:
7.63
b, =CX'y = —2.67

3.33
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Virhetermin varianssin? estimaatti:

SSE.
SSE. = (y — X.b.)"(y — X.b,) = 9.30, s?

= —— =1.03.
© N—-k-1 03

Estimoidut parametrien keskihajonnat:

se(beo) = \/82ce00 = V1.03 - 0.08 = 0.29,

se(be) = \/s2ce1 = V1.03-0.08 = 0.29,
se(bea) = \/82Ce2o = V1.03 - 0.13 = 0.36.

Esitetaan viela alkuperainen, standardoitu ja kowodddita vierekkain:

alkuperainen standardoitu koodattu
X1 T I ) I To
0.3 1 —-0.96 —1.17 -1 -1
0.3 1 —-0.96 —1.17 -1 -1
0.7 1 0.96 —1.17 1 -1
0.7 1 0.96 —1.17 1 -1
03 5 —0.96 0 -1 0
03 5 —0.96 0 -1 0
0.7 5 0.96 0 10
0.7 5 0.96 0 10
0.3 9 —0.96 1.17 -1 1
0.3 9 —0.96 1.17 -1 1
0.7 9 0.96 1.17 1 1
0.7 9 096  1.17 1 1
Harjoitusteht avat

1. Kohdan 1.3. esimerkissa JMP ohjelma vaihtaa autorsaattimalliny =
Bo + Biz1 + Poxa + Brax1xa + Po2x3 + Praewi3 + € muotoony = o +
1121 + V2T + Y12(21 — 1) (T2 — T2) + Y2222 — Ta)? + y122(@1 — T1) (w2 —
T2)? + e. Muodosta kaytetty affiinimuunnoksen matrilsija tarkista, etta
hypoteesie, : v120 = 0jaHy : F122 = 0 testisuureet ovat samat.

2. Tehtavassa 1.3.1 oli annettu mittaustulokset Erdignsistorien valmistuk-
seen liittyvalle koesarjalle. Data oli koodattu. Ensiaigg&n alkuperaisen
faktorin vaihtelukeskipiste o025 ja toisen4.36 - 10~!4, vastaavat vaihte-
luvalit ovat60 seka0.72 - 10~ 4.
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(a) Muodosta kaytetty skaalausmatrligia etsi sita kayttaen alkuperainen
datamatriisiX.

(b) Laske(XTX)~! ja vertaa sita koodatun datan vastaavaan matriisiin.
(c) Laske alkuperaisen mallin parametrit.

2.2 Ortogonaalisuus ja kiertosymmetrisyys

Suunnittelun sanotaan olevartogonaalinenjos XX on lavistajamatriisi.
Lause 2.1.Suunnittelu on ortogonaalineagnalleen silloin, kun

i DD on lavis&jamatriisi ja

i 15D = 0], eli D:n sarakesummat ovat nollia.

Toisin sanoen, suunnittelu on ortogonaalinen tasm@alekoin, kun faktoreita
vastaavat sarakkeet ovat kohtisuorassa toisiaan vastamayqgs vektorial ; vas-
taan.

Todistus.Koska

17 N \1TD
X'X=|-2-|(15|D)= -
(DT>( VD) <DT1N\DTD>’

niin ilmeisestiX”X on lavistajamatriisi tarkalleen silloin, kun ehdot g (i)
toteutuvat. L

Ortogonaalista suunnittelua kaytettae$gd) = o*(X7X)~! on lavistaja-
matriisi, ts. parametriestimaaty, . . ., b, ovat riippumattomat. Edelleen talloin
kaanteismatriisitC = (X7X)~! laskeminen on helppoa ja tarkkaa.

Ortogonaalinen suunnittelu on optimaalinen seuraavassi@ssa. Koodatun
datamatriisin sarakkeet toteuttavat epayhtalon

Il <N (0<i<h).

Voidaan nayttaa (kts. harjoitustehtava 1), etta

<i<k),

Cis Z . 0 < <
i 2 e

ja tata epayhtaloa kayttaen saadaan alaraja ssigmaallin parametrien varians-
sien summalle:

k+1
E b)) = ot :E ..>§ 72 > ——.
: V(b;) = o“trace(C) Cii > : |lx;[|~° > I

7
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Tama alaraja saavutetaan, kun suunnittelu on ortogimesejla kaikki data-arvot
ovatl tai —1.

Ensimmaisen kertaluvun mallin suunnittelun sanotaavasikiertosymmetri-
nen,jos matriisiX” X sailyy samana, kun dataan tehdaan mielivaltainen ortog
naalinen muunnos, tX?X on "koordinaatistosta riippumaton”. Ortogonaalinen
muunnos on sama, kuin muotoa

o (4f)
0, | K
oleva affiinimuunnos, missi on k£ x k-ortogonaalimatriisi.
Lause 2.2.Suunnittelu on kiertosymmetrineistrélleen silloin, kun
(i) D:nsarakesummat ovat nollia, 6D = 07 ja

(i) DTD on muotoa\I,;, miss \ on vakio.

Todistus.Oletetaan, etta suunnittelu on kiertosymmetrinen. Setagn mielival-
taista ortogonaalimuunnosta:

1| 0f 1% 1]of
(XQ)TXQZQTXTXQ:<OJK’}>(D];>(1N\D)(0k Ié)
[ 1]of N |14D (1\05)
0| K7 D”1y | D'D 0. | K

B N 13D ( 1 \0{)
-\ K'D71y | KTD'D 0: | K

B N 17DK
-\ KTD"1y | KTD'DK |’

Jotta tama olisi

XTX:< N ‘1%D>’

D’1y | D'D
on oltava
K'D"1y =D"1y ja K'D'DK =D'D,
olipa K mika tahansa ortogonaalimatriisi. Mutta, jotta kaikkiagonaalimuun-
nokset pitaisivaD” 1 y:n samana, pitaa sen oHa0,, ts. (i) patee.
ToisaaltaD”D on symmetrinen matriisi, joten se on diagonalisoitavissa o
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Silloin taasD”D:n lavistajaalkiot voidaan permutoida mielivaltaiagarjestyk-
seen ortogonaalimuunnoksella. Nain ollen lavistijaaden on oltava samoja.
Siispa myos (ii) patee.

Selvasti suunnittelu on kiertosymmetrinen, jos (i) j& ffiatevat. O

Kiertosymmetrisessa suunnittelussa ei ole mahdolliggadntaa” mallia siir-
tymalla "uusiin koordinaatteihin”, ts. esimerkikgi(b) pysyy samana. Malli ei
voi talldin myoskaan "huonontua”. Erityisesti entesn varianssi

1 24 ... 2
V(9) = o?"(XTX) "¢ =02 (N + w>

riippuu vain datavektorirg pituudesta. Tasta itse asiassa tulee nimi "kiertosym-
metrinen”: ennusteen varianssi ei riipu suunnasta.

Lauseista 2.1 ja 2.2 seuraa, etta jokainen kiertosymnegtrsuunnittelu on
my0s ortogonaalinen, mutta ei kaantaen. Tarkeagoraalisten/kiertosymmet-
risten suunnittelujen ominaisuus on se, etta niistaoi@hkta poistamalla eliy-
pistamalla saadut suunnittelut ovat myos ortogonaalisia/kiertastnisia. (Tama
seuraa varsin suoraan yo. lauseista.)

Esimerkki

Selvita, ovatko edellisessa esimerkissa lasketut datagonaalisia tai kiertosym-
metrisia.

Ratkaisu

Suunnittelumatriisit ovat

03 1 —-0.96 —1.17 -1 -1
03 1 —-0.96 —1.17 -1 -1
0.7 1 0.96 —1.17 1 -1
0.7 1 0.96 —1.17 1 -1
0.3 5 —0.96 0 -1 0
0.3 5 —0.96 0 -1 0
b= 0.7 5 |’ D, = 0.96 01’ D. = 1 0
0.7 5 0.96 0 1 0
03 9 —-0.96 1.17 -1 1
03 9 —-0.96 1.17 -1 1
0.7 9 0.96 1.17 1 1
0.7 9 0.96 1.17 1 1
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Data on ortogonaalista mikak” X on lavistajamatriisi. Lasketaan nama matrii-
sit:

12.00 6.00 60.00
XX = 6.00 348 30.00 |,
60.00 30.00 428.00

12.00 0.00 0.00
XX, =1 000 11.00 0.00 |,
0.00 0.00 11.00

12.00 0.00 0.00
XIX,={ 0.00 12.00 0.00
0.00 0.00 8.00

Nahdaan, etta standardoitu ja koodattu data ovat ortaglisia, mutta alkuperainen
ei.

Kiertosymmetrisyyden ensimmainen ehtogpD = 07 :

1D = ( 6.00 60.00 ),

13D, = ( 0.00 0.00 ),

13D, = ( 0.00 0.00 ).

Alkuperainen data ei siis ole kiertosymmetrista, muidesalta on tarkistettava
toinen ehtdd”D = \I;:

rry _ [ 1100 0.00
DSDS_( 0.00 11.00 )~

v ( 12.00 0.00
DCDC—( 0.00 8.00 )

Vain standardoitu data on tassa tapauksessa kiertosyistae

Tarkastellaan asiaa viela kuvista, joissa on piirrétty):n tasa-arvo kayrat:
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Alkuperainen Standardoitu Koodattu
/ | \ 1 T

/) —

[

X, X, X,
2, 2 ol ( 2 gl
\
\
\ /
/
\ /
\7/
\
N/ —
- \ /
1 . ' -1 -
0.3 0.5 0.7 -1 0 1 -1 0 1

Kiertosymmetrisessa standardoidussa datassa kasatdiagokeskeisia ympyroita,
eli varianssi riippuu vain datavektorgpituudesta. Alkuperaisella ja koodatulla
datalla suunnallakin on merkitysta.

Harjoitusteht avat

1. (a) Olkootx jay k + 1-vektoreita jaC symmetrinen positiividefiniitti
matriisi. Johda epayhtalx” Cx)(y?’C~y) > |xTy|%. (Vihje: mat-
riisilla on symmetrinen positiividefiniitti neliojuurC'/?, ja Cauchyn
epayhtald onx”y| < ||x]| - [|y]].)

(b) Todista tekstin epayhtald;, > ||x;||~2. (Vihje: edellisen kohdan eri-
koistapaus or! (X7X)le; > || Xe;|| 72, misséde; on identiteettimat-
riisin I, i:s sarake.)

(c) TodistaNh; > 1, missah;; on matriisinH = X(X7X)"'X” i:s
lavistajaalkio.

2. Paljon kaytetty kahden faktorin koetyyppi on n®nikulmiokoeVastaavia equiradial design
ns.monitahokaskokeitan myos suuremmille faktorimaarille. Valitettavasti
vain saanndllisia monitahokkaita on aarellineramé—R?:ssa viisiR*:ssa
kuusi ja muissa vain kolme — joten idea on yleiskayttoiaaim dimensios-
sa2.

Monikulmiokokeen datamatriisi otV x 3-matriisi, missa 2. ja 3. sarake
muodostuvat sellaisen origokeskisen saannolliBesateisen/NV-kulmion
(N > 3) karkien koordinaateist®?:ssa, jonka yksi karki on positiivisel-
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la z,-akselilla:

2rl . . 2ml
:Ea:RcosW ja x@:RsmW ¢=0,...,N—=1),

kompleksitasossa
Toy + 1xpp = Ren? =0,...,N—=1).
(s onimaginaariyksikko.) Tietysti data viedaan j&@ekaytannon mittauksia

varten sopivalla kaanteisella skaalauksélid "reaalimaailmaan”. Nayta,
etta monikulmiokoe on kiertosymmetrineiljje: Laske summat

=

N-1
Rev*™  seka Y (Rew*™)?

=0

12

Il
o

ja tarkastele reaali- ja imaginaariosia.)

Usein monikulmiokokeeseen lisataan keskustoistdgossa epasopivuus-
testia varten. Ne parantavat tilannetta myods muutenmjokana on toisen
kertaluvun faktoreita, kuten usein on — toistoja pitak ailloin nimeno-
maan/N kappaletta. Keskustoistot eivat havita kiertosymisgtta.

2.3 Simplex-koe

Suunnittelua, missa kokeiden lukumaaraon sama kuin lineaarisen mallin para-
metrien lukumaara-+ 1, kutsutaarkyllastetyksiSilloin kyseessa on interpolaatio,
ja mallin sopivuus on taydellinen.
Ensimmasen kertaluvun mallin kiertosymmetrinen kyb#ty suunnittelu, jo-
ka toteuttaa ehdon
XX = (k4 DIy,

kutsutaarsimplex-kokeeksEe voidaan muodostaa seuraavasti:

1. Valitse ei-singulaarine(k + 1) x (k + 1) matriisiW, jonka ensimmainen
sarake oy, .

2. Laske sen QR-hajotelmM®& = QR, missaQ on ortogonaalimatriisi j&R
on ylakolmiomatriisi.

3. ValitseX = £v/k + 1Q, missa merkki valitaan niin, etta datamatriisin en-
simmainen sarake oh, ;.
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Simplex-kokeen suunnittelumatriisi muodostuu origokeskk + 1-karkisen
monitahokkaan eli simpleksin koordinaateiRfassa. EsimerkikdR?:ssa tallainen
simpleksi on tasasivuinen origokeskinen kolmio. Samastagaen kolmio syn-
tyy R3:een leikattaessa ensimmaista oktanttia tasolla

T+y+z=

Sie

Rotaatiolla saadaan kolmiq z,-tason suuntaiseksi, jolloin sen karkien ensimmaiset
koordinaatit ovat samat:

X

a a
Xy

=

X

Kolmion karjet origoon yhdistavat janat

(a 0 a) (a a a ) (a a a)

\/67 Y \/g ) \/67 2 Y \/E ) \/67 2 ) \/E

ovat edelleen kohtisuorassa toisiaan vastaan (ortogenas). Asettamalla =
/6 saadaan datamatriisi

1 0 2/V2
X = 1 \/3/72 _1/\/§ )
NG

joka toteuttaaX "’ X = 31.

Kaytannossa simplex-data muunnetaan sopivallekadte skaalauksella. Koe
suoritetaan skaalatulla datalla, mutta mallina kayget&implex-datan mallia, jos-
ta haluttaessa voidaan paasta skaalauksella "reaalimean”. Suunnittelua voi-
daan haluttaessa typistaa, ts. ottaa mukaan pienend@parfaktoreita. Kuten edella
todettiin, tama ei poista ortogonaalisuutta eika kisginmetrisyytta. Typistetty
simplex-koe ei ole kyllastetty, joten voidaan tehdastéga ja ANOVAa.

Erikoistapaus simplex-kokeesta on Réackettin ja Burmanin koedDatamat-
riisi on talloin (mahdollisen koodauksen jalkeen) alkta+1 koostuvak + 1) x
(k + 1)-matriisiX, joka toteuttaa ehdon

XTX = (k+ DIy,
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Tallaistat-1-matriisiaX kutsutaarHadamardin matriisiksiHadamardin matriisi
on standardimuodossgs sen ensimmainen sarake bja ensimmainen rivi’.
(Jokainen Hadamardin matriisi voidaan saattaa tallaidektomalla sen riveja ja
sarakkeita sopivastt1:lla. Tama sailyttaa Hadamardin ominaisuuden, Rutei
todeta.) Hadamardim x m-matriisillaH on seuraavat ominaisuudet:

(i) Standardimuotoisen Hadamardin matriisin sarakesun@msimmaista sa-
raketta lukuunottamatta ovat 0, ts. sarakkeissa on yhta montd ta ja
—1:ta.

(i) Jokom = 2 tai sittenm on neljalla jaollinen luku.

(i) H:n kahden rivin valinen etaisyys on ain@m. Tasta ja kohdasta (i) seu-
raa, etta Plackettin ja Burmanin koe on simplex-koe, koskaensimmainen
alkioonl.

Nama ominaisuudet ovat kutakuinkin helposti todettsaitharjoitustehtava 1).
2 x 2 Hadamardin matriisi on

1 1

1 -1/

12 x 12 ja20 x 20 Hadamardin matriisit ovat

missa musta ruutu tarkoittdga valkoinen ruutu-1.
Jo saaduista Hadamardin matriiseista saa uusia isompeniiadin matriise-
ja ns.Kroneckerin tulogkayttamalla. Yleisesti; x mq-matriisin

aiyr - Gimy
A =
anl PO anlml
jans x mo-matriisinB Kroneckerin tulo omny x mymsy-matriisi
anB |-+ | a1, B

an,B |- | apym, B
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Lohkomatriisien kertolaskukaavasta seuraa melko vatigtsti, etta mikali matrii-
situlot AC ja BD ovat maaritellyt, niin

(A®B)(C®D)=(AC)® (BD),

ja lohkomatriisin transponointikaavasta puolestaad, (@t® B)? = AT @ BT,
Jos nytm; x mi-matriisiH; jamsy x mo-matriisiH, ovat Hadamardin matriiseja,
niin samoin on niiden Kroneckerin tud; ® H,, silla

(H: ® Hy)"(H; ® Hy) = (H ® H})(H; ® H,) = (H{ H;) ® (H] H>)
= (m11m1) ® (m21m2) = m1m21m1m2

jaH; ® Hy:n ensimmainen sarake an,, ., .

Esimerkki

Etsi simplex-koe, kuk = 3, ja typistetty Plackettin ja Burmanin koe, kén= 9
jaN = 24.

Ratkaisu

Muodostetaan simplex-koe kohdan 2.2. kolmivaiheisellaettelylla.
1. Valitaan4 x 4 matriisiksiW:

1000
1 100
W=l1010]
1001
jossa kolme viimeista saraketta on valittu lineaarisagipumattomiksi,

jotta matriisi olisi ei-singulaarinen.

2. Muodostetaan QR-hajotelma:
W =QR,

kun
—1/2 V36  V6/6 —/2/2
—1/2 —/3/2 0 0
Q = —1/2 V3/6 —V6/3 0 ’
—1/2 V3/6 V6/6  v2/2
-2 —1/2  —1/2 -1/2
R — 0 —v3/2 V3/6 3/6

B 0 0 —/6/3 6/6

0 0 0 V2/2
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3. Valitaan:

1L —1/V3 =2/V3 V2
— 1 V3 0 0
X=-vhk1Q==2Q=\ | |3 BB o
1

VB 2B 2

Datapisteet ovat tetraedrin karjet:

V(813)

~V(113)

~V(213)

X1

Plackettin ja Burmanin koetta varten lasket@dnx 24 Hadamardin matriisi
lahtemalla tekstissa annetuigtx 2 ja 12 x 12 Hadamardin matriiseista.

H H
H24:H2®H12:< = = )

H; | —Hi :(hl by - h24)'

Typistetaan tama suunnittelu n§in faktorin suunnitteluksi. Voidaan valita siis
matriisinH,, sarakkeista kymmenen ensimmaista. Talldin jokairmndisi tois-
tettu. Valitaankin sen sijaan sarakeita lahti8nsarakkeesta, jolloin toistokokeita
ei tule. Nyt jalkimmainen koetusina on ensimmainen rkeviihdettuna, lukuun-
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ottamatta ensimmaisty-saraketta:
X :(124 h13 h14 h21)

1 11 1 1

1 -1 1 -1 1

1 -1 -1 1 -1

1 1 -1 -1 1 -

1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1
1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1
1 11 1 -1 -1 -1 1 -1
1 -1r 1 1 1 -1 -1 -1 1
11 1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1
-1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1
-1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1
-1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1

O NG VAT GG VG T OO T N T T UGG TGN G VTG T ST Y
—_
—_
—_

Harjoitusteht avat
1. Todista Hadamardin matriisin ominaisuudet (i—iii).

2. Suunnittele typistetty Plackettin ja Burmanin koe, goes 10 faktoria ja 20
koetta.

3. Allaon2 x 2-lohkottujen matriisien kertokaava. Tassa tietystteda@an, etta
esiintyvat matriisikertolaskut ovat sallittuja.

Ap ‘ Ay B ‘ By _ A;1Bi + ApBy ‘ A B+ ApBy
Ay ‘ Az By ‘ By A2 B+ AgBy ‘ Ay B+ ApBo

Miten tasta saadaan Kroneckerin tulerosittelukaava
(A®B)(C®D)=(AC)® (BD),
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kun A ja C ovat2 x 2-matriiseja?

2.4 Kahden tason kokeet

Kahden tason kokeelkarkoitetaan koetta, josg& + 1) x N-datamatriisinX sa-

rakkeissa (ensimmaista saraketta lukuunottamattajtygivain kahta eri tason

arvoa. Koodauksen jalkeen ne ovata —1. Jatkossa oletetaankin koodaus val-

miiksi suoritetuksi. Plackettin ja Burmanin kokeet ovas &iahden tason kokeita.
Kahden tason kokeen malli on

k
y = o+ Zﬁﬂz’ + Z By + -+ 4 Proxy -+ - g

i=1 1<i<j<k
tai tasta joitakin termeja pois jattamalla saatulmaotta datamatriisiriX sarake-
rangi sailyy taydellisend, faktorien kvadraattisikgakeampia potensseja ei oteta
mukaan malliin, silla

v €{l,-1} = "=z ja 2"=1.

7

Ensimmaisen kertaluvun faktoreita kutsutpaavaikutuksiksja niiden tulojayh-
dysvaikutuksiksi

Jos mallissa on kaikki mahdolliset termit mukana, kysaesgaydellinen2”-
koe.Taydellisess&*-kokeessa on mukana

1+<T)—}—<§)+...+<Z):(1+1>k:2k

termia. Mahdollisia erilaisia datamatriisin riveja aidaalta myog* kappaletta.
Jos toistettuja riveja ei ole mukana, voidaan rivit jati siten, etta 2. sarakkeessa
on ensin2*~! kappaletta—1:sta ja sitter2*~! kappalettal:sta, 3. sarakkeessa on
ensin2¢—2 kappaletta—1:sta, sitter2*—2 kappalettal:sta, sitter2*—2 kappaletta
—1:sta ja lopuks*~2 kappalettal:sta, jne. ; + 1:nnessa sarakkeessa:t ja 1:t
vuorottelevat. Esimerkiksi ensimmaisen kertalu2évkokeen talla tavoin esitetty
datamatriisi on

1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1
1 -1 1 -1
1 -1 1 1
X = 1 1 -1 -1
1 1 -1 1
1 1 1 -1
1 1 1 1
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Ensimmaisen kertaluvun taydellinefrkoe on nain ollen aina kiertosymmetrinen,
silla ilmeisestiX?X = 21, (Lause 1.4).
Taydellisessa*-kokeessa on useinkin kaytannon kannalta liian monédtko
Ns. osittaisissa2*-kokeissdaktorien maaraa karsitaan (ja datamatriisin rivilak2* fractional
pienennetaan) aivan omalla tavallaan kieltamad#ytiyhdysvaikutukset. Yhdystactorial design
vaikutukserkielto tarkoittaa sita, etta sen arvo kiinnitetaan:ksi. Kiellettaessagacrifice
tiettyja yhdysvaikutuksia paatetaan samalla, efiene ole tarkastelun kannalta
tarkeita. Kiellettyjen vaikutuksien sanotasekoittuvarvakiotermiin. confounding
Jos kielletaan vaikutukset, . . ., z,, on kiellettava myos kaikki naista kes-
kenaan kertomalla saadut vaikutukset, silla naideotdulevat myos kiinnitetyk-
si. Jos siis tapauksessa= 5 paatetaan kieltaa

T1T2oTy ja T1X3Ts

on myos kiellettava
T1X2T4 * T1X3T5 — T2X3T4X5.

Alinta kertalukua olevan kielletyn termin aste on tekeen resoluutioReso-
luutio-1ll kokeissa paavaikutukset sekoittuvat kahdigktorin yhdysvaikutuksiin
mutta eivat sekoitu keskenaan. Resoluutio-IV kokeggavaikutukset eivat se-
koitu keskenaan eika kahden faktorin yhdysvaikutuksiutta kahden faktorin
yhdysvaikutukset sekoittuvat keskenaan. ResoluutikeWeissa paavaikutukset
ja kahden faktorin yhdysvaikutukset eivat sekoitu kegliéen

Kun vaikutukset, . . ., z,, on kielletty, ts. niiden arvot kiinnitetty, jatetaan-da
tamatriisiin vain ne rivit, jotka toteuttavat nama kiitykset. Itse malliin ei oteta
mukaan kiellettyjen vaikutuksien termeja. ToisaaltaRitykset samaistavat tiet-
tyja vaikutuksia merkkia vaille ja naista otetaan maikanalliin vain yksi, jottei
datamatriisiin tule lineaarisesti riippuvia sarakkeif@llaisia vaikutuksia kutsu-
taan toistensaliaksiksi.Esimerkiksi yo. kiinnitysten puitteissa malliin ei saa ot-
taa mukaan molempia termefgy sz, ja Bosroxs, Silla

3Ty = (i$2$3$4l‘5)$3l‘4 = ZEZL‘QZL'5,

missa merkkit valitaan siten, ettaz,x3z425 = 1. Kaikki ko. kiinnityksen aliak-
set ovat

1 =  |mmozy| = |mimszs| = |vemswazs|
7| = |24 = |z325] = |2179w37475]
7| = |z124] = |mimomzrs| = | 232425
lzs| = |rixexszy| = |x1x5) = |xoxsxs|
24| = | 21| = |miwsr4as| = | To375)|
25| = |mimexsrs| = [mxs| = |zaxaw

|rows| = |rixsmy] = |rimems| = | x4z

lzszy] = |rimews| = |wimgxs| = | x5
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Vaikutuksienz, zox4 ja 12375 Kielto antaa ensimmaisen kertaluvun mallin osit-
taisen2°-koesuunnittelun, jossa aN = 2°~2 = 8 koetta. Suunnittelu on kierto-
symmetrinen, silla se on taydellisefrkokeen typistys.

Seuraavasta taulukosta loytyy hyodyllisia osittaiikokeita.

nimi & N Kkiellot

2%&1 3 4 T1X2T3

2;1\71 4 8 L1934

2%;1 5 16 T1X2X3T4T5
52

2HI 5 8 T1X9T4, T1T3T5

2%{1 6 32 T1X2X3X4X 5T

2?\72 6 16 x1T2x3%5, ToX3T4Tg

208 6 8
I X1X2T4, T1T3T5, T2X3T6

217\72 7T 32 x1T9X3%¢, T1XoT4T5L7

217\73 7 16 x1T9X3%4, ToX3T4Te, L1T3L4TT
74

2 7 8 T1Ta®4, T1T3T5, ToT3T6, T1T2T3T7

2%73 8 32 x1T2X3%g, T1XoT4T7, XoT3L4T5TS
8-4

2 8 16 Tow3waws, T1T3T4Te, T1T2T3T7, T1T2T4Tg

Kyllastetyt osittaise2”-kokeet, kuter2;;; ' ja2[;;*, ovat samalla Plackettin ja Bur-
manin kokeita.

Esimerkki

Sita kiellettyjen faktoreiden arvojen kiinnitysta, lantaa kullekin niista arvon
1, kutsutaarpaaositukseksiEtsi tekstissa oleva®’; >-kokeen paaosituksen en-
simmaisen kertaluvun mallin datamatriisi.

Ratkaisu

Taulukosta nahdaan eﬂ%ﬁ mallissa tulisi kieltaa esimerkiksi faktorit; o4 ja
r1r315. HuOMataan, etté, xoxy = 1 & 1100 = 24 jar123705 = 1 & 2123 = T5.
Toisaalta aliastaulustakin nahdaan, ettfa= x,x, ja z5 = x;23 (merkit valittu
paaosituksen mukaiseksi).

Datamatriisi saadaan, kun annetaan faktoreijler, ja x3 kaikki mahdolliset
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arvoyhdelmat, ja asetetaan = x5 jaxs = x173:

-1 -1 -1 1 1
-1 -1 1 1 -1
-1 1 -1 -1 1
-1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1 1
1 1 -1 1 -1
1 1 1 1 1

G VTG VLG VTG U T

Huomataan, etta jos faktorit, ja x5 osoittautuvat tarpeettomiksi, niin samoja
koetuloksia voidaan kayttaa sovittamaan ensimmaisaialuvun malli, missa on
vain faktoritx, x5 ja x3. Kannattaa siis numeroida faktorit niin, ettaja x5 ovat
ne faktorit, joiden uskotaan olevan vahemman tarkeita

Harjoitusteht avat

1. Etsi2¥;'-kokeen datamatriisi ja aliastaulu. Nayta, etta koe kvivalentti
eraan Plackettin ja Burmanin kokeen kanssa.

2. Etsi resoluutio-Ill osittainer?*-koesuunnittelu, jolla on mahdollisimman
pieni kokeiden lukumaard/, kunk = 9. Loytyyko kiertosymmetrinen kah-
den tason koe, jolla on pienem{yi?

3. 21y '-koetta kaytetaan sovittamaan ensimmaisen kertaluvaili. Jos todel-
linen vastefunktio on

4
Y=o+ Z Bixi + Praxix2,
i=1

niin ovatko parametriem,, 31, B2, O3 ja (B, estimaatit harhattommia, elinbiased
toteutuukoFE (5;) = 5; (0 <@ < 4)?

2.5 Toisen kertaluvun regressiomalli

Toisen kertaluvun malli tarvitaan erikoisesti silloin,rkéaktorien tarkastelualu-
eella on maksimia tai minimia. Taydellinen toisen kantaln malli on muotoa

k k
y=0+ Z Bizi + + Z B} + Z Bijxix; + €.
i=1 i=1

1<i<j<k
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Termeja onl + 2k + (’;) kappaletta. Tarkastelemme tassa kohdassa toisen kerta-
luvun mallin koesuunnittelun ortogonaalisuutta ja kisyimmetrisyytta.
Matriisia - X”X kutsutaarmomenttimatriisiksiMomentit maaritellaan

1 N
[Z] = Ntzl.rm

|
lij] = — thixtj = [y
N=
|
[ijm] = N thixtjxtm = [jim] = -

t=1
|

[ijmn] = N thixtjxtmxtn = [imjn] = ---
t=1

Esimerkiksi tapauksesga= 2 momenttimatriisi on

L S I I I 2

(]| [11]  [12]| [111] [122]| [112]

Lyre _ |21 2] [22]] (19 [222)] [122]

N | oy 22) |1l [1122] | [1112)

[22] | [122] [112] | [1122] [2222] | [1222]

[12] [ [112] [122] | [1112] [1222] | [1122]

Momenttimatriisin yleinen lohkorakenne on siis
[ig] (i < 3) | [igm] (@ < 3) | ligmm] (i < 3) | ligmn] (i <j,m <n)

Koesuunnittelu on ortogonaalinen jos momenttimatriisil@vistajamatriisi.
Oletetaan ensin, etta faktorit, . . ., 2, ovat skaalattuja niin, etté; = [i] = 0
jalii] = 1. Tama skaalaus on samanlainen kuin standardointi, géiigskaytetty
hajonta on

N

1 =\2
N Z(%‘z‘ —T;)*

7j=1
Seuraavaksi korvataan affiinimuunnokséllanallin neliofaktorit uusilla muotoa

T 4 piti + i
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olevilla faktoreilla. Uuden mallin momenttimatriisin rakne on
1
—(LX)TLX =
~ (LX)

0 1+ gm [mn] (m <n)

0 [im)] [imm] + pp[im] [imn] (m < n)

[iimm)] + p;[imm]+

Ltqi | [im] + pilim] | pmliim] + pipm[im]
+ G + qm + qigm

[igmm] + pp[ijm]
+ aml[i] (1 < J)

[iimn] + p;[imn]

+ ¢gilmn] (m < n)

[i] (2 < 4) | [igm] (i < J) [igmn] (i < j,m <n)

Jotta uutta mallia kayttava koe olisi ortogonaalinem affinimuunnoksen ker-
toimien oltava

pi = —[iti] ja ¢ =—1
ja momenttien oltava
1. [ij] = 0, kuni # j,
2. [ijm] = 0, kun ei ole kyseessa tapaus: j = m,
3. [iij] = 1, kuni # j ja
4. [ijmn] = 0, kun ei ole kyseessa tapaus 3. eika tapadsj = m = n.

Ts. ainoat nollasta eroavat momentit ovat muoliep [i:], [iij7] tai [izi] (ja
naistakin[izi| voi olla nolla). Ortogonalisoituvan kokeen momenttimiatron siis
muotoa

1 Of 1;{ o7
1 0, | I S o7
_XTX _ k k 3 ’
N 1, 1S3 | Sy, — I, + 1klf oT

0| O O I

missaS; ja S, ovat lavistajamatriiseja, joidens lavistajaalkio orfiii] ja [iid].
Usein riittaa pelkka tieto siita, etta koe on periaatisa ortogonalisoitavissa eo.
tapaan. Ortogonaalisuuden hyvat puolet kun nakyvaarlvarsinaista ortogona-
lisointiakin!

Kiertosymmetriaa ei voida maaritella toisen kertalovnalleja kayttaville ko-
keille samalla tavalla kuin edella tehtiin ensimmaisent&luvun mallin tapauk-
sessa. Toisaalta maaritelmaksi voidaan ottaa siz@lendinittu kiertosymmetri-
sen kokeen ennusteen varianssia koskeva ominaisuusnTiasiluvun malliin
perustuva koe okiertosymmetrinerjos sita kayttaen saadun ennusteen varianssi
riippuu vain datavektorin ensimmaisen kertaluvun osamygiesta.
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Lause 2.3.Toisen kertaluvun kokeeseen perustuva malli on kiertogtnman,
jos momenttimatriisi on muotoa

1 | of A 17 07
1 0, | M o) o~
2 XTY k 11 k
N Ml | O | A(2L, 4+ 1,17) | OF
0| O o) Aol

JottaX”X olisi ei-singulaarinen, on ilmeisesti oltava # 0 ja A\, # 0, mutta
myodskA? # (k + 2)\,, kuten todistuksesta huomataan. Jotta lauseessa annettu
kiertosymmetrinen koe olisi viela ortogonalisoitavissa edella olevan mukaan
ilmeisesti oltava\, = 1; standardoinnista johtuen on talldin mybs= 1.

Todistus.Kayttamalla lohkomatriisin kaantokaavaa (ks.wsivl53 alaviite) loh-
koille (1,1), (1,3), (3,1) ja (3, 3) todetaan, etta kaanteismatriisi on

L+ 17y, | of | —\n1fY | of
(XTX) ! = = O M| O | O
N - \MY1, | Oy Y or |’
0 0) o) PV |

missa

1 Ay — A2 !
Y = (M@L 4+ 1,17) = X110 7 = (1 + 2l
2 2

edellyttaen tietysti, etta ko. kaanteismatriisi oerabssa. Shermanin ja Morriso-
nin kééntbkaav%éyttéen todetaankin, etta

1 A2,
Y=—|(1I ! 1,17 ).
2>\2<k+(k+2)>\2—k/\% ’“’“)

Lasketaan sitten ennustegwrarianssi. Datavektog ositetaan seuraavasti:

1 Shermanin ja Morrisonin kaantdkaava on

A-lu(Atv)T

A T —1:A—1_
(A +uv™) 1+vTA-1u

ja se on voimassa, mikai’ A ~tu # —1.
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missa vektorissal on ensimmaisen kertaluvun faktorit, vektorisgaovat d:n
komponenttien nelidt ja vektorissg niiden sekatulot. Tutkittava varianssi on
V() = o2¢" (XTX)'¢. Lohkokertolasku osoittaa, etta

N 1
;V(gj) =1+ X1]Y1, —2\z Y1, + N de + 21 Yz + N — 73 Zs.
Nyt Y1, = c1;, missa
1 A2 — )\
=— (1 ! k
‘T ( T2 — ) ’

joten1]Y1, = ckjazl Y1, = c||d||*. Toisaalta

Z5 2y = Zf 5 = _Z1 (161} — L)z,

1<i<j<k

joten

1 1
7 Yz, + )\222 7o = 7] (Y + 2—A2(1’f1£ - Ik)) 7, = dzl 1,1}z, = d|d||*.

missa

1 A2 — )\
d=—(1+ L2 .
2)9 (k+2)Ay — kA3

Kaiken kaikkiaan siid/(y) riippuu vain||d||:sta. O

Lauseessa annettu karakterisaatio on itse asiassaltagdeks. muunlaisia
kiertosymmetrisia toisen kertaluvun malliin perustukakeita ei ole. (Asian to-
distus ei ole aivan helppo.) Samantapainen karaktertgsgatdaan antaa minka
tahansa kertaluvun mallia kayttavan kokeen kiertosytnisyydelle. Ks. KiURI
& CORNELL ja JOHN. Alkuperaisviite on Bx, G.E.P. & HUNTER, J.S.: Multi-

factor Experimental Designs for Exploring Response Sedg&nnals of Mathe-
matical Statistic28(1957), 195-242.

Esimerkki

Kuusikulmion koepisteet ovat
xj1 = Rcos(2mj/6), xjo = Rsin(27j/6), (1 <j <6)

johon lisataam, koetoistoa origossa. Nayta, etakertaluvun malli on kierto-
symmetrinen ja ortogonalisoituva sopivall@gn arvolla.
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Ratkaisu

Kokeiden lukumaara oV = 6 + ny. Koska
N N
1 . 1 , 3R?
S mi=0 ja > afi=
=1 =1

niin skaalaukseen riittaa, etta asetet&as |/ N/3. Momenttimatriisi on silloin

100 1 1 0
010 0 0 0

1o,y | 001 0 0 0

XX=1 100 N4 N12 0 |
100 N/12 N/4 0
000 0 0  N/12

joka on kiertosymmetrisen kokeen momenttimatriisi, jossa= 1 ja Ao = N/12.
Koe on ortogonalisoituva, kutv = 12, eli kun toistokokeiden lukumaara on
ng = 6.

Harjoitusteht avat

1. Alla on erdan muovikemian kokeen data. Datamatriisi®Box—Behnken-
matriisi. Faktorit (koodattuina) ovat lampotila, seoksen selsnbpeus ja
eraan aineksen lisaysnopeus. Vaste on hartsin vigeatsit

Ty X2 T3 Y
-1 -1 0 53
1 -1 0 58
—1 1 0 59
1 1 0 56
—1 0 —1 o4
1 0 —1 45
—1 0 1 35
1 0 1 60

0 -1 -1 59
0 1 -1 64
0 -1 1 53
0 1 1 65
0 0 0 65
0 0 0 59
0 0 0 62



2.6. CCDKOKEET 61

Onko2. kertaluvun malli ortogonalisoituva? kiertosymmetrine&gvita2.
kertaluvun malli.

2. Kolmen tason kokeessa faktoreilla on kullakin kolme yasieimaa data-
matriisissa, koodauksen jalkeeri, 0 ja 1. Taydellisesa 3*-kokeessavat
mukana kaikkB* eri tasoyhdelmaa, kukin kerran. Todista, etta nanikeko
ovat toisen kertaluvun mallille ortogonalisoituvia.

2.6 CCD-kokeet

Suosittu toisen kertaluvun mallin koesuunnittelu on@ED-koe Sen datamatriisiCentral
muodostetaan kolmesta osasta: Composite

1. Faktoriaaliosakoostuu kahden tason kokeesta, jonk#aktoritasoa koo-DeSIgn
dataan+1:ksi. Ensimmaisen kertaluvun osuus datamatriisin falédio-
sasta on muoto& 1 | F ), missaF on f x k-matriisi. Faktoriaaliosa voi
olla osittainen2*-koe, mutta resoluution on oltava vahintaan V, jotta en-
simmaisen ja toisen kertaluvun vaikutukset eivat sekioéiskenaan.

2. Aksiaaliosasaadaan pisteist3, jotka oRft:n akseleilla etaisyydella ori-
gosta. Ensimmaisen kertaluvun osuus datamatriisin akssasta on muo-

toa
]—k OzIk
lk —O{Ik '
3. Keskusos&oostuun, koetoistosta origossa. Ensimmaisen kertaluvun osuus

datamatriisin keskusosasta on muo(o]a%0 \ O ) Keskusosan koetoistoja
kayttaen voidaan testata mallin epasopivuutta.

lImeisestiN = f + 2k + ny ja ensimmaisen kertaluvun osuus datamatriisista on

1, | F

]-k OzIk

1k —OzIk

1,,] O
Faktoriaaliosa valitaan siten, etta se on keskitetty, ts.

F'1; = 0.

Taydellisen tai osittaise2’-kokeen muodostavalle faktoriaaliosalle tama toteutuu
automaattisesti. Talldin koko ensimmaisen kertalugata on keskitetty. Skaalat-
taessa sarakkeiden yhteinen toisen asteen momentti on

N
g 1 1
SQ = [Z’l] = N E .TtQZ = N(f+ 20{2).
t=1
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Skaalattu datamatriisi on nain

1; | $F | %1,1] | %G
1, | 2L, | &L, | O

X = « a? )
1,,| O 0 0

missaG on faktorien sekatuloista muodostuva osulis g-matriisi). Jotta voitai-
siin yleensa ottaen paasta ortogonalisoituviin jaddtartosymmetrisiin CCD-ko-
keisiin, pitaa faktoriaaliosa valita siten, etta (aemmin mainitun ehdoR”1; =
0y, lisaksi)

F'F=fI, , G'i;=0, , G'G=/fI, ja G'F=0.

Jalleen taydellisen tai osittais@f-kokeen muodostavalle faktoriaaliosalle tama
on automaattista, silla

N . . .

TR) . — gl fosi=]

(FF); = ;F“F”_{ 0 josi#j
N

N M . .
(GTG)(Z‘j),(mn) = ZFtithF’th’tn _ { f jos(ij) = (mn)

N
(GTF>(ij),m = Z Ftithth =0

Talldin
N 07 LT + 2417 | of
X — 0y LI, + 221, o) o
L1, +251, o) L+ 241, | OF
0, 0 0 LI,
1|0f 17 0;
MEVIRY 0] o)
pu— Oé4
AN
fI
Og o o Sz(f—i—ngzz)
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Koe on nyt ortogonalisoitavissa, jos

52(f£2a2) = (ijfZQVaQV =L oella= \/% (VIN =)

ja kiertosymmetrinen, jos = +/f. Seka kiertosymmetrisen etta ortogonalisoitu-
van kokeen aikaansaamiseksi on nain ollen valittava

a=Yf ja ng=4—2k+4/f

(olettaen, ettg on neliod).

Esimerkki

Kahden faktorin k = 2) taydelliseer2*-kokeeseen { = 22 = 4) perustuva
CCD-koe toisen kertaluvun mallille on ortogonalisoitugakjiertosymmetrinen,
kun valitaane = /f = V2 jang = 4 — 2k + 4/f = 8. Silloin datamatriisin
ensimmaisen kertaluvun faktorit ovat

X1 ) X
S — 1 2
-1 1 . o
1 -1
1 1 —— ——Xq
[ ] o
V2 0 +
0 V2
—\2 0
0 —V2
0 0
0 0

Jos valitaan pienempi maara origon toistoja, niin koer&éa ole ortogonalisoi-
tuva mutta pysyy kiertosymmetrisena. Kannattaa kuiteokiaan, > 3 toistoja
mallin epasopivuustestin suorittamiseksi ja ennustegianssin pienentamiseksi
tarkastelualueella:
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Nv(§) 2
o2
n, =3
nO:B
0
0 1
(Er )"
Harjoitusteht avat

1. Etsi toisen kertaluvun mallin ortogonalisoituva kiegometrinen CCD-
koe, kunk = 5.

2. Jos tarkastelualueen rajoitukset ovat muatoa z; < d;, niin voidaan
asettaa CCD-kokeen parametrin arvoksE 1, jotta koodatut aksiaalikoe-
pisteet olisivat tarkastelualueen rajapinnalla. SillGi@D-koe on kolmen

tason koe. Tapaukseska= 2 datamatriisin ensimmaisen kertaluvun fakto-

rit ovat
I ﬂ
-1 -1
-1 1
1 -1
1 1
1 0
0 1
-1 0
0 -1
0 0
0 0

Piirra ennusteen varianssiiV/ (4) /o tasa-arvokayria (Matlabin komento
cont our) alueella—1 < &;,& < 1 kunng = 0, 1, 2. Mita voi paatella?
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2.7 Optimaaliset kokeet

On paljon tehtavia, joissa edellisissa kohdissa dgjtetklassisia” kokeita ei voi

kayttaa. Mm. koealueen muoto, kokeiden lukumaaraegressiomalli saattavat
olla sen verran erikoisia, etta tarvitaan raataldbesuunnittelu. Viime vuosi-
na kehitetyt optimointialgoritmit tarjoavat tehokkait@a monipuolisia tyokaluja
tallaisiin koesuunnittelutehtaviin.

Optimaalisen kokeen suunnittelussa etsitaan koegestesijainnit koealueel-
la niin, etta tavoitefunktio minimoituu. Tavoitefunktta on useitaA-optimaali-
senkokeen tavoitefunktio on regressiomallin parametrieratdéujen varianssien
summa, eli

g

Ja(X) = - SV = 3 e = trace((XTX) )

Esimerkiksi, jos koealue on kuutitt = {1} x [—1, 1]*, niin kohdan 2.2 tuloksien
perusteella tiedetaan, etta ortogonaalinen kahdem tese on A-optimaalinen.
Eniten kaytetty optimaalisuuskriteeri @optimaalisuusjonka tavoitefunk-

tioon
1

— det(XTX)
Determinantti on positiivinen, koska se on positiividefinimatriisin (X7 X)~!
ominaisarvojen tulo. D-optimaalinen suunnittelu pysyypptimaalisena datan af-
fiinimuunnoksella, koska
1 1

© det(LTXTXL)  det(LT) det(X7X) det(L)
Koesuunnittelu voidaan siis tehda koodatuilla faktdaeil ata edullista piiretta ei
ole muilla regressiomallin parametrien laatua kuvaawiiimaalisuuskriteereilla,
kuten A-optimaalisuudella.

D-optimaalinen koesuunnittelu minimoi regressiomallmametrierb luotta-

Jp(X) = det((XTX)™).

Jp(XL) o Jp(X).

musellipsoidien tilavuuden. Silla lauseen 1.1 mukaauareu confidence ellipsoid
(b —B)'X"X(b - B)
(k+1)s?

on F-jakautunut vapausastéint 1 ja N — k£ — 1, joten epayhtald
(b - /B)TXTX(b - /6) S (k? + 1)52Fk+1,N—k—1(a) = f2

maaritteleé-keskisen luottamusellipsoidin parametriavaruudessedarikuvaus
b — %(XTX)l/Qb muuttaa ellipsoidirk + 1-ulotteiseksi yksikkosateiseksi pal-

1
loksi. Ellipsoidin tilavuus on(det (%(XTX)V?)) = JL? k1 kertaa pallon
tilavuus.



66 LUKU 2. KOESUUNNITTELUT

Optimaalisuuskriteeri voi my0s perustua vastepinnaranasiin. Kuten mai-
nittiin kohdassa 2.1, ennusteen varianssin arvo pysyy tmenatttomana affiini-
muunnoksen suhteen. Ennusteen normalisoitu variangsripisteess on

9(6.X) = 5V () = NE"(XTX) €.

G-optimaaliserkokeen tavoitefunktio on
Ja(X) = max{g(§, X) |§ € X},

eli koesuunnittelussa pyritaan minimoimaan vasteparswurin varianssi koealu-
eella. Kohdan 2.6 esimerkissa arvioitiin CCD-kokeideigotoistojen lukumaaran
ng valinta nimenomaan G-optimaalisuuskriteerin nakolasga.
Datamatriisini:nnen rivin faktoriyhdelman vastaava normalisoitu vasisi on
N_. .
gi = —QV(Z/@) = Nhi;,

g
missah,;; on matriisinX (X7X)~1XT i:s lavistajaalkio. Arvojeny; keskiarvo ei
voi olla maksimiarvoa isompi, joten

1

_ _ T~ \-1% T
Jo(X) > max g; > N Zgi = Z hi; = trace(X(X*X)"X")

= trace(XTX(X"X)™) = trace(I;;1) = k + 1,

eli £ + 1 on G-optimaalisen tavoitefunktion alaraja.
Kun ensimmaisen kertaluvun mallin datamatriisi ja dakawe jaetaan lohkoi-
hin tutun tapaan

. 1
x=Ip) ja €= ().
niin ennusteen normalisoitu varianssi on
g=1+N(d-d)"(D'D - Ndd")(d—d),

missad := ~D”1y on datan keskipiste. Koska matriidd”D — Ndd”)~! on
positiividefiniitti, niin g > 1 ja g = 1 vain datan keskipisteessa.

Tilastolliset ohjelmistot kayttavat algoritmejatka etsivat optimaaliset suun-
nittelut diskretoidulla koealueella, eli jatkun?® korvataan aarellisella pistejou-
kolla. Tallaisen kombinatorisen optimointitehtavalolgaalisen minimin loyta-
minen on yleensa raskas laskentatehtava, silla josipek faktori diskretoidaan
kayttaenn tasoa, niin mahdollisia koesuunnitteluja@i?”. Siksi kaytetaan heu-
ristisia algoritmeja, joiden antama ratkaisu ei vait#ita ole globaali minimi,
mutta joka on yleensa aivan kayttokelpoinen.
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Esimerkki

Tutkitaan yhden muuttujan ensimmaisen kertaluvun malka b, + b, x koesuun-
nitteluja, kun koealue or1 < z < 1.
Ensimmaisen kertaluvun mallin suunnittdu= [—1, 1]7 antaa

v (20
xx_<02),

joten Jp(X) = 1/ det(XTX) = 1/4. Mallin parametrien luottamusellipsoidi on
(b= B)"X"X(b— B) = 2(by — Bo)* +2(br — B1)* < f*

eli f/+/2-sateinen kiekko. Ennusteen normalisoitu varianssi on
 neT Tl 1/2 0 Iy 9

joten Jo(X) = max 1+ &% =2 =k + 1, eli koe on G-optimaalinen.

Ensimmaisen kertaluvun mallin suunnitteldt = [—1,0,1]7 jaD, = [-1,1, 1]

antavat
30 . 31
XlTXlz(OQ) ja X§X2:<13),

joten Jp(X;) = 1/6 ja Jp(Xy) = 1/8, eli suunnittelu[—1, 1, 1] on suunnitte-
lua[—1,0, 1] parempi D-kriteerin suhteen. Mallin parametrien luottaellipsoi-
dit ovat
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Ennusteen normalisoidut varianssit ovat

ja

g(€7X2) = g -

-1 0 1

joten Jg(X;) = 2.5 ja Jg(Xg) = 3, eli suunnittelu[—1, 0, 1] on suunnittelua
[—1,1, 1] parempi G-kriteerin suhteen.

Harjoitukset

1. Nayta, etta jos datamatriisi on muotoa

(X
x= (%)

(eli kaikki kokeet toistetaan), niin(&, X) = g(&, X4).

2. Etsi sellainert € [—1, 1] arvo, etta koepisteét-1, 0, ¢, 1] antavat D-opti-
maalisen kokeen toisen kertaluvun mallifle= by + b,z + bya®.

3. Etsi kahden muuttujan toisen kertaluvun mallin D-opthireen koe tilasto-
ohjelmistoa kayttaen, kulv = 10 ja koealue on-1 < =1,z < 1. Vertaile
taman suunnittelun ja kohdan 2.6 tehtavan 2 suunaiité}, ja J arvoja,
kun ng = 2.



Luku 3
VASTEEN OPTIMOINTI

Vasteen optimoinnilldarkoitetaan sellaisen faktorien tasoyhdelman [oys&an
jolla vaste saa maksimi- tai minimiarvon. Tahan voidaayttaa tavallista numee-
rista optimointia, mutta silloin koedatan kohinaa ei otet@mioon. Tassa luvus-
sa esitetaan tilastollisen vastepintamallinnuksenetemaan perustuva vasteen
optimointi. Menettely on kolmivaiheinen.

Seulonta. Ensin luetteloidaan kaikki mahdollisesti vasteeseenuttakat kvan- screening
titatiiviset muuttujat ja maarataan niiden kaythie. Seulonnan koesarja@gion of operability
tarkoitus on poistaa muuttujia, joilla varianssianalyysiukaan ei ole mer-
kittavaa vaikutusta vasteeseen. Tahan voidaarigéiahden tason kokeita.
Regressiomallin riittavyys voidaan myos tarkistastagaiheessa.

Gradienttimenetelma. Seuraavaksiiteroidaan gradienttimenetelmaa kunresmethod of steepest
te ei enaa olennaisesti kasva, varianssianalyysi @s@mvuuden testausescent / ascent
iimoittaa toisen kertaluvun mallin tarpeellisuuden tdlaan kayttoalueen
reunalle.

Aériarvotarkastelu tai harjuanalyysi. Sovitetaan taydellinen toisen kertaluvun
malli ja lasketaan sen kriittinen piste. Jos aariarvo apttoalueen sisallastationary point
tarkastellaan sen laatu (maksimi, minimi, tai satulapisteiussa tapauk-
sessa suoritetaan rwarjuanalyysi. ridge analysis

Seulonnan menetelmat ovat esitettyna edellisissdadgayjoten tassa luvussa
keskitytaan muiden vaiheiden menettelyihin.

3.1 Gradienttimenetelma

Tama vaihe on iteratiivinen. Valitaan lahtopiskgja toistetaan seuraavat toimen-
piteet.

69
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1. Valitaan jokin ensimmaisen kertaluvun mallin datanigitX = ( 1y | D )
kayttdalueen sisalla siten, etlg on datan keskipiste:

1

—D%1y =d,.

N N 0
region of Datan kattamaa aluetta kutsutalkmealueeksiEnsimmaisissa iteraatiois-
experimentation sa, joissa ollaan kaukana aariarvosta, voidaan kayiaaden tason kokei-

ta. Mybhemmissa iteraatioissa kannattaa lisatadkddteita keskipisteessa
vastepinnan kaarevuuden testamiseen. Erityisen edutiiskayttaa kierto-
symmetrisia kokeita, joille ennusteen varianssi on sastanriippumaton.

2. Suoritetaan vastaavat kokeet ja sovitetaan ensimmieealuvun malli
y=x'B+e.

3. Testataan mahdollisten koetoistojen avulla mallinsep&uus. Jos malli
osoittautuu epasopivaksi, siirrytaan suoraan seamavaiheeseen (s.174),
jossa sovitetaan toisen kertaluvun malli.

4. Suoritetaan varianssianalyysi. Jos malli ei osoittanmstukitsevaksi, siir-
rytaan suoraan seuraavaan vaiheeseen.

5. Kaytetaan estimoituja parametréjgseuraavalla tavalla. Etsitaan yksikko-
vektorin, jonka suuntaan vaste mallin mukaan kasvaa nopeimmin {maks
mointi) tai vahenee nopeimmin (minimointi), ngettosuuntalTama suunta
on gradientin

b
ba

grad(x’b)= | | = by
by
suunta tai sille vastakkainen suunta.

6. Valitaan jokin askelpituug\ ja kokeita suorittamalla etsitaan vasteet pis-
teissa
dy+iAn (i=1,2,...),

kunnes vaste ei enaa merkittavasti kasva (maksimdaitivahene (mini-
mointi), tai tullaan kayttdalueen reunalle. Olkoorldéien piste uusi lahto-
pisted,.

Jos tullaan kayttoalueen reunalle, vastepinnan optatsimta jatkuu reunal-
la. Kayttoalueen reuna oletetaan koostuvan hypert@swoisotodd | g (d—

d;euna) = 0}. Etsintapolku leikkaa kayttoalueen reunan, kun

qT<d0 +1An — dreuna) = 07
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eli kuni = q’ (dyeuna — do)/(Aq’m). Otetaan silloin kayttodon uudet va-
paat faktoritd’ := («,...,z}_,)7, jotka liittyvat alkuperaisiin rajoitettui-
hin faktoreihin yhtalon

d= dreuna + Pd’

kautta, miss& x (k — 1) matriisinP sarakkeet ovat lineaarisesti riippumat-
tomia ja ortogonaalisia vektorip kanssa.

7. Toistetaan kohtien 1-6 menettely kunnes joko

(a) tullaan "ulos” kohdista 3. tai 4. tai

(b) vaste ei enaa olennaisesti kasva (maksimointi)aaewé (minimoin-

ti).

Esimerkki

Halutaan maksimoida eraan kemiallisen prosessin teiotseihteellinen puhtaus
(prosenttina). Vasteeseen vaikuttaa kaksi muuttujadejokayttdalue of60, 150] x
[0, 0o]. Alkupisteeksi valitaari80, 60)7, ja koealueeksfi70, 90] x [30, 90]. Suori-
tetaan taydellinef?-koe, ja jokainen koe toistetaan. Koodatut muuttujat ovat

X, = L&Jj X, = Lﬁio
(90 — 70)/2 (90 — 30)/2

Koetulokset ovat

1wy Xy Xy Y

70 30 —1 —1 4938, 48.1
70 90 —1 +1 65.7, 694
90 30 +1 —1 573, 52.3
90 90 +1 +1 73.1, 77.8

Ensimmaisen kertaluvun mallin

y =P+ i1 Xi+ B Xy + €

parametrien estimaatit ovat

bo £ 00 493.5 61.69
by | =X"X)"'X'y=|0 1% 0 277 | = 3.44
b 00 % 785 9.81

Regressiomalli on siig = 61.69 + 3.44X; + 9.81.X,. Varianssianalyysitaulu
mallin epasopivuuden testaamiseen on
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variaation lahde vapausasteet neliosummat keskinelioF merkitsevyys

epasopivuus 1 2.10 2.10
puhdas virhe 4 31.84 7.96 0.264 0.63
residuaali 5 33.94 6.79

ja siina on naytetta mallin sopivuudesta.
Varianssianalyysitaulu mallin kayttokelpoisuudertaesiseen on

variaation lahde vapausasteet neliosummat keskinelioF merkitsevyys

regressio 2 864.81 432.41
residuaali 5 33.94 6.79 63.71 3-107¢
kokonaisvariaatio 7 898.75 128.39

ja siina ei ole syyta hyvaksya hypoteegia= 3, = 0. Testataan viela jokaisen
faktorin tarpeellisuutta mallissa. Hypoteegin= 0 testisuure on

_ by — 0 _ 3.44 _ 373,
VMSE -¢;; /6.79/8

jonka merkitsevyys 00.0135. Hypoteesinj, = 0 testisuure on

-0 981
VMSE - ¢p  /6.79/8

10.65,

jonka merkitsevyys on.3 - 10~%. Voidaan siis paatella, etta molemmat faktorit
vaikuttavat vasteeseen.
Viettosuunta vasteen maksimointiin on

he 1 344\ (0331
/3442 19812\ 9.81 )\ 0944 )’
joten maksimin etsinnan pisteet ovat

X, = 03314, 203314, -
X, = 0.944A, 2-0.944A, ---

Vastaavat alkuperaisten muuttujien arvot ovat

;1 = 80+10-0.331A, 80+ 10-2-0.3314, ---
x9 = 60430-0.944A, 60+ 30-2-0.944A, ---

Valitsemme).944A = 1.5 ja suoritetaan kokeita.
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T T2 Y
856.3 105 74.3
90.6 150 83.2
959 195 84.7
101.2 240 &80.1

Suurin vaste tulee pistees$h.9, 195)7, joten seuraava iteraatio lahtee sielta. Va-
litaan koealueekdR5.9, 105.9] x [165,225] ja suoritetaan taydelline??-koe, jo-
hon on lisatty keskustoistoja. Edellisen koesarjan m#tkeskipisteessa otetaan
myos mukaan. Koetulokset ovat

T To X1 X Y
8.9 1656 -1 -1 822
85.9 225 —1 —+1 758
105.9 165 41 -1 &88.5
105.9 225 +1 +1 &3.8
959 195 0 0 84.7
959 195 0 0 819

Mallin sovitus, epasopivuuden tarkastelu, merkitsewyydarkastelu ja seuraa-
van etsintasuunnan maarittely jatetaan lukijafka olevassa kuvassa nakyy en-
simmaiseen kokeseen (0) perustuvat ennustetut taskégméad, ensimmaisen et-
sintapolun kokeetx) ja toisen kokeen piste€etl].

X

a O
2101
[ 2. koe
a O
1501 x

90 &6\?\
- s
301 \0\05\\&

70

110
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Harjoitusteht avat

1. Suorita esimerkin toinen iteraatio loppuun.

2. Alla on eraan kokeen data. Onko ensimmaisen kertaluvalli merkitseva
tai sopiva? Mihin suuntaan lahdet ja mista pisteestdmuitaessa kahden
faktorin vastetta?

1 X2 Y

30 150 39.3
30 160 40.0
40 150 40.9
40 160 41.5
35 155 40.3
35 155 40.5
35 155 40.7
35 1565 40.2
35 155 40.6

3. Esita rajoituksen reuna muodosga;, vo, 3)7 | q” (d — dreuna) = 0} ja
esita reunapisteet uusien faktoreideh, =) funktiona.

@z >0  (b)zy +a5 <10

3.2 Aariarvotarkastelu

Kun ensimmaisen kertaluvun malli ei enaa sovi, sovietiydellinen toisen ker-
taluvun malli

k
Yy = ﬁO + Zﬁzxz + Z ﬁijﬂfiﬂfj + €.

i=1 1<i<j<k
Merkitaan
x1
d .=
T
ja

B:= (B + (B)"),
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missaB’ on ylakolmiomatriisi

i Pz - P
B 0 B -+ P
0 0 - B
Talloin
d"B’d = trace(d”B'd) = trace(B'dd") = Z Bijmix;
1<i<j<k
ja vastaavasti
dT(B,)Td = Z Bijxixj-
1<i<j<k
Siispa myos

dTBd = Z ﬁijxix]’

1<i<j<k

ja malli voidaan Kirjoittaa matriisimuotoon
y=x'8+d'Bd+e.
Myoskin ennuste voidaan kirjoittaa matriisimuotoon:
§(d) = by +d’ b, +d"Ed,

missa matriisiE saadaan ottamall8:ssas;;:n paikalleb,;.

Valitaan sellainen toisen kertaluvun mallin datamatiXsi= ( 1y \ D ) etta
%DTlN = dgy, missad, on edellisessa vaiheessa viimeksi saatu datan keskipiste
Usein voidaan kayttaa edellisen vaiheen dataa jokaiselhaan tai taydentaen.
Tehdaan varianssianalyysi ja testataan (mahdolligtea)oistojen avulla mallin
epasopivuus. Jos malli ei osoittaudu merkitsevaksi saittautuu epasopivaksi,
tehdaan koealue isommaksi tai pienemmaksi.

Seuraavaksi kaytetaan estimoitua mallia aariartemt&an. Muodostetaan

grad(by +d’b; + d'Ed) = b, + 2Ed
ja merkitaan se- 0,:ksi. JosE on singulaarinen, siirrytaan harjuanalyysiin (kohta
3.3). Muussa tapauksessa etsitkaittinen piste
1
—§E*1b1 =: 7.

Jos kriittinen piste sijaitsee koealueen sisalla, tstddéaan sen laatu matriisia
ominaisarvojen\y, .. ., A\, avulla. Koskakt on symmetrinen matriisi, sen ominais-
arvot ovat reaaliset.
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e Jos kaikki ominaisarvot ovat positiivisdf,on positiividefiniitti jaz on mi-
nimipiste, jossa saavutetaan minimaalinen vaste.

e Jos kaikki ominaisarvot ovat negatiivisd, on negatiividefiniitti jaz on
maksimipiste, jossa saavutetaan maksimaalinen vaste.

e Muussa tapauksesgan satulapiste.

Jos kriittinen piste on satulapiste tai sijaitsee koealuekkopuolella, siir-
rytaan harjuanalyysiin.

Koealueen sisalla sijaitsevan kriittisen pisteen laatiglaan selvittaa tarkem-
min ominaisvektoreiden avulla. Kirjoitetaan estimoitulliinauotoon

j(d) = §(z) + (d — 2)"E(d - 2).
Etsitaan matriisif Schurin hajotelma:

E = QAQ’,

missaQ on ortogonaalimatriisi jaA on lavistajamatriisi, jonka lavistajaalkiot
ovat),..., \;. Huomaa, ett&):n sarakkeet ovat (jarjestyksessa) ominaisarvoihin
A1, ..., A liittyvia ominaisvektoreita. Merkitaa®” (d — z) =: e, jolloin malli

on ns.kanonista muotoa

§(d) = j(z) +eTAe eli j(d) =g(z) + ) Nel.

i=1

Ominaisvektorit maaravat vastepinnan paaakselimeat. Ominaisarvojen itseis-
arvot maaravat pinnan kaarevuuden eli kuinka nopgaste muuttuu siirryttaessa
pois kriittisesta pisteestapaaakseleita pitkin.

Esimerkki

Edellisen kohdan kemiallisen prosessin puhtauden malsimssa on kokeiden
edetessa paasty seuraavaan dataan.

T T2 X1 X Y
1259 1719 -1 -1 93.6
1259 2181 -1 +1 91.7
1459 1719 +1 -1 925
1459 2181 41 +1 929
1359 195.0 O 0 96.2
1359 195.0 O 0 97.0
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Sovitetaan ensimmaisen kertaluvun malli
y= 0o+ 51 X1+ B Xo+ €
koodattuun dataan. Saadaan parametrien estimaatit
93.98
b= 0.03
—0.38
Estimoitu malli on siis
7(X1, X3) = 93.98 + 0.03X; — 0.38X5.

Testataan mallin epasopivuus toistokokein.

variaation lahde vapausasteet neliosummat keskinelioF merkitsevyys

epasopivuus 2 21.86 10.93
puhdas virhe 1 0.32 0.32 34.16 0.12
residuaali 3 22.18 7.39

Mallin epasopivuutta on syyta epailla. Mallin merlatgys

variaation lahde vapausasteet neliosummat keskineliB-suure merkitsevyys

regressio 2 0.57 0.28
residuaali 3 22.18 7.39 0.04 0.96
kokonaisvariaatio 5 22.75 4.55

Malli ei ole merkitseva. Sovitetaan taydellinen toisemtkluvun malli
Y=o+ 5iX1 + X+ Bu1 X7 + B2 X5 + B12X1 Xo + €.

Jotta vastepinnan kaarevuus saadaan paremmin mukaahtylmsté&kokeita. Huo-
maa, etta kaikki tehdyt kokeet muodostavat CCD-koeslutetan.

71 T2 X1 Xy Yy
121.75 1950 —/2 0  92.7
150.04 195.0 /2 0 928
1359 1623 0 —/2 934
1359 2277 0 V2 o 927
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Toisen asteen sovituksesta saadaan parametrien estimaati

bo 96.60
by 0.03
e | | 031
b=10, | 7| —108 |’
bys ~1.83
bis 0.58

eli estimoitu malli on
§(X1, X5) = 96.60 + 0.03X; — 0.31X, — 1.98X? — 1.83X2 + 0.58X, X,.

Vastepinnan tasa-arvokayrat nayttavat, etta estaaksimi loytyy lahelta koe-
alueen keskipistetta.

2'/ ,/ <N

Epasopivuuden testauksen varianssitaulusta nahd&amalli on sopiva:

variaation lahde vapausasteet nelibsummat keskineli@  merkitsevyys

epasopivuus 3 0.13 0.04
puhdas virhe 1 0.32 0.32 0.14 0.92
residuaali 4 0.45 5.09

Malli on myods merkitseva:

variaation lahde vapausasteet neliosummat keskineli-suure merkitsevyys
regressio 5 25.45 5.09
residuaali 4 0.45 0.11 44.85 1.3-1073

kokonaisvariaatio 9 25.91 2.87
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Kirjoitetaan estimoitu malli sivuh_75 muodossa.

g(d) = by+d'b; +d"Ed
B 0.03 —-1.98 0.29 X1
= 96.6+ (X1 X) ( —0.31 ) + (X1 X) ( 0.29 —1.83 ) ( X, )

Vastepinnan kriittinen piste loytyy gradientin nollakiasta:

1 0.00
7= = ( —0.09)'

Siis koodattund; = 0.00, Zy = —0.09 eli z; = 135.9, 25 = 193.0. Vasteen arvo
kriittisessa pisteessa on (tehtavan 1 kaavaa kéyta
1 1
§(Z1,22) = bo+ 5 (0121 + baZ) = 96.60 + - (0.03 - 0.00 — 0.31 (—0.09))
= 96.61.
Katsotaan viela kanoninen muoto. Schurin hajotel®an QA Q” matriisit ovat
—0.79 —-0.61 —2.20 0
Q_( 0.61 —0.79)’ A= ( 0 —1.61 )
Ominaisarvot loytyvai\:n diagonaalilta ja matriisi) pystyrivit maaraavat pin-
nan paaakselien suunnat. Pisteen laatu nahdaansimaEiominaisarvoista,; =

—2.20, Ay = —1.61. Matriisi on negatiividefiniitti, eli piste on maksimi, ke
pitaakin. Kanoninen muoto on

G = 9(Z1, Zs) + M€l + Aged = 96.61 — 2.20e? — 1.61¢3,
missad = z + Qe, eli
Xp\ _ (000 N (=079 (061
X, )\ —0.09 0.61 ! —0.79 ) >

Koska|Ai| > |)\2|, vastepinta on vahan kaarevampi (eli vaste muuttuu mopea
min) ensimmaisen paaakselin suuntaan kuin toisen iaks@lintaan.

Harjoitusteht avat
1. Nayta, etta vaste kriittisessa pisteessg (@) = b, + ;b z.

2. Vastetta minimoitaessa paadyttiin estimoit@ukertaluvun malliin, jossa

1.22 13.37  13.50 —2.49
bp =0.67, by = 3.96 ja E= 13.50  23.98 —10.81
—14.52 —-2.49 -—-10.81 10.08

Missa minimi saavutetaan (vai saavutetaanko ollenkaam)ika on mini-
mivaste?
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3.3 Harjuanalyysi

Edellisessa kohdassa vasteen optimointi voi jaadkerekahdesta syysta:

1. Toisen kertaluvun vastepinta ei saavuta optimiarvok&Bsei ole definiitti,
tai

2. optimipiste voi olla niin kaukana koealueen keskipistad,, ettei siihen
kannata luottaa.

ridge analysis Tallaisissa tapauksissa vasteen parantamiseen voidgtadharjuanalyysa, joka

trust-region method tunnetaan myos numeerisen optimoinnin alklztamisalueen meneteéma. Idea
on seuraava: valitaan jokin askelpitufiga etsitaan pisteet; (: = 1,2,...) pal-
lojen pinnassdd | ||d — dy|| = iA}, jotka optimoivat ennustetun vasteen. Ko-
keita suoritetaan naissa pisteissa kunnes saaduevast@t enaa parane. Sitten
suoritetaan taas ensimmaisen tai toisen kertaluvunmsdirittamisen koesarja ja
palataan kohdan 3.1 tai kohdan 3.2 menettelyyn. Kahdentmantmaksimointi-
tehtavassa harjuanalyysi sujuu esimerkiksi nain

R

tai nain

©

Seuraava lause auttaa pallon pisteen etsimisessa.

Lause 3.1.Josp > max{Aq,..., \g} (vast.u < min{Ay, ..., Ax}) niin

1
di = do + (E - /LI)71<—§b1 - Edo)
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on ainoa globaali vasteefi(d) maksimoija (vast. minimoija) joukossd | ||d —
dol| = [|d; — dol[}-

Todistus:Matriisin E Schurin hajotelmaa kayttaen saadaan

k
d"(E— pl)d = d"Q(A — p1)Q"d = > ~(\; — p)g;

J=1

missad on mielivaltainenk-vektori jag; on vektorinQ”d j:s komponentti. Jos
p > max{\, ..., A\ } niind? (E—pl)d < 0 jokaisella nollasta poikkeavalla vek-
torille d, eli E — uI on negatiividefiniitti. Vastaavasti, jgs < min{\, ..., A\x},
niin E—u.I on positiividefiniitti. Molemmissa tapauksisEa- ;I on ei-singulaarinen
jad; on hyvin maaritelty. Jo§d — dy|| = ||d; — do||, niin
§(d) —9(d;) = (b1 +2Ed;))"(d—d;) + (d—d;)"E(d —d;)
(d— dz’)T(E — pI)(d — d;)
(d—d))" (B~ pI)(d — di) + pu(lld = dol* — ||d; — do]|*)
= (d—d)"(E~ pI)(d - dy),
josta vaite seuraa.]
Pallon sade riippuu suureegtaseuraavasti:

di—doll = [[(E— D) (— by — Edy)|
= QA — D) Q7 (~ by — Bdy)|

= (A= MI)lQT(—%M — Edy)||

missdp; on vektorinQ” (—1b; — Edy) j:s alkio. Nain||d; — do||~* on vaheneva
w:n funktio, kunu < A, ja kasvava funktio, kup > A, Piirtamallal|d; —
do||~! voidaan maaritella arvp halutulle sateen arvoll\, ja sitten laskea har-
juanalyysin pisteed; lauseen 3.1 kaavaa kayttaen.

lld-dol™

/‘min Amax
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Esimerkki

Olkoon kahden muuttujan maksimointitehtava, missa

0.93 0.96 0.21 0
b1_<0.38)’ E__<0.21 0.04)’ dO_(o)'
Etsi kriittinen piste ja harjuanalyysin pistagtjad,, kun askelpituus oh = 0.5.

Ratkaisu

Etsitaan kriittinen piste

1, 3.74
2=l b= ( —14.87 ) '

Piste on selvasti liian kaukana pisteedgéollaakseen tarkka arvio todellisen vas-
tepinnan Kriittisesta pisteesta.

Tehdaan harjuanalyysi. Vasteen maksimipiste ympjjtind, || = A kehalla
saadaan lauseesta 3.1:

1
dz‘ = do + (E — MZI)_l(—§b1 — Edo)

Ensin on etsittavi,, 12 > max{\;, A2}, joilla [[d; — dp|| = Aja||ds — do|| =
2A.
E:n Schurin hajotelmait = Q7 AQ matriisit ovat

—-0.98 0.21 —1.01 0
Q= ( —0.21 —0.98 ) A= ( 0 0.01 ) '
E:n ominaisarvoista nahdaan, etta ;.o > 0.01. Veektori p:
1 0.49
—0oT(_1hH. _ _
Nyt

1

V= 1) 722+ (A — )23
1

V(—=1.01 — 11;)72-0.49% + (0.01 — 11;)=2 - 0.09%

Id; — dof ™ =

Piirretaan tama, kup; € {0.01,...,0.5}:
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)
1)

I, - I
1.54

R

0.5+

0 T T+ T T —L— T T T |
0 005 01 015 0.2 Ou25 03 035 04 045 05
i

Kuvasta nahdaan, etfiégl; — do||~* = 2 eli ||d; — do|| = 0.5, kunx; on noin
0.28. Numeerisella menetelmalla tai laskemalla yhtaloi gpaastaan tarkempaan
= 0.2783. Lasketaan sitted;:

_ 1 0.31

Toinen pisted, loytyy vastaavasti. Edellisesta kuvasta nahdasi, |let, —
do|| = 1, kun x5 on noin0.10, tarkemminu, = 0.1027. Saadaan toinen piste

_ 1 0.25

Menettelya voi tarkastella siviin 8O toisista kuvistas®n piirretty lisaksi
kolmas harjuanalyysin piste.

Harjoitusteht avat

1. Todista: josE ei ole negatiividefiniitti niin vasteef(d) maksimoija pallos-
sa{d|||d — dy|| < A} sijaitsee pallon reunalla.

2. Jos koealueen keskipiste on satulapinnan kriittinete gign vastepinnan
kasvusuuntia on useampi. Onko tama ristiriidassa lau3elekanssa?

3. Olkoon kahden muuttujan maksimointitehtava, missa
0.93 —0.8676 —0.6161 0
b= ( 0.38 )  E= ( ~0.6161  1.8676 ) » do= ( 0 ) '

Etsi harjuanalyysin pisteel;, d; ja ds, kun askelpituus o\ = 0.6.
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