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Esipuhe

Kaésilld oleva moniste on tarkoitettu opetusmateriaaliksi Tampereen teknillisen yliopiston
signaalinkésittelyn laitoksen kurssille "SGN-11000 Signaalinkasittelyn perusteet". Materi-
aali on kehittynyt nykyiseen muotoonsa luennoidessani aiheesta Jyvaskyldn yliopistossa
lukuvuonna 1995-1996, Tampereen yliopistossa lukuvuonna 1999-2000 sekd Tampereen
teknillisessd yliopistossa lukuvuosina 1999-2013. Tdhdn painokseen on yhdistetty mate-
riaalia aiemmista monisteista "SGN-1201 Signaalinkéasittelyn menetelmat" (2005) ja "SGN-
1251 Signaalinkasittelyn sovellukset" (2013).

Luentomoniste en runko koostuu signaalinkésittelyn teorian keskeisistd aiheista, kuten
diskreetit signaalit, niiden ominaisuudet ja generointi Matlabilla, lineaariset jarjestelmit,
diskreetti Fourier-muunnos, FFT, z-muunnos, suodinsuunnittelu sekd nédytteenottotaajuu-
den muuntelu. Tamaén lisdksi kurssilla on tapana kasitelld myos tavallisimpia signaalin-
kasittelyn sovelluksia, kuten puheenkasittely, kuvankasittely ja -koodaus, digitaalinen vi-
deo (MPEG-standardit), ladketieteellinen signaalinkasittely, ja hahmontunnistus. Vieraile-
vat luennoitsijat laitokselta ja teollisuudesta hoitavat mahdollisuuksien mukaan osan so-
vellutusten esittelysta.

Kurssin tavoitteena on selvittdd lineaaristen jarjestelmien ja digitaalisen signaalinkasit-
telyn peruskasitteet sekd luoda kuva sovelluskohteista. Kurssin kidytyédan opiskelijan tulisi
ymmartdd millaista signaalinkdsittelyn parissa tydskentely on ja minka tyyppisiin ongel-
miin sitd voidaan soveltaa.

Lisdinformaatiota 16ytyy kurssin kotisivulta, jonka osoite on

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-11000/

Monisteen aiempia versioita on kdytetty opetusmateriaalina vastaavilla kursseilla Tam-
pereen AMK:ssa, Kemi-Tornion AMK:ssa, Jyvaskyldan AMK:ssa, Oulun AMK:ssa, Kuopion
yliopistossa sekd TTY:n koordinoimassa DI-muuntokoulutuksessa Kuopiossa. Pyynnosta
materiaalin kédytolle voidaan myontdd lupa myods muualla. Tdlloin voin tarvittaessa toi-
mittaa myos luentokalvot sekd harjoituksissa kdytettavia Matlab-skripteja.

Tampereella, 3. tammikuuta 2014,
Heikki Huttunen
heikki.huttunen@tut.fi
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Luku1

Digitaalinen signaalinkasittely

Digitaalisesta signaalinkasittelystd on tullut yksi nykytekniikan avainaloista, ja se tukee 14-
heisesti ainakin tietoliikennetekniikkaa, mittaustekniikkaa ja tietotekniikkaa. Digitaalisen
signaalinkasittelyn (Digital signal processing, DSP) voidaan katsoa syntyneen 1960-1970-
luvuilla, jolloin tietokoneet alkoivat olla riittdvan yleisesti kdytettdvissd. Taman jalkeen
sitd on menestyksekkadsti sovellettu lukuisilla alueilla; lddketieteellisestd PET-kuvantami-
sesta CD-soittimeen ja GSM-puhelimeen.

Sovellukset ovat varsin lukuisat, joten kaikkea DSP:std on mahdotonta hallita (eikd nii-
ta ole mielekédstd opettaa korkeakoulussa). Tarkeimmaét perusmenetelmét ovat kuitenkin
pysyneet vuosien varrella samoina. Jatkossa on tarkoitus kasitelld

o tarkeimmat peruskasitteet,
e osa tiarkeimmisti menetelmistd,
e esimerkkisovelluksia.

Kun lineaaristen jarjestelmien perusasiat on kasitelty, perehdytdan tyypilliseen signaa-
linkasittelyn ongelmaan: kuinka poistaa tietyt taajuudet annetusta signaalista.

Tulevilla kursseilla perehdytddn tarkemmin signaalinkésittelyn menetelmiin seka tar-
kastellaan sovelluskohteita lihemmin.

1.1 Mitad signaalinkasittelylla tarkoitetaan

Tyypillinen DSP-sovellus sisdltdd seuraavat vaiheet:

1. Niin sanottu A /D-muunnin (analog/digital) muuntaa vastaanotetun (jatkuva-aikai-
sen) analogisen signaalin digitaaliseksi ja diskreettiaikaiseksi.

2. Taman jalkeen diskreettiaikaista digitaalista signaalia muokataan jollain jarjestelmal-
14 (esim. tietokoneella). Tata vaihetta kutsutaan suodattamiseksi. Suodatuksen tavoite
on muuntaa jarjestelmddn saapuva signaali sovellutuksen kannalta hyodyllisempaan
muotoon. Tadma saattaa tarkoittaa esimerkiksi:

e Signaalissa olevan kohinan poistamista siten, ettd varsinainen signaali sdilyy
mahdollisimman hyvin.
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e Signaalissa olevien mielenkiintoisten piirteiden erottelua muun signaalin jou-
kosta.

Perinteisesti suotimet ovat olleet lineaarisia niiden helpomman toteuttamisen ja ana-
lysoinnin vuoksi, mutta myo6s epélineaarisia suotimia on tutkittu.

x(n) — | Digitaalinen suodatin—=y(n)

3. Suodatuksen jdlkeen signaali muunnetaan takaisin analogiseksi D/A-muuntimella.

Jatkossa keskitytdan pddasiassa vaiheeseen 2, suotimen suunnitteluun.

Kasiteltava signaali voi esittdd esimerkiksi ddntd, puhetta, pulssia, aivokdyrdd, maan-
jaristystd, porssikurseja tai mitd hyvansa mitattavissa olevaa aikasarjaa. Alla olevassa ku-
vassa on viiden millisekunnin mittainen ndyte puhesignaalista. Mikrofoni muuntaa mit-
tamansa pienet ilmanpaineen vaihtelut sihkdiseen muotoon, josta tietokone muuntaa ne
edelleen digitaaliseen muotoon tallentamalla jannitteen hetkelliset lukuarvot 1/16000 se-
kunnin vélein. Tassd tapauksessa niytteenottotaajuus on siis 16000 hertsia.

E-kirjain

Aika (ms)

Seuraavassa kuvassa on pidempi ndyte samasta signaalista. Kuvan signaali sisdltda sa-
nan "seitsemdn" kaksi ensimmaistéd kirjainta. S-kirjain sijaitsee alusta lukien noin 125 milli-
sekunnin matkalla, ja seuraavassa 125 millisekunnissa on E-kirjain. Konsonantin ja vokaa-
lin ero ndkyy hyvin: soinnillisen vokaalin kohdalla on selked ylos-alas-vdrdhtelykuvio ja
konsonantin kohdalla lukuarvot ovat satunnaisempia.

1

-1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250
Aika (ms)

Useille erityyppisille signaaleille on luontevaa ajatella niiden koostuvan yksittdisista
taajuuksista (yksittdisistd sinisignaaleista sopivassa suhteessa). Esimerkiksi ddnisignaalei-
ta on helpoin ymmartdd ja analysoida niiden taajuusjakauman kautta. Kuten kappaleessa 3
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tullaan ndkemaéén, taajuusjakauma voidaan laskea Fourier-muunnoksen avulla. Alla olevis-
sa kuvissa on laskettu edellisen kuvan S- ja E-kirjainten taajuusjakaumat. Kuvista nakyy
selvésti, ettd S-kirjaimen sisdltamat taajuudet jakautuvat melko laajalle alueelle sekd mel-
ko suurillekin taajuuksille, kun E-kirjain sisdltdd vain yksittdisia pienid taajuuksia (korkeat
piikit).

S-kirjaimen taajuusjakauma
20 T T T

101

0 I Do A oy I 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Taajuus (Hz)
E-kirjaimen taajuusjakauma
200 T T T
150 o
100 o
50 o
0 Ans »NMMMWW\/\W | ! | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Taajuus (Hz)

1.2 Naytteenottoteoreema

Edellisessd esimerkissd nédytteenottotaajuus oli 16000 hertsid eli 16 kHz. Mitd suurempi
ndytteenottotaajuus on, sitd pienemmat yksityiskohdat signaalista saadaan talteen. Suu-
rempi ndytteenottotaajuus vaatii kuitenkin enemmadn tilaa, joten taajuutta ei kannata nos-
taa liian suureksi. Mist4 siis tiedetddn mika on riittdva naytteenottotaajuus tietylle signaa-
lille? Tahdn kysymykseen vastaa niytteenottoteoreema, engl. sampling theorem.
Jatkuva-aikaista signaalia nédytteistettdessd siitd otetaan ndytteitd ajanhetkilld O, T, 2T,
3T,...ja vain signaalin néilld hetkilld saamat arvot talletetaan (mustat ympyrit alla ole-
vassa kuvassa). Jos siis jatkuvasta signaalista kdytetddn merkintaa x.(t), missd t € R, niin
naytteistyksen tuloksena saadaan lukujono x(n), jolle on voimassa ehto x(n) = x.(nT)

n=0,1,2,...).

Vakio T ilmoittaa siis kuinka monta sekuntia on kahden perdkkdisen nédytteen vali.
Useimmiten sama asia ilmaistaan sanomalla montako kertaa sekunnissa naytteitd otetaan.
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Taméan suureen nimi on néiytteenottotaajuus (sampling frequency) ja se on vakion T kdan-
teisluku, F; = 7. Jos nédytteenottotaajuus on liian pieni (ja siis ndytteiden vili T liian suuri),
tapahtuu laskostumista eli aliniytteistymisti (aliasing).

Laskostuminen tulee ilmi alla olevasta kuvasta. Kuvan kahdella sinisignaalilla on sa-
mat ndytearvot, koska ndytteenottotaajuus on liian pieni suurempitaajuuksiselle signaalil-
le (katkoviiva). Muunnettaessa ndin néytteistettya signaalia takaisin analogiseksi loppu-
tuloksena on pienempitaajuinen sinisignaali (yhtendinen viiva). Sanotaan, ettd suurempi
taajuus laskostuu pienemman taajuuden paille.

Pohdittaessa riittdvad ndytetaajuutta edellisen esimerkin sinisignaalille tuntuu, ettd kak-
si ndytettd jaksoa kohti saattaisi riittdd. Talloin nimittdin tallennettaisiin signaalin suurin ja
pienin arvo ja ndiden avulla voitaisiin interpoloida muut lukuarvot huippuarvojen vilille.
Luonnollisesti mikd tahansa tdta suurempi taajuus kdy yhta hyvin. Ndytteenottoteoreema
kertoo, ettd tdmad arvaus pitdd paikkansa.

Jatkuva-aikainen signaali voidaan muodostaa uudelleen niytearvoistaan, jos niytteen-
ottotaajuus Fs on vihintiin kaksi kertaa niin suuri kuin signaalin sisiltdmi suurin
taajuuskomponentti.

Jos edellinen ehto ei ole voimassa, tdytyy taajuutta F,/2 suuremmat taajuudet leikata
pois jollain analogisella jarjestelmalld laskostumisen estdmiseksi. Taajuudesta F,/2 kayte-
tddn nimitystd Nyquistin taajuus (Nyquist frequency, Nyquist rate).

Néin ollen enintddan 300 kHz taajuuksia sisdltdva signaali vaatii jarjestelmédn, jonka
ndytteenottotaajuus on viahintaan 600 kHz. Jos ndin ei ole kdy kuten alla olevassa kuvassa.
Kuvat esittdvét erdiden signaalien spektrejd, jotka kertovat, kuinka paljon kutakin taajuut-
ta on mukana signaalissa. Kuvan alkuperdisessd jatkuvassa signaalissa on taajuuksia 300
kHz asti (vasemmalla), jolloin 100 kHz taajuudella néytteistettdessd yli 50 kHz taajuudet
summautuvat alemmille taajuuksille laskostuneen x-akselin mukaisesti (oikealla).

-

0 50 100 150 200 250 300 50
100

150
200

250
300
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Lopputuloksessa esimerkiksi taajuudella 25 kHz on usean taajuuskomponentin sum-
ma: 25 kHz, 75 kHz, 125 kHz, 175 kHz, 225 kHz ja 275 kHz. Toisaalta 10 kHz taajuuden
kohdalla ovat seuraavat taajuudet summautuneena: 10 kHz, 90 kHz, 110 kHz, 190 kHz,
210 kHz ja 290 kHz. Kyseisten kuuden komponentin summasta ei voida palauttaa enda
alkuperdista signaalia.

Paras tulos esimerkin 100 kilohertsin ndytteenottotaajuudella saadaan poistamalla yli
50 kilohertsin taajuudet ennen néytteenottoa. Vaikka taajuudet 50 kHz — 300 kHz menete-
tadnkin, saadaan edes taajuudet 0 kHz — 50 kHz tallennettua alkuperdisessd muodossaan.

1.3 Digitaalisen signaalinkasittelyn etuja ja haittoja jatkuva-
aikaisiin suodattimiin nihden

Analogisia suotimia on elektroniikan alalla tutkittu jo kauan. Namé kootaan elektronisista
komponenteista ja ne poimivat tyypillisesti tietyt taajuudet signaalista ja poistavat muut.
Heradd kysymys, miksi sama pitdisi tehdd digitaalisesti?

Digitaalisista suotimista on helppo tehda tarkkoja, ja niiden ominaisuudet pysyvat sa-
moina koko kdyttoajan. Digitaalisten suodinten ominaisuudet maaraytyvat niiden kertoi-
mien kautta, eivdtkd tietokoneohjelman kertoimet muutu esimerkiksi ajan myota tai lam-
potilan vaihdellessa. Tarkkuus saadaan myos helposti paremmaksi lisdédmalla laskentate-
hoa ja laskentatarkkuutta. Analogisistakin jdrjestelmistd voidaan toki tehda yhta tarkko-
ja ja ominaisuutensa sdilyttdvid, mutta tdlloin on kdytettava kalliimpia ja laadukkaampia
komponentteja. Usein sanotaankin, ettd digitaalinen CD-soitin toi HIFI-laadun tavallisen
kuluttajan ulottuville, kun analogisilla laitteistoilla se oli ainoastaan varakkaiden saatavil-
la.

Digitaalisilla suotimilla on useita teorian kannalta hyvid ominaisuuksia. Niiden avulla
voidaan esimerkiksi toteuttaa tdysin lineaarivaiheinen suodin, mikd on mahdotonta analo-
gisen suotimen avulla. Lineaarivaiheisuus tarkoittaa sitd, ettd kaikki signaalin sisaltaimat
taajuudet viivastyvat yhtd paljon. Tdhdn késitteeseen tutustutaan ldhemmin kappalees-
sa 5.1.1. Lisdksi digitaaliset suotimet toimivat kuin tietokoneohjelmat, joten niihin voidaan
lisdtd monimutkaisiakin rakenteita, joita analogisilla jarjestelmilld on mahdoton toteuttaa.

Tarkein syy digitaalisten suodinten kdyttoon analogisten komponenttien sijaan on kui-
tenkin raha: samaa signaaliprosessoria voidaan kédyttdd useisiin eri sovelluksiin, jolloin si-
td voidaan tuottaa suuremmissa erissd ja suuret tuotantoerit painavat prosessorien hintoja
alas. Prosessoreja kayttavat yritykset puolestaan toteuttavat oman tuotteensa ohjelmisto-
na fyysisten laitteiden sijaan. Télloin tuotteen monistaminen on helppoa, ja sama tuote
voidaan myyda useaan kertaan—aivan kuten tietokoneohjelmistotkin.

On kuitenkin tiettyjd tapauksia, joissa toimivaa analogista jarjestelmédd ei kannata tai
ei voi korvata digitaalisella. A/D-muunninten ndytteenottotaajuuden yldraja on nykyisin
luokkaa 10-100 MHz, joten hyvin suuria taajuuksia siséltdviad signaaleja ei voida késitel-
la diskreetin jdrjestelmédn avulla. Radioiden ja televisioiden suurtaajuusosat toteutetaan
jatkuva-aikaisten suodattimien avulla.

Toisaalta hyvin yksinkertaiset jarjestelmat, jotka eivét tarvitse suurta tarkkuutta, on hel-
pointa toteuttaa analogisilla komponenteilla. Digitaalinen jarjestelma tarvitsee aina A/D ja
D/A-muuntimet sekd prosessorin. Jos tavoitteena on vain jakaa autostereoiden kaiutinsig-
naali kahteen eri taajuuskaistaan, ei tdtd varten kannata rakentaa digitaalista jarjestelmaa.
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1.4 Sovelluskohteita

Seuraavaksi tarkastellaan muutamia tyypillisid sovelluskohteita melko pintapuolisesti.

Telekommunikaatio: multipleksaus (multiplexing): Maailmassa arvioidaan olevan mil-
jardi lankapuhelinta. 1960-luvulle saakka yhtd puhelinyhteyttd kohti tarvittiin yksi
puhelinjohto. Digitaalisen signaalinkésittelyn avulla johtojen mé&rda voidaan vahen-
tad lahettamalla useita signaaleja yhdessa johdossa. Niin sanottu T-carrier-jarjestelma
valittdd 24 signaalia yhdessd johdossa. Jokainen signaali muunnetaan digitaaliseksi
(8000 naytettd/s) kdyttden 8-bittistd esitystd. Kukin linja kuluttaa siis 64000 bittid se-
kunnissa, ja kaikki 24 kanavaa kuluttavat 1.536 megabittid sekunnissa. Tama maara
voidaan helposti vilittdd puhelinkeskusten vilisilld linjoilla.

Kompressio: Edellisen esimerkin bittimdarda voidaan edelleen vahentad kayttamalla pak-
kausta (kompressiota). Kompressioalgoritmit pyrkivit poistamaan ndytteiden valil-
14 olevaa redundanssia, ja saamaan ndin tarvittavien bittien maarad vahennetyksi. Eri-
laisia pakkausmenetelmid on lukuisia. Menetelma saattaa olla suunniteltu pakkaa-
maan tehokkaasti esimerkiksi ddnisignaalia, digitaalista kuvaa tai videota tai vaikka-
pa ladketieteessd tavattavia kolmiulotteisia tomografiakuvia. Menetelmat kayttavat
hyvidkseen kunkin sovelluksen ominaispiirteitd. Esimerkiksi standardisointijdrjesto
ISO:n pakkausstandardit MPEG-1, MPEG-2, MPEG-4 ja MPEG-7 ovat olleet runsaan
huomion kohteena viime aikoina.

Kaiunkumous: Koska puhelinliikenteen signaalit kulkevat kahteen suuntaan, ongelmaksi
saattaa muodostua kdyttdjalle drsyttava kaiku. Jokainen puhuttu sana palaa pienelld
viiveelld linjaa pitkin takaisin ja saa aikaan kaikua vastaavan efektin. Erityisend on-
gelmana tdmad on kaiutinpuhelinta kédytettdessd, mutta myds tavallisissa puhelimis-
sa. Ongelma voidaan poistaa riittdvan tehokkaasti adaptiivisen signaalinkésittelyn
menetelmin.

CD-soitin: Viime aikoina musiikkiteollisuus on siirtynyt kdyttdméaan digitaalista CD-levya
perinteisten vinyylilevyjen asemesta. Alla oleva yksinkertaistettu kaavio tyypillises-
tda CD-soittimesta sisdltdd lukuisia kohteita, joissa kdytetdan DSP:ta.

Laser Demodu- Virheen- 4-kertainen
laatio korjaus ylindytteistys|

O

14-bittinen 14-bittinen
D/A-muunnin D/A-muunnin

Alipaasto- Alipaasto-

suodatus suodatus

i i

Puheentunnistus: Puheentunnistukselle voidaan helposti keksid lukuisia sovelluksia, mut-
ta valitettavasti nykyinen teknologia ei kykene tehtdvdan taysin aukottomasti. Ylei-
simmat ldhestymistavat jakavat ongelman kahteen osaan: piirteiden erotteluun (fea-
ture extraction) ja piirteiden vertailuun (feature matching). Erotteluvaiheessa puhe
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jaetaan erillisiin sanoihin (tai vaikkapa ddnteisiin) ja verrataan nditd aiemmin kuul-
tuihin sanoihin. Vertailuvaiheessa saattaa tulla ongelmia jos puhuja ei ole sama kuin
opetusvaiheessa.

Tietokonetomografia: Rontgenkuvissa tavallinen ongelma on, ettd kaksiulotteisesta ku-
vista ei voida tunnistaa paéllekkaisid elimid. Lisdksi rontgenkuvista kdy ilmi poti-
laan anatomia, ei fysiologia. Toisin sanoen, ainoastaan kehon rakenne on ndhtavissa,
ei sen toimintaa. N&in ollen kuolleen ihmisen rontgenkuva vastaa miltei tdysin ela-
van ihmisen rontgenkuvaa. Néitd ongelmia on ratkaistu 1970-luvulta alkaen tietoko-
netomografian keinoin. Perinteisessd tietokonetomografiassa otetaan rontgenkuvia
useista suunnista ja saadaan kolmiulotteinen malli. Rontgensateiden vaarallisuudes-
ta johtuen myshemmin on kehitelty muita menetelmid, kuten PET (positron emis-
sion tomography) sekd MRI (magnetic resonance imaging). Ndistd edellinen kdyttaa
positronisddettd kuvan muodostamiseen ja jalkimmaéinen muodostaa kuvan voimak-
kaiden sihkomagneettien avulla. Signaalinkésittelyd kdytetddn padasiassa kuvan ko-
koamisessa yksittdisten sateiden muodostamasta datasta.

Harjoitustehtavia

1.1. (Matlab) Tutustutaan Matlabin kédyttoon piirtdmalld samanlaiset kuvaajat kuin kap-
paleessa 2.1.

(a) Sijoita yksikkondyte vektoriin delta sivulla 12 annetulla komennolla. Koska
kuvan vaaka-akseli sisdltdd pisteet —7,—6,—5,...,7, luodaan myos vektori n,
joka sisdltdd ndma pisteet: n = —7:7;. Piirrd tdmén jdlkeen yksikkondytteen
kuvaaja komennolla stem (n, delta);.

(b) Piirrd yksikkoaskel u(n) (s. 12) samalla tavalla.

(c) Piirrd ramppisignaali nu(n) (s. 13) samalla tavalla.
1.2. (Matlab)

(@) Luo vektori t, joka sisdltda arvot 1.00,1.01,1.02,1.03,...,1.98,1.99,2.00. Vihje:
help colon

(b) Luo vektori x, joka sisdltdd funktion x(t) = cos(27t) + 2sin(4nt) evaluoituna
vektorin t mddrddmissa pisteissa.

(c) Tulosta edellisen kohdan funktion mukainen kayra valilld [1,2]. Vihje: help
plot

(d) Tulosta edellisen kohdan funktion itseisarvon mukainen kayra valilld (1, 2]. Vih-
je:help abs

(e) Tulosta molemmat kdyrat samaan kuvaan. Vihje: help subplot.Nimed kuva.
Vihje: help title.

1.3. (Matlab)
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(a) Luo 10 x 10 matriisi:

1T 2 -+ 10

11 12 - 20
A —

91 92 ... 100

Vihje: help reshape, help transpose
(b) Korota matriisin A jokainen alkio kolmanteen potenssiin Vilije: help power
(c) Laske matriisin A kolmas potenssi A® Vilje: help mpower

(d) Luo satunnaisluvuista koostuva 10 x 10-matriisi ja sijoita se muuttujaan B. Vihje:
help rand

(e) Laske edellisen kohdan matriisin kddnteismatriisi ja sijoita se muuttujaan C.
Laske vield matriisien B ja C matriisitulo. Vihje: help inv

1.4. (Matlab)

(a) Luo 50-alkioinen normaalisti jakautunut satunnaisvektori (help randn)ja tu-
losta sen itseisarvojen (help abs) kuvaaja ‘diskreetisti’ komennolla stem.

(b) Luo funktio nimeltd summaus (tiedostoon nimeltd summaus .m), joka saa syot-
teend vektorin x ja palauttaa x:n alkioiden summan ja niiden neliésumman Vih-
je:help function, help sum.

(c) Testaa funktiota (a)-kohdan vektorilla.

1.5. Analoginen signaali koostuu yksittdisestd siniaallosta, jonka taajuus on 1000 Hz. Sig-
naalista otetaan ndytteita 0.0006 sekunnin vélein.

(a) Tapahtuuko laskostumista?

(b) Jos vastauksesi on myonteinen, miksi taajuudeksi em. sinisignaali tulkitaan, ts.
mille taajuudelle se laskostuu?

(c) Mika olisi riittdva ndytteenottotaajuus laskostumisen estamiseksi?

1.6. Analoginen (jatkuva-aikainen) signaali on muotoa x(t) = 2 cos(1207t)—0.7 sin(307tt )+
cos(2007tt) + cos(1807tt), missd t on aikaa kuvaava muuttuja (sekunteina). Kuinka
usein signaalista pitdd ottaa ndytteitd, ettei laskostumista tapahdu? Vihje: tutki kuinka
monta kertaa kukin signaalin termi viirihtii ylos-alas sekunnin aikana. Niistii saat signaalin
suurimman taajuuden ja edelleen niytteenottotaajuuden.

1.7. Tarkkaan ottaen Nyquistin rajataajuus ei riitd laskostumisen valttamiseksi. Tarkas-
tellaan tdllaista tilannetta tdssd tehtdvassa.

(a) Signaalista x(t) = sin(207t) otetaan ndytteita 0.05:n sekunnin vilein alkaen het-
kestd t = 0 s. Médritd viiden ensimmadisen ndytteen arvo. Voidaanko alkuperdi-
nen signaali rekonstruoida nédistd ndytearvoista?

(b) Millaiset ndytteet saadaan jos ndytteenotto aloitetaan hetkelld t = 0.025 s? Mit-
kd ndytearvot tdlloin saadaan? Voidaanko alkuperdinen signaali rekonstruoida
ndistd ndytearvoista, vai voisivatko ndmé néytteet esittdd jotain muutakin sa-
mantaajuista signaalia?
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1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

(Matlab) Generoi yhden sekunnin mittainen signaali, jonka taajuus on 1000 Hz kun
ndytteenottotaajuus on 8192 Hz. Yleisesti signaali saadaan kaavasta

. ( 2mnf
x(n) :sm< T ),

missd f on haluttu taajuus Hertseind ja F; on ndytteenottotaajuus Hertseind. Muuttu-
ja n on Matlabissa vektori, joka sisdltda halutut pisteet ajassa, t.s., (1,2,3,...,8192).
Generoi my0s signaalit, joiden taajuudet ovat 2000 Hz ja 3000 Hz, ja kuuntele kaikki
tulokset komennolla soundsc. Mitéd tapahtuu, kun ylitit Nyquistin rajan, eli gene-
roit signaaleja, joiden taajuudet ovat 6000, 7000 ja 8000 Hz?

(Matlab) Simuloidaan Matlabilla laskostumista.

Nouda tiedosto http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/seiska.mat ja
lataa se Matlabiin komennolla 1oad, joka lataa sen automaattisesti muuttujaan x.
Kuuntele alkuperdinen signaali komennolla soundsc (x, F), missd F on ndytteen-
ottotaajuus. Pudota nédytteenottotaajuus 16384 Hz ensin puoleen alkuperdisestd ko-
mennolla y=x (1:2:1length (x)); Talloin jdljelle jd4 vain joka toinen ndyte, eli sa-
ma tulos oltaisiin saatu otettaessa alun perin néytteitd taajuudella 8192 Hz. Koska
signaali todellisuudessa sisdltdd taajuuksia aina 8192 Hertsiin asti, laskostuvat suu-
ret taajuudet pienten pédélle. Kuuntele tulos komennolla soundsc. Vertaa kuulemaa-
si tulokseen, joka saadaan oikeaoppisesti poistamalla liian suuret taajuudet (yli 4096
Hz) ennen néytteenottotaajuuden pienentdmistd (komento decimate).

(Matlab) Edellisessa tehtdvassa laskostuminen ei ollut vield kovin merkittavaa, koska
miesddni ei sisdlld suuria taajuuksia juurikaan muualla kuin joidenkin konsonanttien
kohdalla (erityisesti s-kirjaimen). Tee edellisen tehtdvan testi signaalilla

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/1intul.mat

Naytteenottotaajuus on nyt 8192 Hz. Kuuntele alkuperdinen néyte, joka on muuttu-
jassa x. Pudota ndytteenottotaajuus puoleen komennolla z=x (1:2:1length (x));
ja kuuntele tulos komennolla soundsc (huomaa, ettd ndytteenottotaajuus on nyt
endd 4096 Hz; timédn voi antaa soundsc-komennolle optiona). Kiinnitd huomiota
loppuosaan: alkuperdisessad ndytteessd on laskeva déani, laskostuneessa nouseva. Tu-
losta ruudulle molempien signaalien spektrogrammit (komento spect rogram).

(Matlab) Lataa testisignaali seiska.wav kurssin kotisivulta tai suoraan osoitteesta
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1201/seiska.wav

Lataa se Matlabiin komennolla wavread, ja piirrd signaalin spektrogrammi komen-
nolla specgram, ja kuuntele se komennolla soundsc.

Suunnittele seuraavaksi ns. ylipddstosuodin, joka poistaa signaalista matalat taajuu-
det. Tdma tapahtuu komennolla'

IKappaleessa 5 selvidd mitd komento itse asiassa tekee.
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h = £firl (30, 0.3, ’"high’);
Suodata lataamasi testisignaali suunnittelemallasi suotimella. Komento on
y = filter(h, 1, x);

missd x on muuttuja johon latasit testisignaalin.

Kuuntele signaali y ja piirrd sen spektrogrammi ruudulle. Poistuivatko matalat taa-
juudet?



Luku 2
Signaalit ja jarjestelmat

Edellisessd kappaleessa ndaimme jo esimerkkeja digitaalisista signaaleista. Maaritelladn nyt
kaytettavat kasitteet tasmallisesti.

Analoginen signaali on maéaritelty jokaisella ajanhetkelld ja se voi saada ddrettoman méaa-
rdn eri arvoja (esim. vililta [0, 1], kuten alla).

Jatkuva—aikainen signaali
1 T T

0.8 B

0.6

0.4r- .
0.2
0 I I I I

0 0.5 1 15 2

Digitaalinen signaali saa vain ddrellisen mééran eri arvoja.

Jatkuva—aikainen dlgltaalmen s,|gnaaI|

1
0.8 b
0.6
0.4r-
0.2
0

Diskreettiaikainen signaali saa arvoja vain tietyilld ajanhetkilla.

Diskreettiaikainen digitaalinen signaali
1 T T T
® 0 ®

0.6 b

0.4r-

NTITHHMTH

0 0.5 1 15
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Jos esim. néytteitd otetaan taajuudella 100 Hz, signaali on médritelty ajanhetkilld 75s,
55, 1555,. . .. Esimerkiksi CD-soittimen signaali on 16-bittinen, eli se voi saada 2'° erilaista
arvoa. Ndytteenottotaajuus on 44100 Hz, jolloin T = ;1 s ~ 2.27 - 105 s.

Matemaattisen kisittelyn helpottamiseksi lukujonoja kédytetddn usein diskreettiaikai-
sen signaalin mallina. Toisin kuin reaalimaailman signaali, lukujono on darettomaén pitka,

mutta tdima ei ole mallinnuksen kannalta ongelma.

2.1 Erdita signaaleita

Yksikkondyte (unit sample) eli impulssi 6(n) maaritelldan seuraavasti:

1, kunn=0,
d(n) =
0, kunmn #0.

Yksikkondyte
T

12

0.8 -
0.6 -
04r- -

0.2r- -

1
0

o
<
o
[ )
<
[ )
[
®
[ )
NE--@
<
a0
<
oF @
<

-0.2
-8

|
o

1
A~

!
Ny

Matlab: delta = [zeros(l,7),1,zeros(1l,7)1;

Yksikkoaskel (unit step) u(n) méadritellddn seuraavasti:

1, kunn >0,
u(n) =
0, kunn <0.

Yksikkéaskel
T

12

1k 4
08t B
06f B
04f B

0.2 -

0 A4 A d & & A & @

-0.2
-8

|
o

1
A~

!
Ny
o
N}
IN
o
©

Matlab:u = [zeros(1l,7),ones (1,8)]1;

Ndama jonot voidaan esittdd toistensa avulla seuraavasti:

d(n)=un)—un-1)

um) =y 8(k).
k=—o0
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Mika tahansa jono voidaan esittdd siirrettyjen ja painotettujen yksikkondytteiden
avulla seuraavasti:

x(n) = i x(k)8(n — k).
k=—00

Esimerkiksi alla olevan kuvan signaali voidaan esittdd muodossa x(n) = 26(n+2) —
26(m) +8(n — 1) + 38(n — 2) + 45(n — 3). Kyseinen esitysmuoto on erikoistapaus
konvoluutiosta, johon tutustutaan ldhemmin kappaleessa 2.3.1.

Ramppisignaali (ramp signal) méaéritellddn seuraavasti:

n, kunn >0,
0, kunn <0.

r(n) =nu(n) = {

Ramppisignaali

Matlab: r = [zeros(1,7),0:7];
Eksponenttijono madaritellddn seuraavasti:

x(n) = Aux™.

Eksponenttijono
T T




14 SIGNAALINKASITTELYN MENETELMAT

Matlab: x = -7:7; e = 1.5.°x;

Erikoistapaus eksponenttijonosta saadaan kun « on ei-reaalinen. Silloin x(n) voidaan
esittdd muodossa (yksinkertaisuuden vuoksi A = 1)1

x(n) =ao" = [ofe ™

= o™ cos(wn)
+ Ja/™sin(wn).

Viimeisimmadstd muodosta ndhdédan, ettd eksponenttijono on néin ollen kosinijonon
ja sinijonon summa. T&lld on merkitystd jatkossa, koska eksponenttijonojen algebral-
liset operaatiot (esim. kertolasku) ovat yksinkertaisia, mutta sini- ja kosinijonojen
operaatiot ovat usein hankalia.

2.1.1 Jonojen ominaisuuksia

Diskreettiaikainen signaali on jaksollinen, jos on olemassa sellainen N € N, ettd
x(n) =x(n+ N),

kaikilla indeksin n arvoilla. Lukua N sanotaan jakson pituudeksi.
Esimerkiksi kompleksinen eksponenttijono on jaksollinen, jos || = 1. Samoin sinijono
x(n) = sin(wn) on jaksollinen. Molempien jakson pituus on

N=2E
w

Jonot ovat tosin méadritelmdn tiukassa mielessé jaksollisia vain jos ndin saatu N on koko-
naisluku.

Jos S on kaikkien signaalien joukko, niin kuvausta 7 : § +— & sanotaan diskreetiksi
jarjestelméksi tai suotimeksi. Kuvauksen F argumenttia kutsutaan sisiinmenojonoksi tai
heriitteeksi ja sen palauttamaa jonoa kutsutaan ulostulojonoksi tai vasteeksi.

Esimerkiksi yhtédlo y(n) = x(n — 10) médrittelee suotimen, joka viivastaa signaalia 10
askelta. Toinen esimerkki laskee keskiarvon:

y(n) = %(x(n) +x(n—1)+x(n—2)+x(n—3) +x(n—4))

tai yleisemmin:

;X
ymn) = x(n —k).
TPl

2.1.2 Perusoperaatiot jonoille

Perusoperaatiot lukujonoille (signaaleille) on esitetty seuraavassa. Mukana ovat myds ope-
raatioille lohkokaavioissa kadytettavat symbolit.

Imaginaariyksikosta kdytetian merkintad i = v/—1.
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Yhteenlasku: z(n) = x(n) +y(n)

x(n) z(n;

y(n)

Kertolasku: z(n) =x(n) -y(n)

x(n) z(n;

y(n)

Vakiolla kertominen: z(n) = ax(n)

x(n) >{ a z(>n)

Viive: z(n) = x(n—d)

~d -

-
- Z -

xX(n) z(n

Edella olleita operaatioita voidaan yhdistelld ja muodostaa ndin monimutkaisempia
jarjestelmid. Yksi esimerkki on jarjestelma

3

y(n) = > h(k)x(n—k),

k=0

jonka lohkokaavio on alla.

x(n) -
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2.2 Diskreettien jirjestelmien ominaisuuksia

Edelld olleen méaaritelmdn mukaan kaikki operaatiot signaalien joukolla ovat suotimia.
Suotimia on siis erittdin paljon, ja suurin osa niistd on kdytdnnon kannalta tarpeettomia.
Seuraavassa kdydadan lapi ominaisuuksia, joita suotimilla voi olla. Ndin suotimia voidaan
luokitella kayttotarpeen mukaan.

2.2.1 Muistittomuus

Jarjestelméd on muistiton, jos sen ulostulo y(n) riippuu vain samanaikaisesti sisddntulevasta
ndytteestd x(n).

Esimerkiksi y(n) = e*™ jay(n) = x(n)
ole.

2 ovat muistittomia, mutta y(n) = x(n — 10) ei

2.2.2 Lineaarisuus

Jarjestelméa F(-) on lineaarinen, jos
Flaxi(n) + bxy(n)] = aF[x;(n)] + bFxa(n)], 2.1)

kaikilla signaaleilla x; (n), x2(n) ja kaikilla kertoimilla a, b.
Sanallisesti sama asia voidaan ilmaista esimerkiksi seuraavasti:

e Vasteiden summa on summan vaste.

e Vaste heritteelld ax(n) saadaan kertomalla heritteen x(n) vaste F[x(n)] skalaarilla
a.

Toisaalta ehto tarkoittaa my®0s, etta:

e Skalaarilla kertominen voidaan suorittaa ennen tai jalkeen suodatuksen.

e Yhteenlasku voidaan suorittaa ennen tai jalkeen suodatuksen.

Jarjestelméan lineaarisuus osoitetaan nayttamalld, ettd yhtdlon (2.1) vasen ja oikea puoli
ovat yhtdsuuret riippumatta kertoimista a ja b ja signaaleista x;(n) ja x,(n). Epédlineaari-
suuden osoittaminen on yleensd helpompaa: riittdd 16ytda sellaiset kertoimet ja signaalit,
ettd vasen ja oikea puoli ovat erisuuret edes jollakin indeksin n arvolla.

Esimerkiksi jarjestelma

1 2K
Fix(n)] = ST Z x(n—k)
k=0

on lineaarinen. Se voidaan osoittaa seuraavasti.
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Olkoot a ja b mitkd tahansa reaaliluvut ja x;(n) sekd x,(n) mitkd tahansa kaksi lukujo-
noa. Talloin

.7:[61761( ) + bxz(n)]

= Zam n—k)+bxy(n—k))
2K+1 —

= 2K—|—1ZX1n k+bizxzn k)

= aFx(n)] +bFx(n).

Ndin ollen jarjestelmé on lineaarinen.
Toisaalta esimerkiksi jdrjestelma

ei ole lineaarinen, koska yhtdlo (2.1) ei ole voimassa esimerkiksi seuraavilla arvoilla: ol-
koon x;(n) = u(n) ja x2(n) nollasignaali. Asetetaan vield a = 2 sekd b = 0. Valitaan vield
n = 0, jolloin

vasen puoli = Flax;(n)+bx,(n)] =F[2-1] = 22 =4
oikea puoli = aF[x;(n)] +bFx(n)] =2- 12 =2.

Koska ndma kaksi lauseketta saavat erisuuret arvot, jarjestelma ei ole lineaarinen.

2.2.3 Siirtoinvarianssi

Merkitdan y(n) = Flx(n)]. Jarjestelmd F(-) on talloin siirtoinvariantti (shift-invariant) eli
aikainvariantti (time-invariant), jos

yn—k) = Flx(n—k)]

aina, kun k € Z. Tama tarkoittaa toisin sanoen sitd, ettei jarjestelma ole riippuvainen ajasta,
vaan siirto voidaan tehda suodatusta ennen tai sen jdlkeen.
Siirtoinvarianssia voidaan tarkastella myos seuraavan kaavion avulla:

x(n) siirto - x(n—K)

suodatu suodatu

Y

Fx(n)] siito_ @
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Jos tulos on sama molempia kaavion reittejd pitkin, on kyseinen jdrjestelma siirtoinva-
riantti. Jos sen sijaan saadaan eri signaalit, niin jdrjestelma ei ole siirtoinvariantti.

Esimerkiksi jarjestelmd F[x(n)] = nx(n) ei ole siirtoinvariantti. Tama voidaan osoittaa
keksimailla sellainen signaali x(1), ettd siirron ja suodatuksen tulos on eri kuin suodatuk-
sen ja siirron. Valitaan x(n) = §(n). Jos téta siirretddn yksi askel oikealle, saadaan signaali
d(n — 1). Suodatettaessa tdima signaali kerrotaan kussakin pisteessd indeksilld n, eli pis-
teessdé n = 1 luvulla yksi. Lopputuloksena on siis d(n — 1), kuten alla olevassa kuvassa
nakyy.

—) 04] —)

siirto  °* suodatus

Jos operaatiot tehddan toisessa jédrjestyksessd, tulos on toinen. Suodatettaessa signaali
d(n) kerrotaan kukin arvo indeksilld n. Pisteessda n = 0 oleva arvo kerrotaan siis nollal-
la, joten tuloksena on nollasignaali. Nollasignaalin siirto ei muuta sitd mitenkdan, joten
tuloksena on nollasignaali, ks. alla oleva kuva.

e =

suodatus : ] siirto

Koska "siirto+suodatus” tuottaa signaalin y(n) = 6(n—1) ja "suodatus+siirto" signaalin
y(n) =0, ei jarjestelma ole siirtoinvariantti.

Toisena esimerkkini olkoon jarjestelmd F[x(n)] = e*™. Osoitetaan, ettd F on siirtoin-
variantti. Olkoon y(n) = F[x(n)] jokaisella indeksilld n € Z ja olkoon k € Z mielivaltai-
nen. Madritelldan lisdksi x;(n) = x(n — k). Talloin y(n — k) = e joka on sama kuin
Flx(n —k)] = Flx;(n)] = ev™ = ex"=¥)_ Naiin ollen F siis on siirtoinvariantti.

Siirtoinvarianssi on tidrked ldhinné teorian kannalta. Kdytannossa kaikki jarkevat jar-
jestelmaét ovat siirtoinvariantteja. Ei-siirtoinvariantti jarjestelmédhédn toimisi eri tavalla eri
ajanhetkilla.

2.2.4 Kausaalisuus

Jarjestelmén F(-) sanotaan olevan kausaalinen, jos vaste y(n) riippuu pelkdstaan herdtteen
arvoista x(n),x(n —1),x(n—2),...eikd arvoista x(n + 1), x(n + 2), x(n + 3), ... Kausaali-
suus siis tarkoittaa sitd, ettei jarjestelmdn tarvitse tietdd etukédteen, mitd arvoja herite tulee
jatkossa saamaan.

Tarkastellaan jarjestelmaa

1
Flx(n)] = g(X(n) +x(n—=1)+x(n—2) +x(n—3) +x(n—4)).
Vasteen laskemiseen kohdassa n tarvitaan selvéasti ainoastaan herdtteen arvoja x(n), x(n —

1), x(n—2),x(n — 3) ja x(n —4), joten jarjestelmd on kausaalinen.
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Jos sen sijaan tarkasteltavana on jdrjestelma

1
Fix(n)] = g(x(n+2) +x(n+1)+x(n)+x(n—1)+x(n—-2)),
niin vasteen laskemiseen kohdassa n tarvitaan herdtteen arvoja x(n + 2) ja x(n + 1), joten
jarjestelma ei ole kausaalinen.

2.2.5 Stabiilisuus

Lukujonon x(n) sanotaan olevan rajoitettu, jos on olemassa sellainen yldraja M € R, etta
x(n)] <M,

jokaisella indeksilld n. Diskreetti jarjestelma F(-) on stabiili, jos jokainen rajoitettu herdte
aiheuttaa rajoitetun ulostulon. Toisin sanoen, ehdosta

IM; eR:VneZ:|x(n) <M,

seuraa ehto
IM, eR:Vn e Z:|yn)| < M,,

missd y(n) = Flx(n)].
Tarkastellaan jarjestelmada

1
yn) = Flx(n)] = E(x(n) +x(n—1)+x(n—2)+x(n—3) +x(n—4)),
ja osoitetaan sen olevan stabiili. Oletetaan, ettd x(n) on rajoitettu. Silloin on olemassa sel-
lainen reaaliluku My, ettd [x(n)| < M, jokaisella indeksilld n. Stabiilisuuden osoittamiseksi
on ndytettdvd, ettd on olemassa sellainen M, € R, ettd [y(n)| < M, aina, kun n € Z. Voi-
daan helposti todistaa, ettd viiden sisddanmenonédytteen keskiarvo on aina néytteistd suu-
rimman ja pienimman valilla. Siis
—M; < nf?gl&nx(k) <ymn) < nf?gakénx(k) <M.

Ndin ollen vaste y(n) on rajoitettu aina, kun n € Z, joten jarjestelma F on stabiili.

Sen sijaan jdrjestelmd y(n) = F[x(n)] = nx(n) on epdstabiili, silld esimerkiksi yksikko-
askeljonolla u(n) (joka on rajoitettu) saadaan vasteeksi jono

0, kunn <0,
y(n) =

n, kunn >0,

joka ei selvastikdan ole rajoitettu.
Myoskdan jarjestelma
ymn)=1lyn—1)+x(n)

ei ole stabiili, silld syotteelld u(n) vaste kasvaa rajatta. Seuraavissa kappaleissa nahd&an,
ettd taman tyyppisten jarjestelmien stabiilisuustarkastelu voidaan tehda yksinkertaisesti
tarkastelemalla jarjestelmastd laskettavaa ns. napa-nollakuviota.
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2.3 Lineaariset siirtoinvariantit (LTI) jarjestelmat

Téassd kappaleessa tutustutaan jarjestelmiin, jotka ovat lineaarisia ja siirtoinvariantteja (li-

near time-invariant; LTI). Tulemme havaitsemaan, ettd tdllaisten jdrjestelmien suunnitte-

lu ja toteutus on suoraviivaista ja niiden avulla voidaan toteuttaa taajuuksia muokkaavia

suotimia. Tutustutaan ensin nédiden jarjestelmien perusominaisuuksiin.
Lineaarisuusominaisuus tarkoitti, ettd

1. kertolasku voidaan suorittaa ennen suodatusta tai sen jilkeen

2. yhteenlasku voidaan suorittaa ennen suodatusta tai sen jilkeen
Siirtoinvarianssi puolestaan tarkoitti, ettd

3. siirto voidaan tehdii ennen suodatusta tai sen jilkeen

Siispd LTI-jédrjestelmdn tapauksessa on yhdentekevad, suoritetaanko kertolasku, yhteen-
lasku tai siirto ennen suodatusta vai sen jdlkeen.

2.3.1 Impulssivaste ja konvoluutio

Mainittujen kolmen ominaisuuden ollessa voimassa jdrjestelmaélle saadaan kéteva esitys-
muoto: konvoluutio, jossa kaikki jarjestelmdn ominaisuudet maaraytyvat impulssivasteen
kautta. Impulssivaste méaritellddn seuraavasti.
Olkoon F(-) lineaarinen siirtoinvariantti jarjestelmad. Silloin sen impulssivaste (eli jarjes-
telmédn vaste impulssille) on F[5(n)] ja siitd kdytetdadn merkintdd h(n) = F[6(n)].
N&dimme aiemmin, ettd jokainen signaali voidaan esittd siirrettyjen ja skaalattujen im-
pulssien avulla:

x(n) = > x(k)s(n—k).
k=—00
Téatd muotoa kédyttden voidaan johtaa kaikille LTI-jdrjestelmille yhteinen konvoluutioesi-
tys. Jos jdrjestelma F(-) on lineaarinen ja siirtoinvariantti, niin silloin sen vaste heratteelld
x(n) voidaan esittdd muodossa

y(n) = Flx(n)] = f[kf x(K)5(n — k)]

= Y Fx(k)d(n—Xk)] (Lineaarisuus)
k=—00

= i x(k)F[d(n — k)] (Lineaarisuus)
k=—00
= f x(k)h(n —k) (Siirtoinvarianssi)

k=—00

LTI-jarjestelmén vaste mille tahansa herétteelle voidaan siis esittda yksikasitteisesti siir-
rettyjen yksikkondytteiden 6(n — k) vasteiden

hin—k) = F[5(n — k)]
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avulla. Kyseistd esitysmuotoa kutsutaan jonojen x(n) ja h(n) konvoluutioksi tai konvoluutio-
summaksi, ja konvoluution késitteeseen tutustutaan seuraavassa tarkemmin.

Tarkastellaan kahta lukujonoa x(n) ja h(n). Lukujonojen x(n) ja h(n) konvoluutiosta
kaytetddn merkintdd x(n) * h(n) ja se méaéritelldadn seuraavasti:

[e.o]

y(m) =x(n)«xh(n)= > x(kh(n—k).

k=—00

Seuraavassa kappaleessa osoitetaan, ettd konvoluutio on kommutatiivinen. Néin ollen ylla
olevan méaritelman sijasta voidaan kayttda seuraavaa yhtapitdvaa muotoa:

y(m) =h(n)xx(n) = > h(k)x(n—k).
k=—

Jalkimmadinen muoto on useimmissa tapauksissa havainnollisempi.
Esimerkki: Olkoon lineaarisen jarjestelman F(-) impulssivaste h(n) = 8(n)+25(n—1)+
d(n—2),eli
2, kunn =1,
h(n)=<1, kunn =0,2,
0  muulloin.

Mééritetdaan vaste y(n) = Flx(n)], kunx(n) =6(n) +d(n—1) + d(n—2) eli

1, kunn=0,1,2,
x(n) = ) .
0 muulloin.

Nyt

y(m) =h(n)xx(n) = > h(k)x(n—k).
k=—

Koska h(k) # 0 vain, kun k = 0, 1, 2, niin y(n) saa muodon

2

ym) = > h(kxn—k
k=0
= h(0)x(n)+h(1)x(n—1)+h(2)x(n—2)

= x(n)+2x(n—1)+x(n—2).

Siis

Muulloin y(n) = 0. Alla ensimmadisessd kuvassa on signaali x(n), toisessa signaali h(n) ja
kolmannessa signaali y(n).
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Toinen esimerkki konvoluutiosta on kappaleessa 5 sivulla 76. Tdssad esimerkissd tulee
esille myos konvoluution vaikutus taajuusjakaumaan.

2.3.2 Konvoluution ominaisuuksia

Seuraavassa esitetddn lyhyesti tarkeimpid konvoluution ja siten myds LTI-jarjestelmien
ominaisuuksia.

Kommutatiivisuus (vaihdantalaki): x(n) x h(n) = h(n) * x(n).
Distributiivisuus (osittelulaki): x(n) x (hy(n) + hy(n)) =x(n) * hy(n) +x(n) * h(n).

Kaskadi: Jos sellaiset jarjestelmét F;(-) ja F»(-), joiden impulssivasteet ovat h;(n) ja ha(n),
kytketddn sarjaan, niin kokonaisuuden eli jarjestelméan F;(F,(-)) impulssivaste on
hy(n)*xhy(n). Jarjestelmdd F;(F;(-)) sanotaan siis jdrjestelmien F; (-) ja F(-) kaskadiksi
(cascade) ja siitd kdytetdan merkintdd 77 o () = Fi(Fa(+)).

Kausaalisuus: Jarjestelmd on kausaalinen tarkalleen silloin, kun sen impulssivaste h(n)
toteuttaa ehdon:
n<0= h(n)=0.

Stabiilisuus: Jarjestelmd on stabiili tarkalleen silloin, kun sen impulssivaste h(n) toteuttaa
ehdon

[e.o]

Y (k) < oo,

k=—o00

eli jonon h(k) kaikkien alkioiden itseisarvojen summa on dédrellinen.
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Osoitetaan seuraavassa muutamia edellisistd kohdista.

Vaihdantalaki (x(n) * h(n) = h(n) * x(n)):

x(M)xh(n) = ) x(khn-k

Stabiilisuusehto: Oletetaan, ettd jarjestelmd, jonka impulssivaste on h(n), on stabiili. Sil-
loin esimerkiksi rajoitetulla heratteelld

—1, kunh(—m) <0

x(n) = sgnlh{-n)] = {1 kun h(—n) >0

saadaan rajoitettu vaste, joten erityisesti F[x(n)] on ddrellinen. Tarkastellaan nyt

n=0
kyseistd lauseketta ldhemmin.

Flx(n)]

n=0 k=—o0

= ) h(k)sgalh(—(-k))]

k=—

= Y h(K)sgn[h(k)]

k=—00

= ) (KL
k=—00

8

Niin ollen viimeinen summa on darellinen.

Oletetaan seuraavaksi, etta

D (k) =M, < oo,

k=—00
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ja olkoon x(n) mielivaltaisesti valittu rajoitettu lukujono (merkitddn [x(n)| < M,).
Silloin jarjestelmén vasteen itseisarvo herétteelld x(n) on

h(n) «x(n)| =

i h(k)x(n —k)
k=—00

A i h(k)x(n —X)|
k=—

— Y hMIkn—K)
k=—0c0

IN

> h(k)IM,
k=—o00

= My ) [h(K)
k=—
=  M;M,.

Ndin ollen jokainen rajoitettu herdte tuottaa kyseiselld jarjestelméllad rajoitetun vas-
teen, ja jdrjestelmd on stabiili.

2.3.3 FIR-jaIIR-suotimet

Konvoluution avulla voidaan siis esittdd kaikki lineaariset jarjestelmét. Konvoluutio kasit-
telee sisddntulevan signaalin x(n) lukujonon h(n) kertoimien médrittdmalla tavalla. Line-
aariset jarjestelmaét jaetaan kahteen luokkaan impulssivasteen pituuden mukaan.

FIR-suodin: Niin sanotun FIR-suotimen (finite impulse response) impulssivaste on dédrel-
lisen mittainen? (eli tietyn rajan jilkeen molempiin suuntiin impulssivaste on aina
nolla). Alla oleva kuva esittdd Matlabilla suunnitellun FIR-suotimen impulssivastet-
ta. Konvoluutio kyseisen impulssivasteen kanssa poistaa signaalista tiettyd rajataa-
juutta suuremmat taajuudet. Impulssivasteen pituus on nyt 31. Kaikki muut impuls-
sivasteen arvot ovat nollia.

0.2

0.15 1

°°:..=,Hm,,ﬂ hr,,m“_,..

0 5 10 15 20 25 30

-0.05

Kun lasketaan vastetta hetkelld n, kerrotaan heritteen x uusin ndyte x(n) impulssi-
vasteen nollannella termilld h(0), toiseksi uusin ndyte x(n—1) ensimmaiselld termilla

?Huomaa, ettd tdima on eri asia kuin lause: "impulssivaste on darellinen".
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h(1), ndyte x(n — 2) termilld h(2), jne. Lopuksi ndin saadut tulot lasketaan yhteen.
Kaavana tdma ilmaistaan muodossa

30
y(m) =) h{k)x(n—k).

k=0

Kausaalinen FIR-suodin méaritellddn yleisessd muodossaan kaavalla

M
y(n) =) h{k)x(n—k).
k=0

Suotimen aste M maddrdytyy suurimman viiveen mukaan. Tdmén suotimen aste on
M, mutta siind on N = M + 1 kerrointa. Alla on FIR-suotimen lohkokaavio.

h(2) h(M-1) h(M)

() U v

IIR-suodin: Niin sanotun IIR-suotimen (infinite impulse response) impulssivaste on &a-
rettdoméan pitka (eli ei ole rajaa, jonka jalkeen impulssivaste olisi aina nolla). Esimer-
kiksi impulssivaste: h(n) = u(n)(—0.9)". Kuvassa on vasteen 32 ensimmaistd termia.
Impulssivasteessa on kuitenkin darettomén paljon nollasta poikkeavia arvoja.

[IR-suotimet voidaan toteuttaa differenssiyhtildiden avulla. Adrettdbméan mittainen im-
pulssivaste saadaan aikaiseksi takaisinkytkennall, eli kdyttamalla aiemmin laskettuja vas-
tearvoja. Yleisessd muodossaan IIR-suodatin on operaatio, joka toteuttaa seuraavan diffe-
renssiyhtdlon ulostulojonon y(n) ja sisddnmenojonon x(n) valilla:

K M
y(n) = Z ax(n—k) + mey(n— m).
k=0 m=1

Suodin maééritelldan kertoimien ay, k = 0,1,...,Kja by, m = 1,2,..., M avulla. Seuraa-
vassa on tama differenssiyhtélo kaaviomuodossa.
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x(n) y(n)
ﬂ—»{ >+ —+) >
% \ / I

z* z!
x(n-1 + _|_>_<]_+ y(n-1)
O
z* 7!
x(n-2 . + + . y(n-2)
| t
z* | | z!
x(n—K+1)+ - > ,( + + >( < < +y(n—M+1)
&1 \> C‘ bM—l
z* 7!

&

Esimerkiksi aiemmin ollut impulssivaste h(n) = u(n)(—0.9)" saadaan differenssiyhta-
losta

ym) =—-0.9y(n —1) 4+ x(n),

kun herédtteend on impulssi §(n). Kuva jarjestelmédsta on alla.

x(n) RS @ y(n)
L1

Esimerkki: Lasketaan differenssiyhtdlon
ym) =—-09y(n—1) +x(n)

madrddman jarjestelman impulssivaste. Olkoon siis herdte x(n) yksikkondyte. Téllaisessa
tehtdavassa oletetaan, ettd y(n) = 0, kun n < 0 eli ettd vaste on kausaalinen. Aletaan laskea
vastetta indeksistd n = 0 alkaen:

y(0) =—-0.92y(0—1)+x(0) =1.
N
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Seuraavaksi asetetaan indeksiksi n = 1, sitten n = 2 ja niin edelleen:

y(1) = —09y(1—1)+x(1)=-0.9
R

y(2) = —0.9y(2—1)+x(2) =(—0.9)*
—n %

y(3) = —0.9yB—1)+x(3) =(-0.9)°
RO

y@4) = —09y(4—1)+x(4) = (-0.9)°
H/_/
=(—0.9)3 =0

Tassa vaiheessa havaitaan®, ettd vasteen yleinen muoto on
ymn) =(-0.9)", kunn >0
eli
y(n) =u(n)(-0.9)%
joka on tietenkin sama kuin edellisen esimerkin h(n).

Eri ldhteisséd kertoimien rooli saattaa olla toinen kuin ylld. Kyseessd on makuasia, joka
saattaa kuitenkin joissain tapauksissa aiheuttaa sekaannuksia. Esimerkiksi Matlabia kay-
tettdessd kertoimet annetaan vektoreina b ja a, missd b sisdltdd herdtteen x(n) kertoimet
(bo, by, b2, ..., bm) ja vektori a sisdltdd vasteen y(n) aikaisemmin laskettujen termien ker-

toimet (ayo, ai, . .., ag); siis juuri pdinvastoin kuin monisteessa (esim. s. 25). Y1ld olevat ker-
toimet toteuttavat Matlabissa jarjestelman

K M
Z ka(TL — k) = Z amy(n - m))
k=0 m=0
eli

1 K M
y(n) = ™ (ébkx(n—k) —n;amy(n—m)> :

Jos ap = 1 (kuten kaikissa Matlabin suunnittelemissa suotimissa on), saadaan lauseke vas-
taavaan muotoon kuin sivulla 25 oleva maéaritelma:

K M
y(n) = Z bx(n—k) — Z apy(n —m).
k=0 m=1

Ainoana erona nyt on, ettd vasteen kertoimet a,, (m = 1,2,..., M) ovat vastakkaismerk-
kisid (ks. my0s tehtdva 2.19).

SHaluttaessa perustella tismaillisesti lausekkeen y(n) yleinen muoto on kéytettivd matemaattista induk-

tiota luvun n suhteen: véitteend on y(n) = (—0.9)™. Induktion perusaskel (y(1) = —0.9) on voimassa. Ol-
koon n > 1. Tehdaan induktio-oletus: y(n) = (—0.9)™. Induktioviite y(n + 1) = (—0.9)™*! nihdaan seu-
raavasti: y(n + 1) = (=0.9)y(n) + x(n) = (=0.9) - (—0.9)™ + 0 = (—0.9)™*'. Induktioperiaatteen nojalla on

y(n) = (=0.9)™ aina, kun n > 1. Lisédksi tapaus n = 0 on jo késitelty, joten

vneN:yn)=(-09)".
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Harjoitustehtavia

2.1. Osoita yksikkdimpulssin ja yksikkdaskeleen madritelmid kadyttden luvussa 2.1 tode-
tut yhteydet

dn)=umn)—un-1) ja un)= i d(k)

k=—00

Voiko jalkimmadisessd yhtdlossd summan alaraja olla muukin kuin —oo?

2.2. (a) Mika differenssiyhtdlo on herdtteen x(n) ja vasteen y(n) valilld kun jarjestelman
lohkokaavio on alla olevan kuvan mukainen?

x(n)

-0.2427 -0.2001 0.7794 —-0.2001 -0.2427

OO

(b) Piirra lohkokaavio, kun

y(n) =0.11x(n) + 0.28x(n — 1) — 0.01x(n — 2) — 0.52x(n — 3).

2.3. (Matlab)

(a) Lataa Matlabin dédnitiedosto gong.mat muuttujaan y komennolla 1oad gong.
Tutustu konvoluution toteuttavaan komentoon (help conv) ja laske signaa-
lin y ja tehtdvan 2.2 (a)-kohdan kertoimista muodostetun vektorin konvoluutio.
Sijoita tulos muuttujaan z. Kuuntele alkuperdinen signaali ja vertaa sitd suo-
datustulokseen. Kertoimet oli valittu siten, ettd konvoluutiossa osa taajuuksista
poistuu. Arvioi mitka taajuudet poistettiin?

(b) Impulssivaste voi olla ihmisen suunnittelema (kuten a-kohdassa) tai mitattu
esim. jossain kaiullisessa tilassa. Jalkimmadisessd tapauksessahan se mallintaa
tilan akustiikkaa. Lataa kurssin sivulta tiedosto hall.wav,ja lataa se Matlabiin
komennolla wavread. Tiedosto esittdd ison salin impulssivastetta (ja kuulostaa
siis siltd kuin kdsia olisi lapsaytetty kirkossa). Lataa myos tiedosto seiska.mat,
ja laske sen ja lataamasi impulssivasteen konvoluutio. Kuuntele tulos ennen ja
jalkeen suodatusta. Tuloksen pitdisi kuulostaa siltd kuin puhe olisi siirretty kai-
ulliseen tilaan.

2.4. Osoita, ettei jarjestelma
Flx(n)] = ™

ole lineaarinen.
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2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

29.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

Onko jarjestelma
Fx(n)] = toiseksi suurin luvuista x(n), x(n — 1) ja x(n — 2)
lineaarinen? Miksi / miksi ei?

Osoita, ettd jarjestelma

Flx(n)] =x(n) + %x(n —1)+ %x(n —2)

on siirtoinvariantti.

Osoita, ettd jarjestelma

ei ole siirtoinvariantti.

Osoita, ettd jarjestelma

ei ole stabiili.

Osoita, ettd jarjestelma
Flx(n)] = sin(x(n))

on stabiili.

Osoita, ettd jarjestelma

y(mn) =x(n)-0.9y(n—1)
on stabiili.
(Matlab) Tekstissd mainitaan, ettei jarjestelmd y(n) = 1.7y(n — 1) 4+ x(n) ole stabiili
koska syotteelld u(n) vaste kasvaa rajatta. Kokeile tdtd Matlabilla seuraavasti. Luo
ensin patka signaalista u(n) kuten tehtavassa 1.1 (tee kuitenkin ykkosten osuudesta

hieman pidempi). Tutustu komentoon filter ja suodata u(n) mainitulla jdrjestel-
malld. Tulosta vaste ruudulle komennolla stem.

Madritelldan signaali x(n) ja impulssivaste h(n) seuraavasti:

x(n) = d(n)+26(m—1)—8(n—23)
h(n) = 26(n+1)+26(n—1)

Piirrd signaalit x(n) ja h(n). Laske signaali h(n) * x(n) ja piirrd myos se (kyndlld ja
paperilla).

(Matlab) Olkoot jonot x(n) ja h(n) kuten edelld. Laske konvoluutiot h(n) * x(n) seka
h(n) * h(n) * x(n) Matlabilla ja tulosta ne ruudulle (komentoja: conv, stem).
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2.14. (a) Laske konvoluutio h(n) % x(n), missa

h(n) =(%)umx

x(n) = umn-—1).

Vihje: tarvitset geometrisen sarjan summakaavaa.

(b) Onko impulssivasteen h(n) mddraama jarjestelma kausaalinen? Entd stabiili?

2.15. (a) Mitd differenssiyhtdlod alla oleva jarjestelmd kuvaa?

xm Do.z @ @ y()
Lz s
— 1 Ol

z z
0.8 -0.3
(b) Piirrd lohkokaavio jdrjestelmasta
() = x(n) + Sx(n—1) = 2x(n — 2) + y(n— 1) + 1y(n - 2)
ym) =xm) + 5x(n 7xn cyn gyn .

2.16. LTI+jdrjestelmédn F[x(n)] impulssivaste on

2, kunn=1,
h(n)=<1, kunn=0,2,

0  muulloin.
Mika on kaskadin F o F impulssivaste?
2.17. LTljérjestelmén herdtteen x(n) ja vasteen y(n) valilld on voimassa yhtalo
y(n) =0.75y(n—1) + 0.5x(n) + 0.5x(n — 1).
Madéritd jarjestelmdn impulssivaste.

2.18. Merkitdan LTI-jarjestelmédn vastetta yksikkoaskeleelle seuraavasti: z(n) = Flu(n)].
Maééritd impulssivaste h(n), kun askelvaste (step response) z(n) tiedetdan.*

2.19. (Matlab) Matlab suodattaa vektorissa x olevan signaalin komennolla

y=filter(b,a,x);

*Ndenndisestd esoteerisuudestaan huolimatta tilld lauseella on joskus kdyttod. Generoimalla herétteeksi
yksikkoaskel saadaan vastetta tarkastelemalla selville myos impulssivaste. Yksikkoaskel on lisdksi usein
helpompi generoida kuin impulssi.
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missd vektori b sisdltdd herdtteen x(n) kertoimet ja vektori a sisdltdd vasteen y(n)
aikaisemmin laskettujen termien kertoimet. Huomaa sivun 27 kommentti kertoimien
esitystavasta Matlabissa.

(a) Muodosta impulssisignaali 6(n) seuraavasti: delta=[1, zeros (1,127) ]; Suo-
data tdma suotimella, jonka differenssiyht&lo on

yn) =—-0.9yn—1) +x(n)

ja tulosta tulossignaali ruudulle.

(b) Suodata impulssi my6s tehtdvan 2.15 a-kohdan jarjestelmaélld ja tulosta tulossig-
naali ruudulle.

(c) Suodata impulssi jarjestelmalla
y(n) =x(n) +0.5x(n—1) +0.25x(n —2) + 0.5y(n — 1) + 0.6y(n — 2)
ja tulosta tulossignaali ruudulle.

Yksi edelldmainituista jarjestelmisté ei ole stabiili. Osaatko sanoa impulssivasteiden
perusteella mika?

2.20. (Matlab) Yritd saada edellisessd tehtdvdssd saamasi impulssivasteet Matlabin valmiil-
la impz-komennolla. Parametreina annetaan vektorit a ja b.

2.21. Mité jarjestelmid alla olevien kuvien lohkokaaviot esittdvat? Vastaus yhtalond x(n)m
ja y(n)mn valilla. Oikeanpuoleisen jarjestelmdn hahmottamisessa voi auttaa luento-
monisteen sivu 22.

x(n)

z z

y(n)

»
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Luku 3

Fourier-muunnos

Aiemmissa kappaleissa on jo sivuttu taajuuden késitettd. Fourier-muunnos liittda signaa-
lin ndytearvot sen sisdltdmiin taajuuksiin ja vastaa kysymykseen: "kuinka paljon signaalis-
sa on kutakin taajuutta”. Muunnoksen tuloksena saadaan signaalin taajuusjakauma. Alla
olevassa kuvassa on vasemmalla eréds testisignaali ja oikealla sen Fourier-muunnos, josta
nakyy selvasti mikd on ddnisignaalin hallitseva taajuus.

1

200

E-kirjain E-kirjaimen taajuusjakauma
T T T T

150

— > 100}
Fourier-

muunnos
50

0 Ao AMJ\ iratull

| . I |
5 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Aika (ms) Taajuus (Hz)

Fourier-muunnos voidaan tehdd jatkuvalle tai diskreetille signaalille. Riippuen signaa-
lin jaksollisuudesta tuloksena on vektori, diskreetti signaali tai jatkuva-aikainen signaali,
jotka kuvaavat signaalin sisdltdmid taajuuksia. Alla oleva taulukko esittdd neljaa eri muun-

nostyyppia.

Muunn'ettavan. Jatkuva-aikainen Diskreettiaikainen

signaalin tyyppi
Tuloksena on ei-jaksollinen | Tuloksena on jaksollinen
jatkuva-aikainen signaali. | jatkuva-aikainen signaali.

Ei-jaksollinen Kéytetddn nimitysta Kéytetddn nimitystd diskreetti-
Fourier-muunnos. aikainen Fourier-muunnos (DTFT).
(jatkuva — jatkuva) (diskreetti — jatkuva)
Tuloksena on ei-jaksollinen | Tuloksena on jaksollinen
diskreettiaikainen signaali. | diskreettiaikainen signaali.

Jaksollinen Kéytetddn nimitysta Kéytetddn nimitystd diskreetti
Fourier-sarja. Fourier-muunnos (DFT).
(jatkuva — diskreetti) (diskreetti — diskreetti)

Fourier-muunnos esittdd muunnettavan signaalin kompleksisten eksponenttifunktioi-

den (...,e 3" 72t e7it g0 eit @2t o3t ) avulla. Eulerin kaavan mukaan kukin néista
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funktioista on itse asiassa sinin ja kosinin summa:
e = cos(kt) + isin(kt).

Néin ollen kompleksinen eksponenttifunktio koostuu sinin ja kosinin vardhtelyista,
missd k madrad taajuuden. Kumpi tahansa muoto on kdyttokelpoinen, mutta kdytannossa
eksponettifunktion kanssa on paljon helpompi tydskennelld (esim. kahden kompleksisen
eksponettifunktion tulo: e**e'™ on helpompi sieventdi kuin (cos(kt)+1isin(kt))(cos(mt)+
isin(mt))).

Fourier-analyysin ideana on selvittdd voidaanko tietty signaali (funktio, lukujono) esit-
tdd kompleksisten eksponenttifunktioiden painotettuna summana (eli lineaarikombinaa-
tiona). Jos tdmd on mahdollista, tdytyy vield ratkaista kunkin eksponenttifunktion paino-
kerroin. Tdstd painokertoimesta voidaan sitten paatelld kuinka paljon signaalissa on ky-
seistd taajuutta. Lisdksi siitd kdy ilmi missd vaiheessa kyseinen taajuuskomponentti on.

Digitaalisen signaalinkésittelyn sovelluksissa kédytetdan pddasiassa diskreettid Fourier-
muunnosta signaalin taajuussisédltod analysoitaessa. Syyna on se, ettd laskenta on talloin
puettavissa matriisikertolaskun muotoon ja laskut ovat ndin ollen dérellisid ja helppoja
suorittaa tietokoneella. Muut muunnostyypit ovat teoreettisia tyokaluja joita kdytetddn
esimerkiksi suodinsuunnittelussa. Ndiden laskukaavat sisédltdvat ddrettomida summia se-
kd integraaleja, jotka ovat tietokoneella laskettaessa hankalia kisiteltdvida. Ndin ollen ne
soveltuvat huonommin taajuuksien automaattiseen analyysiin. Sen sijaan ne ovat korvaa-
maton tyokalu suunnitteluvaiheessa.

Sovellusten kannalta tarkein muunnostyyppi on diskreetti Fourier-muunnos ja sen to-
teuttava nopea algoritmi FFT. Muun muassa ikkunamenetelméan yhteydessa tarvitaan kui-
tenkin diskreettiaikaista Fourier-muunnosta, joten siithenkin on syytéd tutustua lyhyesti.
Téaydellisyyden vuoksi mainitaan my®0s jatkuva-aikaisten signaalien muunnokset, vaikka
ei vield tdssd monisteessa tarvitakaan. Ne saattavat tulla kuitenkin mythemmin vastaan
jatkuvia signaaleja kasiteltdessd, esimerkiksi tietoliikennetekniikassa.

Jonon Fourier-muunnoksesta on tapana kadyttdd vastaavaa isoa kirjainta; siis esim. jo-
non x Fourier-muunnos on X ja jonon y Fourier-muunnos on Y. Vastaava merkintdtapa on
kaytossd myos z-muunnoksen yhteydessa kappaleessa 4.

3.1 Fourier-muunnos (ei-jaksollinen jatkuva-aikainen sig-
naali)

Ensimmadinen muunnostyyppi muuntaa jatkuva-aikaisen signaalin jatkuva-aikaiseksi sig-
naaliksi, eli selvittdd kuinka jatkuva funktio voidaan esittdd kompleksisten eksponentiaa-
lien painotettuna integraalina’. Jos muunnettavana on ei-jaksollinen jatkuva-aikainen sig-
naali x(t) (t € R), mééritellddn sen Fourier-muunnos integraalina

X(e) = JOO x(t)e "Wt dt.

—0Q

!Painotettu integraali tarkoittaa integraalia, jossa integroitava funktio kerrotaan painofunktiolla ennen
integrointia. Vastaava kuin painotettu summa, mutta summan tilalla integraali.
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Tuloksena saadaan muuttujan w € R funktio®. Fourier-muunnoksesta padistddan takaisin
alkuperdiseen signaaliin kiiinteisellid Fourier-muunnoksella:

x(t) = %TJ X(el®)el*t dw.

—00
Merkintd X(e'“) saattaa ndyttdd hankalalta, mutta kuvastaa myshemmin tarkasteltavaa
Fourier-muunnoksen ja z-muunnoksen yhteyttd. Funktio X(e'®) on nyt siis reaalimuuttu-
jan w funktio. Periaatteessa voitaisiin siis kdyttdd merkintdd X(w), mutta se saattaisi ai-
heuttaa sekaannuksia jatkossa.

Esimerkiksi signaalin

1, kun —1<t<1
x(t) = .
0, muulloin

Fourier-muunnos on

' 2sin(w) k 0
X(e@) = @ > un w #
2, kun w = 0.

Kuvaajat ovat alla olevissa kuvissa; ylemmassé on x(t) ja alemmassa X(e'*). Yleensd Fourier-
muunnos on kompleksiarvoinen funktio, mutta tdssa esimerkissa tulosfunktio sattumoisin
oli reaalinen. Ndin kdy aina kun muunnettava signaali on symmetrinen y-akselin suhteen
(ks. harjoitus 3.13). Useimmiten lopputuloksessa on kuitenkin myos kompleksiosa. Téalloin
muunnos esitetddn kahtena kuvaajana: ensimmadisessd on funktion itseisarvo ja toisessa
sen vaihekulma.

15

o 4

-1
=18t -15m -12m -9 -6m -37 0 3n 6m 9  12m 151 181

3.2 Fourier-sarja (jaksollinen jatkuva-aikainen signaali)

Toinen muunnostyyppi muuntaa jatkuva-aikaisen signaalin diskreettiaikaiseksi, eli selvit-
tdd kuinka jaksollinen funktio on esitettdvissd kompleksisten eksponentiaalien painotettu-
na summana. Jaksollisen signaalin tapauksessahan ei voida kédyttda edellisen kappaleen

Taajuusmuuttujasta on tapana kéyttda kreikkalaista omega-kirjainta w. Muuttujasta w kiytetddn nimed
kulmataajuus.
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Fourier-muunnosta, koska jaksollisen signaalin tapauksessa Fourier-muunnoksen méa-
radvd integraali ei suppene®. Jaksollisen signaalin tapauksessa informaation maéra on siind
mielessd pienempi, ettd yksi jakso signaalista mddrda sen kédyttaytymisen taysin. Osoittau-
tuukin, ettd jaksollisen signaalin esittdmiseen riittdd diskreetti mddra taajuuksia. Tuloksena
on siis kokonaislukuarvoilla méaéritelty lukujono.

Olkoon x(t) 27-jaksollinen jatkuva-aikainen signaali (siis x(t) = x(t+271)). Sen Fourier-
sarja on diskreettiaikainen signaali

X(n) = %[J' x(t)e ™ dt,

—TT

missd n € Z.
Jos tiedetddn Fourier-sarja X(n), padstaan takaisin alkuperdiseen signaaliin kaavalla

x(t) = i X(n)e™,

Tarkastellaan esimerkkid jatkuvan jaksollisen signaalin Fourier-sarjaesityksestd. Maa-
ritellddn funktio x(t) seuraavasti:

= b kemogstsh,
0, muissa valin [—m, 7] pisteissa.

Funktio x(t) on nimeltddn kanttiaalto. Valin [—mn, 1] ulkopuolella f on periodinen: x(t) =
x(t + 271). Tamén funktion Fourier-sarjaesitys on

X(n) = {

Kuvaajat ovat alla; ensin on signaalin x(t) ja sitten sen Fourier-sarjakehitelméan kertoimien
kuvaaja. Tassdkin tapauksessa tulos on reaalinen, koska muunnettava signaali on symmet-
rinen y-akselin suhteen.

sin(nm/4)
) kun n # 0,

, kunn = 0.

PN

1.5

1 |

_05 L L L L L L L L L
—41 -3mn 21 -Tt 0 m 2n 3m 4m

0.25

o

02+ . B
0.15-
0.1

O-UZ*-.”- TS N I{ h- ST %, ceee, ]

A ] AP S

-0.05-

-0.1 w I ! ! |
-30 -20 -10 0 10 20 30

3Ainoa poikkeus on nollasignaali x(t) = 0.
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Kukin kerroin ilmoittaa nyt kuinka paljon alkuperédisessd signaalissa on kutakin taa-
juutta: termi X(n) ilmaisee milld kertoimella signaali e™ on mukana muodostamassa sig-
naalia x(t). Toisin sanoen, kuinka alkuperdinen signaali voidaan esittdd eritaajuisten sinien
ja kosinien summana. Funktion jako eri taajuuksiin onkin Fourier-analyysin tarkeimpia
kayttokohteita.

Fourier-sarjaa voidaan kadyttda hyviaksi mm. generoitaessa sinien ja kosinien avulla mo-
nimutkaisempia aaltomuotoja. Sahkoteknisissa laitteissa eritaajuuksiset siniaallot ovat ge-
neroitavissa melko luontevasti, mutta esimerkiksi edelldmainittu jaksollinen kanttiaalto
tdytyy muodostaa sinien ja kosinien avulla. Tdmé onnistuu kdyttden pientd osaa edel-
14 lasketun Fourier-sarjan kertoimista. Seuraavassa vasemmalla ylhdilld oleva kuva esit-
tad funktiota x(t) ja sen Fourier-sarjaa, jossa on kdytetty kertoimia X(—-5), X(—4),...,X(5)
(kaikkiaan 11 kpl). Nédin saadaan approksimaatio kanttiaallolle:

R(t) = X(=5)e "+ X(—4)e M+ X(=3)e St 4 ... + X(4)e*t + X(5)e’t
= —0.0450e7" + 0.0750e 3" + 0.1592e % + 0.225Te + 0.2500
+ 0.225Te't + 0.1592e% + 0.0750e — 0.0450e°,

Valitsemalla kertoimet symmetrisesti nollan molemmin puolin, supistuvat kaikki lausek-
keessa olevat imaginaariosat pois, ja lopputulos on reaalinen funktio.

Yhdentoista kertoimen avulla saatava approksimaatio ei ole vield kovin tarkka, mut-
ta kertoimia lisidmalld saadaan funktio lahemmas todellista kanttiaaltoa. Yldoikealla on
kaytetty 21 kerrointa, alhaalla vasemmalla 41 kerrointa ja vihdoin alaoikealla 101 kerroin-
ta. Kuvista havaitaan, ettd approksimaatio muuttuu tarkemmaksi kun kertoimien maaraa
lisatddn. Pystyakselille jad kuitenkin aina noin kymmenen prosentin heitto reunan mo-
lemmille puolille. On havaittu, ettei tatd maksimipoikkeamaa voida pienentdd kertoimien
madrad kasvattamalla. Kertoimien lisidminen kylld kaventaa korkeinta huippua, mutta
sen korkeus pysyy suunnilleen vakiona. Tastd Fourier-sarjalle tyypillisestd kdyttdytymi-
sestd kdytetddan nimed Gibbs-ilmio (engl. Gibbs phenomenon).

I I I I I I I I I I I I
- -1/2 0 /2 s -1 -1/2 0 /2 s

I I I I I I I I I I I I I
- -1/2 0 /2 i - -1/2 0 /2 i
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3.3 Diskreettiaikainen Fourier-muunnos (diskreettiaikainen
ei-jaksollinen signaali)

Kolmannessa muunnostyypissd ei-jaksollinen lukujono esitetddn kompleksisten ekspo-
nentiaalien painotettuna integraalina. Toisin kuin ensimmadisessd muunnostyypissd, nyt
riittdd integroida valilla [—m, 7). Diskreettiaikaisen ei-jaksollisen signaalin x(n) Fourier-
muunnos on signaali

X(e'?) = i x(n)e en,

Tuloksena on siis reaalimuuttujan w funktio X. Jos tdima funktio tiedetddn, paastaan takai-
sin alkuperédiseen signaaliin kaavalla

x(n) = lJ X(e™®)e!™ dw.
21

—Tt

Kaavoista havaitaan, ettd itse asiassa tdimd muunnos maéaritellidan melkein samoilla kaa-
voilla kuin edellisen kappaleen Fourier-sarja.

Esimerkki: Madrataan signaalin x(n) = 0.5"u(n) Fourier-muunnos. Nyt

X(e) = i x(n)e "
= i 0.5"e "“"u(n)

— Y 05t en
n=0

= Z(O.Se‘i“’)“ (Geom. sarja, [0.5¢ 7| = 0.5 < 1)
n=0

I
1 —0.5e i’

Alla ovat alkuperdisen signaalin ja sen Fourier-muunnoksen kuvaajat; ensimmadisend on
alkuperéisen signaalin x(n) kuvaaja, toisena sen Fourier-muunnoksen itseisarvon |X(e'“)|
kuvaaja ja kolmantena Fourier-muunnoksen vaihekulman arg(X(e'*)) kuvaaja kulmataa-
juuden w funktiona.

0.5F

[
)
I e
| o

L o

lo

e

b
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2.5

—6.2832 -3.1416 0 3.1416 6.2832

Diskreettiaikainen Fourier-muunnos X(e'*) ilmaisee mill4 kertoimella eri kompleksiset
eksponenttifunktiot tulee ottaa mukaan muodostettaessa tarkasteltavan signaalin esitysta
taajuuksien avulla. Jos halutaan tietdd kuinka suurella kertoimella taajuus f Hertseind on
mukana annetussa lukujonossa, jaetaan f ensin ndytteenottotaajuudella F; ja ndin saatu
normalisoitu taajuus % muunnetaan kulmataajuudeksi w kertomalla luvulla 27t. Olete-
taan esimerkiksi, ettd edellisen esimerkin signaali x(n) = 0.5™u(n) on saatu aikaan jar-
jestelmadlld, jonka nédytteenottotaajuus on 8000 Hz. Nyt 1000 Hertsin taajuus (eli signaali
el (2m1000/8000)) o gignaalissa mukana kertoimella

. . st ]
X(el-ZnF—fs) — X(el-ZH%) — X(eT) == 1.19 — 0.651.
1—0.5e 4

n-(271-2000,/8000

Vastaavasti 2000 Hertsin taajuus (eli signaali e )) on signaalissa x(n) mukana

kertoimella

1.2772000 m 1

X(ei'zﬂp—fs) = X(e"“s000 ) = X(e?) — = 0.8 — 0.44.

1—0.5e 2
Koska tuhannen Hertsin kerroin on itseisarvoltaan 1.36 ja kahdentuhannen Hertsin ker-
roin 0.89, on signaalissa enemmaén tuhannen Hertsin taajuutta kuin kahdentuhannen Hert-
sin taajuutta. Kaikkien signaalin sisdltdmien taajuuksien jakauma voidaan lukea ylla ole-
vasta funktion [X(e'*)| kuvaajasta. Nollataajuus on luonnollisesti nollan kohdalla ja sig-
naalin sisdltdma suurin taajuus (eli Nyquistin rajataajuus) on kulmataajuuden w = 27 -
(0.5F;)/Fs = m kohdalla. Eniten signaalissa on nollataajuutta (kertoimen itseisarvo on 2) ja
vihiten Nyquistin taajuutta (kertoimen itseisarvo on 2).

Vaikka kertoimet ja eksponenttifunktiot ovatkin kompleksisia, integroinnin tuloksena
on tdssd tapauksessa reaalinen lukujono, koska negatiiviset taajuudet kumoavat komplek-
sitermit.

3.4 Diskreetti Fourier-muunnos (diskreettiaikainen jaksol-
linen signaali)

Sovellusten kannalta tarkein mainituista neljastd muunnostyypistd on diskreetti Fourier-
muunnos joka muuntaa diskreettiaikaisen jaksollisen signaalin diskreettiaikaiseksi jaksol-
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liseksi signaaliksi. Muunnoksen lopputulos sisdltdd tiedon alkuperdisen signaalin sisélta-
mistd taajuuksista, joita on dédrellinen méara. Jakson pituutta kasvatettaessa kohti ddretonta
on lopputuloksena diskreettiaikainen Fourier-muunnos, eli taajuusakseli muuttuu téalloin
jatkuvaksi. Koska jaksollisesta signaalista tarvitsee tietdd vain yksi jakso, voidaan koko
operaatio esittdd vektoreiden avulla. Tadlloin itse operaatio on matriisikertolasku. Tahdn
muotoon palataan méaritelmien jalkeen.

Diskreetin Fourier-muunnoksen maéritelméassa on kertoimena luku wy = e , joka
on nimeltadn ykkosen N:s juuri (N’th root of unity). Nimensa mukaisesti timén luvun N:s
potenssi on yksi:

27mi/N

N

wy = (ezm/N)N — o2

e’™ = cos(2m) + isin(2m) = 1.

Luku wy sijaitsee kompleksitason yksikkdympyrilld kulmassa 27t/N. Kulma on §; ko-
ko ympyrastd, ks. kuva.

Im
N
sin(2m /8
2n
) Re
cos(2t /8)

Diskreettiaikaisen jaksollisen signaalin x(n) (jakso N) Fourier-muunnos maééritelldan
kaavalla

N-—1
X(m) =) x(kJwy.
k=0

Signaalin X(n) kddnteinen diskreetti Fourier-muunnos on

1 N
x(n) = N X(k)wyt.
k=0
Diskreetti Fourier-muunnos (DFT) ja kddnteinen diskreetti Fourier-muunnos (IDFT) on
mahdollista esittdd myos matriisimuodossa. Tdméa onkin yleensad kaikkein kdtevin esitys-
muoto. Olkoon x(n) muunnettava signaali, ja vektori
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sen yksi jakso. Tédlloin sen diskreetti Fourier-muunnos saadaan kertomalla vektori x mat-
riisilla

0 0 0 0
wy o Wy wy Vt)lll\l .
0 1 -2 —(N—
wy Wy N WNZ(N -y
0 -2 —4 —2(N—

wy o Wy wy cee Wy
0 —(N-1) —2(N-T1) —(N=1)?
wrn Wy N cee Wy

Esimerkiksi perusjaksolla N = 4 DFT saadaan laskettua kertomalla vektori matriisilla

wi wi wy wl T 1 1 1
wd ow,h wt w1 A -1
wd w2 owt w1 =11
wd ow? ow® owy? T i =1 —

Matriisi on generoitavissa kompleksitason yksikkdympyran avulla. Tapauksessa N = 4
kaikki termit ovat luvun wy ei-positiivisia potensseja. Luku wjy sijaitsee yksikkoympyral-
1d kulmassa &, joka on neljasosa koko ympyréstd. Negatiiviset potenssit saadaan kuten
positiivisetkin, paitsi ettd kiertosuunta vaihtuu.

Im
v

Re

=

Muunnosmatriisin ylimmalla rivilld eksponentti on aina nolla, seuraavalla rivilld se
pienenee aina yhdelld, sitd seuraavilla kahdella, kolmella, jne. Esimerkiksi tapauksessa
N = 6 muunnosmatriisi on seuraava.

w2 wl o w? o wg o wd wl « eksponentin muutoson 0
w? We_] wgz w6_3 wg4 w6_5 — eksponentin muutos on — 1
wd owet owt owt ow w1 — eksponentin muutos on — 2
w2 w6_3 wg6 wg9 wgu w6_15 — eksponentin muutos on — 3
wl weh w2 w2 w'® w;® |« eksponentin muutos on — 4
wl wz® w ' wP w;® w;®/ « eksponentin muutos on —5

Muunnosmatriisi on helppo tehda piirtamalla yksikkdympyrélle luvun wy ei-positiiviset
potenssit ja hyppimadlld nédin saatuja pisteitd myotapdivadn nollan, yhden, kahden, jne.
askeleen vélein.
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Esimerkki: Lasketaan lukujonon x(n): (0, 1,2, 3)" diskreetti Fourier-muunnos. Muunnos
tapahtuu matriisikertolaskulla:

11 1 1\ /0 6
1 —i =1 i |[1] [—2+2
1 -1 1 =127 | -2
1 i -1 —i) \3 —2-2i

Perusjakson N = 4 tapauksessa muunnosmatriisi on yksinkertainen. Tilanne saattaa
olla toinen muilla perusjaksoilla.

Esimerkki: Lasketaan lukujonon x(n): (0,1,2)" diskreetti Fourier-muunnos. Nyt perus-
jakso on N = 3, jolloin tarvittava muunnosmatriisi on

0 0
WS w3] w_;;2
Wy wy w3

22
wd wi? owy?

Nyt luvut w3* k = 0,1,2,4, saadaan laskettua Eulerin kaavan avulla, jolloin muunnos-
matriisiksi tulee Nyt luvut wgk, k = 0,1, 2,4, saadaan laskettua Eulerin kaavan avulla,
jolloin muunnosmatriisiksi tulee

1 1 1

1 -3 1 V3
O B A
1 2+12 -3 17

Muunnosmatriisin laskemista voidaan havainnollistaa yksikkoympyran avulla:

Im
iy
3 Re
1/2 wh=wi=1
1_. -4
W3_W3
Haluttu diskreetti Fourier-muunnos on nyt siis
1 1 1 0 3
— 1 _ 533 1, 3V3 — 3, ;3
1 —3+i% -1 1%/ \2 -~y
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Vektorin X kddnteismuunnos saadaan kertomalla vektori matriisilla

0 0 0 0
wg, Wy wrz\, . V\IilNl
0 2 4 -
N WN WN WN .« e WN s
0 N-—1 2(N—1) (N-1)2
wN Wy Wy RN

eli aiemmin olleen matriisin kdidnteismatriisilla. Matriisi eroaa aikaisemmasta siten, et-
td eksponentit ovat vastakkaismerkkisid ja matriisilla on kerroin 3. Kertoimet ndhddan
tassdkin tapauksessa yksikkdympyriltd, mutta nyt vastapdivdan kiertdmalld. Tapauksessa

N = 4 matriisi saa muodon

wi wi wi wi
TIwy we wy wy
4 [ wd wi wi w§
wi wi w§ wj

Bl =

-1 1 -1
—i =1 i

—_— ) ) —d
P
|
—_—
|
P

Esimerkki: Olkoon erdén signaalin diskreetti Fourier-muunnos X(n): (-3, %, 6”—\/35‘/5 )T
Madrataan alkuperdinen signaali x(n) eli signaalin X(n) kddnteinen Fourier-muunnos. Yl-
14 on jo laskettu perusjaksoa N = 3 vastaava muunnosmatriisi. Vastaavasti saadaan kadan-

teismuunnoksen matriisi:

: 1 1 1
1 - /3 1 VE)
g ] _z+17 —2—17
| I A
Nyt
N 1 -3 :
N e ) [ = (o).
1 _:V3 1 V3 6i+3v/3 —
1 — -1 —+1%/) \57 4

joten x(n): (1,0,—4)".

3.4.1 Diskreetin Fourier-muunnoksen ominaisuuksia

Seuraavassa tarkastellaan diskreetin Fourier-muunnoksen tarkeimpid ominaisuuksia.

| Lukujono | Diskreetti Fourier-muunnos ||
x(n) X(n)
y(n) Y(n)
ax(n) + by(n) aX(n) +b¥Y(n)
x(n+m) wim™X(n)
wi"™x(n) X(n+m)
x(n) * y(n) (konvoluutio) X(n)Y(n)
x(n)y(n) 1X(n) * Y(n)
x(n) (kompleksikonjugaatti) | X(—n)
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Lisédksi seuraavat ominaisuudet pitdvat paikkansa jos lukujono x(n) on reaalinen.
e X(n) =X(—)

e Re [X(n)] =Re [X(—)]

e Im [X(n)] = —Im [X(—n)]

IX(n)] = [X(—n)| (DFT on siis symmetrinen origon suhteen.)

e arg[X(n)] = —arg[X(—m)].

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jonon y(n) = x(n + m) diskreetti Fourier-muunnos on
wi™X(n), kun jonon x(n) diskreetti Fourier-muunnos on X(n). Tarkastellaan jonon y(n)
diskreettid Fourier-muunnosta:

— Z y 7nk 7nm
_ Z y n(k+m)

= ZX (k + m)wym™,

Koska jono x(n) on periodinen jaksolla N, niin voidaan viimeisessd summassa vaihtaa
muuttujaa v = k + m. Silloin saadaan lauseke

Tutkitaan toisena esimerkkini vield erittdin tirkedd konvoluution diskreettia Fourier-
muunnosta*. Olkoot x(n) ja y(n) jaksollisia lukujonoja (jakso = N) ja X(n) ja Y(n) niiden

4Tdssd yhteydessd kyseessd on ns. jaksollinen konvoluutio (engl. circular convolution), joka saadaan

lausekkeesta N
n) =Y x(kymn-
k=0

eiké tavallinen konvoluutio, joka saadaan lausekkeesta

(oo}

x(m)xym) = > x(kyn—Xk).

k=—o00

Tavallinen konvoluutiohan ei jaksollisten jonojen tapauksessa edes suppene, ja diskreetin Fourier-muun-
noksen yhteydessd jonot oletetaan jaksollisiksi. Jaksollisesta konvoluutiosta kdytetdan joissain yhteyksissa
merkintaa

x(n) ® y(n).
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Fourier-muunnokset. Tarkastellaan jonon X(n)Y(n) kddnteistd Fourier-muunnosta:

1 N
N 2 XY ()i
k=0
1 N2t N N—1
= N x(r)wﬁ‘“] [ y(m)wﬁkm] Wi
k=0 =0 m=0
] NZIN N—1
=N x(r)y(m) Y wwmwik
=0 m=0 k=0
1 NZI N N—1
= — x(riy(m) Y wym ™
N =0 m=0 k=0

Nyt lauseke (*) saa arvon N silloin kunn —r —m =0, eli m = n — r ja arvon 0 muulloin.
Nain ollen koko summalauseke saa muodon

1 N—-1

—Zx(r)y(n—r) ‘N =x(n) *y(n).

r=0

Fourier-muunnos muuntaa siis konvoluution kertolaskuksi. Ominaisuus on voimassa
muillakin muunnostyypeilld sekd seuraavan kappaleen z-muunnoksella. Kertolaskun yk-
sinkertaisuus ja havainnollisuus konvoluutioon verrattuna tekee tdstd ominaisuudesta tér-
kedn tyokalun jatkossa. Tamad my0s antaa konvoluutiolle taajuustulkinnan: konvoluutios-
sa taajuusjakaumat kerrotaan keskendan. Tama mahdollistaa sellaisten jonojen suunnitte-
lun, jotka konvoluutiossa poistavat tietyt taajuudet kokonaan—riittd4, ettd taajuusvaste on
poistettavalla alueella nolla.

3.4.2 Nopea Fourier-muunnos (FFT)

Vektoreiden Fourier-muunnosten laskeminen suoraan maédritelmédn perusteella on kay-
tannossd melko vaivalloista. N-ulotteisen vektorin kertominen N x N-matriisilla vaatii
N? kertolaskua ja N(N — 1) yhteenlaskua. N-ulotteisen Fourier-muunnoksen ajantarve on
siis suoraan verrannollinen dimension nelioon. Kuitenkin niin sanotulla nopealla Fourier-
muunnoksella (engl. Fast Fourier Transform; FFT) voidaan Fourier-muunnos toteuttaa komp-
leksisuudella O(Nlog N), eli huomattavasti nopeammin etenkin kun N on suuri. Seuraa-
vassa tarkastellaan nopeaa Fourier-muunnosta.

Vuonna 1965 julkaistussa artikkelissaan Cooley ja Tukey esittelivat nopeamman ta-
van suorittaa diskreetti Fourier-muunnos, ja tdima tulos antoikin Fourier-analyysille aivan
uusia ulottuvuuksia ja kdytannon sovelluksia. Vaikka nopean Fourier-muunnoksen peri-
aate olikin jo Gaussin keksimd, vasta Cooley ja Tukey havaitsivat sen kdyttokelpoisuuden
tietokoneilla suoritettavassa laskennassa.

Tama Cooleyn ja Tukeyn nopea Fourier-muunnos perustuu niin sanottuun hajoita ja hal-
litse -algoritmien suunnittelumenetelméén, jossa annettu tehtivd muunnetaan ensin pie-
nemmiksi osaongelmiksi, jotka sitten voidaan ratkaista huomattavasti helpommin kuin
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alkuperdinen ongelma. FFT-algoritmin tapauksessa muunnettava vektori jaetaan kahteen
osaan ja ndin saadut vektorit muunnetaan rekursiivisesti samalla algoritmilla. Rekursio
loppuu kun muunnettavan vektorin dimensio on yksi, koska yksiulotteisen vektorin Fou-
rier-muunnos on madritelmén perusteella se itse. Koska joka vaiheessa vektori jaetaan kah-
tia, on sen alkuperédinen dimensio oltava muotoa 2%, k € N.

Itse muunnoksen johtamisessa tarvitaan seuraavaa huomiota luvuista wy ja wy. Nailld
luvuilla on nimittdin voimassa sdaanto

2.2mi 2mi
wh =e % =e* =w. (3.1)

S&annon mukaan yli- ja alaindeksi voidaan "supistaa" esimerkiksi nédin: wi = w; ja wi, =

ws. Yhtdlostd (3.1) ndhdadédn helposti, ettd sdanto on voimassa myos muille yhteisille teki-
joille kuin kakkoselle. Seuraavassa Fourier-muunnoksen algoritmin johtamisessa tarvitaan
kuitenkin vain kaavan (3.1) tapausta.

Olkoon x(n) jaksollinen lukujono, jonka jakso on N = 2* (k € N). Sen diskreetti
Fourier-muunnos on méaritelmdn mukaan

N—1
X(m) =) x(kjwy"™.
k=0

Tarkastellaan erikseen parillis- ja paritonindeksisid komponentteja:

N_4 N4
2 2

X(TL) = X(zk)wan(Zk) + Z X(Zk + ])WEH(ZK-H).
k=0 k=0

Koska kaavan (3.1) mukaan w§ = wy 2, niin

%_1 %_1

X(m) = 3 x(2KPwils w3 {2k 1wy
k=0 —

Jos merkitddn xo (k) = x(2k) ja x; (k) = x(2k 4+ 1) (ja Fourier-muunnoksia vastaavasti Xo(n)
ja Xj(n)), niin saadaan yhtalo

X(n) = Xo(n) + wi"Xq(n), (3.2)
kunn=0,1,2,...,N/2—1ja
X(n) = Xo(n — N/2) + WX (n — N/2), (3.3)

kunn=N/2N/2+4+1,...,N—1.
Jakojaannoksen avulla ndma voidaan esittdd myos yhtend kaavana:

X(n) = Xo (mod (n,N/2)) +w"X; (mod (n,N/2)), (3.4)

missin =0,1,...,N —1jamod(a, b) on jakojadnnos jaettaessa luku a luvulla b.

Nain ollen Fourier-muunnos periodiselle jonolle, jonka jakso on N saadaan laskemalla
kaksi Fourier-muunnosta, joiden pituudet ovat N/2. Nama kaksi edelleen saadaan rekur-
siivisesti laskemalla yhteensd nelja Fourier-muunnosta, joiden pituudet ovat N /4. N&in
saatiin nopean Fourier-muunnoksen algoritmi.
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Nopean Fourier-muunnoksen algoritmi

1. Jos muunnettavan vektorin dimensio on N = 1, palauta se sellaisenaan.

2. Jaetaan muunnettava lukujono x(n) kahdeksi lukujonoksi xy(n) ja x;(n), joista
Xo(n) koostuu parillisindeksisistd ja x;(n) paritonindeksisistd komponenteista.

3. Lasketaan lukujonojen x(n) ja x;(n) Fourier-muunnokset rekursiivisesti télld al-
goritmilla.

4. Lopputulos saadaan yhdistamalld jonot X,(n) ja X;(n) kaavojen (3.2) ja (3.3) tai
(3.4) mukaisesti.

Esimerkki: Tarkastellaan jaksollista lukujonoa (0, 1,2, 3)", jonka jakso on 4 ja suoritetaan
sille nopea Fourier-muunnos. Ensin muodostetaan lukujonot xo(n): (0,2)" ja x;(n): (1,3)7,
joille suoritetaan Fourier-muunnokset. Jonojen Fourier-muunnokset ovat Xo(n): (2,—-2)"ja
Xi(n): (4,—2)". Kaavoista (3.2) ja (3.3) saadaan

X(0) = Xo(0)4+ W) X;(0) =6

X(1) = Xo(M+w'X(1)=-2+2i

X(2) = Xo2—2)+w;2X;(2-2) =2
T T T

X(3) = Xo(3-2)+w;*X;(3-2)=-2-2i

Vastaavasti voidaan alkuperdinen Fourier-muunnoksen mddrddava summa jakaa nel-
jddn eri osaan, jolloin saadaan niin sanottu radix-4 FFT-algoritmi. Kahdeksaan osaan jaka-
minen tuottaa vastaavasti radix-8-algoritmin, jne. Talloin lukujonojen pituuden pitda olla
joku neljan tai kahdeksan potenssi.

Seuraavassa on Fourier-muunnoksen toteuttava C++ -kielinen ohjelmakoodi. Ohjel-
masta puuttuu padohjelma, joka kutsuu funktiota FFT. Kdantyvéa ohjelma, jossa myos paa-
ohjelma on mukana, 16ytyy osoitteesta

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-11000/FFT.cpp
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// M&dritelld&dn oma kompleksivektorityyppi luettavuuden
// parantamiseksi.

typedef vector < complex <double> > ComplexVector;

ComplexVector FFT (ComplexVector data)
{

int N = data.size();

ComplexVector even;
ComplexVector odd;
ComplexVector evenResult;
ComplexVector oddResult;
ComplexVector finalResult (N);
int k;

// M&dritellddn pii, imaginddriyksikkd ja ykkdsen N:s juuri.

double pi = 3.14159265358979;
complex<double> I (0, 1);
complex<double> w N = exp(2 » pi » I / (double) N);

// Jos muunnettavan vektorin dimensio on 1, rekursio padttyy.

if (N == 1)
{

return data;

// Jaetaan sydte paritonindeksisiin (odd) Jja
// parillisindeksisiin (even) alkioihin.

for (k = 0; k < N; k += 2)

{
even.push_back (data [k]);
odd.push_back (data [k+1]);

// Lasketaan ndin saatujen N/2-ulotteisten
// vektoreiden (even ja odd) Fourier—-muunnokset.

evenResult FFT (even);
oddResult = FFT (odd);

// Lasketaan lopullinen tulos yhdistdmdlld Jjonot
// kaavalla (3.4).

for (k = 0; k < N; k++)
{
finalResult [k] = evenResult [k % (N/2
+ pow (w_N, -k) % oddResult [k % (N

return finalResult;
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Harjoitustehtavia
3.1. Laske késin lukujonon x(n) = (—1,2,3, 1) diskreetti Fourier-muunnos ja piirrd sen

3.2.
3.3.

34.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

tarkoittaa lukujonoa, jonka jakso N = 4 ja termit

)

Laske lukujonon x(n) = (1,1,1,1,0,0, 0, 0) diskreetti Fourier-muunnos.

itseisarvojen kuvaaja. (Téassa x(n)
cey—1,2,3,1,-1,2,3,1,-1,2,3,1

Laske nopean Fourier-muunnoksen algoritmia jéljitellen jonon x(n) = (4,—1,2,0)
diskreetti Fourier-muunnos. Voit kdyttaa hyviksi tietoa, etta lukujonon (4, 2) DFT on
(6,2) ja lukujonon (—1,0) DFT on (—1,—1).

Laske nopean Fourier-muunnoksen algoritmia jiljitellen jonon x(n) = (-7, 0, —4, =9,
5,9, 8, 8) diskreetti Fourier-muunnos. Voit kdyttda hyvéksi tietoa, ettd lukujonon (-7,
—4,5,8) DFT on (2, —12+412i, —6,—12—12i) ja lukujonon (0, -9, 2, 8) DFT on (8, -9+
171,10, —9 — 171).

(Matlab) Tutkitaan kolmea jaksollista signaalia, joiden yksi jakso on

xn) = 1, kun0<n<7
T )0, kun8<n <30
wn) = 1, kun0<n<7
2 N 0, kun8<n <60

kin0<n<7
kun8 <n <120

1,
x3(n) =
3(n) { 0,
Laske ndiden diskreetit Fourier-muunnokset Matlabilla ja tulosta niiden itseisarvojen
kuvaajat samaan ikkunaan (komentoja: £ft, abs, plot, stem, subplot).

Osoita konvoluution Fourier-muunnoksen johtamisessa tarvittu tulos
N-1
Zwlﬁln: N, kunn:O,
" 0, kunn=1,2,...,N—1.

Osoita, ettd yksikkdoimpulssissa 8(n) on kaikkia taajuuksia yhtd paljon. (Vihje: Laske
sopiva Fourier-muunnos.)

(Matlab) Generoi yhden sekunnin mittainen signaali, jonka taajuus on 1000 Hz, kun
ndytteenottotaajuus on 8192 Hz. Laske signaalin DFT Matlabin komennolla fft ja
tulosta ruudulle sen itseisarvojen kuvaaja. (help fft, help plot, help abs).
Kuviossa pitdisi erottua selva piikki vaaka-akselin kahdessa kohdassa. Piikki vastaa
taajuutta 1000 Hz.

(Matlab) Luentomonisteessa laskettiin lukujonon x(n) = 0.5"u(n) diskreettiaikaisek-
si Fourier-muunnokseksi X(e'*) = 1/(1 — 0.5e7'*). Tulosta tdm&n kuvaaja luomal-
la ensin taajuusvektori omega=0:0.1:2p1i; ja evaluoimalla funktio [X(e'*)| ndis-
sd pisteissd: X=abs (1./ (1-0.5*exp (-ixomega))) ;. Tulosta kuvaaja ruudulle:
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3.10.

plot (omega, X) ; Tuloskuvaajaa voidaan approksimoida FFT:n avulla. Ota lukujo-
non 64 ensimmadistd termid (x=0.5." (0:63) ;), laske sen FFT ja tulosta itseisarvot
komennolla st em ruudulle. Vertaa tuloksia.

(Matlab) Fourier-muunnoksen matriisin (jakso N = 8) voi luoda komennolla

N=8;
F=exp (—2*pi*i* (0:N-1)"+(0:N-1)/N);

Talloinhan satunnaisvektorin rand (N, 1) Fourier-muunnos saadaan komennolla X=
F+rand (N, 1). Vertaillaan laskennan tehokkuutta suhteessa FFT-algoritmiin. Mat-
lab antaa kdytetyn CPU-ajan komennoilla

tic; X=F*rand(N,1l); toc

Vertaa tdtd FFT:n nopeuteen, jonka saat komennoilla

tic; X=fft (rand(N,1l)); toc

Tee kokeet ensin tapauksessa N = 8. Tee sitten samat kokeet kun N = 16,32, 64,
128,256,512 ja 1024. Tee kokeet muutamaan kertaan, koska ajat vaihtelevat jonkin
verran. Tulosta ruudulle laskenta-aikoja kuvaavat kdyrat. Jos kdyttdimadsi kone on
kovin nopea, tulokset voivat pyoristyd nollaan. Selvitd silloin esim. sadan DFT:n ja

FFT:n vaatimat laskenta-ajat sijoittamalla laskenta for-silmukan sisdan; esim.

tic; for k=1:100, X=fft(rand(N,1)); end; toc

3.11. (Matlab)

(a) Luo satunnaissignaali (=vektori), jonka pituus on 8192 néytettd (help rand).

Laske sen (jaksollinen) konvoluutio signaalin h=0.05x [ones (1,20), zeros

(1,8192-20) 1; kanssa kéyttden fft:t4 ja ifft:t4.” Sijoita tulos vektoriin y1. Las-
ke suoralla konvoluutiolla (Matlabissa komento conv) vastaava tulos ja sijoita
tulos vektoriin y2. Tulosta ruudulle molempien tulossignaalien 200 ensimmadis-
ta naytetta:

plot ((1:200), real (y1(1:200)), (1:200),y2(1:200))

Muuttujasta y1 tdytyy ottaa reaaliosa, koska imaginddriosa ei ole laskentatark-
kuudesta johtuen tarkalleen nolla (tyypillisesti luokkaa 107'%). Kuviossa eroa
pitdisi olla ainoastaan kahdessakymmenessd ensimmadisessd nédytteessd, jotka
FFT:1l4 saatava jaksollinen konvoluutio laskee eri tavalla.

(b) Vertaile menetelmien laskenta-aikoja samalla tavalla kuin tehtdvassa 3.10.

3.12. (Matlab) Osoitteessa

>Tarvitset kahden vektorin pisteittdistd kertolaskua; Matlab kertoo vektorit a ja b keskenddn pisteittdin
komennolla c=a. b, jolloin tulos menee vektoriin c.
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3.13.

3.14.

3.15.

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/corrupt.mat

on vadristynyt versio Matlabin hande 1-testisignaalista. Tehtdvanasi on selvittdd vaa-
ristymisprosessin impulssivaste. Lataa tdtd varten molemmat edelldmainitut tiedos-
tot, jolloin alkuperdinen handel on muuttujassa y ja vddristynyt muuttujassa z. Kat-
kaise vield molemmat lyhyemmiksi laskennan nopeuttamiseksi: y=y (1:2°16) ; ja
z=z (1: 2716) ; Jos oletetaan, ettd vadristyminen on lineaarinen prosessi (tdssa ta-
pauksessa timd pitdd paikkansa), on voimassa yhtdlo

z(n) = h(n) xy(n),

missd h(n) on vddristymisen aiheuttaneen kanavan impulssivaste. Ottamalla Fourier-
muunnokset yhtdlon molemmista puolista, saadaan yhtilo

Z(n) =HMmM)Y(n).

Koska DFT muunsi konvoluution kertolaskuksi, voidaan impulssivasteen DFT rat-
kaista jakolaskulla,
Hn) = Z(n)/Y(n),

josta saadaan ratkaistua impulssivaste h(n) kddnteiselld DFT:114, eli komennolla i fft.
Tulosta h(n)m impulssivasteen 10 ensimmadistd termid ruudulle.

Olkoon x(t) = x(—t) ja x(t) € R kaikilla t € R. Osoita, ettd signaalin x(t) Fourier-
muunnos

X(e'?) = JOO x(t)e ¢t dt.

on reaalinen.

Laske seuraavan jatkuvan funktion Fourier-muunnos

X(t) = cos(2m-10-t), kun —m/2 <t< /2,
B 0, muulloin.

Kyseinen &édrellisen mittainen sinipulssi on kdytossa tiedonsiirrossa ja tunnetaan ni-
melld RF-pulssi, joten on kiinnostavaa tietdd kuinka laajan alueen se varaa taajuuss-
pektristd. Vinkki: integraali ratkeaa kayttdmalla Eulerin kaavasta saatavia kosinin ja
sinin lausekkeita:

eix + efix eix o efix

COSX = ———— sinx = -
2 21

Laske jompi kumpi seuraavien jatkuvien funktioiden Fourier-muunnoksista:

1, kunt>0
(@) x(t) =
0, kunt<0

(b) x(t) = {‘ —2Itl,  kunt| <

o, kun |t| >

= N[—=
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3.16. Mikd on Fourier-muunnoksen matriisi tapauksessa N = 2?

3.17. Mikéd on Fourier-muunnoksen matriisi tapauksessa N = 6? Harjoituksissa voit 36:n
kompleksiluvun taululle kirjaamisen sijaan kuvata kuinka ne saadaan.



Luku 4

/-muunnos

Z-muunnosta voidaan pitdd Fourier-muunnoksen yleistyksend, ja se on tiarked tyokalu dis-
kreettiaikaisten jarjestelmien analyysissd ja suunnittelussa. Z-muunnos on myds ldheista
sukua jatkuva-aikaisten jdrjestelmien tarkastelussa kaytetylle Laplace-muunnokselle.

Z-muunnos muuntaa lukujonon rationaalifunktioksi, jonka ominaisuuksia tarkastele-
malla saadaan selville tiettyjd lukujonon ominaisuuksia. Esimerkiksi impulssivasteen z-
muunnoksesta ndhddan helposti onko lukujono kausaalinen tai stabiili.

41 Z-muunnoksen maiidritelma
Olkoon x(n) lukujono. Sen z-muunnos on sarja
X(z)=...4+x(=3)2 + x(—2)22 + x(=1)z+x(0) + x(Nz7" +x(2)z 2+ x(3)z> +...

Jatkossa tdstd kdytetddn lyhyempada merkintda
X(z)= Y x(n)z™ 4.1)

Adrettdbmana sarjana z-muunnoksen suppeneminen riippuu seka lukujonon x(n) arvoista,
ettd pisteestd z € C, jossa X(z) lasketaan. Siksi z-muunnoksen kisitteeseen liittyy olen-
naisesti se kompleksitason osa, jossa sarja suppenee. Sarjan suppenemisalue (engl. region of
cenvergence, ROC) on se kompleksitason alue, jossa sarja (4.1) suppenee itseisesti, eli

o0
> k(n)z ™ < oo
n=—oo

Voidaan osoittaa, ettd sarjan X(z) suppenemisalue on aina renkaan muotoinen alue
o<zl <71y

Mahdollisesti suppenemisalueeseen kuuluu myos renkaan reunapisteitd eli pisteitd, jotka
toteuttavat ehdon |z| = r_ tai |z| = 7;. Lisédksi r, saattaa olla my0s dédreton ja r_ voi olla
nolla.
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Koska z-muunnos on Fourier-muunnoksen yleistys, kdytetddn siitd samaa merkintdta-
paa kuin Fourier-muunnoksestakin: lukujonoa merkitddn pienelld kirjaimella ja muunnos-
ta vastaavalla isolla kirjaimella, esimerkiksi

x(n) & X(z),
y(n) < Y(z),
w(n) < W(z)

Signaalinkdsittelyn ongelmissa tullaan usein késittelemaan lukujonoja, joiden z-muunnos
on rationaalifunktio, eli muotoa

N(z) Yo amz™

m=0

D(Z) B ZE:O kafk

X(z) =

Téllaisten funktioiden nimittdjan D(z) nollakohtia kutsutaan navoiksi ja osoittajan N(z) nol-
lakohtia nolliksi. Huomaa, ettd kaikki eksponentit ovat tavallisesti negatiivisia, joten nolla-
kohtien laskentaa varten ne taytyy laventaa positiivisiksi.

Esimerkki: Lasketaan navat ja nollat, kun

14z 422
-z 1Y

X(z)

Lavennetaan negatiiviset potenssit pois kertomalla osoittaja ja nimittdjd termilld z*:

22 —4z+1
z —Z—f—z

Taman jdlkeen ratkaistaan osoittajan nollakohdat (eli nollat) toisen asteen yhtalon ratkai-
sukaavalla:

Z12 =

b+ Vol—dac 4+.16—4 3.73,
2a - 2 =2+V3= 0.27

Nimittdjan nollakohdat (eli navat) saadaan vastaavasti:

1+vT=2 1

P12 = > +

N
N -

Navat ja nollat kuvataan usein kompleksitason koordinaatistossa. Edellisen esimerkin
napa-nollakuvio on alla. Kuviossa nollista kdytetddn merkintdd 'o” ja navoista “x”.
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Funktio X(z) méarad yhdessa suppenemisalueen kanssa signaalin x(n) yksikésitteises-
ti. Jos suppenemisalue ei ole tiedossa, saattaa X(z) esittdd useiden funktioiden z-muunnos-
ta. Jatkossa tarkastellaan enimmékseen kausaalisia signaaleja x(n ), joille siis x(n) = 0, kun
n < 0. Talloin z-muunnos saa muodon

X(z) = i x(n)z™™.

n=0

4.2 Tavallisimpien jonojen z-muunnokset

Seuraavassa esitetddn muutamia esimerkkejd joidenkin signaalien z-muunnoksista. Koska
z-muunnos on lineaarinen, voidaan monimutkaisemman z-muunnoksen madarittiminen
usein palauttaa ndiden yksinkertaisten tapausten muunnoksiin.

Impulssi: Signaalin x(n) = §(n) z-muunnos on
X(z) =1
ja suppenemisalue on koko kompleksitaso C.
Viivastetty impulssi: Olkoon jono x(n) =6(n—d) (d €{1,2,3,...}). Silloin

X(z) = i x(n)z ™" = Z Sn—d)z " =z9

=790 _0 kun n#d

ja suppenemisalue on C \ {0}.
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Yksikkoaskel: Signaalin x(n) = u(n) z-muunnos on

X(z) = Z x(n)z™

ja suppenemisalue |z| > 1 (vrt. geometrisen sarjan suppeneminen). Lisdksi lausek-
keesta havaitaan, ettd funktiolla X(z) on nolla pisteessd z = 0 ja napa pisteessd z = 1.

Eksponenttijono: Signaalin x(n) = a™u(n) z-muunnos on

X(z) = Z x(n)z™

ja suppenemisalue |z| > |a| (kts. geometrisen sarjan suppeneminen). Lisdksi z-muun-
noksella on napa pisteessd z = a ja nolla pisteessd z = 0.

Edellisessa esimerkissa tuli vastaan tilanne, jossa funktion ensimmaéisessd muodossa on
muuttujan z negatiivisia potensseja. Napojen ja nollien laskemista varten lauseke taytyy
laventaa sellaiseksi, ettd kaikki eksponentit ovat positiivisia. Esimerkiksi funktion

X(z) = 1—09z"4+22-0.923
 140.5z71—0.2522

pienin eksponentti on —3, joten se lavennetaan termilld z°. T4lloin saadaan tulokseksi

X(z) — 22 —0.9224+2—-0.9
 2340.522—0.25z

Nyt navat ovat p; = —0.809,p, = 0ja p; = 0.309. Nollat puolestaan ovat pisteissd z; =
0.9,z =ijazs = —i.



4. Z-MUUNNOS 57

Kahdella eri signaalilla voi olla sama z-muunnoksen lauseke, mutta eri suppenemisa-
lue. Nimittdin, signaalin

—a", kunn<0
x(n) =

0, kunn >0

Z-muunnos on

X(n) = — Z a"z™"

n=—oo
o0

1 _
1—alz +z—a z—a’

ja sarjan suppenemisalue on |2 < 1, eli |z| < |a|. T4ll4 ja edellisen esimerkin sarjalla on

siis sama z-muunnoksen lauseke, mutta eri suppenemisalue. Ndin ollen suppenemisalue
liittyy olennaisesti z-muunnokseen.

4.3 Kaianteinen z-muunnos
Osoitetaan seuraavaksi, ettd z-muunnoksella on olemassa kdanteismuunnos. Tama tulos

on teoreettinen, eikd esitettdvdd menetelmaa tulla kdytannodssa juuri tarvitsemaan.
Olkoon X(z) signaalin x(n) z-muunnos. Siis

X(z) = i x(n)z™.

Ratkaistaan tastd yhtdlostd lahtien termi x(k), k € Z. Kertomalla yhtdlon molemmat puolet
lausekkeella z*7' (k € Z), saadaan yhtdls

X(z)Z¢ " = Z x(n)z

Integroidaan tama yhtilo yli suppenemisalueella sijaitsevan r-sdteisen ympyran
Cilzl=rr_<r<r,,

ja kerrotaan molemmat puolet luvulla 1/(2mi).

| k—1 1 = —n+k—1
7 LX(Z)Z dz = o JC < Z x(n)z dz.

n=—oo
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Yhtdlon oikea puoli on nyt muotoa

> 1
_ Z X(T‘L) 2_mJ' z n+k—1 dz
n=—oco ¢

Kompleksianalyysistd saadaan tulos, jonka mukaan integraali (*) saa arvon 1, kun n = k
ja 0 muulloin. Néin ollen alkuperdisen yhtalon oikeasta puolesta jaa jdljelle lauseke x (k).
Siis mikéa tahansa signaalin x(n) arvo on mahdollista selvittdd sen z-muunnoksen avul-
la. Funktion X(z) kddnteismuunnos on
1
S 2mi

Kéytannossa x(n) saadaan kuitenkin kdtevammin jakolaskulla tai osamurtojen avulla.
Esimerkki: Olkoon signaalin x(n) z-muunnos

2242271742
X(z) = )
(2] z7 141

x(n) Jc X(z)z" dz.

Selvitd x(n), kun suppenemisalue on |z| > 1.
Yritetadn muokata lauseke sellaiseen muotoon, ettd se koostuu ’"tutuista’” z-muunnok-

sista.

224227742
z7 1+ 1
oz D)+ (2 )+
N z7 41
1
=z +1+—
z7 141
1
L N [ S —
z  + +1—(—z*‘)

Nyt havaitaan, ettd X(z) koostuu signaalien 5(n — 1), 8(n) ja (—1)"u(n) z-muunnosten
summasta. Siis

0, kunn <0
x() = 5(n — 1) +5(n) + (~1)*u(n) = { > kunn =0
0) kunn =1

(=)™, kunn >1

Edelld kdytetty rationaalilausekkeen hajottaminen ei vélttdiméttd onnistu aina ndin helpos-
ti. Yleispdteva menetelma on kayttda polynomien jakolaskua.
Esimerkki: Tarkastellaan signaalia x(n), jonka z-muunnos on
3
z2—2z—1
X(z) = =¥———
(z) 23 —22—z

suppenemisalueenaan z # 0. Suoritetaan polynomien jakolasku jakokulmassa:
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1+71

B-z%z 12 -2z-1

18+ 247

2z
12+7 +1

0

Siis X(z) koostuu signaalien (n — 1) ja 6(n) z-muunnosten summasta, joten

x(n):a(n_1)+5(n):{‘» kunn =0,

0, muulloin.

Taulukossa on yleisimpien signaalien z-muunnokset.

| Jono | Z-muunnos | Suppenemisalue |
d(n) 1 kaikilla z
u(n) 1_1271 |z| > 1
dm—m) | z7™ kaikilla z paitsi z = 0 (jos m > 0)
atu(n) | == |z > |o]

4.4 Z-muunnoksen ominaisuuksia

Z-muunnos on lineaarinen: Olkoot X(z) ja Y(z) jonojen x(n) ja y(n) z-muunnokset. Sil-
loin jonon ax(n) 4+ by(n) z-muunnos on aX(z) + bY(z). Jos X(z) suppenee alueessa
Ry ja Y(z) alueessa Ry, niin aX(z) + bY(z) suppenee ainakin alueessa R, N Ry,.

Jonon viividstys: Jos jonon x(n) z-muunnos on X(z) jajono w(n) = x(n —d) (d € N) niin
jonon w(n) z-muunnos on
W(z) = z79X(2).

Vastaava tulos on voimassa myos jonon edistimiselle, mutta se on vahemman kay-
tetty. Se muotoillaan seuraavasti:

wn) =x(n+d) = W(z) = z%X(z),
aina kun d € N.

Konvoluution z-muunnos: Merkitddan w(n) = x(n) * y(n). Silloin W(z) = X(z)Y(z), ja
funktion W(z) suppenemisalue sisédltyy funktioiden X(z) ja Y(z) suppenemisalueiden
leikkaukseen.

Jonojen komponenteittainen tulo: Merkitddn w(n) = x(n)y(n). Silloin jonon w(n) z-
muunnos on |
z
W(z)==—| Y(=) XMW"
missd C on origon kiertdvd ympyrd joka on sekd funktion X(z) ettd funktion Y(z)
suppenemisalueessa.

Kompleksikonjugaatti: Jos y(n) = x(n), niin Y(z) = X(z).
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Parsevalin lause:

n_ZOOX1 (M)x2(n) = %i Xi(v)X; <%>V—1 av.

Funktion X(z) derivointi: Lukujonon nx(n) z-muunnos on —zX'(z).
Ajan kdintiminen: Jonon x(—n) z-muunnos on X(z').
Alkuarvolause: Jos jono x(n) on kausaalinen (eli x(n) = 0, kun n < 0), niin

x(0) = lim X(z).

|z|— o0
Téssa siis riittad, ettd |z| ldhestyy ddretontd mitéd reittid hyvansa.

Osoitetaan seuraavassa konvoluution laskenta z-muunnoksen avulla. Oletetaan, etta
w(n) = x(n) xy(n). Silloin

W(z) = i w(n)z ™"

= > <Z x(k)y(n—k)) z"
n=—oo \k=—o0

= i (x(k)z‘k i y(n—k)z_(“_k)>

= <Z x(k)z_k> ( Z y(n)z “)
k=—0c0 n=—oo

= X(z2)Y(z)

4.5 Siirtofunktio

Impulssivasteen lisdksi suodin voidaan esittda siirtofunktion avulla. Téssd kappaleessa tu-
tustutaan siirtofunktion laskentaan FIR- ja IIR-suodinten tapauksissa ja johdetaan siirto-
funktiosta muita hyodyllisid kasitteita.

4.5.1 FIR-suotimen siirtofunktio

Aiemmin todettiin, ettd lineaarinen aikainvariantti jarjestelmd on tdysin maaritty, kun
sen impulssivaste h(n) on tiedossa. Yleisempi tapa on kuitenkin kayttda impulssivasteen
z—muunnosta H(z).
Impulssivasteen avulla esitettynd herdtteen x(n) ja vasteen y(n) vilinen relaatio on
muotoa
y(n) =h(n) = x(n).
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Ottamalla z—muunnokset yhtdlon molemmista puolista saadaan yhtilo
Y(z) = H(z)X(z). (4.2)

Impulssivasteen h(n) z—muunnoksesta H(z) kdytetddn nimea siirtofunktio (transfer func-
tion).

Esimerkki. Tarkastellaan jdrjestelmdd, joka mddritellddn herdtteen x(n) ja vasteen y(n)
vélisend differenssiyhtdlona

y(n) =0.0349x(n)+0.4302x(n—1) —0.5698x(n—2) 4+0.4302x(n—3) +0.0349x(n—4). (4.3)
Jarjestelmdn impulssivaste on

00349, kinn=0tain = 4’
0.4302, kunn =1tain =3,
—0.5698, kunn =2,

0, muulloin.

h(n) =

Siirtofunktio on impulssivasteen z-muunnos:

H(z) = Z h(k)z™ = 0.0349 + 0.4302z7"' — 0.5698272 + 0.4302z 3 + 0.0349z7*.

k=—o00

4.5.2 Taajuusvaste, amplitudivaste ja vaihevaste

Siirtofunktion avulla mééritellddn myos muita tarkeitd kisitteitd. Sijoittamalla z = e yh-
taloon (4.2) saadaan sen erikoistapaus

Y(e') = H(e'*)X(e'). (4.4)

Tama tarkoittaa, ettd signaalia suodatettaessa sen taajuudet (eli signaalin diskreettiaikai-
nen Fourier-muunnos X(e'*)) kerrotaan jérjestelmin taajuusvasteella H(e'”). Néin ollen
jérjestelmén taajuuskéyttdytyminen riippuu tiysin funktiosta H(e'). T4std funktiosta kdy-
tetddn nimitysta taajuusvaste (frequency response). Taajuusvaste on siis reaalimuuttujan w
kompleksiarvoinen funktio, joka saadaan evaluoimalla siirtofunktio kuljettaessa komplek-
sitason yksikkdympyrd ympéri vastapdivaan. Tamaé johtuu siitd, ettd lauseke e' kay lapi
kaikki yksikkoympyran pisteet kun muuttuja w € [0, 27].

Sijoittamalla z = €' z-muunnoksen méaritelmidn saadaan taajuusvasteen laskenta-
kaava:

Itse asiassa kyseessd on impulssivasteen h(n) diskreettiaikainen Fourier-muunnos.
Esimerkki. Edellisen esimerkin jdrjestelmén taajuusvaste on

H(e'?) = 0.0349 + 0.4302¢ 7 — 0.5698e 2 + 0.4302¢ 3 + 0.0349e 4w,
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Taajuusvasteen itseisarvoa |H(e'*)| kutsutaan nimelld amplitudivaste (amplitude response,
magnitude response tai gain) ja sen vaihekulmaa arg(H(e'*)) nimelld vaihevaste (phase res-
ponse, phase shift). Amplitudivasteen merkitys kédy ilmi kun otetaan yhtalosta (4.4) itsei-
sarvot molemmilta puolilta:

Y(e')| = [H(e")] - [X(e)].

Amplitudivaste kertoo siis kuinka paljon signaalin eri taajuudet vaimenevat tai vah-
vistuvat suodatuksessa. Jos esimerkiksi suotimen amplitudivaste saa arvon 0.6 jollain taa-
juudella w (eli [H(e*)| = 0.6), muuttuu tuolla taajuudella olevan signaalin amplitudi 0.6-
kertaiseksi. Jos amplitudivaste on yksi, kyseinen taajuus ei muutu suodatuksessa lainkaan
(viivdstymistd lukuunottamatta) ja jos amplitudivaste on nolla, taajuus hdvida suodatuk-
sessa taysin.

Vaihevasteen merkitys tulee ilmi tarkasteltaessa yhtalon (4.4) molempien puolten vai-
hekulmia. Kompleksilukujen kertolaskussa vaihekulmat lasketaan yhteen, joten saadaan
yhtdlo

arg(Y(e')) = arg(H(e')) + arg(X(e'’)).

Vaihevasteesta voidaan siis pdatelld kuinka paljon kukin taajuus viivastyy suodatettaessa.
Jos suotimen vaihevaste on esimerkiksi arg(H(e')) = —/2 jollain taajuudella w, muun-
taa suodin signaalin sin(wn) signaaliksi sin(wn — 7t/2) (ja mahdollisesti vaimentaa tai
vahvistaa sitd).

Esimerkki. Edellisen esimerkin jdrjestelmén taajuusvaste taajuudella w = 0.05 - 27t on

H(e%%>?™) = 0.2467 — 0.17934.

Amplitudivaste tdlld taajuudella on

10.2467 — 0.17931] = 1/0.2467% + (—0.1793)2 = 0.3050
ja vaihevaste
arg(0.2467 — 0.17931) = arctan(—0.1793/0.2467) = —0.6283.
Jos jdrjestelmdn herdtteend on nyt kyseiselld taajuudella véardhteleva signaali
x(n) =u(n)sin(0.05 - 27tn),

vaste on samantaajuinen signaali, jonka amplitudi on 0.3050-kertainen ja vaihe viivastynyt
0.6283 radiaania. Kaavamuodossa tdima signaali on

y(n) = 0.3050u(n) sin(0.05 - 27tn — 0.6283).

Todellinen suodatustulos poikkeaa tédstd arviosta hieman suodatuksen alkuvaiheessa. Teh-
tavassa 4.4 havaitaan kuitenkin, ettd muualla arvio on tarkalleen sama kuin todellinen suo-
datustulos.

On syytd muistaa, ettd amplitudi- ja vaihevasteet ovat funktioita, joiden arvot riippuvat
taajuusmuuttujasta w. Edellisessd esimerkissd amplitudivasteen kaava on

[H(e')| =10.0349 + 0.4302e 7 — 0.5698e 4% 4 0.4302e ' + 0.0349e ).
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Tamén funktion kuvaaja on alla.
1.5

1

Amplitudivaste

-T -3m/4 -T/2 -Tt/4 0 /4 /2 3m/4 b

Vaihevasteen kuvaaja puolestaan on seuraavan nakoinen. Vaihevaste tekee hyppayk-
sen niissd pisteissd, joissa taajuusvaste menee nollaksi. Hyppayksen suuruus on 7, ja syy
tdhdn selvidd kappaleessa 5.1.1.

T

/2~

ot

Vaihevaste (rad)

-T2

-7 L L L L L L L
-Tt -3n/4 -T2 -4 0 /4 /2 3m/4 s

Esimerkki: Tarkastellaan siirtofunktiota

224+ 05241
H(z) = .
(2) —2224+2+0.5

Jarjestelmén taajuusvaste saadaan sijoittamalla muuttujan z paikalle lauseke e'*,
(e“)? 4+ 0.5e™ + 1

—2(elw)2 + elw + 0.5
e’V + 0.5 +1

—2e%iw 4 elw + 0.5

H(eiw) —

Amplitudivaste on nyt timéan lausekkeen itseisarvo,

|e?i® + 0.5ei 4 1|
| — 2e%iw 4 eiw 4 05)]

[H(e')| =

joka ei endd sievene. Sen kuvaaja (alla) voidaan kuitenkin piirtdd Matlabilla.

6

-T -3n/4 -T2 -Ti/4 0 /4 /2 3m/4 s

Esimerkki: Olkoon h(n) = 0.9™u(n). Silloin

1
H(Z) = W) ’Z’ > 0.9.
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Siirtofunktion H(z) taajuusvaste on

1

HE™) = T ggew

jolloin amplitudivaste on
1

e = =g gewap

ja vaihevaste

: 1
arg(H(e“”)) = arg (W) .

Seuraavassa kuvassa on esitetty amplitudivasteen kuvaaja.

-Tt -3m/4 -T1/2 -T/4 0 /4 /2 3n/4 s

Jos impulssivaste koostuu reaaliluvuista (kuten yleensd on), amplitudivaste on sym-
metrinen pystyakselin suhteen. Néin ollen tavallisesti kuvataan vain oikeanpuoleinen haa-
ra.

10

0O 1'[‘/4 T[‘/2 371[/4 s
Kuten aiemmin mainittiin, taajuusvasteen merkitys on, ettd siitd nahdaan, kuinka jarjes-
telma toimii saadessaan eritaajuisia signaaleja syotteeksi. Oletetaan, ettd edellisen esimer-
kin jarjestelmé saa syOtteekseen signaalin, jonka nédytteenottotaajuus on 10000 Hz. Talloin
edellisen kuvaajan asteikon nollataajuus vastaa signaalia, jonka taajuus on 0 Hz, ja taajuus
w = 7 (ddrimmadisend oikealla) vastaa Nyquistin rajataajuutta 5000 Hz. Kuvaaja on siis
seuraavan nakoinen.

10

8k -

I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000
Taajuus/Hz

Nyt ndhdaédn suoraan, ettd esimerkiksi taajuudella 2500 Hz soiva signaali pienenee ampli-
tudiltaan noin 0.8-kertaiseksi. Vastaavasti pienet taajuudet voimistuvat.
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4.5.3 Desibeliasteikko

Signaalinkdsittelyssd on usein tapana esittdd amplitudivasteen kuvaajat desibeleini (dB).
Koska desibeliasteikko on logaritminen, kdyrien kuvaajat tuovat esiin tarkemmin pienia
eroja pienilld funktion arvoilla. Desibeli médéritellddn seuraavasti.

Jos jarjestelméan herétesignaalin teho on Py ja vasteen teho on P, vahvistus beleissi on

P
log,, P B.

Yleensd saatavat arvot ovat luokkaa 1-10 B. Pyoristysvirheistd johtuen yleisemmassa kay-
tossd on pienempi yksikko, desibeli, joka on kymmenesosa belistd. Desibeleissad vahvistus
on

10log,, PEO dB.

Usein signaalinkdsittelyssd tyoskennellddn amplitudin muutoksen kanssa. Teho on suh-
teessa amplitudin nelioon. Jos siis herdatteen amplitudi on A ja vasteen A, vahvistus desi-

beleissi on
2

A A
10log,, Al = 20log;, Ay dB.
Jos suhde Aio on ykkostd pienempi, puhutaan vaimennuksesta.

Jos jarjestelmd vaimentaa signaalin amplitudin puoleen (0.5-kertaiseksi), on vaimennus
desibeleina

20log,,0.5 = —6.02 dB.

Jos taas teho vaimenee puoleen, on muutos desibeleissa
10log,,0.5 = —3.01 dB.

Seuraavassa kuvassa on edellisen esimerkin amplitudivaste desibeliasteikolla. Huo-
maa, ettd taajuusakseli on nyt normalisoitu ndytteenottotaajuudella. Tdmé& on yleisin ja
havainnollisin tapa taajuuksien esittdmisessd. Matlab tekee vastaavan kuvan automaatti-
sesti komennolla freqgz.

20

15~ =

101 -

Amplitudivaste (dB)
o
T
Il

-10 Il Il Il Il Il Il Il L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

My®os vaihevaste on tapana kuvata vain positiivisilta taajuuksilta. Myos tdssa tapauk-
sessa taajuusakseli skaalataan Nyquistin rajataajuuden mukaan ja pystyakseli muunne-
taan asteiksi tai radiaaneiksi. Alla on ndin kuvattuna jarjestelman h(n) = 0.9"u(n) vaihe-
vaste.
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Vaihevaste asteina

Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

4.5.4 IIR-suotimen siirtofunktio

Z-muunnos on tehokas tyokalu myos IIR-suodinten analysoinnissa. Koska IIR-suodinten
impulssivasteessa on ddreton madra termejd, siirtofunktion laskeminen suoraan maééritel-
maén perusteella on hankalaa. Siirtofunktion voi laskea helpommin ottamalla z-muunnos
suoraan [IR-suotimen madrddvasta differenssiyhtalosta.

Tarkastellaan IIR-suotimen yleistd muotoa:

K M
y(n) = Z ax(n—k) + mey(n— m).
k=0 m=1

Kéayttamalld hyvéksi z-muunnoksen lineaarisuutta ja viivdstetyn signaalin z-muunnoksen
kaavaa, voidaan soveltaa z-muunnosta taman differenssiyhtdlon molempiin puoliin.

K M
Y(z) = Z aX(z)z ™ + Z b.Y(z)z™™.
k=0 m=1

Siirtamalld jalkimma&inen summa vasemmalle puolelle ja ottamalla X(z) ja Y(z) tekijaksi

saadaan yhtilo
M K
Y(z) <1 -y bmzm> =X(z) ) az,
m=1 k=0

josta voidaan ratkaista ulostulon z-muunnos:

K —k
V(z) = k0 BET
T—2 oibmz™

Vertaamalla tdtd kaavaan (4.2) havaitaan, etta siirtofunktio on

X(z).

K —k
Hz) = ke &
1— Zm:] bnz™™

Esimerkki: Tarkastellaan suodinta, jonka méarittelee differenssiyhtdlo
ym) =0.5xn) —x(n—=1)+2x(n-2) —yn—1) +y(n —2).
Ottamalla z-muunnokset puolittain saadaan yhtdlo

Y(z) = 0.5X(z) — X(2)z "+ 2X(2)z 2 = Y(2)z ' + Y(2)z 2.
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Edelleen ryhmittelemélld saadaan:
Yz)(1+z"—2%) =X(2)(05—2z7"+2272).
Siis siirtofunktio H(z) on

Y(z) 05—z'1+2z% 0522—2+2

H(Z):X(z)_ T4z —2z2 22421

Etsitddn timédn funktion navat ja nollat. Navat ovat nimittdjan nollakohtia, eli

 —1-5
p1 - 2

—1++/5

2= —5

Nollat puolestaan ovat osoittajan nollakohtia, eli

ZT = 1+\/§1
Zy = ]—\/gl

Seuraavassa napa-nollakuvio ja amplitudivaste. Amplitudivasteesta voidaan taas suo-
raan padtelld vaikkapa jarjestelmén vahvistavan Nyquistin rajataajuutta noin kymmenella
desibelilld. Tama tarkoittaa, ettd tuolla taajuudella amplitudin muutos a saadaan yhtalosta

10dB = 20log,, a

eli
1
7= log,, a.

Korottamalla molemmat puolet kymmenen potenssiin saadaan yhtalo
102 =a

eli

a=+v10~ 3.16.

Signaalin amplitudi kasvaa siis 3.16-kertaiseksi. Jos halutaan tehon muutos P, se saadaan
kaavasta

10dB = 10log;,, P,

josta voidaan ratkaista
P =10.

Teho kasvaa ndin ollen kymmenkertaiseksi.
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151

0.5

Imaginaariosa
o
T
X
X
Il

—051

~15F

(¢]

Il Il Il Il Il Il Il Il Il
-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Reaaliosa

(Matlab: zplane ([0.5,-1,2]1,[1,1,-11);)

15

Amplitudivaste (dB)

-5 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

Toinen tavallinen tilanne on se, jossa tiedetddn siirtofunktio ja halutaan differenssiyh-

talo. Olkoon
0522 +2z+0.25

z23—2z+0.5

Ensin taytyy supistaa muuttujan z potenssit negatiivisiksi eli kertoa osoittaja ja nimittdja
luvulla z73.

H(z)

05z 4+2240.2527°

H
() 1—2z2+40.5z3

Sitten sijoitetaan 18 = H(z):

Y(z) 0.5z "+ 272 +0.25273
X(z)  1—2z240.5z3

Kerrotaan ristiin nimittédjat pois:
Y(z)(1—2z2+0.5273) = X(2)(0.527" + 272 +0.25273)

eli
Y(z) — Y(2)z 2 4+ 0.5Y(z)z 2 = 0.5X(2)z7" + X(z)z 7% + 0.25X(z)z>.

Jokaista termid vastaava signaali tiedetdan:

yn) —ymn—2)+0.5ymn—3)=05x(n—1) + x(n —2) + 0.25x(n — 3).
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Tama saadaan helposti muotoon, joka voidaan jo toteuttaa algoritmisesti:

y(n) =0.5x(n—1) +x(n —2) + 0.25x(n — 3) + y(n — 2) — 0.5y(n — 3).

4.6 Stabiilisuus

IIR-suotimen stabiilisuus voidaan helposti tutkia napa-nollakuvion avulla. Voidaan nimit-
tdin osoittaa', ettd (kausaalinen) IIR-suodin on stabiili, jos ja vain jos kaikki sen siirtofunk-

tion navat ovat yksikkdympyran sisdpuolella.
Esimerkiksi aiemmin esilld ollut suodin

yn) =05xn)—x(n—1)+2x(n—2) —yn—1) +y(n —2)

ei ole stabiili, koska navat ovat

1445

p1)2 - 2 M

joista toinen on yksikkoympyran ulkopuolella (| _1E‘£| > 1).
Otetaan vield yksi esimerkki. Suotimen

y(n) :x(n)—Zx(n—1)+2x(n—2)—F%y(n—”—l (n—2)

8

IStabiilisuusehdon mukaan LTI-jirjestelma on stabiili jos ja vain jos

> Ih(K)| < oo.

k=—o0
Siirtofunktion

H(z) = i h(k)z™*

k=—o0

suppenemisalueen muodostavat ne pisteet z € C, joissa

Z Ih(k)z | < oo.

k=—o00

Téstd seuraa rationaalisen siirtofunktion tapauksessa, ettd jirjestelmidi on stabiili, jos ja vain jos yksikiin siirto-
funktion napa ei ole yksikkoympyriin kehilld. Lisaksi kausaaliselle jarjestelmélle h(n) = 0, kunn < 0, jolloin
siirtofunktion z-muunnos koostuu ainoastaan muuttujan z ei-positiivisista potensseista. Siis kun muuttujan
z itseisarvo kasvaa, niin z-muunnoksen itseisarvo pienenee. Néin ollen, jos kausaalisella jarjestelmalld yli-
paatadn on suppenemisalue, on se origosta kaukaisimman navan ulkopuolella. Namé ehdot yhdistamalla

saadaan viite.
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siirtofunktio on

y(n)—1 (n—])—i—%y(n—ﬂ =x(n)—2x(n—1) 4+ 2x(n—2)

2
1 1
& Y(z)— ZY(Z)Z_] + EY(Z)Z_Z = X(z) —2X(2)z7" + 2X(z)z*
1 1
& Y(z)(1— zz—‘ + gz_z) =X(z)(1—2z7" +2z7%)
Y(z) 1=2z"42z7% 22—-2z+42
Xz 1-Ltl? 2-L+r )
z — EZ + gl ze — zZ + 3
Navat ovat polynomin
, 1 1
z — EZ + g
nollakohdat, eli
CiEVised dEy dEnd der 1 s
Pz = 2 -T2 T 2 T2 Taitw

Molemmat ovat yksikkdympyran sisdlld (|p;,| < 1), joten suodin on stabiili. Jarjestelmén
napa-nollakuvio on alla olevassa kuvassa.

T
1 o
0.8
0.6
0.4
X
s 020
1%
2
5
§ o : .
=)
©
£
- -0.2
X
-0.4
-0.6
-0.8
-1 o
-1 -0.5 0 0.5 1

Reaaliosa

Harjoitustehtavia

4.1. (a) Laske alla olevan kuvan mukaisen signaalin z-muunnoksen lauseke.

4 T

R

[ ]
[ ]
[ ]
q
P—
L
L
q
L
q
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4.2.

4.3.

44.

4.5.

4.6.

(b) Laske alla olevan kuvan mukaisen signaalin z-muunnoksen lauseke.
1.5

1
-0.7?
05 -0.7* 6
T ? -0.7" ~07® _o.7% _o.7t2
oo o L] [ ] ry o o

—05}

-1t

-15
-5

(c) Laske (a)ja (b) -kohdan signaalien diskreettiaikaisen Fourier-muunnoksen lausek-
keet.

(a) Olkoon kausaalinen LTI-jarjestelmd maadritelty yhtalolld y(n) = x(n) — 2x(n —
2) +x(n — 3). Onko jérjestelma FIR vai IIR?

(b) Olkoon kausaalinen LTI-jarjestelmd madaritelty yhtalolld y(n) + 2y(n — 1)
x(n) + x(n — 1). Onko jédrjestelma FIR vai IIR?

Olkoon N jokin positiivinen kokonaisluku. Laske lukujonon

0, kunn <0,
x(n)=<n, kun0<n <N,
N, kunn>N

z-muunnos. Vihje: kityti z-muunnoksen derivaatan kaavaa tai muodosta differenssiyhtilo,
jonka ratkaisu x(n) on ja ota z-muunnokset puolittain.

(Matlab) Suodata signaali x(n) = sin(0.05- 27 ) sivulla 61 olevan kaavan (4.3) mukai-
sella suotimella. Vertaa tulosta arvioituun vasteeseen y(n) = 0.3050 sin(0.05 - 2in —
0.6283). Tulosta samaan ikkunaan alkuperdinen signaali ja arvioitu sekd todellinen
vaste.

Signaali x(n) = 0.7u(n) sin(0.2 - 27 ) suodatetaan jédrjestelmadlld, jonka impulssivaste

on

1
1)
, kunn=1,

kunn =0tain =2,
h(n)

[@WSTEN

, muulloin.

Vaste on muotoa y(n) = Au(n)sin(0.2 - 2n + ¢). Mddritd reaaliluvut A ja ¢.

Tarkastellaan alla olevan kuvan LTI-jérjestelmaa. Onko kysessa FIR- vai IIR-suodatin?
Madéritd jarjestelmdn amplitudivaste. Sievennd saamasi lauseke reaaliseen muotoon.

x(n) y(n)

0.5

0.5
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4.7. Oletetaan, ettd kausaalisen LTI-jdrjestelman herdte x(n) ja vaste y(n) toteuttavat seu-

4.38.

49.

4.10.

4.11.

4.12.

raavan differenssiyhtadlon:

yin—2)— Dy(n—1) +y(n) = x(n) — 2x(n — 1) + 1x(n - 2)

(a) Maédritd jarjestelman siirtofunktio H(z).
(b) Piirra napa-nollakuvio.

(¢) Onko suodin stabiili?

Oletetaan, ettd kausaalisen jdrjestelmédn herdte x(n) ja vaste y(n) toteuttavat diffe-
renssiyhtalon

yn) =x(n) —2x(n—1) +§x(n—2) +yn—1) —]5—6y(n—2).

(a) Maarita siirtofunktio.
(b) Piirrd napa-nollakuvio.

(c) Onko jarjestelma stabiili?
Olkoon kausaalisen LTI-jarjestelmén siirtofunktio
z724+27" 41
z7c+ 4
Madarita sitd vastaava differenssiyhtalo.

Erdan jarjestelmén siirtofunktion navat ovat p; = 0.9, p, = 0.7+0.7ijaps = 0.7—0.71.
Nollat ovat z; = —1, z, = ija z3 = —i. Lisdksi tiedetddn, ettd nollataajuudella (w = 0)
jarjestelmén taajuusvaste H(e'*) = 1. Miké on siirtofunktion H(z) lauseke?

(Matlab) Eraan LTI-jarjestelmén siirtofunktio on

H(z) = 0.0122 +0.0226z7" + 0.0298z72 + 0.0204z 3 + 0.0099z~*
 1-0.9170z7" +0.0540z2 — 0.2410z 3 + 0.1990z 4

Sijoita kertoimet vektoreihin a ja b ja piirrd Matlabilla jarjestelmén napa-nollakuvio
(help zplane), amplitudi-ja vaihevasteet (help fregz)sekdimpulssivaste (help
impz). Vertaa nditd kddnteisen jarjestelméan

~ 1—0.9170z7" 4 0.0540z % — 0.2410z % 4 0.1990z*
~0.0122 +0.0226z" + 0.0298z2 + 0.0204z3 + 0.0099z

H'(2)

vastaaviin. Huomaa ettd voit kdyttaad alkuperdistd jarjestelmdd hyviksesi kdanteista
jarjestelmaa tutkiessasi. Ald siis kirjoita kaikkia kertoimia uudelleen.

(Matlab) Lataa signaali "laughter” komennolla 1oad laughter. Signaali on tdiméan
jilkeen muuttujassa y. Kuuntele signaali komennolla sound (y). Suodata signaa-
li edellisen tehtdvan suotimella H(z) (help filter). Kuuntele tulos (alla olevan
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4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

kuvan signaali w(n). Sovella edellisen tehtdvin kiddnteissuodinta H™'(z) tulossig-
naaliin. Vertaa tulosta (alla olevan kuvan signaali z(n)) alkuperdiseen "laughter"-
signaaliin.

Z(n)

O Tho M) T

a) Signaalin amplitudi (jannite) muuttuu seuraavilla kertoimilla?. Muunna arvot de-
sibeleiksi. 0.5, 0.2, 0.1, 0.01, 0.001, 2.

b) Signaalin vaimennus on seuraavien desibeliarvojen mukainen. Miten amplitudi
muuttuu? —25 dB, —3 dB, —6 dB, —12 dB, —30 dB, —60 dB.

a) Signaalin teho muuttuu seuraavilla kertoimilla. Muunna arvot desibeleiksi. 0.5,
0.2,0.1,0.01, 0.001, 2.

b) Signaalin vaimennus on seuraavien desibeliarvojen mukainen. Miten teho muut-
tuu? —25 dB, —3 dB, —6 dB, —12 dB, —30 dB, —60 dB.

(Matlab) Eras LTI-jérjestelma toteutetaan differenssiyhtalolla

yn) = 1.143y(n—1) —0.4128y(n — 2) + 0.0675x(n) + 0.1349x(n — 1)
+ 0.0675x(n — 2)

jarjestelméssd, jossa ndytteenottotaajuus on 20000 Hz. Kuinka suuri vaimennus (de-
sibeleind) on taajuudella 5000 Hz vardhtelevélla signaalilla kun se syotetddn jarjestel-
maan? Vihje: Laske ensin kulmataajuus w = 2nif/F, sen jilkeen siti vastaava kompleksita-
son piste z = €', ja lopuksi siirtofunktion H(z) arvo tissi pisteessii. Funktion H(z) lauseke
on laskettava kisin.

(Matlab) Luo signaali y, jonka taajuus nousee tasaisesti komennoilla

t=0:1/8192:4;
y=chirp(t,0,1,1000);

Kuuntele tulos (mahdollisuuksien mukaan) komennolla soundsc (y) . Vaihtoehtoi-
sesti voit tutkia signaalia komennolla spect rogram, joka ndyttda aika- ja taajuusak-
seleilla kuvan. Suodata signaali tehtdvan 4.15. suotimella. Kuuntele tulos ja/tai katso
sen spektrogrammi. Vertaa tulosta suotimen amplitudivasteeseen.

Lukujonon z-muunnos on

142214272

X(z) = .
(z) 144z +4z72

Piirrd sen napa-nollakuvio.

ZEsimerkiksi kerroin 0.2 tarkoittaa, ettd amplitudi muuttuu 0.2-kertaiseksi alkuperaiseen nihden.
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4.18. Laske z-muunnos lukujonolle

" >
X(n) = (3)" kunnfS,
0, muulloin.

4.19. Suodin | | |
y(n) = Zx(n) — zx(n — 1)+ Zx(n— 2)

toteutetaan laitteistossa, jonka ndytteenottotaajuus on 16000 Hz. Mikd on suotimen
amplitudivaste (eli vahvistus / vaimennus) 4000 Hertsin taajuudella? Vihje: Laske
H(z) ja H(e'*), sijoita kulmataajuus w saamaasi kaavaan ja ota itseisarvo. Taajuutta f

vastaava kulmataajuus on

27f
w = o

misséd F; on ndytteenottotaajuus.



Luku 5

Suotimen suunnittelu taajuustasossa

Edellisessd kappaleessa havaittiin FIR-suotimella olevan selked tulkinta taajuusalueella.
Suodin muuttaa kunkin taajuuskomponentin amplitudia ja vaihetta, eli vaimentaa tai vah-
vistaa sekd viivdstaa sitd. FIR-suotimen kadyttokohde méaardytyy tatd kautta: suotimella
voidaan vaimentaa tiettyjd taajuuksia, ja vastaavasti vahvistaa toisia taajuuksia. Usein vas-
taan tuleva erikoistapaus tdstd on suodin, joka poistaa tdysin tietyn taajuuskaistan ja sdi-
lyttdd toisen kaistan alkuperdisend. Taajuuksilla operoivalla suotimella on useita kadytto-
kohteita. Sen avulla voidaan esimerkiksi poistaa signaalista jokin kapealla taajuusalueella
oleva hiirio, jakaa signaali kahtia pieniin ja suuriin taajuuksiin tehokkaampaa kompres-
siota varten tai vaikkapa korostaa pienid ja suuria taajuuksia ja ndin kompensoida halpojen
kaiuttimien aiheuttamaa vaaristymaa.

Kuten z-muunnosta ja Fourier-muunnosta tarkasteltaessa havaittiin, konvoluutio aika-
tasossa vastaa kertolaskua z- tai taajuustasossa. Kddntden voidaan ilmaista, ettd taajuusta-
son kertolasku on mahdollista toteuttaa aikatason konvoluutiona. Konvoluution kertoimet
eli suotimen impulssivaste taytyy siis suunnitella sellaiseksi, ettd taajuusvaste on halutun-
lainen. Suunnittelutehtdva voisi siis olla esimerkiksi seuraava: selvitd sellaisen suotimen
impulssivaste, jonka amplitudivaste on yksi taajuuksilla 0 Hz — 1100 Hz ja nolla taajuuksil-
la 1400 Hz — 4096 Hz, mikd on samalla Nyquistin rajataajuus. Tdllainen suodin s&ilyttaisi
taajuudet 1100 Hertsiin asti alkuperdisind ja poistaisi 1400 Hertsid suuremmat taajuudet.
Téssd kappaleessa tutustutaan yhteen menetelmdén, jolla voidaan laskea sopivat impuls-
sivasteen kertoimet.

Signaalin x(n) sisdltamat taajuudet kdyvat ilmi sen diskreettiaikaisesta Fourier-muun-
noksesta X(e'*). Kun signaali suodatetaan suotimella, jonka taajuusvaste on H(e'*), saa-
daan tuloksen y(n) taajuussisaltd yhtalosta

Y(el) = H(e)X(el).

Alla olevissa kuvissa on esimerkki suodatuksen vaikutuksesta signaalin taajuuksiin.
Ylimmadssa kuvaparissa on vasemmalla erds testisignaali ja oikealla sen sisdltamat taajuu-
det. Keskimmadisessd kuvaparissa on vasemmalla erddn suotimen impulssivaste ja oikeal-
la sen amplitudivaste. Suodin on nyt suunniteltu ylld olevien vaatimusten mukaiseksi,
eli sdilyttdimddn pienet taajuudet ja poistamaan suuret. Suodatettaessa testisignaali tdlla
suotimella (eli laskemalla signaalin ja impulssivasteen konvoluutio) tapahtuu samalla taa-
juustasossa kertolasku. Konvoluution tuloksessa (alin kuvapari) ovat suuret taajuudet to-
dellakin poistuneet ja pienet taajuudet sdilyneet ennallaan. Tamd johtuu siitd, ettd suurilla
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taajuuksilla amplitudivaste on ldhelld nollaa ja pienilld taajuuksilla ldhelld ykkosta. Nol-
lalla kertominen poistaa ja ykkoselld kertominen sdilyttda taajuudet.

Signaali x(n) aikatasossa
T

Signaalin x(n) spektri
0.15F4 T T T T 3 T T > T T

3 40

1 1or

dn il g
T

1 00 /\J\%\/\/W

i i i i i i i i i I 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Taajuus (Hz)

Suodattimen impulssivaste Suodattimen amplitudivaste
T T T

I I 1 L | L o L
0 10 20 30 40 50 60 70 73 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Taajuus (Hz)

Alipistdsuodatettu signaali y(n) Alipiiistdsuodatetun signaalin y(n) spektri

[
)l

I I I I I I I I I 0.0 I | i " 1 L I L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Taajuus (Hz)

5.1 FIR-suodinten suunnittelu: suunnittelukriteerit

FIR-suodinten suunnitteluvaatimukset esitetddn tavallisesti taajuustasossa. Vaatimukset
voidaan jakaa amplitudivasteelle asetettaviin vaatimuksiin ja vaihevasteelle asetettaviin
vaatimuksiin.

5.1.1 Vaihevasteen vaatimukset

Vaihevasteelle asetettavat vaatimukset ovat useimmiten yksinkertaisempia ja tyypillinen
vaatimus onkin lineaarinen vaihevaste. Jos vaihevaste on lineaarinen, kaikki taajuudet vii-
vdstyvdt saman verran. Tamd vaatimus on helppo toteuttaa tarkastelemalla ainoastaan
sellaisten FIR-suodinten luokkaa, joiden impulssivaste on negatiivisesti tai positiivisesti
symmetrinen (s.0. h(n) = £h(N —n — 1)). Ndin saadaan nelji eri tapausta. Naitd tapauk-
sia vastaavat kuvat ovat alla.

pariton miiri kertoimia, positiivinen symmetria

T T T
4t : ° .

o
=
N
w
IS
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parillinen miiiri kertoimia, positiivinen symmetria
25

15F 1

h(n)

0 1 2 3 4 5

15 T T T T

Edellisessd kappaleessa suotimen vaihevaste maériteltiin taajuusvasteen vaihekulmak-
si: arg(H(e')). Esimerkiksi ylimmén kuvan suotimen vaihevaste lasketaan seuraavasti.
Suotimen impulssivaste on

h(n) =8(n)+26(m—1)+46(m—2) +26(m—3) +d(n—4).
Tamaéan suotimen taajuusvaste on
H(e'®) =14 2e™™ + 4e 2 4 27310 4 g7
ja sen termit voidaan ryhmitelld niin ettd vaihevaste ndkyy selvasti:

H(eiw) (1 + ef4iw) _{_z(efiw _}_efﬁw) _}_4efZiw

_ efZiw [(eZiw + efZiw) +2(eiw + efiw) +4]
= e 2" [2cos(2w) +4cos(w) +4].

On helpohkoa osoittaa ettd taajuuksilla w € [0, 7] hakasulkeiden sisalla oleva lauseke on
reaalinen ja positiivinen, joten vaihevaste on sama kuin kompleksitermin e?* vaihekul-
ma, eli —2w.

Téssd vaiheessa saattaa herdtd kysymys, eiko vaihevasteen tulisi olla vakio, jotta kaikki
taajuudet viivastyisivdt yhtd paljon. Vastaus on kuitenkin kielteinen, silld vaihevaste il-
maisee montako astetta tai radiaania kyseinen taajuuskomponentti viivastyy. Esimerkiksi
neljannesjakson (90°) viive pienelld taajuudella on ajassa paljon enemmaén kuin sama vii-
ve suurella taajuudella. Vaihevasteen derivaatta kertoo montako naytettd viive on. Tésta
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kadytetadn nimitystd ryhmiviive ja se mééaritellddan kaavalla t(w) = —%, missd 6(w) on
vaihevaste taajuudella w.

Ryhmaéviiveen avulla voidaan mééritelld lineaarisen vaihevasteen késite riittdvan ylei-
sesti: vathevaste on lineaarinen, jos ryhmiviive on vakio kaikissa pisteissi, joissa se on mdritelty.
Tama madritelma hyviaksyy my0s suotimet, joiden vaihevasteessa on epédjatkuvuuskoh-
ta. Vaihevastetta ei nimittdin ole maéritelty tapauksessa H (e') = 0, koska luvun nolla
vaihekulma on maééritteleméaton. Tallaisten pisteiden ymparistdssd vaihevasteeseen tulee
yleensd m:n korkuinen hyppays.

Esimerkiksi suotimella

h(n) =—-dn)+26(n—1)+06(n—2)+26(n—3) —d(n—4)

on alla olevan kuvan mukaiset amplitudi- ja vaihevasteet.
20 T

10
0
-10|
-20|

Amplitudivaste (dB)

-30)

1
/4 /2 2n/3  3m/4 r[
Kulmataajuus w

Vaihevaste asteina

-250 L L I L
0 /4 /2 2n/3 3m/4 n
Kulmataajuus w

Suotimen amplitudivaste on nolla taajuudella w = Z, ja vaihevasteeseen tulee epé-

jatkuvuuskohta tilld taajuudella. Ryhmaéviive on kuitenkin vakio kaikissa pisteissa paitsi

taajuudella w = Z. Tamd nihda4n laskemalla siirtofunktio

H(z) =—1+4+2z"4+224223 -2

ja taajuusvaste

H(e') = —1+42e ™ 4e 2@ 42e70 — @

= (=1— e*4iw) + Z(efiw + e%iw) + o 2iw
e M [(—ef —e T 4 2(e! + e ) + 1]
= e [-2cos(2w) +4cos(w) + 1]

Hakasulkeissa oleva termi on reaalinen, joten koko lausekkeen vaihekulma mdardytyy
alussa olevan eksponenttilausekkeen e 2% sekd hakasuluissa olevan lausekkeen etumer-
kin perusteella. Hakasulkulausekkeen kuvaaja on alla.
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Funktion —2cos(2w) + 4cos(w) + 1 kuvaaja
4 /

2b 4

-6 L L L L
0 /4 /2 2n/3 3n/4 s
Kulmataajuus w

2n

) ja negatiivinen valilla (£, 7.

Kuvasta ndhddén, ettd lauseke on positiivinen valilla [0,
Naiin ollen vaihevasteen lauseke on seuraava:

—2w, kun w < %”,
—2w + 7, kun w > %”

arg(H(eiw)) = {

Lausekkeeseen tulee vakio 7 kertoimen ollessa negatiivinen, koska —1 = e™. Ryhmaéviive
on nyt
d - 2n
T(w) = 10 arg(H(e'*)) =2, kun w # 5

5.1.2 Amplitudivasteen vaatimukset

Amplitudivasteelle vaatimukset kertovat mitkd taajuudet poistetaan ja mitka sdilytetdan.
Nama esitetddn piisto-, esto- ja siirtymikaistan (passband, stopband, transition band) kaut-
ta. Tarkastellaan oheista kuvaa.

Paastokaista Siirtyma- Estokaista
kaista

Kuvassa siis vaaka-akselilla on taajuudet, tdssd tapauksessa esitettynd normalisoituina
ndytteenottotaajuuden suhteen. Pystyakseli puolestaan esittdd suotimen amplitudivastet-
ta. Tdssd tapauksessa suodin on médritelty seuraavien parametrien avulla.

oy Paastokaistan maksimipoikkeama
O Estokaistan maksimipoikkeama
o Paastokaistan rajataajuus

fs Estokaistan rajataajuus

Paastokaista muodostuu siis tdssd tapauksissa taajuuksista, joissa amplitudivaste halutaan
lahelle ykkosta (f € [0, fy]), estokaista taajuuksista, joissa amplitudivaste halutaan ldhelle
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nollaa (f € [fs,0.5]) ja siirtymékaista taajuuksista talla vélilla (f € (f,, f)). Padstokaistalla
sallitaan, ettd amplitudivasteen arvot poikkeavat ideaaliarvosta 1 enintddn luvun &, ver-
ran, ja estokaistalla enintddn luvun 6, verran ideaaliarvosta 0.

Tyypilliset méaérittelyt saattaisivat olla esimerkiksi seuraavat:

o 0.026 dB
ds —30dB
fp 5000 Hz
fs 6000 Hz
Naytteenottotaajuus 16000 Hz

Muuntaminen normalisoiduiksi taajuuksiksi tapahtuu jakamalla taajuudet f, ja f; ndyt-
teenottotaajuudella. Normalisoituina vaatimukset ovat:

fy 5000/16000 = =
fy 6000/16000 = 3

Tastd esitysmuodosta pddstddn edelleen kulmataajuuksiin skaalaamalla lukuarvot vilille
[0, 271, ts. kertomalla luvulla 27

wWp 27t - 5000/16000 = %ﬂ rad
Wy 27 - 6000/16000 = %" rad

5.2 Suunnittelu ikkunamenetelmalla
Ensimmadinen mieleen tuleva tapa on yksinkertaisesti keksid sellainen amplitudivasteen

kuvaaja, ettd se toteuttaa annetut ehdot. Tama kuitenkin tuottaa ongelmia, kuten kohta
tulemme ndkemaédn. Tarkastellaan esimerkiksi edelld annettuja ehtoja:

5, 0.026 dB

5, —30dB

W, 27 - 5000/16000 = 2 rad
ws 27 6000/16000 = 3% rad

Néama ehdot toteuttaa esimerkiksi taajuusvaste, joka putoaa ykkosestd nollaan wy:n ja

ws:n puolivilissd, eli kulmataajuudella 131—2":

: 1, w<dz
Hie™) = { el
0, w > 37 -

Kuvassa ndhdddn tdmén taajuusvasteen kuvaaja, jossa on huomioitu myds vasteen perio-
disuus ja konjugaattisymmetrisyys valilla [0, 27].

I 1

=21 -Tt 0 s 2n
Kulmataajuus w

Amplitudivaste (abs.)
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Voidaan osoittaa' yleisesti, ettd taajuusvaste

H(ew) = 1, kunw < w,
0, kunw > w,

16ytyy suotimelta, jonka impulssivaste on

h(n) = 2f.sinc (wen), kunn #0,
2f., kunn = 0.

Téssd funktio sinc(x) = sin(x)/x. Ongelmana tdmé&n suotimen toteuttamisessa on impuls-
sivasteen ddreton pituus. Kaytannossa se taytyy aina katkaista, mika puolestaan aiheuttaa
ongelmia taajuusvasteessa. Siitd tarkemmin jatkossa.

Seuraavassa taulukossa on esitetty vastaavat ideaaliset impulssivasteet erityyppisil-
le suotimille: alipdistosuotimille (taajuudet valilla [0, f.] padstetdan lapi), ylipidstosuotimil-
le (taajuudet valilld [f., 0.5] pddstetadn lapi), kaistanpdistosuotimille (taajuudet valilla [f;, f,]
pddstetadn lapi) ja kaistanestosuotimille (taajuudet vélilla [y, f,] poistetaan).

Impulssivaste kun

Suodintyyppi nZ0 =0
Alipaasto 2f.sinc(n - 27tf.) 2f
Ylipaasto —2f.sinc(n - 27f,) 1 —2f,
Kaistanpddstd | 2f,sinc(n - 27tf,) — 2fysinc(n - 27fq) 2(fy —f7)
Kaistanesto 2fysinc(n - 27tfy) — 2fsine(n - 27tfy) | 1 —2(f, — 1)

Naditd suodintyyppejd vastaavien ideaalisten taajuusvasteiden kuvaajat ovat alla.

15

05

Amplitudivaste (abs.)

15

05

Amplitudivaste (abs.)

[ fc

Normalisoitu taajuus

Ideaalinen kaistanpiistdsuodin

fc
Normalisoitu taajuus

Amplitudivaste (abs.)

Ideaalinen kaistanestosuodin
T

Amplitudivaste (abs.)

0 f1

0

2 0.5 0

Normalisoitu taajuus

fl f2
Normalisoitu taajuus

1Todistus tapahtuu ottamalla taajuusvasteen kidnteinen diskreettiaikainen Fourier-muunnos:

1

27 21

—we

joka voidaan melko helposti saada muotoon

h(n) = 2f. sinc (wen), kunn #0,
2f¢, kunn = 0.

T . . 1 [Pe .
J H(e'*)e'*“"dw = —J 1-e*“"dw,
—7t

0.5
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Ideaalisen suotimen impulssivasteen suoraviivainen katkaiseminen on luonnollisin me-
netelmd pyrkid ldhelle ideaalisen alipddstosuotimen ominaisuuksia. N&din saatu impulssi-
vaste vastaa ideaalista impulssivastetta kerrottuna ‘ikkunasignaalilla’

win) = 1, kun —-M<n<M,
B 0, muulloin.

Kyseisestd ikkunafunktiosta kdytetdan nimed suorakulmainen ikkuna (engl. rectangular win-
dow). Ikkunan kertoimien kokonaismddrdsta kdytetddn merkintdd N, ja se riippuu rajasta
M kaavan N = 2M + 1 mukaan. Toisaalta raja M saadaan jakamalla N kahdella ja alaspdin
pyoristdmalld, t.s. M = | ] |.

Katkaistun impulssivasteen h(n) = w(n)h(n) kédyttaytymistd taajuustasossa voidaan
approksimoida sen diskreetin Fourier-muunnoksen avulla. Tulomuodossa olevan signaa-
lin DFT voidaan ilmaista konvoluution avulla:

Hi(n) = %W(n) * H(n).

Suoran katkaisun vaikutus taajuustasossa on siis konvoluutio ikkunafunktion w(n) dis-
kreetin Fourier-muunnoksen kanssa. Toisaalta W(n) on vastaavaa muotoa kuin h(n), siind
on nimittdin tarkeélld sijalla sinc-funktio. Konvoluutio tdllaisen signaalin kanssa aiheuttaa
alkuperdiseen taajuusvasteeseen virdhtelyd ja Gibbsin ilmion, missd vardhtelyd on erityi-
sesti taajuuskaistojen reunoilla. Gibbsin ilmid oli esilld jo Fourier-sarjan yhteydessa. Alla
olevassa kuvassa on ideaalisen alipddstosuotimen amplitudivaste impulssivasteen katkai-
sun jélkeen. Kyseessa on edelld ollut esimerkki, jossa rajataajuus oli w. = 17, eli normali-
soituna f. = I ~ 0.17. Impulssivasteeseen on otettu mukaan N = 25 termié, eli ideaalinen
impulssivaste pisteissd —12,—11,—-10,...,10,11,12.

Amplitudivaste (abs.)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

Kuvasta ndhddan selvasti ylimdardinen vardhtely rajataajuuden ymparilld. Erityisen

selvdsti tdama vardhtely ndkyy desibeliasteikolla, jossa korkein huippu on —21 desibelin
kohdalla.

Amplitudivaste (dB)

~100 [
0 0.17 0.5

Normalisoitu taajuus
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Kokeilemalla eri mittaisia impulssivasteita havaitaan, ettei pituuden N kasvattaminen
paranna vaimennusominaisuuksia lainkaan: amplitudivasteen korkein huippu estokais-
talla pysyy —21:ssd desibelissd. Alla oleva amplitudivaste saadaan kaksinkertaistamalla
impulssivasteen pituus 51:een. Ainoa vaikutus on estokaistan huippujen seka siirtyma-
kaistan kapeneminen.

21+ 4

Amplitudivaste (dB)

-100 (|
0 0.17 0.5

Normalisoitu taajuus

Myoskddn padstokaistan vardhtelyyn ei voida ndin vaikuttaa, vaan sitdkin on aina va-
kiomé&ard, noin 0.74 dB. Sen sijaan suurempi N kaventaa siirtymaékaistaa, ja siirtymaékais-
tan leveyden Af ja kertoimien mé&drdn valillda onkin voimassa suorakulmaisen ikkunan
tapauksessa kaava
_ 0.9
-

Suotimen vaimennusominaisuuksiin ei siis voida vaikuttaa kertoimia lisaamalld, mutta
niitd voidaan parantaa kdyttdmalla jotain pehmedmmin laskevaa ikkunafunktiota suoran
katkaisun asemesta. Yksi usein kéytetyistd ikkunafunktioista on Hamming-ikkuna (Ham-
ming window), joka maééritellddn seuraavasti:

Af

win) = 0.54 + 0.46cos(ZTm), kun — M <n<M,
0, muulloin.

Alla olevassa kuvassa on Hamming-ikkunan kertoimien kuvaaja tapauksessa N = 25.

1

[} [ ]
[ ] [ ]
0.8 . : . -

0.6 -

041 : : B

O'ZTTH MTT

-10 -5 0 5 10

e

Hamming-ikkunaa kdytetddn siis niin, ettd ylld olevalla lausekkeella w(n) kerrotaan
vastaava ideaalisen impulssivasteen termi. Alla olevassa kuvassa on néin saatava ampli-

tudivaste suunniteltaessa vastaavaa alipddstosuodinta kuin aikaisemmassakin esimerkis-
sa.

Amplitudivaste (dB)

Il
0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus
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Amplitudivasteen kuvaajasta havaitaan Hamming-ikkunan parantavan vaimennuso-
minaisuuksia. Nyt suodin vaimentaa kaikkia estokaistan taajuuksia vdhintddn 53 dB. Li-
sdksi padstokaistan vardhtely ei ole endd paljaalla silmalld havaittavissa. Kokeilemalla eri
kertoimien m&arid havaitaan korkeimman estokaistalla olevan huipun pysyvan 53 dB:ssa
sekd padstokaistan vardhtelyn pysyvan noin 0.019 desibelissa. Lisdksi siirtymékaistan le-
veys ndyttdisi nytkin olevan kddntden verrannollinen kertoimien médardan nahden. Siirty-
maékaista on selvésti levedmpi kuin vastaava suorakulmaista ikkunaa kéyttden saatu siir-
tymdkaista ja osoittautuukin, ettd leveys riippuu kertoimien méaéarasta kaavan

_33
N

mukaisesti. Ikkunan valinta on ndin ollen aina kompromissi vaimennusominaisuuksien ja
kertoimien m&aran valilld. Hamming-ikkuna tarvitsee nimittdin aina suuremman méaaran
kertoimia (noin 3.7-kertaisen mééran) suorakulmaiseen ikkunaan verrattuna, jotta siirty-
maékaistat olisivat yhta leveét.

Muita tavallisesti kdytettyja ikkunafunktioita on lueteltu alla. Taulukosta voidaan rat-
kaista myos tarvittavien kertoimien madrd, kun halutaan jokin tietty normalisoitu siirty-
maékaistan leveys. Mitd paremmat ikkunalla saatavat vaimennus- ja vardhtelyominaisuu-
det ovat, sitd suurempi kerroin siirtymékaistan leveyden kaavassa on ja sitdi enemmaén
kertoimia tarvitaan saman siirtymékaistan saamiseksi.

Af

Ikkuna- Siirtymédkaistan | Pddstokaistan | Estokaistan Ikkunan lauseke
funktion leveys véradhtely minimi- w(n), kun
nimi (normalisoitu) (dB) vaimennus (dB) | n| < (N—1)/2
Suorakulmainen | 0.9/N 0.7416 21 1
Bartlett 3.05/N 0.4752 25 — gl
Hanning 3.1/N 0.0546 44 0.5+ 0.5 cos (25*)
Hamming 3.3/N 0.0194 53 0.54 +0.46 cos (25
Blackman 55/N 0.0017 74 0.42+0.5cos (21
4
+0.08 cos ( = )

Taulukon ikkunoista Bartlett-ikkuna on harvemmin suodinsuunnittelussa kaytetty, kol-
mionmuotoinen ikkunafunktio. Alla on Bartlett-ikkunan kuvaaja ja sitd kdyttden suunni-
tellun alipadstosuotimen amplitudivaste.

1

0.8 . . -
0.6 n

0.4r- . 4

MfTH HT?

-10 -5 0
0 il
_25 —_k

-100 L
0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus
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=
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Amplitudivaste (dB)
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Hanning- eli Hann-ikkuna on melko ldhelld Hamming-ikkunaa. Kuitenkin sen vaimen-
nus- ja vardhtelyominaisuudet ovat hieman huonommat ja kertoimien mééra on toisaalta
pienempi. Alla on Hanning-ikkunan kuvaaja ja sitd kdyttden suunnitellun alipaastosuoti-
men amplitudivaste.

0.8 : : . N

0.6 B

ol T

-10 -5 0 5 10

v

0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus

=)

-44

Amplitudivaste (dB)

-100

Taulukossa alimpana on Blackman-ikkuna, jonka lauseke koostuu kahdesta kosiniter-
mistd. Ndin saadaan aikaan erittdin hyva minimivaimennus sekd paastokaistan varahtely,
mutta vastaavasti tarvittavien kertoimien méaérad on suurempi. Alla on Blackman-ikkunan
kuvaaja ja sitd kdyttden suunnitellun alipadstosuotimen amplitudivaste.

1

0.8 . . . -
0.6 -

041 : : B

QZ.qu” h%;.

-10 -5 0 5

Amplitudivaste (dB)

|
~
N

|
N
o
o

‘ AAaYaYs

0.17 .5

o

Normalisoitu taajuus

5.3 Yhteenveto ikkunamenetelman kaytosta

e Maddritd ideaalinen taajuusvaste suotimelle.

o Laske tdtd taajuusvastetta vastaava ideaalinen impulssivaste kddnteisen Fourier-muun-
noksen avulla. Tavallisimmat impulssivasteet on lueteltu edelld olleessa taulukossa.
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e Valitse sellainen ikkunafunktio, joka tdyttdd halutut vaatimukset paastokaistalla ja
estokaistalla. Selvitd myos tarvittavien kertoimien maddrd N normalisoidusta siirty-
maékaistan leveydestd Af lahtien.

e Suunnitellun suotimen impulssivaste on
hi(n) = w(n)h(n),
Missd h(n) on ideaalinen impulssivaste ja w(n) on valittu ikkunafunktio.

Esimerkki. Edellisessd kappaleessa oli esitetty alipddstosuotimelle seuraavat vaatimuk-
set:

dp 0.026 dB
ds —30dB
fp 5000 Hz
fs 6000 Hz
Naytteenottotaajuus 16000 Hz

Koska &, = 0.026 dB, ainoat mahdolliset ikkunat ovat Hamming-ikkuna (8, = 0.0194 dB)
ja Blackman-ikkuna (6, = 0.0017 dB). Naistd valitsemme Hamming-ikkunan, silla sitd kdy-
tettdessd tarvittavien kertoimien maara on Blackman-ikkunaa pienempi:

5.5

%2 Blackman-ikkunalle.

N — {%, Hamming-ikkunalle

Taulukosta ndhd&an lisdksi, ettd Hamming-ikkunaa kdyttden on mahdollista tdyttdd myos
annetut estokaistan vaatimukset. Sarakkeesta Estokaistan minimivaimennus ndhdaan nimit-
tdin, ettd minimivaimennus on 53 dB, kun vaatimuksena oli ainoastaan 6; = —30 dB (-53
dB < -30 dB). Seuraavaksi taytyy selvittdd suotimen kertoimien méaara. Se saadaan siir-
tymdkaistan leveydestd. Meiddn tapauksessamme siirtymékaistan tulee olla vélilla 5000-
6000 Hz. Néaytteenottotaajuudella normalisoituina taméa on véli [5000/16000, 6000,/16000],
joten siirtymékaistan normalisoitu leveys on Af = 1000/16000 = 1/16. Koska Hamming-
ikkunaa kaytettdessa

3.3
A=
niin tarvittavien kertoimien maara N on tarkoilla arvoilla
3.3 3.3
=—=——=33-16=52.8.
AT 116 3.3:16=52.8

Tama py®oristetddn® ylospéin lukuun N = 53.
Ideaalinen impulssivaste on alipddstdosuotimen tapauksessa

h(n) = 2f.sinc (n - 2mf.), n#0
2fC) n = O’

2T4ll4 kurssilla pydristys tehdddn aina suurempaan parittomaan kokonaislukuun. Alipdésto- ja kaistan-
pédstosuotimilla my6s parillinen kertoimien méérd on mahdollinen.
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eli meiddn tapauksessamme

h(n) 2-5500,/16000 sinc (27t - 5500/16000 - 1), 1 # 0
~]2-5500/16000, n=0,

Tassd luku fo = 2% = 1 on valittu siirtymékaistan puolivélistd. Todellinen impulssivaste

saadaan nyt kertomalla tdima h(n) Hamming-ikkunalla

(0.54 + 0.46 cos(27n /53))-

2.11/32-sinc(27-[.]]/32_n)) 0<In| <26
h(n) =

2-11/32-, n=0,

0, muulloin,

joka sievenee muotoon

(11/16) - (0.54 + 0.46 cos(2mn/53)) - sinc (117 /16), 0 < In| < 26
hi(n) =< 11/16, n =0,

0, muulloin.

Saadaksemme kausaalisen suotimen, meiddn on siirrettdva tata impulssivastetta vield
26 askelta oikealle (viivastys). Tdma ei vaikuta tulokseen muuten kuin 26 askeleen viivéas-
tymisend, taajuustason kdyttdytyminen pysyy ennallaan. Ndin saatavan impulssivasteen

kuvaaja on alla.

031

021 -

0.1r-

0.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tamaéan suotimen amplitudivasteen kuvaaja on seuraavanlainen.

0

531

Amplitudivaste (dB)

-100

I I I
0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus

Vaihevaste on alla. Huomaa lineaarisuus paastokaistalla. Ryhmaéviive on t(w) = 26, eli

suodin viivastdad kaikkia taajuuksia 26 askelta.
0

-500

-1000 -

-1500 -

Vaihevaste asteina

—-2000 -

-2500 ; !
0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus
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Lopuksi vield nollakuvio. Kuvasta puuttuu kauimmainen nolla, joka on pisteesséd z =
4.37. Kuviosta ndkyy selvisti kuinka Fourier-muunnoksen taajuusakseli vastaa yksikkdym-
pyrédn ylempad puolikasta eli pisteitd {e'* | w € [0, n]}. Taajuusvaste taajuudella w saadaan
evaluoimalla siirtofunktio H(z) pisteessd z = e'*. Kuvassa on merkitty katkoviivalla siir-

tymékaistan puolivilid vastaava vaihekulma w, = 1%, ja taajuusvaste tilla taajuudella

327
saadaan evaluoimalla siirtofunktio nuolella merkityssa pisteessa.
Tatd pienemmadt taajuudet saadaan kiertdmailld yksikkdympyrdd myotapdivadn ja suu-
remmat vastapdivaan. Nollataajuus on kompleksitason pisteessd 1 + 01 ja Nyquistin raja-

taajuus pisteessa —1 + Oi. Ndin ollen kaikki siirtofunktion nollat sijaitsevat yksikkdympy-

rilla vaihekulmaa w, = 57 suuremmassa kulmassa ja jokainen niistd aiheuttaakin ampli-
tudivasteeseen yhden alaspéin ulottuvan piikin.
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Reaaliosa

Toisena esimerkkind suunnitellaan ylipdastosuodin, kun vaaditaan, ettd

Op 0.06 dB
ds —28 dB
1, 9 kHz

fp 10 kHz
Naytteenottotaajuus 48 kHz

Taulukosta ndhdaén, ettd suorakulmainen ja Bartlett-ikkuna eivét kdy, ja Hanning-ikku-
na on ensimmadinen, joka toteuttaa paastokaistan (0.0546 < 0.06) ja estokaistan (—44 dB <
—28 dB) vaatimukset. Koska Hanning-ikkunalle tarvitaan vahemman kertoimia kuin muil-
la sopivilla, kidytetddn sitd. Tdlloin siis

3.1

Af = —.
N

Naytteenottotaajuudella normalisoitu siirtymékaistan leveys on

Af — 10kHZ_ 9 kHz _l
- 48kHz 48kHz 48
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Nyt tarvittavien kertoimien médara on
31 3]
Af 1748

joka pyoristetddn lukuun N = 149. Valitaan luku f. normalisoidun siirtymékaistan [9/48,
10/48] puolivilisti eli luku f. = 9.5/48. Silloin saadaan

hin) — —2- Psinc(2r- 22n), n #0,

1-2.23 n =0.

—148.8,

Tama lauseke on vield kerrottava Hanning-ikkunan lausekkeella, jolloin todelliseksi im-
pulssivasteeksi saadaan sievennettyna

—(0.5—I—O.5cos(%))(%sinc(%7m)), 0O<n| <74

hi(n) = %%) n =0,

0, muulloin.

Jalleen on siirrettdva tatd impulssivastetta 74 askelta oikealle, jotta saadaan kausaalinen
suodin.

Tamédn impulssivasteen ja amplitudivasteen kuvaajat ovat alla, ja lopuksi nollakuvio.
Nollakuviosta puuttuvat kauimmaiset nollat, jotka ovat pisteissd z = 7.9116jaz = —3.1176.
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[ 02952 0.3262 0.3606

0.1702 1 2 3
0.1880 4 5 6
0.2080 7 8 9
0.2297 * 0 #

Taulukko 5.1: DTMF-taajuudet (dual tone multiple frequency) ndppédinpuhelimelle kun
ndytteistystaajuus on 8192 Hz. Esimerkiksi ndppdintd '5" vastaava signaali on x(n) =
sin(0.18807tn) 4 sin(0.32627n).

Harjoitustehtavia

5.1.

5.2.

5.3.

54.

Suotimen impulssivaste on h(n) = §(n —4). Laske sen vaihevasteen ja ryhméaviiveen
lausekkeet.

Suotimen impulssivaste on h(n) = §(n—1) +8(n —2). Laske sen vaihevasteen ja ryh-
maviiveen lausekkeet. Vinkki: ota taajuusvasteen lausekkeessa yhteiseksi tekijaksi

—3iw
e 2w,
(Matlab) Lataa tiedosto

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/numero.mat

itsellesi. Tiedosto sisdltdd nappdinpuhelimen valintaddnen (seitsemdn numeroa). Teh-
tavédsi on selvittdd mikd puhelinnumero on kyseessa.

Lataa signaali Matlabiin komennolla 1oad numero.mat. Signaali on tdmén jalkeen
vektorissa nimeltd salainen. Voit kuunnella sen komennolla sound (salainen).

Valintaddnet koostuvat aina kahden eritaajuisen komponentin summasta (tauluk-
ko 5.1). Tunnista ndma komponentit Matlabin spectrogram-komennon avulla. Jos
tunnistus on hankalaa, voit zoomata kuvaan suurennuslasityokalulla.

(Matlab) Erotellaan edellisen tehtdvan taajuuskomponentit toisistaan suodattamalla.
Suunnittele suodin kédyttden ns. Remez-menetelmai.? Itse menetelméd on myodhem-
pien kurssien asiaa, mutta komentoa on helppo kdyttdd; komento

f=remez (N, [a,b,c,d], [0, O, 1, 11);

suunnittelee suotimen, jossa on N + 1 kerrointa (N on suotimen aste, joka on aina yh-
ta pienempi kuin kertoimien maaré), ja jossa valilla [a, b] olevat taajuudet poistetaan
(viimeisen vektorin 2 ensimmadistd kerrointa nollia) ja valilld [c, d] olevat taajuudet
sdilytetddn (viimeisen vektorin 2 jalkimmaistd kerrointa ykkosid). Kertoimet sijoite-
taan vektoriin £. Suunnittele suodin, joka poistaa taajuutta 0.33 pienemmat taajuudet
ja sdilyttda taajuutta 0.36 suuremmat taajuudet (1 tarkoittaa Nyquistin rajataajuutta).

SRemez-algoritmin hyvind puolena on se, ettd suotimen amplitudivasteen vérdhtelyhuiput ovat aina kes-
kenddn samalla korkeudella. Ikkunamenetelmélld suunnitellun suotimen huiput ovat sitd korkeammalla mi-
td ldhempédnd siirtymdkaistaa ne ovat. Remez-algoritmin haittapuolena on sen mutkikas toteutus.
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Suotimen aste N voi olla vaikkapa 98 (=riittdvésti). Katso amplitudivasteesta, on-
nistuiko suunnittelu (help fregz). Suodata signaali salainen em. suotimella ja
kuuntele tulos (help filter).

5.5. (Matlab) Luo Matlabissa vektori, joka sisdltdd ideaalisen alipddstosuotimen impuls-
sivasteen katkaistuna vilille —20 < n < 20 (41 kerrointa) kun rajataajuus f. =
0.3 (Nyquist = 0.5). Tulosta ruudulle sen amplitudivaste. (help sinc). Konversio
Matlab-esitykseen kannattaa tehdd huolella. Lopputuloksessa paddstokaistan pitdisi
olla nollan desibelin kohdalla.

(a) Mika on estokaistan ensimmadisen (vasemmanpuolimmaisen) vardhtelyhuipun
vaimennus (suunnilleen)?

(b) Tee em. testi kun kertoimet otetaan valilta —30 < n < 30. Mitd ensimmaiselle
vdrdhtelyhuipulle tapahtuu?

(c) Mitd tapahtuu kun kertoimien méaaraa edelleen lisdtddn? Voidaanko estokaistan
vaimennusta parantaa lisddmalld kertoimia?

5.6. Tavoitteena on suunnitella FIR-suodin ikkunamenetelmalld. Jarjestelman nédytteen-
ottotaajuus on 44100 Hz, ja tarkoituksena on padstdad lapi 10000 Hz pienemmiit taa-
juudet ja poistaa 12000 Hz suuremmat taajuudet.

(a) Laske ndytteenottotaajuudella normalisoidut taajuudet seké siirtymékaistan nor-
malisoitu leveys.
(b) Kuinka monta kerrointa (N) tarvitaan kdytettdessa
i. suorakulmaista (rectangular),
ii. Hanning-,
iii. Hamming-,
iv. Blackman-

ikkunaa?
5.7. Minkai ikkunan valitset kun suotimelta vaaditaan, etta

(a) pddstokaistalla saa vardhtelyé olla enintddn 0.01 dB ja estokaistan vaimennus on
vahintdan 30 dB,

(b) péddstokaistalla saa vdrdhtelyéd olla enintddn 0.02 dB ja estokaistan vaimennus on
vahintdan 40 dB,

(c) péastokaistalla saa vdrdhtelyéd olla enintddn 0.5 dB ja estokaistan vaimennus on
vahintaan 28 dB,

(d) padstokaistalla saa vardhtelyd olla enintddn 0.1 dB ja estokaistan vaimennus on
vahintdaan 50 dB?

Valitse aina se ikkuna, jota kdyttden tarvitaan mahdollisimman vdhédn kertoimia.

5.8. Suunnittele ikkunamenetelmalld ylipdastosuodin (selvitd kdsin impulssivasteen lau-
seke), jonka vaatimukset ovat seuraavat:
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Paastokaista (18 kHz, 22.05 kHz]
Estokaista [0 kHz, 15 kHZ]
Paastokaistan maksimivarahtely 0.1dB
Estokaistan minimivaimennus 30dB
Naytteenottotaajuus 44.1 kHz

5.9. (Matlab) Suunnittele Matlabin avulla edellisen tehtdvan vaatimukset toteuttava yli-
pdastosuodin. Tulosta ruudulle impulssivaste (help impz), amplitudi-ja vaihevas-
teet (help freqgz)sekd napa-nollakuvio (help zplane). Ohje: Matlabissa komen-
tod = firl (N-1, 2+fc, tyyppi, ikkuna) antaa vektorina méadrittelyn mu-
kaisen FIR-suotimen:

e sisiltiaa N kerrointa

e siirtymékaista on keskitetty taajuuteen fc. fc voi olla myds vektori, jossa on
kaksi arvoa. Ne ilmoittavat kaistanpddsto- ja estosuodinten tapauksessa tarkas-
teltavan kaistan alun ja lopun.

e suodintyyppi saadaan muuttujasta tyyppi, joka voi saada arvot (hipsut mu-
kaanlukien):
— " low’,jolloin tuloksena on alipddstosuodin
- "high’,jolloin tuloksena on ylipddstosuodin
- " stop’,jolloin tuloksena on kaistanestosuodin
- ’"bandpass’, jolloin tuloksena on kaistanpaastdsuodin

Tétd ja edellistd yhdistelemilld saadaan aikaan kaikki tarkastellut suodintyypit

e ikkuna mddrdd suunnittelussa kdytettdvan ikkunan tyypin (pituus N), sallittuja
tyyppeja ovat
— bartlett (N) - Bartlett-ikkuna
— blackman (N) - Blackman-ikkuna.
— boxcar (N) - Suorakulmainen ikkuna.
— chebwin (N) - Chebyshev-ikkuna.
- hamming (N) - Hamming-ikkuna.
- hanning (N) - Hanning-ikkuna.
- kaiser (N) - Kaiser-ikkuna.
— triang (N) - Kolmioikkuna.

My6s mikd tahansa muu vektori kelpaa ikkunaksi.

5.10. (Matlab) Lataa signaali "handel”’ muuttujaan y komennolla 1oad handel. Signaalin
ndytteenottotaajuus on 8192 Hz. Suunnittele ikkunamenetelmalld suotimet, joiden
aste on 50, ja joiden péaasto- ja estokaistat ovat seuraavat.

(a) Paastokaista 0 Hz—1000 Hz ja estokaista 1200 Hz—4096 Hz (alipdastosuodin).
(b) Paastokaista 1800 Hz—4096 Hz ja estokaista 0 Hz-1500 Hz (ylipdastosuodin).

(c) Paastokaista 2000 Hz-3000 Hz ja estokaistat 0 Hz-1500 Hz ja 3500 Hz-4096 Hz
(kaistanpadstosuodin).
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5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

(d) Paastokaistat 0 Hz-500 Hz ja 3000 Hz—4096 Hz ja estokaista 750 Hz-2500 Hz.

Tulosta suodinten amplitudivasteet ruudulle (komento freqgz). Suodata signaali em.
suotimilla ja kuuntele tulokset. Jos ddnentoisto ei toimi katso tulos spectrogram-
komennolla. Huomaa, ettd todellisessa tilanteessa tdytyy huomioida myds vaimen-
nusvaatimukset. Tdssd tehtdvassa niistd ei yksinkertaisuuden vuoksi viliteta.

Tdydennd luentomonisteessa ollut ideaalisen alipddstosuotimen taajuusvasteen las-
ku. Osoita siis, etta

2m

missd w, = 27tf, ja sinc(x) = sinx/x , kun x # 0ja sinc(x) = 1, kun x = 0.

1T (P .
J e'“" dw = 2f. sinc(w.n),

—We

Suunnittele ikkunamenetelmalld alipaastosuodin (selvitd kdsin impulssivasteen lause-
ke), jonka vaatimukset ovat seuraavat:

Paastokaista [0 kHz, 12 kHz]
Estokaista [13.5 kHz, 16 kHz]
Padstokaistan maksimivarahtely 0.1dB
Estokaistan minimivaimennus 50 dB
Naytteenottotaajuus 32kHz

(Matlab) Suunnittele Matlabin avulla kaistanestosuodin, joka toteuttaa seuraavat vaa-
timukset.

Paastokaistat [0 Hz, 500 Hz] ja [3500 Hz, 4096 Hz]
Estokaista [1000 Hz, 3000 Hz]
Paastokaistan maksimivarahtely 0.02dB

Estokaistan minimivaimennus 40 dB
Naytteenottotaajuus 8192 Hz

Tulosta suotimen amplitudivaste ruudulle komennolla fregz.

(Matlab) Suunnittele ylipaastosuodin seuraavilla vaatimuksilla.

Padstokaista (1240 Hz, 4096 Hz]
Estokaista [0 kHz, 820 Hz]
Paastokaistan maksimivarahtely 0.1dB
Estokaistan minimivaimennus 60 dB
Naytteenottotaajuus 8192 Hz

Tulosta suotimen amplitudivaste ruudulle komennolla fregz.
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Luku 6

IIR-suodinten suunnittelu

Perinteinen menetelmd IIR-suodinten suunnittelussa on suunnitella ensin vastaava ana-
loginen suodin ja muuntaa se sitten digitaaliseen muotoon. Muunnoksessa kaytetdaan ns.
bilineaarimuunnosta tai impulssi-invarianttitekniikkaa. Talld kurssilla ei perehdytéd suun-
nittelumenetelmiin, vaan ne jatetidn mychemmille lineaarisen suodatuksen kursseille (lu-
kuunottamatta tehtdavaa 6.6, jossa luodaan lyhyt katsaus alipddstosuotimen suunnittelun
toteutukseen). Seuraavassa esitellddn IIR-suodinten neljd eri tyyppia ja tutkitaan kuinka
suunnittelu tehdddn Matlabin valmiilla rutiineilla.

Matlab-ohjelmiston ja sen signaalinkésittelyn toolboxin avulla on mahdollista suunni-
tella IIR-suotimia samaan tyyliin kuin FIR-suotimiakin. Matlabille annetaan siis suotimelle
asetettavat vaatimukset vektorimuodossa, ja Matlab palauttaa sitd vastaavan IIR-suotimen
kertoimet kahtena vektorina. Nama vektorit sisdltavit kertoimet herdtteen ja vasteen vii-
véstetyille termeille.

[IR-suotimet jaetaan neljadn luokkaan niiden pdasto- ja estokaistan vérdhtelyominai-
suuksien mukaan:

e Butterworth—suotimet,
e Tyypin I Chebyshev-suotimet,
e Tyypin II Chebyshev—-suotimet,

e Elliptiset suotimet.

6.1 Butterworth—-suotimet

Butterworth-tyyppisille IIR-suotimille on tyypillistd, ettd paastokaistan alku ja estokaistan
loppu (alipadstosuotimen tapauksessa) ovat molemmat mahdollisimman tasaisia (maxi-
mally flat stopband; maximally flat passband). Butterworth-tyyppisen IIR-suotimen suun-
nittelussa tarvitaan kahta komentoa, joista ensimmdinen laskee tarvittavien kertoimien
madran ja skaalaa argumenttina saamansa pddstd— ja estokaistat vastaavaksi analogisen
prototyypin argumentiksi. Kdytannossa suunnittelussa ei siis tarvitse muistaa lainkaan
analogisen prototyypin kayttod; Matlab hoitaa sen kadyton. Alipddstosuodinta suunnitel-
taessa kertoimien mddrda voidaan arvioida komennolla

[N, Wn] = buttord(2«Wp, 2+Ws, Rp, Rs)
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missd N on ulostulona saatava aste ja Wn on analogisen prototyypin rajataajuus. Kahden
ensimmadisen parametrin kerroin tarvitaan, koska Matlab skaalaa taajuudet vilille [0, 1] ja
talla kurssilla ne skaalataan vilille [0, 0.5]. Tarvittavat argumentit ovat

e Wp on pddstokaistan rajataajuus
e Ws on estokaistan rajataajuus
e Rp on suurin sallittu vardhtely paastokaistalla desibeleina

e Rs on estokaistan minimivaimennus

Suunnittelu tapahtuu tdimaén jalkeen komennolla
[b,al] = butter (N, Wn);

Samaa komentoa kédytetddn myos ylipddstosuodinten suunnittelussa. Talloin lisdtdan ko-
mennon viimeiseksi argumentiksi merkkijono "high’. Esimerkiksi:

[b,a] = butter (N, Wn, ’"high’);

Jos halutaan kaistanpaasto- tai kaistanestosuotimia, pitdd argumenttien Ws ja Wp si-
jasta antaa vektorit [W1, W2] ja [W3, W4], jotka ilmoittavat amplitudivasteiden reunoja
vastaavat siirtymaékaistat. Lisdamalla viimeiseksi argumentiksi merkkijono "stop’, saadaan
kaistanestosuodin; muutoin tuloksena on kaistanpadstdsuodin.

Kaikissa tapauksissa tuloksena saadaan kaksi vektoria, jotka sisdltavit siirtofunktion
kertoimet: b= (by, by,...,bn) ja a= (1,a,...,an). Ndistd ensimmadisessd on osoittajan ja
jalkimmaisessd nimittdjan kertoimet:

Y(z) _ bo+ biz7 '+ bz 2+ -+ bz N

2 Hz) = '
X(z) (2] T+aiz"+az?2+---+anz N

Kuten aiemmin on opittu, tistd saadaan varsinaisen suotimen kertoimet kertomalla yhta-
16n molemmat puolet termilld X(z) - (1 + Zfﬂ akz’k>

N N
Y(z)- (1 + akzk> =X(z) ) bz *
k=1 k=0

ja edelleen kddnteisen z-muunnoksen avulla

N N
y(n) + Z ayn—k) = Zbkx(n—k).
k=1 k=0

Tama voidaan ilmaista muodossa
N N
yn) = Z bx(n — k) — Z axy(n —k).
k=0 k=1

Suunnittelun jdlkeen tdméa kaava voidaankin jo sellaisenaan toteuttaa. Myos kappaleissa
6.2-6.4 suunnittelukomento palauttaa kaksi vektoria, joilla on sama tulkinta.
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Esimerkki: Suunnitellaan alipddstosuodin, jonka padstokaista on normalisoiduissa taa-
juuksissa valilld [0,0.11] ja estokaista valilla [0.145,0.5]; paastokaistan maksimivardhtely
on 0.01 dB ja estokaistan minimivaimennus on 47 dB.

[N, Wn] = buttord (0.22, 0.29, 0.01, 47)
Komento palauttaa arvot:

N = 28

Wn = 0.2443
Varsinainen suunnittelu tapahtuu komennolla

[b,a] = butter (N,Wn);
Ndin saadaan kaksi vektoria; b, jonka kuvaaja on seuraavassa

x107 Vektori b

35 T

[ ]
3+ 4

25f .
oL 4
15f .
1k

d el e,

0 5 10 15

ja vektori a:

x10* Vektori a

-4 L L L I I

0.2
0.15
0.1
0.05
0

-0.05

-0.1

1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

Taajuusvaste (fregz (b, a) ) on seuraavassa kuvassa. Huomaa Butterworth-suotimelle tyy-
pillinen huikea vaimennus estokaistan loppupéddssd. Vaimennus ldhestyy arvoa —oo dB
lahestyttdessd normalisoitua taajuutta 0.5. Selvastikin Matlabin laskentatarkkuus loppuu,
kun [H(e**)| on alle —500 dB (lineaarisella asteikolla luvut ovat tilloin luokkaa 10~2).

100

0
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0 0.05 0.11 0.145 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
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Vaihevaste on melko lineaarinen pddstokaistalla eikd ndin ollen haitanne useimmissa so-
velluksissa. Sen kuvaaja on alla.
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Kuvasta ndhdédan kaikkien suotimen nollien sijaitsevan pisteessd z = —1, joka vastaa

Nyquistin taajuutta. Ndin ollen suotimen amplitudivaste tdlld taajuudella on lineaarisella
asteikolla nolla, eli desibeleind amplitudivaste ldhestyy arvoa —oco. Amplitudi- ja vaihevas-
teen kuvaajista ndhdaankin, ettd Matlabin laskentatarkkuus loppuu ldhelld Nyquistin taa-
juutta. Samasta syystd zplane-komento ei osaa laskea timédn suotimen napa-nollakuviota
oikein. Y1l4 oleva kuvio saadaan kdyttamaéllda komentoa butter kolmella ulostuloarvolla:

[z,p,K] = butter (N,Wn);

Téalloin nollat ovat pystyvektorissa z, navat vektorissa p ja vahvistus nollataajuudella (ns.
gain) muuttujassa K. Ndin saatavat navatja nollat ovat oikeat, koska Butterworth-suotimen
suunnittelualgoritmi laskee ne ensin ja muuntaa tuloksen suotimen kertoimiksi, ks. tehta-
va 6.6.

6.2 Tyypin I Chebyshev-suotimet

Ensimmadisen tyypin Chebyshev-suotimille on tyypillistd, ettd niiden estokaista on mak-
simaalisen tasainen (maximally flat), mutta pddstokaista on tasavérdhteleva (equiripple).
Niiden suunnittelussa on kéytettdvissa vastaavat komennot kuin Butterworth-suodinten
tapauksessa. Suotimen aste voidaan arvioida komennolla

[N, Wn] = cheblord(2xWp, 2%Ws, Rp, Rs)
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missd N on ulostulona saatava aste ja Wn on analogisen prototyypin rajataajuus. Tarvittavat
argumentit ovat

e Wp on padstokaistan lopputaajuus

Ws on estokaistan alkutaajuus

Rp on suurin sallittu vardhtely pdastokaistalla desibeleind

Rs on estokaistan minimivaimennus

Suunnittelukomento on muotoa
[b,al] = chebyl (N, Rp,Wn),

missd N on suotimen aste, Rp on suurin sallittu virdhtely paastokaistalla ja Wn on analogi-
sen prototyypin rajataajuus (joka arvioidaan cheblord -funktiolla).

Muut kuin alipddstosuotimet suunnitellaan samalla tavalla kuin Butterworth-suotimen
tapauksessa. Tarkastellaan edellisen esimerkin suodinta vastaavaa tyypin I Chebyshev-
suodinta:

[N, Wn] = cheblord(0.22, 0.29, 0.01, 47)
Komento palauttaa arvot:

N =12
Wn = 0.2200

Suunnittelu tapahtuu komennolla:
[b,a] = chebyl (N, 0.01, Wn);
Saadun suotimen kertoimet ovat vektoreissa b ja a, joiden kuvaajat ovat alla.

x107° Vektori b
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Suotimen impulssivasteen alku on alla olevassa kuvassa.
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20 40 60 80 100 120

Suotimen amplitudi- ja vaihevasteet ovat seuraavassa.

100 T

0

-100

-200

-300

Amplitudivaste (dB)

-400

Il Il Il Il Il Il Il
] 0.05 0.11 0.145 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

-500 L I

-200 - 7

=400 - -

-600 - .

-800 - 7

Vaihevaste asteina

-1000 - .

Il Il Il Il Il Il Il M

0 0.05 0.11 0.145 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

Ylemmaista kuvasta ndhdéaédn, ettd suodin on estokaistalla samanlainen kuin Butterworth-
suodinkin: molempien amplitudivaste ldhestyy ddrettoméan desibelin vaimennusta Nyquis-
tin rajataajuutta lahestyttdessd. Erona ndilld kahdella suotimella on kuitenkin péaéastokais-
tan kdyttdytyminen. Butterworth-suotimen amplitudivaste on tasainen laskeva funktio,

mutta tyypin I Chebyshev-suotimen amplitudivaste vérdhtelee ideaaliarvon alapuolella
(ks. kuva alla).

Amplitudivaste (dB)

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
Normalisoitu taajuus

Suotimen napa-nollakuvio on alla. Tassdkin tapauksessa zplane laskee suotimen na-
vat ja nollat vddrin, ja ne saadaan komennosta chebl samoin kuin Butterworth-suotimen
tapauksessakin.
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6.3 Tyypin II Chebyshev-suotimet

Toisen tyypin Chebyshev-suotimille on tyypillistd, ettd niiden estokaista on tasavardhte-
leva (equiripple), mutta padstokaista on maksimaalisen tasainen (maximally flat). Tyypin
I Chebyshev-suotimiin ndhden siis padsto- ja estokaistan tyypit ovat vaihtaneet paikkaa.
Taméankin suodintyypin suunnittelussa on kdytettavissd vastaavat komennot kuin edelld
mainituissa tapauksissa. Suotimen aste voidaan arvioida komennolla

[N, Wn] = chebZord(2xWp, 2*Ws, Rp, Rs)
missd N on ulostulona saatava aste ja Wn on analogisen prototyypin rajataajuus. Tarvittavat

argumentit ovat

e Wp on padstokaistan lopputaajuus
e Ws on estokaistan alkutaajuus
e Rp on suurin sallittu vardhtely pdastokaistalla desibeleind

e Rs on estokaistan minimivaimennus

Suunnittelukomento on muotoa
[b,a] = cheby2 (N,Rs,Wn),

missd N on suotimen aste, Rs on suurin sallittu vérdhtely estokaistalla ja Wn on analogisen
prototyypin rajataajuus (joka arvioidaan cheb2ord -funktiolla).

Edellisen esimerkin suodinta vastaava tyypin II Chebyshev-suodin suunnitellaan seu-
raavasti:

[N, Wn] = cheb20rd(0.22, 0.29, 0.01, 47)
Tulokseksi saadaan seuraavat arvot:

N =12
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Wn = 0.2795
Varsinainen suunnittelu tapahtuu komennolla
[b,a] = cheby2 (N, 47, Wn);

Saadun suotimen kertoimet (vektorit b ja a) on kuvattu alla.

Vektori b
0.06 T

I 1111
0 S A B O

~0.04 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Vektori a
20

1 1 . ]

_m,L JJ : iy '7

-20 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Suotimen impulssivasteen alku ndyttdaa hyvin samanlaiselta kuin muillakin suodintyypeil-
1a.

0.2

0.1

-0.2 L ! ! L \
0 20 40 60 80 100 120

Amplitudi- ja vaihevasteissa ndkyy kuitenkin selked ero Butterworth-suotimiin ja tyypin
I Chebyshev-suotimiin ndhden. Nyt estokaista on ndet tasavardhtelevd, mika tarkoittaa
kaikkien huippujen olevan samalla korkeudella. Padstokaista puolestaan on samanlainen
kuin Butterworth-suotimella, eli se laskee monotonisesti taajuuden kasvaessa.
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-100
-200
-300

-400
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0 0.05 0.11 0.145 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus
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Alla oleva napa-nollakuvio osittain selittdd tasavdrdhtelyominaisuuden estokaistalla.
Nollat ovat sijoittuneet sopivin vélein estokaistalle, jolloin niiden yhteinen vaikutus tasa-
painottaa estokaistan vardhtelyn.
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6.4 Elliptiset suotimet eli Cauer-suotimet

Elliptisille suotimille on ominaista, ettd seki padstokaistan amplitudivaste etti estokaistan
amplitudivaste ovat tasavdrdhtelevid. Komennot suunnittelussa ovat

[N, Wn] = ellipord(2xWp, 2+Ws, Rp, Rs)
ja
[b,a] = ellip (N, Rp,Rs,Wn)

Kaikkien termien merkitykset on jo selvitetty edellisissa kappaleissa. Esimerkkisuotimem-
me suunnittelu tapahtuu siis komennoilla

[N,Wn] = ellipord(0.22, 0.29, 0.01, 47)
Tulokseksi saadaan:

N =7
Wn = 0.2200

Seuraavaksi suunnittelukomento:
[b,a] = ellip (N, 0.01, 47, Wn);

Saadun suotimen kertoimet (vektorit b ja a) ovat alla.

Vektori b
0.03 T T

0.02- .

0.01® ¥ ]

-0.01 4

-0.02 L L I I
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Vektori a
10 T

5L 4

o2 l l ®
5| 4
—10F 4
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Suotimen impulssivasteen alku ndyttd4 jalleen hyvin samanlaiselta kuin muillakin suodin-
tyypeilla.

02
01f 4
o!’.T -m’ Ko .Y N N e —
lﬂi T W
—01f 4
02, 20 ™ 50 % 100 120

20 T

Amplitudivaste (dB)

0.05 0.11 0.145 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

-100~ 3

200 N

-300} : 1
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-400- 1

500 I I I I I I I I I
0 0.05 0.11 0.145 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Normalisoitu taajuus

Suotimen amplitudivaste vardhtelee ideaaliarvon alapuolella (ks. kuva alla).

x10°
5

o

Amplitudivaste (dB)
[l
(52

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
Normalisoitu taajuus

Suotimen napa-nollakuvio on alla.
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6.5 Suodintyyppien vertailua

Alla olevassa taulukossa vertaillaan neljda IIR-suotimen tyyppié ja niiden kertoimien méaa-
rda kasitellyssda esimerkissd. Molempien Chebyshev-suodinten kerrointen mdara on ai-
na sama, Butterworth-suotimella on aina suurin mdaré kertoimia ja elliptisilld suotimilla
pienin. Vertailun vuoksi oikeanpuolimmaisessa sarakkeessa on vastaavan ikkunamenetel-
maélld suunnitellun FIR-suotimen kertoimien méard, joka on selvésti IIR-suotimia suurem-

p1.

Butterworth  Chebyshev1 Chebyshev II ~ Elliptinen Blackman
Viirihtely pistokaistalla ei kylla ei kylla kylla
Viirihtely estokaistalla ei ei kylla kylla kylla
Kerrointen miidirii 29 + 28 13+12 13+12 8+7 159

Harjoitustehtavia

6.1.

6.2.

Alla olevat kuvat (a-d) esittdvat erdiden IIR-suodinten amplitudivasteita. Kaikki nel-
ja IIR-suodinten tyyppid on mukana. Mikd suodintyyppi vastaa kutakin kuvaa?

(Matlab) Matlab palauttaa suodinsuunnittelun tuloksena vektorit b = (0.2353, 0.8746,
1.2813,0.8746,0.2353) ja a = (1.0000,1.1268,1.1065,0.2989,0.1339). Alla on yksin-
kertaistettu esimerkki c-kielisestd ohjelmasta, joka toteuttaa mainitun IIR-suotimen.
Ainoastaan varsinaisen suodatuksen toteuttavat rivit puuttuvat. Lisdd sopivat rivit
(kaksikin riittdd). Ohjelmassa taulukko x [ ] sisdltdd suodatettavan signaalin ja tulos-
signaali tulee sijoittaa taulukkoon y [ ]. Esimerkissa signaali x alustetaan impulssiksi,
jolloin lopputuloksena taulukossa y on suotimen impulssivaste. Alla oleva ohjelma-
koodi 16ytyy verkosta:

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/IIR_esim.c
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Amplitudivaste desibeliasteikolla

Amplitudivaste desibeliasteikolla

20 T T T 0 ! ! !
0
—20F
20}
40 401
60k
60
—sob
100 | ; | ; i | | | . -80 : . L : L : ! . .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05 0.05 0.1 0.15 0.2 025 03 0.35 0.4 0.45 05
Normalisoitu taajuus Normalisoitu taajuus
Amplitudivaste lineaarisella asteikolla Amplitudivaste lineaarisella asteikolla
T T T T T T T T T T
4 1 4
- 0.81- 4
+ 0.6~ a
. 0.4F s
o 0.21- a
0 I I I I I I I I 0 I I I I I I I I 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05
Normalisoitu taajuus Normalisoitu taajuus
(a) (b)
Amplitudivaste desibeliasteikolla Amplitudivaste desibeliasteikolla
50 T T T 50 T T T
0 0 ]
-50 - _sol- |
-100
-100 n
-150
200k -150 ul
_250F -200
~300 I I I I I I I I I _250 I I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05
Normalisoitu taajuus Normalisoitu taajuus
Amplitudivaste lineaarisella asteikolla Amplitudivaste lineaarisella asteikolla
T T T T T T T T T T
1 ol 1 -
0.8 o 0.8 -
0.6~ T 0.6 n
0.4 T 0.4 |
0.21- T 0.2 a
0 I I I I I I I h I 0 I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05
Normalisoitu taajuus Normalisoitu taajuus
(©) (d)
#include <stdio.h>
main ()
float x[100]; /% Suodatettava signaali =*/
float y[100]; /* Suodatuksen tulos =/
float b[]1={0.2353,0.8746,1.2813,0.8746,0.2353};
float a[]1={1.0000,1.1268,1.1065,0.2989,0.1339};
short nj;
char c;

/* Alustetaan x impulssiksi Jja y nollasignaaliksi x/

for

{

(n=0;n<100; n++)
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/+ Suodatetaan signaali x ja sijoitetaan tulos y:hyn =/

for (n=4;n<100;n++)
{

/*xxx Lisdd ta&hdn tarvittavat rivit ***xx/

/+ Tulostetaan y:n arvot =/
printf ("Suotimen impulssivaste:\n");

for (n=4;n<100;n++)

{
printf ("%.4f ",yI[nl);

if ((n=-3)%6 == 0)
{
printf ("\n");

}
printf ("\n");

printf ("Paina rivinvaihtoa.\n");

scanf ("%c", (&c));

6.3. Alla olevissa kuvissa on kaksi napa-nollakuviota. Kumpi on FIR-suotimen ja kumpi
IIR-suotimen napa-nollakuvio? Milld perusteella?
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6.4. (Matlab) Suunnittele Butterworth-tyyppinen IIR-alipddstosuodin, joka padstaa lapi
taajuudet valillda 0 Hz—4000 Hz ja poistaa taajuudet 7000 Hz—20000 Hz, kun nayt-
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6.5.

6.6.

teenottotaajuus on 40000 Hz. Minimivaimennus estokaistalla on 45 dB ja maksimi-
vardhtely paastokaistalla on 0.3 dB. Tulosta ruudulle impulssivaste (impz), amplitu-
divaste (freqgz) ja napa-nollakuvio (zplane).

(Matlab) Laske tarvittava kertoimien maara edellisen tehtdvan vaatimuksilla, kun
suodin on

(@) Chebyshev-1-suodin
(b) Chebyshev-2-suodin
(c) Elliptinen suodin

(d) Ikkunamenetelmalld suunniteltu FIR-suodin

(Matlab) 1IR-suodinten suunnittelussa yleisin menetelmé on bilineaarimuunnos, joka
muuntaa analogisen suotimen vastaavaksi digitaaliseksi suotimeksi. Toteutetaan ta-
maé algoritmi alipddstosuotimen tapauksessa Matlabilla tdssd ja seuraavassa tehta-
vdssd. Valitettavasti tdlld kurssilla ei voida tutustua menetelmén takana olevaan teo-
riaan, joten tehtdva saattaa tuntua pelkiltd kaavakokoelman kirjoittamiselta. Talla-
kin tasolla on kuitenkin mahdollista saada kasitys algoritmin monimutkaisuudesta
sekéd perusideasta. Algoritmi on pddpiirteissddn seuraava.

1. Muunna IIR-suotimen suunnitteluvaatimukset vastaavan analogisen suotimen
vaatimuksiksi kdyttden muunnosta'

Q, =1
Q, = ctan(w,/2),
missd w,, on digitaalisen suotimen péaastokaistan rajataajuus, w, on digitaalisen

suotimen estokaistan rajataajuus ja Q, ja () ovat analogisen suotimen vastaa-
vat. Kerroin ¢ saadaan kaavasta

1
C=——7= .
tan(w,/2)

Huomaa, ettd taajuudet Hertseind pitdd ensin normalisoida nédytteenottotaajuu-

della ja kertoa luvulla 27, jotta saadaan w, ja w;.
2. Suunnittele analoginen suodin H(s), joka toteuttaa suunnitteluvaatimukset.
3. Muunna analoginen suodin digitaaliseksi bilineaarimuunnoksella, eli sijoitta-

malla muuttujan s paikalle lauseke
z—1
z+1’

S§=2¢C

jolloin tuloksena on siirtofunktio H(z). Kerroin ¢ mddriteltiin kohdassa 1.

Tarkastellaan néditd kolmea vaihetta tdssd ja seuraavassa tehtdvdssd. Luo tiedosto
design_lowpass.m,jonka ensimmdinen rivi on

!Englanniksi tistd operaatiosta kiytetdan nimitysta prewarping.
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6.7.

function [N,D] = design_lowpass (fp, fs, Rp, Rs, Fs)

Nadin maédritellddn siis funktio, jonka parametrit ovat padstokaistan rajataajuus (fp,
Hertseind), estokaistan rajataajuus (f£s, Hertseind), padstokaistan maksimivarahtely
(Rp, desibeleind, positiivinen reaaliluku), estokaistan minimivaimennus (Rs, desibe-
leind, positiivinen reaaliluku), sekd nédytteenottotaajuus (Fs). Nditd muuttujia kayt-
tden pitdisi tehda ohjelma, joka palauttaa vektorit N (siirtofunktion osoittaja) ja D (siir-
tofunktion nimittdjd). Alla on ohjeita, miten ohjelma voisi edeta.

Muunna ensin rajataajuudet vastaaviksi analogisen suotimen rajataajuuksiksi.

Analogisen Butterworth-suotimen amplitudivasteen nelio on alla olevan kuvan mu-
kainen. Kuvasta voidaan ratkaista vaimennusparametrit:

e = /105101,
A = V10510,

missd O, on digitaalisen suotimen péaastokaistan maksimivarahtely ja d; on digitaali-
sen suotimen estokaistan minimivaimennus. Laske € ja A.

(Matlab) (Jatkoa tehtdvaan 6.6) Suotimen aste voidaan arvioida kaavasta

log;, (%)
— m.

Tuloksena saadaan siis siirtofunktion aste, joka pitdaa pyoristdd ylospdin kokonaislu-
vuksi (py0ristys: ceil).
Vaatimukset toteuttavan Butterworth-tyyppisen analogisen suotimen siirtofunktio
H(s) on muotoa

(=DMpip2---pm
(s—pi)(s—p2)---(s—pm)’
missd navat p1, pz, . - -, Pm saadaan kaavasta

H(s) =

1 )
Pr = e]/M em[1/2+(2k 1)/(2MH.
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6.8.

Laske ohjelmassasi kyseiset navat ja muodosta niistd vektori.

Kun analogisen prototyypin navat ovat selvilld, saadaan vastaavat digitaalisen suo-
timen navat bilineaarimuunnoksella. Bilineaarimuunnoksen kaavahan oli

z—1
z+ 1

s=c
Nyt tiedetddn analogisen suotimen navat (s) ja halutaan digitaalisen suotimen navat

(z). Yllaolevasta kaavasta ratkaistaan siis z:

Z_1+s/c
1—s/c’

Kukin napa py kuvautuu siis digitaalisen suotimen navaksi

]—|—pk/C

I
P —pi/c’

Tee sama Matlabilla. Vektorit jaetaan termi kerrallaan operaatiolla ". /", esimerkiksi
p3=pl./p2.

Digitaalisen alipadstosuotimen tapauksessa kaikki nollat ovat pisteessd z = —1. Muo-
dosta ndistd vektori (M termid), minka jdlkeen saat siirtofunktion komennolla zp2t £.
Komento saa parametreinddn nollat, navat sekd vahvistuksen nollataajuudella (gain).
Laita tdssd vaiheessa vahvistukseksi ykkonen.

Nyt sinulla on siirtofunktion kertoimet (osoittaja N ja nimittdja D). Koska vahvistuk-
seksi heitettiin summassa ykkonen, se on varmaankin pielessd. Vahaiselld pyoritte-
lylld havaitaan, ettd todellinen vahvistus nollataajuudella (H(1)) on Matlabin syntak-
silla ilmaistuna K=sum (N) /sum (D) . Lopullinen tulos saadaan nyt jakamalla vektori
N luvulla K. Rutiini palauttaa vektorit N ja D automaattisesti.

(Matlab) Suunnittele edellisen tehtavan rutiinilla seuraavien vaatimusten mukainen
alipaastosuodin.

Paastokaista [0 kHz, 9 kHz],
Estokaista [12.5 kHz, 16 kHz],
Paastokaistan maksimivarahtely 0.4 dB,
Estokaistan minimivaimennus 25 dB,
Naytteenottotaajuus 32 kHz.

Tulosta ruudulle napa-nollakuviot sekd amplitudivaste.



Luku 7

Airellisen sananpituuden vaikutukset

Tdhédnastinen suodinten suunnittelu on tehty oletuksella, ettd kdytdssd on ddretdn sanan-
pituus ja laskentatarkkuus. Jopa Matlabilla suunniteltaessa saatavien suodinten kertoimet
on esitetty verrattain suurella tarkkuudella. Kun suotimet kdytannossa toteutetaan, taytyy
kuitenkin kiinnittdd huomiota kédytettavan lukuesityksen vaikutukseen suodinten todel-
liseen kdyttdytymiseen. Jos suotimet toteutetaan jollain korkean tason ohjelmointikielelld
(C, Pascal, Fortran, Matlab) ja liukulukuaritmetiikkaa tukevalla suorittimella, pydristys-
virheet eri vaiheissa ovat suhteellisen pienid. Signaalinkésittelyprosessorit eivat useimmi-
ten laske liukuluvuilla, koska kiintedn pilkun aritmetiikan laskutoimitukset vaativat va-
hemmadn resursseja (virtaa, tilaa, jadhdytystd, jne.) ja ne on halvempi toteuttaa. Tyypillinen
signaalinkésittelyprosessori toteuttaa laskutoimitukset kahdeksan, kahdentoista tai kuu-
dentoista bitin tarkkuudella, joten pyoristysvirheisiin on syyté kiinnittdd huomiota.

Digitaalisen IIR-suotimen tarkeimmadt dérellisestd sananpituudesta johtuvat virheldh-
teet on lueteltu seuraavassa.

e Kvantisointivirhe, joka syntyy muunnettaessa sisddn tuleva analoginen signaali di-
gitaaliseksi signaaliksi, jonka esityksessd kdytetddn verraten pientd bittimaaraa.

e IIR-suotimen kertoimien esitys darelliselld bittimaaralld aiheuttaa muutoksia taajuus-
vasteessa ja stabiilisuusominaisuuksissa.

e Adrellisen sananpituuden seurauksena jarjestelman laskutoimituksissa saattaa tulla
ylivuotoa, jolloin tulokset menettdvit merkityksensd lahes taysin.

e Suodatettaessa tarvittavien kertolaskuoperaatioiden tulokset pyoristetdan tai katkais-
taan kdytetyn sananpituuden mukaisesti.

Jos aritmetiikka on toteutettu kahden komplementtiin (two’s complement) perustuen, niin
ylivuototilanteessa esimerkiksi kahden suuren positiivisen luvun summaksi saadaan itsei-
sarvoltaan suuri negatiivinen luku. Tama luonnollisestikin sotkee koko suodatuksen, sil-
14 tallainen suuri virhe sdilyy ja kertautuu jatkossa IIR-suodinten rekursiivisen rakenteen
vuoksi.
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7.1 AD-muunnoksen kvantisointivirhe

Muunnettaessa analoginen signaali digitaaliseksi on kdytettdvissd ainoastaan &direllinen
madrd bittejd kunkin signaalin arvon esittdmiseen. Merkitddn kdytettavaa bittimaaraad (merk-
kibittid lukuunottamatta) muuttujalla b ja tarkastellaan tapausta, jossa diskreetin signaalin
kaikki lukuarvot on jaettu tasavalisesti valille [—1, 1].

Jos kdytossd on esimerkiksi seitsemén bittid (+merkkibitti), voidaan kahden komple-
menttiaritmetiikalla esittdad luvut —128, —127, -126,...,—1,0,1,...,125,126,127. Ndma lu-

vut skaalataan vélille [—1,1] yksinkertaisesti jakamalla ne luvulla 2’ = 128. Niin saa-
_128 w7 126 10 1 125 126 127 N .
daan kvantisointitasot —13g, =735 — 738> - - > — T3> 138> 138 + - +» T Tog» Tog- LNamd kolme esi

tysmuotoa tapauksessa b = 2 on esitetty alla olevassa taulukossa.

bindiriesitys 100 101 110 111 000 001 010 011
desimaaliesitys —4 -3 -2 —1 0 1 2 3
kvantisointitaso —3 —3 -2 —1 9 : 2 3

Taulukon tapauksessa kahden kvantisointivélin etdisyys on 1 ja yleisesti ottaen se on
27" kiytettdessd b:té bittid (+merkkibittid). Kvantisoitaessa muodostuva virhe on enintddn
puolet tastd eli 27°/2, jos kédytetddn pyoristystd ldhimpdan numeroon.! Tama virhe e(n)
voidaan ajatella lisdtyksi alkuperdiseen signaaliin x(n), jolloin saadaan tulos

R(M) =x(n) +e(n).

Alla olevissa kuvissa on esitetty sinisignaali yhtendiselld viivalla ja tulos kvantisoitaessa
seitsemddn bittiin (+merkkibittiin) ympyroilld. Alemmassa kuvassa on kvantisointivirhe
e(n).

l ISy iH 10 %JI'M L

1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Tyypillisesti kvantisointivirheestd e(n) tehdddn seuraavat oletukset tilastollista analyy-
sid varten.

Ylin kvantisointitaso on poikkeus tistd, koska esimerkiksi taulukon tilanteessa pitdd kaikki luvut valilta
[2,1] py6ristdd alaspdin lukuun 2. Tama poikkeus jatetddn yleensd huomiotta, koska suuremmilla bittimaa-
rilld virheen suuruusluokka on hyvin pieni ja se myoskin esiintyy hyvin harvoin.
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1. Signaali e(n) on stationaarinen satunnaisprosessi, eli sen tilastolliset ominaisuudet
eivat muutu ajan myota.

2. Signaalin e(n) lukuarvot eivat riipu lukujonon x(n) arvoista.

3. Signaalin e(n) arvot ovat riippumattomia toisistaan, eli e(n) on valkoista kohinaa (whi-
te noise).

4. Signaalin e(n) arvot ovat jakautuneet tasaisesti vélille (—27°/2,27°/2].

Namaé oletukset ovat voimassa, jos signaali on riittdvan satunnainen. Ne eivit pida
paikkaansa kaikille signaaleille x(n): jos esimerkiksi x(n) on yksikkoaskel, niin useimmat
edelld mainituista oletuksista eivét ole voimassa. Néitd oletuksia kayttaimalld saadaan kui-
tenkin johdettua yksinkertainen malli kvantisointivirheiden maééralle.

Jos oletetetaan jdrjestelmdn kayttavan pyoristystd lahimpdan lukuun, niin silloin sig-
naalin e(n) odotusarvo?

e = Ele(n)] =0,
ja varianssi
o = El(e(n) — pe )’ = Ele(n)?.
=
Odotusarvon (toisesta) maaritelmasta® saadaan edelleen:
272

1
Ele(n)}] = J Xzsz dx
—2-b/2

27/

2—3b 2—3b
_ b
= ( YRR )
2—2b
12
Kvantisoidun signaalin signaali-kohinasuhde (signal to noise ratio; SNR) maaéritelldadan

signaalin tehon suhteena kohinan tehoon (desibeliasteikolla), ja se saadaan ndiden varians-

sien suhteesta: ,

O-X

SNR = 10log;, o
Signaali-kohinasuhde on siis kvantisoinnissa b bittiin (+merkkibitti)
2

O-X

1 0 10g1 0 m
10log,,(03) + 101log,,(12) + 2b - 10log, ,(2)
~ 10log,,(o%) +10.79 + 6.02b.

SNR =

e(k).

3Jos tiedetdan satunnaismuuttujan x jakauma p(x), voidaan x:n odotusarvo laskea kaavasta E[x] =
o0
7 xp(x) dx.
— 00

ZKutakuinkin sama asia kuin lukujonon keskiarvo, s.0. lim ﬁ Y
n—oo
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Signaali-kohinasuhde kasvaa siis noin 6 dB jokaista lisdbittid kohden.

Ylla olevaa kaavaa sievempéddn muotoon ei ole mahdollista padstd tekematta oletuk-
sia signaalista x(n) ja sen varianssista 2. Kulutuselektroniikkatuotteissa halutaan yleensa
mahdollisimman hyva signaali-kohinasuhde ja siksi teknisisséd tiedoissa ilmoitettu SNR
lasketaan mahdollisimman suuriamplitudiselle signaalille. Tallaiseksi sopii esimerkiksi
sini- tai kosinisignaali amplitudilla 1, esimerkiksi

x(n) = cos(27t-0.25 - n).

Nyt signaalissa x(n) toistuu jakso ..., 1,0,—1,0,..., joten signaalin nelion odotusarvo on
1. Samaan tulokseen pédstdan muillakin taajuuksilla kuin 0.25. Oletuksella 02 = 1 saadaan
signaali-kohinasuhteeksi

SNR =~ 10 logm(%) +10.79 + 6.02b = 6.02b + 7.78.

Esimerkiksi CD-soitin esittdd ndytteet 16 bitin tarkkuudella, joten talld sinisignaalilla sen
SNR~ 6.02- (16 — 1) 4 7.78 ~ 98 dB.

Toinen yleinen oletus signaalin x(n) varianssista on, ettd sen amplitudi on skaalattu
johonkin vakioarvoon. Kdytannon tilanteissa tdytyy nimittdin varautua siihen, ettd ana-
loginen signaali, josta ndytteitd otetaan, saa ajoittain hyvinkin suuria arvoja. Siksi sisdan-
tulevan signaalin amplitudi on tapana kertoa jollain vakiolla A. Ndin saatavan signaalin
Ax(n) varianssi on A?02, joten kvantisoinnin jilkeinen signaali-kohinasuhde on

SNR =~ 6.02b + 10.79 + 10log, ,(02) + 20 log,,(A).

Nyrkkisdaantond voidaan sanoa, ettd valitsemalla A = 1/(40,) kdytdnnossa eliminoidaan
lilan suurien arvojen saapumisen mahdollisuus. Télloin skaalatun signaalin Ax(n) va-

rianssi on 02/(1602%) = 11—6 ja signaali-kohinasuhde on desibeleissa

SNR ~ 6.02b + 10.79 + 1010gm(11—6) =6.02b — 1.25.

Muitakin skaalaustermeja toki kdytetdan ja kullekin niistd voidaan johtaa oma SNR-kaava.
Mitd pienempi skaalaustermi A on, sitd pienemmaéksi tulee myds SNR. Jos esimerkiksi ha-
lutaan signaali-kohinasuhteeksi tdlla skaalauksella yli 80 dB, niin pitdd olla 6.02b —1.25 >

80, eli

80 +1.25
b P12 35
~ T 6.02

Nain ollen riittaa valita 14-bittinen esitys (+merkki).

7.2 Suodatuksen vaikutus kvantisointikohinaan

Kulkiessaan digitaalisen suotimen ldpi kvantisointikohina muuttuu kahdella tavalla: sen
kokonaismaédrd voi lisddntyd tai vdhentyd ja toisaalta sen taajuusjakauma voi muuttua.
Tassd kappaleessa keskitytddn kvantisointikohinan kokonaismédaran muutokseen. Taajuus-
jakauman muutoshan on suoraviivainen prosessi, koska valkoista kohinaa suodatettaessa
tuloksen spektri on tdsmaélleen saman ndkoinen kuin suotimen amplitudivastekin.
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Kvantisointikohina kdyttdytyy suodatuksessa kuten mikd tahansa muu signaalikin.
Erityispiirteend silld on ettd kohina on valkoista, jolloin ennen suodatusta kaikkia taajuuk-
sia on yhtd paljon. Esimerkiksi alla olevassa kuvassa on ylhaélld erddn 10000 ndytteen mit-
taisen kohinasignaalin taajuusjakauma. Kun se suodatetaan keskimmaisen kuvan ampli-
tudivasteen mukaisella suotimella (y(n) = [x(n)+x(n—1)+x(n—2)]/3), saadaan alimman
kuvan mukainen spektri. Selvéstikin alimmassa kuvassa on amplitudivasteella kerrottuna
ylimmaén kuvan spektriarvot.

Valkoisen kohinasignaalin spektri

0.8
0.6 I i | ‘ ]
0.4 | I ! I Rk ‘ LURL R il ”
0.2 e ‘ Ll | o ' e gl e | |
I

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Suotimen amplitudivaste

1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Suodatetun signaalin spektri
T T T

250F
200
150 i
100 I b

oo AT

i
| ‘ |

] AN, PO L Mt Wi )
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Kvantisointikohinan suodatusta tullaan myohemmin kadyttdim&an kappaleessa 8.5.2,
jossa kvantisointikohinaa siirretddn DA-muunnoksen yhteydessd korkeammille taajuuk-
sille, jossa ihmiskorva ei sitd kuule.

Kvantisointikohinan mé&drdn muutos suodatuksen yhteydessd on laskettavissa ana-
lyyttisesti. Tarkastellaan kvantisoidun signaalin X(n) = x(n) + e(n) suodatusta lineaari-
sella ja aikainvariantilla (LTI) jarjestelmalla F(-), jonka impulssivaste on h(n). Koska jar-
jestelmd on lineaarinen, niin suodatustuloksen

FR(M)] = Flx(n) + e(n)] = Flx(n)] + Fle(n)]
virhettd voidaan tarkastella erikseen. Suodatuksen jdlkeinen pelkdstddn kvantisoinnista

johtuva virhe on

[e o]

Taman virheen odotusarvo on

w = E| Y h(k)e(n—k)]
k=—0c0
= Y h(KEem—k)]
k=—00
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Viimeiselle lausekkeelle saadaan myos kdyttokelpoisempi muoto havaitsemalla z-muun-
noksen maaritelmasts, ettd

e Y h(k) = pH(1).
k=—

Varianssin laskenta on hieman hankalampaa, ja lausekkeen johto sivuutetaankin tas-
sd yhteydessd. Lopputulos voidaan ilmaista seuraavasti. Kvantisointivirheestd johtuvan
virheen varianssi 0% suodatuksen jilkeen voidaan esittdd kolmella vaihtoehtoisella tavalla:

1: 0? = o> i Ih(n)?

us

O—é iw 2
2: o? :EJ]H(e )|” dw
02 dz
3 o =26§ H(z)H(z )%,
mi Jc z

missd 02 on sisddnmenevin (kvantisointivirheestd johtuvan) valkoisen kohinan varianssi,
h(n) on tarkasteltavan suotimen impulssivaste, H(z) on sen siirtofunktio ja C on funktion
H(z)H(z™'")/z suppenemisalueella sijaitseva suljettu kiyra.

Erityisesti FIR-suotimen tapauksessa ensimmdinen tapa kolmesta on helpoin. Seuraa-
vassa on kaksi esimerkkid kvantisointivirheen kdyttaytymisestd suodatettaessa IIR- ja FIR-
suotimella.

Esimerkki: Oletetaan, ettd analoginen signaali muunnetaan digitaaliseksi (1+7)-bittiselld
A/D-muuntimella, ja ettd ndin saatu digitaalinen signaali suodatetaan IIR-suotimella, jon-

ka siirtofunktio on |

H(z) = .
(z) z+0.5
Suodattimen toteuttava differenssiyhtélo on siis

yn) =-05yn—1)+x(n—1).

Mikéd on ulostulossa oleva pelkéstddn kvantisoinnista johtuva virhe, kun darellisesta
laskentatarkkuudesta ja kertoimien darellisestd esityksestd johtuvat virheet jatetdan huo-
miotta?

Muunnosvaiheessa on kdytossd 8 bittid, joista yksi kdytetddn merkkibitiksi. Tédssa ta-
pauksessa siis b = 7. Muunnosvaiheen virheen varianssi saadaan edelld olleesta kaavasta,

2—2b 2—14 2—16

_ _ ~ 106
0t = =5 = -~ 50910,

Tatd vastaava keskiarvohan on 0, kun oletetaan, ettd analogisen signaalin arvot pyoriste-
tddn aina ldhimpdan lukuun suoran katkaisun asemesta. Ulostulon kvantisointivirheesta
johtuvan kohinan varianssi voidaan johtaa ratkaisemalla jarjestelmdn impulssivaste:

1 n—1
h(n) = <_§) un-—1)
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ja sijoittamalla se edelld olleeseen kaavaan

9

I
oo
M8
Ed
2

I
oo

=

w| A~

Kohinan varianssi kasvaa siis 4/3-kertaiseksi eli on kaikkiaan
4 271°
o?=--"—~678-10"°
73 3

FIR-suodinten tapauksessa tilanne on yksinkertaisempi kuin IIR-suotimilla. Esimerkik-
si FIR-suotimen, jonka impulssivasteen kertoimet ovat 1/3, kunn = 0, 1,2 ja 0 muulloin,
ulostulossa olevan kvantisoinnista johtuvan kohinan varianssi on

[e o]

of = o; ) ()P

n=—oo

7.3 Kertoimien pyoristimisen vaikutus

Suodinten suunnittelumenetelmien tavoitteena on suunnitella paras mahdollinen suodin
tietyille kriteereille. Kun suodin sitten toteutetaan pienemmalld bittimadaralld, helpointa
on pyoristdd kertoimet ldhimpadn kvantisointitasoon. Kertoimia pyoristettdessd suodin
muuttuu optimaalisesta aina huonompaan pdin, jolloin suodin ei vélttamatta toteutakaan
annettuja vaatimuksia. Alla olevassa kuvassa on erdan FIR-suotimen amplitudivaste en-
nen ja jilkeen kertoimien pyoristystd (1+7):n bitin tarkkuuteen.

50 T T T T

0

-50

Amplitudivaste (dB)

-100

Il Il Il
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-150 L L L L I I
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Amplitudivaste (dB)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

Amplitudivaste heikkenee selvésti ja suotimen toiminta ei valttamatta ole endd maarit-
telyjen mukaista.

IIR-suotimen tapauksessa kvantisointi voi tuottaa vield suuremman muutoksen suo-
timen toiminnassa: pahimmassa tapauksessa suotimesta tulee epédstabiili. Alla olevassa
kuvassa on edellisen kappaleen elliptisen IIR-suotimen napa-nollakuvio.

1t o g
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0.6 q
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Imaginaariosa
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Il

Reaaliosa

Kun suotimen kertoimet kvantisoidaan (1+7):n bitin tarkkuuteen, kertoimien muutos
ei ole erityisen suuri. Alla olevassa kuvassa on kuvattu siirtofunktion osoittajan kertoimien
muutos kvantisoitaessa. Alkuperdiset arvot on esitetty avoimilla ympyrdilld ja kvantisoi-
dut mustilla ympyréilla.

0.03

0.02 - .

D q
O'Olll L

° o

-0.01- 4

-0.02 L L I L

Suotimen napoihin ja nolliin tdimé vaikuttaa kuitenkin paljon enemmaén. Alla olevasta
kuvasta ndhdédén, ettd kvantisoidusta suotimesta tuli epéstabiili.
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Reaaliosa

Useimmiten on olemassa parempiakin (1+7)-bittisid suotimia kuin se, joka saadaan
pyoOristamalla kukin kerroin suoraan ldhimpéaan (1+7)-bittiseen lukuun. Kertoimien muu-
toksen vaikutus yhteys ja nolliin ja suotimen amplitudivasteeseen on melko monimutkai-
nen, joten suoraviivainen pyoristdiminen ei valttamaétta tuota parasta mahdollista amplitu-
divastetta. Kertoimien optimaaliseen sijoitteluun eri kvantisointitasoille perehdytdaan myo-
hemmilld signaalinkésittelyn kursseilla.

Harjoitustehtavia

7.1. Laske A/D-muunnoksessa syntyvan kvantisointikohinan varianssi kun kidytossa on

(a) merkkibitti+3 bittig,
(b) merkkibitti+7 bittig,
(c) merkkibitti+11 bittid,
(d) merkkibitti+15 bittia.
7.2. Oletetaan, ettd analoginen ndytteistettdva signaali skaalataan vakiolla A = 1/(40y).
Miké on digitaalisen signaalin signaali-kohinasuhde (SNR) kun kédytossd on
(a) merkkibitti+3 bittig,
(b) merkkibitti+7 bittid,
(c) merkkibitti+11 bittig,
(d) merkkibitti4-15 bittia?

7.3. Laske signaali-kohinasuhteen kaava, jos skaalauksessa kédytetddankin vakiota

1

A= .
20,

7.4. Oletetaan, ettd analoginen signaali on muotoa

x(t) = sin(wt + ¢).
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7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

Télle signaalille 02 = 1/2. Mikd on nyt signaali-kohinasuhteen kaava néytteenoton
jilkeen, kun oletetaan, ettei analogista signaalia skaalata lainkaan? Mikd on SNR,
kun kdytetddn 15 bittid merkkibitin lisaksi?

(Matlab) Tutkitaan tassd tehtiviassa kvantisointikohinaa Matlabilla.

(a) Avaa ensin testisignaali komennolla 1oad gong.mat, joka lataa sen muuttu-
jaan y. Kvantisoi testisignaali seitsem&dan bittiin (+merkkibittiin) komennolla
z=quant (y, 1/277) ;. Tulosta virthesignaali y-z ruudulle ja laske sen varians-
si komennolla var). Vertaa téta teoreettiseen tulokseen (tehtavia 7.1). Toista sama
(1+3):1le, (1+11):1le ja (1+15):1le bitille.

(b) Toista testi testisignaalille seiska.wav, joka 1oytyy kurssin kotisivulta. Wav-
tiedostot voi ladata Matlabiin komennolla y = wavread (’ seiska.wav’) ;.
Mistd erot kvantisointivirheen varianssissa eri testisignaaleille johtuvat?

(Matlab) Suunnittele Matlabilla elliptinen IIR-suodin, jonka estokaista on naytteen-
ottotaajuudella normalisoituna [0, 0.1] ja padastokaista [0.15,0.5]. Estokaistan minimi-
vaimennus on 50 dB ja pddstokaistan maksimivéarédhtely 0.1 dB. Kvantisoi kertoimet
(vektorit b ja a) (1+11):n bittiin ja tulosta ruudulle ndin saadun suotimen taajuusvas-
te kvantisoimattoman kanssa samaan kuvaan. Kuinka paljon estokaistan vaimennus
huononi?

Tarkastellaan ensimmadisen asteen IIR-suodinta, jonka siirtofunktio on

1

Hlz) =105

Oletetaan ettd analoginen signaali muunnetaan digitaaliseksi 8-bittiselld A /D-muun-
timella (merkki+7 bittid). Mikd on suotimen ulostulossa oleva pelkdstdadn kvantisoin-
nista johtuva virhe, kun déarellisestd laskentatarkkuudesta ja kertoimien darellisestd
esityksestd johtuvat virheet jatetddn huomiotta?

(Matlab) Luo normaalijakautunut satunnainen testisignaali komennolla randn. Pi-
tuus voi olla joitakin tuhansia ndytteitd. Kvantisoi signaali kahdeksaan bittiin (merk-
ki + 7 bittid), ja laske empiirisesti ndin saadun kvantisointikohinan varianssi. Suo-
data kvantisoitu sekd kvantisoimaton signaali tekstissd olevan esimerkin suotimella
y(n) = —=0.5y(n — 1) + x(n — 1). Suodatuksen jdlkeinen kvantisointikohina on nyt
tulossignaalien erotus.

(a) Laske suodatuksen jadlkeisen kvantisointikohinan varianssi ja vertaa tulosta esi-
merkissa laskettuun teoreettiseen tulokseen.

(b) Teoriassa kohinan varianssi kasvoi suodatettaessa %‘-kertaiseksi. Entd kaytan-
nossa?

Tarkastellaan ensimmadisen asteen IIR-suodinta, jonka siirtofunktio on

1

i
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7.10.

Téssd lausekkeessa a on jokin reaalivakio, jonka itseisarvo |a| < 1. Johda (vakiosta a
riippuva) lauseke suotimen ulostulossa olevalle pelkédstddn kvantisoinnista johtuva
virheelle, kun dédrellisestd laskentatarkkuudesta ja kertoimien &déarellisestd esityksesta
johtuvat virheet jatetddn huomiotta ja A/D-muunnin kayttda (1 4 7) bitin esitysta?
Mita virheelle tapahtuu kun |a| ldhestyy ykkosta?

(Matlab) Kaytettdessd IIR-suotimia ddrelliselld laskentatarkkuudella, voi syntya ilmio
nimeltd rajasykli. Talloin jarjestelmén vaste ei herdtteen loputtua vaimene vaan jaa
ikuisesti vardhteleméédn jollain taajuudella nollan ymparille.

Lataa testiskriptin pohja osoitteesta
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/rajasykli.m

Kirjoita kommentoidun for-silmukan tilalle koodi, jossa muuttujaan y (n) sijoitetaan
suodatuksen tulos kvantisoinnin jalkeen. Kvantisointi tehddén viiteen bittiin (+merk-
kibitti) quant-funktiolla. Toteutettavan suotimen siirtofunktio on

1

Hz) = ——.
(2] 14 0.5z

Aja skripti, jolloin suotimen ulostulo tulostuu ruudulle. Vaikka herdte on nollassa
heti kahden ensimmadisen nédytteen jdlkeen, tulos jad vardhtelemaan ikuisesti (timéan
suotimen tapauksessa Nyquistin taajuudella).
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Luku 8

Naytteenottotaajuuden muuntelu

Naytteenottotaajuuden muuntelusta A/D-muunnoksen jilkeen kdytetddn englannin kie-
lessd nimitystd multirate DSP, mutta sille ei ole olemassa lyhyttd suomenkielistd nimea.
Yksinkertaisin menetelmd nédytteenottotaajuuden muuntamiseksi on tietysti muuntaa sig-
naali ensin analogiseksi ja tdiméan jalkeen muuntaa se takaisin digitaaliseksi uudella nayt-
teenottotaajuudella. Tdam&d menettely johtaa kuitenkin ylimé&ardisiin kvantisointi- eli pyo-
ristysvirheisiin, joita on syytd valttdd. Ongelma on mahdollista ratkaista pelkastdan digi-
taalisen signaalinkésittelyn keinoin. Télldin saadaan taatusti optimaalinen tulos, jossa ei
ole mukana ylimdéardisid kvantisointikohinoita.

Ongelma on siis seuraava: on olemassa signaali, joka on muodostettu analogisesta sig-
naalista ndytteenottotaajuudella f. Tadstd signaalista halutaan selvittaa se digitaalinen sig-
naali, joka on mahdollisimman l&hell4 sitd signaalia, joka olisi saatu ndytteenottotaajuudel-
la f. Kouluesimerkki kyseisesti ongelmasta on muunnos CD-formaatista DAT-formaattiin.
CD-levyilld data on nimittdin esitetty ndytteenottotaajuudella 44.1 kHz. Sen sijaan DAT-
nauhurin formaatti perustuu nédytteenottotaajuuteen 48 kHz. Usein muunnos toki hoide-
taan kdytannossa muuntamalla signaali ensin analogiseksi ja edelleen digitaaliseksi taaju-
della 48 kHz. Parempaan tulokseen kuitenkin on mahdollista pédastd multirate-signaalin-
késittelyn menetelmin.

Taajuuden muuntaminen on tarpeellista myos, kun signaalista on syystd tai toisesta
otettu ndytteitd liian korkealla taajuudella. Tdlloin siis signaalissa ei ole ldheskddn niin
suuria taajuuksia kuin ndytteenottotaajuus mahdollistaa. Kun kuitenkin ndytteenottotaa-
juus on suuri, tulee suunniteltujen suodintenkin aste tarpeettoman korkeaksi. Pienempi
aste saavutetaan, jos taajuudet muunnetaan ensin pienemmadksi ja suodatetaan vasta sit-
ten. Taman jdlkeen signaali voidaan tarvittaessa muuntaa jdlleen suurempaan taajuuteen.
Muuntaminen kdytdnnossa tapahtuu kahden perusoperaation avulla:

e [nterpolointi kasvattaa signaalin ndytteenottotaajuutta lisidmalla ylimdardisiad arvoja,

e Desimointi pienentdd signaalin ndytteenottotaajuutta poistamalla osan alkuperdisen
signaalin arvoista.

Desimointi ja interpolointi muuntavat ndytteenottotaajuutta jollain kokonaislukuker-
toimella (esimerkiksi 1 kHz — 2kHz tai 1 kHz — 0.5kHz, jne). N4itd operaatioita yhdiste-
lemaélld saadaan aikaiseksi kaikkia rationaalikertoimia vastaavat taajuusmuunnokset. Tar-
kastellaan lahemmin muunnosta CD-formaatista DAT-formaattiin. Kéytossa on 44.1 kHz
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ja tavoite olisi 48 kHz. Muunnoskerroin on 48/44.1 = 480/441 = 160/147. Ensin taajuus
korotetaan siis arvoon 44.1 - 160 = 7056 kHz interpoloimalla kertoimella 160. Taman jal-
keen signaali muunnetaan takaisin taajuuteen 48 kHz desimoimalla kertoimella 147. Mer-
kittdvdd on, ettd muunnos tapahtuu juuri tdssa jdrjestyksessd. Jos ensin olisi desimoitu,
niin tuloksena olevassa signaalissa ndytteenottotaajuus olisi ollut liian pieni, ja suurin osa
signaalin informaatiosta olisi hdavinnyt. Nyt tdllaista informaatiohédvikkia ei tapahdu.

8.1 Desimointi eli ndytteenottotaajuuden alentaminen

Oheinen kaavio esittdd signaalin x(n) desimointiin liittyvid vaiheita. Ennen varsinaista
ndytteenottotaajuuden pienentdmistd signaali tdytyy suodattaa alipddstosuotimella las-
kostumisen estamiseksi. Ndin saadun signaalin ndytteenottotaajuutta pienennetdan jatta-
maélld ainoastaan osa alkuperidisen signaalin arvoista jdljelle. Desimointioperaatiota mer-
kitddn alaspdin osoittavalla nuolella ja taajuuden muunnoskertoimella. Esimerkiksi nédyt-
teenottotaajuuden pudottamista kolmannekseen merkitseva symboli on . Kuvion ta-
pauksessa alkuperdinen ndytteenottotaajuus Fs pudotetaan desimoinnissa arvoon F;/M.
Tama tehdddn poimimalla joka M:s alkio desimoituun signaaliin.

Antialias- Uudelleen-
suodatin naytteistys
) odatin ) "D yin)
H(z) M

Koska desimoitaessa ndytteenottotaajuus pienenee, on laskostumisen vaara ilmeinen.
Laskostuminenhan estetddn ainostaan poistamalla signaalista taajuudet, jotka ovat suu-
rempia kuin puolet ndytteenottotaajuudesta. Taman suorittava suodin (digital anti-aliasing
filter) on siis sellainen alipddstdsuodin, joka poistaa kaikki arvoa F;/2M suuremmat taa-
juudet. Normalisoiduissa taajuuksissa ilmaistuna alipadstosuotimen suunnitteluvaatimuk-
set ovat seuraavat.

e Suotimen pédastokaista on [0, ﬁ — Af].

e Suotimen estokaista on [ﬁ, 15].
Siirtymaékaistan leveys, Af, madrdytyy sovelluksen mukaan. Mitd kapeammaksi siirtyma-
kaista halutaan, sitd enemman kertoimia suotimessa tulee olla. My6s vaimennusvaatimuk-
set riippuvat sovelluksesta.

Kaavoina signaalin x(n) desimointiprosessi kertoimella M signaaliksi y(n) voidaan il-
maista seuraavasti:

w(n) = i h(k)x(n —k),
k=—o0
y(m) = w(mM) = i h(k)x(mM — k).
k=—

Alla olevat kuvat esittdviat desimoinnin vaikutusta aikatasossa. Alkuperdinen signaali
x(n) suodatetaan ensin alipadstosuotimella, jolloin saadaan signaali w(n), joka on valmis
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desimoitavaksi. Desimoitaessa kertoimella 3 otetaan uuteen signaaliin mukaan ainoastaan
joka kolmas arvo. Vertailun vuoksi mukana on myds signaali, joka on saatu desimoimalla
ilman alipdastosuodatusta.

Toiseksi alimmassa kuvassa nédytteet on kerrottu desimointikertoimella M = 3, jotta
ndytteiden suuruusluokka olisi sama kuin alkuperdiselld signaalilla. Ilman t4ta kertolas-
kua nédytteiden lukuarvot olisivat selvasti alkuperdisid pienemmat, koska alipdastosuoda-
tuksessa signaalin energia putoaa noin kolmannekseen. Yleensa tdma kertolasku jatetddn
pois kaavoista, koska se on helpointa toteuttaa suunnittelemalla suodin, jonka amplitu-
divaste pdastokaistalla on M. Téllainen suodin saadaan normaalista alipddstosuotimesta
yksinkertaisesti kertomalla sen jokainen kerroin luvulla M.

Alkuperdainen signaali

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Alipaastosuodatettu signaali

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Desimoitu suodatettu signaali
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?TTT.JIT«?T«I.M[
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-1 1 1 1 1 1 1
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Desimoitu suodattamaton signaali
1 T T

e T 1o QIG B TI tae 17 T. r o
R PP

-1 1 1 1 1 1 1
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Desimointiprosessi selvinnee helpommin taajuustason kuvaajista. Ensimmadinen ku-
vaaja esittdd alkuperdisen signaalin x(n) spektrid (diskreetin Fourier-muunnoksen itseis-
arvoa sopivasti ikkunoituna ja interpoloituna) [X(n)|. Esimerkin tapauksessa naytteenot-
totaajuus on 8192 Hz. Télloin siis suurin signaalin sisdltdima taajuus on 4096 Hz. Kun t&-
td signaalia halutaan desimoida kertoimella 3, tdytyy ensin poistaa 13657 Hz suuremmat
taajuudet. T4td varten suunnitellaan alipddstosuodin, jonka estokaista on vali [1, 1] (nayt-

teenottotaajuuden suhteen normalisoituina taajuuksina) ja padstokaista nollasta johonkin
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lukua 1/6 pienempéddn lukuun, riippuen kuinka paljon kertoimia on varaa kayttda. Ohei-
sessa esimerkissd padstokaistan rajataajuudeksi valittiin 0.14, pddstokaistan maksimiva-
rahtelyksi 0.09dB (0.07 lineaarisella asteikolla) ja estokaistan minimivaimennukseksi 40dB
(0.01 lineaarisella asteikolla). Tdmé&n suotimen amplitudivaste on kuvattu oheisessa ku-
vassa. Tdlld suotimella suodatettaessa saadaan signaali w(n), jonka spektri on suotimen
amplitudivasteen alla olevassa kuvassa. Kun signaalista w(n) jatetdan jéljelle vain joka
kolmas arvo (ja kerrotaan ndytteet luvulla 3), tuloksena on signaali y(n), jonka spektri on
seuraavassa kuvassa. Nyt siis uusi ndytteenottotaajuus on 8192/3Hz.

Viimeinen kuvaaja esittdd suodattamattoman desimoidun signaalin spektrid, jossa las-
kostumisilmi6 on selvésti havaittavissa. Siind oleva spektri poikkeaa alkuperdisen signaa-
lin vastaavasta kaistasta, vaikka ne halutaan mahdollisimman ldhelle toisiaan.

Alkuperaisen signaalin spektri
4 T T T

0 I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Taajuus (Hz)

Suodattimen amplitudivaste
1.2 T T T

Il L L L - —L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Taajuus (Hz)

Suodatetun signaalin spektri
4 T T T

L 1 L Il L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Taajuus (Hz)

Desimoidun signaalin spektri
4 T T

1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200
Taajuus (Hz)
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Desimoidun suodattamattoman signaalin spektri
T T T T

1 1 1
600 800 1000 1200
Taajuus (Hz)

1 1
0 200 400

8.2 Naiytteenottotaajuuden pienentiminen useassa vaihees-
sa

Desimaattoreiden toteutusta voidaan nopeuttaa pudottamalla ndytteenottotaajuutta
useammassa vaiheessa. Esimerkiksi nédytteenottotaajuuden pudotus yhteen kymmenes-
osaan alkuperdisestd voidaan tehdd yhdessd vaiheessa kertoimella kymmenen tai kahdes-
sa vaiheessa ensin kertoimella 5 ja sitten kertoimella 2. Kolmas mahdollisuus on pudottaa
ensin kertoimella 2 ja sitten kertoimella 5. Kaikilla ndilld menetelmilld tarvitaan eri maara
kertoimia, ja useimmiten suora pudotus kertoimella 10 tarvitsee enemman kuin useam-
massa vaiheessa tehdyt operaatiot. Alla on esitetty kaaviot eri menetelmistd, kun 1dhto-
taajuus on 20 kHz ja tavoite on 2 kHz. Oletetaan lisdksi, ettd signaalista taytyy sdilyttaa
taajuudet 900 Hertsiin asti ja ettd suunnittelussa kdytetdan FIR-suodatinta ja Hamming-
ikkunaa.

e Yhdessi vaiheessa: x(n)—|H(z) —>‘ 110 ‘—)y(n)
Nyt péastokaista on vali [0, 0.9] kHz ja estokaista [1, 10] kHz. Siirtymékaista norma-
lisoituna on ndin ollen vali [0.045,0.05], joten kertoimia tarvitaan N = 3.3/Af =

3.3/0.005 ~ 661.

e Kahdessa vaiheessa: x(n)—| H;(z) —>‘ L5 ‘—> H;(z) —>‘ 12 ‘—)y(n)
Nyt suotimen H;(z) pddstokaista on vali [0,0.9] kHz ja estokaista [2,10] kHz. Siir-
tymékaista normalisoituna on nédin ollen vali [0.045,0.1], joten kertoimia tarvitaan
N; = 3.3/0.055 ~ 61. Suotimen H,(z) péddstokaista puolestaan on vili [0,0.9] kHz
ja estokaista [1, 2] kHz. Siirtymadkaista normalisoituna nédytteenottotaajuudella 4 kHz
on ndin ollen vali [0.225,0.25], joten kertoimia tarvitaan N, = 3.3/0.0250 ~ 133. Yh-
teensé kertoimia tarvitaan siis 194.

e Kahdessa vaiheessa: x(n)—{H;(z) %‘ 12 ‘—> H,(z) —>‘ 15 ‘%y(n)
Suotimen H,(z) padstokaista on vili [0,0.9] kHz ja estokaista [5,10] kHz. Siirtyma-
kaista normalisoituna on ndin ollen vili [0.045, 0.25], joten kertoimia tarvitaan N; =
3.3/0.205 ~ 17. Suotimen H,(z) pddstokaista puolestaan on vili [0, 0.9] kHz ja esto-
kaista [1,5] kHz. Siirtymékaista normalisoituna nédytteenottotaajuudella 10 kHz on
ndin ollen vali [0.09,0.1], joten kertoimia tarvitaan N, = 3.3/0.01 ~ 331. Yhteensd
kertoimia tarvitaan siis 348.
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Nain ollen tehtdva on viisainta suorittaa kahdessa vaiheessa kertoimilla 5 ja 2 (tdssd
jarjestyksessd). Yleisesti pitdd paikkansa, ettd desimointikertoimet kannattaa sijoittaa las-

kevaan jarjestykseen. Siksi jdrjestys x(n)—| H;(z) —>‘ 12 ‘—) H,(z) —>‘ L5 ‘—>y (n) tuottaa aina

enemman kertoimia kuin x(n)—{H;(z) —)‘ L5 ‘—) H,(z) —)‘ 12 ‘Hy(n), ja se olisi voitu alun
perinkin jattda tarkastelematta.

8.3 Interpolointi eli ndytteenottotaajuuden nostaminen

Signaalin interpoloinnin tarkoituksena on saada aikaiseksi signaali, joka vastaa alkupe-
rdistd, mutta jonka ndytteenottotaajuus on suurempi. Oheinen kaavio esittdd lohkokaavio-
ta interpolointioperaatiosta. Toisin kuin desimoinnissa, nyt ei tarvita esisuodatusta, koska
ndytteenottotaajuutta nostettaessa kaikki alkuperdiset taajuudet voidaan toki esittada.

Nollien Alipaasto-
x(n) lisddminen i) suodatus y(n)
TL H(z)

Ensimmadinen operaatio on ndytteenottotaajuuden nostaminen L-kertaiseksi. Tdtd ope-
raatiota merkitddn nuolella ylospdin ja interpolointikertoimella L, siis . Tamén ope-
raation toteuttamisessa on lukuisia vaihtoehtoja; kuinka madritetddn uudet ylimdardiset
arvot? Matemaatikko alkaisi tdsséd tapauksessa luultavasti sovittaa polynomeja tai spline-
ja saadakseen uusia arvoja olemassaolevien arvojen vilille. Signaalinkésittelyssa tilanne
hoidetaan kuitenkin toisin: tuntemattomien arvojen tilalle sijoitetaan nollat ja ndin saa-
tu signaali suodatetaan alipddstosuotimella. Nollia lisdttdessa mukaan tulee hyvin suuria
taajuuksia.

Suurten taajuuksien lisddmisen vaikutus on poistettava, ja se luonnollisesti tapahtuu
alipaastosuodatuksella. Alkuperdisessd signaalissa suurin taajuus on F,/2. Interpoloitaes-
sa ndytteenottotaajuuteen LF,, suurin esitettdvissa oleva taajuus on LF,/2. Taajuutta F;/2
suuremmat taajuudet on poistettava, koska ne ovat nollien lisddmisen tulosta.

Nollien lisddmisen jalkeen saatu signaali (ndytteenottotaajuus LF) suodatetaan siis ali-
padstosuotimella, joka sdilyttaad taajuudet vélilta [0, F;/2] ja poistaa tatd suuremmat taajuu-
det. Koska nyt ndytteenottotaajuus on interpoloinnin seurauksena LF;, niin suotimen vaa-
timukset on normalisoitava timdn luvun suhteen. On siis suunniteltava alipddstosuodin,
jonka vaatimukset ovat:

e pddstokaista on normalisoituina taajuuksina ilmaistuna vali [0, (Fs/2)/(LFs) — Af] =
[0, &= — Af]. Siirtymékaistan leveys Af riippuu jélleen sovellutuksesta jossa interpo-
lointia on tarkoitus soveltaa (Af maaraa osaltaan kertoimien méaran).

e estokaista on vili [(F,/2)/(LF;), 1/2] = [5, 5]

Myos vaimennusvaatimukset madraytyvat enimmaékseen sovellutuksen mukaan, eikd
niiden valinnasta voida antaa mitddn yleistd ohjenuoraa. Koska alkuperdiseen signaaliin
sijoitetaan L — 1 nollaa jokaista signaalin arvoa kohden, signaalin amplitudi putoaa suo-
datettaessa yhteen L:n osaan. Siksi suodatuksen jédlkeen (tai sitd ennen) signaalin arvot on

syytd kertoa luvulla L.
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Kaavoilla esitettynd signaalin x(n) interpolointiprosessi kertoimella L signaaliksi y(n)
on seuraava:

x(m/L), kunm =0,+L,£2L,...
w(m) =

0, muulloin,
ym) = ) higwn—k).
k=—o00

Alkuperéinen signaali
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Alipaastosuodatettu signaali
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Yl1la oleva kuva esittdd esimerkkitapausta, jossa signaalin ndytteenottotaajuus interpo-
loidaan kolminkertaiseksi (L = 3). Ensin signaaliin x(n) jokaisen kahden perdkkaisen ar-
von viliin sijoitetaan L — 1 = 2 nollaa, jolloin saadaan signaali w(m). Tdma suodatetaan
alipaastosuotimella, jonka estokaista on [%, 0.5], paastokaista [0, 0.1526] ja maksimivaradhte-
lyarvot samat kuin desimointiesimerkissa. Tuloksena saadaan ulostulosignaali y(m). Ku-
ten desimoinnin tapauksessakin, tdima signaali on lopuksi vield kerrottava luvulla L = 3,
jotta signaalin energia sdilyisi. Vaihtoehtoisesti kdytetyn alipddstosuotimen kertoimet voi-
daan kertoa luvulla L, jolloin pddstokaistan taajuudet vahvistuvat kolminkertaisiksi. Tulos
on alimmassa edelld olleista kuvista.

Taajuustasossa tilanne on oheisen kuvan mukainen. Ylin kuva esittdd alkuperdista sig-
naalia, jonka ndytteenottotaajuus on esimerkissimme 8192 Hz. Lisdttdessd signaaliin nol-
lia, saavutetaan signaali, jonka spektri [W(e'®)| on seuraavassa kuvassa. Tdstd on poistetta-
va valilld 4096 Hz — 12288 Hz olevat taajuudet esimerkiksi suotimella, jonka amplitudivas-
te [H(e'”)| on seuraavassa kuvassa. Tuloksena on signaali y(n), jonka spektri on alimmassa
kuvassa.
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Alkuperaisen signaalin spektri
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8.4 Naytteenottotaajuuden muunnos rationaalikertoimella

Kuten aiemmin mainittiin, rationaalikertoiminen niytteenottotaajuuden muunnos saadaan
yhdistamalla interpolointi ja desimointi, tdssa jarjestyksessa. Jos siis ndytteenottotaajuus
halutaan ;-kertaiseksi, interpoloidaan signaali ensin L-kertaiseksi ja desimoidaan tdiméan
jilkeen kertoimella M. T4ssd kannattaa laskennan sidstimiseksi supistaa murtoluku 1

niin pitkédlle kuin mahdollista. Jarjestelm&n lohkokaavio on alla olevan kuvan mukainen.

Nollien Alipadsto- Antialias- Uudel!een—
x(n) lisddminen suodatus suodatin naytteistys y(n)
TL Hj (2) H;(z) M
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Kaaviosta kdy ilmi, ettd jarjestelmdssd on kaksi alipddstosuodatusta perdkkain. Toinen
ndistd voidaan poistaa ja jattaa jdljelle se, jonka suodatusvaatimukset ovat tiukemmat. Jos
esimerkiksi kerroin % = ‘3—1, tulee suotimen H, (z) pédastokaistaksi [0, ;—L — Af] =10, 15 — Aflja
estokaistaksi [%, 15]. Suotimen H;(z) vastaavat arvot ovat [0, ﬁ — Af] = [0, 15 — Af]ja [%, 15].
Suodin H;(z) poistaa siis laajemman taajuusalueen kuin H;(z), joten pelkkd H;(z) riittaa.
Téssd yhteydessd tdytyy luonnollisesti huomioida myds vaimennusvaatimusten toteutu-

minen. Alla oleva kaavio esittdd ndin saatavaa yksinkertaistettua jarjestelmaa.

Nollien Alipaasto- chlel%een-
liséaminen suodatus naytteistys
x(n) — — y(n)
TL H(z) M

8.5 Interpoloinnin kaytté D/A-muunnoksessa

Seitsemdnkymmentdluvun puolivélin jalkeen alettiin tutkia mahdollisuuksia musiikin ja
muun ddnimateriaalin digitaaliseen tallentamiseen. Lopputuloksena syntyi CD-soitin, jo-
ka on nykyadn yleisesti kdytossd ympari maailmaa. Seuraavassa tarkastellaan sen joitakin
teknisid yksityiskohtia ja erityisesti sen D/A-muunnosvaihetta, jossa digitaalinen signaali
muunnetaan analogiseksi. Lisétietoja 16ytyy esimerkiksi Steiglitzin kirjasta' seka Philipsin
julkaisusta®. Kohinanmuokkausta tarkastellaan yksityiskohtaisemmin IEEE:n artikkeliko-
koelmassa®.

CD-levyn halkaisija on 12 cm ja raidat ovat 1.6 mikrometrin etdisyydelld toisistaan.
Audio-CD:n sisdltama informaatio koostuu 16 bitin ndytteistd, joita on otettu 44100 Hertzin
ndytteenottotaajuudella. Koska stereoddni tarvitsee kaksi kanavaa, saadaan bittimaarak-
si 2 x 16 x 44100 ~ 1.41 miljoonaa bittid sekunnissa. Todellinen levylld oleva bittimaa-
rd on kuitenkin noin kolminkertainen. Ylim&dardiset bitit ovat enimmaékseen virheenkor-
jausta varten. Pieni osa biteistd tarvitaan myos kappaleiden pituuksien ja mahdollises-
ti myos nimien tallentamiseen. Multirate-tekniikan yhteydessad mielenkiintoisin vaihe on
CD-soittimen D/A-muunnos.

8.5.1 Nollannen asteen pitopiiri

Yksinkertaisimmillaan muunnos digitaalisesta signaalista analogiseksi tapahtuu nollan-
nen kertaluvun pitopiirilld (engl. zero-order hold; ZOH tai sample-and-hold; S/H). Talloin
analogisen signaalin arvoksi asetetaan viimeksi tullut digitaalisen signaalin arvo. Oheises-
sa kuvassa esitetddn erddn digitaalisen signaalin muunnos analogiseksi nollannen kerta-
luvun pitopiirilld. Ympyrat kuvaavat digitaalisen signaalin arvoja ja viiva on analoginen
approksimaatio.

IKen Steiglitz, A Digital Signal Processing Primer, with Applications to Digital Audio and Computer Music,
Addison-Wesley, Menlo Park, CA, 1996.

2"Compac:t Disc Digital Audio,"Philips Technical Review, vol. 40, no. 6, 1982.

3Oversampling Delta-Sigma Data Converters: Theory, Design and Simulation, toim. J. Candy ja G. Temes, IEEE
Press, New York, 1992.
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Adnisignaalin ollessa kyseessd mielenkiintoisinta on kuinka analogisen signaalin spekt-
ri vastaa alkuperdisen digitaalisen signaalin spektrid. Vastaus 16ytyy seuraavan kuvan si-
muloiduista spektreista.
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Ylemmassd kuvassa on digitaalisen signaalin spektri. Vaaka-akseli esittdd taajuuksia
ndytteenottotaajuuden suhteen normalisoituina. Alempi kuvaaja esittdd analogisen sig-
naalin spektrid nollannen asteen pitopiirin jalkeen. Nyt signaalin energia jakautuu paljon
laajemmalle alueelle siten, ettd alkuperdinen spektri (vélilla [0, 0.5]) monistuu suuremmil-
le taajuuksille. Valilld [0.5, 1] on vaimentunut peilikuva alkuperdisestd spektristd, valilla
(1, 1.5] on alkuperdisen spektrin vaimennettu kopio, valilld [1.5, 2] taas peilikuva vaimen-
nettuna, jne. Kuvassa on esitetty ainoastaan alkuperdinen spektri ja sen seitsemén kopiota,
mutta itse asiassa kopioita on ddrettéman monta (pienemmilld ja pienemmilld energioilla).

Nollannen asteen pitopiirin kdyttdytyminen taajuustasossa voidaan esittdd analyytti-
sesti. Koska kyseessd on jatkuva-aikainen suodin, analyysimenetelméd poikkeaa hieman
johdatuskursseilla tarkastelluista. Pitopiiri voidaan ajatella suotimeksi, jonka impulssivas-
te on jatkuva funktio

1, kun0<t<T,
h(t) = :
0, muulloin,

missd T on kahden nédytteenottohetken vélinen aikaero (CD-soittimella 1/44100 s). Analo-
gisen suotimen tapauksessa konvoluutio méaritelldan kaavalla

y(t) = Joo h(u)x(t—u)du

—00
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eli tdssd tapauksessa

Téllaisen suotimen taajuusvaste on

H(eWw) = Joo h(t)e @t dt

1
—€
—1

—iwt

I
~__

—iwT __ 1

o <

—1lw
Viimeisin lauseke voidaan sieventdad muotoon
H(e'*) = Te ™2 sinc(wT/2),
jolloin amplitudivasteeksi tulee
H(e'*)| = T|sinc(wT/2)|.

Tamén funktion kuvaaja on alla (nyt T =1).
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Digitaalisen signaalin nédytteenottotaajuus on yo. asteikolla yksi ja Nyquistin rajataa-
juus ndinollen kohdassa 1/2. Jokainen kuvaajan huippukohta tuottaa yhden vaimennetun
kopion digitaalisen signaalin spektrista.

Amplitudivasteen kuvaaja sovitettuna signaalin spektriin on alla. Visualisointisyistd
amplitudivaste on nyt kerrottu kolmellasadalla.
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Nain havaittiin, ettd pelkkd pitopiiri tuottaa ylimddrdisid taajuuksia analogiseen sig-
naaliin. CD-soittimen tapauksessa ylimddrdinen energia esiintyy yli 22.05 kilohertsin taa-
juuksilla, joita ihmiskorva ei kuule. Ylimé&rdinen energia korkeilla taajuuksilla saattaa kui-
tenkin rasittaa vahvistinlaitteistoa, joten se on hyva poistaa.

Korkeat taajuudet voitaisiin poistaa analogisella alipddstosuotimella, jonka paastokais-
ta on esimerkiksi vili [0,20] kHz ja estokaista [22.05, co) kHz (analogisella suotimilla ka-
siteltdvilld taajuuksilla ei ole yldrajaa). T4lloin siirtymaékaistasta tulee kuitenkin verraten
kapea, jolloin analogisesta suotimesta tulee hankala suunniteltava ja helposti kallis.

Multirate-menetelmid kdyttden suodatus voidaan tehdéd kahdessa vaiheessa, jolloin suo-
timista tulee yksinkertaisempia. Ensimmaisessd vaiheessa nostetaan digitaalisen signaalin
ndytteenottotaajuus nelinkertaiseksi (176.4 kHz). Tama tapahtuu lisidmalld kahden nay-
tearvon véliin kolme nollaa ja suodattamalla tulos alipddstosuotimella, jonka padstokaista
on vili [0, 20] kHz ja estokaista [22.05, 88.2] kHz. Tamédn suotimen toteutus riippuu halu-
tusta tarkkuudesta, mutta esimerkiksi Philipsin kuvauksessa kdytetddn FIR-suodinta, jos-
sa on 96 kerrointa. Kukin kerroin esitetddn kahdentoista bitin tarkkuudella. Padstokaistal-
la suotimen amplitudivaste on nouseva niin, ettd nollataajuuden ldhelld se on hieman alle
nollan desibelin ja 20 kHz:n 1dhelld hieman yli nollan desibelin. Ndin pyritdan kompensoi-
maan korkeampien taajuuksien pientd vaimenemista nollannen asteen pitopiirissa.

Toisessa vaiheessa digitaalinen signaali muunnetaan analogiseksi nollannen asteen pi-
topiirilld ja suodatetaan lopuksi analogisella suotimella, joka poistaa suurille taajuuksille
tulevan ylimédardisen energian. Nyt analogisen suotimen vaatimukset on helppo toteuttaa:
paastokaista [0,20] kHz, estokaista [88.2,00) kHz. Siirtymdkaistan leveys on nyt yli 30-
kertainen aikaisempaan verrattuna. Itse asiassa siirtokaista voitaisiin venyttda yli 150:een
kilohertsiin ilman ongelmia (miksi?).

8.5.2 Kohinanmuokkaus

Digitaalilaitteita kdytettdessd informaation kaikkein luonnollisin esitysmuoto on binda-
rinen. Binddridatalla tehtdvit operaatiot ovat nopeita ja niitd kayttavat laitteet yksinker-
taisia suunnitella. My6s CD-soittimen alunperin 16-bittinen data muunnetaan nykyisissa
soittimissa ensin bindériseksi ja vasta tdimén jdlkeen analogiseksi. Tédllin D/A-muunnin
tuottaa vain kahta eri jdnnitetasoa ja se saadaan rakenteeltaan yksinkertaiseksi. Normaa-
listi signaalin muunnos bindédriseksi aiheuttaisi voimakkaan kvantisointikohinan signaa-
liin, mutta siitd padstdan eroon nostamalla signaalin ndytteenottotaajuutta seka siirtamalla
kvantisointikohinaa korkeammille taajuuksille. Téllaisista menetelmistd kadytetddn nimea
kohinanmuokkaus (engl. noise shaping), ja ideana on nimenomaan siirtdd kohinan energiaa
suuremmille taajuuksille, josta se on helppo poistaa alipdastosuodatuksella.

x(n) - w(n) i- yn)
[T —Ho (D) S e

Interpolointi
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Yksinkertaisin kohinanmuokkausmenettely on ylld olevan lohkokaavion mukainen.
Ensimmadisessd vaiheessa signaali x(n) interpoloidaan nédytteenottotaajuudeltaan monin-
kertaiseksi. Tulos w(n) kvantisoidaan ja jdrjestelmad laittaa muistiin syntyneen kvantisoin-
tivirheen e(n). Kvantisointivirheen tallentaminen auttaa tasapainottamaan virhettd seu-
raavilla kierroksilla.

Yleensd kvantisointia mallinnetaan lisadmalld kvantisoitavaan signaaliin virhesignaali
e(n). Ylld olevan kuvan tapauksessa lohkokaaviosta saadaan yhtalo

ym)=wn) +en)—en—1).
Ottamalla z-muunnokset puolittain saadaan yhtilo
Y(z) =W(z) + E(z)(1—z7").

Ndin ollen signaali w(n) menee sellaisenaan jarjestelmén lapi (ei suodatusta). Sen sijaan
virhesignaali e(n) kulkee lineaarisen jirjestelmén H(z) = 1 — z7' lapi. Kdytetddn tastd
ulostulosignaalista jatkossa merkintda d(n):

dn)=e(n)—en—1).

Jarjestelmén H(z) taajuusvaste on H(e'®) = 1 — e ™, jonka itseisarvon kuvaaja on alla.
Melko helposti voidaan osoittaa, ettd |1 — e | = 2sin(}).

2.5

Amplitudivaste
=
= 3 N
T T T
Il Il

o
U"1
I

o

L L
/4 /2 3n/4 b
Kulmataajuus

o

Kuviosta ndhddén, ettd kohinan pienet taajuudet vaimenevat ja suuret taajuudet vahvis-
tuvat. Koska signaali w(n) on interpoloitu versio alkuperdisesta signaalista, sijaitsevat tar-
kedt taajuudet nimenomaan pienilld taajuuksilla, jossa kohina on vaimentunut. Signaalin
y(n) SNR riippuu nyt interpolointikertoimesta L ja siitd, kuinka moneen bittiin signaali
kvantisoidaan.

Kohinan méara jarjestelmén H(z) jalkeen voidaan laskea analyyttisesti kdyttamalla hy-
viaksi tietoa, ettd sen tehospektri riippuu valkoisen kohinan tapauksessa suoraan jarjestel-
méan H(z) taajuusvasteesta:

Paa(e) = [H(e)fos

e

- (esn(2)'

= 40251n (2>

missd 02 = 27%°/12 ja b on bittien mé&rd kvantisoinnin jalkeen. Koska signaali sijaitsee in-
terpoloinnin jdlkeen taajuuksilla w € [0, 7t/L], meiddn tarvitsee tietdd tdlld taajuusalueella
olevan kohinan teho.

Esimerkiksi tapauksessa L = 4 tilanne olisi alla olevan kuvan mukainen. Kdyran alle
jadava merkitty alue vastaa signaalin kanssa samalla taajuusalueella olevan kohinan tehoa.
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1 1
0 /4 /2 3n/4 s
Kulmataajuus

Se saadaan integroimalla,

1 /L 272]3 /L
_J 4cr§sin2(8)dw = 4 J sinz(g)dw

), 2 127 ), 2
2%/ 1 . om

= ?(ﬁ_ism(i))
272 /1 sin(m/L)

= T(t—T)-

Nyt voidaan kysyd, montako bittid sddstetddn kun interpoloidaan tietylld kertoimella
L. Esimerkiksi CD-soittimen tapauksessa bittimddra on 15 + 1, ja kvantisointikohinan teho
ndin ollen % Samaan kvantisointikohinaan pééstddn interpoloinnin ja kohinanmuok-

kauksen avulla interpolointikertoimella L ratkaisemalla tarvittava bittimaard b yhtalosta

ﬁ (1 Sil’l(T[/L)) _ 273

6 \L  m 12

Bittien tarve eri kertoimilla on esitetty alla olevassa kuvassa. Arvoissa ei ole mukana merk-
kibittia.

15

Bittien m&ara b
5

&
T

0 I I I I 1
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Interpolointikerroin L

Kuviosta ndhddan interpolointikertoimien olevan edelleenkin varsin suuria. Taysin bi-
nadriseen tilanteeseen (b = 0) tarvitaan nyt 1523-kertainen interpolointi, mikd on liikaa.
Jarjestelméad on siis kehitettdva edelleen.

Kohinanmuokkaus tapahtuu siis yksinkertaisimmillaan viemaélld kvantisointikohina
jarjestelmdn H(z) = 1 — z~' ldpi. Tulosta voidaan parantaa korottamalla siirtofunktio toi-
seen tai suurempaan potenssiin. Toisen asteen kohinanmuokkaus kayttda siis jarjestelmaa
H(z) = (1 —z")? =1 —2z" + z72, joka on melko helppo liittdd aiemmin esilla ollee-
seen lohkokaavioon. Yleisemmin p:nnen asteen kohinanmuokkaus vie kohinan jarjestel-
méan H(z) = (1—z")P ldpi. Talloin amplitudivasteeksi tulee [H(e'®)| = (2 sin($))P ja ampli-
tudivasteen kuvaajat arvoillap =1, 2,...,5 on esitetty alla. Kdyrat kohtaavat pisteessad w,
jossa on voimassa yhtdld 2sin(w/2) = 1, eli pisteessd w = 71/3, joka on normalisoituina

taajuuksina f = & = 1.
U 6
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Amplitudivaste
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Nadin ollen p:nnen asteen kohinanmuokkaimen kvantisointikohinan varianssi on

22(p7b) /L ) w
J sin? (=
0

12n 7)) dw.

Tutkitaan lopuksi toisen asteen kohinanmuokkaajaa, kun testisignaalin alkuperdinen
ndytteenottotaajuus on 8192 Hz, L = 4ja b = 0 eli kvantisoinnin tulos on bindarinen.
Interpolointikerroin L on visualisointisyistd melko pieni. Alla olevassa kuvassa on patka
testisignaalia.
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Interpoloinnin jdlkeen signaali kvantisoidaan yhteen bittiin, eli kdytdnnossa jdljelle jaa
vain ndytteen merkki. Tédlloin syntyy alla oleva virhesignaali. Huomaa, ettd kyseessa ei ole
alkuperdisen signaalin merkki vaan mukana on my0s edellisen askeleen virhesignaali.
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Jarjestelmén ulostulosignaali ndyttdd seuraavalta.



138 SIGNAALINKASITTELYN MENETELMAT

[¢] 100 200 300 400 500 600 700 800

Signaali ei ndytd aikatasossa juurikaan samalta kuin alkuperdinen, mutta taajuustasos-
sa yhtaldisyydet silti 16ytyvat. Ensin alkuperdisen interpoloidun signaalin spektri.
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Kun tétd verrataan alla olevaan tulossignaalin spektriin, ndhdédéan, ettd pienilla taajuuk-
silla spektrit ovat kokolailla samanlaisia. Lisdksi havaitaan suuremmilla taajuuksilla spekt-
rin noudattavan amplitudivasteen [H(e'*)| = 16 sin*(w) muotoa. Nyt interpolointikerroin
L ei ollut riittdvan suuri, joten signaalin ja kohinan spektrit ovat osittain samalla taajuusa-
lueella.

) 00 8000 10000 12000 14000 16000
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Seuraavaksi kvantisoitu signaali muunnetaan analogiseksi yksinkertaisella yksibittisel-
1a D/A-muuntimella, jonka jdlkeen analoginen signaali suodatetaan analogisella alipaas-
tosuotimella. Analoginen suodin poistaa signaalista kohinan taajuudet. Jos interpolointi-
kerroin ja jdrjestelmén aste olisivat olleet riittdvan suuria, signaalin ja kohinan spektrit oli-
sivat melko selkedsti erilldan. Talloin analogisen alipddstosuotimen suunnittelu olisi mel-
ko helppoa, koska siirtymaékaista saataisiin riittdvan levedksi.

Harjoitustehtavia

8.1. Kuvitellun digitaalisen jdrjestelmédn nédytteenottotaajuus on 42 kHz. Jatkokasittelya
varten signaali pitdd muuntaa ndytteenottotaajuuteen 6 kHz. Millaiset taajuusvaati-
mukset on asetettava antialias-suotimelle, jonka ldpi signaali suodatetaan ennen var-
sinaista uudelleennédytteistystd? Signaalista tiedetddn, ettd taajuuksien 0 — 2.5 kHz
tulee ehdottomasti sédilyd desimoidussa signaalissa. (Siis missad on pddstokaista ja es-
tokaista?)
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8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

Signaali x(n), jonka nédytteenottotaajuus on 12 kHz pitdd muuntaa signaaliksi, jonka
ndytteenottotaajuus on 15 kHz. Selvitd muunnoksen vaiheet lohkokaaviona kédyttden

uudelleenndytteistysta ( ja ) ja alipaastosuodatusta ((H(z) |). Esitd tarvitta-

vien alipdastosuodinten padsto- ja estokaistojen sijainti, kun taajuudet valilta 0 — 5.5
kHz halutaan sailyttaa.

Tavoitteena on pudottaa 12 kHz signaalin ndytteenottotaajuus yhteen kilohertsiin
useassa vaiheessa. Signaalin olennaisin informaatio sijaitsee taajuuskaistalla 0-450
Hz, joka tulee siis ehdottomasti sdilyttda. Selvitad tarvittavien suodinten kertoimien
yhteismddra eri multistage-toteutuksissa (4 kpl riittdd, jos tutkitaan vain ne tapauk-
set, joissa desimointikertoimet ovat laskevassa jarjestyksessd), kun alipddstosuotimet
suunnitellaan Hamming-ikkunalla (jolloin N = 3.3 /Af).

Kuinka monta kertolaskua kukin edellisista toteutuksista tarvitsee sekunnissa (MPS,
multiplications per second)? Tadma saadaan laskettua kaavasta

I
MPS - Z NiFi)
i=1
missd I on desimointilohkojen lukumaééard, N; on i:nnen lohkon kertoimien méaéara ja
F; on i:nnen lohkon sisddntulevan signaalin ndytteenottotaajuus.

(Matlab) Toteutetaan tdssd ja seuraavassa tehtdvdssd Matlabilla ndytteenottotaajuu-
den muunnos kertoimella £. Lataa ensin testisignaali laughter (latautuu komen-
nolla load laughter muuttujaan y). Signaalin ndytteenottotaajuus on 8192 Hz.

Nostetaan signaalin ndytteenottotaajuus ensin kaksinkertaiseksi. Tama vaatii seuraa-
vat vaiheet:
e Muodosta nollasignaali z, jonka pituus on kaksinkertainen alkuperdiseen nih-
den.

e Sijoita nollasignaalin joka toiseen paikkaan alkuperdisen signaalin arvot komen-
nolla z (1:2:end) = y; Kuuntele tulos. Huomaa, ettd komennolle soundsc
tdytyy antaa myos ndytteenottotaajuus; muutoin tulos kuulostaa pikkuoravilta.

e Suunnittele esim. astetta 100 oleva FIR-suodin (komento fir1)ja suodata syn-

tyneet hdiriét pois.

e Kuuntele tulos ja totea, ettd se kuulostaa samalta kuin alkuperdinen.

e Tulosta kaikkien kolmen signaalin spektrogrammit komennolla specgram.
(Matlab) Pudota edellisen tehtdvan tulossignaalin ndytteenottotaajuus kolmasosaan
seuraavasti.

e Suunnittele antialias-suodin, jonka aste on my®os 100.

e Suodata signaali z kyseiselld suotimella.

e Ota tuloksesta talteen joka kolmas nayte.

e Kuuntele tulos nédytteenottotaajuudella 5461 Hz, mikd on noin 2/3 alkuperai-
sesta.
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e Tulosta kaikkien kolmen signaalin spektrogrammit komennolla specgram.

8.7. (Matlab) Toteutetaan Matlabilla ensimmadisen asteen kohinanmuokkain. Aloita Matlab-
skripti lataamalla testisignaali Handel muuttujaan y. Sijoita x=y ; , koska muuttujaa y
tarvitaan myohemmin. Interpoloi signaali kertoimella 4 kdyttden komentoa interp.
Interpoloinnin tulos on lohkokaaviossa oleva signaali w(n). Tétd signaalia ldhdetadn
kasittelemddn lohkokaavion mukaisesti. Alusta tdtd varten muuttujat e ja y nolliksi:
e=zeros (1, length (w) ) ;. Lohkokaavion mukainen kohinanmuokkaus voidaan
esittdd pseudokoodina seuraavasti:

for n := 2 to length (w)
tmp := w(n)-e(n-1);
y(n) := sign(tmp);

e (n) = y(n)-tmp;
end

Tulosta ruudulle ulostulosignaali ja sen spektri (££t:114 laskettuna) sekd virhesig-
naali. Desimoi signaali takaisin 8192 Hertsiin ja kuuntele tulos. Kvantisointikohina
on selvésti kuultavissa signaalin taajuuskaistalla johtuen vain nelinkertaisesta inter-
poloinnista ja ensimmadisen asteen kohinanmuokkauksesta.

8.8. (Matlab) Muunna edellisen tehtdvan kohinanmuokkaus toisen asteen versioksi, jossa
pseudokoodi on seuraava.

for n := 3 to length (w)
tmp := w(n)-2xe(n-1)+e(n-2);
y(n) := sign(tmp);
e (n) = y(n)-tmp;

end

Tee vastaavat testit kuin edellisessa tehtdvidssa ja vertaa tulosta.

8.9. (Matlab) Muunna tehtdvian 8.8 kohinanmuokkaus kolmannen asteen versioksi. Tee
vastaavat testit kuin tehtdvissa 8.7 ja 8.8 ja vertaa tulosta. Kuitenkin niin, ettd kvan-
tisoit tuloksen (1 + 1) bittiin. (1 + 0)-bittinen ratkaisu on numeerisesti epéstabiili
korkeamman asteen vuoksi. Siis ei

y (n) = sign (tmp);
vaan
y (n) := quant (tmp, 27 (-1));

8.10. Taydennd oheinen kohinanmuokkauksen lohkokaavio niin, ettd se esittdd kolman-
nen asteen kohinanmuokkainta.
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Luku9

Digitaaliset signaaliprosessorit

Téassd kappaleessa tutustutaan digitaalisiin signaaliprosessoihin (engl. digital signal proces-
sor; DSP), eli prosessoreihin, jotka on suunniteltu nimenomaisesti digitaalisen signaalin-
kasittelyn tarpeisiin.

Tietokoneiden suorittamat tehtdvét voidaan jakaa kahteen luokkaan: yleiseen tiedon
kasittelyyn (jarjestiminen, haku, jne.) sekd aritmeettisiin operaatioihin. Perinteisesti tyo-
asemissa kaytettavat yleiskdyttoiset prosessorit on suunniteltu tehokkaiksi ensisijaisesti
ensimmadisessd tehtdvissad. Signaaliprosessoreissa sen sijaan on erityisesti panostettu arit-
meettisten tehtdvien nopeaan suoritukseen. Tama saadaan aikaiseksi toteuttamalla piiri-
tasolla tiettyjd kdskyjd, jotka tulevat usein vastaan DSP-intensiivisissd sovelluksissa. Pro-
sessorin tulee nimittdin olla nopea kertolaskuissa ja summauksissa, silld esimerkiksi FIR-
suodatuksessa konvoluutio lasketaan tulojen summana. Usein signaaliprosessorit on opti-
moitu myds kompleksilukulaskentaa edellyttivan FFT:n laskemista varten.

Lisdksi signaaliprosessorien arkkitehtuuri on suunniteltu tehokkaaksi suurien data-
madrien jatkuvaan késittelyyn. Signaaliprosessorilla tiettyyn tehtdvaan liittyvan suoritusa-
jan tulee nimittdin olla ennustettavissa ja mieluiten kiinted datasta riippumatta. Proses-
sointi onkin signaaliprosessoreissa yleensa reaaliaikaista ja jatkuvaa. Jos prosessori on esi-
merkiksi osana kuulolaitetta, prosessorin pitdd suoriutua tehtdvastaan pitkia aikoja yh-
tdjaksoisesti ilman katkoksia, jotka aiheutuvat siitd, ettei prosessori pysy mukana AD-
muuntimen vauhdissa.

Perinteiset yleiskdyttdiset prosessorit noudattavat von Neumannin 1940-luvulla ehdot-
tamaa von Neumann -arkkitehtuuria, jossa suoritettava ohjelma ja késiteltdvad data ovat sa-
massa muistilaitteessa. Esimerkiksi konvoluution perusoperaatio, eli kahden luvun kerto-
minen keskenddn vaatii tdlloin kolme kellojaksoa (kahden luvun haku muistista ja tulok-
sen siirto muistiin). Koska suotimen kertoimet pysyvit kuitenkin vakioina, saadaan las-
kusta helposti nopeampi kayttamalla erillisid muisteja datalle ja ohjelmalle. T&ll6in suoti-
men kertoimet sijaitsevat ohjelmamuistissa. Prosessori voi yhden kellojakson aikana ha-
kea sekd datamuistista ettd ohjelmamuistista, jolloin kerrottavien lukujen hakuaika piene-
nee puoleen. Erillisten muistien arkkitehtuuria kutsutaan Harvard-arkkitehtuuriksi, koska
rakenne esiteltiin ensimmadisen kerran Harvardin yliopistossa Kaliforniassa.

Viime vuosikymmenind signaaliprosessoreissa huomio on kiinnittynyt entistd enem-
maén signaaliprosessoreiden mobiilikdyttoon. Prosessoreiden tdytyy olla pienid ja kevyitd,
ja niiden taytyy tuottaa vdahdn lampda ja kuluttaa vahan virtaa. Osittain tdstd syysta sig-
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naaliprosessoreista on tullut hyvin halpoja yleiskdyttoisiin prosessoreihin ndhden'. Hal-
paan hintaan vaikuttaa myos se, ettd tiettyd tehtdvaa varten valmistaja valitsee halvim-
man ja yksinkertaisimman tehtdvaan sopivan prosessorityypin, eikd tehokkainta markki-
noilta 10ytyvaa mallia. Poytdkoneissahan tehoa ei koskaan ole liikaa, koska maksimitehoa
tarvitaan aina jossain tilanteessa. Signaaliprosessorissa késiteltdvda dataa tulee sen sijaan
yleensd vakiotahdilla, joten ylitehokkaan prosessorin kdytossa ei ole jarkea.

9.1 Circular buffering

Signaalinkésittelyd kdyttavissd laitteissa prosessointi on yleensa siis reaaliaikaista. Toisin
sanoen ulostulosignaali tuotetaan samaan aikaan kuin sisddntulosignaali saapuu laittee-
seen. Ulostulo on siis saatava tuotettua ldhes vilittomasti herdtteen tultua laitteeseen. Esi-
merkiksi puhelimessa viiveen tulee olla alle 10 millisekuntia, jotta puhuja tai kuuntelija
eivat huomaa viivetta.

Toteutettaessa reaaliaikainen FIR-suodatus, muistissa tdytyy olla kerrallaan yhtd mon-
ta signaalin ndytettd kuin on suotimen kertoimien mdard. N&itd ndytteitd padivitetddn jat-
kuvasti kun uusia nédytteitd saapuu. Koska nédytteenottotaajuudet voivat olla suuria (esim.
44.1 kHz), tarvitaan tehokas rakenne nédytteiden tallettamista ja paivittamista varten.

Yleisesti kdytossd on niin sanottu circular buffering -rakenne. Periaate ndkyy alla ole-
vasta kuvasta, jossa on esitetty kahdeksan ndytteen puskurirakenne. Puskurin siséltd on
esitetty kahdella perdkkdiselld ajanhetkelld.

Muisti-  Muistipaikan Muisti- Muistipaikan
osoite arvo osoite arvo
170 170
171 0.12678 <4— x[n-3] 171 0.12678 <4— x|n-4]
172 -0.20481 <4— x[n-2] 172 -0.20481 <4— x|n-3]
173 0.37245 <4— x[n-1] 173 0.37245 <4— x|n-2]
174 0.13903 <— x[n] 174 0.13903 <4— x|n-1]
175 -0.19372 <4— X[n-7] 175 -0.04531 <— X[n]
176 0.56328 <4— x[n-6] 176 0.56328 <— X[n-7]
177 0.63995 <4— x[n-5] 177 0.63995 <4— X[n-6]
178 0.45914 <4— x[n-4] 178 0.45914 <4— x[n-5]
179 179

Puskuri ajanhetkella t Puskuri ajanhetkelld t+1

IKirjoitushetkelld tyypillinen listahinta on parinkymmenen dollarin luokkaa.
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Rakenteen ideana on, ettd puskurin ensimmaéisen muistipaikan ajatellaan olevan kiin-
nitetyn puskurin viimeiseen muistipaikkaan. Toisin sanoen kuvan esimerkissd muistipai-
kat 171 ja 178 ovat perdkkaisid aivan kuten esimerkiksi muistipaikat 174 ja 175 ovat perak-
kaisid. Tietoa siitd, missd viimeisin ndyte on, ylldpidetddn osoittimen avulla. Kun saadaan
uusi ndyte, osoitin siirretddn seuraavaan muistipaikkaan. Puskurirakenteen tehokkuus pe-
rustuu siihen, ettd vain yhtd ndytettd tarvitsee pdivittdd uuden nédytteen saapuessa.

Esimerkki: Tarkastellaan FIR-suodatuksen toteuttamista circular buffering -rakennetta
kayttden.

1. Lue arvo A/D-muuntimelta ja generoi keskeytys;

2. Kasittele keskeytys ja siirrd signaalin nadyte sisddntulosignaalin puskuriin;
3. Paivitd puskurin osoitinta;

4. Kay lapi kaikki suodattimen kertoimet:

(@) lue kertoimen arvo muistista

(b) pdivitd kertoimiin osoittavan osoittimen arvo seuraavaan kertoimeen
(c) lue nédytteen arvo puskurista

(d) pdivitd ndytteisiin osoittavan osoittimen arvo seuraavaan ndytteeseen
(e) kerro ndytteen arvo kertoimen arvolla

(f) lisda tulos summa-rekisteriin (engl. accumulator)

(g) toista kunnes kaikki suotimen kertoimet on kayty lapi

5. Siirrd tulos ulostulorekisteriin ja edelleen D/A-muuntimeen.

Signaaliprosessoreissa on olennaista, ettd esimerkin algoritmissa toistuvat operaatiot
pystytddn toteuttamaan nopeasti. Tarkeitd ovat erityisesti kohtaan 4 kuuluvat vaiheet, eli
muistista lukeminen, osoittimen pédivittdiminen, lukujen kertominen ja yhteenlasku. Useis-
sa prosessoreissa arkkitehtuuri onkin suunniteltu niin, ettd kaikki ndma toiminnot saadaan
suoritettua yhden kellojakson aikana eli kdytdnnossa siis yhdelld konekéskylld. Tama ko-
nekédsky on nimeltddn MAC-operaatio (Multiply and ACcumulate), ja se kertoo kaksi lu-
kua keskenddn ja lisdd tuloksen summamuuttujaan yhden kellojakson aikana. Perinteissa
mikroprosessoreissa jokainen vaihe vaatisi oman kaskynsd. Nykyaan MAC-operaatioita
voidaan suorittaa useampia yhdessa kellojaksossa, jolloin suodatus nopeutuu entisestdan.

Vastaavanlaisia operaatioita on viime aikoina tullut myds yleiskdyttdisiin prosessorei-
hin. Intel esitteli vuonna 1997 laajennetun kdskykannan MMX-prosessorit, joissa on MAC-
operaatiota vastaava komento kokonaisluvuille. Lisdksi MMX-laajennuksen avulla yhden
kellojakson aikana voidaan suorittaa useita kokonaislukukertolaskuja. Sittemmin Intel on
laajentanut kdskykantaa myos liukuluvuille SSE, SSE2 ja SSE3 -laajennusten myota. Myos
muilla prosessorivalmistajilla on nykyisin vastaavia tekniikoita kdytossa.



146 SIGNAALINKASITTELYN MENETELMAT

9.2 Kiintedn vai liukuvan pilkun aritmetiikka?

Digitaalinen signaaliprosessori voidaan toteuttaa kdyttden joko kiintedn pilkun (engl. fixed
point) tai liukuvan pilkun (engl. floating point) aritmetiikkaa. Molempia esitystapoja kayt-
tavid prosessoreja on yleisesti saatavilla.

Perinteisesti liukulukulaskenta on ollut hitaampaa kuin kokonaislukulaskenta, mutta
nykyaikaisissa signaaliprosessoreissa ero on merkitykseton. Niinpa kiintedn pilkun arit-
metiikan kdytostd saatava merkittdvin hyoty on laitteen halvempi hinta sekd pienempi
koko ja virrankulutus. Liukuvan pilkun jdrjestelmien etuja ovat laskennan suurempi tark-
kuus ja suurempi kdytossd oleva lukualue. Lisdksi ndiden laitteiden ohjelmointi on hel-
pompaa, silld ohjelmoijan ei yleensd tarvitse huolehtia ylivuotojen ja alivuotojen tai pyo-
ristysvirheiden valttamisesta.

Usein kiintedn pilkun aritmetiikkaa kannattaa kuitenkin kayttda. Jos esimerkiksi A /D-
muunnoksessa kdytetddn joka tapauksessa pientd bittimédarad, ei ole valttamatta jarkevaa
kayttad liukulukuja. Esimerkiksi usein videosignaali esitetddn kahdeksalla bitilld. Vastaa-
vasti jos toteutettavat algoritmit ovat melko yksinkertaisia, kannattaa harkita kiintean pil-
kun aritmetiikkaa. Jos taas algoritmit ovat monimutkaisia, ne on paljon helpompi toteuttaa
liukuvan pilkun aritmetiikkaa kdyttden. Yleisesti taajuustason algoritmit (kuten FFT) ovat
melko monimutkaisia, ja ne kannattaa toteuttaa liukulukuja kdyttden.

Valintaan vaikuttaa useimmiten myos taloudellinen ndkokohta. Kaytettdessd kiintean
pilkun aritmetiikkaa, laitteen tuotantokustannukset saadaan painettua alas, mutta vastaa-
vasti laitteen suunnittelukustannukset saattavat nousta korkeiksi. Liukuvan pilkun arit-
metiikkaa kdytettdessd tilanne on pdinvastainen.

My6s prosessorin tehonkulutus on usein ratkaiseva valintaperuste. Monissa sovelluk-
sissa laitteen on toimittava pitkid aikoja samalla virtaldhteelld (akut, paristot, tms.), jolloin
tehon kulutus on ratkaiseva tekijad. Kiintedn pilkun prosessorien tehonkulutus on huomat-
tavasti liukuvan pilkun prosessoreita vahdisempi. Téllaisissa sovelluksissa voi joskus jopa
olla kannattavaa simuloida liukulukulaskentaa ohjelmallisesti kiintedn pilkun prosessoril-
la.

9.3 C:lla vai konekielella?

Yleisesti signaaliprosessoreja ohjelmoidaan joko C-kielelld tai suoraan symbolisella kone-
kielelld (assembler). Nyrkkisdantona on, ettd C-kielelld ohjelmointi on helpompaa ja no-
peampaa kuin konekielelld, kun taas taitava ohjelmoija saa tuotettua konekielelld nopeam-
paa koodia kuin C-kielelld.

Yleisprosessoreja ohjelmoitaessa assemblerin kdyttd on nykyisin melko harvinaista.
Signaaliprosessoreissa sen kdyttd on kuitenkin edelleen hyvin yleistd, koska tyypillisesti
ohjelmat ovat lyhyitd (helppoja hallita), ja nopeus on kriittinen vaatimus. Kdantsjat eivat
nimittdin ole tdydellisid, eivdtkd ne valttaimattd pysty hahmottamaan C-kielisen ohjelman
perimmadistd tarkoitusta ja tehokkainta kddannosta. Esimerkiksi FIR-suodin toteutetaan C-
kielelld for-silmukan sisidlla. C-kielisessd koodissa ei kuitenkaan ole enda tietoa siitd, etta
kyseessd on konvoluutio, joka voidaan toteuttaa tehokkaasti MAC-operaatioiden avulla.
Ké&antdja joutuukin tutkimaan silmukan alku- ja loppuehtoja sekd sen sisdlld kadytettdvien
muuttujien riippuvuuksia toisistaan. Aina kdantdja ei loydd summausoperaatiota, joka oli-
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si tehokas toteuttaa MAC-operaatiolla tai pysty 1oytaméaan riippumattomia lohkoja, jotka
olisi mahdollista suorittaa rinnakkain.

Useat kdantdjat muuntavat C-koodin ensin Assembler-kieliseksi, josta on mahdollista
tarkastaa kuinka kaantdja tulkitsi C-kielisen koodin.

Harjoitustehtavia

9.1. Toteutetaan reaaliaikainen FIR-suodatin TI:n DSP Starter Kitilla C-kielisend rutiinina.
Tutustutaan tdssa tehtdavassa kortin kdyttoonottoon.

Alkuvalmistelut. Tarkista ensin kaikki kytkennit. Tietokoneen takana olevasta da-
nikortin vihredstd pistokkeesta kytketdan johto DSP-kortin sisidnmenoon (ko-
telossa lukee IN, tms.) Kotelossa on my0s toinen 3,5 mm:n pistoke (OUT), johon
liitetddn kaiuttimien johto. Ndin ollen tietokoneen tuottama &&ni menee DSP-
kortille, joka kasittelee sen ja ldhettdd edelleen ulostulon kautta kaiuttimiin. Tar-
kista my0s, ettd tietokoneen takaa USB-vidyldstd menee vaaleanharmaa johto
kortille. Tarkista vield, ettd kortti saa virtaa (vihred ledi palaa). Kdytd ohutta
mustaa virtajohtoa varmuuden vuoksi irti, jotta kortti on perustilassa, eikd esi-
merkiksi edellisen ryhmén ohjelma jda sinne pyoriméaan.

Kortin toimintaa testataan jatkossa soittamalla Windows Media Playerilld jompi
kumpi esimerkkikappaleista (tai nettiradio tms.). Myos Matlabissa on testisig-
naaleita (esimerkiksi komennot 1oad handel.mat; soundsc(y, 8192);).
Testisignaali prosessoinnin jdlkeen pitdisi saada kuulumaan kaiuttimista. Tieto-
koneissa on sisdiset kaiuttimet, joten voit kuunnella alkuperdisen signaalin ir-
rottamalla audiokaapelin koneen takaa. Tdlloin kone kdyttaa sisdisid kaiuttimia.

Ohjelmisto. Ohjelmointitydkalu (Code Composer Studio 4.2; CCS) on asennettu, ja
kuvake loytyy tyopoydalta:
S

ar
it
iy

Ohjelman pohjana kéaytetdan esimerkkiohjelmaa, joka 16ytyy osoitteesta
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1251/TI-tyo.zip

Pura tiedosto esim. hakemistoon P : \My Documents\TI\.

Laitteiston testaus. Kdynnistd Code Composer Studio. Ensimmadiselld kdynnistys-
kerralla ohjelma kysyy oletushakemistoa uusille projekteille, mihin kannattaa
antaa oma kotihakemistosi tai sen alikansio (esim. P: \My Documents\TI\).
Taman jalkeen aukeaa musta Welcome-screen, jonka oikeassa ylédlaidassa on
CCS:n ikoni ja teksti "start using CCS". Klikkaa ikonia ja alla olevan kuvan mu-
kainen tyopoytandkyma aukeaa.
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B
e S

¥4 C/C++ - Cade Composer Studio (Licensed : 28 Days Remaining) [E=
File Edit View Novigate Project Torget Tools Script: Window Help

R ®y - i 5 (i €/Ce+
o ries = 5 1[E= outiine = | =5

An outline is not available,

Avaa seuraavaksi lataamasi ja purkamasi projektipohja jonka purit hakemistoon
P:\My Documents\TI\.Tdma onnistuu valikoista: Project — Import Existing
CCS/CCE Eclipse Project. Aukeaa dialogi, jolle tdytyy antaa hakemisto, jos-
ta projekti 16ytyy (siis P: \My Documents\TI\Loop_Intr\ kohtaan Select
search-directory). Jos kaikki meni oikein, CCS Ioytdd valmiin projektipohjan ja

dialogi ndyttdd seuraavalta.

+'+ Import CCS Eclipse Projects

Select Existing CCS Eclipse Project
Select a directory to search for existing CCS Eclipse projects.

===

-

@ Select search-directory:  P:\My Documents\ThLoop_inti|
) Select archive file:

Discovered projects:

[ Browse.. |

[¥ £ Loop_intr (PAMy Documents\ThLeop_intr)

[ selectan |

[ Desetectan |

Refrssh |

[Tl Copy projects into warkspace

Finish ||  Canedl

Ikkunan vasemmassa laidassa on tdmén jdlkeen alla olevan kuvan mukainen
puu. Muokattava C-ohjelmakoodi on nyt tiedostossa Loop_intr.c. Avaa tie-
dosto ja tarkista ettd sieltd 16ytyy funktio interrupt void c_int11 ().Laite
kutsuu tatd funktiota joka kerta kun uusi ndyte saapuu A /D-muuntimelta, eli
24000 kertaa sekunnissa (oletusasetuksilla ndytteenottotaajuus on 24 kHz).
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He c/c+ Projects &% =0
J1EE
512 iLoop_intr [Active - Debug]:
[#-4p Binaries
o[ Includes

£

[-(Z= CSL
[#-(= Debug
[~ dsk6713

[+~ Release

- [h) C6713dskinit.h

[]... c6713dskinit.c

@-|g Leop_intr.c

- [8] Vectors_intr.asm

----- [# C6713.ccxml [Active/Default]
..... & C6713dsk.cmd

..... % Loop_intr.pjt

Ohjelman raakaversio kopioi jarjestelméan tulevan signaalin sellaisenaan ulos-
tuloon, joten on hyva testata silld ettd kaikki toimii kuten pitddkin. Ohjelman voi
kdantaa esim. klikkaamalla hiiren oikealla napilla avointa projektia (Loop_intr),
jolloin aukeaa alla olevan kuvan mukainen valikko.

7% C/C++ - Loop_intr.c - Code Composer Studio {Licensed : 29 Days Remaining) = | (E] |
File Edit View Mavigate Project Target Tools Scipts Window Help
| RE®~- - O &£ I eE - v o [E orc--
| €/C = Projeats 52 = 8| [§ Loop_intr.c 52 = | B outline 52 =,
EH = 7 - BRs e~
[ERXed Loop intr [Active - Beh-* W wo B dsk6713_aic23h
@ Binaries il o ™ mathh
-2 Includes Golnto @ fs
1 CSL = o # bufferLength
(= Debug I e AL @ inputBuffer
G- dskeTL3 | & Set 25 Active Project . ® outputBuffer
{1 Release k.o = el
- [ C6713dskinit.h Rebuild Index Ly T @ cintll
[ 6713dskinit.c Active Build Confiquration  » —— A
(- [€) Loop_intr.c Convert To.. bisk6713 aic23.n” FEGABECDER suppant fife
i [8] Vectors_intr.asm Clean Project \ath.h>
) C67L3.caml [Active/D{  Build Project
[ C6Ti3dskcmd Rebiuitd Project DSK6713_AIC23_FREQ_24KHZ: / te
1% Loop_intr.pjt
[ Copy 1 fers
3 Delete fferLength 256
Refactor » tBuffer[bufferLengthl];
S ntBuffer [bufferlength];
& Refres :
& P; // current buf
Close Project
Debug As . i
L oid e _intll()
Compare With il -

Restore from Local History,

Link Files to Project..
Add Files to Project...

Open Target Configuration efcSample;

Build Properties... i ghtSamples
Debug Properties proucSample;
mtputSample; =

Properties

B

Loop_intr

Ohjelma kddnnetddn ajettavaan muotoon valitsemalla yo. valikosta "Build Pro-
ject"(tai ndppdinyhdistelmalld Ctrl-B). Jos kaikki meni oikein, ruudun alalaidas-
sa olevissa ikkunoissa pitdisi olla alla olevan mukainen nakyma.

Bl console 2 = O [[Z: Problems &3 » Y =0

C-Build [Loop_intr] 0 errors, 6 warnings, 0 infos

5] Il‘ [ - Description = =
option to change the default i () i Warnings (6 items)

size & creating ".stack” section with defaul

'Finished building target: & creating output section ".vecs” withs

Loop intr.out' & function declared implicitly

o & function declared implicitly

Build complete for project & function declared implicitly

Loop intr & function declared implicitly b~
- ||« T +

Jos Problems-ikkunassa on virheita (errors), tulee ne korjata ennen kuin ohjelma
kdantyy. Ohjelma voidaan siirtda prosessorille ja laittaa ajoon klikkaamalla alla
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olevan kuvan mukaista Debug-nappia ja sieltd valintaa Debug Active Project.

9.2. Jatkoa edelliseen tehtdvaan. Edellinen tehtdava oli testi, jolla testattiin laitteiston toi-
mintaa. Seuraavaksi toteutetaan FIR-ylipddstosuodin muokkaamalla ohjelmakoodia
tiedostossa Loop_intr.c. Avaa kyseinen tiedosto.

Tiedoston alussa on maédérittely
interrupt void c_intl1 ()

Tama on funktio, jota jarjestelmd kutsuu aina kun uusi ndyte on valmis késiteltavaksi
(siis 24000 kertaa sekunnissa). Funktio saa uusimmat néytteet riveilld

leftSample = input_left_sample () ;
rightSample = input_right_sample();

Funktio pitdd itse muistissaan aiemmin tulleet ndytteet taulukossa
short inputBuffer[bufferLength];

Funktio tallentaa my0s vanhat ulostulondytteet, mutta niitd ei tdssa tehtavassa kay-
tetd (koska suodin of FIR eika IIR).

Funktion keskivaiheilla on rivi:
outputSample = inputSample;

Téaman rivin tilalle tulee FIR-suotimen toteuttava ohjelmalohko, jonka ulostulo si-
joitetaan muuttujaan Loop_intr. c. Ohjelmalohko on yksinkertainen for-silmukka,
jonka sisdlld lasketaan konvoluutiosumma. Konvoluutio lasketaan ylipaastosuoti-
men impulssivasteen kanssa, joka suunnitellaan Matlabissa.

Tee siis seuraavat vaiheet.

(a) Suunnittele Matlabissa FIR-ylipadstosuodin ikkunamenetelmalla eli komennol-
la firl. Suotimen rajataajuus on 3000 Hz ja laitteen ndytteenottotaajuus on
24000 Hertsid. Suotimessa tulee olla 31 kerrointa. Ennen kertoimien laskentaa
anna komento format long, jotta tarkkuus olisi riittava.

(b) Kopioi kertoimet? tiedoston Loop_intr. c alkuun, jossa médrittelet taulukon
float h[] = {0.001201261290430, 0.002048894418557, ... Jjne. };

(c) Poista ylld mainittu rivi (outputSample = inputSample),ja laita sen tilalle
for-silmukka, esimerkiksi néin:

2Copy-paste operaatio voi helpottua tallentamalla kertoimet ensin tekstitiedostoon (save -ascii)ja
kopioimalla ne Notepadista. Matlabissa on my6s komennot fopen, fprintf, jne., jolla tiedoston saa muo-
toiltua miten tahansa.
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(d)

sum = 0.0; /* Tyyppi float =/
for (k = 0; k < N; k++) /* indeksin k tyyppi int =*/
{
sum = sum + jotain;
}
outputSample = (short) sum;

For-silmukan sisédlld oleva termi "jotain" tdytyy korvata konvoluutiosummas-
sa olevalla tulolla. Konvoluution mééritelmdhdn kuuluu 31 nédytteen mittaisen
FIR-suotimen tapauksessa seuraavasti:

30

y(n) =) h{k)x(n—k).

k=0

Huomaa kuitenkin, ettd muoto x(n — k) ei kelpaa sellaisenaan, koska kaytossa
on circular buffering, ja indeksi voi menna negatiiviseksi. Jos ndin kdy, oikea
arvo loytyykin indeksillain - k + bufferLength.

Ké&anna ja aja ohjelma. Soita Windows Media Playerin esimerkkitiedosto. Kaiut-
timista pitdisi nyt kuulua ylipadstosuodatettu versio kappaleesta.

Yleisid ongelmia

o Kirjoita C-kieltd, dla C++:aa. Esim. muuttujat saa maaritelld vain lohkon
alussa, s.o0. aaltosulun jédlkeen.

e Muista joka kerralla kddntaa ja ladata ohjelma uudelleen laudalle.

e Indeksointi for-silmukan sisdlld menee helposti vdarin. Muista, ettd C-
kielen taulukon indeksointi alkaa nollasta eikd ykkosestd kuten Matlabissa.
Voit siis esim. tdssd tapauksessa viitata taulukkoon inputBuffer indek-
seilld 0,1,...,255. Jos viittaat negatiivisella indeksilld, ohjelma luultavasti
silti kddntyy ja toimii. Virhe ilmenee ainoastaan esim. napsahduksina kun
ulostuloon pddsee vddrid arvoja silloin talloin.

e Jos kertoimet ovat védrin, voi tuloksena olla ylivuoto.
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