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Tiivistelmä. Artikkelissa tarkastellaan evoluutioyhtälöpohjaisen jännitysväsymismallin sto-
kastista laajennusta. Esitetty malli on muodostettu yleisten kontinuumimekaniikan periaattei-
den mukaisesti ja on siten luonnostaan moniakselinen ja käsittelee kaikki jännityskomponentit
ekvivalentilla tavalla. Malli soveltuu myös mielivaltaiselle kuormitushistorialle. Esimerkkinä tar-
kastellaan yksinkertaista valkoisella kohinalla häirityn säännöllisen kuormituksen aiheuttaman
elinikäennusteen jakaumaa.
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Johdanto

Väsymislaskenta on sekä tietokoneiden laskentatehon kasvun että modernien materiaa-
litestausmenetelmien ansiosta kehittynyt nopeasti viimeisten vuosikymmenien aikana.
Luonnollisesti pyrkimys kestävämpiin ja optimaalisempiin rakenteisiin on haastanut tut-
kijoita myös tarkastelemaan uusia teoreettisia malleja.

Operatiivisessa laskennassa edelleen laajassa käytössä olevien Findleyn ja Dang Va-
nin väsymiskriteerien (katso [13]) tehokkaan käytön takana on juuri tietokonelasken-
nan hyödyntäminen. Vaikka kriteerien pohjalta pystytäänkin tyydyttävään väsymisilmiön
käsittelyyn, on niillä tiettyjä perustavaa laatua olevia rajoituksia, joihin tutkijat ovat et-
sineet viime aikoina ratkaisua. Eräs tällainen on syklin määrittelemisen tarve kriteereitä
sovellettaessa. Luonnollisesti tämä vaatimus sopii huonosti tilanteeseen, missä jännitys-
vaihtelut eivät muodosta säännöllistä sykliä, esimerkkinä mainittakoon aaltokuormien
aiheuttamat rasitukset.

Viime aikoina kasvavan mielenkiinnon ja tutkimuksen kohteena on ollut Lundin yli-
opiston tutkijoiden esittämä jännitysväsymisen kontinuumimalli [11], katso myös [1, 2].
Malli perustuu kestävyyspinnan ja sen liikkumista kuvaavien evoluutioyhtälöiden hyö-
dyntämiseen jolloin väsyminen ymmärretään prosessina eikä tiettyjen jännityssyklien
muodostamana kriittisenä tilana. Evoluutioyhtälöperustainen lähestymistapa mahdollis-
taa mallin luontevan laajentamisen ottamaan huomioon mm. materiaalin anisotropian ja
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jännitysgradienttien vaikutukset (katso [6, 10]) sekä materiaali- ja jännitysmittauksissa
olevat epävarmuudet (katso [4, 15, 16]).

Tässä kirjoitelmassa tarkastellaan evoluutioyhtälöpohjaista jännitysväsymismallia ti-
lanteessa, jossa jännitys on stokastinen prosessi. Palataan stokastisten prosessien tematiik-
kaan tuonnempana, mutta mainittakoon tässä, että kyseiset tilanteet ovat hyvin yleisiä
käytännön sovelluksissa. Teorian näkökulmasta klassisen analyysin sijaan käytämme kal-
kyylissä stokastista analyysiä ja kaikille teorian suureille tulee luonnollinen tilastollinen
tulkinta. Stokastinen ajattelu täydentääkin näin artikkelissa [11] esitetyn deterministi-
sen mallin, sillä väsymistarkasteluissa on luonnollista, että kaikki lopputuloksiksi saadut
suureet ovat satunnaismuuttujia.

Jännitysväsymisen kontinuumimalli

Luodaan tässä luvussa lyhyt johdanto artikkelissa [11] esitettyyn malliin. Lähtökohtana
on ns. väsymis- tai kestävyyspinnan määritteleminen jännitysavaruuteen. Väsymispinta
isotrooppisessa tapauksessa on muotoa

β =
1

σ−1
(σ̄ + AI1 − σ−1) = 0, (1)

missä I1 on jännitystensorin σ ensimmäinen invariantti, eli I1 = tr(σ). Tehollinen jännitys
σ̄ määritellään puolestaan redusoidun deviatorisen jännityksen s − α toisen invariantin
avulla muodossa

σ̄ =
√

3J2(s −α) =
√

3
2

tr(s −α)2.

Deviatorinen jännitystensori on s = σ− 1
3

tr(σ)I , jossa I on yksikkötensori. Deviatorinen
tensori α kuvaa väsymispinnan keskiötä jännitysavaruudessa.

Artikkelissa [11, Luku 4] on osoitettu, että kirjoitettaessa yhtälö (1) yksiulotteisen
syklisen kuormituksen tapauksessa, jossa jännitys vaihtelee amplitudin σa verran kes-
kijännityksen σm ympärillä (σm − σa ≤ σ ≤ σm + σa), redusoituu pinta (1) muotoon

σa + Aσm − σ−1 = 0, (2)

joka on Haighin diagrammin lineaarinen osuus. Näin ollen σ−1 on vaihtokuormituksen
väsymisraja (σm = 0). Reduktio muotoon (2) on seuraus siitä, että väsymispinnan jänni-
tyksistä riippuva osuus on astetta yksi oleva homogeeninen funktio.

Edellä esitetty muoto väsymispinnalle (1) on yksinkertaisimpia mahdollisia. On luon-
nollisesti mahdollista käyttää monimutkaisempia muotoja, mutta tällöin pinnan para-
metrien määrittämisestä tulee luonnollisesti hankalampaa. Esimerkiksi Brighenti et al.
käyttävät artikkelissaan [1, 2] väsymispintaa, joka ei ole jännitysten suhteen astetta yksi.
Tämä hankaloittaa mallin parametrien määritystä ja lähteessä [1] parametrien estimoin-
tiin käytetäänkin geneettistä algoritmia.

Väsymispinnassa (1) esiintyvä tensori α on pinnan keskipiste, jonka kautta pinnan ase-
ma määräytyy jännitysavaruudessa. Kontinuumimallin idea on, että väsymispinta liikkuu
jännitysavaruudessa ja mukautuu näin vallitsevaan kuormitustilanteeseen. Pinnan liikettä
hallitsee evoluutioyhtälö

α̇ =

{
C(s −α)β̇, kun β, β̇ ≥ 0,

0, muulloin.
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Evoluutioyhtälön muodosta nähdään, että tensorin α evoluutio tapahtuu, kun jännitys
σ liikkuu väsymispinnan ulkopuolella pinnasta poispäin. Evoluutioyhtälössä esiintyvä di-
mensiottoman materiaaliparametrin C > 0 estimointiin palataan myöhemmin.

Kontinuumimallin ideana on mitata jännitysväsymistä aiheuttavaa mikrovaurioitu-
mista prosessina. Keskeisenä postulaattina on, että vaurioituminen tapahtuu samanai-
kaisesti tensorin α evoluution kanssa. Vauriosääntö esitetään tavanomaisesti differentiaa-
liyhtälönä Ḋ = g(D, β), joka määrää kasvavan funktion D ja joka normeerataan sellaisek-
si, että ajanhetki Tf , jolle D(Tf ) = 1, merkitsee elinikää. Yleisesti käytössä oleva muoto
vaurioyhtälölle on

Ḋ =


K

(1−D)k
exp(Lβ)β̇ kun β, β̇ ≥ 0,

0, muulloin,

missä K > 0, L > 0 ja k ≥ 0 ovat materiaaliparametreja. Artikkelissa [11] esitetty
muotoilu vaurioehdolle vastaa tapausta k = 0. Artikkelissa [6] puolestaan tarkastellaan
tilannetta k = 1.

Dimensiottomien materiaaliparametrien C > 0, K > 0, L > 0 ja k ≥ 0 estimoin-
tia käsitellään lähteissä [6, 10, 11]. Ideana on määritellä yksiulotteisen vaihtokuorman
tapauksessa kestoluku N = N(C,K,L, k), jonka erotukselle mittausarvoista etsitään pie-
nimmän neliösumman ratkaisu. Siinä missä parametrit σ−1 ja A tuovat malliin infor-
maation äärettömästä eliniästä, tuovat parametrit C, K, L ja k informaation äärellisestä
eliniästä.

Jännitysprosessi

Edellisessä luvussa jännityksen σ ajateltiin olevan jokin mitattu deterministinen jännitys-
historia. Kuitenkin, jos kyseinen jännitysmittaus pyrittäisiin uusimaan vaikka miten tar-
kasti, ei lopputulokseksi saataisi täsmälleen samaa jännityshistoriaa. Toistamalla koe uu-
delleen ja uudelleen, saataisiin edelleen kokoelma hieman toisistaan poikkeavia jännitys-
historioita ja luonnollinen kysymys olisi, mille mitatuista jännityshistorioista jännitysana-
lyysi tulisi sitten perustaa?

Ratkaisun ongelmaa tarjoaa stokastinen analyysi. Ajatellaan kaikkien edellämainittujen
jännityshistorioiden olevan yhden stokastisen jännitysprosessin σ(t) realisaatioita. Lukija
voi syventää tietämystään stokastisista prosesseista esimerkiksi kirjoista [5, 14]. Kerrataan
kuitenkin seuraavaksi perusidea.

Olkoon (Ω,Γ,P) todennäköisyysavaruus ja T jokin aikaintervalli, esimerkiksi T =
[0,∞). Stokastinen prosessi on sellainen kuvaus

X : Ω× T → R,

että jokaisella kiinteällä t ∈ T funktio

X(·, t) = xt : Ω→ R

on satunnaismuuttuja. Siten stokastinen prosessi voidaan ymmärtää ajan t ∈ T indeksoi-
mana satunnaismuuttujaperheenä {xt}t∈T . Jos puolestaan kiinnitetään ω ∈ Ω ja annetaan
t:n vaihdella, niin funktio X(ω, ·) : T → R on stokastisen prosessin otospolku tai realisaa-
tio. Jännitysprosessi on tällöin matriisiarvoinen stokastinen prosessi σ(t) = [σij(t)], missä
σij(t) ovat yllä olevia reaaliarvoisia stokastisia prosesseja.
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Käytännössä todennäköisyysavaruuden eksplisiittinen esitys on lähes aina tarpeetonta,
sillä stokastiikan hallitsemiseksi riittää tuntea prosessin äärellisulotteiset jakaumat ts. jos
t1 < t2 · · · < tm ovat mielivaltaisia ajanhetkiä, niin riittää tuntea satunnaismuuttujien
xt1 ,xt2 , . . .xtm yhteisjakauma joko kertymäfunktion tai tiheysfunktion avulla lausuttuna
tai muuten annettuna.

Kääntäen on voimassa Kolmogorovin syvällinen tulos: jos tunnetaan äärellisulotteisten
jakaumien perhe, niin tietyillä säännöllisyysehdoilla ne määräävät yksikäsitteisesti stokas-
tisen prosessin. Tuloksen todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [3].

Miten sitten jännitysprosessi σ(t) on yhteydessä mitattuun jännityshistoriaan σ̃(t)?
Kuten edellä oli puhetta, niin jokainen jännityshistoria σ̃(t), t ∈ T, on mallina olevan
stokastisen prosessin σ(t), t ∈ T, realisaatio.

Jos prosessin σ(t) määrittelyssä on tuntemattomia parametreja, niin perusidea on es-
timoida ne siten, että mitattu jännityshistoria σ̃(tj), j = 1, · · · , n, ja vastaavat mallin
antamat arvot σ(tj), j = 1, · · · , n, sopivat mahdollisimman hyvin yhteen. Yleisimmät
estimointimenetelmät ovat pienimmän neliösumman menetelmä sekä suurimman uskot-
tavuuden menetelmä.

Tulosten käsittely

Olettamalla jännitys σ(t) stokastiseksi prosessiksi evoluutioyhtälöstä tulee stokastinen dif-
ferentiaaliyhtälö eli myös α(t), β(t) ja D(t) ovat stokastisia prosesseja. Samoin äärellisen
eliniän tapauksessa ehdon

D(Tf ) = 1

antama elinikä Tf on satunnaismuuttuja. Eliniän stokastiikkaa on tutkittu laajasti, katso
esimerkiksi kirja [7]. Suosituimpia eliniän jakaumia ovat Weibullin jakauma ja lognormaali
jakauma.

Äskettäin Paolino et al. hyödynsivät lognormaalista jakaumaa. Esimerkkiä seuraten
lisäämme evoluutiomalliin oletuksen, että elinikä noudattaa lognormaalista jakaumaa pa-
rametrein (µ, ν2), jota merkitsemme Tf ∼ logN(µ, ν2). Tällöin ln(Tf ) ∼ N(µ, ν2).

Aluksi generoimme N kappaletta jännitysprosessin realisaatiota {σ̃j(t), t ∈ T, j =

1, · · · , N}, laskemme vastaavat eliniät ja niiden logaritmit ln(T
(1)
f ), ln(T

(2)
f ), . . . , ln(T

(N)
f ).

Koska ln(Tf ) ∼ N(µ, ν2), niin eliniän jakauman parametrien estimaattorit saadaan nor-

maaliin tapaan datapisteiden ln(T
(i)
f ), i = 1, · · · , N, keskiarvona ja hajontana. Tämän

jälkeen elinikään liittyviä todennäköisyyksiä voidaan laskea estimoidun lognormaalisen
jakauman avulla.

Esimerkki

Tarkastellaan jännitysprosessia

σ(t) = σa sin(2πt/tp) + σm + τW (t),

toisin sanoen tavallista vaihtokuormitusta on häiritty pelkällä kohinalla (katso kuva 1),
missä W (t) ∼ N(0, 1) kaikilla t sekä W (t) ja W (s) ovat riippumattomia kaikilla t 6= s.
Huomautetaan, että tässä tapauksessa elinikä vastaa vaihtosyklien lukumäärää. Parametri
τ on kohinan intensiteetti ja se voidaan estimoida sinimuotoisesta mittausdatasta σ̃(t)
seuraavasti. Lasketaan ensin puhdas kohina H(t)

H(t) = σ(t)− σa sin(2πt/tp)− σm.
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Kuva 1. Näyte tarkasteltavasta jännityshistoriasta.

Tällöin odotusarvo E(H(t)) = 0,

H(t) = τW (t) ∼ τN(0, 1) = N(0, τ 2),

ja intensiteetin estimaattori τ̂ on kohinaestimaattien H̃(ti) = σ̃(ti)−σa sin(2πt)−σm, i =
1, · · · , n, hajonta.

Oletetaan materiaaliparametreiksi arvot [11] σ−1 = 490 MPa,A = 0.025, C = 1.25, K =
2.65 · 10−5, L = 14.4, jotka kuvaavat AISI-SAE 4340 terästä, sekä kuormituksen kes-
kijännitykselle, amplitudille ja fluktuaatiolle arvot σm = 0.8σ−1, σa = σ−1 ja τ = 0.1σ−1.
Lasketaan 50 realisaatiota jännitysprosessille, jolloin saadaan approksimaatio eliniän lo-
garitmin ln(Tf ) tiheysfunktiolle, kuva 2. Stokastisten differentiaaliyhtälöiden numeerista
ratkaisemista on tutkittu laajasti kirjallisuudessa, katso esimerkiksi [8]. Lisäksi on tun-
nettua, että ongelman stokastinen kompleksisuus riippuu oleellisesti systeemin stokasti-
sesta komponentista ([9]). Käytännössä laskenta vaatii determinististä tapausta enemmän
laskenta-aikaa ja tämä huomioon ottaminen algoritmitasolla on mielenkiintoinen tutki-
musongelma.
Estimoimalla normaalijakauman parametrit, saadaan ln(Tf ) ∼ N(10.7337, 6.239 · 10−7).

Yllä olevan tiedon pohjalta voidaan vastata suunnittelijoita kiinnostaviin kysymyksiin.
Esimerkiksi, mikä on se elinikä, joka tullaan saavuttamaan 95%:n todennäköisyydellä?
Tehtävänä on siis määrittää elinikä T95%, jolle

P(Tf > T95%) = 0.95.

Tämä voidaan määrittää ekvivalentisti ehdosta

P(Tf ≤ T95%) = 1− P(Tf > T95%) = 0.05.

Olkoon nyt Φ normaalijakauman N(0, 1) kertymäfuktio. Tällöin

0.05 = P(Tf ≤ T95%) = P(ln(Tf ) ≤ ln(T95%)) = P
(
Z ≤ ln(T95%)− µ

ν

)
= Φ

( ln(T95%)− µ
ν

)
ja siten

ln(T95%)− µ
ν

= Φ−1(0.05) = −1.6449,

josta edelleen seuraa, että
T95% = 4.5817 · 104.
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Kuva 2. Histogrammiapproksimaatio eliniän logaritmin tiheysfunktiolle.

Yhteenveto

Jännitysväsymisen kontinuumimalli on vuonna 2008 julkaistu (katso [11]) differentiaa-
liyhtälöihin perustuva tapa mallintaa korkeasyklistä väsymisilmiötä. Menetelmän ideana
on määritellä jännitysavaruudessa väsymispinta, jonka liikettä hallitsee evoluutioyhtälö.
Pinta liikkuu ainoastaan silloin, kun jännitys liikkuu pinnan ulkopuolella pinnasta pois
päin. Täsmälleen tällöin oletetaan myös vaurion lisääntyvän. Vaurion kehittyminen mal-
linnetaan vaurioehdolla, joka on kasvava reaalifunktio saaden arvoja välillä [0, 1]. Ajanhet-
ki, jolloin vaurioehto saavuttaa arvon yksi, sanotaan olevan rakenteen elinikä. Kontinuu-
mimallin keskeisinä etuina on luonnollinen moniulotteisen jännitystilan käyttö laskuissa
sekä vaurion kasaantumisen ajattelu prosessina, jolloin vaatimusta syklin määrittelystä
ei ole. Menetelmä luonnollisesti soveltuu myös tilanteisiin, joissa jännityssykli on määri-
tettävissä.

Kontinuumimalli on parhaillaan aktiivisen tutkimuksen alaisena ja tässä artikkelissa
tarkasteltiin sen täydennystä mallintamalla jännitys stokastisena prosessina. Lähtökohtai-
sesti koko väsymisanalyysi tulisi esittää stokastiikan näkökulmasta, milloin pystytään ot-
tamaan suureiden epävarmuudet paremmin huomioon ja laskuista saaduilla tuloksilla on
luonnollinen tilastollinen luonne. Käytännön ongelmissa mittausdatan rajallisuus pakot-
taa suunnittelija perustamaan arvionsa juuri tähän tiettyyn informaatiomäärään. Stokas-
tisessa näkökulmassa mittausdatasta estimoidulla informaatiolla, pystytään simuloimaan
rajattomasti uusia (yhdä todennäköisiä) tapahtumakulkuja, joille suunnittelu voidaan
perustaa. Näin voidaan säästää mittausajassa ja pyrkiä käyttämään mittausten lisäksi
niiden ”piilotettua informaatiota” paremmin hyödyksi.
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