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Tassd tutkielmassa késitelladn Pythagoraan lauseen toteuttavien kolmikoita eli kol-
mikoita, jotka toteuttavat yhtilon x> + y> = z2. Pythagoraan kolmikoissa luvut ovat
positiivisia kookonaislukuja ja toteuttavat Pythagoraan yhtdlon. Néitd kolmikoita on
aareton maara.

Luvussa 2 esitetddn luettelomaisesti aiheen kisittelyssé tarvittavia mééritelmia
ja lauseita. Ndistd tutkielmassa merkittdvimpid ovat suurin yhteinen tekijé, vektori-
avaruus, ominaisarvot ja matriisin karakteristinen yhtalo.

Luvussa 3 tutustutaan ensin Pythagoraan lauseen toteuttaviin positiivisten ko-
konaislukujen kolmikoihin ja primitiivisiin Pythagoraan kolmikoihin. Primitiivisen
Pythagoraan kolmikon suurin yhteinen tekijd on 1. Seuraavaksi todistetetaan apu-
lauseita, joita tarvitaan pddlauseen todistuksessa. Ensin todistetaan apulause, jonka
mukaan primitiivisen Pythagoraan kolmikon luvut ovat pareittain keskenédén jaotto-
mia. Seuraavaksi todistetaan, ettd primitiivisessd Pythagoraan kolmikossa x on pari-
ton ja y parillinen, tai pdinvastoin. Viimeisend apulauseena todistetaan aritmetiikan
peruslauseen seuraus, jonka mukaan jos kahden keskendidn jaottoman kokonaislu-
vun tulo on jonkin luvun nelio, niin molemmat luvut ovat joidenkin lukujen neligita.
Tamén jidlkeen todistetaan lause, jolla voidaan generoida miké tahansa primitiivinen
Pythagoraan kolmikko.

Luvussa 4 kisitellddn kokonaislukualkioisten neliomatriisien kolmikoita, jotka
toteuttavat yhtilon A% + B> = C?. My6s niiti kolmikoita kutsutaan Pythagoraan
kolmikoiksi ja niitd on ddreton miird. Luvussa todistetaan lause, jolla voidaan gene-
roida mikéd tahansa kokonaislukualkioisten neliddmatriisien Pythagoraan kolmikko.
Tamin lauseen todistusta varten todistetaan yksi aputulos. Apulauseessa todistetaan,
ettd jokainen matriisi P voidaan esittdd muodossa P = 2(UV + VU), missd U ja V

ovat tietynlaisia neliomatriiseja. Tutkielman on kirjoitettu Rosenin kirjaa Elementary



number theory and its applications ja Arnoldin ja Eudelzonin artikkelia On matrix

Pythagorean triples mukaillen.
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1 Johdanto

Pythagoraan lauseen mukaan suorakulmaisen kolmioiden sivuille pitee yhtild x> +
y? = z2. Tissi tutkielmassa tarkastellaan Pythagoraan lauseen toteuttavia positii-
visten kokonaislukujen kolmikoita, sekd Pythagoraan lauseen toteuttavia matriisien
kolmikoita.

Luvussa 2 esitetddn valmisteluna tarvittavia lukuteorian ja lineaarialgebran maa-
ritelmid ja lauseita, joita tarvitaan luvuissa 3 ja 4.

Luvussa 3 todistetaan kaava, jolla voidaan generoida kaikki Pythagoraan lauseen
toteuttavat positiivisten kokonaislukujen kolmikot. Néitd kolmikoita kutsutaan Pyt-
hagoraan kolmikoiksi ja niitd on déireton mééra.

Luvussa 4 sovellamme luvussa 3 todistettua kaavaa ja todistamme kaavan, jolla
voidaan generoida mikd tahansa neliomatriisien kolmikko, joka toteuttaa Pythago-
raan lauseen matriisen tulon suhteen.

Lukijan odotetetaan tuntevan lukuteorian ja lineaarialgebran perusteet. Pddldh-
deteoksina kaytetddn luvussa 3 Rosenin kirjaa Elementary number theory and its

applications ja luvussa 4 Arnoldin ja Eudelzonin artikkelia On matrix Pythagorean

triples.



2 Esitietoja

Luvussa 2 kisitelldén tutkielman aiheen késittelyssa tarvittavia lukuteorian ja lineaa-
rialgebran perusteita. Luvussa esitetdin midritelmit jaollisuudelle, kongruenssille,
alkuluvuille ja suurimmalle yhteiselle tekijélle, seké néihin liittyvid lauseita. Lisdksi

esitetddn aritmetiikan peruslause. Luvun tiedot ovat periisin lahteesté [4].

2.1 Lukuteorian perusteita

2.1.1 Jaollisuus

Mairitelma 2.1 (vrt. [4, s. 36-37]). Olkoot a, b € Z ja olkoon a # 0. Sanotaan,
ettd a jakaa b:n, jos on olemassa ¢ € Z siten, ettd b = ac. Jos a jakaa b:n, sanotaan
myos, ettd a on b:n jakaja tai tekijd. Lisdksi sanotaan, ettd a on b:n monikerta ja b
on jaollinen luvulla a.

Jos a jakaa b:n merkitddn a | b. Jos b ei ole jaollinen a:lla merkitddn a 1 b.
Lause 2.1. Jos a,b,c € Z siten, ettiia | bja b | ¢, niina | c.
Todistus (ks. [4, s. 37]). O
Lause 2.2. Jos a,b,c,m,n € Z siten, ettd c | a ja c | b, niin ¢ | (ma + nb).

Todistus (ks. [4, s. 37]). O

2.1.2 Kongruenssi

Miaritelmé 2.2 (vrt. [4, s. 145]). Olkoon m € Z,. Jos a,b € Z jam | (a — b),
sanotaan a:n olevan kongruentti modulo m luvun b kanssa.
Jos a on kongruentti b:n kanssa modulo m, merkitdin a = b (mod m). Jos

m { (a — b), niin merkitddn a # b (mod m).

Lause 2.3. Jos a,b € Z, niin a = b (mod m), jos ja vain jos on olemassa k € 7

siten, ettdi a = b + km.

Todistus (ks. [4, s. 146]). O

I
Q

Lause 2.4. Jos a,b,c,d,m € Z jam > 0 siten, ettd a = b (mod m) ja ¢ =

(mod m), niin



(i) a+c=b+d (mod m),
(i) a—c=b—-d (mod m),
(iii) ac = bd (mod m).

Todistus (ks. [4, s. 149]). |

2.1.3 Alkuluvut

Mairitelma 2.3 (vrt. [4, s. 70])). Lukua 1 suurempia kokonaislukuja, jotka ovat

jaollisia vain itselldén, vastaluvuillaan ja luvulla 1 sanotaan alkuluvuiksi.
Esimerkki 2.1 (vrt. [4, s. 70])). Kokonaisluvut 2, 3,5, 13, 101 ja 163 ovat alkulukuja.
Lause 2.5. Alkulukuja on ddreton mddrd.

Todistus (ks. [4, s. 71]). O

Lause 2.6 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen lukua 1 suurempi positiivinen ko-
konaisluku voidaan esittdd yksikdsitteisend alkulukujen tulona tekijoiden jdrjestystd

lukuun ottamaatta. Tiitd esitystd sanotaan alkulukuhajotelmaksi.

Todistus (ks. [4, s. 112—-133]). |

2.1.4 Suurin yhteinen tekija

Mairitelma 2.4 (vrt. [4, s. 39])). Olkoot a, b € Z siten, etti a # 0ja b # 0. Lukujen
a ja b suurin yhteinen tekiji on suurin kokonaisluku, joka jakaa a:n ja b:n. Olkoon

lukujen a ja b suurina yhteinen tekija k. Talloin merkitddn syt(a, b) = k.

Mairitelma 2.5 (vrt. [4, s. 39])). Olkoot a, b € Z siten, etti a # 0ja b # 0. Lukujen

a ja b sanotaan olevan keskendidn jaottomia, jos syt(a, b) = 1.

Miiritelma 2.6 (vrt. [4, s. 39])). Olkoot ay,as,...,a, € Z siten, ettd kaikki luvut
eivit ole nollia. Téalloin suurin yhteinen tekijd on suurin kokonaisluku, joka jakaa

kaikki joukon luvut.

Apulause 2.1. Olkoot aj,as,...,a, € Z siten, ettd kaikki luvut eivit ole nollia.

Talloin syt(ay, az, ..., ay—1, ap) = syt(ai, as, ..., an—2, syt(a,—1, an).

Todistus (ks. [4, s. 98]). O



2.2 Lineaarialgebran perusteita

2.2.1 Vektoriavaruus

Miiritelma 2.7 (vrt. [1, s. 184])). Olkoon V epityhji joukko, jossa on midritelty
operaatiot yhteenlasku ja skalaarilla kertominen. Joukkoa V' sanotaan vektoriavaruu-

deksi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa.
1. Josu,vy e V,nilnu+v eV
2.u+v=v+u
B.u+(v+w)=(u+v)+w
4. 0 eV:VueV:0+u=u+0=u
5..VueV:3-ueV:u+(-u)=(-u)+u=0
6. Jos k on skalaari jau € V, niin ku € V.
7. k(u+v)=ku+kv
8. (k+m)u = ku +mu
9. k(mu) = h(km)u
10. 1u = u,

kun u,v,w € V ja k,m € R. Alkioita u € V sanotaan vektoreiksi. Vektoria 0 € V
sanotaan nollavektoriksi. Vektoria —u € V sanotaan vektorin u € V vastavektoriksi.

Lukua k € R sanotaan skalaariksi.

Esimerkki 2.2 (vrt. [1, s. 185])). Joukko V = R" on vektoriavaruus, jossa operaatiot

ovat
u+v= (ul,uz, ...,un) + (V1,V2, ...,Vn) = (ul +Vvi,up +vy, ..., Uy +vn)
ja
ku = (kuy, kuo, ..., kuy),

kun u,v € R" ja k € R. Tilloin joukko V = R”" toteuttaa kaikki méaédritelmén 2.7

aksioomat.



Mairitelma 2.8 (vrt. [1, s. 191])). Olkoon V vektoriavaruus ja @ # W C V. Tilloin
W on vektoriavaruuden V aliavaruus, jos W itsessddn on vektoriavaruus avaruudessa

V madiriteltyjen operaatioiden suhteen.

Lause 2.7 (Aliavaruuskriteeri). Olkoon V vektoriavaruus ja ) # W C V. Tdlloin W

on avaruuden V aliavaruus, jos ja vain jos seuraavat ehdot ovat voimassa.
. Josu,ve W niimu+veWw.
ii. Jos k on skalaari jau € W, niin ku € W.
Todistus (ks. [1, s. 192]). |

Maaritelmi 2.9 (vrt. [1, s. 195])). Olkoon w vektoriavaruuden V vektori. Vektorin w
sanotaan vektoreiden v, vy, ..., v, € V lineaarikombinaatioksi, jos w voidaan esittii
muodossa

w=kivi+kwr+..+kv,,

missd kq, ko, ..., k, € R ovat skalaareja.

Miaritelma 2.10 (vrt. [1, s. 203])). Jos S = {v{,v2, ..., v,} on kahden tai useamman
vektorin joukko vektoriavaruudessa V, niin joukon S sanotaan olevan lineaarisesti
riippumaton, jos yhtikéaén joukon S vektoria ei voida esittdd muiden joukon vektorien
lineaarikombinaationa. Jos joukko ei ole lineaarisesti riippumaton, sanotaan sen

olevan linearisesti riippuva.

Lause 2.8. Epdtyhji joukko S = {v1,v2,...,v,} vektoriavaruudessa V on lineaari-

sesti riippumaton, jos ja vain jos yhtdlon
kivi+kywr+...+kwv, =0
ainoa ratkaisuon ki =k, = ... =k, =0.
Todistus (ks. [1, s. 210]). O

Miaritelma 2.11 (vrt. [1, s. 214])). Olkoon S = {vy,v3,...,v,} ddrellinen joukko

vektoreita vektoriavaruudessa V. Télloin S:n sanotaan olevan V:n kanta, jos:
1. S virittda V:n,

ii. S on lineaarisesti riippumaton.



2.2.2 Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Miiéritelma 2.12 (vrt. [1, s. 291])). Olkoon A n X n-matriisi. Talloin vektoria x €
R”™ \ {0} sanotaan A:n ominaisvektoriksi, jos Ax on vektorin x skalaarimonikerta,
toisin sanoen

Ax = Ax

jollakin skalaarilla 4 € R. Skalaaria A sanotaan matriisin A ominaisarvoksi ja vek-

toria x sanotaan ominaisarvoa A vastaavaksi ominaisvektoriksi.

1
Esimerkki 2.3 (vrt. [1, s. 292])). Vektori x = [2] on matriisin

30
8 -1

ominaisarvoa A = 3 vastaava ominaisvektori, koska

[

Geometrisesti havaitaan, etti kerrottaessa A:lla vektorin x kasvaa kolminkertaiseksi.

A=

Ax =

Lause 2.9. Olkoon A n X n-matriisi. Tdlloin A on A : n ominaisarvo jos ja vain jos
A toteuttaa yhtdilon
det(Al — A) =0.

Tdmdn sanotaan olevan A:n karakteristinen yhtalo.

Todistus (ks. [1, s. 292]). O
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3 Pythagoraan kolmikot

Pythagoraan lauseen mukaan suorakulmaisen kolmion kateettien nelididensumma
on yhtédsuuri kuin hypotenuusan nelio. Jotta voitaisiin 10ytaa kaikki suorakulmaiset
kolmiot, joiden sivujen pituudet ovat positiivisia kokonaislukuja, on 16ydettava kaikki
positiivisten kokonaislukujen kolmikot (x, y, z), jotka toteuttavat yhtilon x> +y? = z2.

Luvun tiedot on yhdistetty ldhteistd [3] ja [4].

Mairitelma 3.1. Pythagoraan kolmikoksi sanotaan sellaista positiivisten kokonais-

lukujen kolmikkoa (x, y, z), joka toteuttaa yhtilon x? + y? = z2.

Esimerkki 3.1. Kolmikot (3,4, 5) ja (7,24,25) ovat Pythagoraan kolmikoita, silla
32 +4% = 5% ja 7> + 247 = 25%.

Miaritelmi 3.2. Pythagoraan kolmikko on primitiivinen, jos syt(x, y, z) = 1.
Esimerkki 3.2. Pythagoraan kolmikot (3,4,5) ja (5, 12, 13) ovat primitiivisia, silla

syt(3,4,5) = 1jasyt(5,12,13) = 1. Pythagoraan kolmikko (6, 8, 10) puolestaan ei
ole primitiivinen, koska syt(6, 8, 10) = 2.

Olkoon (x,y,z) Pythagoraan kolmikko siten, ettd syt(x,y,z) = d. Tall6in on
olemassa kokonaisluvut xi, yj, z; siten, ettd x = dx;, y = dy;, z = dz; ja

syt(x1, y1,z1) = 1. Liséksi, koska

2yt=2
niin myos
(x/d)* + (y/d)* = (x/d)?,
joten
xT+y7 = xi.

Niin ollen (xy, y1, z1) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko ja kolmikko (x, y, z)
on tdmén primitiivisen Pythagoraan kolmikon monikerta.

Huomataan, ettd primitiivisen (tai minki tahansa) Pythagoraan kolmikon moni-
kerta on myds Pythagoraan kolmikko. Olkoon (x1, y;, z1) primitiivinen Pythagoraan
kolmikko. Tilloin

2, .2_ 2
X1+Y1 =27
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joten
(dx1)* + (dy1)* = (dz1)?,

eli (dxy, dy, dz;) on Pythagoraan kolmikko.
Tistd seurauksena kaikki Pythagoraan kolmikot voidaan 16ytdd muodostamalla
primitiivisien Pythagoraan kolmikoiden monikertoja. Kaikkien primitiivisien Pytha-

goraan kolmikoiden 16ytdmiseen tarvitaan seuraavia apulauseita.

Apulause 3.1. Jos (x, y, z) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko, niin syt(x, y) =

syt(x, z) =syt(y,z) = 1.

Todistus (vrt. [4, s. 523]). Olkoon (x,y,z) primitiivinen Pythagoraan kolmikko ja
syt(x, y) > 1. Talloin on olemassa alkuluku p siten, ettd p | syt(x, y), jolloin p | x
ja p | y. Tistid seuraa, etti p | (x> +y?) = z2. Eli p | z2, joten p | z. Tdmi on
ristiriita, silld syt(x,y,z) = 1. Ndin ollen syt(x,y) = 1. Samaan tapaan voidaan

osoittaa syt(x, z) = syt(y, z) = 1. O

Apulause 3.2. Jos (x, y, z) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko, niin x on paril-

linen ja y on pariton tai x on pariton ja y on parillinen.

Todistus (vrt. [4, s. 523-524]). Olkoon (x, y, z) primitiivinen Pythagoraan kolmik-
ko. Apulauseen 3.1 nojalla syt(x, y) = 1. Siisx ja y eivit voi molemmat olla parillisia.
Myoskddn x ja y eivit voi molemmat olla parittomia. Oletetaan, ettd x ja y olisivat

molemmat parittomia. Tdlloin on voimassa

¥*=y*=1 (mod 4).

Nimittdin, koska x on pariton, se on muotoa x = 2k + 1. Siis X2 =4k +4k+1=1
(mod 4). Joten
2 =x>+y>=2 (mod 4).

Tamé& on mahdotonta, silld jos z on parillinen, niin Z2=0 (mod 4). Jos z on pariton,
niin z2 = 1 (mod 4). Niin ollen x on parillinen ja y on pariton tai x on pariton ja y

on parillinen. O

Viimeinen tarvittava apulause on aritmetiikan peruslauseen (lause 2.6) seuraus.
Lauseen mukaan jos kahden keskendin jaottoman kokonaisluvun tulo on jonkun

luvun nelid, niin molempien lukujen tdytyy myos olla joidenkin lukujen nelioita.

Apulause 3.3. Olkoot r,s,t € Z, siten, ettd syt(r,s) = 1 jars = £2. Talldin on

olemassa m, n € Z siten, ettd r = m?> jas = nZ.

12



Todistus (vrt. [4,s. 524]). Jos r = 1 niin syt(r,s) = 1 jas = 2. Jos m = 1, niin
r = m?. My6s kun n = ¢, niin s = n>. Apulause on siis tosi, kun 7 = 1. Tapaus s = 1

osoitetaan samaan tapaan. Oletetaan, ettd r > 1 ja s > 1. Olkoot lukujen r, s ja ¢

alkulukuhajotelmat
r=py' Py
S = P P P
ja

by by b
t=4q,'q,-..q,"

Koska syt(r, s) = 1, hajotelmissa esiintyvit alkuluvut ovat erisuuria. Koska rs = ¢,
niin

ap __as ay Au+l Ay 2by 2b»o 2by

PV Py P P PSPy =y
Aritmetiikan peruslauseen (lause 2.6) nojalla alkulukujen eksponentit ovat samat
yhtélon molemmilla puolilla. Siksi jokaisen p; tdytyy olla yhtdsuuri g;:n Kanssa,
joten a; = 2b;. Tistd seuraa, ettd jokainen exponentti a; on parillinen ja a;/2 on

kokonaisluku. Nihdiin, ettd » = m? ja s = n?, jossa m ja n ovat kokonaisluvut

2 a2 W2
m :pélll/ sz/ ~~-P$ /
ja
_ ay+1/2 aus2/2 ay/2
=Py Pyyp Pv -

o
Lause 3.1. Olkoot x,y,z € Z, siten, ettd y on parillinen. Kolmikko (x,y,z) on

primitiivinen Pythagoraan kolmikko, jos ja vain jos on olemassa keskendicin jaottomat

positiiviset kokonaisluvut m ja n siten, ettd

x =m?+n?,
y =2mn,
z=m>+n?,

missd m on pariton ja n parillinen tai m on parillinen ja n on pariton.

Todistus (vrt. [4, s. 525-526]). Olkoon (x, y, z) primitiivinen Pythagoraan kolmik-
ko. Apulauseen 3.2 nojalla x on pariton ja y parillinen tai pdinvastoin. Koska olete-
taan, ettd y on parillinen, niin x on pariton. My0s z on pariton, silld apulauseen 3.1

nojalla syt(y,z) = 1 ja jos y ja z ovat molemmat parillisia, niin syt(y, z) = 2, joka
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on ristiriita. Seurauksena z + x ja z — x ovat molemmat parillisia, joten on olemassa
positiiviset kokonaisluvut  ja s, joillar = (z+x)/2jas = (z —x)/2.

Koska x? + y? = 72, niin saadaan y? = z> — x> = (z + x)(z — x). Tistd saadaan

B - () (5

Olkoon syt(r, s) = d. Koska d | r jad | s, niin apulauseen 2.2 nojallad | (r +s) =z

jad | (r—s)=x. Tastd seuraa d | syt(x,z) =1, jotend = 1.
Apulauseen 3.3 mukaan on olemassa m,n € Z, siten, ettd r = m? jas = n.

Kirjoittamalla x, y ja z lukujen m ja n funktioina saadaan

x=r—s=m>-n?

y = Vars = \4m2n? = 2mn,

z=r+s=m’+n°

Osoitetaan, ettid syt(m, n) = 1. Lukujen m ja n suurimman yhteisen tekijén tulisi jakaa

2 2 4+ n?. Tiedetddn myos, ettid syt(x,y,z) = 1,

myds x = m?> —n?, y = 2mnijaz =m
josta seuraa syt(m,n) = 1.

Huomataan my®0s, ettd m ja n eivit voi molemmat olla parittomia, silld néin
ollessa x, y ja z olisivat kaikki parillisia, joka olisi ristiriidassa ehdon syt(x, y,z) = 1
kanssa. Ndhddidn myos, ettd m ja n eivit voi myoskédin olla molemmat parillisia, silla
syt(m,n) = 1. Siis m on parillinen ja n pariton tai pdinvastoin. On siis osoitettu, etti
jokainen primitiivinen Pythagoraan kolmikko tiyttaa lauseen ehdot.

Todistetaan vield kddnteisesti, ettd jokainen kolmikko (x, y, z)

x =m? —n?,
y =2mn,
z=m?+n?,

missdm,n € Z, siten, ettim > m, syt(m,n) = 1jam # n (mod 2), on primitiivinen

2

Pythagoraan kolmikko. Ensin huomataan, etti m? —n?%, 2mn ja m? + n? muodostavat

Pythagoraan kolmikon, silld

x2+y? = (m? - n®)? + 2mn)?
= (m* = 2m*n® + n*) + 4m*n®

=m* +2m*n* + n*

= (m2 + 112)2

2
=z

14



Osoitetaan timén olevan primitiivinen Pythagoraan kolmikko todistamalla lukujen
x, y ja z olevan keskendin jaottomia. Oletetaan syt(x,y,z) = d > 1. Talloin on
olemassa alkuluku p | (x,y,z). Huomataan, ettd p # 2, koska x on pariton, silla

2 2 2

x = m? — n?, missd m? on pariton ja n* on parillinen, tai painvastoin. Nahdiin myos,

ettip | x,plzp| (z+x)jap | (z—x) = 2n Tistd seuraa p | mja p | n,
joka on ristiriita, silld syt(m, n) = 1. Siis syt(x, y, z) = 1 ja (x, y, z) on primitiivinen
Pythagoraan kolmikko.

]

Esimerkki 3.3. Olkootm = 6jan = 5. Nytsyt(m,n) =1,m £n (mod 2) jam > n.

Lauseen 3.1 nojalla kolmikko (x, y, z), missa

x=m?>-n’>=6>-5>=11,
y=2mn=2-6-5=060,

z=m?+n*=6>+5%=61,

on primitiivinen Pythagoraan kolmikko.
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4 Pythagoraan matriisit

Luvussa 3 esitettiin proseduuri, jolla voidaan generoida mikd tahansa primitiivi-
nen Pythagoraan kolmikko. Tésséd luvussa laajennetaan tétd proseduuria ja esitetdin

parametrisointi Pythagoraan matriiseille. Luvun tiedot ovat periisin ldhteesta [2].

Mairitelmi 4.1. Kokonaislukuarvoisten n X n-matriisien kolmikkoa {A, B, C} sa-

notaan Pythagoraan kolmikoksi, jos kolmikko toteuttaa relaation
A%+ B> =%

Tillaisia kolmikoita on ddreton médrd. Ottamalla Pythagoraan kolmikko (a;, b, ¢j) =1, . x
voidaan muodostaa diagonaalimatriisit A = diag[ay, ..., a,|, B = diag|[by, ..., b,] ja
C =diag|cy, ..., c,]. Nama matriisit toteuttavat selvasti vaaditun relaation. Téassa lu-
vussa on kuitenkin tarkoitus esittdd konstruktio, jolla saadaan generoitua ei-triviaaleja
kolmikoita. Esitetdin seuraavaksi ei-triviaali esimerkki.

30 13 (4 8| 26 -25
, B = jaC = ovat
30 1216 ~15 4

Esimerkki 4.1. Matriisit A =

Pythagoraan kolmikko, silld

2 2

i 2
4 8] [-26 -25
12 16| |-15 4|

+

30 13
30

Tulee huomata, ettd ndma matriisit eiviat kommutoi.

Lause 4.1. Olkoon P n X n-matriisi siten, ettd P € M,(Q). Tdilloin on olemassa

n’-parametrinen perhe matriiseja A, C € M,(Q) siten, ettii P = C> — A2,

Lauseen todistukseen tarvitaan seuraavaa aputulosta. Tulee huomata, etti kaikille

neliomatriiseille U ja V pitee
(U=V)?>+2UV +2VU = (U + V).

Siis jos voidaan esittii P = 2(UV + VU), niin (U = V)> + P = (U + V)2, eli
P = (U +V)? = (U - V)2. Osoitetaan seuraavaksi tillaisen P:n esityksen olevan

mahdollinen.

Apulause 4.1. Olkoon matriisi U € M, (Q) siten, ettd
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1. U:n ominaisarvot A; toteuttavat degeneroimattomuusehdon

/ll'+/lj #0

2. U:n ominaisvektorit virittdvat avaruuden R”.

Télloin jokaiselle matriisille P € M, (Q) on olemassa yksikésitteinen matriisi V €

M, (Q) siten, ettd P = 2(UV + VU).

Todistus (vrt. [2,s. 159]). Merkitédédn x;:114 matriisin U ominaisarvoa A; vastaavaa
ominaisvektoria. Koska ehdon 2 nojalla vektorit {x;} -1, muodostavat kannan
avaruudelle R", ylldolevan matriisiyhtdlon ratkaisemiseksi on riittdvad 10ytdd matriisi
V siten, ettd

2(UV+VU)x; = Px;

kaikilla j = 1, ..., n. Koska x; on U:n ominaisvektori, voidaan kirjoittaa
(UV+VU).X‘]' = U(VXj) +/lJ-ij = (U+/le)ij.

Ehdosta 1 ja karakterisesta yhtdlostd seuraa, ettd kaikki matriisit U + A ;I ovat kdén-

tyvid, joten voidaan kirjoittaa
2Vx; = (U+4,1)" Px;.

Merkitéin vektoria (U + 4,1 )~ Px ; merkinnélld y ;. Yhdistimélla sarakkeet saadaan
2VX =Y, kun X = [xq|x2]...|x,] jaY = [y1|y2]...|y.]. Tésté seuraa, ettd V voidaan
esittda

1 1

V=YX
2

silld ehdon 2 mukaan X on kédéntyvéd, koska sen pystyrivit ovat lineaarisesti riippu-

mattomia. Tulee huomata, ettd matriisi V on yksikdsitteinen. ]
Nyt voidaan todistaa lause, joka mahdollistaa kolmikoiden generoinnin.

Todistus (vrt. [2, s. 159]). Koska M,,(Q) on rengas, voimme aloittaa milld tahan-
sa kadntyvilld matriisilla X € M, (Q) ja milld tahansa diagonaalimatriisilla A =
diaglAy, ..., ;] € M,(Q), joka tdyttdd apulauseen 4.1 ensimmdisen ehdon ja muo-
dostaa matriisin U = XAX~!. Tilléin apulauseen 4.1 matriisi V = %YX ~! kuuluu
my0s joukkoon M, (Q). Siis voimme valita C = U +V ja A = U — V. Silloin
P =2(UV +VU) = B2, jolloin A% + B> = C?. Eli matriisien kolmikko {A, B, C} on
Pythagoraan kolmikko. O
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16 21

Esimerkki 4.2. Olkoon matriisi B = . Valitaan sitten

3.
, jolloin B =
5

0 3
ehdon. Valitaan kaksi matriisin U ominaisvektoria x; = (1,1) ja x, = (-1, 1) jot-

diagonaalimatriisi A = jonka alkiot tiyttavit apulauseen 4.1 ensimmdiisen

ka tdyttivit apulauseen 4.1 ehdot. Tilloin X = | ], jolloin U = XAX™! =

| -5
-5 1
P = B?, saadaan ratkaistua vektorit y; = 4—1‘(—107, S5)jays = %(20, 22). Nyt saadaan

-401 =241

=73 103
alkiot ovat rationaalisia ja tidten matriisien U +V ja U — V alkiot ovat mydskin ratio-

. Nyt yhtéléstd (U + A;1)"! Px ;, jossa A; on matriisin U ominaisarvo ja

. Tulee huomata, ettd matriisien U ja V

madritettyd matriisi V = % [

naalisia. Kertomalla matriisit B ja A luvulla 48 saadaan nididen matriisien alkioista

kokonaislukuja. Nyt saadaan Pythagoraan kolmikko

(U-V)>+B>=(U+V)>.
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