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Markovin ketjut (engl. Markov Chains) ovat 1900-luvun alkupuolella kehitettyja sto-
kastisia prosesseja, joissa uusi tila riippuu vain sitd edeltdvasti tilasta. Ketjut ovat
nimetty niiden kehittdjan, Andrey Markovin, mukaan, ja niitd sovelletaan nykyisin
monilla eri tieteenaloilla esimerkiksi ladketieteessd ja kauppatieteissd. Suurin syy,
miksi Markovin ketjuja kiytetddn eri tieteenaloilla, on niiden todennikdisyyslasken-
nallinen tausta. Markovin ketjujen avulla pystytddan ennustamaan seké jatkuvien etta
diskreettien stokastisten prosessien satunnaiskulkua, ja nédin ollen tuottamaan arvioi-
ta ketjujen tulevista tiloista eri ajanhetkilld. Markovin ketjuista on olemassa melko
viahdn suomenkielisid tieteellisid tekstejd, ja siksi timédn tutkielman tarkoituksena
onkin tuottaa lyhyt katsaus diskreettiaikaisten Markovin ketjujen teoriaan, ja selittdaa
lukijalleen esimerkkien avulla, miten ketjuja voidaan hyodyntda kidytannossa.

Tyo on jaettu kahteen osaan. Ensimmaisessd osassa késitelldan Markovin ketju-
jen todenndkoisyyslaskennallista taustaa ja esitelldén kaikki mééritelmat ja lauseet,
joita tarvitaan Markovin ketjujen ymmairtamiseen. Tdsséd osassa tutkielmaa selitetdén
myos, mitd stokastiset prosessit ovat ja esitellddn niihin liittyvit madritelmat, jotka
ovat oleellisia Markovin ketjujen ymmartdmiseen. Tutkielman toinen osa késittelee
diskreettiaikaisia Markovin ketjuja. Siind esitelldin Markovin ketjujen méairitelmid,
kuten Markovin ominaisuus sekéi erditd Markovin ketjujen ominaisuuksia, joita myo-
hemmin havainnollistetaan erilaisin esimerkein. Tutkielman toisessa osassa esitetdin
myOs Markovin ketjujen siirtymadmatriisiesitys sekd graafinen esitys, joiden tarkoitus
on havainnollistaa Markovin ketjuja visuaalisessa muodossa.

Tutkielma pééttyy Markovin ketjujen sovelluksiin, joissa kootaan yhteen kaikki
tutkielmassa esille nousseet lauseet ja ominaisuudet, ja ndytetdédn, kuinka ne kaytin-
nossd vaikuttavat ketjuihin. Tamé onkin yksi tutkielman tidrkeimmisti osista, silld

esimerkkien avulla lukijan on helppo ymmartaa, kuinka Markovin ketjuja voidaan



kdytannossd hyodyntaa.

Avainsanat: Markovin ketjut, stokastiset prosessit, todennikoisyyslaskenta

Tadmaén julkaisun alkuperdisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Markovin ketjut ovat venildisen matemaatikon, Andrey Markovin, kehittimd me-
netelmd, jolla mallinnetaan stokastisia prosesseja, joissa uusi tila riippuu vain sitad
edeltdvistd tilasta. Toisin sanoen, Markovin ketjuilla voidaan mallintaa sellaisia ajas-
sa sattumanvaraisesti etenevid ilmidité, joissa satunnaisilmion tulos on riippuvainen
vain ja ainoastaan sitd edeltdvisti tuloksesta. Niitd hyodynnetddn nykyéén lukuisilla
tieteenaloilla, esimerkiksi biologiassa, fysiikassa ja taloustieteessa.

Tidmén tutkielma keskittyy késittelemaddn diskreettiaikaisia Markovin ketjuja.
Aloitamme tutkielman esittamalla Markovin ketjujen todennidkoisyyslaskennallisen
taustan ja selittimailld, mitd stokastiset prosessit ovat. Todennikoisyyslaskennasta
esitimme Markovin ketjujen ymmaértdmiseen ja soveltamiseen tarvittavia kdsitteitd,
kuten todennikoisyysavaruus, tapahtumien ja satunnaismuuttujien riippumattomuus
sekd odotusarvot. Pykdlissd 2.2 esitimme stokastisten prosessien ja satunnaiskulun
madritelmat sekd erditd esimerkkejd havainnollistamaan kyseisid mééritelmia.

Luvussa 3 esitimme Markovin ominaisuuden maaritelméan, maarittelemme Mar-
kovin ketjujen siirtymidmatriisiesityksen ja esitimme Markovin ketjujen ominaisuuk-
sia sekéd niiden sovelluksia.

Lukijalta edellytimme joidenkin todennikoisyyslaskennan ja lineaarialgebran
perusasioiden tuntemista. Edellytimme muun muassa, ettéd lukija tuntee matriisilas-
kennan perusteet ja pystyy seuraamaan todennékoisyyslaskennan todistuksia. Ensi-
sijaisena lahdeteoksena kiytdimme Nicolas Privaultin kirjaa Understanding Markov
Chains [2].



2 Valmistelevia tarkasteluja

2.1 Todennikoisyyslaskennallinen tausta

Luvussa 2 esitimme lyhyesti muutamia pddaiheemme késittelyssd tarvitsemiamme
apuneuvoja. Téssa pykéléssa esitimme Markovin ketjujen todennékdisyyslaskennal-
lisen taustan (vrt. [1, s. 9-14, 18], [2, s. 7-30]).

Mairitelma 2.1. Joukkoa Q, joka sisaltdé kaikki satunnaisilmion mahdolliset tulok-

set, kutsutaan perusjoukoksi.

Miiéritelmé 2.2 (o-algebra). Olkoon Q epityhjd joukko. Osajoukkojen A C Q
joukkoperhettd # kutsutaan joukon Q o -algebraksi, jos seuraavat aksioomat ovat

voimassa:

(1) 0,2¢€F,

(2) jos A € F,niin A :=Q\AeF,

(3) jos A1, As, ... € F,niin U2, A; € F.
Alkioita A € ¥ kutsutaan rapahtumiksi.

Esimerkki 2.1 (Nopanheitto). Olkoon perusjoukko Q = {1,2,3,4,5,6}, tilloin
joukkoperhe
F :={2,0,{1,2,3},{4,5,6}}

mddrittelee perusjoukon £ o-algebran, joka vastaa satunnaisesti valittujen silméalu-
kujen jakoa ”suuriin” ja “pieniin” silmélukuihin.
Miaritelmi 2.3. Kuvausta P: ¥ — [0, 1] kutsutaan todenndikoisyysmitaksi, jos
(1) P(Q2)=1ja
(2) P(UZ,A) =22, P(A), kun A;NA; #0jai # j.
Kolmikkoa (2, ¥, P) kutsutaan todenndkoisyysavaruudeksi.

Miaritelmé 2.4 (Ehdollinen todennikoisyys). Olkoon (2, 7, P) todennédkdisyysa-

varuus, jossa tapahtuma A € ¥ jaP(A) > 0. Tall6in todennakdoisyyttad

P(BNA)
P(A)

kutsutaan tapahtuman B ehdolliseksi todenndikoisyydeksi ehdolla A.

P(B|A) := kun B € 7,



Mairitelma 2.5. Tapahtuminen A ja B sanotaan olevan riippumattomia, jos
P(A|B) =P(A).
Mairitelma 2.6. Joukkoa
{P(X € A): A joukon R mitallinen osajoukko}.

kutsutaan satunnaismuuttujan X : Q — R rodenndkéisyysjakaumaksi.

Miiritelmé 2.7. Todennikoisyysmitalla P méiritellyt satunnaismuuttujat X ja Y

ovat riippumattomia, jos
P(XeAYeB)=P(X e AP € B),
patee kaikilla A, B C R.

Mairitelmi 2.8 (Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo). Olkoon X: Q — N

diskreetti satunnaismuuttuja. Tall6in satunnaismuutujan X odotusarvo E(X) on

E(X) = i kP (X = k),
k=0

missd k € N.

Esimerkki 2.2 (Nopanheitto). Kuvataan nopanheitossa saatua silmélukua satunnais-
muuttujalla X. Perusjoukko Q = {1,2,3,4,5, 6} ja jokaisen silmdluvun todenndkoi-

syys P(X) = 1. Tilldin

6
1 1

E(X) = kP(X=k)=1-—=+2-—4---+6-==3=.

;; 6 6 6 2

Mairitelma 2.9 (Satunnaismuuttujan ehdollinen odotusarvo). Satunnaismuuttujan
X: Q — N ehdollinen odotusarvo E(X|A) ehdolla A on

E(X|A) = Z kP(X = k|A),
k=0

aina, kun sarja on suppeneva.
2.2 Stokastiset prosessit

Tassd pykildssd selitimme, mitd stokastiset prosessit ovat sekd esitimme niiden

ymmadrtdmiseen tarvittavia kasitteitd (vrt. [2, s. 1, 61-64]).



Miaritelma 2.10. Stokastinen prosessi on matemaattinen tyoviline, jolla mallinne-

taan ajassa sattumanvaraisesti etenevia ilmioita.

Esimerkki 2.3 (Autojen kiyttdytyminen risteysalueella). Ajanhetkelld ¢+ = O auto-
ja on kulkenut risteyksestd 0 kappaletta. Kun aikaa on kulunut x tuntia, autoja on
kulkenut risteyksestd y kappaletta. Naistid autoista %y kaantyi oikealle, }ty vasem-
malle ja 15—2 y jatkoi suoraan. Tétd autojen kayttdytymisen mallintamista voidaan pitid

stokastisena prosessina.

Miaritelmi 2.11. Rajoittamatonta satunnaiskulkua merkitidan (S,),>o ja mééritel-

ld4n sen ensimmadisen tilan Sg = 0 avulla siten, etti
S, =X1+Xo+---+ X, n>1,

missd (Xz)x>1 on ryhmai toisistaan riippumattomia {—1, 0, +1}-arvoisia satunnais-

muuttujia.

Lisdksi oletamme, ettd ryhma (X )x>; koostuu toisistaan riippumattomista ja

identtisesti jakautuneista satunnaismuuttujista, jotka noudattavat todennékoisyysja-

kaumaa
P(Xk = +1) =p,
P(Xk = 0) =r,
P(Xk = _1) =q,

k>1L,kanp+qg+r=1.

Mairitelméa 2.12. Olkoon r = 1 — p — g = 0. Tilloin satunnaiskulkua (S;);en
kutsutaan Bernoullin satunnaiskuluksi.

Talloin satunnaismuuttujan X, odotusarvo on
E[X,]=-1-g+1-p=2p-1=p—¢q
ja varianssi

Var[X,] = E[X2] - (E[X,])
=1-g+1-p-(2p-1)?

=4p(1 - p) =4pq.



3 Diskreettiaikaiset Markovin ketjut

Kuten luvussa 1 kerrotaan, tamai tutkielma keskittyy vain diskreettiaikaisiin Marko-
vin ketjuihin. Tassd luvussa esitimme Markovin ketjujen tirkeimmét méaaritelmat,
ominaisuudet ja niiden sovelluksia. Sivuutamme kuitenkin kaikki jatkuva-aikaisiin
Markovin ketjuihin liittyvit taustatiedot, miiritelmit ja ominaisuudet kokonaisuu-

dessaan.

3.1 Diskreettiaikaisten Markovin ketjujen perusteita

Tassé pykildssi esitimme Markovin ketjujen ymmartimiseen tarvittavia madritelmia
(vrt. [2, s. 77-166]).

Mairitelmia 3.1 (Markovin ominaisuus). Diskreettiaikaisella stokastisella proses-
silla (Z,)qen tila-avaruudessa S sanotaan olevan Markovin ominaisuus, jos kaikilla

n > 1jakaikilla ig, iy, ...,i,, j € S pitee
|]:D(Zn+1 = ]lZn =ip, Ln-1=1Ipn-1,...,20 = lO) = l]j)(Zn+1 = JlZn = ln)

Mairitelmi 3.2 (Siirtymématriisi). Markovin ketjun (Z,),en satunnaiskehitys maa-
ritetddan datan
Pij = P(Zp1 = jlZn = 1), i,J €S,
avulla. Tdma vastaa siirtymitodennikoisyyksid P(Z,+1 = j|Z, = i), jotka ovat
riippumattomia muuttujasta n € N.
Data P; j voidaan muuttaa | S | = | S x S | kokoiseksi matriisiksi, missi | S| on tila-

avaruuden alkioiden lukumaééri, ja nédin saadaan Markovin ketjun siirtymdmatriisi:
[Pijlijes = [P(Z1 = j|Zo = 1)]; jes’

toisin sanoen

Py Po-1 Poo Py Poop
Py P11 P_1p P11 P-oip
[Pijlijes=]|... Poo Po-1 Poo Po1 Po2
P Pi-1 Pio Pia P2
Py Proy Py P11 Pan




Relaatiosta
an(zl =jlZo=i)=1, ieN
j€eS
seuraa, ettd siirtymématriisin rivit toteuttavat ehdon
2 P =1,
JES
jokaisella rivin indeksilld i € S.

Téllaisen Markovin ketjun (Z,),en sanotaan olevan aikahomogeeninen eli ajasta

riippumaton.
Mairitelma 3.3. Tilaa k € S kutsutaan absorvoivaksi, jos Py x = 1.

Esimerkki 3.1. Mallinnetaan henkilon luottoluokituksia satunnaisprosessina tila-
joukossa S ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, missd tila 1 = AAA,2 = AA,3=A,4=BBB,
5=BB,6 =B,7 =CCC, 8 =D ja9 = Eiluokitusta (E.L.). Luottoluokituksen tila

voidaan esittdd Markovin ketjuna (Zy, Z1, . . . ), jonka siirtymamatriisi on

Luokitus Luokitus vuoden lopussa

vuoden alussa | AAA  AA A BBB BB B CCC D EL. Yht
AAA 9132 464 042 007 002 O 0 0 34 100
AA 0.6 88.48 7 049 0.07 0.11 003 O 322 100
A 0.09 217 8291 6.07 185 154 095 0.06 436 100
BBB 0.04 036 443 8125 622 198 031 024 517 100
BB 0.01 0.07 063 7.02 7793 567 134 096 637 100
B 0 0.08 032 045 6.7 7271 4.06 5.0 10.68 100
CCC 0.02 0 033 082 1.72 9.05 5423 20.26 13.57 100
D 0 0 0 0 1.2 4.7 743  56.87 29.8 100
E.L. 0 0 0 0 0 0.2 7.94 76.19 15.67 100

(Huom. siirtymétodennékoisyydet ovat ilmaistu prosentteina)

Esimerkki 3.2. Markovin ketjut voidaan esittdd myos graafisessa muodossa. Alla on

esitetty eraan Markovin ketjun siirtyméamatriisi P ja sen graafinen esitys.

(0 07 0 03 0]
02 0 08 0 O
P=104 0 0 0 06|
0 0 0 05 05
|0 07 03 0 0]
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A8 0.4
0.2 1
OS5 Da

0.7
0] 4

Kuva 3.1. Markovin ketju

Lause 3.1. Olkoon Z,, Markovin ketju tila-avaruudessa S. Tidlloin kaikilla ajanhet-

killd k € N pdtee
[P(Zusk = j|Zn = D)]ijes = [[P*)ij]ijes = P,
kuni,j € S.

Todistus. Méiritelmdn 3.1 mukaan kaikilla ajanhetkilla n > 1 on voimassa P(Z,+1 =

J1Z, = i). Télloin ehdollisen todennikodisyyden madritelmid soveltamalla saadaan

P(Zusz = j1Zn =1) = ) | P(Zus2 = j, Zust = 112, =)

leS

_ Z |]:D(Zn+2 =], Zns1 = 1,7, = l)
= P(Z, =1)

_ Z I]:D(Zn+2 = j, Zpy1 = [, Z, = i) l]:D(Zn+l =1, Z, = i)
L™ P(Zue1 = 1.2, = 1) P(Z, = i)

= > P(Zuz = j|Znet = 1, Zy = )P (Znr = 112, = i)
leS

= P(Znz = j|1Zns1 = DP(Zyer = |2, = i)
leS

= ZPi,lPl,j
leS

=[P i,j€S.

11



Niin ollen kaikilla £ € N pitee

|]])(Zn+k+1 =/, Zpsk = llzn = i) = Z P(Zn+k+1 = j,Zn+k = l|Z = i)

leS

_ Z P(Zn+k+1 =Js Znvk = l,Z, = i)
Ies P(Zy = 1)

_ Z P(Zniks1 = J> Znik =1, 2, = i) P(Zpyi = 1, Z, = 1)
s P(Zuk = 1,2, =1) P(Z, =1)

= > P(Zuskst = 1 Zusk = 1, Zn = )P (Znie = 1|2y = )
leS

=" P(Zuskst = 1 Zusk = DP(Zusk = 112y = i)
leS

=D P(Zuk = l1Z, = )Py,
leS

Siis matriisit
[P(Zpsk = j1Zn =0))ijes, k=1,

toteuttavat ehdon

[PH1], ) = Z[Pk]i,lPl,j,

leS
ja ndin ollen yhtdsuuruus

[P(Zysk = j1Zn = D)]ijes = [[P*]ij1ijes = P,
patee kaikilla k£ € N. O

Lause 3.2. Kaksitilaisen Markovin ketjun, jonka siirtymdmatriisi on muotoa

1—a a
b 1-b|

kun a € [0,1] ja b € [0, 1], n:s potenssi on muotoa

P=

b+a(l—a-b)" a(l-(1-a-b)")

P = , neN,a=b+0.
b(l-(1-a-b)") a+b(l—a->b)"

n
1-a a 3 1
b 1=b Ca+b

Todistus. Todistamme tuloksen kéyttamailld matriisien diagonalisoituvuutta. Matrii-

silla P on kaksi lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria

RN

joiden ominaisarvot ovat A} = ljad, =1 —a —b.

12



Titen matriisi P voidaan kirjoittaa diagonaalimuodossa

(3.1 P=MxDxM,
toisin sanoen
b
P:l—axﬂlem#]
-1 1|

Nyt yhtidlostd (3.1) seuraa, ettd

PP=(MxDxM Y =(MxDxM"Y)...(MxDxM™")
=MxDX---XDxM'=MxD"xM™",

missi
" 1 0
D" = neN
n
0 /12
Titen
b a
pro b | Oxmm]
n —1 1
1 b 0 % &= @
’b+a/l£‘ a—a/l’21
_ a+b a+b
= | b-b27 a2
L a+b a+b

1| b+arr a(1-a
a+b |b(1-22) a+bAl

1 [ bp+a(l—-a-b)" a(l-(1-a-b)"
a+b |p(1-(1-a-b)") a+b(l-a-b)" |

3.2 Tilojen luokittelu

Tassd pykildssad esitimme muita Markovin ketjujen soveltamiseen tarvittavia méaéri-

telmia (vrt. [2, s. 117-148)).

Mairitelmi 3.4. Tilan j € S yhteyttd tilaan i € S merkitddn kaaviolla
ONG)

jos on olemassa sellainen dérellinen luku n > 0, etta

[P"]i; =P(Z, = j|Zo = i) > 0.

Jos on voimassa sekd @ — @ ettd @ — @ sanotaan, ettd tilat @ ja @ ovat

yhteydessa keskenddn. Tatd merkitdidn @ — @

13



Mairitelmai 3.5. Markovin ketjun sanotaan olevan yhtendinen, jos

O —3)
kaikilla i, j € S. Muulloin se on epdyhtendinen.

Mairitelma 3.6. Tilai € S on palautuva, jos Markovin ketju palautuu tilasta i tilaan

i aarellisella maaralld askeleita todennédkdisyydelld P = 1. Toisin sanoen
pii =P(Z,=ijollakinn > 1|Zy =i) = 1.
Mairitelma 3.7. Tilai € S on vdistyvd, jos se ei ole palautuva.

Miaritelmi 3.8. Tilan i € S palautumisaikaa merkitdan w;(7) ja maaritellaan

jossa T] merkitsee satunnaista ajanhetked, jolloin on pdédytty ketjun tilaan i kulke-

malla r askelta. Tilan sanotaan olevan positiivisesti palautuva, jos
wili) = E[T}|Zo = 1] < oo,
ja tyhjésti palautuva, jos
wili) = E[T/|Zy = 1] = +eo.
Mairitelma 3.9. Tilan i € S jakso on joukon
{n>1:[P"];; >0}

suurin yhteinen jakaja.
Tilan sanotaan olevan jaksoton, jos sen jakso on 1. Muulloin tilan sanotaan olevan

Jjaksollinen.

3.3 Sovelluksia

Tassd pykilissid esitimme esimerkkejd Markovin ketjujen ominaisuuksia soveltami-

sesta.

14



Esimerkki 3.3. Mallinnetaan syyspéivans =0, 1,2, ... sditilaa satunnaisprosessina
tilajoukossa S = 1,2, jossa tila 1 = sataa ja 2 = ei sada. Oletetetaan, etti jos padiviani
n sataa, niin pdivina n + 1 ei sada todennékoisyydellda a = 0, 35, ja ettd kuivaa paivaa
seuraa sateinen paivd todennikoisyydelld b = 0, 6. Tilloin sdétd voidaan mallintaa

Markovin ketjuna (Zy, Z1, . . . ), jonka siirtyméamatriisi P on

P =

l-a a | 10,65 0,35
b 1-b 0,6 0,4

ja graafinen esitys on kuvassa 3.2.

. 0.6 b o

Kuva 3.2. Siitilan graafinen kuvaaja

Oletetaan, ettd maanantaina (¢ = 0) sataa. Talloin sddmallin mukaan tiistaina sataa

todennikoisyydelld 1 — a ja ei sada todennidkoisyydelld a, eli
P(Zl = 1|Zo = 1) =1l-a ja P(Zl :2|Z() = 1) =d.

Niin ollen todennikoisyys sille, ettd keskiviikkona sataa, voidaan laskea tiistain

sadtilojen avulla
P(Z,=1|1Zp=1)=(1-a)P(Zy=11Z1=1)+aP(Z, = 1|Z, =2)
=(1-a)(l1-a)+ab
=(1-a)*+ab.
Siis todennikoisyys sille, ettei keskiviikkona sada on (1 — a)? + ab = 0, 6325.

Lauseen 3.2 avulla voidaan myos sateen todennikoisyys mille tahnsa piiville

n. Esimerkiksi se, sataako kahden viikon (14 vuorokauden) pééastd aloitushetkesta

15



voidaan laskea kaavalla

15
1-a a
b l—b]
b+a(l—-a-b)" a(l-(1-a->b)b)
blb(1-(1-a-b)b) a+b(1—a—b)15]

pis —

1

~ 1 0,6+0,35(0,65-0,6)" 0,35(1 - (0,65-0,6)")
0,35+0,6 | 0,6(1 - (0,65-0,6)1%) 0,35+0,6(0,65—-0,6)'
1 [0,6 0,35
0,9510,6 0,35

_|o,63157... 0,36842...
0,63157... 0,36842...|

Esimerkki 3.4 (Tilojen luokittelu). Olkoon (Z,),>0 Markovin ketju tila-avaruudessa

S ={0, 1, 2, 3} siten, ettd sen siirtymamatriisi on

(0.5 0,25 0.25 0
o 0 1 0
p- .
O 0 0 1
1 0 0 0

Talloin kejun Z, graafinen esitys on

A,
f i
025 ) 1 .-' 1
ok
““\.
Laﬂ D ) )
0.5 f"
| f“' “H
0,25 2 1
Kuva 3.3. Esimerkki 3.4 kuvaaja
Ketjulle pitee yhteydet
OLHOIOEHOIOLHOIOLHOIOEY O]



ja se on yhtendinen, silld sen tila-avaruus voidaan jakaa kahteen yhteydessi olevaan
tilaan S = {0} U {1, 2, 3}. Ketjun tilan O jakso on 1 ja tilojen 1, 2 ja 3 jaksot ovat 3.

Ketjussa ei ole absorvoivia tiloja. Tila O on véistyva ja tilat 1,2 ja 3 ovat palautuvia.
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