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Tamén tutkielman luvussa 2 kdymme 1dpi aluksi médritelmét globaalille dériarvolle
ja paikalliselle ddriarvolle yhden muuttujan funktioille sekd niihin liittyvét lauseet,
todistukset ja esimerkit. Alaluvussa 2.2 esittelemme tarkemmin paikallisen ddriar-
voon liittyvid olennaisia lauseita, kuten ensimmaiisen kertaluvun derivaatan testin
sekd toisen kertaluvun derivaatan testin, joiden avulla muun muassa paikallisten 4a-
riarvojen mairittdiminen onnistuu. Esittelemme my6s ndihin esimerkkeihin liittyvét
merkkikaaviot, jotka havainnollistavat eri tilanteet ddriarvoille minimi- ja maksimi-
pisteissd sekd kriittisissd pisteissi ja padtepisteissd, kun tarkastellaan funktioita f(x)
ja f’(x) seka niiden kayttaytymista.

Luvussa 3 kdymme ldpi ddriarvojen olemassaoloa yhden muuttujan funktioil-
le. Luvussa kidytimme hyodyksi raja-arvon kisitettd sekd aiemmin kdytyd globaa-
lin raja-arvon madritelmia. Esittelemme dériarvojen olemassaoloa koskevan lauseen
ja todistamme &dériarvoille maksimi- ja minimiarvon kahdessa osassa, jonka jilkeen
esittelemme ndihin omat esimerkit perustuen kyseessi olevaan lauseeseen. Esittelem-
me myos ndihin esimerkkeihin liittyvit kuvaajat, jotka havainnollistavat eri tilanteet
aariarvojen olemassaolon tarkastelussa.

Luvussa 4 kilymme ldpi médritelmit globaalille ddriarvolle ja paikalliselle dédriar-
volle kahden muuttujan funktioille sekéd niihin liittyvéit lauseet ja esimerkit. Luvussa
tarkastelemme erityisesti osittaisderivaattoja, jotka ovat olennainen osa tatd lukua.
Luvussa esittelemme jélleen toisen kertaluvun derivaatan testin, jota voidaan so-
veltaa kahden muuttujan funktioissa. Tamin avulla voimme méérittdd ja tunnistaa
mahdolliset paikalliset dariarvot sekd satulapiste. Alaluvussa 4.2 esittelemme lo-
puksi lauseen Hessen matriisille seké siihen liittyvid esimerkkejd, joissa sovelletaan
aiemmin esiteltyd toisen kertaluvun derivaatan testid sekd matriisilaskennasta tuttua

determinantin médritelméa 2 x 2 -matriisissa. Lopussa esittelemme myo6s niihin esi-



merkkeihin liittyvit kuvaajat, jotka havainnollistavat eri tilanteet, kun tarkastellaan

mahdollisia ddriarvopisteitd seki niiden luonnetta.

Avainsanat: ddriarvo, globaali ddriarvo, paikallinen diriarvo, kriittinen piste,

osittaisderivaatta, Hessen matriisi
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1 Johdanto

Tassd tutkielmassa tarkastelemme erityyppisid ddriarvoja, niidden ominaisuuksia se-
kil merkintitapoja. Airiarvojen avulla voidaan ratkaista monenlaisia matemaattisia
ongelmia, kun tarkastellaan esimerkiksi funktion jatkuvuutta ja derivaattaa. Téassa
tutkielmassa keskitymme piddasiassa ddriarvoihin ndiden késitteiden kautta ja esit-
telemme &ériarvojen kannalta olennaisia perustuloksia ja sovelluksia, jotka antavat
kattavan kdsityksen ddriarvojen perusteista.

Tutkielman luvussa 2 esittelemme perusméiritelmid dériarvoille, joita tulem-
me tarvitsemaan myos tdssd tutkielmassa myohemmin. Luvun alussa kiymme lédpi
globaalin ja paikallisen ddriarvon madritelmét seki niihin liittyvid lauseita yhden
muuttujan funktioille, jonka jilkeen havainnollistamme &dériarvojen ominaisuuksia
esimerkkejd hyodyntden. Tdmaén jilkeen lukijalla on kasitys siitd, mikd on dériarvo
ja mitéd sen avulla voidaan ratkaista.

Tutkielman luvussa 3 esittelemme &dériarvojen olemassaoloa yhden muuttujan
funktioille. Tdssd luvussa tulevat myos tunnetuiksi jatkuvuuden ja raja-arvon kisit-
teet sekd aiemmin kéyty globaalin dédriarvon miiritelmi. Luvun alussa esittelemme
aariarvojen olemassaoloa koskevan lauseen, jonka jilkeen todistamme sen. Todis-
tuksessa todistamme &ddriarvoille maksimi- ja minimiarvon kahdessa osassa. Tamin
jédlkeen esittelemme esimerkkejd, jotka havainnollistavat ddriarvojen olemassaoloa
koskevaa lausetta. Tdmén jéalkeen lukijalla on késitys siitd, miten ddriarvot ovat ole-
massa ja mika teoria niiden taustalla on.

Tutkielman luvussa 4 esittelemme &dédriarvojen ominaisuuksia usean muuttujan
funktioille hyodyntiden osittaisderivaattoja. Tarkastelemme usean muuttujan funk-
tion ddriarvoja vain kahdessa muuttujassa, jotta aiheen kasittely pysyy yksinkertai-
sena ja mielekkddni. Luvun alussa esittelemme toisen kertaluvun derivaatan testin
lauseen, josta annamme myos kdytdnnon esimerkkejd. Tdmaén jilkeen esittelemme
sovelluksena Hessen matriisin, jossa hyodynndmme toisen kertaluvun derivaatan tes-
tid. Tamén jéilkeen lukijalla on kisitys siitd, mitd usean muuttujan funktion dériarvot
ovat ja mitd niiden avulla voidaan ratkaista.

Tutkielman lukijalta oletamme lukiomatematiikan tai analyysin perusteiden tie-
tamystd, silld joidenkin kisitteiden, kuten jatkuvuuden ja derivaatan méaaritelmét ole-
tetaan lukijalta jo entuudestaan tutuiksi. Paédldhteend tdssd tutkielmassa kdaytimme

Robert A. Adamsin ja Christopher Essexin kirjaa Calculus: a complete course.



2 Airiarvot

Luvussa 2 esitetddn joitakin perusmadritelmid, jotka ovat olennaisia dériarvojen tar-
kastelussa. Tédssd osiossa esitetddn kaksi miéritelmii: globaalin ja paikallisen ddriar-

von madritelmat sekd esimerkkejd. (Vrt. [1, s. 234-237] ja [3, s. 190])

Luvussa 2 keskitytddn tarkastelemaan yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisia funk-
tioita, joissa f : D(f) — Rja D(f) C R. Tassd merkintd D( f) tarkoittaa funktion

f madrittelyjoukkoa, joka on siis joukon R osajoukko.

2.1 Globaali aariarvo

Mairitelmi 2.1. Funktiolla f(x) on globaali maksimiarvo f(xg) pisteessd xo maa-

rittelyjoukossaan, jos
f(x) < f(xo) aina, kunx € D(f).

Miaéritelmé 2.2. Funktiolla f(x) on globaali minimiarvo f(xg) pisteessd xo mia-

rittelyjoukossaan, jos
f(x) = f(xo) aina, kunx € D(f).

Lause 2.1. Jos funktion f(x) mddrittelyjoukko on suljettu, ddrellinen vili tai monien
tdllaisten ddrellinen yhdiste ja jos f(x) on jatkuva kyseisessd mddirittelyjoukossa,

funktiolla f(x) on globaali maksimiarvo ja globaali minimiarvo.
Lause 2.2. Funktiolla f(x) voi olla ddriarvoja vain kolmen erityistyypin pisteissd:
(1) Jos f'(x) =0, missd x € D(f), kyseessd on funktion f(x) kriittinen piste.

(ii) Jos f’(x) ei ole mddritelty pisteessi x € D(f), kyseessd on funktion f(x)

singulariteettipiste.

(iii) Jos piste x ei kuulu mihinkddn mddrittelyjoukon x € D(f) sisdltdmddn avoi-

meen vdliin, kyseessd on mddrittelyjoukon paitepiste.

Esimerkki 2.1. Funktiolla
flx)=x*

on yksikisitteinen globaali minimiarvo pisteessad x = 0.



EsimerkKki 2.2. Funktiolla
flx) =x°

ei ole globaalia maksimi- tai minimiarvoa.

EsimerkKi 2.3. Etsi funktion
fx)=x>—6x? - 15x+4

maksimi- ja minimiarvo, kun -3 < x < 3.
Ratkaisu. Koska funktio f(x) on polynomi, se on méiritelty kaikkialla. Kriittisille

pisteille lasketaan

f/(x) =3x2 = 12x — 15 =3(x* —4x - 5)
=3(x+1)(x - 5)

=0, jos x=-1V x=5.

Koska x = 5 ei ole funktion f(x) médrittelyjoukossa, se voidaan jittdd huomiotta tar-
kastelussa. Riittdd, kun tarkastellaan vain funktion f(x) arvoja kriittisessa pisteessa

x = —1 ja péitepisteissd x = —3 jax = 3. Siis

f(=3)=-32, f(-D=12 ja  f(3)=-68.

Nain ollen funktion f(x) maksimiarvo vililld —3 < x < 3 on 12 kriittisessd pisteessa

x = —1 ja minimiarvo on —68 paitepisteessad x = 3.

EsimerkKi 2.4. Etsi funktion
1

x2 -1

fx) =

maksimi- ja minimiarvo, kun —% <x< %

Ratkaisu. Koska funktio f(x) ei ole polynomi, se ei ole méiéritelty kaikkialla.

Kriittisille pisteille lasketaan

o 2x _ 2x
L P i R | T US|
1

(x=1D2(x+1)2
=0, jos x=0.

=2x |-

Huomataan, ettid funktio f’(x) on maédritelty kaikkialla paitsi nimittdjdn nollakoh-

dissa. Funktio f’(x) ei ole siis midritelty, kun x = —1 ja x = 1. Ndma pisteet ovat



funktion f(x) singulariteettipisteitd. Riittd4d, kun tarkastellaan funktion f(x) arvoja

kriittisessd pisteessd x = ( ja paitepisteissd x = —% jax = % Siis

1 4 . 1
f (_E) =-3 fO=-1ja f (E) =-

Nain ollen funktion f(x) maksimiarvo vililla —% <x< % on —1 kriittisessd pisteessa

4
s

=

N U S [ _
x = 0 ja minimiarvo on —3 péitepisteissd x = —5 jax =

2.2 Paikallinen aariarvo

Mairitelmi 2.3. Funktiolla f(x) on paikallinen maksimiarvo pisteessi xg, jos on

olemassa avoin vili (a, b), joka sisdltdd pisteen xq siten, ettd
f(x) £ f(xg) aina, kunx € (a,b).

Miaritelmé 2.4. Funktiolla f(x) on paikallinen minimiarvo pisteessa xg, jos on

olemassa avoin vili (a, b), joka sisdltdd pisteen xq siten, ettd
f(x) > f(xg) aina, kunx € (a,b).

Lause 2.3. (Vrt. [3, 5. 196]) Jos funktiolla f(x) on paikallinen maksimi- tai mini-

miarvo pisteessd xo, tdlloin joko
f'(x0) =0 tai f'(xo) ei ole olemassa.

Todistus. Jos f’(xo) > 0tai f'(x¢) < 0, on oltava luvut x| ja x;, jotka ovat mielival-

taisen ldhelld pistettd x( ja edelleen tiyttavit ehdon

f(x1) < fxo) < f(x2).

Niin ollen paikallisen maksimi- tai minimiarvon esiintyminen on mahdotonta pis-

teessa xg. O

Lause 2.4 (Ensimmadisen kertaluvun derivaatan testi). OSA I. Oletetaan, ettd f(x)

on jatkuva pisteessd x, ja xo ei ole funktion f(x) mddrittelyjoukon pdditepiste.

(a) Jos on olemassa avoin vdili (a, b) sisdltien pisteen xq siten, ettd f'(x) > 0
valilld (a,xg) ja f'(x) < 0 vdlilld (xo,b), funktiolla f(x) on paikallinen

maksimiarvo pisteessd x.



(b) Jos on olemassa avoin vili (a, b) sisdltden pisteen xq siten, ettd f'(x) < 0
valilla (a,xo) ja f'(x) > 0 vdlillid (xo, b), funktiolla f(x) on paikallinen

minimiarvo pisteessd X.

OSA II. Oletetaan, etti a on funktion f(x) mddrittelyjoukon vasen pdidtepiste ja f(x)

on oikealta jatkuva pisteessd a.

(c) Jos f'(x) > 0jollakin vdlilld (a, b), funktiolla f (x) on paikallinen minimiarvo

pisteessd a.

(d) Jos f'(x) < 0jollakin vililli (a, b), funktiolla f(x) on paikallinen maksimiar-

VO pisteessd a.

Oletetaan, ettd b on funktion f(x) mddrittelyjoukon oikea pdidtepiste ja f(x) on

vasemmalta jatkuva pisteessd b.

(e) Jos f'(x) > 0jollakin vdlilli (a, b), funktiolla f(x) on paikallinen maksimiar-

Vo pisteessd b.

(f) Jos f'(x) < Ojollakin viililli (a, b), funktiolla f(x) on paikallinen minimiarvo

pisteessd b.

Apulause 2.1. Kun pariton maara funktion f”(x) tekijoistd on negatiivisia, f’(x) on
itse negatiivinen. Kun taas parillinen méara funktion f’(x) tekijoistd on negatiivisia,

f’(x) on positiivinen.

Huomautus. Jos f’(x) on positiivinen tai negatiivinen kriittisen tai singulariteetti-
pisteen molemmilla puolilla, funktiolla f(x) ei ole maksimi- tai minimiarvoa tassi

pisteessa.

Esimerkki 2.5. Etsi funktion
flx)=6x*—4x* -8

paikallinen ja globaali dariarvo vililld [-3, 3].

Ratkaisu. Aloitetaan laskemalla derivaatta f”/(x):

f/(x) = 24x> = 8x = 8x(3x? - 1)

1 1
=0, jos x=0Vx=——V x=—.

V3 V3

-L . Vastaavat arvot funktiolle

3=

Kiriittiset pisteet ovat siis x = 0, x = 5
f(x) ovat f(0) = -8 ja f(—%) = f(%) = —Z. Singulariteettipisteiti ei ole,

(%)



koska funktio f(x) on polynomifunktio. Funktion f(x) arvot pditepisteissd x = —3
jax = 3 ovat f(—=3) = f(3) = 442. Ohessa esitetddn positiivisen ja negatiivisen
funktion f’(x) ominaisuudet seké kasvavan ja laskevan funktion f(x) kdyttdytymisti

paitepisteissd (PP), kriittisissad pisteissd (KP) sekd nididen vilissd merkkikaavion

muodossa:
PP KP KP KP PP
_ _1 1
X 3 NG 0 75 3
f(x) - 0 + 0 - 0 +
f(x) [max \, min  max Y\, min " max

Merkkikaaviosta huomataan siis, ettd pisteet x = —LB jax = -L ovat paikallisia mi-

V3 V3
nimipisteitd ja piste x = 0 on paikallinen maksimipiste sekd pisteet x = =3 jax =3

ovat globaaleja maksimipisteita.

Siis funktion f(x) globaali minimiarvo on f (—%) =f (%) = —% ja globaali

maksimiarvo f(-3) = f(3) =442 vililla [-3, 3].

EsimerkKi 2.6. Etsi funktion

x2 + 16x
x=2

fx) =

paikallinen ja globaali ddriarvo vililld [5, 10].

Ratkaisu. Aloitetaan laskemalla derivaatta f”’(x):

(x=2)(2x+16) - (XX +16x)  x? —4x-32

"(x —
S -2 -2
=0, jos x=-4V x=8.
Kriittiset pisteet ovat siis x = —4 ja x = 8. Vastaavat arvot funktiolle f(x) ovat

f(—=4) = 8 ja f(8) = 32. Huomataan myos, ettd funktio f’(x) on maédritelty kaik-
kialla paitsi nimittdjan nollakohdissa. Funktio f’(x) ei ole siis médritelty, kun x = 2.
Tama piste on funktion f(x) singulariteettipiste. Funktion f(x) arvot paitepisteissa
x=5jax =10ovat f(5) = 35ja f(10) = %. Koska x = —4 ei ole funktion f(x)
madrittelyjoukossa, se voidaan jattdd huomiotta tarkastelussa. Riittidd, kun tarkastel-

laan vain funktion f(x) arvoja kriittisessd pisteessd x = 8 ja pédtepisteissd x = 5 ja

10



x = 10. Ohessa esitetdén positiivisen ja negatiivisen funktion f’(x) ominaisuudet se-
ki kasvavan ja laskevan funktion f(x) kayttdytymista paatepisteissa (PP), kriittisissa

pisteissd (KP) seki ndiden vilissd merkkikaavion muodossa:

PP KP PP
X 5 8 10
f'(x) - 0 4

f(x) | max \, min " max

Merkkikaaviosta huomataan siis, ettd piste x = 8 on minimipiste ja pisteet x = 5 ja

x = 10 ovat maksimipisteita.

Siis funktion f(x) paikallinen maksimiarvo on f(10) = %, globaali maksimiar-
vo on f(5) = 35 ja globaali minimiarvo on f(8) = 0 valilld [5, 10].

Lause 2.5 (Toisen kertaluvun derivaatan testi). (Vrt. [5]) Oletetaan, etti f’(xg) = 0.
(a) Jos f"(xg) > O, funktiolla f(x) on paikallinen minimiarvo pisteessd x.
(b) Jos " (xg) <O, funktiolla f(x) on paikallinen maksimiarvo pisteessd x.
(¢) Jos f”(xg) = 0, funktiosta f(x) ei voida sanoa mitdcdn.

Todistus. (Vrt. [4, s. 200]) Todistetaan osa (a). Koska f”(x) on funktion f’(x)

derivaatta, on olemassa sellainen ¢ > 0, etti jos
X0—0 < X1 <Xx0<Xx2<Xx0+9,

niin
f(x1) < fl(xo) < f/(x2).

Koska f”(xg) = 0, saadaan
f(x) <0, kunx € (xo-6,x0) ja f'(x) >0, kunx € (x9,x0+9).

Lauseen 2.4 nojalla funktiolla f(xp) on siis paikallinen minimiarvo pisteessd xo. O

11



Todistus. Todistetaan osa (b). Koska f”(x) on funktion f”(x) derivaatta, on olemassa

sellainen 6 > 0, ettd jos
X0—0 < X1 <Xx9<Xx2<Xx0+9,
niin
1 (x1) > f(x0) > f'(x2).
Koska f”(xg) = 0, saadaan

f(x) >0, kunx € (xo—d,x0) ja f(x) <0, kunx € (x9,x0+0).
Lauseen 2.4 nojalla funktiolla f (xo) on siis paikallinen maksimiarvo pisteessd xg. O

Esimerkki 2.7. Etsi funktion
f(x) =3x% - 6x

paikalliset ddriarvot.

Ratkaisu. Aloitetaan laskemalla derivaatta f/(x) ja f”(x):

ff(x)=9%*-6  ja  f"(x)=18x.

V6

Kriittiset pisteet ovat x = —3> ja x = %. Kummassakin néistd pisteistd derivaatta

on 0. Singulariteettipisteitd ei ole, koska funktio f(x) on polynomifunktio. Koska
f” (—%) < 0ja f” (%) > 0, lauseesta 2.5 seuraa, ettd f (—ﬁ) = 4‘/_ on funktion
4\/_

f(x) paikallinen maksimiarvo ja f (\/TE) on paikallinen minimiarvo.

Esimerkki 2.8. Etsi funktion
1

X) =
) =
paikalliset ddriarvot.

Ratkaisu. Aloitetaan laskemalla derivaatta f/(x) ja f”(x):

1 — 3x2 12x* — 6x%2 +2

/ . 4
X) = a X) = .
f) x0 — 2x% + x2 ! NS x? = 3x7 +3x> — x3
Kriittiset pisteet ovat x = —g jax = g Kummassakin niisti pisteistd derivaatta

on 0. Huomataan myos, ettd funktiot f(x), f’(x) ja f”(x) ovat miaritelty kaikkialla
paitsi nimittdjan nollakohdissa. Funktiot f(x), f’(x) ja f”(x) eivit ole siis midri-
telty, kun x = —1, x = 0 ja x = 1. Ndma pisteet ovat funktioiden f(x) ja f’(x)
singulariteettipisteitd. Koska f” (—ﬁ) > 0ja f” (ﬁ) < 0, lauseesta 2.5 seuraa,

ettd f (—?) 3‘/_ on funktion f(x) paikallinen minimiarvo ja f ( ) = 3‘2/_ on

paikallinen maks1m1arv0.

12



3 Adriarvojen olemassaolo

Luvussa 3 esitetddn dédriarvojen olemassaoloa koskeva lause, joka perustuu globaa-
leihin ddriarvoihin ja raja-arvoon. Tadssé osiossa todistetaan ddriarvojen olemassaolo

sekd havainnollistetaan se esimerkeilld. (Vrt. [1, s. 238-239])

Lause 3.1. Jos funktio f(x) on jatkuva avoimella vdlilld (a, b) ja jos
1im+f(x) =L ja lir}jl f(x)=M,
seuraavat pddtelmdit pdtevdit:

(1) Jos f(u) > L ja f(u) > M jollekin pisteelle u vdlilld (a, b), funktiolla f(x)

on globaali maksimiarvo vdlilld (a, b).

(i) Jos f(v) < L ja f(v) < M jollekin pisteelle v vililli (a, b), funktiolla f(x)

on globaali minimiarvo vdlilld (a, b).

Todistus. Todistetaan osa (i). Oletetaan, ettd on olemassa luku u vililld (a, b) siten,
ettd f(u) > Lja f(u) > M. Tassd L ja M voivat olla ddrellisia lukuja tai —co. Koska

lim, .+ f(x) = L, on oltava luku x; vilillad (a, u) siten, ettd
f(x) < f(u), kun a < x < xj.

Vastaavasti on oltava olemassa luku x, vililld (u, b) siten, ettid
f(x) < f(u), kun x; <x < b.

Téten f(x) < f(u) kaikissa vilin (a, b) pisteissd, jotka eivit ole suljettuja, dédrellinen
osavili on [x1,x]. Lauseen 3.1 nojalla funktiolla f(x) ollessaan jatkuva vililld
[x1,x2] on oltava globaali maksimiarvo téll vililld pisteessd w. Koska u € [x1, x3],
niin f(w) > f(u), joten f(w) on funktion f(x) maksimiarvo kaikille vilin (a, b)

pisteille. O

Todistus. Todistetaan osa (ii). Oletetaan, ettd on olemassa luku v vililld (a, b) siten,
ettd f(v) < Lja f(v) < M. Tassd L ja M voivat olla darellisid lukuja tai co. Koska

lim,_,+ f(x) = L, on oltava luku x; vililld (a, v) siten, ettd

f(x) > f(v), kun a <x < xj.
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Vastaavasti on oltava olemassa luku x, vilillad (v, b) siten, ettd
f(x) > f(v), kun xp; <x <b.

Téten f(x) > f(v) kaikissa vilin (a, b) pisteissi, jotka eivit ole suljettuja, ddrellinen
osavili on [xp,x3]. Lauseen 3.1 nojalla funktiolla f(x) ollessaan jatkuva vililla
[x1,x2] on oltava globaali minimiarvo tilld vélilld pisteessd w. Koska v € [x1, x3],
niin f(w) < f(v), joten f(w) on funktion f(x) minimiarvo kaikille vélin (a, b)

pisteille. |

Esimerkki 3.1. Osoita, ettd funktiolla
9
Fr)=x+=>
X
on globaali minimiarvo vililld (0, o) ja etsi timd minimiarvo.
Ratkaisu. Selvisti

lim f(x) =co  ja  lim f(x) = co.
x—0+ X—00

Koska f(1) = 10 < oo, lause 3.1 takaa, ettd funktiolla f(x) on oltava globaali mini-
miarvo jossakin pisteessi vililld (0, co). Loytddksemme minimiarvon meiddn taytyy
tarkistaa funktion f(x) arvot kaikissa kriittisissd pisteissa tai singulariteettipisteissi

kyseiselld vililla. Siis

, 9 x2-9 (x-3)(x+3)
f(x):l—;: 2 x?2

=0, jos x=-3V x=3.

Koska funktiolla f(x) on madrittelyjoukko vililld (0, co), silld ei ole singulariteet-
tipisteitd vaan yksi kriittinen piste x = 3, misséd funktiolla f(x) on arvo f(3) = 6.

Tamaén on oltava tdlloin funktion f(x) minimiarvo vililld (0, c0). (Ks. kuva 3.1)

Esimerkki 3.2. Osoita, ettd funktiolla

16
x—1

fa)=x+

on globaali maksimiarvo vililld (—oo, 0) ja etsi timd maksimiarvo.

Ratkaisu. Olkoon

xl_i)rzloof(x) = —o0 ja lim f(x) = -16.

x—0-

Koska f(—-1) = =9 > —oo, lause 3.1 takaa, ettd funktiolla f(x) on oltava glo-

baali maksimiarvo jossakin pisteessa vililld (—oo, 0). Loytddksemme maksimiarvon
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meidin tdytyy tarkistaa funktion f(x) arvot missd tahansa Kriittisissd pisteissi tai
singulariteettipisteissa kyseiselld vililla. Siis
16 (x-D*-16 x*-2x-15
-0  @-D? (-1
=0, jos x=-3V x=35.

) =1-

Koska funktiolla f(x) on madrittelyjoukko vililld (—oo, 0), sill4 ei ole singulariteetti-
pisteitd vaan yksi kriittinen piste x = —3, missi funktiolla f(x) on arvo f(-3) = -7.

Tdmén on oltava télloin funktion f(x) maksimiarvo vililld (—oo,0). (Ks. kuva 3.2)

P

Kuva 3.1. Esimerkin 3.1 funktion f(x) = x + % kuvaaja.

20

Vi

Kuva 3.2. Esimerkin 3.2 funktion f(x) = x + % kuvaaja.
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4 Usean muuttujan funktion aariarvot

Luvussa 4 esitetddn usean muuttujan funktion dériarvojen ominaisuuksia kahdessa
muuttujassa, jotka perustuvat osittaisderivaattoihin. Tdssd osiossa esitetdin toisen
kertaluvun derivaatan testi ja sovelluksena Hessen matriisi sekd néihin liittyvid esi-
merkkeja. (Vrt. [1, s. 746], [2], [4, s. 908] ja [6])

Luvussa 4 keskitytddn tarkastelemaan kahden reaalimuuttujan reaaliarvoisia funk-
tioita, joissa f : D(f) — R ja D(f) € R. Tdssd médrittelyjoukko D(f) on siis

joukon R? osajoukko.

4.1 Kahden muuttujan funktion dariarvot

Miaritelmi 4.1. Funktiolla f(x, y) on globaali minimiarvo pisteessi (xo, yo), jOs
f(x,y) = f(x0,y0) aina, kun (x,y) € D(f).
Mairitelmi 4.2. Funktiolla f(x, y) on globaali maksimiarvo pisteessa (xo, yo), jos
f(x,y) < f(xo,y0) aina, kun (x,y) € D(f).
Esimerkki 4.1. Funktiolla
flx,y) ==2x>=2y?+2
on globaali maksimi pisteessi (0, 0). Globaali maksimiarvo on f(0,0) = 2.
Esimerkki 4.2. Funktiolla
f(x,y) =2x*+2y* -2
on globaali minimi pisteessd (0, 0). Globaali minimiarvo on f(0,0) = -2.

Mairitelmi 4.3. Funktiolla f(x,y) on paikallinen maksimiarvo pisteessa (xo, yo)

madrittelyjoukossaan, jos
f(x,y) < f(x0,y0) aina, kun (x, y) on pisteen (xq, yo) ldhella.

Miaritelmé 4.4. Funktiolla f(x,y) on paikallinen minimiarvo pisteessa (xg, yo)

madrittelyjoukossaan, jos

f(x,y) = f(x0,y0) aina, kun (x, y) on pisteen (xg, yo) lahella.
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Lause 4.1. Jos funktiolla f(x,y) on paikallinen ddriarvo pisteessd (xo, yo), niin
(a) osittaisderivaatat ovat nollia (Kriittinen piste) tai
(b) ainakin toinen ensimmdiisistd osittaisderivaatoista ei ole olemassa.

Huomautus. Jokainen ddriarvopiste on kriittinen piste, mutta kriittinen piste ei valt-

tamattd ole ddriarvopiste.

Lause 4.2 (Toisen kertaluvun derivaatan testi). Oletetaan, ettd funktiolla f(x,y) on
Jjatkuvia toisen kertaluvun osittaisderivaattoja pisteen (xq, yo) ympdristossd ja ettd

ensimmdiiset osittaisderivaatat ovat nollia. Olkoon

o*f 0’ f 0*f 0’ f
A = ’ ’ B = s = s s C = s
T2 (x0, ¥0) xdy (x0, ¥0) dyox (x0, y0) 9y (x0, y0)

ja muodostetaan diskriminantti D = B> — AC.
1. Jos D > 0, piste (x, yo) on satulapiste
2. Jos D < 0, funktiolla f(x,y) on

paikallinen minimiarvo pisteessd (xo, yo), jos A >0,

paikallinen maksimiarvo pisteessd (xo, yo), jos A <O0.
Huomautus. Satulapiste ei ole dériarvopiste.

Esimerkki 4.3. Laske funktion
f(x,y) =4x* +2y* —xy — 6y

osittaisderivaatat ja etsi mahdollinen paikallinen dériarvo.

Ratkaisu. Funktiolle f(x, y) voidaan laskea osittaisderivaatoiksi

— =8x— j — =4y —x-6.
0x Y 1 oy yor

Asettamalla molemmat osittaisderivaatat nollaksi, saadaan
8x—y=0 ja 4y —x -6 =0.

. o . e s N 6 48 . 6 48
Ainoa samanaikainen ratkaisu néihin yhtdloihin on x = 37 ja y = 37. Piste (3—1, 3—1)
on siten ainoa kriittinen piste. Toiset osittaisderivaatat ovat vakioita, joten

Pf _q oO*f _ Bf P

-8, - -1 = 4.
Ox? Ox0y 0ydx Ja dy?
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Titen A =8,B=-1,C=4]ja
D=B>-AC=-31<0.

Koska A > 0, lauseesta 4.2 seuraa, ettd
f(i @) B 144+4608 B 288 B 288 :_144

31’31 961 961 961 31 31

on paikallinen minimiarvo.

Huomautus. Jos on tiedossa funktion f(x, y) yksi tai useampi kriittinen piste, funk-
tion f(x,y) minimi-, maksimi- tai satulapiste voidaan méérittdd helposti myos
lauseen 4.2 mukaan kiyttien suoraan determinanttia D = B> — AC heti toisen kerta-
luvun derivaatan testin jalkeen. Tall6in voidaan olettaa, ettd piste (xo, yo) on funktion
f(x, y) kriittinen piste, joka on funktion f(x,y) midirittelyjoukon sisilld. Oletetaan
myo0s, ettd funktion f(x, y) toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia pisteen

(x0, yo) ympéristossa siten, etti

A= fi(x0,y0), B = fry(x0,¥0) = fix(xo,y0)  ja €= fy(x0, o).
Esimerkki 4.4. Olkoon f(x,y) = —6x> + 2xy + 4y?. Tutki kahden kriittisen pisteen
(0,0) ja (1, 1) luonnetta.

Ratkaisu. Funktiolle f(x,y) voidaan laskea toisen kertaluvun derivaatan testilla
frx(x,y) = =36x, fxy(xay) :fyx(xay) =2 ja fyy(x’)’) = 8.
Pisteessa (0, 0) saadaan
A=0, B=2, C=8 ja B’-AC=4>0,

joten funktiolla f(x, y) onlauseen 4.2 mukaan satulapiste pisteess (0, 0). Vastaavasti

pisteessd (1, 1) saadaan
A=-36<0, B=2, C=8 ja B*>—AC=-284<0,

joten funktiolla f(x, y) on lauseen 4.2 mukaan paikallinen minimi pisteessa (1, 1).

4.2 Hessen matriisi

Lause 4.3. Oletetaan, ettd funktio f(x,y) on kahden muuttujan differentioituva
reaalifunktio, jonka osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia. Funktion f(x,y)

Hessen matriisi H on 2 x 2 -matriisi funktion f(x,y) osittaisderivaatoista:

Hsy) = [fxx(x,y) fxy(x,w] |
fyx(x» y) fyy(x’ y)
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Midritellddn D(x, y) olemaan matriisin H determinantti

D(x,y) = det(H(x,y)) = fux (%, ) fry(x,¥) = (fiy (x,3))°

Lopuksi oletetaan, ettd piste (xo, yo) on funktion f(x,y) Kriittinen piste eli ensim-
mdiset osittaisderivaatat ovat nollia. Tdalloin toisen kertaluvun derivaatan testistd

seuraa:

1. Jos D(xg,v0) > 0 ja fix(x0,y0) > O, niin piste (xq, yo) on funktion f(x,y)

paikallinen minimi.

2. Jos D(xg,y9) > 0 ja fix(x0,v0) < 0, niin piste (xo, yo) on funktion f(x,y)

paikallinen maksimi.
3. Jos D(xg, yo) < 0, niin piste (xg, yo) on funktion f(x,y) satulapiste.
4. Jos D(xg, yo) = 0, niin funktiosta f(x,y) ei voida sanoa mitddn.

Esimerkki 4.5. Etsi funktion f(x, y) = x*+ y* —4xy + 1 mahdolliset diriarvopisteet
ja tutki niiden luonne.

Ratkaisu. Funktiolle f(x, y) voidaan laskea osittaisderivaatoiksi
fr=4r -4y  ja  fy=4y —4x.

Nytlauseen 4.3 nojalla voidaan olettaa, ettd ensimmadiset osittaisderivaatat ovat nollia,
joten
fi=4x-4y=0 ja  fy=4y'-dx=0.

Edelleen toisen kertaluvun derivaatan testilla saadaan
fex = 1242, fo=fx=—4 ja fyy=12y%

Muodostamalla Hessen matriisin H saadaan

1262 -4 ]

H(x,y) =
() [—4 12y?

Nyt voidaan méérittdd determinantti D (x, y) siten, ettd

D(x,y) = det(H(x, y)) = 12x* - 12y* — ((-4) - (-4))
= 144x*y? - 16.
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Asettamalla funktion f(x,y) molemmat osittaisderivaatat nollaksi saadaan kriitti-
siksi pisteiksi (0,0), (1,1) ja (=1, —1). Nyt koska

D(0,0)=144-0*-0> - 16 = —-16 < 0,
piste (0, 0) on funktion f(x,y) satulapiste. Vastaavasti koska
D(1,1)=144-1>-1>-16=128 >0

ja fix(1,1) =12 > 0, piste (1, 1) on funktion f(x,y) paikallinen minimi. Lisdksi
koska
D(-1,-1)=144- (-1)?- (-1)> =16 =128 > 0

ja fix(1,1) =12 > 0, piste (-1, —1) on myos funktion f(x, y) paikallinen minimi.

Siis lauseen 4.3 mukaan funktiolla f(x,y) on satulapiste pisteessd (0,0) ja kaksi

paikallista minimipistettd pisteissd (1, 1) ja (—1,—1). (Ks. kuva 4.1)

Esimerkki 4.6. Etsi funktion f(x,y) = xy — )lc + % mahdolliset dériarvopisteet ja
tutki niiden luonne.

Ratkaisu. Funktiolle f(x,y) voidaan laskea osittaisderivaatoiksi

1 ) 8
fx:;+y ja f=x-=.
Nytlauseen 4.3 nojalla voidaan olettaa, ettd ensimmadiset osittaisderivaatat ovat nollia,

1 . 8

Edelleen toisen kertaluvun derivaatan testilld saadaan

2 . 16
fxx:_)?a fxy:fyx: 1 ja fyyZF.

Muodostamalla Hessen matriisin H saadaan

2
Hoy)=| 7 |
-x, y - 1 E .
y3
Nyt voidaan méérittdd determinantti D (x, y) siten, ettd

D(x,y) = det(H(x, ) = - - ;—ﬁ (11

32

== 1.

x3y3
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Asettamalla funktion f(x,y) molemmat osittaisderivaatat nollaksi saadaan kriitti-
seksi pisteeksi (%, —4). Nyt koska

A D - BN
D(Z’ 4)— (%)3'(_4)3 1=3>0

ia fur (%, —4) = _16 < 0, piste (%, —4) on funktion f(x, y) maksimipiste.

Siis lauseen 4.3 mukaan funktiolla f(x, y) on maksimipiste pisteessa (%, —4).

(Ks. kuva 4.2)

Kuva 4.1. Esimerkin 4.5 funktion f(x,y) = x* + y* — 4xy + 1 kuvaaja
havainnollistaa ja mallintaa funktion f(x,y) satulapisteen (0,0) seka

minimipisteiden (1, 1) ja (-1, —1) sijainnin.
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Kuva 4.2. Esimerkin 4.6 funktion f(x,y) = xy — % + % kuvaaja havain-

nollistaa ja mallintaa funktion f(x, y) maksimipisteen (%, —4) sijainnin.
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