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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa tarkastellaan metrisid avaruuksia, ja tarkemmin niiden taydel-
listdmistd. Tutkielman padaiheena luvussa 3 todistetaan, ettd jokaisella metriselld
avarudella on tidydellistymd, ja mitké tahansa kaksi tidydellistymiid ovat isometriset
keskenaan.

Padaiheen ja todistuksen valmisteluja esitetddn luvussa 2. Luvussa esitetddan maa-
ritelmid, lauseita ja esimerkkejd metrisiin avaruuksiin, lukujonoihin ja tiydellisyy-
teen liittyen.

Lukijalta oletetaan analyysin perusteiden tuntemusta. Erityisesti lukijan olete-
taan tuntevan reaalianalyysin vastaavat kisitteet ja madritelmit pykalista 2.2, kuten
lukujonon suppeneminen ja Cauchyn jono. Liséksi oletetaan tiedettdvin, ettd reaali-
lukujen joukko on tdydellinen.

Paildhteend tutkielmassa on kaytetty Shiralin ja Vasudevan teosta Metric Spaces,

tarkemmin sen lukua 1.



2 Valmistelevia tarkasteluja

Luvussa 2 esitetdin metriseen avaruuteen, lukujonoihin sekd tdydellistimiseen liit-
tyvid midritelmid, lauseita ja esimerkkejd, joita tullaan tarvitsemaan myohemmin
luvussa 3. Médritelmit ja esimerkit ovat ldhteistd [1] ja [2], lauseet todistuksineen
ovat ldahteestd [1]. Luvuilla n ja m tarkoitetaan positiivisia kokonaislukuja, ellei toisin

mainita.

2.1 Metrinen avaruus

Maiiritelma 2.1. Olkoon X epityhji joukko. Funktiota
d: XxX—->R

kutsutaan metriikaksi, jos se tiyttad seuraavat ehdot:

1. d(x,y) >0 aina,kunx,ye€ X,

2. d(x,y) =0 josjavainjosx =y,

3. d(x,y)=d(y,x) aina,kunx,ye€ X,

4. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) aina,kunx,y,z € X.
Neljittd ehtoa kutsutaan kolmioepdiyhtdloksi.

Metriikalla d(x,y) tarkoitetaan pisteiden x ja y vilistd etdisyyttd. Metriikkaa

kutsutaan myos etdisyysfunktioksi.

Miaritelmé 2.2. Metrinen avaruus on jarjestetty pari (X, d), missd X on epityhja

joukko ja d on metriikka joukossa X.

Mairitelmi 2.3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja Y C X. Tilloin metristd ava-

ruutta (Y, d) kutsutaan metrisen avaruuden (X, d) aliavaruudeksi.
Esimerkki 2.1. Funktio d: R x R — R* maidriteltyni siten, ettd
d(x,y) = lx—yl,

on metriikka joukosssa R. Todistetaan tdmé metritkan médritelmén nojalla. Milla

tahansa luvuilla x, y, z € R pitee



L. d(x,y)=|x-y|l 20,
2. d(x,x)=|x—x| =0,
3.d(x,y) =|x—-yl=1ly-x|=d(y,x),
4.dx,y)=lx-yl=lx-2)+@-yYI < x-z[+lz-yl=d(x,2) +d(z,y).
Funktio d tunnetaan standardina metriikkana joukossa R.
Esimerkki 2.2. Olkoon X mielivaltainen epityhji joukko ja olkoon

0 jos x=y
d(x,y) = .
1 jos x#y,

missd x, y € X. Metriikan mééritelmén perusteella voidaan helposti havaita, ettd d
on metriikka joukossa X. Metriikkaa d kutsutaan diskreetiksi metriikaksi joukossa
X.

Esimerkki 2.3 (Euklidinen n-ulotteinen avaruus). Olkoon
R'=RXRX---xXR={(x1,x2,...,x5) | x; R, i=1,2,...,n}.

Alkioille x = (x1,x2,...,x5)jay = (y1,y2,...,Y,) midritellddn

n 1/2
d(x,y) = (Z(Xi - )’i)z) :
i=1

Talloin d on metriikka joukossa R”. Todistetaan tima osoittamalla, ettd kolmioepdyh-
talo patee. Madritelman muut kohdat ovat triviaaleja. Olkoon z = (21, 22, . . ., 2n), ja

asetetaan
ap =Xk — 2k Jja br=zx — Y,
missd k =1,2,...,n. Talloin

n

1/2 n 1/2
d(x,2) = (Z(aoz) ja dzy) = (Z(bk>2)

k=1 k=1

seki

n 1/2
atxn) = (Yaw+ 07
k=1

Nyt tulee osoittaa, etti

n 1/2 n 1/2 n 1/2
2.1) (Z(ak+bk)2) s(Z(ak)z) +(Z(bk)2) :

k=1 k=1 k=1



Nelioimalld yhtdlon 2.1 molemmat puolet, ja kayttimalld yhtaloa
(a+b)* =a*+2ab + b,

havaitaan, ettd yhtélostd 2.1 saadaan
n n /2, n 1/2
Zakbk < (Z ai) (Z bi) ,
k=1 k=1 k=1

miké on Cauchy-Schwarzin epdyhtild. Néin ollen kolmioepayhtilo pitee.

2.2 Lukujonoista

Mairitelmi 2.4. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Lukujono joukossa X on funktio
f joukolta Z* joukkoon X.

Toisin sanoen, lukujono miirdd jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle n yk-

sikdsitteisesti madritellyn alkion joukosta X. Jos f(n) = x,, lukujonoa merkitdin
{oxn}-

Mairitelmé 2.5. Olkoon d metriikka joukossa X ja {x,} lukujono joukossa X.
Lukua x € X kutsutaan lukujonon {x, } raja-arvoksi, jos jokaista lukua £ > 0 kohti

on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku ng, etti
d(x,,x) <& aina,kun n > ny.

Mairitelmi 2.6. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Olkoon {x, } lukujono joukossa
X jax € X. Jos lim,— d(x,,x) = 0, sanotaan, ettd lukujono {x,} suppenee kohti

lukua x ja merkitddn lim,, . X, = X.

Huomautus. Jos x € X ja x’ € X ovat sellaiset luvut, ettd lim, .. x, = x ja
lim, 0 X, = X/, niin x = x’. Siis raja-arvo on yksikisitteinen. Tosiaan, jokaista
lukua € > 0 kohti on olemassa sellaiset positiiviset kokonaisluvut n; ja ny, ettd
d(x,,x) < &€/2 aina, kun n > nj ja d(x,,x") < &/2 aina, kun n > ny. Niin ollen,
dx,x") < d(x,x,) +d(x,,x") < €/2+€&/2 = &, mikdli n > max{ny,ny}. Tastd

seuraa, ettd lim, . d(x,x") < lim, o d(x,x,) + lim, o d(x,,x") = 0. Metriikan

maéritelmén nojalla d(x, x’) = 0 jos ja vain jos x = x’.

Miaritelmi 2.7. Olkoon d metriikka joukossa X. Joukon X lukujonon {x,} sano-
taan olevan Cauchyn jono, jos jokaista lukua & > 0 kohti on olemassa sellainen

positiivinen kokonaisluku ng, etti

d(x,,xy,) <& aina,kun n>ny ja m > ng.



Huomautus. Lukujono {x,} joukossa R on Cauchyn jono reaalianalyysin yleisessi
mielessd jos ja vain jos se on Cauchyn jono maidritelmidn 2.7 nojalla standardin

metriikan mielessé joukossa R.
Lause 2.1. Metrisessd avaruudessa suppeneva lukujono on Cauchyn jono.

Todistus (vertaa [1, s. 46]). Olkoon {x,} lukujono joukossa X ja d joukon X metriik-
ka. Olkoon x sellainen joukon X alkio, ettd lim,—,« x, = x. Siis lukujono suppenee.

Jokaista lukua & > 0 kohti on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku ny, ettd
& .
d(x,,x) < 3 aina, kun n > no.

Olkoot n ja m sellaiset positiiviset kokonaisluvut, ettd n > ng ja m > ng. Télloin

d(xn,x) < 5 jad(xy,x) < 5. Siispd metriikan médritelmén nojalla

d(xp, Xm) < d(xp,x) +d(x,xp) < §+ 5= £.

Taten viite pétee. O
Miaritelmé 2.8. Olkoon {x,} lukujono metrisessd avaruudessa (X, d) ja olkoon

{n;} sellainen jono positiivisia kokonaislukuja, ettd n; < ny < ns3.... Talloin

lukujonoa {x,, } kutsutaan lukujonon {x,} osajonoksi.

On selvii, ettd lukujono {x,} joukossa X suppenee kohti lukua x jos ja vain jos

sen jokainen osajono suppenee kohti lukua x.

Lause 2.2. Jos metrisen avaruuden (X, d) Cauchyn jonolla on suppeneva osajono,

kyseinen Cauchyn jono suppenee kohti samaa raja-arvoa kuin sen osajono.

Todistus (vertaa [1, s. 48]). Olkoon {x, } Cauchyn jono metrisessi avaruudessa (X, d).
Talloin jokaista positiivista lukua & kohti on olemassa sellainen positiivinen koko-

naisluku ng(e), ettd
€ .
d(xXp,x,) < > aina, kun  m,n > ng(e).

Kiytetddn lukujonon {x,} suppenevasta osajonosta merkintdd {x, } ja sen raja-
arvosta merkintdd x. Télloin raja-arvon madritelmén nojalla jokaista lukua £ > 0

kohti on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku ng (&), ettd

d(x,xp,) < g aina, kun ny; > no(e).



Koska {n;} on aidosti kasvava jono positiivisia kokonaislukuja, niin Cauchyn jonon

madritelman nojalla
& .
d(xp,,x,) < 3 aina, kun ng,n > ny(e).
Nyt

d(x,xp) < d(x,x,,) +d(xp,,Xxn) < §+§ =¢ aina, kun ng,n > no(e).

Téten lukujono {x, } suppenee kohti lukua x. O

Esimerkki 2.4. Merkitddn X = R ja olkoon d(x,y) = |x — y| sen metriikka, missa
x, y € R. Olkoon {x,} lukujono joukossa X. Lukujono suppenee kohti lukua x € X
metrisen avaruuden (X, d) mieless jos ja vain jos

lim d(x,,x) = lim |x, —x| = 0.

n—oo

Siispd suppeneminen joukossa R standardilla metriikalla on sama kuin reaalilukujo-

non suppeneminen yleisessd mielessa.

Esimerkki 2.5. Olkoon X kaikkien rationaalilukujen joukko ja d(x,y) = |x — y| sen

metriikka, missd x, y € X. Tunnetusti on olemassa lukujono
1,4;1,41;1,414; ...,

joka suppenee kohti lukua V2. Siip4 lukujono on Cauchyn jono. Se ei kuitenkaan
suppene kohti joukon X alkiota. Voidaan siis todeta, ettd Cauhcyn jonon ei tarvitse

supeta kohti avaruuden pistetti, jossa se on mairitelty.

2.3 Taydellisyys

Miaritelma 2.9. Metrinen avaruus (X, d) on tdydellinen, jos jokainen Cauchyn jono

joukossa X suppenee kohti joukon X alkiota.

Reaalianalyysistd tutusta Cauchyn suppenemisehdosta seuraa, ettd joukot R, C
ja R" varustettuina omilla etdisyyksien (metriikoiden) méaritelmilldin, ovat taydel-
lisid metrisid avaruuksia. Rationaalilukujen joukko Q puolestaan ei ole tiaydellinen

metrinen avaruus. Tamén voi todeta esimerkiksi esimerkin 2.5 perusteella.

Mairitelmi 2.10. Olkoon (X, d) mielivaltainen metrinen avaruus. Taydellistd met-

ristd avruutta (X’, d’) kutsutaan metrisen avaruuden (X, d) tdydellistymdiksi, jos



1. metrinen avaruus (X, d) on metrisen avaruuden (X’, d’) aliavaruus,
2. jokainen piste joukossa X’ on jonkin joukon X lukujonon raja-arvo.

Esimerkiksi reaalilukujen muodostama avaruus on taydellistyma rationaaliluku-
jen muodostamasta avaruudesta. Suljettu vili [0, 1] on joukkojen (0, 1), [0,1) ja

(0, 1], seka itsensd, taydellistyma.

Miaritelmé 2.11. Olkoot (X, d) ja (X*,d"*) kaksi metristd avaruutta. Kuvaus f

joukolta X joukkoon X* on isometria, jos

d*(f(x), f(y)) =d(x,y) aina,kun x,y € X.

Kuvausta f kutsutaan myos isometriseksi upotukseksi joukolta X joukkoon X*. Jos
kuvaus on surjektio joukolta X joukkoon X*, avaruudet (X, d) ja (X*, d*), joiden
vililla on olemassa isometrinen kuvaus, ovat isometriset. Havaitaan, ettid isometria
on aina injektio. Jos ndin ei olisi, kaksi erillista pistettd x ja y voitaisiin kuvata samalle
pisteelle, eikd metriikan miéritelmédn kohta d(x,y) = 0 jos ja vain jos x = y endid
patisi.

Esimerkki 2.6. Olkoon X epityhji joukko. Miiritellddn metriikka d seuraavasti:

0 jos x=y,

d(x,y) = ,
I jos x#y.

Talloin (X, d) on tdydellinen metrinen avaruus.

Tosiaan, jos {x,} on Cauchyn jono, niin mielivaltaista lukua O < & < 1 kohti on

olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku ny (), etta
d(xp,x,) <& aina,kun m,n > no(e).

Siispd luvulle n > no(e) pétee x,, = x,,. Taten, mikd tahansa Cauhcyn jono avaruu-

dessa (X, d) on muotoa
(X1,X25 «« o Xngs Xngs + -+ )

mikd selvisti suppenee kohti raja-arvoa x,,,.

Esimerkki 2.7. Avaruuden R kaksi aliavaruutta Z* ja N (0 € N) ovat isometriset
keskendian. Tamén voi todeta kiyttdmalld funktiota f(x) =x -1 (f: Z* — N) ja

metriikoita d(x, y) = |x — y| = d*(x, y). Nyt saadaan

d°(fx), fON =1f) - fOD=lx-1-y+1]=|x -yl =d(x,y).

10



Siispd kuvaus f on isometria. Lisdksi voidaan helposti havaita, ettd f: Z* — N
on surjektio, joten isometrian maéritelmén nojalla joukot Z* ja N ovat isometriset

keskendan.
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3 Maetrisen avaruuden tiaydellistaminen

Luvussa 3 esitetidin tutkielman piiaihe, eli lause 3.1 ja sen todistus. Lause ja todistus
ovat ldhteestd [1]. Luvuilla n ja m tarkoitetaan edelleen positiivisia kokonaislukuja,

ellei toisin mainita.

Lause 3.1. Jokaisella metriselld avaruudella on tdydellistymd, ja mitkd tahansa

kaksi tdydellistymdcd ovat isometriset keskendidn.

Todistus (vertaa [1, s. 55-57]). Olkoon (X, d) metrinen avaruus, ja merkitdén kirjai-
mella X kaikkien joukon X Cauchyn jonojen joukkoa. Aloitetaan midrittelemalli

kahden Cauchyn jonon {x,} ja {y,} joukossa X olevan ekvivalentit, jos
lim d(x,,y,) =0
n—>0oo

ja merkitddn tatd {x,} ~ {y,}. Osoitetaan nyt, ettd timd on ekvivalenssirelaatio
joukossa X. Toisin sanoen, osoitetaan, etti relaatio ~ on refleksiivinen, symmetrinen

ja transitiivinen.

1. Refleksiivisyys: Osoitetaan, ettd {x,} ~ {x,}. Koska d(x,,x,) = 0 jokaista

lukua 7 kohti, niin lim,,_,. d(x,, x,) = 0.

2. Symmetrisyys: Jos {x,} ~ {y,}, niin lim,_ d(x,,y,) = 0, mutta koska
d(xy, yn) = d(yu,x,) kaikilla luvun n arvoilla, niin lim,— e d(y,,x,) = 0,

joten {y,} ~ {x,}.

3. Transitiivisuus: Jos {x,} ~ {y.} ja {yn} ~ {zx}, niin lim, e d(x,, y,) =0 ja
lim,,—c0 d(yy, 2,) = 0. Osoitetaan, ettd lim,,—,c d(x,, z,) = 0. Kolmioepdyhta-
16n nojalla

0< d(xn, Zn) < d(xn’ yn) + d(yn’ Zl’l)

kaikilla luvun » arvoilla, mistd seuraa
0 < lim d(xy,z,) < lim d(x,, y,) + lim d(y,,z,) = 0.
n—oo n—oo n—oo
Siispd lim,, . d(xy, 2,) = 0.

Niin ollen, ~ on ekvivalenssirelaatio ja joukko X jakautuu ekvivalenssiluokkiin.

Mitka tahansa kaksi saman ekvivalenssiluokan alkiota ovat ekvivalentteja keskeniin,

12



eikd yksikddn alkio ole ekvivalentti minkiin toisen ekvivalenssiluokan alkion kanssa.
Merkitidn kirjaimella X kaikkien ekvivalenssiluokkien joukkoa; joukon X alkioita
merkitddn kirjaimilla X, ¥ ja niin edelleen.

Seuraavaksi tarkastellaan, millaisia ominaisuuksia on ekvivalenttien jonojen raja-
arvoila. Jos Cauchyn jonolla {x, } on raja-arvo x € X, jajos jono {y,} on ekvivalentti
jonon {x,} kanssa, niin

lim y, = x.

n—oo

Tosiaan, kolmioepiyhtidlon nojalla
0 < d(yn,x) < d(yn,xn) +d(xp, x),
mistd seuraa, etti
0< nll_)rrgo d(yn,x) < nll_)rrgo d(yn, xn) +nll_)rr.}O d(x,,x) =0

ekvivalenssin ja raja-arvon méaaritelmien nojalla. Néin ollen suppenemisen madritel-
main nojalla lim,—, y, = x pitee. Lisdksi, jos jonot {x,} ja {y,} eivit ole ekviva-
lentteja keskenidin, niin
lim x, # lim y,.
n—oo n—oo
Jos lim,, 00 X, = x = lim,, 6 y,,, Niin epdyhtdlo

0 < d(xp,yn) < d(x,x) +d(x,y,)

johtaa siihen, ettd lim,—, d(x,, y,) = 0. Téll6in siis jonot {x,} ja {y,} ovat ekvi-
valentit keskenddn. Vakiojono (x, x,...,x,...) on selvisti Cauchyn jono, ja silld on
raja-arvo Xx.

Madritelldin seuraavaksi kuvaus f ja metriikka p. Madritellddn kuvaus f: X —
X seuraavasti:

fx) =%,

missd X merkitsee ekvivalenssiluokkaa, jonka jokainen alkio suppenee kohti lukua x.
Niin ollen vakiojono (x, x, ..., Xx,...) on ekvivalenssiluokan X edustaja. Y14 tehty-
jen havaintojen perusteella kuvaus f on injektio. Méiritellddn seuraavaksi metriikka

p joukossa X. Aina, kun ¥, ye X, olkoon

p(x,y) = nh_)ngo d(xy,yn), missd {x,}e€Xx ja {y,} €.

Havaitaan, ettd jokaista & > 0 kohti on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku

nop, etta

|d(xn, yn) = d(Xpm, ym)| < d(xp, X)) +d(Yn,ym) < €/2+€/2 =&,

13



aina kun n, m > ng. Taten {d(x,,y,)} on Cauchyn jono reaalilukujen joukossa.

Nain ollen raja-arvo lim,,—, d(x,, y,) on olemassa, silli R on tdydellinen metrinen
avaruus.
Osoitetaan ensin, ettd p on hyvin médritelty. Tosiaan, jos {x;} ~ {x,} ja {y,} ~

{yn}, niin
lim d(x,,x,) =0 ja lim d(y,,y;,) =0.
n—o0 n—oo

Yhtiloista
d(xy, yy) < d(xp, %) +d(xXn, yn) +d(yns yy,)
ja
d(xy, yn) < d(xn’x;z) + d(x,',,, y;z) + d()’;w Yn)
seuraa, etta
lim d(x),y;,) < lim d(x),x,) + lim d(x,,y,) + im d(yn,y))
n—oo n—oo n—00 n—00
=0+ lim d(x,,y,) +0
n—oo
= lim d(xy,, y,)
n—ooo
ja
lim d(xp, y,) < lim d(x,,x),) + lim d(x),y,) + lim d(y, y,)
n—oo n—oo n—oo n—oo
=0+ lim d(x),y;,) +0
n—ooo
= lim d(x], 3.
Tastd seuraa, ettd
lim d(x),y;,) < lim d(x,, y,)
n—0oo n—>0oo
ja
lim d(x,, y,) < lim d(x],y}).
n—oo n—oo
Naiin ollen
lim d(xy, o) = lim d(x),,).
n—0oo n—oo
Osoitetaan seuraavaksi, etti p on metriikka joukossa X. Koska d(x,,y,) > 0

jokaista lukua n kohti, niin lim, .« d(x,, y,) > 0. Siispd

p(x,5) 2 0.
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Jos X = y,niin p(X, y) = lim, . d(xy, y), missd {x,,} € X, {y,} € Vja{x,} ~ {yn}.
Tama tarkoittaa ekvivalenssirelaation midritelmén nojalla, ettd lim, o d(x,, y,) =

0. Téten

p(.5) =0.
Kaiintden, jos p(X, ) = 0, niin metriikan p méaéritelmén nojalla lim,—c d(x,, y,) =
0, joten {x,} ~ {y,} siten, ettd X = 3. Koska d(x,, y,) = d(yn, x,) jokaista lukua n

kohti, saadaan
p(x,y) = p(§,%).
Lopuksi saadaan
p(x,2) = nh—>nc30 d(xp, zp) < nh—>nc30 d(xp, yn) + nh_)nc}o d(yn,zn) = p(X,5) + p(5,2),

missd {x,} € X, {y,} € ¥ ja {z,} € z. Titen metriikan miiritelmén nojalla p on
metriikka joukossa X.

Metriikalla p méériteltyni joukossa X on ominaisuus, etti

p(x,3) = p(f(x), f(y)) = lim d(xy,yn) = d(x,y)

aina, kun x, y € X. Yhtilon vasen puoli seuraa metriikan p ja kuvauksen f maééri-

telmistd. Yhtédlon oikea puoli seuraa epiyhtiloista

d(xp, yn) < d(xn,x) +d(x,y) +d(y, yn),
misti seuraa
lim d(xy, yn) < lim d(xn, x) + 1im d(x,y) + lim d(y, y,)
=d(x,y)
ja
d(x,y) < d(x,xn) +d(xp, yn) +d(yn, y),

misti seuraa

d(x,y) = lim d(x,y) < lim d(x,x,) + lim d(x,,y,) + lim d(y,,y)

lim d(x,, y,),
n—0oo

ja niin ollen d(x,y) = lim,_ d(xy, y,). Toisin sanoen, kuvaus f on isometrinen
upotus joukolta X joukkoon X. Seuraavaksi osoitetaan, ettii jokainen alkio ¥ € X

on raja-arvo lukujonolle joukossa f(X). Tétéd varten oletetaan, ettd {x, } on Cauchyn
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jono ekvivalenssiluokassa X. Jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen
positiivinen kokonaisluku ny, ettd d(x,,x,,) < & aina, kun n > ng. Olkoon Y%
ekvivalenssiluokka sisiltien kaikki kohti lukua x,, suppenevat Cauchyn jonot, toisin

sanoen yi = f(x,,). Talloin

P, F(tn) = p(5,¥i) = lim d(xn,%s,) < &.

Siispd X = limg—,e0 (Xp, ).

Viimeiseksi osoitetaan, ettd X on taydellinen.

Olkoon {%¥™} Cauchyn jono joukossa X. Koska jokainen alkio ¥ on raja-
arvo jollekin lukujonolle joukossa X, on olemassa sellainen alkio 3 € f(X),
etti p(x™, 3 < %. Télléin lukujonon {3} joukossa X voidaan osoittaa olevan

Cauchyn jono seuraavasti:

p(j)(”),ji(m)) < p(jz(”),)”c(”)) +p(5c(”),5c(’")) +p(5c(m),)7(m))

8,88
~+=-+-==¢.
3 3 3

Yhtilon oikea puoli voidaan saada niin pieneksi kuin halutaan. Koska 5 kuuluu
joukkoon f(X), on olemassa jokin sellainen y, € X, ettd f(y,) = ¥". Lukujonon
{y,} joukossa X tiytyy olla Cauchyn jono, silli {3} on Cauchyn jono joukossa X ja
kuvaus f on isometria. Néin ollen jono {y,} kuuluu johonkin ekvivalenssiluokkaan
% € X. Osoitetaan nyt, etti lim, .o p(¥", %) = 0. Valitaan mielivaltainen luku & > 0

ja havaitaan, ettd
- ~ ~ ~ ~ ~ & ~ -
p(E.5) < pE™, 5+ p(. %) < 5+ p(3W, )
ja
~(n) ~ - . £
p(3".%) = p(f(ya). %) = lim d(yn, yp) < 5
silld {y,} on Cauchyn jono joukossa X. Téstd seuraa, ettd
p(E™ %) <&
ja
lim p(x™,%) =0
n—oo

niin tiydentien todistuksen siiti, etti X on tiydellinen.
Yksikésitteisyys: olkoot (X’,d’) ja (X”,d”) kaksi metrisen avaruuden (X, d)

taydellistymaa. Osoitetaan, ettd (X', d") ja (X”, d”) ovat isometriset kesken&én.

16



Olkoon x” joukon X’ mielivaltainen alkio. Tdydellistymédn miéritelmén nojalla on
olemassa sellainen lukujono {x,}, ettd lim, - x, = x’. Jonon {x,} voidaan olettaa
kuuluvan joukkoon X”. Koska X" on tdydellinen, lukujono {x, } suppenee joukossa
X" kohti lukua x”, toisin sanoen lim,,_,o, X, = x”. Mééritelldan kuvaus g: X’ — X”
asettamalla

g(x’) =x".
Selvisti kuvaus g on injektio, eiké riipu kohti lukua x” suppenevasta lukujonosta
{x,}. Voidaan havaita, ettd kuvaus g on myos surjektio. Liséksi, konstruktion nojalla

g(x) = x aina silloin, kun x € X ja
d’(g(x'),g(y") =d'(x',y")

aina, kun x’, y* € X’. Ndin ollen avaruuksien (X’, d’) ja (X”, d”) vililld on isometria,
joka on surjektio, ja titen avaruudet ovat isometriset keskenéén.

Tama tdydentdd todistuksen. O
Huomautus. Huomioita todistuksesta.

1. Todistuksessa oletetaan, ettd R on tdydellinen, joten kyseista todistusta ei voida

kayttdd rationaalilukujen joukon tiydellistimiseen reaalilukujoukoksi.

2. On olemassa muitakin tapoja taydellistdd epatidydellinen avaruus.
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