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Tassd tutkielmassa esitellddn ryhmit ja symmetria seké niiden vilinen yhteys.

Tutkielman alussa késitellddn ryhmid. Ensiksi médritetddn bindérinen operaatio,
ryhmi ja Abelin ryhmi, josta esitetdin my0Os esimerkki. Liséksi esitetddn ryhmien
ominaisuuksia.

Tamén tutkielman seuraavassa luvussa esitetddn kisitteitd, jotka auttavat paiai-
heen eli symmetrian tarkastelemisessa. Ensiksi tutustutaan isometriaan ja sen maéri-
telmiin. Isometria on siis metristen avaruuksien vilinen funktio, joka sdilyttidi etéi-
syyden kaikilla pisteilld avaruudessa R?. Seuraavaksi esitetidin muutama esimerkki
isometrioista. Esitetddn peilaus, kierto eli rotaatio sekd siirto eli translaatio. Seu-
raavaksi tutkielmassa esitetddn ja todistetaan lause, jonka mukaan jokainen kierto
origon suhteen eli rotaatio on lineaarikuvaus. Tastd seuraa, ettd jokainen isometria
on bijektio ja jokainen isometria origon suhteen on epasingulaarinen lineaarikuvaus.
Tadmén jilkeen midritellddn ortogonaalinen ryhma. Ortogonaalinen ryhmé on jouk-
ko, jossa kaikki tason isometriat kiinnittivit origon. Lopuksi esitetddn lause, jonka
mukaan ortogonaalinen ja isometrinen ryhmai ovat ryhmiéd kuvausten yhdistamisen
suhteen.

Tutkielman lopuksi esitelldén symmetriaryhmad ja diedriryhma. Tasokuvion sym-
metriaryhmé on kaikkien tason isometrioiden joukko eli kaikki symmetriaryhmén
alkiot ovat isometrioita, jotka sidilyttdvit kuvion. Symmetriaryhméin alkioita kutsu-
taan tasokuvion symmetrioiksi. Lukijalle selventamiseksi esitetddn myds muutama
esimerkki symmetria- ja diedriryhmisté. Tutkielma on kirjoitettu Rotmanin kirjaa A
First Course in Abstract Algebra ja Gilbertin kirjaa Modern algebra with applications

mukaillen.
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1 Johdanto

Tassd tutkielmassa késitellddn ryhmii ja symmetriaa ja niiden vilistd yhteytta. Lih-
detddn litkkeelle kisitteistd, joita tarvitsemme aiheen tarkestelemiseen.

Alussa esitetddn ryhmidn mééritelmi ja ryhmén perusominaisuudet. Tutkielman
luvussa 3 midritellddn symmetriaan liittyvid kdsitteitd, kuten isometria ja esitetdin
myOs muutama esimerkki isometrioista.

Luvussa 4 padstiin esittimddan ryhmén ja symmetrian yhtendisyyttd. Tassd py-
kildssd madritetddn symmetriaryhmé ja diedriryhmd. Seuraavaksi esitetiin myos
muutama esimerkKki.

Lukijalta edellytetddn hallitsevan Algebra 1A:n ja Algbera 1B:n perusasioiden
tuntemista. Oletetaan my®0s, ettd lukija hallitsee abstraktia lineaarialgebrallista tunte-
musta. Edellytetaan muun muassa, ettd lukija tuntee lineaarikuvauksen. Lihdeteok-

sena tutkielmassa on kiytetty Rotmannin kirjaa A first course in absrtact algebra.



2 Ryhmat

2.1 Ryhmaéan maaritelma

Luvussa 2 esitetddn ryhmén ja Abelin ryhmén madritelmét ja esitetddn myos ryh-
min perusominaisuudet. Téissd pykéldssé esitetddn kolme mairitelmid: Binddrisen

operaation sekd ryhmén ja Abelin ryhmén madaritelmat (vrt. [2, s. 121-122]).

Mairitelmi 2.1. (Binddrinen) operaatio e joukossa G, on funktio: G X G — G.

¢(a, b) merkitddn yleensi a e b tai ab.

Mairitelma 2.2. Olkoon G epityhji joukko, joka on varustettu binddrioperaation e

kanssa. Pari (G, @) on ryhmd, jos seuraavat aksioomat tayttyvit:
(i) G on suljettu operaation suhteen, eli a ® b € G kaikillaa, b € G.

(i) Operaatio e on liitdnndinen (assosiatiivinen): (a @ b) e ¢ = a e (b e ¢) kaikilla
a,b,c €G.
(iii)) On olemassa neutraalialkio e € G: e #a = a e e = a kaikillaa € G.
1

(iv) Kaikilla a € G on olemassa kdcinteisalkioa™ € G:a ' ea=aea™ =e.

Miiéritelma 2.3. Jos operaatio on vaihdannainen (kommutatiivinen): a e b = b e a,

kaikilla a, b € G, niin ryhmii kutsutaan Abelin ryhmdiksi.

Esimerkki 2.1. Ryhma (Z, +) on Abelin ryhmd, koska a+b = b+a kaikillaa, b € Z.

2.2 Ryhmista

Tassé pykiléssd esitetddn ryhmédn ominaisuuksia. Mééritelmadt, lauseet ja lauseiden

todistukset ovat ldhteistd [2, s. 124 — 133] ja [1, s. 53 — 54].

Lause 2.1. Olkoon operaatio e liitdinndinen joukossa G ja olkoon neutraalialkio

e € G. Jos alkiolla a on kdcdnteisalkio, niin se on yksikdsitteinen.

Todistus (vrt. [1, s. 53]). Oletetaan, ettd b ja c ovat alkion a kiénteisalkiota.
Niin ollen

aeb=bea=¢ ja aec=cea=ce.



Nyt, koska e on neutraalialkio ja operaatio e on liitinndinen, niin
b=bee=be(aec)=(bea)ec=cec=c,
joten alkion a kéanteisalkio on yksikésitteinen. O
Lause 2.2. Jos a, b ja ¢ ovat ryhmdin (G, e) alkioita, niin
(i) (a7 ' =aq

(i) (aeb) '=b"leqg™ .

(iii) Josaeb=aectaibea=cea,niinb =c.
Todistus. Ks.[1, s. 54]. O

Téastd ldhtien ryhmédin (G, ) viitataan merkitsemaélld sitd kyseiseen ryhméén
liitettdvalla joukolla, eli kiytetadn merkinnallistd lyhennettd G. Merkitdédn yleensa
jatkossa myoOs esimerkiksi alkioiden a ja b tuloa a e b merkinnilld ab eli operaatio
jatetddn merkitsemétta.

Kun ryhmi on Abelin ryhma, niin yleensd ryhma merkitiin additiivisella tavalla.

Seuraavassa midritelmassi esitellddn ryhmad, joka on merkitty additiivisella tavalla.

Maaritelma 2.4. Adiitiivinen ryhmdi on sellainen joukko G, joka on varustettu ope-

raation + kanssa ja neutraalialkiona on O € G siten, ettd
(1) a+ (b+c) =(a+b)+cjokaiselle a, b, c € G;
(i) 0+ a = a kaikillaa € G;
(iii) jokaista a € G kohti on sellainen —a € G, ettd (—a) +a = 0.
Mairitelma 2.5. Olkoon G ryhmi ja a € G. Miiritelldédn potenssit a”, jossan > 1,
a =a, a"'=ad", a =1, a_":(a”)_l.
Lause 2.3. Olkoon G ryhmdi ja olkoot a,b € G. Olkoot n ja m kokonaislukuja.
(i) Jos a ja b kommutoivat, niin (ab)" = a"b".
(i) (a™)™ =a™.

(iii) a™a" = a™*™".



Todistus.
12 Olkoon n = 0, talloin

(ab)? =1=a"".
2° Olkoon n € Z*, tilldin

(ab)* = (ab)---(ab)y=(a---a)(b---b) =a"b",
n kertaa n Kertaa n kertaa

jossa a ja b voidaan jdrjestdd uudelleen, silld ab = ba eli a ja b kommutoivat.
3° Olkoon n € Z~, talloin

(ab)" = ((ab)™~'  (méritelmi 2.5)
= (aplth1 (kohta 2°)

= p g1l (lause 2.2 ja madritelma 2.5)

= 'b Y@t ah.

n kertaa n kertaa

Kommutatiivisuuden nojalla ndhdéén, etti

(ab)"=(a ' ay (b7 b7 = b

|n| kertaa |n| kertaa

Kohdat (ii) ja (iii) voidaan todistaa samankaltaisella menetelmalla. O

Miiiritelmi 2.6. Olkoon G ryhmi ja a € G. Jos af = 1 jollakin k > 1, niin
pienintd tillaista eksponenttia & > 1 kutsutaan alkion a kertaluvuksi. Jos tdllaista

eksponenttia ei ole olemassa, niin sanotaan, ettd alkiolla a on ddreton kertaluku.

Esimerkki 2.2. Olkoot a ja b ryhmin G alkioita. Oletetaan, ettéd alkion a kertaluku

on 5jaa’b = ba’. Osoitetaan, etti ab = ba.

5 3

Todistus. Koska alkion a kertaluku on 5, niin a®> = e ja a’b = ba’. Kerrotaan a

puolittain. Saadaan a>(a’b) = a’(ba®) = (ba’)a’. Niin ollen, a®h = ba®.

6 = ¢a = ea = a ja saadaan ab = ba. O

Talloin a
Lause 2.4. Olkoon S, symmetrinen ryhmd ja a € S,,.

(1) Jos a on r-sykli, niin alkion a kertaluku on r.

(i1) Jos a = By ...B; on erillisten r;i-syklien B; tulo, niin alkiolla a on kertaluku

m=pyj(ri,...,re).



(iii) Jos p on alkuluku, niin alkion « kertaluku on p, jos ja vain jos se on p—sykli

tai erillisten p—syklien tulo.

Todistus. Ks. [2, s.134]. O



3 Isometria

Téssd pykdlissa esitetddn isometrian madritelma ja esitetdin esimerkkejd isomet-
rioista. Tamén pykéldan madritelmit, lauseet ja todistukset ovat lahteestd [2] sivuilta
135 -139.

3.1 Isometrian maaritelma

Miritelmi 3.1. Tason isometria on funktio ¢: R? — R?, joka siilyttii etidisyyden
kaikilla pisteilld P = (a,b) € R?jaQ = (¢, d) € R?,

le(P) — Q) = [IP - Q.

jossa ||P — Q|| = v/(a = ¢)? + (b — d)? on pisteiden P ja Q etiisyys.
Merkitaan pistetulo:
P-0O=ac+bd.

Nyt
(P-Q)- (P-Q)=P-P-2(P-Q)+0-0
= (@’ + b%) = 2(ac + bd) + (¢* + d°)
= (a® = 2ac +c*) + (b* - 2bd + b*)
=P - Q%

Tistd seuraa, ettd jokainen isometria ¢ sdilyttad pistetulot:

o(P)-9(Q)=P-Q,
koska
¢(P)-9(Q) = llg(P) - p(Q)II*=IP-Ql* =P Q.

Pistetulon geometrinen tulkinta:
P-Q =|P[|Q]lcos b,

jossa @ on pisteiden P ja Q vilinen kulma. Tistd seuraa, etti jokainen isometria
sailyttad kulmat. Etenkin P ja Q ovat ortogonaalisia, jos ja vain jos P - Q = 0, joten
isometriat sdilyttavit kohtisuoruuden. Kéénteisesti, jos ¢ sdilyttaa pistetulot, eli jos
©(P) - ¢(Q) = P-Q,niinkaava (P — Q) - (P - Q) = ||P — Q||? osoittaa, etti funktio

® on isometria.
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Seuraavaksi esitetddn muutama esimerkki isometrioista. Esitetdédn peilaus, kierto

ja siirto. Olkoon A kolmio ja olkoot A, B ja C sen kirkipisteet.

Esimerkki 3.1. Kuvassa 3.1 ndhdéén, etti AABC ja sen peilikuvalla AA’B’C’” on

samat etiisyydet. Niin ollen peilaus on isometria.

Kuva 3.1. Peilaus
Esimerkki 3.2. Seuraavassa kuvassa 3.2 ndhdiin, ettd kuvilla AABC ja AA’B'C’

on samat etdisyydet. Niin ollen kierto eli rotaatio on my0s isometria.

B

Cl

~
B’ A~ - /

Kuva 3.2. Kierto (rotaatio)

11



Esimerkki 3.3. Seuraavassa kuvassa 3.3 nidhdidn, ettd myos kuvilla AABC ja

AA’B’C’” on samat etdisyydet. Ndin ollen siirto eli translaatio on isometria.

B . B,

Kuva 3.3. Siirto (translaatio)

3.2 Isometrioista

Tassd pykdldssd médritellddan ortogonaalinen ryhma ja esitetdédn seké todistetaan pari

lausetta seurauksineen.
Lause 3.1. Jokainen kierto origon suhteen eli rotaatio ¢ on lineaarikuvaus.

Todistus (vrt. [2,'s. 137-138]). Olkoon C; = {Q € R? | ||Q = O|| = d } ympyri,
jonka sdde on d > 0 ja keskipiste on 0. Viitimme, ettd ¢ (Cy) € Cy4.Jos P € Cy, niin
||P — 0] = d. Koska ¢ siilyttidi etdisyyden, niin d = ||¢(P) — ¢(0)|| = ||¢(P) = 0]|.
Niin ollen ¢(P) € Cy.

Olkoon P # O piste avaruudessa R? ja olkoon r € R. Jos ||P — O|| = p, niin
|rP - O|| = |r|p. Tdlloin rP € L[O,P] N Cy, eli (rP) = +re(P) (silld suora
leikkaa ympyrin enintddn kahdessa pisteessd). Tassd L[O,P] on pisteiden O ja P
kautta kulkeva suora.

Jos voidaan osoittaa, ettd ¢(rP) # —re(P), niin voidaan paitella, ettd ¢(rP) =
ro(P). Kun r > 0, niin origo O sijaitsee pisteiden —r P ja P vililld. Talloin pisteiden
—rP ja P vilinen etdisyys on rp + p. Toisaalta r P ja P vilinen etdisyys on |rp — p|.
(Kunr > 1,niinetdisyysonrp—pjakun0 < r < 1 etdisyys on p—rp). Nihdéan, ettid
r+rp # |[rp—pl,joten p(rP) # —ro(P), silld ¢ sdilyttad etdisyyden. Samankaltainen

argumentti patee myos, kun r < 0. Néin ollen ¢(rP) = ro(P).

12



Seuraavaksi todistetaan, ettd ¢(P + Q) = ¢(P) + ¢(Q). Jos O,P ja Q ovat
kollineaarisia eli samalla suoralla. Valitaan suoralta L[O, P] piste U, jonka etdisyys
origosta on 1. Ndin ollen P = pU,Q =qU jaP+ Q = (p + q)U. Pisteet O = ¢(0),
o(U), ¢(P) ja ¢(Q) ovat kollineaarisia. Koska ¢ sdilyttdid skalaarilla kertomisen,
niin

@(P) +¢(Q) = o(pU) + ¢(qU)
= pe(U) +q¢(U)
=(p+q)eU)
=¢((p+q)U)
=¢(P+0).

P+Q

Kuva 3.4. Translaatio

Jos O, P ja Q eivit ole kollineaarisia, niin suunnikassdannon mukaan P + Q on
piste S siten, ettd O, P, Q ja S ovat suunnikkaan kirkipisteet. Koska ¢ séilyttia etdi-
syyden, my0s pisteet O = ¢(U), ¢(P), ¢(Q) ja ¢(S) ovat suunnikkaan kérkipisteet,
joten ¢(S) = p(P)+¢(Q). Muttakoska S = P+Q, niin p(P+Q) = ¢(P)+¢(Q). O

Seuraus 3.1. Jokainen isometria ¢: R> — R? on bijektio ja jokainen origon kiin-

nittdvd isometria on epdsingulaarinen lineaarikuvaus.

Todistus (vrt. [2, s. 138]). Oletetaan, ettd ¢ kiinnittdd origon, ¢(0) = 0. Lauseen 3.1
nojalla ¢ on lineaarikuvaus. Koska ¢ on injektiivinen, P = ¢(e;) ja Q = ¢(e2) on
avaruuden R? kanta, jossa e; = (1,0) ja es = (0, 1) ovat avaruuden R? luonnollinen
kanta. Tilloin ¢: R? — R2, ¢: aP + bQ — ae| + be,, on (yksiarvoinen)funktio,
ja ¥ ja ¢ ovat toistensa kaddnteisfunktioita. Niin ollen ¢ on bijektio, ja siksi my0os

epasingulaarinen.
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Oletetaan, ettd ¢ on isometria niin, ettd ¢ (0) = U. Olkoon 7_y siirto eli translaatio
pistessd —U. Nyt 7y 0 ¢: 0 +— U + 0 niin, ettd 7_y o ¢ = 6, missd 6 on epasin-
gulaarinen lineaarikuvaus. Ndin ollen ¢ = 7y o 6 on bijektio, joka on bijektioiden

yhdistelma. O

Mairitelmi 3.2. Ortogonaalinen ryhmd O,(R) koostuu origon kiinnittavistd tason

isometrioista.
Lause 3.2. Joukot Isom(R?) ja O»(R) ovat ryhmid kuvausten yhdistimisen suhteen.

Todistus. Ks. [2, s. 139]. Néytetidn, ettd Isom(R?) on ryhmé. Huomataan, ettd 1g
on isometria ja etti 1g € Isom(R?). Olkoot ¢’ ja ¢ isometrioita. Talloin kaikilla

pisteilld P ja Q:

(") (P) = (¢’ @) ()]l = ll¢’(¢(P)) = ¢ ((O)l
= |le(P) — (Q)l
=P -0l

joten ¢’¢ on myds isometria eli kuvausten yhdiste on binddrioperaatio ryhmassi
Isom(R?). Jos ¢ € Isom(R?), niin Seurauksen 3.1 nojalla ¢ on bijektio. Niin ollen

isometrialla ¢ on kii#inteinen isometria ¢~ ':

1P =2l = llp(e™ (P)) = e(¢™ (O = lle™" (P) = ¢ (D).

Funktioiden yhdiste on liitinniinen, joten Isom(R?) on ryhmi.

Joukko O;(R) voidaan osoittaa ryhméksi samalla menetelmalla. O

Seuraus 3.2. Jos pisteet O, P ja Q eivit ole samalla suoralla ja jos ¢ ja ¥ ovat

sellaisia tason isometrioita, ettd ¢(P) = Y/(P) ja ¢(Q) =y (Q), niin ¢ = .

Todistus. Ks. [2,s. 139]. |
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4 Symmetria

Luvussa 4 esitetddn ryhmien ja symmetrian vélistd yhteyttd. Tassd pykéldssa méadrite-
tddn symmetriaryhmi ja diedriryhmd. Taméan pykéldan mééritelmait, lause ja todistus

ovat lahteestd [2] sivuilta 140 —142.

Mairitelmi 4.1. Tasokuvion Q symmetriaryhmd Y,(£2) on kaikkien tason isomet-
rioiden ¢ joukko. Symmetriaryhmén alkiot ovat isometrioita, jotka sdilyttivét kuvion
eli ¢(Q) = Q. Symmetriaryhmin )’ () alkioita kutsutaan tasokuvion £ symmet-
rioiksi.

Nihdiin ,ettd );(2) on aina ryhmi.

Esimerkki 4.1. (vrt. [2, s. 140 — 141]).

(i) Séaannollinen monikolmio 73 on tasasivuinen kolmio, ja | ) (73)| = 6.

Kuva 4.1. 73

(ii) Olkoon 4 nelid, jonka kédrkipisteet ovat {vg, v1, va, v3}. Piirretdédn m4 niin, etta
sen keskipiste on origossa O ja niin, ettd sen sivut ovat akselien suuntaiset.
Huomataan, ettéd jokainen ¢ € }(m4) permutoi kirkipisteet. Nelion 74 sym-
metria ¢ madrdytyy seuraavasti: {¢(v;) : 0 < i < 3}, nédin ollen on enintidin
24 = 4! mahdollista symmetriaa. Kaikki symmetrisen ryhmén S4 permutaatiot
eivit kuitenkaan johdu nelion 74 symmetriasta. Jos kirkipisteet v; ja v; ovat

vierekkiisid, niin ||v; — v;|| = 1, mutta ||vo — v2|| = V2 = ||vi — vs||. Tisti

15



seuraa, ettd kuvauksen ¢ on siilytettivi vierekkdisyys. Lauseessa 4.1 tullaan
osoittamaan, ettd neliollda 74 on vain kahdeksan symmetriaa. Ryhmaa )’ (z4)

kutsutaan diedriryhmaéksi, jossa on 8 alkiota. Merkitadn Dg.

Vo Vg

Vg V2

Kuva 4.2. 4

(iii) Sddnnollisen viisikulmion 75 symmetriaryhmissa )’ (7zs) , jonka kdrkipisteet
ovat vy, ..., v4 ja keskipiste O, on 10 alkiota eli sddnnolliselld viisikulmiolla
5 on kymmennen symmetriaa. Lauseen 4.1 nojalla muita symmetrioita ei ole.

Ryhmii )’ (7s) kutsutaan diedriryhmiksi, jossa on 10 alkiota. Merkitddn D .

Vo

’U4 (5]

Y
<O

Kuva 4.3. 75



Mairitelmi 4.2. Ryhmii Do, jolla on tasan 2n alkiota, kutsutaan diedriryhmdksi,
jos ryhma siséltia sellaisen alkoin a, jonka kertaluku on n, ja sellaisen alkion b, joka
kertaluku on 2, ja bab = a™'.

Jos n = 2, niin diedriryhméd D4 on Abelin ryhmé. Jos n > 3, niin D, ei ole

Abelin ryhmad.

Lause 4.1. Sddnnollisen n-kulmion n, symmetriaryhmd Y, (m,) on diedriryhmd,

jossa on 2n alkiota.

Todistus. Ks.[2,s.142]. Olkoon mr, sidannollinen monikulmio, jonka kérkipisteet ovat
Vo, - - -, Vn—1 ja jonka keskipiste on O. Miiritelldén, ettd a on rotaatio keskipisteen

O ympiri kulman (360/n)° verran:

Visl josO0<i<n-1
a(v;) =
Vo josi=n-1.
On selvai, etta rotaatiolla a on kertaluku »n. Madritelladn seuraavaksi, ettd b on
peilaus akselilla L[O, vo];
Vo josi=0

b(v;) =
Vi josl <i<n-1.

On selvii, ettd peilauksella b on kertaluku 2. Koska rotaatiolla a on kertaluku n, niin

2, ...,a" ! ovat erillisid symmetrioita. Lauseen 2.2 kohdan (iii) nojalla, myos

1,a,a
b,ab,a?b, ...,a" b ovat erillisid symmetriota. Jos a®* = a"b, missi 0 <r <n-1
ja s = 0,1, tdlloin a®(v;) = a"b(v;) jokaista lukua i kohti. Nyt a®(vg) = v, kun
taas a’b(vy) = vy_1. Ndin ollen s = » — 1. Jos i = 1, niin a"~'(v{) = v, kun taas
a"'n(vy) = v,_1. Néin ollen, a* # a”b kaikilla luvuilla r, s. Tilloin, on 16ydetty 2n eri
symmetriaa symmetriaryhmassa (7).

Naytetddn seuraavaksi, ettd ei ole muita sddnnollisen monikulmion 7, symmet-
rioita. Voidaan olettaa, ettd saannollisen monikulmion 7, keskipiste O on origossa,
ja niin jokainen symmetria ¢ kiinnitttda keskipisteen O. Tilloin lauseen 3.1 nojal-
la symmetria ¢ on lineaarikuvaus. Kirkipisteen v vieressd olevat kdrkipisteet eli
v1 ja v,—1 ovat lahimpéna kérkipistettd vo. Toisin sanoen, jos 2 < i < n — 2, niin
lvi = voll > ||[vi = voll. Télldin, jos ¢(vo) = v, niin ¢(v1) = v 41 tai @(vi) = v;_1.
Ensimmiisessi tapauksessa a’ (vo) = ¢(vg) ja a/ (vi) = ¢(v1) siten, ettd seurauk-
sen 3.2 nojalla ¢ = a/. Toisessa tapauksessa a’b(vo) = v; ja a/b(vi) = v;_; ja

seurauksen 3.2 nojalla ¢ = a/b. Niin ollen, | 3 (7,)| = 2n.
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Ollaan siis osoitettu, ettd ) (m,) on ryhmi, jolla on tdsmilleen 2n alkiota ja joka

sisdltdd alkiot @ ja b, joilla on kertaluvut n ja 2. Lopuksi niytetiin, ettd bab = a~'.

Seurauksen 3.2 nojalla riittaa, ettd tutkitaan yhtdlod karkipisteissd v ja vi. Mutta

1

bab(vy) = vu_1 = a"'(vo) ja bab(vi) = vo = a~'(v1). Ndin ollen bab = a™'. O
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