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Joukkoja, jotka koostuvat ddrettomén monesta ja ddrettoméan pienisti itseddn toista-
vista rakenneosista, kutsutaan fraktaaleiksi. Termin méérittely on melko haastavaa,
joten tamin tutkielman mééritelma perustuu fraktaalin kahteen perusominaisuuteen:
itsesimilaarisuuteen sekd fraktaaleille ominaiseen Hausdorflin dimensioon.

Tutkielmassa perehdytédédn ensin mittateorian kasitteisiin, joita ovat joukon suu-
ruus, pituus, peite sekd Hausdorffin mitta. Téstd edelleen siirrytidin tarkastelemaan
Hausdorffin dimensiota ja itsesimilaarisuutta. [tsesimilaarisuuteen sisdltyvét kasittei-
na kutistuma, similariteetti, kutistussuhde sekia invarianttius. Huomataan, etti frak-
taali on joukko, joka on invartiantti similariteeteille ja titen siis itsesimilaarinen
joukko.

Tutkielman lopussa tarkastellaan syvemmin neljdi eri fraktaalia, Kochin lumi-
hiutaletta, Sierpinskin kolmiota, Mengerin pesusientd sekd Cantorin joukkoa. Niilla
neljilla fraktaalilla tarkastellaan esimerkin omaisesti fraktaalien rakennetta seka nii-
den Hausdorffin dimensioiden méairittamista.

Tutkielmaan ja sen sisédltoon liittyy lukiolaisille suunnattu interaktiivinen opiske-
lumateriaali joukko-opista seké fraktaaleista. Materiaali on 10ydettivissa tutkielman
liitteistd sekd osoitteesta

https://tim.jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-

oppia-ja-fraktaaleja.
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1 Johdanto

Matematiikkaa esiintyy luonnossa muun muassa erilaisissa rakenteissa. Tatd ilmiota
harvoin kuitenkaan esimerkiksi lukiomatematiikassa kasitellddn, vaan konkreettiset
esimerkit liittyvét ihmisen luomiin tilanteisiin. Fraktaalit ovat itsetoistuvia raken-
teita, joita on ndhtdvissa luonnossa vaikkapa kukkakaaleissa ja saniaisen lehdissa.
Téssd pro gradu -tutkielmassa kisitellddn fraktaaleja sekd niiden ulottuvuuksia. Tut-
kielmaan liittyy my0s verkosta 10ytyvd materiaali Joukko-oppia ja fraktaaleja, joka
on suunnattu lukiomatematiikan rinnalle tutomaan hieman erilaista nikokulmaa.
Fraktaali itsessddn on haastava maaritelld tarkasti, mutta tdssa tutkielmassa frak-
taaliksi mielletddn joukko, jolla on ddrettomaésti pienid ja itsedéntoistavia rakenneosia.
Tatd rakennetta voitaisiin suurentaa, mutta rakenneosia "syntyisi"aina lisda. Fraktaa-
leille on myOs ominaista, ettd niiden dimensio poikkeaa meille tutusta topologisesta
dimensiosta. Fraktaalien dimensio voi olla my0s jotain muuta kuin kokonaisluku ja
titd ulottuvuutta kutsutaan Hausdorffin dimensioksi. Tutkielmassa késitelladn frak-
taalin ominaisuuksista itsesimilaarisuutta sekd Hausdorffin dimensiota. Tutkielmassa
on hyddynnetty pddosin ldhdettd [3]: Khain T. Fractals and dimension, 2016.
Lisidksi on kaytetty teoksia The Fractal Geometry of Mandelbrot, Barcellos A.,
1984 sekd Fractal Geometry: Mathematical Foundations and Applications, Falconer
K. 1952. Tekstissd on erikseen viitattu ldhteisiin [1] ja [2], jos nditd on hyodynnetty.

Kuvassa 1.1 on esitetty tdssd tutkielmassa kisiteltivit nelji fraktaalia.
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Kuva 1.1. Nelji erilaista fraktaalia: Kochin lumihiutale, Sierpinskin

kolmio, Mengerin pesusieni sekd Cantorin joukko.

Luvussa 2 tarkastellaan ensin mittateoriaan littyvia kisitteitd, kuten joukon suu-
ruutta ja peitettd. Lisdksi kasitelldn Hausdorffin mittaa, josta edelleen pdistdin
kasitteleméin luvussa 3 Hausdorffin dimensiota eli ulottuvuutta.

Fraktaalit ovat ominaisuuksiltaan itsesimilaarisia, eli ne koostuvat itsensd pie-
nennoksistd. Luvussa 4 kisitelldin itsesimilaarisuuden kisitettd seka siihen liittyvaa

itsesimilaarisuussuhdetta. Luvussa 5 kisitelldin neljin erilaisen fraktaalin rakenteita



seké niiden Hausdorffin dimensioita.

Viimeisessd luvussa 6 esitellddn verkkomateriaali Johdatus joukko-oppiin ja
fraktaaleihin. Materiaali on tuotettu opiskelumateriaaliksi lukiotason opiskelijoille,
ja sen voi toteuttaa itseopiskeltavana kokonaisuutena tai vaihtoehtoisesti opettaja voi

hyodyntdd materiaalia oppitunneillaan.



2 Mittateoriaa

Tarkastellaan aluksi intuitiivisesti dimensiota késitteend. Olkoon B, pallo, jonka sidde
on r, ja olkoon joukko B, ¢ R¢, jossa d € Z.. Kuvatkoon v nyt joukon B, suuruutta
d-ulottuvuudessa.

Kun pallo muodostetaan 1-ulottuvuudessa, B, on jana, jonka pituutta suuruus v
kuvaa. Lisédksi suuruus v on suoraan verrannollinen ympyrén séteeseen r, jota mer-
kitddn v o« r. Vastaavasti 2-ulottuvuudessa B, on ympyri, jonka pinta-alaa suuruus
v kuvaa, ja v o r2. 3-ulottuvuudessa B, on pallo ja nyt suuruus v kuvaa pallon
tilavuutta ja v oc 7>,

Oletetaan siis, ettd suuruus v on suoraan verrannollinen siteen eri ulottuvuuksiin
log(v)

log(r)’
muuttujasta, siteestd r ja suuruudesta v. [3, s.1-2]

r?, merkitidn v o r9 tai vastaavasti d o

Dimensio d riippuu kahdesta

2.1 Joukon suuruus

Téssd kappaleessa on hyodynnetty 1dhteen [3] sivuja 1-2.

Miiritelma 2.1. Olkoon S c R". Mitta u joukossa S on funktio g : S —
R0 U{oo}, jolle pétee seuraavat ominaisuudet:

a) u(0) = 0.

b) u(A) < u(B) jos A C B.

o) (| JAi| < > u(A), missi {A; ¢ R", i € I} Taissi I = {1,2,3...}.

i=1 i=1

Mitta u tarkoittaa joukon kokoa. Ominaisuuksista ensimmaiinen (a) tarkoittaa, etta
tyhjin joukon mitta on nolla. Ominaisuuksista toinen (b) ilmaisee, ettd jos joukko
A on joukon B aito osajoukko, tdlldin joukon A mitta on suurimmillaan sama kuin
joukon B mitta. Viimeinen ominaisuus (c) kertoo, etté jos joukko on numeroituvasti
adreton yhdiste, niin yhdisteessd esiintyvien yksittdisten joukkojen yhteenlaskettu
mitta on vihintddn yhtd suuri kuin koko yhdisteen mitta. [2, s.10]

Yksinkertainen esimerkki joukon mitasta on pistemassa. Olkoon a alkio ja M
joukko. Jos a € M, niin u(M) = 1, ja toisaalta jos a ¢ M, niin u(M) = 0.

Tarkastellaa nyt tilannetta, jossa pistemassa on mitta:

i) u(0) = 0, koska 0 ei sisdlld alkioita, ja erityisesti a ¢ (.



ii) Oletetaan joukot A ja B siten, ettd A C B. Jos a € A, niin a € B ja my0s
u(A) = u(B) =1.Josa ¢ A, niin u(A) = 0. Joko u(B) = 0tai u(B) = 1, ja ndin ollen

u(A) < pu(B).

iii) Olkoon nyt A; € R", i € I numeroituva joukkoperhe. Jos a € U A;, niin

i=1

(4]

i=1

Nyt koska a € U A;, niin vilttamattd a € A; ainakin jollain i € . Taten

Toisaalta

i=1

(s

Z u(A;) = 1, jolloin u

i=1

A;

< i H(A;).
Py

i=1

(o)

)

i=1

=0.

josa ¢ U Aj;, niin u
i=1

Talloin a ¢ A; millddn i € 1.

Taten

i u(A;) =0, japu (O Ai) < i H(A;).
i=1 ' =1

i=1 i=

2.2 Joukon pituus ja peite

Fraktaalien dimensiota kisiteltdessd hyodynnetddn Hausdorffin mittaa. Kisitelldin

titd varten vield termit Eukleidinen etdisyys, joukon halkaisija ja peitteen koko. Tassa

kappaleessa on hyodynnetty ldhteen [3] sivuja 2-3.

Mairitelmi 2.2. Olkoot x, y € R”, merkitddn x = (x1, X2, ..., X,)jay = (¥1, Y2 -+ Yn)-

Nyt pisteiden x ja y vilinen Eukleidinen etdisyys on

dx,y) = (1= 1P+ (82 = 322 e+ (= 3P

Mairitelma 2.3. Olkoon S ¢ R”. Joukon S halkaisija |S| on

S| = sup{d(x,y) : x,y € S}.

Miiritelmi 2.4. Olkoon S ¢ R". Joukon S d-peite on direllinen tai numeroituvasti

adreton joukkoperhe



{U;c R":iel},
missi S c | |U,0<|U;j| <5jad > 0.
i=1
Joukkoperheen U; halkaisija on siis suurimmillaan 6:n suuruinen.
Madritellddn vield peitteelle suure H g. Oletetaan, ettd S ¢ R” ja s > 0. Médri-

telldéan nyt

HJ(S) = inf {Z |U;|° : {U;} on joukon S 6—peite} .
i=1

Havainnollistetaan seuraavaksi méadritelmid. Kuvassa 2.1 on mustalla reunalla
ympirdity joukko S. Tilld joukolla on kaksi o-peitteen komponenttia, joukot U; ja
U;. Niiden joukkojen halkaisijat |U;| ja |U;| ovat merkitty punaisilla janoilla. Téssd

kuvassa s = 2 ja edelleen saadaan Hg(S ).

Kuva 2.1. Joukko S on mustalla viivalla rajattu joukko. Violetit joukot

U; ja U; ovat joukon § 6-peitteen komponentteja.

o-peite on joukko perheitd, jotka peittivit koko joukon S. Jos d-peite pienenee, eli
perheiden lukumaiird viahenee, huomataan ettd sarjan infimum kasvaa tai pysyy en-
nallaan. Infimum ei voi vihentyd. Tdstd voidaan pddtelld, ettd H;(S) on monotoninen

ja silld on olemassa raja-arvo tai epioleellinen raja-arvo, kun 6 — 0.



2.3 Hausdorffin mitta

Aiempien késitteiden avulla voidaan midritellda Hausdorffin mitta H*(S), joka tar-
koittaa raja-arvoa suureelle Hj(S). Tassd kappaleessa on hyddynnetty lihteen [3]

sivuja 3—4.
Maaritelma 2.5. Olkoon S € R". Nyt joukon S s-ulotteinen Hausdorffin mitta on
H'(S) = gin%)Hg(S).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd edellinen mairitelméd on mielekés siind mielessa,
ettd H*(S) tosiaan on mitta.
(i) Osoitetaan, ettd H*(0) = 0. Tyhjd joukko peittyy kaikilla mahdollisilla ¢-

peitteilld, erityisesti se peittyy peitteelld {0}. Nyt médritelméstd saadaan, ettd

=3 1l = 3 10} = .
i=1 i=1

Ja edelleen tamé on kaikkien d-peitteiden infimum, joten H*(0) = 0. Médritellddn
vield lisiiksi, ettd 0° = 0.

(ii) Oletetaan sitten, etti A C B. Osoitetaan, ettd H*(A) < H*(B). Nyt jos U;-
peite on joukon B peite, niin se on my0s joukon A peite. Kuitenkaan joukon A peite
ei ole vilttdmattd joukon B peite.

Nyt kaikille 6 > O pitee, ettd HJ(A) < H;(B). Edelleen tistd seuraa, ettd o-
peitteiden vihentyessd (6 — 0) my0s joukon A peitteiden infimum on pienempi kuin
joukon B peitteiden infimum. Voidaan siis kirjoittaa, ettd H*(A) < H%(B).

(iii) Oletetaan seuraavaksi, ettd joukko {A; € R” : i € I} on dérellinen tai nume-
roituvasti ddreton joukkoperhe. Oletetaan lisédksi, ettd jokaiselle joukolle s-ulotteinen

Hausdorffin dimensio on dérellinen, eli H*(A;) < oo kaikilla i € I. Osoitetaan, ettid

H’® (O A[) < i H'(A;).
i=1 i=1

Valitaan € > 0 mielivaltaisesti. Silloin kaikille joukoille A; (i € I) on olemassa

o-peite {U](.i) }, joka on riippuvainen luvusta i, ja joka toteuttaa ehdon

i €
Z UPI < Hy(A) + >
J
Summataan kaikki i € I, jolloin saadaan



S S0 < S Hy A + e
j i=1

i

Nyt koska {U;i)} on peite joukoille A; (i € I), niin peitteiden yhdiste U{UJ@}

i€l
on peite yhdisteelle U A;.

iel
Voidaan kirjoittaa

H; (U A,-) < Z Z |Uj<.">|s < i H(A) +e.
F i=1

i€l i

Nyt jos € — 0, niin

H} (U Ai) < i HS(A)
i=1

i€l

kun ¢ > 0. Jos nyt 6 — 0, niin

H® (U Al-) < i H(A)).
i=1

iel

Nyt kohtien i)-iii) nojalla s-ulotteinen Hausdorffin mitta on todella mitta.
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3 Dimensiot

Hausdorffin mitta ja dimensio kuuluvat olennaisesti fraktaalien matemaattisten omi-
naisuuksien tarkasteluun. Hausdorffin dimensio voidaan méérittii kaikille joukoille,
vaikkakin sen arvo voi olla matemaattisesti hankala laskea. Tdssd kappaleessa on
hyodynnetty ldhteen [3] sivuja 4-5.

Jos 6 < 1 ja s kasvaa, niin kaikilla joukoilla § ¢ R" suure HJ(S) ei kasva, josta
edelleen seuraa, ettei Hausdorffin mitta H* kasva.

Olkoon nyt ¢ > s ja oletetaan {U;} olevan §-peite joukolle S. Nyt

DUl < Y U <87 ) U
i=1 i=1 i=1

Otetaan seuraavaksi infimum epéyhtdlon molemmilta puolilta, jolloin saadaan

HY(S) < 6" HL(S).

Lihestykoon nyt 6 nollaa. Jos nyt H'(S) > 0, niin

lim H3(S) = oo.
50 5(5) = e
Toisaalta, jos H*(S) < oo, niin

H'(S) = %ir% H(S) = 0.

Siis ei ole olemassa kuin yksi arvo potenssille s, jolla 0 < H*(S) < co. Kyseessi
on siis porrasfunktio, jonka arvot kulkevat ddrettoméssa niin kauan, kunnes jollain
arvolla s funktio saa arvon O.

Havainnollistetaan tétd kuvalla 3.1. Kun s = 0, niin kyseessi olisi O-ulottuvuus
ja Hausdorffin mitta H*(S) = 0. Kohdassa, jossa Hausdorffin mitta H*(S) vdhenee

aina arvoon 0 asti, on kyseessa joukon S Hausdorffin dimensio.

11
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Kuva 3.1. Havainnollistuskuva, jossa x-akselilla on muuttujana s ja y-
akselilla Hausdorffin mitta H°(S).

Miiritelmi 3.1. Olkoon joukko S € R". Nyt joukon S Hausdorffin dimensio dimgS

on

dimygS = inf{s > 0 : H*(S) = 0} = sup{s : H*(S) = co}.
Tarkastellaan seuraavaksi esimerkin omaisesti maaritelmaa 3.1.

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan janaa [0, 1], jonka pituus on 1. Intuitiivisesti ajateltuna
kyseessd on yksiulotteinen jana, jonka ulottuvuus olisi 1. Alla olevassa kuvassa
on havainnolistettu tilannetta. Madritetddn ulottuvuus vield kiyttiden ylld esitettyja

madritelmia.

Olkoon nyt ¢ = 0, 1. Tdlloin o-peitteen komponenttien halkaisija on enimmillddn O, 1,
eli |U;| < 0,1 kaikilla i. Asetetaan komponentit siten, ettd ne sivuavat toisiaan, ja
jokaisen komponentin halkaisija on 0, 1. Talloin janan 6-peite koostuu kymmenesta
komponentista, ja kaikilla i pétee |U;| = 0, 1.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa 6-peitteen komponenttien halkaisija on

|u;| = 6. Nyt halkaisijoiden s. potenssin summaksi saadaan

12



1
(o] S 1
§ \U|* = § 8t = 6" = oL
i=1 i=1

Josnyto — 0,jas > 1, niin =1 = 0. Jos taas s < 1, niin 6*~! — oo.
Edelleenjosd — Ojas > 1,niin H*[0, 1] = 0.Jajostaas s < 1, niin H°[0, 1] = co.
Kuvan 3.1 mukainen porras on kohdassa s = 1. Tama tarkoittaa, ettd janan [0, 1]

Hausdorffin dimensio on 1, kuten alussa piiteltiinkin.

13



4 Itsesimilaarisuus

Kasitelladn seuraavaksi erdstd ominaisuutta, jota kutsutaan itsesimilaarisuudeksi
(engl. self-similarity). Itsesimilaarisuus tarkoittaa jonkin rakenteen yhteneviista tois-
tuvuutta; esimerkiksi luonnossa on mahdollista ndhda luonteeltaan itsesimilaarisia
rakenteita muun muassa lumihiutaleissa ja saniaisen lehdissa. Itsesimilaarinen raken-
ne toistuu rakenteessa itsessddn aina vain pienempind yksikkoind. Tassi kappaleessa
on hyddynnetty ldhteen [3] sivuja 5-7.

Itsesimilaariset fraktaalit rakentuvat osista, jotka ovat samanmuotoisia itse frak-
taalin kanssa mutta niitd on pienennetty ja kidnnetty.

Madritellddn seuraavaksi kuvaukset, joita kutsutaan kutistumiksi (engl. contrac-

tions).
Miiritelmi 4.1. Olkoon D c R” suljettu osajoukko. Jos nyt on olemassa luku c;

siten, ettd 0 < ¢; < 1 ja

1Si(x) = Si(y)| < cilx =yl

kaikilla x,y € D, niin kuvausta S : D — D kutsutaan joukon D kutistumaksi.

Lisiksi, jos yhtdsuuruus pitee eli

1S(x) = S| = cilx =yl

kuvausta S kutsutaan similaarisuudeksi (engl.contracting similarity) ja c on kutistuksen

suhde.

Miiritelmi 4.2. Airellisti kutistumien joukkoa {51, S5, ..., S}, jossa k > 2, kutsu-

taan kutistuskokoelmaksi (engl. iterated function system).

Mairitelmi 4.3. Yksikisitteistd, epédtyhjad ja kompaktia joukkoa F C D kutsutaan

invariantiksi kutistukselle (engl. attractor), jos

F = 0 Si(F),
i<1

missa {S1,55, ..., 5} on kutistuskokoelma.

14



Mairitelmi 4.4. Olkoot similariteetit Sy, ..., S, : R” — R" ja joukko F invariantti

ndille similariteeteille siten, etta
m
F= U Si(F).
i=1

Talloin sanotaan, ettd F on itsesimilaarinen joukko [2, s.114,117].

Seuraavaksi esitelldédn lause, joka helpottaa ulottuvuuksien maarittdmisti. Lauseen
avulla voidaan méérittdd Hausdorffin dimensio hyddyntéden fraktaalin similariteetti-

kertoimia.

Lause 4.5. Olkoon F joukko, jolle
F=|Jsip),
i=1

missd S1, o, ..., Sy ovat similariteetteja suhteilla cy, c3, ...,cp. Tdlloin Hausdorffin
dimensio joukolle F on

dimgF = s,
missd s on sellainen luku, ettd
m
s _
Z c; = 1.
i=1
Lisdksi, ettd Hausdorffin mitta H*(F) on ddrellinen positiivinen luku.

Todistus. Rajoitetaan Hausdorffin mitta H*(F') seka ylhaélta ettd alhaalta, ja 0soi-
tetaan H*(F') olevan dérellinen ja positiivinen luku. Ja nyt koska s on jokin tietty
rajattu luku, niin myés H*(F) on direllinen ja rajattu luku. TéllGin siis on olemassa

Hausdorffin dimensio dimy F = 5. Osoitetaan ensin, ettd H*(F) on darellinen luku.
m

Oletetaan, ettd Z cis = 1. Olkoot sitten S1, $7 ,...,S,; similariteetteja. N&ita
i=1

similariteetteja voidaan yhdistelld niin, ettd similariteettiyhdisteen pituus k£ > 1.
(Esimerkiksi, jos yhdistetddn similariteetit S1, Sz, S3 ja S4, niin muodostettu yhdiste
on S o0 § 0 83 0 84, jonka pituus k = 4.)

Olkoon sitten Iy = {(i1,...,ix)|1 < i; < m, j = 1,..,k}. Nyt hyddyntdmalld

m

yhtdlod F = U S;(F) yhteensi k kertaa, saadaan

i=1

F

i= i= i=

LmJS,' ( " S,’ ( " Sl())) = USil o Siz o...0 S,’k(F).
1 1 1 I

k-kertaa

15



Yhtilo pitee kaikille pituuksille £ € N, ja yhdisteiden kuvat muodostavat joukon
F peitteen.
Nyt koska kuvaus §;, o0 S;, o... 0 §;, on similariteetti itsessdédn suhteellac;, - ... ¢;,

saadaan lauseella 4.5 muodostettua yhtilo

= |FP’

ZC)(ZC

i i

D 1810850....08, (F)I* = |FI* Y (¢ -cionvciy)’ = |FI
I

I

Lisiksi
|Si, 08, 0... 08, (F)| = ciy - Ciy - ... - ¢i, |[F| < (max{cy,ca, ... cmDF|F).

Koska pituus k voidaan valita mielivaltaisesti ja cy, ..., c;; < 1, niin kaikillad > 0
on olemassa pituus k siten, ettd |S;, o ... o S; (F)| < 4. Siis yhdisteiden kuvat ovat
fraktaalin F ¢-peite. Koska on myds muita mahdollisia peitteité, niin HJ(F) < |F|*.
Asettamalla 6 — 0 saadaan H*(F) < |F|*. Ja edelleen koska |F| on &arellinen, niin
myo6s Hausdorffin mitta H*(F) on direllinen. On osoitettu, ettd Hausdorffin mitta
H*(F) on ylhaélta rajoitettu, ja se on ddrellinen luku.

Todistuksen loppuosa, jossa osoitetaan Hausdorffin mitan olevan myos alhaalta

rajoitettu, on 1dydettavissi teoksesta [2, s.119-120]. O
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5 Fraktaalit

Fraktaalien tarkka madrittely on haastavaa, mutta fraktaaliksi ajatellaan sellainen
joukko F, jolla on seuraavat ominaisuudet:

i) Fraktaalilla on hieno, tarkka seki toistuva rakenne.

ii) Fraktaali F on liian epdsidinnollinen kirjoitettavaksi tavanomaisen geometrian
avulla.

iii) Fraktaali F' on itsesimilaarinen, eli sisdltdd pienennoksia itsestddn. Itsesimi-
laarisuutta koskee midritelma 4.4.

iv) Fraktaalilla ¥ on usein dimensio, joka on suurempi kuin sen topologinen
dimensio. Tatd dimensiota kutsutaan Hausdorffin dimensioksi, ks. lause 4.5.

v) Useimmissa tapauksissa fraktaali /' on madritelty yksinkertaisella menetel-
malld, esimerkiksi rekursiivisesti. [2]

Kohdassa iv) kisiteltiin topologista dimensiota. Tahén késitteeseen ei syvennyta
tassa tutkielmassa tarkemmin, mutta aiheesta voi lukea lisad esimerkiksi lahteesta [4,
s.15, s.38].

Fraktaalien rakenteita 10ytyy luonnosta, kuten jo aiemmin mainittiinkin, esimer-
kiksi saniaisen lehdistd sekd lumihiutaleista. Lisédksi itsetoistuvan rakenteen voi huo-
mata esimerkiksi kukkakaaleissa. Kukkakaalien nuppu koostuu samanlaisista, mutta
vain pienemmistd nupun nikoisista osista.

Eriita tunnetuimpia fraktaaleja ovat Kochin lumihiutale, Sierpiriskin kolmio. Nai-
den lisdksi muita tunnettuja fraktaaleja ovat Mengerin pesusieni, Cantorin joukko,
Mandelbrotin joukko sekid Julian joukko. Tassi tutkielmassa késitellddn niistd nel-
jaa ensimmdistd. Mandelbrotin seké Julian joukoista 10ytyy lisdtietoja esimerkiksi
ldhteestd [5].

Tarkastellaan seuraavaksi erilaisten fraktaalien rakennetta sekd ulottuvuutta.

5.1 Kochin lumihiutale

Tarkastellaan fraktaalia nimeltd Kochin lumihiutale. Kochin lumihiutaleen piiri on
ddreton, mutta sen pinta-ala on direllinen. Kochin lumihiutaleen rakenne muodos-
tuu, kun pohjajana jaetaan aina kolmeen osaan, joista keskimmaéinen osa korvataan
tasasivuisella kolmiolla. [3, s.9]

Kuvassa 5.1 on Kochin kéyrdn alkutilanne. Tami suora jana jaetaan kolmeen
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Kuva 5.1. Taso 0: pohja (engl. initiator)

yhtd suureen osaan, joista keskimmaiinen jana korvataan tasasivuisella kolmiolla.

Kuva 5.2. Taso 1: kehittdja (engl.generator)

Tasasivuisen kolmion lisddmisen jidlkeen ollaan pdddytty kuvan 5.2 ndkoiseen
tilanteeseen. Tdtd ensimmaiistd vaihetta kutsutaan kehittdjaksi, silld tdtd osaa lisa-
tddn pienempind versiona jokaiseen janaan. Jokainen murtoviiva korvataan nyt tilla

kehittdjidn pienennokselli.

Kuva 5.3. Taso 2: Pohjasta ldhtien laskettuna janoja on jaettu yhteensi
kaksi kertaa, ja jokaiseen keskimmadiseen janaan on liitetty tasasivuinen

kolmio.

Kuvassa 5.3 on hyodynnetty ensimméisen tason kehittijdosasta, jolla on korvattu

jokainen murtoviiva.

Kuva 5.4. Taso 3: Till4 tasolla janoja on jaettu yhteensi kolme kertaa.

Edelleen jokainen murtoviiva on korvattu kehittdjiosan pienennoksellid, jolloin

ollaan saatu yhda monimutkaisempi kuvio. Kuvassa 5.4 niahddan Kochin kéyrélle omi-
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nainen piirin muoto. Kehittdjdosaa liitetddn ddrettoméin monta kertaa, jolloin piirin
pituus kasvaa kohti ddrettomyytta. Jos kehittdjaosan liittdmisessd osaa kierrettiisiin,

saataisiin suljettu kuvio, eli Kochin lumihiutale (kuva 5.5).

Kuva 5.5. Jos yhdistelldin akselinsa ympdri pyordytettyd Kochin kédyrian

osaa, saadaan mallinnettua Kochin lumihiutale.

Tarkastellaan seuraavaksi, millaiset similariteetit muodostavat Kochin kayrén.
Jotta iteraatiosta 1 (kuva 5.2) piistdisiin iteraatioon 2 (kuva 5.3), tdytyy kehittdja-
osaa kutistaa kertoimella 3 ja korvata horisontaaliset janat kahdella kopiolla. Lisiksi
kehittdjaosaa kutistetaan kertoimella 3 ja kierretdén 60° vastapdivain, jonka jilkeen
sijoitetaan tamai tasakylkisen kolmion vasemman kyljen paikalle. Viimeiseni kutiste-
taan kehittdjaosaa samalla kertoimella ja kierretddan 60° myotipdividn, ja sijoitetaan
kolmion oikean kyljen paille.

Similariteettien kertoimet ovat ¢y = ¢cp = ¢3 = ¢4 = % Nyt lauseella 4.5 saadaan

4
Ye=4- (%)S -1,
i=1
josta edelleen ratkaistaan
In(3)
Kochin kédyrian Hausdorffin dimensio on siis 1,26186.

=1,26186.

Sama tulos saataisiin, jos valittaisiin mika tahansa iteraatiotaso ja mitké tahansa
similariteetit. Esimerkiksi toisesta tasosta (kuva 5.3) kolmanteen tasoon (kuva 5.4),
pienennyskerroin olisi 9. Yhteensa pienennettyji kopioita liitettdisiin yhteen 16 kap-
paletta. Similariteettikertoimet olisivat siisc; = ¢, = ... = 16 = %. Nyt lauseella 4.5

saataisiin

josta edelleen ratkaistaan
_ 2-In(2)

= — =1,26186.
In(3)
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5.2 Cantorin joukko

Tarkastellaan seuraavaksi Cantorin joukkoa, joka on esitetty kuvassa 5.2.

[ [ NIy 1
Kuva 5.6. Cantorin joukon rakenne. Ylin jana
on lahtotilanne. Toiseksi ylimmiit janat on tulos

ensimmaisestd iteroinnista.
Cantorin joukon rakenteen alkutilanne on jana [0, 1], jolla on pituus 1. Jana

jaetaan kolmeen osaan, joista poistetaan keskimmainen. Jiljelle jaavét nyt janat [O, %]
ja [%, 1] . Edelleen ndma janat jaetaan kolmeen osaan, josta keskimmaiinen poistetaan.
Cantorin joukko on siis itsesimilaarinen ja se koostuu itsensi pienennoksista. [3, s.7]

Mairitetddn seuraavaksi Cantorin joukon Hausdorffin ulottuvuus. Miéritetdén
ensin Cantorin joukon similariteetit ja similariteettikertoimet.

Jotta alkuperisestd janasta [0, 1] péédyttiisiin toiselle riville janoiksi [0,1] ja
[% 1] , taytyy alkujanaa pienentéd kertoimella 3. Asetetaan sitten janat véleille [O, %]
ja [%, 1]. Ensimmaiisessd iteraatiossa on siis kaksi similariteettia S; ja S,, jotka

2
§ .
Merkitiddn nyt Cantorin joukkoa kirjaimella C. Nyt Cantorin joukolle

voidaan kirjoittaa muodossa Sj(x) = %x jaS(x) = %x +

2
C =80 = 510) usxA0).
i=1
Similariteettikertoimet ovat edelleen ¢; = ¢; = % Ja nyt hyodyntéen lausetta 4.5

saadaan

ch.szz.(%)s:l,

i=1

josta edelleen ratkaistaan
_ In(2)

5 In(3)

= 0,63093.
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5.3 Sierpinskin kolmio

Kasitelladn seuraavaksi fraktaalia nimeltd Sierpinskin kolmio, ja tarkastellaan timén
rakennetta sekid Hausdorffin ulottuvuutta.
Sierpinskin kolmio on itsesimilaarinen fraktaali, joten hyddynnetdin lausetta 4.5.

Tarkastellaan kuitenkin ensin Sierpinskin kolmion rakennetta. [3, s.8]

Kuva 5.7. Taso 0: Sierpinskin kolmion alkutilanne

Liahtétilanne on piirretty kuvaan 5.7. Kyseessé on tasasivuinen kolmio. Mérite-
tidn tasasivuisen kolmion sivujen keskipisteet, joiden kautta jaetaan kolmio neljéaksi

yhté suureksi kolmioksi.

Kuva 5.8. Taso 1: Sierpinskin kolmion iteroinnin ensimmaéinen vaihe

Naistd neljastd kolmioista keskimméinen poistetaan, jolloin jéljelle jad kolme
tasasivuista kolmiota, jotka osuvat toisiinsa kirjistddn. Paiddytddn kuvan 5.8 tilan-
teeseen. Edelleen ndiden kolmen kolmion sivujen keskipisteet médritetddn, ja niiden

avulla jokainen kolmio jaetaan neljdan yhté suureen tasasivuiseen kolmioon.

Kuva 5.9. Taso 2: Sierpinskin kolmion toinen iterointi

Samoin kuin edellisessi kohdassa, nytkin kaikki keskelle jaaneet kolmiot poiste-
taan, jolloin jiljelle jdd kuvan 5.9 mukaisesti yhdeksin pienté tasasivuista kolmiota,

jotka koskettavat toisiaan kérjilldan.
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Kuva 5.10. Taso 3: Sierpinskin kolmion iteroinnin kolmas vaihe

Edelleen jokainen tasasivuinen kolmio jaetaan sivujensa keskipisteiden avulla
neljddn pienempédin tasasivuiseen kolmioon, joista edelleen keskimmaéinen kolmio
poistetaan. Ndin padddytdaan kuvien 5.11 ja 5.12 kuvioihin. Téaté iterointia voitaisiin

jatkaa aina vain edelleen.

vV A
AnAl Al

>,
-

=\
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Kuva 5.12. Taso 5: Sierpinskin kolmion iteroinnin viides vaihe

Tarkastellaan seuraavaksi Sierpinskin kolmion similariteettikertoimia. Jotta al-
kutilanteen tasasivuinen kolmio saadaan iteroitua ensimmaéisen asteen kolmeksi kol-
mioksi, alkutilanteen kolmio on kutistettu kertoimella kaksi. N&itd pienennoksia
sijoitetaan kolme niin, ettd jokaisen kolmion kaksi kirked on alkuperdisen kolmion
kahden sivun keskipisteissa.

Similariteetteja on siis yhteensd kolme: S;, S5, ja S3, joiden similariteettikertoi-
metc; = ¢y = ¢3 = % Nyt lauseella 4.5 voidaan ratkaista Hausdorffin dimensio

Sierpinskin kolmiolle.

3 15
Zcis:3-(§) =1,

i=1

22



josta edelleen voidaan ratkaista Hausdorffin dimensio

1
_ 1@ _ 1,58496.[3, 5.8]

T )
5.4 Mengerin pesusieni

Tarkastellaan fraktaalia nimeltd Mengerin pesusieni. Mengerin pesusieni on kolmiu-
lotteinen kuutio, jonka osasia jaetaan ja poistetaan. Iteroinnin edetessd paddytddn

aina reikdisempéaén kuutioon, joka muistuttaa pesusientd. [1, s.108-109]

Kuva 5.13. Taso 0: Mengerin pesusienen alkutilanne

Kuvassa 5.13 on Mengerin pesusienen iteroinnin aloitustilanne. Kuutio jaetaan

27 yhtidsuureen kuutioon.

Kuva 5.14. Taso 1: Mengerin pesusienen ensimmaiinen iterointi

Jokaisen tahkon keskimméiinen kuutio poistetaan, jolloin jéljelle jad vain suurem-
man kuution sdrmit ja keskelle aukko. Paadytaan kuvan 5.14 mukaiseen tilanteeseen.

Edelleen jokainen pienempi kuutio jaetaan 27 pienempdin kuutioon. Nyt poistetaan

Kuva 5.15. Taso 2: Mengerin pesusienen toinen iterointi
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taas jokainen keskimmaéinen kuutio, ja tuloksena on kuvan 5.15 tilanne. Tarkastellaan
seuraavaksi Mengerin pesusienen similariteetteja ja niiden kertoimia.
Ensimmaisessa iteroinnissa alkuperdinen kuutio pienennetéién kertoimella 3. Ko-
pioita tehdiddn yhteensd 20 kappaletta, silldi keskimmadiset poistetaan (yhteensd 7
kuutiota). Similariteetit ovat siis Sy, 5>, ..., S20, ja ndiden similariteettikertoimet ovat
cl=C =..=c¢Cy = % Nyt lauseella 4.5 voidaan ratkaista Mengerin pesusienen

Hausdorffin dimensio.

josta edelleen voidaan ratkaista

In(20)
s =

= 2,72683.
In(3)
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6 Johdatus joukko-oppiin ja fraktaaleihin

Seuraavaksi esitellddn lukiolaisille tarkoitettu materiaali liittyen joukko-oppiin
sekd fraktaaleihin. Opiskelijoille suunnattu materiaali 10ytyy téstd linkistd. Lisaksi
materiaali on tutkielman liitteend (ks. 6.3.2). Materiaalin tarkoituksena on toimia joko
itseopiskeltavana aineistona tai oppitunnin tukena. Materiaali sisdltdd joukko-opin
alkeet ja siihen liittyvit termistot. Materiaalin tehtdvit eivit vaadi ennakkotietoja
joukko-opista tai fraktaaleista, ja esitys aloitetaan aivan perusasioiden kisittelysta
ja hallitsemisesta. Materiaalin loppuosassa kisitelldin myos fraktaaleja, jotka ovat
tiettyjd joukkoja tietyilld ominaisuuksilla. Fraktaaleissa kisitellddn tarkeimmat termit
kuten itsesimilaarisuus, similaarisuuskerroin sekia Hausdorffin dimensio.

Materiaali sisdltdd teoriaa, tehtdvid sekd malliratkaisuja vaikeimpiin tehtéviin.
Tehtdvit ovat suurimmalta osin interaktiivisia ja automaattitarkisteisia, mutta joissain
tehtdvissd palautus tapahtuu palautustiedoston avulla. Nami tiedostot opettaja voi

halutessaan tarkastaa seki pisteyttia.

6.1 Johdatus joukko-oppiin

Téssd luvussa tutustutaan joukko-oppiin ja sen keskeisiin termeihin. Materiaali sisél-

tdd kaksi johdantotehtivid, joiden tarkoituksena on toimia aktivoivina elementteina
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opiskelijoille. Tidssd osuudessa ei ole vield teoriaa, vaan opiskelijan tehtdvéni on itse
paatella kuvasta joukot seki niihin sisiltyvit alkiot.

Tehtavityypit tdassd kappaleessa ovat “totta vai tarua” -kysymykset seki piirto-
tehtava. Toisessa johdantotehtédvissa tarkoituksena on pohtia, kuinka joukot ja alkiot
voivat myOs kulkea limittdin piirroksissa. Yksi alkio voi kuulua moneen eri jouk-
koon, ja silti joukot eivit ole samat (joukkojen samuuteen palataan myohemmassi

vaiheessa).

6.2 Joukko-opin kasitteita

Edellisessd kappaleessa tutuiksi tulivat joukot ja alkiot. Tdssd kappaleessa syven-
nytddn tarkemmin ndihin olentoihin midritelmin tyylisten info -laatikoiden avulla.
Tarkeimmit teoriat kerrotaan harmaissa laatikoissa, joihin voi aina palata tehtivia

tehdessa.

6.2.1 Joukot ja alkiot

Ensimmadinen teorialaatikko sisiltdd tietoa joukoista ja alkioista tarkemmin kuin
johdantokappaleessa. Tassi kappaleessa kisitelldadn myos tyhjdjoukko sekd kahden
joukon samuus. Teoriassa kasitelldin merkinnit kuulua joukkoon € ja tyhja joukko,
0.

Tiassa kappaleessa opiskelija tekee ”valitse oikea vaihtoehto” -tehtavityypin teh-
tdvid, joissa on tehtdvdnantona havainnollistettu joukkoja ja alkioita ympyroillad ja
niiden sisdlle merkityilld alkioilla. Kappaleen lopussa ohjataan tarkastelu osajouk-
koihin.

6.2.2 Osajoukot

Téssd osassa teoriassa kisitellddn osajoukon madritelma. Késitellddn sisdltymiseen
kaytettdvit merkinndt C ja ¢. Lisédksi kidyddén ldpi tyhjin joukon sisdltyminen kaik-
kiin joukkoihin.

Tamén osuuden tehtdvidnd on “totta vai tarua” -tehtivi, jossa tehtdvinantona on
laadittu valmiit joukot, jotka on nimetty kirjaimin A — E. Tehtdvissi on automaatti-
nen tarkistus. Tehtavissd on mahdollisuus avata GeoGebra-sovellus, jos piirtiminen

auttaa hahmottamaan tehtivan toteutusta.
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6.2.3 Yhdiste, leikkaus ja erotus

Téssd osiossa opiskelija ldhtee tutkimaan yhdistettd, leikkausta ja erotusta johdan-
totehtidvin avulla. Johdantotehtivissd pyydetidin hahmottelemaan valmiiksi annetut
joukot GeoGebralla. Tamén jilkeen opiskelija palauttaa GeoGebralla toteutetun piir-
roksen sille merkittyyn palautuslaatikkoon.

Johdantotehtdvin jilkeen on teorialaatikko, jossa esitelladn yhdiste, leikkaus ja
erotus sekd nidihin liittyvit matemaattiset merkinnit (J, () ja \. Teoria késitellddn
esimerkin avulla niin, ettd tarkasteltavaksi joukoksi on valittu direlliset joukot A =
{a, b, c} sekd B = {a, ¢, d, e, f}.

Opiskelija tekee ensin ”valitse oikea vaihtoehto” -tyypin tehtéivan liittyen teke-
miénsi edelliseen johdantotehtdviin. Tehtidvissd on automaattitarkistus ja kolmessa
ensimmadiisessd osatehtidvissd on my0Os pieni opastus tehtdvinannossa.

Toinen tehtdvi liittyen leikkaukseen, erotukseen ja yhdisteeseen on “totta vai
tarua” -tyypin tehtéavé, jossa on valmiiksi annetut joukot. Joukot on havainnollistettu

piirtamalla.

6.2.4 Funktiot

Viimeinen osa liittyen joukko-oppiin on funktiot ja kidnteisfunktiot. Timéa osuus aloi-
tetaan johdantotehtavilld, jossa opiskelijaa pyydetddan hahmottelemaan GeoGebralla
pyydetyt joukot A ja B. Nididen joukkojen alkioiden vilille opiskelija pohtii jonkin
sadnnon ja piirtdd viivat niihin alkioihin, jotka liittyvét toisiinsa.

Johdantotehtdvin jidlkeen on teorialaatikko, jossa kisitellddn funktion merkin-
titavat ja madritelma. Lisdksi késitellddn funktion madrittely- ja arvojoukot. Téassa
hyddynnetdin piirrosta, jossa on eroteltu 1ahto- ja maalijoukoista médrittely- ja arvo-
joukot.

Opiskelija tekee yhteensd kaksi eri tehtdavad liittyen funktioihin. Ensimméiisen
tehtdavidn a-kohta on “raahaa”-tehtédvd, jossa on valmiiksi piirretty méérittely- ja ar-
vojoukot funktiolle f(x). Opiskelijan tulee raahata oikeat alkiot oikeille paikoille.
Tehtdvin b-kohta on “totta vai tarua” -tehtivi, jossa on vditteitd liittyen a-kohdan
funktioon. Tassd opiskelijan tulee pohtia muun muassa méérittelyjoukkoja neliojuu-

relle.
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6.2.5 Kaiidnteisfunktiot

Joukko-oppiosuuden lopussa kisitelldidn suppeasti myos kadnteisfunktiot. Tatd ha-
vainnollistetaan nuolella, joka kulkeekin joukosta B joukkoon A, eli pdinvastaiseen
suuntaan kuin aiemmin. Lis#ksi teoriaosassa on esimerkki, miten aidosti monotoni-

selle funktiolle voidaan muodostaa kadnteisfunktio.

Kaéénteisfunktioon liittyy my0s kaksi eri tehtdvad, joista ensimméinen on “raahaa”
tehtava, jossa pitdd tdydentdd kddnteisfunktion arvojoukon alkiot oikeisiin paikkoi-
hin. Liséksi tehtdvdssi kysytdin alkuperdisen funktion lauseketta, jolloin opiskelijan
tulee ensin 1oytis kidnteisfunktiolle ! lauseke, ja timin jilkeen ajatella se kisin-
teisesti.

Toinen tehtdva liittyen kdanteisfunktioon on kuvaajan lukeminen, jossa aluksi
muistellaan kuvaajan lukemista funktion f(x) = v/x avulla. Timiin jéilkeen viimeiset
“valitse oikea vaihtoehto” -tehtivit vaativat opiskelijalta oivallusta siitd, ettd kdéin-

teisluetaan vain y-akselilta.

6.3 Fraktaalit

Materiaalin loppuosassa perehdytiin fraktaaleihin, jotka itse asiassa ovat tietynlaisia
joukkoja tiettyine ominaisuuksineen. Pikkutarkemmat selvitykset téastd jatetdan ma-
teriaalista pois, silld materiaalin painopisteend on esitelld fraktaalit mahdollisimman

kevyesti.

6.3.1 Mita ovat fraktaalit?

Fraktaalien méaéritteleminen ei ole yksinkertaista, mutta materiaalissa fraktaali méa-
ritelldéin olentona, jolla on ominaisuutenaan itsesimilaarisuus seka tietty Hausdorffin
dimensio. Materiaalissa havainnollistetaan luonnosta 10ytyvia itsesimilaarista raken-
netta Romanescu-kukkakaalilla, jonka rakenteessa on selkeisti havaittavissa osasia,
jotka ovat kokonaisuudesta luotuja pienempid kopioita. Opettaja voi oppitunnilla
kertoa muista luonnossa esiintyvisti itsesimilaarisista asioista, kuten lumihiutaleista,
saniaisenlehdistd, kukka- ja parsakaaleista.

Johdantotehtidvini opiskelija hyodyntidi internettid ja etsii tietoa siitd, mista kaik-
kialta luonnossa tita fraktaalille ominaista piirrettd, itsesimilaarisuutta, voi 10ytaa.
Vastaus palautetaan tekstimuodossa.

Materiaalissa kasitelldadan Kochin lumihiutaleen "rakennusvaiheet". Tarkemmat
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yksityiskohtaiset tiedot lumihiutaleen rakentumisesta 16ytyy tamin tutkielman kap-
paleesta 5.1.

Opiskelija perehtyy Sierpinskin kolmion rakentamiseen yhden tehtavéan avulla.
Tehtdvissd on annettu kuvina Sierpinskin kolmion viisi ensimmaistd rakennusvai-
hetta, jotka ovat sekaisessa jarjestyksessd. Opiskelijan tulee jirjestdd kuviot oikeaan
jarjestykseen. Taman jidlkeen opiskelija pohtii, mikd on kaava Sierpinskin kolmion
rakentumiselle. Minkdélaisia vaiheita on ndhtivissd jokaisessa rakennusvaiheessa?
Tarkemmat yksityiskohtaiset tiedot Sierpinskin kolmion rakentumisesta 10ytyy té-
min tutkielman kappaleesta 5.3.

Kolmas tehtévi sisiltdd tietoja Mengerin pesusienesti ja opiskelija jarjestdd kol-
me Mengerin pesusienen vaihetta oikeaan jirjestykseen ja pohtii myos Mengerin pe-
susienen rakennusvaiheita. Tarkemmat yksityiskohtaiset tiedot Mengerin pesusienen
rakentumisesta 10ytyy timén tutkielman kappaleesta 5.4.

Viimeisena tehtivind tdhidn osioon liittyen opiskelija perehtyy itsendisesti Julian
ja Mandelbrotin joukkoihin hyddyntéen internettid. Opiskelija vastaa tekstikysymyk-

seen, mitd samaa ja mité eroa ndilld kahdella joukolla on.

6.3.2 Fraktaalien rakenne

Materiaalin lopussa kisitellddn fraktaalien rakennetta. Tutustutaan kisitteisiin itsesi-
milaarisuus, similariteettikerroin ja Hausdorffin dimensio. Fraktaalien ulottuvuudet
poikkeavat meidin kokemistamme ulottuvuuksista (kokonaisluku-ulottuvuuksista)
siind, ettd fraktaalien ulottuvuudet voivat olla my6s muita kuin kokonaislukuja.
Fraktaalien Hausdorffin dimension miirityksestd on materiaalissa esitetty esi-
merkkitehtadva, jossa lasketaan vilivaiheet esittien Kochin lumihiutaleen Hausdorf-
fin dimensio. Tamén tutkielman kappaleessa 5.1 késitellddn Kochin lumihiutaleen
dimension miiritys, mutta materiaalissa on esitetty yksityiskohtaisempi lasku.
Opiskelijalle on kaksi tehtavii tassd osuudessa, jossa hiin itse maarittad Sierpins-
kin kolmion ja Mengerin pesusienen Hausdorffin dimensiot. Ndissa tehtdvissd oma
vastaus palautetaan liitetiedostona. Tehtédvissda on mahdollista saada vihjeiti tehtidvin
ratkaisemiseen. Lisiksi opiskelija voi vertailla omaa vastaustaan malliratkaisuun. Té-
min tutkielman kappaleissa 5.3 ja 5.4 kisitellddn Sierpinskin kolmion ja Mengerin

pesusienen Hausdorffin dimensioiden maédéritys.
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Liitteet

Joukko-oppia ja fraktaaleja

On suositeltavaa avata materiaali verkossa osoitteessa https://tim.jyu.fi/view/tau/toisen-
asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja. Liitteessd on kol-
me tehtdvad, jotka eivit ndy miten niiden pitdisi. Ndma tehtdvit ovat interaktiivisia
raahaustehtavia: Tehtdva 3.2: Funktio eli kuvaus, tehtdva 3.3: kadnteisfunktio se-
ki tehtava 4.2: Sierpinskin kolmio. Selaimessa materiaalin interaktiiviset tehtavat

toimivat parhaiten, ja kdyttdjan vastaukset tallentuvat.
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Joukko-opista fraktaaleihin

Ohjeita kayttajalle
Materiaali koostuu viidesta alaluvusta, jotka sisaltavat tehtavia, teoriaa seka esimerkkeja

liittyen joukko-oppiin ja fraktaaleihin. Loéydat sisallysluettelon linkkeineen sivun
vasemmasta reunasta.

Materiaali on pyritty suunnittelemaan niin, etta sita voidaan hyédyntaa sekd oppitunneilla
etta itsendisessa opiskelussa. Tehtdavia suositellaan tekemaan annetussa jarjestyksessa,
silla jokainen osio sisaltda oman oppisisaltdnsa seka mahdollisesti tarkeaa taustatietoa
seuraaviin tehtaviin.

Suurin osa tehtdvistd on rakennettu siten, etta vastaukset voi tallentaa tai
tarkistaa tehtavan yhteydessa. Tehtavat ovat tyypiltaan sellaisia, etta laskimeen ei tarvitse
turvautua. Jos tehtavassa kasketaan hyddyntamaan vapaavalintaista ohjelmistoa, sen

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja 1/26
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yhteyteen on lisatty kohta, johon voit ladata kuvakaappauksen tai vastaustiedoston, kun
olet saanut tehtavan valmiiksi. Nain voit tallentaa kaikki vastaukset talle sivulle. Jos teet
tehtavan paperille, voit ottaa siita kuvan ja ladata palautuskohtaan.

Oh

jeita vastaamiseen:

Osa tehtavista avautuu kokonaiseksi vasta kun viet kursorin tehtavan paalle.

-merkki tarkoittaa sulkeutuvaa aluetta, jota klikkaamalla saat nakyviin piilotetun
sisallén, esim. vastausikkunan, kysymykset tai mallivastauksen.
Kaikista tehtavissa ei tule erillista ilmoitusta, menikd vastaus oikein vai vaarin. Etsi
talléin Points tehtavan ylareunasta:

o Jos Points: 0 niin vastaus ei ole oikein. Alusta tehtava ja kokeile uudelleen.

Huom. joissain tehtavissa vastauskertojen maara on rajoitettu.

o Jos Points: 1 tai enemman, vastaus meni oikein.
Tekstivastauksista ei tule automaattisesti pisteita eika oikein/vaarin -ilmoitusta, mutta
opettaja voi halutessaan pisteyttaa nama tehtavat.

Muita vinkkeja:

Voit merkita alueen luetuksi klikkaamalla sivun oikeassa reunassa nakyvaa oranssia
palkkia.
Oikean reunan merkista voit lisata kyseiseen kohtaan julkisen kommentin tai tehda

muistiinpanoja, jotka nakyvat vain itsellesi ( Just me).

Jos reuna on keltainen, materiaaliin on tehty muutoksia sen jalkeen, kun olet lukenut
sen.

Materiaalin lopusta I6ytyy ylimaaraisia paikkoja vastaustiedostojen palauttamiselle.
Aivan materiaalin lopusta l16ydat ylimaaraisia palautuspaikkoja vastaustiedostolle

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja
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1. Johdatus joukko-oppiin

1.1 Johdantotehtdva 1

D

T
m

b

Ylla olevassa kuvassa on nelja joukkoa A, B, C ja D. Joukkoihin kuuluvat alkiot (tassa

pienet kirjaimet) luetellaan aaltosulkeissa. Kuvaavatko seuraavat ilmaisut ylla olevia
joukkoja? Valitse totta tai tarua.

True False

D ={d, n, m, t, s} (J  Correct!

A =a, e, i} 0  Correct!
C ={k, c} O Correct!
B = {b} O Correct!
C=D O Correct!
d=D O Correct!
a=ce @) Correct!

1.2 Johdantotehtava 2

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja
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Tassa tehtdvassa tarvitset jotain ohjelmista, jolla voi piirtda. Esimerkiksi GeoGebran
online-version voit avata alla olevasta pudotusvalikosta.

== Avaa GeoGebra tasta!

Seuraa tarkasti ohjeistusta, ja vastaa tdman jalkeen tehtaviin. Tehtavat I[dydat
pudotusvalikoista hieman alempaa.

1. Piirra GeoGebralla kolme erilaista ellipsia siten, ettd voit liikuttaa niita vapaasti
raahaamalla.

2. Nimea ellipsit seuraavasti:
N luonnolliset luvut
7. kokonaisluvut
R reaaliluvut

3. Lajittele seuraavat luvut oikeisiin ellipseihin:

3

5’

4. Ota kuvakaappaus tekemastasi kuviosta ja palauta se alla olevaan palautuslaatikkoon.

20, —5, 3.08, e

T,

== 2.2 Johdantotehtévin palautuslaatikko
== Avaa tehtivat tasta!

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja 4/26



28.8.2020 Joukko-oppia ja fraktaaleja - TIM

2. Joukko-opin kasitteita

Johdantotehtavassa 2 muodostamasi ympyrat tai ellipsit ovat esimerkkeja joukoista.
Luvut, joita asetit ympyrdiden sisadlle, ovat nimeltdan alkioita, eli joukon jasenia.

Joukossa voi olla daretodn tai aarellinen maara alkioita.

Joukot ja alkiot
Olkoon joukko

S ={a, b, c, d}.

Lukuja a, b, ¢, ja d kutsutaan joukon S alkioiksi.
Jos alkio a kuuluu joukkoon S, merkitaan

a€Ss.
Jos alkio a ei kuulu joukkoon S, merkitaan

aéds.

tallgin merkitaan S = 0.
Kaksi joukkoa ovat samat, jos niilla on samat alkiot. Eli

A = B, jos a € A silloin ja vain silloin, kun a € B.

Joukko voi olla myo6s tyhjé joukko, jolloin joukossa ei ole yhtaan alkiota ja

2.1 Tehtava: Joukot ja niiden alkiot

Kuvassa on hahmoteltu joukot M, K ja L, ja niihin sisaltyvat alkiot. Valitse oikeat

vastaus!
K

M 1 b a

h

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja
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a. Joukko K voidaan kirjoittaa

®; K ={b, f}
O K={a b, f}
K=a K=bjaK=f

3. kysymyksen selitys oikeasta vastauksesta

b. Joukko L voidaan kirjoittaa

O L=0
OL=0
O L = {0}

c. Joukko M voidaan kirjoittaa

OM:{C, ha daea J7 Ka L}
O M ={c, h,d, e J, K, {0}}
OM:{Ca ha daea J’ K}

Joukon alkioista voidaan muodostaa myds pienempida joukkoja. Talldéin kyseessa on
osajoukoista. Jos vaikka joukko A = {1,2,3,4}, sen osajoukkoja olisivat esimerkiksi

{1,2}, {2,4}.

Osajoukot
Olkoon joukko

S ={a, b, c}.

Joukon S erés osajoukko olisi joukko {a, b}.
Jos joukko A on joukon S osajoukko, niin jokaisen joukon A alkio on oltava
my0s joukon S alkio. Talléin merkitaan

AcCS.

Jos joukko A ei ole joukon S osajoukko, niin merkitdan
A¢gS.

Jokainen joukko A on aina myo6s itsensa osajoukko, eli
ACA

Tyhja joukko @ on jokaisen joukon osajoukko, eli jos joukko S on mika
tahansa joukko, niin aina @ C S.

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja 6/26
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2.2 Tehtava: Joukot ja niiden osajoukot

Olkoon joukot

A=1{2, 4, 6, {7}, 8, 15, 20}

Joukko-oppia ja fraktaaleja - TIM

B=1{2, 6, 8)
Cc=1{1, 2}
D = {6}

E = {6, {7}}

== Avaa GeoGebra tasta!

a. Onko vaite oikein vai vaarin?

ccbhD
B¢ A
DCE
EcCcD
E¢ A
DccC

b. Ovatko véaitteet totta vai tarua? Valitse oikea vaihtoehto.

True False

O
O

0O O

(4

U 8 8 0

Correct!
Correct!
Correct!
Correct!
Correct!

Correct!

True False

DcCcFE O
ccB O
PeD O
PcA O

)

O
O
O

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja
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2.3 Johdantotehtava: Yhdiste, leikkaus ja erotus

Tutustutaan seuraavaksi joukko-opin kasitteisiin yhdiste, leikkaus ja erotus. Tee alla

olevat tehtavat. Avaa GeoGebra-appi alla olevasta pudotusvalikosta ja hahmottele
tehtavat kuvina!

Hahmottele GeoGebralla seuraava tilanne ja vastaa kysymyksiin.

Piirré joukko E, johon kuuluu alkiot 1,3 ja 5.

Piirrd joukko F’, johon kuuluu alkiona joukko F ja myds alkiot 2 ja 4.
Piirra joukko G, johon kuuluu alkiot 1,2 ja 3.

Kirjoita joukot kayttaen joukko-opin merkintdja (A = {})

5. Palauta alla olevaan palautuslaatikkoon kuvakaappaus piirroksestasi

-l

= Avaa GeoGeobra tésta!
= 3.3 Johdantotehtévan palautuslaatikko

Joukkojen yhdiste, leikkaus ja erotus
Olkoon joukot A ={a, b, c} ja B=1{a, c, d, e, f}.
Ndiden kahden joukon yhdiste on sellainen joukko, joka sisaltdaa molempien
joukkojen alkiot. Yhdistetta merkitdan U:IIa. Siis
AUB ={a, b, ¢, d, ¢, f}

Joukkojen A ja B leikkaus sisiltdd kaikki ne alkiot, jotka loytyvat seka
joukosta A etta joukosta B. Leikkausta merkitdan ﬂ:lla. Siis

AﬂBz {a, c}

Joukkojen A ja B erotus tarkoittaa, ettd joukon A alkioista poistetaan

joukon B alkiot, ja luetellaan jéaljelle jaanyt joukko. Joukkojen A ja B erotus
merkitdan A \ B. Siis

A\ B = {b}

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja 8/26
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2.4 Tehtava: Yhdiste, leikkaus ja erotus

a. Jos joukoista E ja F' muodostetaan yhdiste, eli luetellaan kaikki ne alkiot, jotka ovat
joukossa F tai joukossa F', uusi joukko olisi

O EUF ={1,2,3}

O EUF ={1,2,3,4,5}
O EUF ={6,7,8}

o EUF ={0,1}

b. Jos joukoista E ja G muodostetaan leikkaus, eli luetellaan ne alkiot, jotka l6ytyvat
molemmista joukoista E ja GG, uusi joukko olisi

O ENG=1{1,2,3,4,5}

O ENG = {2}
o ENG ={1,3}
O ENG=0

c. Jos joukosta GG erotetaan joukon E alkiot, eli tehddan erotus, uusi joukko olisi

O G\ E={2}
O G\ E={1,2,3)
O G\E=10

O G\ E=1{1,3}
d. Joukko E | J G on sama asia kuin

O {1,2,3,4}
© {1,3}
O {1,2,3,5}

e. Joukko {2} on sama asia kuin
O G\E
O F\E
O E\G

f. Joukko E () F' on sama asia kuin

O {1,3,5}

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja 9/26
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O {1,2,3,4,FE}
o0

g. Joukko {E,1,3,4} on sama asia kuin

O F\G
O GNE
O EUF

2.5 Tehtava: Yhdisteet ja leikkaukset

D

n m

Tarkastele ylla olevaa kuvaa. Onko vaitteet totta vai tarua? Valitse oikea vaihtoehto.

True False

AUB ={a,b,e,i} O Correct!
D\ C ={c, k} O Correct!
CUUD = {d} O Correct!
C\ D = {c, k} O Correct!
CN D ={d} O Correct!
BUCcUD ={b,c,d,k,n,m, s, t} (J  Correct!
AND =10 (0 Correct!

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja
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3. Funktiot

3.1 Johdantotehtava: Kahden alkion valinen yhteys

Tutustutaan seuraavaksi joukko-opin kasitteita yhdiste, leikkaus ja erotus. Tee alla olevat
tehtavat. Avaa GeoGebra-appi alla olevasta pudotusvalikosta ja hahmottele tehtavat
kuvina!

Hahmottele GeoGebralla seuraava tilanne ja vastaa kysymyksiin.

1. Piirré joukko A, johon kuuluu alkiot 1,2 ja 4.

2. Piirrd joukko B, johon kuuluu alkiot 1,4 ja 16.

3. Onko naiden eri joukkojen alkioiden valilla jokin yhteys?

4. Piirra joukon A alkioista viiva niihin joukon B alkioihin, jotka mielestasi liittyvat yhteen
jollain saanndlla.

5. Palauta alla olevaan palautuslaatikkoon kuvakaappaus piirroksestasi

6. Vastaa alla oleviin kysymyksiin.

= Avaa GeoGebra tésta!
== Avaa tehtdvat tasta!
=k 4.1 Johdantotehtévan palautuslaatikko

Tarkastellaan seuraavaksi funktioita joukko-opin nakdkulmasta. Funktio liittda kahden eri
joukon, maarittelyjoukon ja maalijoukon, alkiot toisiinsa. Tarkastellaan ensin, mita nama
joukot ovat.

Funktio eli kuvaus

Funktio f on saantd, joka liittda jokaiseen maddrittelyjoukon A alkioon
yksikasitteisesti jonkin maalijoukon B alkion. Maalijoukosta B voidaan erottaa
erilleen arvojoukko, johon sisaltyvat vain ne maalijoukon alkiot, joille funktio
f kuvaa alkion a.

Jos on olemassa tallainen saantd, joka kuvaa yksikasitteisesti jokaisen joukon
A alkion jollekin maalijoukon B alkiolle, niin sanotaan, ettd f on funktio eli
kuvaus joukolta A joukkoon B. T&ata merkittaisiin

f:A—>B
Jos funktio f liittda joukon A alkion a joukon B alkioon b, niin merkitaan

fla) =0

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja 11/26
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Maérittelyjoukko Maalijoukko

Sanotaan, ettd funktio f kuvaa alkion a alkiolle b.

Kuvassa oleva sininen ympyra kuvastaa funktion f maéarittelyjoukkoa. Funktio
f kuvaa jokaisen maarittelyjoukon A alkion yksikasitteisesti jollekin
maalijoukon B alkiolle.

Funktion kdsitteeseen liittyvit joukot

Maaérittelyjoukoksi kutsutaan sita joukkoa, jossa funktio on maaritelty. Taman
joukon jokainen alkio on mahdollista kuvata funktion avulla jollekin toiselle
alkiolle.

Esimerkiksi funktio f(z) = Inz on maaritelty vain positiivisilla reaaliluvuilla, eli
maéaarittelyjoukko on RY,

Maalijoukoksi kutsutaan sitéa joukkoa, johon kuuluvat maarittelyjoukon
alkioiden kuvat. Kaikille maalijoukon alkioille ei valttdmatta kuvaudu mikaan
maarittelyjoukon alkio. Esimerkiksi, jos tarkastellaan funktiota f(:r) = 2x ja
rajataan tarkastelussa maarittelyjoukoksi vain kokonaislukujen joukko
z=A..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, talldin funktion maalijoukko on myés
ainoastaan kokonaislukujen joukko Z. Tasta maalijoukosta voidaan viela
erottaa omaksi joukokseen arvojoukon.

Arvojoukko on se maalijoukon osa, jossa ovat ainoastaan ne alkiot, joihin
funktio kuvasi madrittelyjoukon alkion. Esimekiksi funktion f(x) =2z
arvojoukko on kaikki parilliset kokonaisluvut {..., —6,—4,—2,0,2,4,6,...}.

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja
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Madrittelyjoukko

Maalijoukko

3.2 Tehtava: Funktio eli kuvaus

a. Olkoon funktio f(z) = 4/z. Yhdisté oikeat joukon A alkiot oikeisiin joukon B alkioihin.

Taydenna arvojoukko.

Siirra joukon B alkiot oikeisiin kohtiin niin, etta sininen nuppi osuu vihreaan ympyraan.

b. Tarkastele a-kohdan funktiota. Onko vaite totta vai tarua?

Funktion f maarittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko R

Funktio f liittaa jokaiseen maarittelyjoukon alkion johonkin arvojoukon
alkioon

Funktion f arvojoukko on epénegatiivisten reaalilukujen joukko [0, oo]

Funktion f maéarittelyjoukko on epénegatiivisten reaalilukujen joukko R* U
{0}
Funktion f arvojoukolle patee, ettd —2 € B.

Arvojoukon alkiolle 15 kuvautuu maarittelyjoukon alkio 3.

Arvojoukon alkiolle 15 kuvautuu maarittelyjoukon alkio 225.

True False

O

a

)

Kaanteisfunktio

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja
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Kaikilla funktioilla ei ole olemassa kdaanteisfunktiota. Kaanteisfunktio on
olemassa, jos jokaiselle maalijoukon alkiolle kuvautuu tasmalleen yksi
maarittelyjoukon alkio.

A B

Tarkastellaan aiemmin kasiteltyd funktiota f : A — B. Oletetaan nyt, ettd f
kuvaa maalijoukon jokaiselle alkiolle b tdsmalleen yhden maarittelyjoukon
alkion a. Silloin tdma funktio f liittda nyt jokaiseen alkioon a tietyn alkion b.
S&anto, joka liittda jokaiseen joukon B alkioon b yksikasitteisesti jonkin
joukon A alkion a, maérittelee kdanteisfunktion f—1:

f1:B— A

Kaanteisfunktion maarityksesta
Kaanteisfunktion maarittdminen tapahtuu kaytanndssa niin, etta ratkaistaan
esimerkiksi ensimmaisen asteen yhtélé y =ax +c (a #0) muuttujan z
suhteen:
y—c

.

xr =

Ja t4té saatua lauseketta merkitaan kaanteisfunktiona f~1(y) = ¥=°.

Koska olemme tottuneet kayttamaan muuttujan paikalla kirjainta x, niin
vaihdetaan vield saatuun kaanteisfunktioon muuttujan paikalle x:
r—c

@) =

Osalle funktiosta voidaan maarittaa helpostikin kaanteisfunktio, mutta usein
maaritys on haastavaa ja tyodlasta.

a

https://tim jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/joukko-oppia-ja-fraktaaleja
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3.3 Tehtava: Kaanteisfunktio
d.

Olkoon funktio f: A — B nyt eri funktio kuin aiemmassa tehtavéssa. Siirré joukon A
alkiot oikeisiin kohtiin. Mika funktio f on?

Taydenna kaanteisfunktion arvojoukko.

== Vastausruutu
b.

Kuvassa on funktio f(z) = ¢/z kun z € [0,00[. Tarkastele funktion kuvaajaa ja valitse
oikeat vaihtoehdot.

4
flx) =V

2

0 2 4 B 8 10 12 14

-2

1. Funktion f arvo kohdassa z = 0 on

O 4
O 0
O 3
° -}

O Kohta & = 0 on maarittelyalueen ulkopuolella.

2. Funktion f arvo kohdassa x = 1 on

O O O O

oo = N ol

3. Kaanteisfunktion arvo f1(2) =

o1

Wl
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O 8
00
O 53

4. Kaanteisfunktion arvo f~1(1) =

O O O O
N e O

5. Funktion f(z) = +/x k&anteisfunktio on

C.

Miten kaanteisfunktion f_l arvo voidaan lukea funktion f kuvaajasta?

Seuraavaksi kasitellaan fraktaalin kasite ja sen ominaisuuksia. Fraktaalit ovat itse asiassa
joukkoja, joilla on tiettyja ominaisuuksia.
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4. Mita ovat fraktaalit?
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1 ‘e ! e “"I
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Fraktaalin maaritteleminen tarkasti on melko haastavaa, mutta fraktaalina voidaan pitaa
sellaista kokonaisuutta, joka koostuu pienemmistd osista, jotka ovat kopioita tasta
kokonaisuudesta. Fraktaalille tarkeimpia ominaisuuksia on itsesimilaarisuus seka
fraktaalille ominainen Hausdorffin dimensio.

Ylla olevassa kuvassa Romanescu-kukkakaalissa voit huomata taman toistuvan rakenteen:
koko kaali nayttaisi koostuvan pienemmista kaalin nakoisista osista.

Fraktaaligeometrian kehittajana pidetaan Benoit Mandelbrotia, joka oli puolalaisyntyinen
matemaatikko. Mandelbrot tutki kaaosteoriaa ja tutki niin kutsuttua /uonnon uutta
geometriaa.

Ensimmaistd fraktaaliteoriaa kehitettiin tarkoituksena ymmartda matemaattista sisaltéa
kayrien jatkuvuudesta ja aarettdmyydesta. Mandelbrot toi julki ajatuksen siita, etta
fraktaalit ovat |dydettavissa myods luonnosta.
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Erditd (jo nyt) klassisia fraktaaleja ovat Kochin Ilumihiutale, Sierpinskin kolmio seka
Mengerin pesusieni. Lisaksi on Cantorin joukko, Julian joukko sekda Mandelbrotin joukko.
Naista kasitelldaan tassa materiaalissa ensimmaiset kolme.

£
, &. | I | | N ] | B | | N |
afighgﬁaﬁ?a

4.1 Johdantotehtava: Mista kaikkialta luonnosta
fraktaaleja voi loytaa?

Etsi internetista tietoa siitd, mistd kaikkialta luonnosta voit |6ytaa itsesimilaarisia
rakenteita.

= Vastausruutu

Tarkastellaan seuraavaksi Kochin lumihiutaletta. Eri fraktaalien rakentuminen sisaltaa
paljon samanlaisia paapiirteita ja ndin ollen myds Kochin lumihiutaleen vaiheet on
paikannettavissa myos muiden fraktaalien rakentumisvaiheista.

Kochin lumihiutale
Kyseisen fraktaalin kehittdja on nimensa mukaisesti Helge van Koch. Kuvion
rakentaminen aloitetaan pohjajanasta.

Tama pohjajana jaetaan kolmeen yhta suureen osaan. Naistd keskimmainen
osa korvataan tasasivuisella kolmiolla.

Edelleen nama nelja janaa jaetaan jokainen kolmeen osaan. Naista osista aina
keskimmainen korvataan tasasivuisella kolmiolla.
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/\ﬁ/\

Tata toistaen edetaan, jolloin Kochin kdayra saa jo ominaisen muotonsa.

mmw %%mmm

Jos jokaisella tasolla korvauksen ohessa uutta janaa myds kaannetaan 60°,
muodostuu suljettu kuvio.
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4.2 Tehtava: Sierpinskin kolmio

£ A
ﬁ ‘ _&@.&_ ﬁ:ﬁ
AD AR A A
i s  MAMLALA A A

Kuvio a. Kuvio b. Kuvio c. Kuvio d. Kuvio e.

Jarjestele kuviot oikeaan jarjestykseen niin, ettd Sierpinksin kolmion ensimmainen vaihe
on vasemmalla ja viimeinen oikella.

<h4>{}</h4>
<p class="stem">{}</p>
<div><label> <span>
<input type="text"
class="form-control"

placeholder=""
size="{}"></span></label>
</div>
<button class="timButton">
Save
</button>
<a>{}</a>

<p class="plgfooter">{}</p>

<l--lazy --></span></tim-plugin-loader></div>

b.

Miten Sierpinskin kolmio rakennetaan? Minkalaista vaihetta toistetaan jokaisessa
vaiheessa?

4.3 Tehtava: Mengerin pesusieni

Mengerin pesusienen kolme ensimmaista vaihetta.

Siirra Mengerin pesusienen vaiheet oikeisiin kohtiin.
b.

Miten Mengerin pesusieni rakennetaan? Minkadlaista vaihetta toistetaan jokaisessa
vaiheessa?
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4.4 Tehtava: Muita fraktaaleja

Alla on kuvat Mandelbrotin joukosta seka Julian fraktaaleista.

Mita samanlaisia ja erilaisia piirteita nailld kahdella fraktaalilla on? Kirjoita lyhyt pohdinta
siita, mita kuvissa naet. Mandelbrotin ja Julian fraktaaleihin ei perehdyta tassa
materiaalissa enempaa, silla ne ovat huomattavasti monimutkaisempia kasitella.

== Vastausruutu
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5. Fraktaalien rakenne

Fraktaalien toistuvaa rakennetta kutsutaan itsesimilaarisuudeksi. Taman
similaarisuuden aiheuttaa similariteettikerroin, joka on jokaiselle fraktaalille ominainen.
Lisaksi fraktaaleja kasiteltdessa usein térmataan Hausdorffin dimensioon, eli fraktaalin
ulottuvuuteen. Tama ulottuvuus poikkeaa niista ulottuvuuksista, joita olemme yleisesti
oppineet kayttamaan, eli kokonaisluku-ulottuvuuksista.

Hausdorffin dimension maarittaminen
Fraktaalille F' patee, etta

m
F=|]JSi(F),
i=1
jossa S1, 59, ... ovat fraktaalin similariteetteja.

Nyt fraktaalille F' Hausdorffin dimensio s saadaan yhtdlosta, jossa ci,co, ...
ovat similariteettien kertoimia.

m
E c; = 1.
i=1
Kerroin c¢p,c2,... ilmaisee, mika on kutistuksen suhde, eli paljonko osaa

pienennetaan.

5.1 Esimerkki: Hausdorffin dimension maarittaminen

Tarkastellaan Kochin Ilumihiutaleen Hausdorffin dimensiota. Tiedetaan, etta Kochin
lumihiutale muotoutuu alkujanasta niin, ettd jana jaetaan aina pienempiin osiin ja
korvataan keskimmainen osa tasasivuisella kolmiolla. Lahtdtietona tiedetaan, ettd uuden
osan kutistus tapahtuu kertoimella kolme.

Tarkastellaan nyt siirtymista vaihesta kaksi vaiheeseen kolme, jossa jo alkuperdiseen
janaan on jo liitetty tasasivuinen kolmio. Alla olevassa kuvassa yksi jana on jo jaettu
kolmeen osaan ja siihen on liitetty tasasivuinen kolmio.
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Tama punainen kuvio on nyt pienennés alkuperaisesta kuviosta. Eli se on % - alkuperéinen

Naita korvauksia tehddan yhteensa nelja, eli molempiin kolmion sivuihin seka
vaakasuoriin janoihin.

Hyddynnetdan nyt maaritelman laskukaavaa Hausdorffin dimension maarittamiselle:

=1

ja tassa esimerkissa ¢t = co =c3 =c¢c4 = 3

Kirjoitetaan yhtal6 auki:
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Kochin lumihiutaleen, jonka kutistuskerroin on 3, Hausdorffin dimensio s = 2122 ~ 1, 26.

5.2 Tehtava: Sierpinskin kolmion Hausdorffin dimensio

Maarita Sierpinskin kolmion Hausdorffin dimensio, kun tiedetdan kutistuskertoimen olevan
2. Sierpinskin kolmion aloitustilanne on tasasivuinen kolmio, joka jaetaan neljaan yhta
suureen kolmioon, joista keskimmainen poistetaan.

ﬁAA ADLD
Aa A
A A AAAA AMAd A £

Palauta vastaustiedosto tahan.

== Vihje 1
== Vihje 2
== Ratkaisu
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5.3 Tehtava: Mengerin pesusienen Hausdorffin
dimensio

Maarita Mengerin pesusienen Hausdorffin dimensio, kun tiedetaan kutistuskertoimen
olevan 3. Mengerin pesusienen aloitustilanne on umpinainen kuutio, joka jaetaan 27 yhta
suureen kuutioon. Samoin kuin Sierpinskin kolmionkin tilanteessa aina keskimmainen
kuutio poistetaan.

Palauta vastaustiedosto tahan:

== Vihje 1
o= Vihje 2
== Ratkaisu
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6. Ylimaaraisia palautuspaikkoja
vastaustiedostoille

Tahan voit tarvittaessa palauttaa tiedostoja, jos esimerkiksi tehtavan vastaus koostuu
useammasta kuin yhdesta tiedostosta. Pyri kuitenkin palauttamaan vastaustiedosto vain
yhtena tiedostona itse tehtavan yhteyteen, jotta opettajan on helpompi I16ytaa se.
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