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Téssd pro gradu -tutkielmassa kehitettiin sahkoinen oppimateriaalipaketti logaritmien
opiskeluun lukion pitkidssd matematiikassa. Kehittdmistutkimuksen avulla pyrittiin
vastaamaan logaritmien oppimisessa havaittuihin haasteisiin seki selvittiméaan, mil-
laiseksi opiskelijat ja opettajat kokevat laaditun sdhkoisen oppimateriaalin kiyton.

Tutkimusprosessi koostui kolmesta kehittdmissyklistd. Tutkielman matemaatti-
sessa osuudessa kdsiteltiin eksponentti- ja logaritmifunktioiden teoriaa. Teoreetti-
sessa ongelma-analyysissi tarkasteltiin logaritmeja lukion opetussuunnitelman pe-
rusteissa (2015), matematiikan osaamista kasitteellisen ymmartdmisen ja menetel-
millisen sujuvuuden nidkokulmista, sdhkoisid oppimateriaaleja oppimisympéristona
sekd matematiikan kielentamisen ja tutkivan matematiikan tuomia mahdollisuuksia
matematiikan oppimiseen ja késitteellisen ymmartamisen tehostamiseen. Kehitté-
mistuotoksen ensimmaéisen version valmistuttua jérjestettiin asiantuntijakierros, jos-
sa joukko matematiikan opetuksen asiantuntijoita testasi ja arvioi kehitettyid oppima-
teriaalia sekd vastasi sitd koskevaan kyselyyn.

Teoreettiseen ongelma-analyysiin ja asiantuntijakierroksen tuloksiin perustuen
oppimateriaalia jatkokehitettiin ja testattiin erdin lukion pitkdn matematiikan kurs-
sin MAAS Juuri- ja logaritmifunktiot opetuksessa tammikuussa 2020. Oppimateri-
aalin toimivuutta tutkittiin opiskelijoilla teetetyn kyselytutkimuksen (n = 38), opet-
tajan haastattelun ja opetuskokeilun aikana tehtyjen laadullisten havaintojen avulla.
Tutkimus toteutettiin empiirisend tapaustutkimuksena.

Tulokset osoittivat opiskelijoiden ja opettajan kokeneen kehitetyn materiaalin
toimivaksi ja sen sisdltimat tehtidvat monipuolisiksi ja kivoiksi. Opiskelijat pitivat
eniten tutkimuslidhtoisistd tehtivistd ja vihiten tehtdvistd, joissa pyydettiin esittd-
méén perusteluita tai selittiméén jokin asia omin sanoin. Logaritmin késitteen ym-
martdminen jdi toivottua heikommaksi, mutta muut kehittimisprosessille asetetut
tavoitteet saavutettiin hyvin ja testausvaiheen kokemukset olivat innostavia. Kehitet-
ty oppimateriaali on vapaasti kéytettivissd osoitteessa https://tim.jyu.fi/view/tau/
toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/logaritmit.
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kielentdminen, tutkiva matematiikka, sihkdinen oppimateriaali
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1 Johdanto

Lukion matematiikan opiskelu ja opetus ovat kohdanneet viime vuosina merkittivia
muutoksen tuulia. Merkittavin uudistus lienee ylioppilaskirjoitusten sdhkdistyminen
[49], joka toi mukanaan tarpeen siirtyd myos opetuksessa sdhkoisiin ratkaisuihin.
Painetuista oppikirjoista on vihitellen siirrytty sahkoisiin oppimateriaaleihin ja kyna
ja paperi on ainakin osittain korvattu tietokoneilla.

Sen lisdksi, ettd ylioppilaskoe on sdhkoistynyt, tehtidvien painotus on muuttunut
merKkittidvisti ulkoa opitun tiedon muistamisesta ja toistamisesta tiedon syvillisem-
pddn analysointiin ja tulkintaan [36]. Mekaanisen laskutaidon ohella korostetaan yha
enemman asioiden ja késitteiden ymmartdmistd ja soveltamista. Mitd abstraktim-
masta asiasta on kyse, sitd haastavampaa kisitteenymmarryksesta tulee. Lukiomate-
matiikassa opiskelija kohtaa useita aiheita, joiden abstraktius tekee niistd haastavia
ymmirtid ja joiden osaaminen on siksi heikompaa.

Kun puhutaan lukion pitkdn matematiikan haasteista, logaritmit nimetidin usein
haastavimpien aihealueiden joukkoon. Keskusteltuani lukiossa toimineiden opetta-
jien kanssa (mm. asiantuntijakierrokselle osallistuneet opettajat, ks. luku 5.2), monet
kertoivat tehneensd havainnon, ettd vaikka laskukaavoja osattaisiin kéyttad, logarit-
min késite jad monilta opiskelijoilta ymmartamattd. Mitd késite logaritmi tarkoittaa?
— Sitd en ymmartinyt itsekddn ennen kuin ensimmaisen kerran opetin kurssia MAAS8
Juuri- ja logaritmifunktiot osana opetusharjoitteluani. TAlloin huomasin oppimate-
riaalin kehitystarpeen ja aloin pohtia, millainen oppimateriaali auttaisi logaritmien
parempaan ymmartimiseen.

Ennen titid pro gradu -tutkielmaa tein osana pedagogisten opintojeni tutkivaa
harjoittelua opetuskokeilun, jossa tutkin erilaisten kielentimistehtdvien vaikutusta
logaritmien oppimiseen. Tuloksena huomasin, ettd opiskelijat kokivat keksimistani
kielentdmistehtivisti olleen hyotyd etenkin logaritmien symbolikielisten merkinto-
jen ymmartdmisessd. Innostuin jatkamaan logaritmien opetuksen ja matematiikan
kielentdmisen tutkimista myos pro gradussani. Halusin kehittdd itse oppimateriaa-
lia, joka pyrkisi edistiméédn opiskelijoiden oppimista ja ymmartidmistd logaritmeihin
liittyen sekd samalla tukisi sahkoisessd matematiikan ylioppilaskokeessa tarvittavien
taitojen kehittymista.

Tutkielmani aiheeksi valikoitui kehittdmistutkimus, jonka kohteena on logarit-
meihin liittyvdn oppimateriaalin kehittdminen. Aloittaessani tutkielman tekoa Tam-
pereen yliopistossa oli hiljattain kédynnistetty Opetushallituksen rahoittama "Ma-
temaattisten aineiden verkkokurssit lukioon ja ammatilliseen koulutukseen-hanke
[25], jossa kehitettiin avointa sdhkdistd oppimateriaalia toisen asteen opiskelijoille.
Tamai kehittdmistutkimus paddyttiin liittdamadn osaksi kyseistd hanketta. Hankkeen
ansiosta tutustuin muun muassa sahkoisten oppimateriaalien tuottamiseen ja TIM!-
oppimisymparistoon.

I'TIM eli "The Interactive Material" on vuorovaikutteisten materiaalien tuottamiseen kehitetty
dokumenttipohjainen pilvipalvelu. Lisédi tietoa luvussa 4.8 ja osoitteessa https://tim.jyu.fi/view/tim/
TIM-esittely.


https://tim.jyu.fi/view/tim/TIM-esittely
https://tim.jyu.fi/view/tim/TIM-esittely

Matematiikan oppimateriaalien kehittimisestd on julkaistu suhteellisen vihin
tutkimuksia. Tdmén ovat huomanneet muun muassa Fan, Zhu ja Miao tutkimuk-
sessaan [7], jossa he kartoittivat perusteellisesti matematiikan oppimateriaalien ke-
hitystd kuuden viimeisimmin vuosikymmenen aikana. Tutkimuksen tuloksista he
huomasivat, etti matematiikan oppimateriaalitutkimus on keskittynyt varsin vahvas-
ti jo olemassa oleviin oppimateriaaleihin ja yllittdvin vidhédn niiden suunnittelu- ja
laatimisprosesseihin [7, s. 635-644]. Tarve oppimateriaalien kehittdmiseen ja ke-
hittymiseen liittyville tutkimukselle on siis ilmeinen, etenkin kun oppimateriaalien
sdahkoistyminen on muuttanut prosesseja, joissa oppimateriaali syntyy.

Tissé kehittdmistutkimuksessa tutkitaan oppimateriaalin kehittimisprosessia ja
tuotoksena saadaan asiantuntijoilla ja opiskelijoilla testattua sdhkoistd oppimateriaa-
lia. Samalla pyritddn myos kerddméén tutkimustietoa muun muassa siiti, millaiseksi
opiskelijat kokevat tutkivaa matematiikkaa ja kielentdmistd hyodyntivit tehtavit ja
sahkoisen oppimateriaalin kdyton pitkdn matematiikan opiskelussa. Sen lisdksi ettid
kehittamisty0 nojataan olemassa olevaan teoriaan, on siis tavoitteena my0s tuottaa
lisdd tutkimustietoa.

Luvussa 2 kasitellddn kehittdmistutkimusta tutkimusmenetelménd seka esitel-
ladn taméan kehittimistutkimuksen rakenne ja tutkimuskysymykset. Luku 3 sisiltaa
tyon matemaattisen osuuden, jossa perehdytddn eksponentti- ja logaritmifunktioiden
teoriaan. Koska kehittimiskohteena on oppimateriaali, kyseiselld luvulla on suuri
merkitys sisdllon ymmaértimisen ja rajaamisen kannalta. Luku 4 sisdltad kehittdmis-
tutkimuksen teoreettisen ongelma-analyysin, jossa muun muassa kartoitetaan loga-
ritmien opetuksen ja osaamisen nykytilannetta, pohditaan kehittimiskohteita, keino-
ja ja tavoitteita sekd muodostetaan tutkimuksen teoreettinen viitekehys. Luvussa 5
kuvaillaan itse kehittimisprosessia ja kehittimistuotosta, jonka testaamista opetus-
kokeilussa kuvataan luvussa 6. Lopuksi luvussa 7 esitetddn yhteenveto ja johtopéda-
toksid saaduista tuloksista sekd pohditaan prosessin onnistumista, luotettavuutta ja
eettisyyttd. Tutkielman lopusta 10ytyvit tyohon liittyvit ldhteet ja liitteet.



2 Kehittamistutkimus

Kasittelen tdssd luvussa kehittamistutkimusta tutkimusmenetelmand seka esittelen,
millaista rakennetta tdssd kehittimistutkimuksessa on noudatettu. Tdmén jédlkeen
esittelen tyotd koskevat tutkimuskysymykset.

2.1 Tutkimusmenetelman taustaa

Kehittamistutkimukseksi tai design-tutkimukseksi (eng. design research tai design-
based research) nimitetddn tutkimusprosessia, jossa yhdistetiin tieteellinen tutkimus
jakehittamistyd. Sen ldhtokohtana on tarve kehittii jotain asiaa paremmaksi, nojaten
kuitenkin aina taustalla vallitseviin teorioihin. Kehittimistutkimusta ei yleensa luoki-
tella omaksi erilliseksi tutkimusmenetelmékseen, vaan siinid voidaan yhdistaa useita
eri tutkimusmenetelmii tilanteesta ja kehittimiskohteesta riippuen. [18, s. 19] Mo-
nimenetelmaisyyttd pidetidinkin usein yhtena kehittimistutkimuksen vahvuuksista.
Opetusalalla kehittamistutkimus on vield suhteellisen uusi tutkimusmenetelma.
Sen kehittdminen on aloitettu 1990-luvun alussa, mutta vasta 2000-luvun puolella
menetelmiid hyodyntéavien tutkimusjulkaisujen médri on lahtenyt selvédsti kasvuun ja
kehittimistutkimuksen kiytto opetuksen tutkimuksessa on yleistynyt. Kehittdmistut-
kimuksen synnyn syyné on pidetty halua kehittda opetusta tutkimuspohjaisesti to-
dellisissa opetustilanteissa nousevien tarpeiden pohjalta. Silld on pyritty vastaamaan
opetuksen tutkimukseen kohdistuneeseen kritiikkiin siitd, ettd tutkijat ovat kykene-
mittdmid tuottamaan teoreettista tutkimustietoa, jota opettajat pystyisivit hyodynté-
miin kaytdnnossi. [34, s. 10-11] Pyrkimyksend on siis ollut saada tieteellinen tut-
kimus ja todellinen koulumaailma kohtaamaan paremmin, jotta "kentdlld" toimivat
opettajat voisivat hyodyntéd tutkimuksissa saatua tietoa opetuksen kehittamiseen.
Juutin ja Lavosen [17] mukaan kehittimistutkimuksen avulla pyritdén opetusa-
lalla yleensd kehittimiin jotain opetukseen, opiskeluun tai oppimiseen liittyvid in-
novaatiota, joka voi olla esimerkiksi oppimateriaali, oppimisympéristo tai opetusme-
netelmd. Samalla on tavoitteena luoda uutta tutkimustietoa oppimiseen, opetukseen
tai opiskeluun liittyen. [17, s. 46] Kehittimistutkimus koostuu siis sekd kehittamis-
tyostd ettd tieteellisestd tutkimuksesta. Edelsonin [5] luoman maééritelmédn mukaan
ndmd yhdistyvit teoreettisia ja kokeellisia vaiheita sisdltavassi syklisessd prosessis-
sa. Kehittiminen pohjataan tutkimusprosessin jatkuvaan arviointiin, suunnitelman
pdivittimiseen ja teoriaan perustuvien ratkaisujen tekemiseen. [34, s. 12-17]
Kehittimistutkimusta késittelevissa kirjallisuudessa pohditaan usein, miten ke-
hittdmistutkimus eroaa toimintatutkimuksesta. Molemmissa menetelmisséd tehdiin
teoriaan pohjautuvaa kehittimistd ja arvioidaan ja kehitetdan tuotosta kohti parem-
paa lopputulosta. Menetelmit kuitenkin eroavat toisistaan muun muassa tutkimusta-
voitteiden, toteuttamistapojen ja tutkimuksen mittakaavan suhteen. Kehittamistutki-
muksessa uuden, laajempaan ympéristoon yleistettdvissd olevan tuotoksen ja tiedon
luomisella on suurempi merkitys kuin toimintatutkimuksessa, joka keskittyy kehitté-
maién lahinnd paikallisesti toimivia ratkaisuja. Kehittamistutkimuksessa tavoitellaan



selkeimmin uuden teorian luomista ja pienessd mittakaavassa kehitettyjen asioiden
yleistamista. [18][34, s. 14] Tassdkin tutkimuksessa kehittimistuotosta testataan pie-
nelle joukolle, mutta sen toimivuus ja ohessa saatu tutkimustieto pyritién yleistimiin
lopulta suuremmalle kayttdjdkunnalle.

Edelld mainittujen seikkojen lisdksi tutkimusmenetelmien toimintatavat eroavat
siten, ettd toimintatutkimuksen toteuttaa yleensi yksittdinen opettaja, kun taas kehit-
tdmistutkimukselle on ominaista kehittimistiimin muodostaminen ja ilmididen ko-
konaisvaltaisempi tarkastelu [18][34, s. 14]. Koska pro gradu -tutkielman on tarkoi-
tus olla itsendinen tyd, olen vastannut timén kehittimistutkimuksen toteuttamisesta
pddasiassa yksin, mutta kehittamistuotoksen testaukseen ja arviointiin on kuitenkin
osallistunut monia opetusalan asiantuntijoita.

2.2 Tutkimukseen valittu rakenne

Pro graduissa kehittdmistutkimuksen tavoitteena on yleensa ollut kehittidd jokin konk-
reettinen innovaatio tai artefakti eli kehittimistuotos, jonka toimivuutta testataan au-
tenttisessa opetustilanteessa [ 1]. Tassé kehittdmistutkimuksessa artefaktiksi on valittu
oppimateriaali logaritmien opiskeluun.

Kehittamistutkimus alkaa tyypillisesti ongelma-analyysill4, jossa kartoitetaan ke-
hittdamisen tarpeet, l1ihtokohdat, haasteet ja mahdollisuudet. Analyysi voi olla luon-
teeltaan teoreettinen tai empiirinen tai ndiden kahden yhdistelma. Ongelma-analyysia
seuraavia vaiheita ovat yleensd suunnittelu-, kehittamis-, testaus- ja arviointivaiheet,
joita toistetaan sykleissd. Kehittimissyklejd voidaan toteuttaa tutkimuksen laajuu-
desta riippuen useita, jolloin voidaan myos parantaa tutkimuksen luotettavuutta ja
loytdd uusia kehittimishaasteita. Suunnitelmaa pdivitetddn jatkuvasti tutkimuksen
edetessd, ja tuotosta testataan ja kehitetddn useaan kertaan prosessin aikana. [5][34]
Tassd tutkimuksessa seurataan kuvassa 2.1 havainnollistettua syklistd rakennetta.
Kaaviossa on mukailtu Pernaan luomaa kuviota [34, s. 19], jossa havainnollistetaan
Edelsonin méiritelméan mukaista kehittdmistutkimuksen syklistd etenemista.

Kuten kuvasta 2.1 ndhdaén, olen valinnut tdhian kehittamistutkimukseen raken-
teen, joka voidaan jaotella kolmeksi sykliksi. Aloitan tutkimusprosessin teoreettisel-
la ongelma-analyysilla, joka perustuu taustakirjallisuuteen. Se on tirked vaihe tut-
kimuksen teoreettisen viitekehyksen muodostamisessa. Ongelma-analyysiin sisiltyy
muun muassa aikaisempien tutkimusten ja lukion opetussuunnitelman perusteiden
analysointia. Kuvaan teoreettista ongelma-analyysia luvussa 4.

Ongelma-analyysin pohjalta luodaan suunnitelma ja tavoitteet kehittimisproses-
sille. Kehittimisvaiheessa 1 rakennan ensimmdiinen version artefaktista pyrkien ke-
hittdimaan ongelma-analyysissa ilmenneitd ongelmakohtia. Artefaktin ensimmaéista
testausvaihetta nimitin tissd tutkielmassa asiantuntijakierrokseksi (ks. luku 5.2).
Asiantuntijakierroksella joukko matematiikan opetuksen asiantuntijoita testaa kehi-
tettyd oppimateriaalia ja vastaa sitd koskevaan kyselyyn. Kyseessd on empiirinen
tutkimus, joka toimii kehittdmistutkimuksen empiirisend ongelma-analyysina. Em-
piirisen ongelma-analyysin pohjalta pdivitetdin kehittdmissuunnitelmaa ja jatkoke-
hitetddn materiaalia kehittimisvaiheessa 2. Kuvaan asiantuntijakierrosta seka kehit-
tdmisvaiheita 1 ja 2 luvussa 5.



Tadmén jilkeen toteutetaan kehittdmistuotoksen varsinainen testaaminen opetus-
kokeiluna osana aitoa lukio-opetusta. Kokeilun paitteeksi kerdtidn tutkimusaineisto,
jonka avulla suoritetaan kehittimistuotoksen ja -prosessin arviointi. Lopuksi kehit-
tamisvaiheessa 3 kehittdmistuotos muokataan "lopulliseen" muotoonsa. Koko tutki-
musprosessi raportoidaan tissad pro gradu -tutkielmassa. Testaamista ja tutkimuksen
tuloksia sekd kehittimisvaiheessa 3 tehtyja muutoksia kuvaan tutkielman luvussa 6.

Kehittamis-
vaihel

Teoreettinen
ongelma-

analyysi

Empiirinen
ongelma-

analyysi

Kehittamis-
vaihe 2

Suunnitelman
paivitys

Testaaminen

*--...,,___‘_._____,.

Kehittdmis-
vaihe 3

Raportointi

Kuva 2.1. Timén kehittdmistutkimuksen syklinen rakenne



2.3 Tutkimuskysymykset

Tassi kehittdmistutkimuksessa on tavoitteena kehittdd logaritmin oppimista ja kisit-
teellistd ymmartdmistd parantava oppimateriaalipaketti lukion pitkdn matematiikan
opiskeluun. Kehittimistutkimuksen tutkimuskysymykset ovat seuraavat:

1. Millaisin keinoin logaritmien oppimista ja késitteellistd ymmirtamistd voitai-
siin parantaa?

2. Mitd mieltd asiantuntijat ovat laaditun oppimateriaalin sisdllosti, haastavuus-
tasosta ja helppokiyttoisyydestid?

3. Miten laadittu oppimateriaali soveltuu logaritmien opiskeluun?

Tutkimuskysymykset koskettavat seka kehitystyota ettid kehittdmistuotoksen tes-
tausta. Ensimmaiseen tutkimuskysymykseen pyrin 10ytdmiin vastauksia jo teoreetti-
sessa ongelma-analyysissa, mutta myos tutkimuksen tuloksia analysoidessani. Olen
koostanut yhteenvedon ongelma-analyysin tuloksista ja kehittdmisprosessin tavoit-
teista luvussa 4.8.

Toiseen kysymykseen etsin vastauksia matematiikan opetuksen asiantuntijoilla
teetetyn kyselytutkimuksen avulla. Asiantuntijakierroksella on tavoitteena selvittda,
tayttadko materiaali asiantuntijoiden mielestd hyvin oppimateriaalin piirteet ja miten
sitd tdytyisi muokata ennen sen testaamista opetuskokeilussa. Tdhidn kysymykseen
16ytdmidni vastauksia kuvailen luvussa 5.2.2.

Viimeiseen tutkimuskysymykseen etsin vastauksia koko kehittimisprosessin kaut-
ta. Ensisijaisesti se kuitenkin koskettaa kehittimisvaiheen 2 tuotoksena syntynytta
oppimateriaalia ja sen testaamista opetuskokeilussa. Opetuskokeilun yhteydessa py-
rin selvittiméin, millaiseksi kokeiluun osallistuvat opiskelijat ja opettaja kokevat
laaditun oppimateriaalin kdyton. Vastauksia tutkimuskysymykseen 3 pohdin muun
muassa luvussa 7.
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3 Eksponentti- ja logaritmifunktio

Tama luku sisédltdd matemaattista teoriaa eksponentti- ja logaritmifunktioista. Luvun
asiat pohjautuvat péddasiassa Grossmanin teokseen Calculus, Fifth edition [8] ja
Pehkosen teokseen Matematiikan peruskurssi 2 korkeakouluja varten [31].

Korkeakoulumatematiikan tasolla on olemassa monia erilaisia tapoja lahestyé lo-
garitmifunktion késitettd. Useimmissa lukion oppikirjoissa logaritmi esitelldin eks-
ponenttiyhtdlon ratkaisuna eli eksponenttina (x). Toinen oppikirjoissa suosittu 14-
hestymistapa on tarkastella ensin eksponenttifunktiota ja esitelld sen jédlkeen logarit-
mifunktio sille kidnteisend operaationa. Tdssi tutkielmassa sovelletaan jalkimmaéista
lahestymistapaa, eli logaritmifunktio miiritelldén eksponenttifunktion kédéanteisfunk-
tiona.

Teorian tarkastelu aloitetaan esittelemélld myohemmin tarvittavia lauseita ja maa-
ritelmid, kuten kédédnteisfunktion miiritelma. Sitten aloitetaan eksponenttifunktion
tarkastelu ja todistetaan sen tirkeimmaét ominaisuudet ja laskusdannot piteviksi en-
sin rationaalilukujen ja sitten reaalilukujen joukossa. Tamin jalkeen miiritelldaéan lo-
garitmifunktio ja johdetaan sen tirkeimmit ominaisuudet ja laskusdidnnot eksponent-
tifunktion ominaisuuksien ja laskusidintdjen pohjalta. Lopuksi esitellddn yleisimpina
logaritmijérjestelmind luonnollinen logaritmi ja kymmenkantainen logaritmi.

3.1 Tarvittavia lauseita ja mairitelmia

Téssd luvussa esitelldin muutamia myohemmin tarvittavia mééritelmii ja lauseita.
Lukijan oletetaan tuntevan kuvauksiin liittyvda késitteistod entuudestaan. Tillaisia
kisitteitd ovat muun muassa monotoninen funktio, mddrittelyjoukko ja arvojoukko.
Funktion f médrittelyjoukolle kéytetdan merkintéda D ja arvojoukolle merkintdd R .

Miaritelma 3.1. [8, s. 385] Olkoot f ja g funktioita. Jos g(f(x)) = xja f(g(y)) =y
aina, kun x € Dy, y € Dy, niin funktioita f ja g kutsutaan toistensa kddnteisfunk-
tioiksi.

Tilloin funktiolle g voidaan myos kiyttid merkintda f~!. Jotta mizritelma 3.1
toteutuu, on my0s oltava Dy = R, ja D, = Ry. Funktiolle on siis olemassa kiénteis-
funktio, jos ja vain jos funktio on bijektio.

Miaritelméi 3.2. [26, s. 27] Kuvaus f : A — B on bijektio, jos se on seké injektio
ettd surjektio, eli kun x; ja xp kuuluvat joukkoon A, niin

) xi #x2= f(x1) # f(x2) eli f(x1))=f(x2)=>x1=x ja

(ii) jokaista joukkoon B kuuluvaa lukua y vastaa jokin joukkoon A kuuluva luku
x siten, ettd f(x) = y.

Lause 3.3. [31, 5. 116] Aidosti monotoninen funktio on bijektio mdidrittelyjoukoltaan
arvojoukolleen.
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Todistus. Olkoon f : A — B aidosti monotoninen funktio, jonka méirittelyjoukko
on A ja arvojoukko B. Funktio on aidosti kasvava, eli x; < xp = f(x1) < f(x2)
tai aidosti viahenevi, eli x; < xp = f(x;) > f(xy). Titen madritelmén 3.2. kohta
(i) tayttyy, eli aidosti monotoninen funktio on injektio. Lisdksi, koska B on funktion
arvojoukko, niin arvojoukon miiritelmén mukaisesti B = f(A), joten my0s kohta
(ii) tiyttyy ja funktio on surjektio. O

Lause 3.4. Jos aidosti monotonisella funktiolla on vili mddrittelyjoukkona, niin
sen arvojoukko on myos vdli, jolla kddnteisfunktio on (samaan suuntaan) aidosti
monotoninen.

Todistus. [31, s. 116] Olkoon funktio f aidosti kasvava madrittelyvalilldan [a, b]
ja x1,x € [a,b]. Jatkuvien funktioiden viliarvolauseen (ks. [31, s. 67]) nojalla,
koska f on jatkuva suljetulla vililld, jokaista pistettd yp, joka on arvojen f(x)
ja f(xp) vilissd, vastaa yksi pisteiden x; ja x, vilissd oleva kohta xg, eli yo =
f(x0) € f([a, b]). Titen f([a, b]) muodostaa vilin ja koska f on aidosti kasvava, niin
f([a, b]) = [f(a), f(b)]. Lisdksi lauseen 3.3 nojalla f on bijektio méadrittelyjoukoltaan
arvojoukolleen. Tavoitteena on todistaa, ettd funktio f =1 on aidosti kasvava. Tehdiin
vastaoletus, ettd on olemassa sellaiset yi, y» € [f(a), f(b)], ettd y; < y,, mutta
') = (o). Talloin f(f~'(y1)) = f(f~'(y2)), koska f on aidosti kasvava.
Niin ollen y; > y,. Taméd on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettd y; < yj;.
Vastaviite on siis epitosi ja on oltava f~!(y;) < f~!(y,). Lause voidaan todistaa
samoin aidosti viheneville funktiolle. |

3.2 Eksponenttifunktio

Kun potenssifunktion kantaluku pysyy vakiona ja muuttujana on eksponentti, pu-
hutaan eksponenttifunktiosta. Tdssd luvussa kisitelldin yleistd eksponenttifunktiota
ensin rationaalilukujen joukossa ja sen jidlkeen laajennetaan miirittelyjoukko reaali-
lukujen joukkoon. Potenssifunktio ja kokonaislukupotenssin laskusdaannot oletetaan
lukijalle ennestddn tunnetuiksi.

Mairitelma 3.5. Eksponenttifunktio on muotoa

fx)=a*

oleva funktio, jossa kantaluku a > 0. Funktion arvot maaritellaén alilukujen 3.2.1 ja
3.2.2 tapauksissa 1 — 4.

Eksponenttifunktiosta kdytetddn usein myos merkintdd exp, : x — a*, missi
alaindeksi a kertoo funktion kantaluvun.

Huomautus. Eksponenttifunktiossa kantaluku on rajattu positiiviseksi luvuksi. Niin
siksi, ettd eksponenttifunktiota tarkastellaan seuraavaksi rationaalilukujen joukossa
(murtolukupotenssit), jolloin laskusiintdjen todistaminen ei onnistuisi jos kantaluku
olisi negatiivinen. Liséksi, koska f(x) = 1* saa aina arvon 1, eli se on vakiofunktio
y = 1, rajataan tapaus a = 1 jatkossa tarkastelun ulkopuolelle ja oletetaan siis, etta
a#1.[8,s.396]
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3.2.1 Eksponenttifunktio rationaalilukujen joukossa

Tarkastellaan seuraavaksi eksponenttifunktiota tapauksittain erilaisilla eksponentin x
arvoilla. Aloitetaan kokonaislukupotensseilla, jolloin potenssin mééritelmén ja kayt-
tdytymisen oletetaan olevan lukijalle ennestédén tuttuja.

Tapaus 1. Jos x = 0, niin
a=ad"=1.

Tapaus 2. Olkoon rn positiivinen kokonaisluku.

(i) Jos x = n, niin

a=a =a-a-a-...-a.
n kertaa
(ii) Jos x = —n, niin
aX:a—I’l:%

Seuraavaksi laajennetaan tarkastelua tapauksiin, joissa eksponentti x on rationaa-
liluku.

Lause 3.6. (Murtopotenssi) Olkoot r,s € 7, ja a > 0. Tdlloin yhtdlolld y* = a” on
tasmdlleen yksi positiivijuuri.

Todistus. Ks. [31,s. 123-124, Lause 1]. ]

;
Tapaus 3. Olkoot r ja s positiivisia kokonaislukuja, eli — kuvaa mitd tahansa
s

positiivista rationaalilukua.

’
(i) Jos x = —, niin a” on lauseen 3.6 positiivijuuri y. Merkitiin

N
1 1
y = a’¥ = le = (aE)r = (ar)s =va’
r
(ii) Jos x = ——, niin
N
a* = a_f = lr = ! .
as Na’

Todistetaan seuraavaksi potenssin laskusddnnot kun eksponenttina on rationaali-
luku.

Lause 3.7 (Laskusddnnot). Olkoot a, b > 0. Jokaisella m,n € Q on voimassa seu-
raavat laskusddnnot:

(@) (ab)" = a"b"

o (&) <2
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m

@ @ ==

al’l
(e) (am)n — amn

Todistus. Koska halutaan todistaa laskusdintdjen pétevyys rationaalilukujen joukos-
sa, merkitéén todistuksia vartenm = ¢ jan = ., (r, s,u,v € Z). Lisiksi kun merkitdin
y =a" =av jaz=b" = bv, niin lauseen 3.6 nojalla y" = a* ja z* = b".

Kohdan (a) todistus: Todistetaan ensin tapaus m, n € Q... Aloitetaan kirjoittamalla

y = av o y =a"
ja kerrotaan oikeanpuoleinen yhtilo puolittain termilld %, jolloin saadaan
yb" = a"b".
Koska z¥ = b*, niin
V7' = b

joka edelleen saadaan kokonaislukupotenssin laskusdédntojen nojalla muotoon
(y2)" = (ab)" & yz = (ab)*

Siis pitee av b = (ab)v < a"b" = (ab)". Olkoot sitten m, n € Q_ eli —m, —n € Q.
Nyt
1 1 I 1
b n = = = = nbn_
(ab) (ab)™ ab™ ab™" “a
Kohdan (b) todistus: Kuten kohdan (a) todistus, mutta puolittain kertomisen sijaan
jaetaan puolittain termilld b, b # 0.

Kohdan (c) todistus: Kun m, n € Q,,

r u rv+us
m+n=—-+-= :
S \% sV

Merkitdan

Y= amn = g
Nyt koska rv, us ja sv ovat kokonaislukuja, voidaan lauseen 3.6 mukaisesti kirjoittaa
yhtdlé muotoon

ySV:a

rv+us
Tdma on edelleen kokonaislukupotenssin laskusiddntdjen mukaan

ySV — arvaus

rv us

S y=asvas

r u
S y=asav

Ndin ollen a™*" = a™a". Olkoot sitten m,n € Q_ eli —m, —n € Q. Nyt
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joka edelleen saadaan édskeisen todistuksen nojalla muotoon

1 1

a-mn  g(=1)(m+n) -

m+n

Kohdan (d) todistus: Kuten kohdan (c) todistus, mutta y* = a"V™%,
Kohdan (e) todistus: Olkoot ensin m, n € Q.. Silloin

u

v. Silloin voidaan lauseen 3.6 nojalla kirjoittaa

L.
5

Merkitddn y = a

sV ru

y =a

Koska sv, ru € Z, voidaan kokonaislukupotenssin laskusdantdjen nojalla kirjoittaa
yhtdlo muodossa

(") = (@Y
&y =(d")s
ey =)
Niin ollen a™ = (a™)". Olkoot sitten m,n € Q_, eli —m, —n € Q. Silloin

@ = () =@

joka edelleen saadaan édskeisen todistuksen nojalla muotoon
g = gmn
]

Niin on todistettu laskusdidnnot tapauksissa, joissa kantaluku on positiivinen
reaaliluku ja eksponentti on rationaaliluku. Tarkastellaan seuraavaksi eksponentti-
funktion ominaisuuksia.

Lause 3.8. Eksponenttifunktiolla f : x — a* on rationaalilukujen joukossa seuraa-
vat ominaisuudet [31, s. 126]:

(a) a* > 0.
(b) Funktio f on aidosti kasvava, kun a > 1.
(c) Funktio f on aidosti vihenevd, kun 0 < a < 1.

Todistus. (a)-kohta seuraa suoraan lauseesta 3.6. Katso (b) ja (c)-kohtien todistukset
teoksesta [31, s. 126-127]. O

15



3.2.2 Eksponenttifunktio reaalilukujen joukossa

Seuraavaksi laajennetaan eksponenttifunktioiden tarkastelua reaalilukujen joukkoon.
Aiemmin on osoitettu, ettd eksponenttifunktio on maédritelty rationaalilukujen jou-
kossa, joten riittdd todistaa, ettd eksponentti voi olla irrationaaliluku. Lukijan olete-
taan tutustuneen tdydellisyysaksioomaan ja supremumin kisitteeseen.

Tapaus 4. [31, s. 126-127] Olkoon x mielivaltainen irrationaaliluku 6. Tdméa
luku jakaa rationaaliluvut ala- ja yldluokkaan luvun 6 molemmin puolin. Merkitdin
alaluokkaa As = {s € Q|s < ¢} ja yldluokkaa Y5 = {s € Ql|s > §}.

(i) Kun a > 1, niin lauseen 3.8 kohdan (b) nojalla funktio on aidosti kasvava, eli
ainakuns € Agjat € Y5 pitee a® < a'. Niinollen joukon X = {a* € R|s € As}
on oltava ylhailta rajoitettu ja silloin tiydellisyysaksiooman perusteella silld
on pienin yléraja joukossa R. Nyt siis voidaan mééritelld

a’ =sup{a’ € R|ls € Qjas < 6}.

(i) Kun 0 < a < 1, niin funktio on aidosti vihenevé. Koska 1 > 1 niin (1)’ on

1
dskeisen kohdan perusteella méiritelty. Lisdksi a® = —.

1
(111) Kun a = 1, niin 1° = 1 kaikilla eksponentin arvoilla 9.

Samalla todistettiin, ettd eksponentti voi olla mielivaltainen irrationaaliluku, joten
eksponenttifunktion maérittelyjoukko laajeni rationaaliluvuista reaalilukujen jouk-
koon.

Lause 3.9. Eksponenttifunktiolle f : x — a* pdtee reaalilukujen joukossa seuraavat
ominaisuudet:

(@ Dy =RjaR;=R,.

(b) Funktio f on aidosti kasvava, kun a > 1.

(¢c) Funktio f on aidosti vihenevd, kun 0 < a < 1.
(d) Eksponenttifunktio f on jatkuva kaikkialla.

Todistus. [31, s. 126-127] Madrittelyjoukko Dy = R on todistettu tapauksessa 4.
Viitteen (b) todistamiseksi valitaan mielivaltaiset x;, x; € R siten, ettd x| < xp.
Tiedetiin, ettd on olemassa rationaaliluvut r; ja r; siten, ettd x; < r; < ry < x2. Kun
a > 1 niin lauseen 3.8 nojalla a"' < a". Koska voidaan kirjoittaa

a*' =sup{a’ e Rls € Q,s < x1}

ja my0s
a’ =sup{a’ € R|ls € Q,s <r}
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niin on oltava a™ < a"'. Edelleen

X2

sup{a’ e R|s € Q, s

IA

a xz}

ja

IA

a” =sup{a’* e R|s € Q,5 < r}

joten a” < a*. Yhteenvetona
a’' <d" <ad? <a”

Niin todistettiin, ettd ehdosta x; < x seuraa a™ < a*2, kun a > 1, eli funktio on
aidosti kasvava. Myos kohta (c) seuraa edellisista todistuksista.

Arvojoukon Ry = R, ja funktion jatkuvuuden todistaminen sivuutetaan, mutta
ne on todistettu teoksessa [19] eksponenttifunktiolle, jonka kantaluku on e ja todistus
voidaan yleistdd koskemaan kaikkia eksponenttifunktioita. (Ks. [19, Lauseen 6.13
todistus, s. 141-142]) O

Seuraavaksi todistetaan lauseen 3.7 laskusdannot pateviksi myos reaalilukueks-
ponenteilla. Lukijan oletetaan tuntevan rationaalisia raja-arvoja koskevat laskusiin-
not.

Lause 3.10 (Laskusdiannot). Olkoot a, b > 0. Seuraavat laskusddnnot ovat voimassa,
kunm,n € R:

(a) (ab)" = a"b"

n

a\" a
® () =5
(C) am+n - aman
@ @ ==

a

() (@) =a™
Todistus. Namai voidaan todistaa lauseen 3.7 nojalla, silld kaikki reaaliluvut voidaan

kirjoittaa rationaalilukujen raja-arvoina, eli sijoitetaan

a" =limad’,
r—n

missd r € Q. Esimerkkini (b)-kohdan todistus:

a’  lim,_,a"

b lim,_,, b

jase voidaan edelleen raja-arvon rationaalisten laskuséddntojen nojalla kirjoittaa muo-

toon
ar
lim|—|.
r—n (b")

Koska r € Q niin lauseen 3.7 nojalla eksponentti voidaan ottaa sulkeiden ulkopuo-

l l] ].
r—n b b '

Muut sdannot voidaan todistaa vastaavasti. O

17



3.3 Logaritmifunktio

Tdhdn mennessi olemme tarkastelleet eksponenttifunktiota ja mééritelleet sen reaali-
lukujen joukossa. Tasséd luvussa méaidrittelemme logaritmifunktion ja tarkastelemme
sen ominaisuuksia ja logaritmeille pétevid laskusdintojd. Perustana kaikelle tille
kiytetddn eksponenttifunktion yhteyttd logaritmifunktioon.

Koska eksponenttifunktio on jatkuva ja aidosti monotoninen, kun kantaluku a
on positiivinen ja luvusta yksi poikkeava, se on lauseen 3.3 nojalla bijektio méérit-
telyjoukoltaan R arvojoukolleen R, . Funktion bijektiivisyydestd seuraa, ettd sille on
olemassa kidnteisfunktio. Tita kddnteisfunktiota kutsutaan logaritmifunktioksi.

Miiéritelmi 3.11. Olkoon a > 0 ja a # 1. Eksponenttifunktion f(x) = a* kdinteis-
funktiota f~!(x) = log, x kutsutaan a-kantaiseksi logaritmifunktioksi.

Kiinteisfunktion méritelméin mukaan f(x) = y jos ja vain jos f~'(y) = x. Siis,
kun a € R;\{1}, niin médritelma 3.11 tarkoittaa, ettd kaikilla x € Rjay € R,

(3.1) a'=yolog,y=x
Kutsutaan kaavaa (3.1) logaritmin miiritelmaksi.

Esimerkki 3.12. [26, s. 50] Olkoon a positiivinenjaa # 1. Logaritmin médéritelmista
(3.1) seuraa, etti

(a) log,a* = x,
(b) ae¥ =y (y>0),
(c) log,a=1,sillia! =a,
(d) log,1=0,sillia’ = 1.
Lause 3.13. Logaritmifunktiolla f(x) = log, x on seuraavat ominaisuudet:
(@ Df =R, jaRs=R.
(b) Funktio f on aidosti kasvava, kun a > 1.
(¢c) Funktio f on aidosti vihenevd, kun 0 < a < 1.
(d) Logaritmifunktio on jatkuva kaikilla x > 0.

Todistus. Kohtaa (a) voidaan pitdd seurauksena siitd, ettd logaritmifunktio on eks-
ponenttifunktion kédnteisfunktio ja kéanteisfunktioille pitee aina Dy = Ry ja
D 1= Ry jalauseen 3.9 mukaan Deyp = R ja Rexp = R, Kohdat (b) ja (¢) seuraavat
lauseesta 3.3 ja eksponenttifunktion ominaisuuksista. Kohdan (d) todistus sivuute-
taan. ]

Lauseen 3.10 laskusddnnoistd saadaan johdettua logaritmien laskusdinnot, jotka
esitellddn seuraavaksi.
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Lause 3.14 (Logaritmien laskusddnnot). Olkoot a, b € R.\{1} ja x,y € R,. Silloin
logaritmeille on voimassa seuraavat laskusddnnot:

(a) log, xy =log, x +log,y

(b) loga (f) = loga X = loga y
y

(c) log, x" =rlog, x, kunr € R

log; x
d) 1 =
(d) log, x log, a

Todistus. (a) Todistusta varten merkitdén log, x = u,log, y = v jalog, xy = z. Nyt

logaritmin madritelmén (kaava (3.1)) ja lauseen 3.10 perusteella a“ = x,a” = y ja
a* = xy =ad"a’ = a"*’ eli

aZ:au-l—V
SZ=u+v

& log, xy =log, x +log, y.

(b) Merkitddn log, x = u,log,y = v ja loga)y—‘ = w. Nyt a" =

X a _
a’ =2 = u—-v

x,a’ =y ja
=aqa

— eli
y a¥

aW — aM—V

SwW=u-—v

© log, (f) =log, x —log, y.
y

(c) Merkitddn log, x = u. Talloin logaritmin méairitelmin perusteella a* = x
Voidaan siis kirjoittaa

loga xr = loga(au)r =

log,a"™ =ru =rlog, x.

(e) Merkitddn log, x = y. Logaritmin mééritelméin perusteella ¥ = x. Koska
tiedetddn, ettd kantaluku a € Ri,a # 1 ja x € R,, eli molemmat puolet ovat
positiivisia, voidaan ottaa puolittain logaritmi log;, missd b € R, ja b # 1.

a’ =x

& log, a” =log, x

| log,

Todistettuamme laskusdinnon (c) voimme kirjoittaa yhtdlon muotoon

ylog,a =log,x |:log,a+#0

_ log, x
~log,a

log;, x
Niin ollen log, x = .
log, a
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Lauseen 3.14 kohdasta (d) voidaan kayttdd nimityksid kantaluvun vaihtosdaanto
tai logaritmijarjestelmédn muunnoskaava. Miki tahansa logaritmi voidaankin ilmaista
halutun kantaluvun logaritmien avulla.

Esimerkki 3.15. Muunna logg x kaksikantaiseksi logaritmiksi.
Ratkaisu:

3.4 Tarkeimmiit logaritmijarjestelmét

Kuten aiemmin maédriteltiin, logaritmin kantalukuna voi olla mika tahansa positiivi-
nen, luvusta yksi poikkeava reaaliluku. Yleisimmin kiytettyjd logaritmijirjestelmia
ovat luonnollinen logaritmi ja Briggsin logaritmi.

Maaritelma 3.16. Logaritmia, jonka kantalukuna on Neperin luku e, kutsutaan
luonnolliseksi logaritmiksi ja siitd voidaan kayttda merkintda In x tai log, x.

Luonnollisen logaritmifunktion kéinteisfunktiota f(x) = e* nimitetdlin usein
luonnolliseksi eksponenttifunktioksi. Joissakin yhteyksissid puhuttaessa eksponent-
tifunktiosta viitataan nimenomaan e-kantaiseen eksponenttifunktioon.

Mairitelmi 3.17. Logaritmia, jonka kantalukuna on 10, kutsutaan Briggsin loga-
ritmiksi tai kymmenkantaiseksi logaritmiksi. Siitd voidaan kédyttad merkintia Ig x tai
log;q x.

Kymmenkantaiseen logaritmiin tormétidan esimerkiksi kemiassa pH-arvojen las-
kemisessa. Koska Neperin luku e ja luku 10 kuuluvat positiivisiin reaalilukuihin,
riittdd todeta, ettd niille logaritmeille pétevit samat sddnnot ja ominaisuudet kuin
edelld on esitelty. Kuvassa 3.1 siniselld on luonnollisen logaritmifunktion kuvaaja
f(x) ja punaisella kymmenkantaisen eli Briggsin logaritmifunktion kuvaaja g(x).

g(x) log;o(x)

f(x) In(x)

Kuva 3.1. Luonnollinen logaritmifunktio f(x) ja Briggsin logaritmi-
funktio g(x)
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4 Teoreettinen ongelma-analyysi

Kehittamistutkimus aloitetaan ongelma-analyysilla, jossa pyritdidn kartoittamaan ke-
hittamisen ldhtokohdat ja selvittimiin kehittamisen tarpeet, mahdollisuudet ja haas-
teet [34, s. 17]. On tarkedd selvittdd, mitéd aiheesta jo tiedetddn ja mitd on tarve tutkia
lisaa.

Siihen, millainen kehitettdvin oppimateriaalin tiytyisi olla, vaikuttaa monia teki-
joita. Tassd tutkielmassa oppimateriaalilla tarkoitetaan opetussuunnitelmaan perus-
tuvaa, tietylle ikdluokalle tai tietyn oppimiskokonaisuuden opiskelua varten laadittua
materiaalia (vrt. [44, s. 231]). Aloitetaan siis kehittimisprojektin suunnittelu tarkaste-
lemalla lukion opetussuunnitelman perusteita. Muita materiaalin kehittdmisessa huo-
mioitavia seikkoja ovat muun muassa sdhkoisten ylioppilaskirjoitusten vaatimukset,
oppimateriaalin kohderyhma seké opetuskokeilun aika ja paikka.

4.1 Logaritmit lukion opetussuunnitelman perusteissa

Téssd luvussa tarkastellaan vuonna 2015 julkaistuja lukion opetussuunnitelman pe-
rusteita [28]. Tarkastelun kohteena ovat ne matematiikan kurssit, joilla kisitelldin lo-
garitmeja. Marraskuussa 2019 julkaistiin uuden opetussuunnitelman perusteet, jotka
astuvat voimaan syksylla 2021 [30]. Téstd huolimatta tdssd tutkimuksessa paadyt-
tiin keskittymééan vuonna 2015 julkaistuihin opetussuunnitelman perusteisiin, koska
tutkimuksen suorittamisen aikana lukio-opetus noudattaa vield kyseistd opetussuun-
nitelmaa.

Lukion matematiikassa tormitddn logaritmin késitteeseen ensimméiisen kerran
jo ensimmadiselld matematiikan kurssilla MAYI Luvut ja lukujonot, joka on kaikille
opiskelijoille yhteinen riippumatta siité, valitseeko opiskelija pitkédn vai lyhyen ma-
tematiikan oppiméirin. Kurssin keskeisten sisidltdjen joukosta 10ytyvit logaritmi ja
potenssi sekd niiden vilinen yhteys. Lisdksi listasta 10ytyy muotoa a* = b, x € N
olevien yhtiloiden ratkaiseminen, mutta sitd opetussuunnitelmassa ei madritetd, kéy-
tetdanko yhtdlon ratkaisemiseen logaritmia vai muita keinoja. [28, s. 130]

Lyhyen matematiikan osalta logaritmiin tormataéan uudelleen kurssilla MAB4 Ma-
temaattisia malleja. Kyseisen kurssin keskeisiin sisdltoihin on listattu muun muassa
eksponentiaalisen mallin soveltaminen ja eksponenttiyhtdlon ratkaiseminen loga-
ritmin avulla. [28, s. 137-138] Logaritmin késitteen ymmartidminen ei kuitenkaan
ndyttiisi olevan suurimmassa roolissa tallakdan kurssilla, silld logaritmia kasitellddn
padasiassa vilineend ratkaista eksponenttiyhtalGita.

Pitkdn matematiikan kurssilla MAAS Juuri- ja logaritmifunktiot logaritmin késit-
teeseen perehdytidin edelld mainittuja kursseja syvillisemmin. Opetussuunnitelman
perusteissa on listattu kurssin tavoitteiksi, ettid opiskelija

* kertaa potenssienlaskusddnnot mukaan lukien murtopotenssit,

* tuntee juuri-, eksponentti- ja logaritmifunktioiden ominaisuudet ja osaa rat-
kaista niihin liittyviad yht&loit4,
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* osaa tutkia juuri-, eksponentti- ja logaritmifunktioita derivaatan avulla,

* osaa hyodyntdd eksponenttifunktiota mallintaessaan erilaisia kasvamisen ja
vihenemisen ilmidité,

* osaa kayttdd teknisid apuvilineitd juuri-, eksponentti- ja logaritmifunktioiden
tutkimisessa ja juuri-, eksponentti- ja logaritmiyhtéldiden ratkaisemisessa seki
juuri-, eksponentti- ja logaritmifunktion derivaattojen madrittamisessid sovel-
lusongelmissa. [28, s. 134]

Tavoitteiksi logaritmien osalta on siis asetettu, ettd opiskelija oppii tuntemaan lo-
garitmifunktion ominaisuudet, osaa ratkaista logaritmiyhtdloitd, osaa tutkia logarit-
mifunktioita derivaatan avulla ja kayttdd teknisid apuvilineitd logaritmifunktioiden
tutkimisessa ja niiden derivaattojen mairittimisessd. Logaritmifunktiot ja -yhtalot
sekd logaritmifunktion derivaatta on listattu kurssin keskeisiin siséltoihin. [28, s. 134]

4.2 Kaisitteellinen ymmarrys ja menetelmaéllinen sujuvuus

Erkki Pehkonen on todennut matematiikan opetuksesta seuraavaa:

Koulun matematiikanopetuksen pitdisi tdihdditd sekd laskutaitojen hank-
kimiseen ettd ymmdrtdamiseen. Kumpikaan ndistd ei yksin riitd, koska
runsas laskeminen ei vield lisdd ymmdrtdmistd eikd myoskddn laskutai-
to lisddnny pelkdstdcdn ymmdrtimisen myotd. [33, s. 37]

Ymmairtiminen on myds opetussuunnitelmissa matematiikan opetuksen tavoittee-
na. Kuitenkin itse ymmértdmisen késite jitetddn yleensd lukijan tulkittavaksi. Ym-
méirtdminen on monitulkintainen ja siksi myOs vaikeasti mitattavissa oleva ilmio.
Esimerkiksi Leinosen [22] mukaan ymmaértdminen voidaan késittdad tilaksi, jossa
yksilo ndkee tapahtumat osana laajempaa kontekstia tai késitteellistd viitekehysta.
Pehkonen [32] korostaa, ettd matemaattisessa ymmartamisessd painotetaan nykyisin
sen prosessiominaisuutta ja luonnehtii ymmirtamistd yksilon kannalta ikdin kuin
loputtomaksi portaikoksi, jolla noustaan ylospédin kokemusten ja tiedon lisddantymi-
sen myotd. Tdydellistd ymmartdmistd ei hinen mukaansa voida koskaan saavuttaa,
silld vaikka asiakokonaisuuden ymmairtdisi kuinka hyvin tahansa, sitd voidaan aina
tarkastella jostain uudesta nikokulmasta. [32, s. 376]

Tissi tutkielmassa on paadytty rinnastamaan matemaattinen ymmartiminen ka-
sitteelliseen ymmartdmiseen. Matematiikassa tarvitaan sekd menetelmaéllistd suju-
vuutta ettd kisitteellistd ymmartamistd. Menetelmalliselld sujuvuudella tarkoitetaan
yleensa sitd, mitd joku voisi nimittdd myos laskutaidoksi, eli matematiikan merkinto-
jen, algoritmien, kaavojen sekd menetelmien hallintaa. Tama tarkoittaa, ettd henkilo
tavallaan tietdd miten jokin asia tehdddn, mutta siihen miksi jotain tehdién, tarvitaan
myos kasitteellistd ymmartamista. [12,s. 111]

Kisitteellinen ymmarrys muodostuu, kun henkild yhdistdd uutta tietoa osaksi
vanhaa eli muodostaa tiedon osasista ikdédn kuin tietoverkon. Ymmartdmisen merk-
kind onkin usein pidetty siti, ettd henkild osaa konstruoida tietoa ja muodostaa yh-
teyksii asioiden tai erilaisten esitysmuotojen vilille. [12, s. 111, 114] Uuden tiedon
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liittdiminen aiemmin opittuihin asioihin korostuu ymmirtdmisen kannalta etenkin
matematiikassa sen kumulatiivisen luonteen takia.

Ymmairtidmiseen liitetdin usein my06s termi kisitteellinen eli konseptuaalinen tie-
to. Konseptuaalisen tiedon ajatellaan olevan verkosto, jossa asioiden véliset yhteydet
ovat yhtd merkittivid kuin yksittdiset tiedon osat. Itse asiassa konseptuaalisen tiedon
yksikko ei voi médritelmén mukaan olla erillinen tieto, vaan tieto on konseptuaalista
vain, jos henkil6 tunnistaa sen suhteen muihin tietoihin. [10, s 3-4] Haapasalo ym.
[9, s. 50-54] mairittelevit konseptuaalisen tiedon semanttiseksi verkoksi, “jonka
solmujen ja linkkien tulkitsemiseen ja rakentamiseen yksilo kykenee osallistumaan,
tiedostaen ja ymmartden toimintansa perusteet seki logiikan”. Puolestaan Leinosen
maiiritelmén [22, s. 30] mukaan konseptuaaliseen tietoon kuuluu faktoja, relaatioi-
ta, periaatteita ja yleistyksid, jotka tallentuvat kestomuistin semanttisiin verkkoihin.
Useimmissa miéritelmissi korostuukin semanttisen tietoverkon muodostaminen yk-
silon konstruoimista tiedon osista.

Proseduraalinen tieto taas usein miiritellddn dynaamiseksi ja tarkoituksenmu-
kaiseksi sddntojen, menetelmien ja toimintakaavojen suorittamiseksi. Sen prosessien
voidaan ajatella etenevin ikddn kuin suoritusjonoina. [22, s. 53] Proseduraalinen
tieto késittdd kahdentyyppistd tietoa: matematiikan symbolien ja symboliyhdistel-
miin liittyvien kdytdntojen tuntemus sekd matemaattisten ongelmien ratkaisemiseen
tarvittavien sdéintGjen ja proseduurien tuntemus [10, s. 7]. Kuten muun muassa Haa-
pasalo [9, s. 50-54] on todennut, konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon vilille on
vaikeaa tehda selvii erotusta, minkd vuoksi matematiikan tehtavienkdan luokittelu
ndihin kahteen kategoriaan ei ole yksinkertaista tai mielekasta.

Matematiikan ylioppilaskokeissa on viimevuosina alettu entisti enemméin pai-
nottaa kasitteiden ymmartimisti ja konseptuaalisen tiedon soveltamista. Logaritmin
késitteen ymmartdminen ei ole sama asia kuin logaritmin méiritelmén osaaminen.
Logaritmin méaaritelma esitetdéin oppikirjoissa yleensd valmiina symbolikielen kaa-
vanaa® =y & log, y = x, joka ei sellaisenaan vilttamattéd kerro opiskelijalle mitdan
siitd, mitd logaritmi tarkoittaa. Mééritelmin osaaminen edelld mainittuna kaavana
voitaisiin luokitella menetelmalliseksi sujuvuudeksi ja kisitteellinen ymmaértdminen
astuu mukaan vasta, kun henkild ymmaértidd esimerkiksi, miksi logaritmi on méa-
ritelty ndin tai mistd sen ehdot ovat perdisin. Matematiikan oppiminen ei yleensi
myOskéin ala luontevasti laskuprosesseilla, joten ennen kuin opetellaan laskemaan
logaritmien arvoja, olisi hyvi olla muodostettuna jokin kisitys siitd, mitd logaritmi
tarkoittaa ja miten se liittyy aiemmin opittuihin asioihin.

4.3 Tutkimuksia logaritmien osaamisesta ja opetuksesta

Ongelma, josta idea télle kehittamistutkimukselle syntyi, oli empiirinen havainto
siitd, ettd logaritmin késite jad monilta lukiolaisilta ymmairtamattéd ja logaritmeihin
liittyvien oppisisiltojen osaaminen jii siten heikoksi. Vaikka tutkimustietoa logarit-
mien osaamisen tilasta Suomessa oli 10ydettavissd vihan, tutkimukset tukevat tita
havaintoa. Esimerkiksi tutkimuksessa [27], jossa analysoitiin Tampereen teknilli-
sen yliopiston perustaitotestin tuloksia vuosilta 2006-2017, huomattiin, ettd mate-
maattinen osaaminen on heikointa trigonometriassa, derivoinnissa ja logaritmeissa.
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Perustaitotesti on jérjestetty Tampereen teknillisessa yliopistossa vuodesta 2004 al-
kaen ensimmadisen vuoden opiskelijoille, ja siind mitataan lukiotason matematiikan
osaamista. Edelld mainittuihin aiheisiin liittyvissi tehtidvissa sekd pistekeskiarvo etta
vastausprosentti olivat analyysin mukaan tehtivisarjan alimpia. Tutkimuksessa tode-
taan myos, ettd yliopisto-opintojen kannalta olisi toivottavaa, ettd lukiomatematiikan
painopistealueet keskittyisivit entistd enemmén ymmartamiseen. [27]

Toinen tutkimus, jossa on mitattu korkeakouluopinnot juuri aloittaneiden opiske-
lijoiden osaamista logaritmien suhteen, on Vesa Koivusen pro gradu -tutkielma [20].
Koivunen teetti Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksen uusilla
matematiikan aineenopettajaksi opiskelevilla kyselyn, jonka perusteella hdn arvioi
heididn osaamistasoaan logaritmi- ja eksponenttifunktioissa. Hianen tutkimuksensa
tulosten perusteella opiskelijoiden ymmarrys logaritmeista on vahvasti proseduraa-
lisen tiedon tasolla, mutta eksponenttifunktioiden osalta on nihtivissd myos kon-
septuaalisen tiedon tasoa. Eksponenttifunktio ndytti muutenkin olevan opiskelijoilla
paljon paremmin hallinnassa kuin logaritmi. [20]

Molemmissa edelld kuvatuissa tutkimuksissa on syytd huomioida, ettéd tutkitut
henkilot ovat paésseet korkeakouluun opiskelemaan alaa, jossa vaaditaan hyvii ma-
temaattista osaamista. Taméin vuoksi he ovat hyvin todennékdisesti matemaattisesti
lahjakkaampia ja enemmin matematiikasta kiinnostuneita kuin keskivertolukiolai-
set. Koska tutkimuksissa ilmeni, ettd logaritmien osaaminen oli néilld opiskelijoilla
heikkoa, on se mité todenndkodisimmin keskivertotasoltaan vieldkin heikompaa, joten
kehittdmistarve on ilmeinen.

Tamén tutkimuksen kannalta hyodyllisin logaritmien opiskelua koskeva tutkimus
lienee Weberin pilottitutkimus [48], jossa pyrittiin luomaan konseptuaalisempaa ké-
sitystd eksponentti- ja logaritmilausekkeista. Pilottitutkimuksessa testattiin Weberin
teoreettiseen tarkasteluun perustamaa lihestymistapaa, jossa pyrittiin ensin vahvis-
tamaan eksponenttilausekkeen ymmartamistd prosessina ja sen jidlkeen suoritettiin
rutiinilaskuja, joissa eksponentti- ja logaritmilausekkeita kuvattiin matemaattisina
objekteina. Ndiin tavoiteltiin sitd, ettd kdsitys eksponentin ja logaritmin vélisesta
yhteydesti vahvistuisi. Eksponenttilausekkeen ymmartimisti prosessina pyrittiin te-
hostamaan muun muassa esittimalla se toistuvana kertolaskuna, esimerkiksi

a =a-a-a-...-a.
——
n kertaa

Lisiksi tehtdvissd pyrittiin selventdméin eksponentti- ja logaritmilausekkeiden mer-
kintdjen rakennetta. Seka pilottiryhma ettd vertailuryhmé osoittivat Weberin kokeilun
jalkeen hyviad proseduraalista osaamista, mutta etenkin konseptuaalisissa tehtdvissa
pilottiryhman tulokset olivat vertailuryhmii paremmat. [48]

Weberin tutkimuksen teoriapohjana sovellettiin niin sanottuja prosessi-objekti-
teorioita. Niiden perusta on, ettd matemaattiset kisitteet voidaan ymmartid seka
prosesseina ettd objekteina. [12, s. 114] Esimerkiksi merkintd log, 4 voidaan kisit-
tdd prosessina, jossa otetaan kaksikantainen logaritmi luvusta 4, mutta yhtd hyvin
se voidaan ajatella objektina, kuten esimerkiksi laskutehtéivin tarkkana vastaukse-
na, joka tissi tapauksessa vastaa lukua 2. Késiteltdessi logaritmeja objekteina voi olla
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helpompi ymmartid, ettd niille voidaan edelleen suorittaa toimintoja. Néin ajateltu-
na on myos helpompi ymmairtaa sellaisia merkintoja, jotka sisdltivit tuntemattomia
osia.

Myos Hahkioniemi nostaa timén teorian esiin tutkimuksessaan [12, s. 114], kos-
ka tutkimuksissa on havaittu, ettid oppija hahmottaa useat kdsitteet ensin prosesseina
ja vasta myohemmin objekteina. Esimerkiksi logaritmien laskusidintojé ei kyetd muo-
dostamaan ennen kuin logaritmeja opitaan késitteleméin objekteina, joille voidaan
suorittaa toimintoja. Logaritmin oppimisprosessia voisikin olla hyva viedd Weberin
pilottitutkimuksen tapaisesti prosessiajattelun kautta kohti objektiajattelua ja siten
myo0s kisitteellistd ymmaértadmista.

4.4 Matematiikan kielentaminen

Jotta matematiikkaa ylipditddn voi osata, on osattava matematiikan kieltd. Matema-
tiikan kieli saattaa olla esteend matematiikan ymmértdmiselle varsinkin logaritmi-
kurssilla, jossa opiskelija tormaa uusiin, monimutkaisiin symbolijonoihin.

Termilld kielentiminen tarkoitetaan tdssd tutkielmassa oman ajatteluprosessin
kuvaamista kielen keinoin. Tarkemmin sanottuna matematiikan kielentdmisella tar-
koitetaan oman matemaattisen ajattelun ilmaisemista kirjallisesti tai suullisesti. Ma-
temaattisella ajattelulla puolestaan tarkoitetaan matemaattisen tiedon prosessointia,
jota ohjaavat ajattelijan metakognitiot. Tieto voi olla luonteeltaan proseduraalista tai
konseptuaalista [14, s. 103]. Tdssé tutkielmassa tarkastellaan matematiikan kirjallista
kielentdmistd, jossa voidaan kiyttdd hyviksi matematiikan symbolikieltd, matema-
tiikan luonnollista kieltd ja matematiikan kuviokieltd. Nami matematiikan kielen eri
muodot ovat vahvasti yhteydessi toisiinsa. [13][15]

Aikaisempien tutkimusten perusteella matematiikan opetuksessa on hyvin perus-
teltua kiyttad kielentdmistd oppimateriaaleissa ja oppimisen tukena (mm. [2], [3],
[13], [15], [38]). Matematiikan kielentiminen saattaa auttaa oppilasta jasentimiin
omaa ajatteluaan ja sen avulla oppilaan oma ajattelu tulee nikyviksi myos muille.
Lisédksi oppijan matemaattisen ajattelun sanallistaminen luonnollisen kielen avulla
auttaa opettajaa oppimisen arvioinnissa ja opetustilanteiden suunnittelussa. [13][15]

Matematiikan kielentdmistd opetusmenetelménd on tutkittu Suomessa noin 20
vuotta. Esimerkiksi Tampereen yliopiston matematiikan didaktiikan yliopistonlehto-
ri Jorma Joutsenlahti on tutkinut matematiikan kielentamistad paljon. Artikkelissaan
Matematiikan kirjallinen kielentiminen lukiomatematiikassa [15] han esittelee tutki-
muskokeilunsa siitd, miten lyhyen matematiikan opiskelijat kokevat kielentdmismal-
lien kiyttokelpoisuuden sanallisten tehtdvien ratkaisemisessa. Tutkimuksen aikana
opiskelijoille esiteltiin erilaisia kielentamisen malleja ja selvitettiin, miten opiskeli-
jat kokevat kielentamismallien kdyttokelpoisuuden sanallisten tehtivien ratkaisuissa
sekd millaisia kielentdmismalleja opiskelijat kayttivat. [15]

Suurin osa opiskelijoista koki kirjallisen kielentdmisen auttavan heiti ajattelunsa
jasentdmisessd itselleen ja siten my0Os tukevan asioiden ymmairtamistd. Noin puolet
vastaajista koki kirjallisen kielentdmisen tarkeédksi myos ratkaisun muille esittdmisen
niakokulmasta. Useimpia auttavaksi apukeinoksi koettiin kuvan piirtiminen. Ainoas-
taan noin viidesosa vastaajista ei kokenut saavansa mitddn hyotyéd kielentdmisesti.
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Kirjallisen kielentamisen huonoiksi puoliksi koettiin tekstin tuottamisen tyoldys ja
ettd se vie paljon aikaa. Tdmai turhautti etenkin opiskelijoita, joilla ei yleensa ole
vaikeuksia 10ytdd tehtéviin oikeita ratkaisuja. [15]

Muissakin tutkimuksissa on huomattu useimpien opiskelijoiden kokeneen kir-
jallisen kielentdmisen suurimmaksi hyodyksi sen, ettd se auttaa tilanteen hahmotta-
mista ja prosessin selkenemistd. Kielentdamistehtivien hyodyntdmistd nimenomaan
logaritmien opiskelussa on késitelty muun muassa Markus Blomqvistin pro gra-
du -tutkielmassa, jossa tutkittiin kielentdmistehtdvien tdarkeimpid ominaisuuksia ja
tarkoituksenmukaisuutta lukion lyhyessda matematiikassa. Tutkimuksen kohteena oli
lyhyen matematiikan vanha kurssi MAB3 Matemaattisia malleja 1, jonka sisiltéihin
kuuluivat my6s eksponentti- ja logaritmifunktiot ja -yhtdlot. Tutkimuksessaan Blom-
qvist testasi kehittamiédin kielentdmistehtdavid kahdessa lukiossa, ja tutkimusaineisto
koostui palautetuista kielentdmistehtévista, Likert-asteikollisesta mielipide- ja asen-
nekyselystd (n = 63) sekd avoimista kysymyksisti liittyen kielentdmisen hyotyihin ja
huonoihin puoliin. Blomqvist jaotteli vastaajat matematiikan arvosanan perusteella
kolmeen arvosanaluokkaan, heikot (4-6), keskitasoiset (7-8) ja hyvit (9-10) ja tutki
arvosanaluokan ja sukupuolen vaikutusta tuloksiin. [3]

Tutkimuksen tulosten perusteella kielentamistehtéavit antoivat kullekin arvosa-
naluokalle sen tarvitsemaa tukea matematiikan osaamisen suhteen; ’heikot” kokivat
kielentimisen auttaneen hieman heiddn ymmairrystiin, “keskitasoiset” kokivat sen
olleen hyodyllistd ratkaisun helpottumisen kautta ja hyvit” nékivit kielentamisen
arvon heidin ajattelunsa edelleen syvenemiselle. Kuitenkin parhaimman arvosana-
luokan tytot kokivat kielentamistehtavit turhiksi ja vaikeiksi. Lisédksi tutkimuksessa
vahvistui, ettd opettaja saa kielentdimistehtidvien vastauksista paljon hyodyllisti tie-
toa opiskelijoiden matemaattisesta osaamisesta ja ajattelusta. [3, s. 132—135] Ndin
opettaja voi toteuttaa monipuolista arviointia ja tukea opiskelijoita entistd paremmin
niissd asioissa, jotka ovat jddneet epaselviksi.

Matematiikan kielentiminen on tirked véline myos omien ratkaisujen perustelus-
sa, mitd vaaditaan esimerkiksi ylioppilaskokeessa hyvéidn suoritukseen ja kokelaan
kypsyyden osoittamiseen [50]. Ratkaisun esittdminen perusteluineen vaatii yleensa
matematiikan symbolikielen lisdksi luonnollisen kielen ja kuviokielen tarkoituksen
mukaista kayttod [16, s. 412]. Siksi taytyisikin pohtia, millainen matematiikan opetus
harjaannuttaa opiskelijaa perustelemaan seki kiyttiméédn ja ymmértiméiin matema-
tiikan kielen erilaisia esitysmuotoja.

Matematiikan kirjallista kielentamistd varten on kehitetty monia erilaisia kie-
lentdmistehtavityyppeja (mm. [38], [24], [2]), joita olen koonnut taulukkoon 4.1.
Kielentdmistehtdvissa oleellista on, ettd oppija padsee operoimaan useammilla kuin
yhdelld matematiikan kielelld. Etenkin koodinvaihtotehtivit tukevat yhteyksien muo-
dostamista matematiikan eri kielten ja esitysmuotojen vilille. Kielentimistehtdvien
etuna on muun muassa se, ettd niiden ratkaisut vastaavat sekd miten- etta miksi-
kysymyksiin. Ndin ollen ne tukevat proseduraalisen tiedon kehittymisen lisiksi kon-
septuaalisen tiedon syntya. [3][38]

Koodinvaihtotehtavit osoittautuivat tutkivan harjoittelun tutkimuksessani hyo-
dyllisiksi ainakin logaritmimerkintdjen ymmartimisen kannalta, joten haluan kayt-
tdd niitd myoOs tdssd tutkimuksessa. Lisdksi tulen hyodyntiméédn tdydennys-, vir-
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heen etsintd-, ratkaisun argumentointi-, omin sanoin selittiminen-, matematiikan
konkretisointi- ja ratkaisun jarjestiminen -tehtivityyppeja.

Taulukko 4.1. Kielentdmistehtavityyppeja

Tehtivamalli Kuvaus

Koodinvaihto Asian ilmaiseminen jollain toisella matematiikan
kielella

Tdydennys Tdydennetddn annettuun ratkaisuun puuttuvat
ratkaisun kannalta olennaiset osat

Virheen etsintd Etsitddn valmiista ratkaisusta virhe(it)

Ratkaisusta tehtava Paitellddn annetusta ratkaisusta, miké olisi
tehtdavinanto, johon ratkaisu sopiin

Ratkaisun argumentointi Perustellaan valmista tai itse tehtya ratkaisua
matematiikan eri kielien avulla

Tiedon seulonta Etsitddn tehtdvinannosta ratkaisun kannalta
olennaiset asiat

Omin sanoin selittiminen Selitetddn jokin asia omin sanoin, eli annetaan sille
jokin merkitys ilman matematiikan symbolikielta

Matematiikan konkretisointi | Keksitddn matemaattiselle sisillolle vastineita tai
kayttotarkoituksia arkielamésti

Ratkaisun jarjestaminen Jarjestetddn ratkaisulle valmiiksi annetut elementit,
kuten ratkaisun vaiheet oikeaan jérjestykseen

4.5 Tutkiva matematiikka

Hiahkioniemen [12, s. 128] mukaan matematiikan késitteiden opiskelussa on tirkeaa
aktivoida opiskelija itse tutkimaan, tekeméén havaintoja, pddtteleméén ja harrasta-
maan matemaattista ajattelua. Hanen mukaansa tutkijayhteisossd onkin jo pitkddn
pidetty tehokkaina opetusmenetelmii, jotka perustuvat siihen, ettd opiskelija itse tut-
kii jotain matematiikan ilmi6té tehtivissd, joihin hinelle ei ole annettu valmista rat-
kaisumenetelmii. Téllaisille opetusmenetelmille on kiytetty tutkimuksesta riippuen
useita eri nimityksid, kuten tutkiva matematiikka, tutkiva oppiminen tai ongelma-
keskeinen oppiminen. Ndissd menetelmissd keskeistd on oppijan oma tutkiskelu ja
ongelmien ratkaiseminen. Itse tyOstetty jad yleensd paremmin muistiin kuin valmiina
annettu tieto. [11, s. 4][33, s. 36-37]

Héhkioniemen mallin mukaan tutkivan matematiikan oppitunti rakentuu kol-
mesta keskeisestd vaiheesta: alustus, tutkimus ja koonti. Alustusvaiheessa opettaja
esittelee tehtivit opiskelijoille ja motivoi heité tehtdavien tekoon. Tutkimusvaiheessa
opiskelijat tekevit tehtivid ja tutustuvat tutkittavaan asiaan itseohjautuvasti, yksin tai
yhdessd muiden opiskelijoiden kanssa. Opettajan roolina tutkivan matematiikan op-
pitunneilla on ldhinnd kiertdd auttamassa ja keskustelemassa opiskelijoiden kanssa
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heidin ratkaisuistaan ja pyytdi heiltd perusteluja ratkaisuilleen. Télld pyritaan mate-
maattiseen tyoskentelyyn, joka painottaa perustelujen tarkeyttd. [11, s. 5-7] Samalla
kun opiskelija perustelee vastauksiaan, hin kielentdd matemaattista ajatteluaan, mika
saattaa edelleen vahvistaa hinen ymmairrystidin asiasta. Vuorovaikutus opiskelijoi-
den kanssa auttaa lisdksi myos opettajaa hahmottamaan opiskelijoiden osaamista ja
toteuttamaan formatiivista arviointia.

Koontivaiheessa opettaja tiivistidd opitut asiat ja korostaa keskeisimpid sisiltoja,
jotta opiskelijoille syntyisi kuva siitd, mitd tutkimalla oli tarkoitus oppia. Opetta-
ja voi myOs pyytad oppilaita esittimédn omia ratkaisumenetelmidéan [11, s. 5-7].
Koontivaiheella varmistetaan, ettd opiskelijat ovat ymmartédneet asiat oikein ja saa-
vat kdyttoonsa asioiden viralliset nimitykset ja merkinnit. Opettajan tehtidva tutkivan
matematiikan tunneilla on toimia paadasiassa opetuksen organisoijana ja ohjaajana
opiskelijan toimiessa aktiivisena oppijana. Tdma istuu hyvin yhteen konstruktivisti-
sen oppimiskisityksen kanssa.

Tutkivassa matematiikassa hyodynnetédén avointa ongelmanratkaisua, ja tehtéaviin
on yleensid olemassa monia erilaisia ratkaisumenetelmii, jotka saattavat sisaltii eri-
laisia matemaattisia ideoita. Muun muassa Pehkonen nostaa artikkeleissaan [32] ja
[33] esiin avoimen ongelmanratkaisun ja tutkimustehtdvien merkityksen matema-
tiikkan ymmartévélle oppimiselle. Tutkivan matematiikan on monissa tutkimuksis-
sa osoitettu tehostavan matematiikan oppimista ja lisddvin opiskelijan uskoa omiin
matemaattisiin kykyihin. Lisdksi sen on Hahkioniemen [11, s. 4] mukaan todettu
kehittavin muun muassa ymmartamistd ja matemaattisen ajattelun taitoja, joten siitd
saattaisi olla apua myos logaritmin késitteen ymmartdmisessa.

4.6 Siahkoiset oppimateriaalit

Téssd tutkielmassa oppimateriaali on médritelty aineistoksi, joka perustuu opetus-
suunnitelmaan ja on laadittu tietylle ikdluokalle tai tietyn oppimiskokonaisuuden
opiskelua varten. On kuitenkin hyvd huomioida, ettd kyseessid on hyvin moniselit-
teinen kisite, silld esimerkiksi Vainionpdin [47, s. 81] mukaan oppimateriaaliksi
voidaan késittad kaikki informaatio, jota oppija kiyttdd oppimisprosessin aikana. Pe-
rinteisesti eniten kdytetty oppimateriaali matematiikan opetuksessa on kautta aiko-
jen ollut oppikirja. Oppikirjoiksi voidaan lukea esimerkiksi kaikki itsendiset opetus-
kayttoon laaditut teokset, jotka sisdltdvit oppiaineen opetussuunnitelman mukaiset
ydinasiat muodostaen kokonaisuuden [44, s. 231].

Viimevuosina on tehty entisti enemmin oppimateriaalin digitalisaatiota, jolla
tarkoitetaan oppimateriaalien sisiltojen kehittdmistd ja muuttamista tietokoneiden
ymmadrtdméédn tallennusmuotoon. Painettujen oppimateriaalien ohelle ovat tulleet
digitaaliset oppimateriaalit, jotka voivat olla vuorovaikutteisia ja monimediaisia.
Tama on edellyttinyt myos sellaisten sovellusohjelmien luomista, ettd siséltdja voi-
daan kiyttdi tietokoneella, dlypuhelimella, tabletilla tai muulla medialaitteella. [44,
s. 230-232] Digitalisaatiosta voidaan puhua myo6s sidhkoistymisend. Oppimateriaa-
lien ja opetuksen sidhkoistimistd on tehty jo vuosikymmenid, mutta huomattavim-
man sysdyksen sille toi ylioppilaskirjoitusten muuttuminen sdahkoisiksi vaiheittain
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syksystd 2016 alkaen. Ylioppilaskokeiden sdhkoistyminen on edellyttinyt sidhkois-
ten ohjelmistojen ja materiaalien kdytt6d myos opetuksessa.

Nimityksid sdhkoinen oppimateriaali, e-oppimateriaali, verkko-oppimateriaali
ja digioppimateriaali on kiytetty eri yhteyksissd monista erilaisista sdhkoisistd ai-
neistoista, kuten verkkosivustoista, oppimisaihioista, verkkokursseista ja oppikirjan
oheismateriaaleista [39, s. 172].Oppimisaihio (eng. learning object) on 1990-luvulla
kehitetty késite, jolle on olemassa useita erilaisia mééritelmiid. Yleensa silld kuiten-
kin tarkoitetaan mité tahansa tietoon liittyvaa itsendistd esitystd, jota voidaan kiyttaa
opetuksen tai oppimisen materiaalina. Useimmissa mééritelmissi ajatellaan lisdksi,
ettd oppimisaihio on tallennettu nimenomaan digitaaliseen muotoon. Kaytinnossa
oppimisaihio voi olla esimerkiksi video, tekstitallenne tai matemaattinen tyoalus-
ta tai vaikkapa ndiden kaikkien yhdistelmi. Oleellisinta on, etteivdt oppimisaihiot
ole laajoja kokonaisuuksia, vaan johonkin yksittdiseen rajattuun teemaan keskitty-
vid esityksid. Tamén vuoksi niitd voitaisiin kutsua myos oppimateriaalin sisdllon
perusyksikoiksi. [43, s. 160—161]

Sahkoistymisen selvind etuna on, ettd internet mahdollistaa sdhkdisten oppima-
teriaalien helpon jakamisen ja ajan tasalla pitamisen. Toinen merkittdvind pidetty
sahkoisten oppimateriaalien hyoty on mahdollisuus luoda materiaalista vuorovaikut-
teinen ja monimediainen. Sdhkoinen oppimateriaali on mahdollista koostaa moni-
puolisesti erilaisista oppimisaihioista, eli tekstin ohelle voidaan liittdd esimerkiksi
videoita, ddntid, vuorovaikutteisia kuvia, mallinnuksia, linkkeja, simulaatioita tai pe-
leja. Erilaisilla viihdyttivilla elementeilld, kuten pelillistetyilld tehtavilld, saattaa tut-
kimusten mukaan olla motivoiva vaikutus opiskelijoihin. [41, s. 188, 190] Erilaiset
interaktiiviset elementit, kuten liikkuvat GeoGebra-appletit, voivat lisdksi valittaa
opiskelijalle sellaista tietoa, jota perinteisistd painetuista kuvista ei saa. Tama saattaa
helpottaa eri esitysmuotojen vélisten yhteyksien 10ytamistd. [42, s. 135] Niin oppija
voi saada tukea kisitteellisen ymmarryksen kehitykselle.

Tossavaisen [41, s. 191] mielestd sahkoisten oppimateriaalien tirkein etu ei kui-
tenkaan ole perinteisen kirjan rikastuttaminen vaan se, etti digitaalisuus mahdollistaa
uuden tyyppisen opiskelun tukemisen. Digitaalisuuden myoti on alettu puhua oppi-
kirjan avulla oppimisen sijaan oppimisympadristossd oppimisesta. Oppimisymparis-
tolla tarkoitetaan yleisesti fyysisistd, psyykkisistd ja sosiaalisista tekijoistd koostuvaa
ympdristdd, jossa oppiminen ja opiskelu tapahtuvat [44, s. 232]. Sahkoisessd oppi-
misympdristossd oleellista on vuorovaikutteisuus, jota ei pelkdssi tekstikeskeises-
sd materiaalissa ole. Sdhkoisiin materiaaleihin siséltyy erilaisia luovaan kokeiluun,
keksimiseen ja tutkimiseen soveltuvia tyoalustoja. Tossavaisen mukaan sidhkoiset op-
pimateriaalit mahdollistavatkin konstruktivistisemman ja kokeilevamman opiskelun
kuin perinteiset oppimisymparistot. [41, s. 189-193][42, s. 129]

Osa sidhkoisen oppimateriaalin tehtévistd voi myos sisdltdd automaattitarkastuk-
sen, minkd ansiosta opiskelija saa osaamisestaan vilittomén palautteen. Automaat-
titarkastus ja -vinkit sekd opetusvideot voivat korvata opettajan tyotd silloin kun
opettaja ei ole saavutettavissa. Oppitunneille timd mahdollistaa sen, ettd opetta-
ja voi keskittyd entistd enemmin toimimaan opetustilanteen ohjaajana, mikd myos
tukee konstruktivistisessa oppimiskésityksessd suosittua asetelmaa. Samalla nima
ominaisuudet lisdadvit joustavuutta oppimisen ajankohdan ja paikan valintaan. [41,
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s. 188, 190][43, s. 169] Aikaa ei vilttimaitti tarvitse oppitunneilla kayttidd tehtidvien
tarkistamiseen, opiskelijat voivat edetd omaan tahtiin ja véliton palaute osaamisesta
voi lisétd opiskelijan pystyvyyden tunnetta ja motivaatiota.

Sahkoisten oppimateriaalien ongelmana on, etté niiden laatiminen voi olla perin-
teisid painettuja oppikirjoja tydlaampad ja kalliimpaa, silld monimediaisten sisdltojen
luominen saattaa vaatia paljon ohjelmointityotd [42, s. 135-136]. My0s tekniset on-
gelmat on listattu useissa tutkimuksissa sdhkoisten oppimateriaalien huonoihin puo-
liin. Haasteena on muun muassa saada materiaalit toimimaan samoin monenlaisilla
tietokoneilla, silld opiskelijoilla saattaa olla kdytdssddn esimerkiksi kéyttojirjestel-
maltiin tai tehokkuudeltaan eroavia tietokoneita.

4.7 Teknologia-avusteinen tutkiva matematiikka

Digitalisaation myoti teknologia-avusteista matematiikan opetusta ja opiskelua on
kokeiltu ja tutkittu runsaasti. Samu Eskelinen tutki pro gradu -tutkielmassaan [6] tut-
kivaan matematiikkaan pohjautuvaa teknologia-avusteista opetusta derivaatan ope-
tuksessa. Tutkimuksessa hén selvitti opiskelijoiden ajatuksia ja kokemuksia tillaisen
opetuksen ja tehtdvien kdytostd motivoivuuden kannalta seki sitd, kokevatko opis-
kelijat kdytettyjen menetelmien olevan tehokkaita tapoja derivaatan mééritelmin
oppimiseen. [6]

Eskelinen kerdsi tutkimusdataa kurssin MAA7 opiskelijoilta ja tutkimukseen
osallistui 13 opiskelijaa yhdestd lukiosta. Hian valmisteli yhdelle opetuskerralle teh-
tavasarjan, joka koostui GeoGebra-appleteista ja kerdsi tutkimusaineiston tunnin
jédlkeen toteutetuilla parihaastatteluilla. Opiskelijoille oli aiemmin opetettu derivaa-
tan méiritelmd, joten osa tehtiviin liittyvistd késitteistd oli heille jo tuttuja, mutta
ymmarrystd pyrittiin vahvistamaan. [6, s. 21-22]

Tutkimuksen tulosten perusteella opiskelijat kokivat teknologia-avusteisen tut-
kivan matematiikan mielekkaaksi tavaksi opiskella. Kéytetyt appletit lisdsivit opis-
kelijoiden mielestd ilmididen havainnollisuutta ja auttoivat ymméirtiméédn ilmioi-
td syvemmalld tasolla. Appletit auttoivat oppilaita myos ajattelemaan derivaatan
madritelmidd matematiikan eri kielten kautta. Opiskelijat olivat ldhes yksimielisid
teknologia-avusteisten tutkivan matematiikan tehtdvien hyodyllisyydesti ja toivoivat
niitd lisad. Teknologia-avusteista tutkivaa matematiikkaa toivottiin kuitenkin perin-
teisen opetuksen lisdni, eikd perinteisen opettajajohtoisen opetuksen korvaajana. [6,
s. 34-36]

Eskelisen tutkimuksessa tavallaan yhdistettiin seki tutkiva matematiikka, mate-
matiikan kielentiminen ettéd sdhkoisten materiaalien ja tietokoneen kayttd matematii-
kan opiskelussa. Koska tutkimuksen tulokset olivat piddasiassa positiivisia, saadaan
teoreettinen tuki ndiden elementtien yhdistdmiselle oppimateriaalia rakentaessa.
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4.8 Analyysin yhteenveto

Tassd luvussa esitellddn teoreettisen ongelma-analyysin perusteella kehittdmistutki-
mukselle asetetut tavoitteet ja valinnat, kuten oppimateriaalin muoto, sisdltd seka
pedagogiset ja mediatekniset tyokalut.

Kehitettdvin materiaalin padasialliseksi kohteeksi valittiin pitkin matematiikan
kurssi MAAS8 Juuri- ja logaritmifunktiot, jolla logaritmeihin perehdytddn eniten.
Materiaalin sisdllon rajaamisessa tdytyi ottaa huomioon testiryhmélle jarjestettdvin
opetuskokeilun laajuus. Opetuskokeilun toteutukseen varattiin yhden viikon mate-
matiikan oppitunnit, mikéd vastaa noin 225 minuuttia opetusta. Rajasin materiaalin
sisdllon siten, ettd kurssin asioista kasitelldin kaikki logaritmeihin liittyvat oppi-
sisdllot lukuun ottamatta logaritmin derivointia. TAma rajaus on linjassa myos sen
kanssa, ettd marraskuussa 2019 julkaistussa uudessa opetussuunnitelmassa kurssija-
ko uudistuu niin, ettd logaritmifunktion derivaatta késitellaédn eri kurssilla kuin muut
logaritmeihin liittyvit asiat [29][30]. Nédin on huomioitu materiaalia hyodyntdamis-
mahdollisuudet myoOs tulevaisuudessa, vaikka opetussuunnitelma uvudistuu.

Materiaali pdddyttiin luomaan sdhkoiseksi oppimateriaaliksi, jossa mukaillaan
oppikirjamaista rakennetta. Tdhén padtokseen vaikuttivat seki teoreettisessa ongelma-
analyysissa esille tulleet sdhkoisen oppimateriaalin ja teknologia-avusteisen oppimi-
sen hyodyt ettd sdhkdisen ylioppilaskokeen mukanaan tuomat vaatimukset. Halusin,
ettd opiskelijat voivat tehtavid tehdessidian hyodyntda sihkoisen ylioppilaskokeen oh-
jelmistoja ja harjoitella sahkoistd vastaamista. Lisédksi tdima kehittdmistutkimus péaa-
dyttiin liittiméddn osaksi Tampereen yliopiston koordinoimaa hanketta "Matemaat-
tisten aineiden verkkokurssit lukioon ja ammatilliseen koulutukseen", joten oppima-
teriaalin alustaksi valikoitui hankkeessa kaytetty TIM.

TIM eli The Interactive Material on dokumenttipohjainen pilvipalvelu vuorovai-
kutteisten materiaalien tuottamiseksi. Se on Jyviskylin yliopistossa kehitetty avoi-
meen ldhdekoodiin perustuva verkkosivusto, jossa on mahdollisuus tuottaa kirja-
maisesti etenevid lineaarista materiaalia, joka toimii poytdkoneella, tabletilla seka
kinnykélld. TIM soveltui hyvin tdmén oppimateriaalin luomiseen, silld sen avulla
on mahdollista luoda erilaisia sdhkdisen oppimateriaalin ominaisuuksia hyodynta-
vid tehtivityyppejd, joissa on mahdollisuus kiyttdd myos automaattitarkastusta. Li-
satietoa TIM:istd 10ytyy osoitteesta https://tim.jyu.fi/view/tim/TIM-esittely (Luettu
9.6.2020).

Tdmén kokeilun oppimistavoitteissa mukaillaan luonnollisesti opetussuunnitel-
man perusteissa (2015) asetettuja logaritmeihin liittyvid oppimistavoitteita. Tavoit-
teista painotetaan kuitenkin logaritmin kisitteen ymmairtamistd. Néin siksi, etti ai-
kaisempien tutkimusten tarkastelun perusteella nykyiset materiaalit ja opetusmuodot
tukevat enimmikseen logaritmien proseduraalista osaamista, vaikka sdahkoisissa yli-
oppilaskokeissakin painotetaan ulkoa opitun tiedon muistamisen ja toistamisen sijasta
yhi enemman tiedon syvillisempai tulkintaa ja analysointia [36, s. 54]. Logaritmien
oppimista ja kasitteellistdi ymmartdmistd pyritddn vahvistamaan hyodyntimalld ma-
tematiikan kielentdmisen ja teknologia-avusteisen tutkivan matematiikan keinoja,
joilla on aiempien tutkimusten perusteella havaittu olevan positiivisia vaikutuksia
matematiikan oppimiseen. Matematiikan kielentdmistid hyodynnetiidn muun muassa
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soveltamalla erilaisia kielentamistehtavityyppeja (ks. taulukko 4.1). Lisdksi pyrin
luomaan monipuolisesti vuorovaikutteisia oppimisaihioita sisdltavan materiaalipa-
ketin, jossa hyodynnetdidn mahdollisuuksien mukaan myos pelillisyytta.

Tutkivaa matematiikkaa hydodynnetiin tutkimusperustaisten tehtivien lisdksi ope-
tuskokeilun toteuttamisessa, silli opetusmenetelmiiin otetaan vaikutteita Hihkionie-
men esittelemistd tutkivan matematiikan oppitunnista. Opetuksen ja oppimateri-
aalien sdhkoistymisen myotad sekd opettajan ettd opiskelijan rooli on muuttunut ja
konstruktivistisen oppimiskasityksen asema noussut entisestiin. Opiskelijan vastuu
omasta oppimisestaan kasvaa ja rooli muuttuu entistd enemmaén aktiiviseksi toimi-
jaksi. Vaikutuin siitd, ettd tutkivan matematiikan oppitunti tukee opiskelijan itseoh-
jautuvuutta ja mahdollistaa opettajan toimimisen ohjaajana.

Yhteenveto oppimateriaalille ja opetuskokeilulle asetetutuista tavoitteista:

1. Opiskelija oppii tuntemaan logaritmifunktion ominaisuudet, ratkaisemaan lo-
garitmiyhtdloitd ja kdyttimain teknisid apuvilineitd logaritmifunktioiden tut-
kimisessa sekd muodostaa kokonaiskuvan siitd, mikd ovat logaritmi ja mihin
sitd kaytetddn.

2. Oppimateriaalissa hyodynnetdin sdahkdisen oppimateriaalin mahdollisuuksia
sekd mahdollistetaan sidhkoisessi ylioppilaskokeessa tarvittavien taitojen har-
joittaminen.

3. Oppimateriaalin tehtivit hyodyntévit tutkivaa matematiikkaa ja matematiikan
kielentdmistd ja kehittdavit ndissd tarvittavia taitoja, kuten kriittistd ajattelua,
matemaattisen ajattelun jisentelyd ja ilmaisemista seka siten my0s késitteellisti
ymmartamista.

4. Opetuskokeilun opiskelumuoto tukee opiskelijan itseohjautuvuutta ja roolia
aktiivisena oppijana.
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S Kehittamisprosessi

Teoreettisen ongelma-analyysin avulla muodostettiin tutkimuksen teoreettinen viite-
kehys ja suunnitelma siitd, millainen oppimateriaali on tavoitteena kehittdd ja millai-
sia keinoja kehityksessd hyodynnetddn. Kehittamisprosessi alkoi alustavan materiaa-
lipaketin koostamisella ja ohjelmoimisella. Kuvaan tdssd luvussa kehittdmisvaiheita
1 ja 2 sekd niiden vilissd toteutettua asiantuntijakierrosta, jossa selvitettiin, millaisek-
si asiantuntijat arvioivat laaditun oppimateriaalin ja miten siti tulisi kehittd4 ennen
sen testaamista opetuskaytossa.

5.1 Kehittamisvaihe 1

Materiaali kehitettiin ja julkaistiin osana Opetushallituksen rahoittamaa hanketta
Matemaattisten aineiden verkkokurssit lukioon ja ammatilliseen koulutukseen, jota
koordinoi Tampereen yliopisto. Kuten muutkin hankkeen oppimateriaalit, kehitté-
mistuotos luotiin sdhkoiseksi oppimateriaaliksi TIM-alustalle ja se pyrittiin suunnit-
telemaan niin, etti sitd voidaan hyodyntdi sekd oppitunneilla ettd itsendisessid opis-
kelussa. Kehitetty oppimateriaali koostuu neljdstd padluvusta: 1) Johdatus logaritmin
kisitteeseen, 2) Logaritmifunktio, 3) Logaritmin laskusdéintojd ja 4) Logaritmiyh-
tdlo. Luvut on jaoteltu pienempiin osioihin, jotka on sisédltonsd perusteella nimetty
"Teoriaa", "Tutkimus" tai "Tehtdvd". Osioita on yhteensd 18 ja niistd 11 on tehtavid
ja 3 on tutkimuksia.

Kehittamistutkimuksen tavoitteena oli luoda oppimateriaali, joka auttaisi sen
kayttdjaa logaritmin kéasitteen ymmairtamisessd. Koska materiaalissa haluttiin pai-
nottaa kasitteellistd ymmartamistd, paddyin jittdimain mekaanisten laskutehtivien
osuuden systemaattisesti pienemmaéksi kuin lukion oppikirjoissa. On kuitenkin syy-
td huomata, ettd mikédén ei estd materiaalin kiyttdjaa hyodyntdamiin oppikirjaa tai
muita oppimateriaaleja tdmin materiaalin ohella.

Aloitin kehittdmistyon ongelma-analyysin tuloksena asetettujen tavoitteiden poh-
jalta. Ensin kartoitin, mitkd oppisisallolliset asiat materiaaliin tulee sisillyttdaa ja mil-
laisia tehtavid TIM:ssd on mahdollista luoda. Lisdksi sovelsin listaa kirjallisen kie-
lentamisen tehtéavatyypeisti (taulukko 4.1) ja pohdin, millaisia muita kielentimisti ja
tutkivaa matematiikkaa hyodyntavii tehtivid sdhkoiseen oppimateriaaliin voisi luoda
ja millainen tehtdvd mihinkin aiheeseen soveltuisi. Suunnitelmaa péivitettiin jatku-
vasti kehittimisprosessin edetessi, ja sitd mukaa kun ohjelmointitaitoni vahvistuivat,
pystyin kehittaméin tehtivistd yhid monipuolisempia ja kiinnittiméén huomiota myos
pelillistimiseen.

Esittelen seuraavissa alaluvuissa oppimateriaaliin kehittdmieni tehtivien ideaa
ja kuinka olen niissd hyodyntényt tutkivan matematiikan, matematiikan kielentdmi-
sen ja vuorovaikutteisen sdhkoisen oppimisympdiriston elementtejd. On kuitenkin
hyvd huomioida, ettd vaikka olen jaotellut tehtivia eri otsikoiden alle, useimmissa
tehtdvissd on hyodynnetty ndisti kaikkia.
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5.1.1 Tutkimustehtivit ja johdattelu logaritmeihin

Lukion opetussuunnitelman perusteissa (2015) sanotaan, ettd "opetustilanteet jarjes-
tetddn siten, ettd ne herdttivit opiskelijan tekemiin havaintojensa pohjalta kysymyk-
sid, oletuksia ja pditelmid sekd perustelemaan niitd" [28, s. 126]. Tdhin tavoittee-
seen olen pyrkinyt vastaamaan luomalla tutkivaa matematiikkaa soveltavia tehtivia,
joita nimitdn materiaalissa tutkimuksiksi. Tutkimuksiksi nimitettyjad osioita on ma-
teriaalissa yhteensd kolme kappaletta. Niiden liséksi olen sisillyttinyt materiaaliin
muitakin pédttelyyn ja teorian itse oivaltamiseen pohjautuvia osioita. Tutkimuksis-
sa ideana on, ettd opiskelija noudattaa listattuja ohjeita, esimerkiksi piirtdd annetut
kuvaajat, ja sen jidlkeen vastaa kysymyksiin, jotka ohjailevat hinti itse oivaltamaan
jonkin halutun teoriaan liittyvén asian.

Materiaalissa johdatellaan opiskelijaa logaritmin késitteen ymmaértdmiseen ha-
nelle ennestddn tutun asian, eksponenttiyhtdlon kautta. Opiskelijan ensimmaéisena
tehtavani onkin ratkaista helppoja eksponenttiyhtiloitd paittelemélld. Taméan jal-
keen tehdéén ensimmdinen tutkimus, jossa ideana on piirtdd 2-kantaisen eksponent-
tifunktion kuvaaja ja analysoida sitd. Tavoitteena on, ettd opiskelija selvittdd tut-
kimalla eksponenttifunktion médrittely- ja arvojoukon ja oppii lukemaan kuvasta
eksponenttiyhtdlon ratkaisuja. Tdssd harjoitellaan sekd havaintojen ja johtopddtosten
tekemistd kuvaajasta ettd matematiikan kuviokielen yhdistimistid symbolikieleen ja
luonnolliseen kieleen. Padtavoitteena on saada opiskelija huomaamaan, ettei kaikille
eksponenttiyhtiloille voida 10ytia ratkaisua paattelemalld tai kuvaajasta katsomalla.
Myohemmin esitellddn logaritmin olevan ratkaisu tihan ongelmaan, joka tutkimuk-
sessa havaittiin. Talld 1dhestymisndkokulmalla pyritdin luomaan motivaatiopohja
sille, miksi tdllainen asia kuin logaritmi on olemassa ja mité silld voidaan tehda.
Oppiminen, kuten matematiikan luominenkaan, ei yleensd ala luonnollisesti mééri-
telmistd, vaan ensin on muodostuttava jokin syy mééritelman muotoilemiseen [12,
s. 117].

Myo6s logaritmifunktion kisitettd pohjustetaan jo ensimmadisessd tutkimuksessa;
Opiskelijan tehtdvina on taulukoida eksponenttifunktion pisteiden koordinaatteja ja
sitten kdantid koordinaattien arvot toiseen taulukkoon toisin pdin. Talld pyritiédn kon-
kretisoimaan opiskelijalle sitd, mistd nimitys kdénteisfunktio tulee. Liséksi tutkimalla
on tavoitteena huomata, ettd eksponenttifunktion kédénteisfunktio vaikuttaisi olevan
logaritmifunktio ja oivaltaa myos, ettd madrittelyjoukko ja arvojoukko ovat kdin-
teisfunktiolla toisin pdin. Niin pohjustetaan sitd, miké on logaritmifunktio, millaisia
ominaisuuksia silld on ja miki yhteys silld on eksponenttifunktioon.

Materiaaliin valitussa ldhestymistavassa tutkitaan siis ensin eksponenttifunktiota
ja selvitetdin muun muassa, mitd keinoja meilld on sen ratkaisemiseen, miltd sen
kuvaaja ja kiinteisfunktion kuvaajat nédyttavit ja miten logaritmifunktioksi kutsu-
tun funktion kuvaaja liittyy eksponenttifunktioon. Sen jidlkeen piditellddn ja muo-
dostetaan matematiikan symbolikielen merkinnoistd luonnollisella kielelld sdinto
eksponenttiyhtilon ja logaritmiyhtdlon vilille ja vasta tdmén jalkeen maéritellddn
tasmadllisesti uudet kasitteet logaritmi ja logaritmifunktio. Lisdksi ndilld uusilla ka-
sitteilld vahvistetaan olevan ne ominaisuudet, jotka aiemmin tutkimuksessa havaittiin
intuitiivisesti.
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Koska en halunnut antaa logaritmin maaritelmaa oppimateriaalissa valmiina kaa-
vana, kuten monissa oppikirjoissa tehdédan, paadyin ratkaisuun, jossa opiskelijan teh-
tdvind on itse paitelld eksponentin ja logaritmin vélinen yhteys keksimélld sdanto
taulukon yhtiloille ja vasta timén jalkeen hinelle kerrotaan, ettid yhteyttd kutsutaan
logaritmin mairitelmiksi. Néin opiskelijan tidytyy paneutua monimutkaiselta nayt-
tavaan logaritmin mééritelmén symboliesitykseen, joka valmiina kaavana esitettyna
olisi helppo vain sivuuttaa. Mairitelmédin perehdytddn useasti tdmén jialkeenkin ja
sitd pyritddn ymmartdmaian muun muassa kielentimisen keinoin (esim. kuva 5.2).

Monessa muussakin tehtivissd on pohjimmaisena ideana itse selvittamalld tai
tutkimalla padsté teoriatietoon késiksi ennen kuin teoria esitetidin opiskelijalle tds-
millisesti. Opiskelija muun muassa pohtii perusteluja logaritmifunktion madritte-
lyehdoille monivalintatehtavin avulla, milld pyritdén siihen, ettd hdan oikeasti ym-
martdisi ehtojen merkityksen, eiki ainoastaan opettelisi niitd ulkoa. Itse tutkimalla
selvitetddn myos logaritmifunktion ominaisuudet, kuten méérittely- ja arvojoukko se-
ki milloin funktio on kasvava, milloin vidhenevi ja miki on logaritmin arvo kohdassa
x = 1. Tutkimusten kohteina kdytetdin muun muassa kuvaajia, valmiita ratkaisuja ja
GeoGebra-appletteja, kuten kuvassa 5.1 nakyvissa tutkimuksen 2.2 oppimisaihiossa.

Tehtaviassi 1.6 yhdistin tutkivaa matematiikkaa tiedonhankintataitojen harjoitte-
lemiseen. Tehtdvind on ottaa selvii tai padtelld, mitd tunnetuimmista logaritmijarjes-
telmistd kdytetyt merkinnit In ja lg tarkoittavat, eli mitd nimityksid niille kaytetidin
ja miki kyseisissd logaritmeissa on kantalukuna. Lisédksi opiskelijan tdytyi etsid tie-
toa siitd, missd muualla kuin matematiikassa logaritmia lg tarvitaan, milld pyrittiin
konkretisoimaan logaritmien arkipdivin kiyttotarkoituksia.

o
3
2 a=2
.
1
- ] 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10
= |
fla
-2
Zoom: - r + Piilota tie

Tutki logaritmifunktioiden kuvaajia GeoGebra-appletin  avulla wvaihtamalla kantalukua a
liukusaatimelld ja vastaa alla oleviin kysymyksiin.

Kuva 5.1. Oppimisaihio, jossa hyodynnetidin dynaamisen GeoGebra-
appletin tutkimista
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5.1.2 Kielentamistehtaviit

Opetussuunnitelman perusteissa asetetaan matematiikan opetuksen tehtavaksi myos,
ettd “opiskelijaa rohkaistaan kadyttiméin ajattelua tukevia kuvia, piirroksia ja vili-
neitd seki tuetaan opiskelijan taitoa siirtyd toisesta matemaattisen tiedon esitysmuo-
dosta toiseen” [28, s. 129]. Kehitin materiaaliin paljon kuvaajiin liittyvia tehtavii,
joissa pyritddn siihen, ettda opiskelija yhdistdisi matematiikan symbolikielen, kuvio-
kielen ja luonnollisen kielen merkintdjd sekd omia intuitiivisia havaintojaan ja niista
tekemidin padtelmid monipuoliseksi tietoverkoksi. Esimerkiksi edelli esitellyt tutki-
mustehtivit sisdltavit kuvaajien ja applettien analysointia seki tulkintojen tekemista.
Naissd tehtdvissd opiskelijan tehtidvd on my0s kirjoittaa luonnollisella kielelld omia
havaintojaan, jolloin hiin jasentdi ja sanoittaa matemaattista ajatteluaan.

Havaintojen kirjoittaminen voitaisiin sisillyttda taulukossa 4.1 esitellyistd kielen-
tamistehtivityypeistd omin sanoin selittdiminen -tehtivatyyppiin. Siséllytin materiaa-
liin monia muitakin kielentdmistehtivityyppeji. Esimerkiksi koodinvaihtotehtivilla
pyritddn selkeyttiméidn oppijalle, mitd uusilla symbolikielen merkinnoilld tarkoite-
taan. Koodinvaihtotehtivissd symbolikielen merkinnat halutaan sanoittaa luonnolli-
sella kielelld, jolloin ne saavat helpommin ymmarrettivissa olevan muodon. Esimer-
kiksi y = log, x voitaisiin sanoittaa "luku y on 2-kantainen logaritmi luvusta x” tai
”’y on luku, johon kantaluku 2 on korotettava, jotta saadaan luku x”. Tallaiset tehtavat
osoittautuivat toimiviksi tutkivassa harjoittelussa jarjestimésséni tutkimuksessa.

Koodinvaihtotehtiviin sain inspiraatiota myos Helen Alfaron pro gradu -tutkielmassa
[2] luomasta taulukkomuotoisesta tehtdviastd, jossa matemaattinen asia on esitetty
valmiiksi matematiikan symbolikielelld, luonnollisella kielelld tai kuviokielelld ja
opiskelijan tehtidvind on tdydentdd sama asia taulukkoon puuttuvilla esitystavoilla.
Kehittdmaisséni tehtdvassd 4.4 tehtdvianantona on "[lmaise alla olevassa taulukossa
luonnollisella kielelld annettu selitys matematiikan symbolikielelld (esim. yhtalot,
laskut, muut symbolimerkinnit) ja kuviokielelld (esim. funktioiden kuvaajat). Kay-
td haluamiasi ohjelmistoja." Tallaisiin tehtiviin on useita oikeita tapoja vastata ja
pddasia onkin haastaa opiskelija matemaattiseen ajatteluun.

Tdydennys-tehtavityyppid on kdytetty tehtdvissid 3.3, jonka tehtidvinanto on seu-
raavanlainen:

Maija on muokannut lausekkeen In e? + 2 1g 4 — g 8 sievennettyyn muo-
toon 2 + 1g 2. Millaisin vélivaihein sievennys on voinut tapahtua? Paitte-
le puuttuvat vélivaiheet ja kirjoita jokaiselle vaiheelle mahdollisimman
kattavat perustelut kokonaisin lausein.

Kyseisessa tehtidvissid harjoitellaan materiaalissa aiemmin esiteltyjen logaritmin las-
kusdédntojen soveltamista, mutta my0Os kielennetddn vilivaiheisiin tarvittavaa ma-
temaattista ajattelua. Materiaalissa on useampiakin tehtdvid, joissa on esitettdva
perusteluita omalle tai valmiiksi annetulle ratkaisulle (ratkaisun argumentointi -
tehtivityyppi). Perustelu on tarkedd esimerkiksi tehtivassi 3.1, joka nidkyy kuvassa
5.2. Tehtdvén alussa on ensin sanallistettu logaritmin miiritelmédn symboliesitysta
matematiikan luonnollisella kielelld ja tehostettu ymmartimistd varien avulla. Teh-
tdviand on madritelmid hyodyntéden padtelld niin sanotut logaritmien erityistapaukset
— jotka usein annetaan opiskelijoille ulkoa opeteltavaksi — ja myds perustella ne.
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Kerrataan logaritmin méaaritelma:

Yhtaloa
a¥ = y
vastaa logaritmiyhtalo

log,y=x
> ¥

"log, ¥ on se luku johon kantaluku taytyy korottaa, ettd vastaus on y"

Ratkaise seuraavat logaritmit ja kirjoita niille perustelut.
Olkoota >0,a# 1,z >0jay > 0.

a. log, a
4= Vastausruudut

b. log, 1

Vastausruudut

. £
c.log, a

Vastausruudut

Kuva 5.2. Tehtéva 3.1, jossa hyddynnettiin logaritmin méairitelmén sa-
nallistamista eritystapausten paittelyyn

Virheen etsintd -tehtavatyypin tehtdava 4.1 on esitetty kuvassa 5.3. Tehtdvassi
on hyodynnetty TIM:in mahdollistamaa pelillisyyttd ja valmiin ratkaisun tutkimista.
Tehtdvissi pitdd etsid Kallen tekemi virhe ja kirjoittaa sitten koko lasku korjattuna ja
ratkaista x. Tehtdvin alakohtana on "Kirjoita lyhyt arvostelu Kallen vastaustyylille,
eli perustele, miki vastauksessa on hyviaa ja mita voisi vield lisdta tai tehdd paremmin,
jottalukijan olisi helpompi ymmartdd, mitd Kalle on ajatellut tehtivii ratkaistessaan".
Talld halutaan sekd saada opiskelija analysoimaan logaritmiyhtdlon ratkaisemisen
vaiheita ettd pohtimaan itse hyvén vastauksen piirteitd. Erddnlaisena piilotavoitteena
on niin parantaa ylioppilaskoetehtévévastausten laatua.

Tehtivissa 4.3, joka ndkyy kuvassa 5.4, hyodynsin ratkaisun jarjestaminen -
tehtavityyppid. Tarkoitus on siis ensin jdsentdd yhtdlon ratkaisuprosessin vaiheet
oikeaan jirjestykseen ja sen jilkeen ratkaista tehtiva vaiheiden mukaisesti vilivai-
heineen. Kaiken kaikkiaan hyddynsin materiaalissa seitsemid eri kielentdmistehté-

vatyyppid.

5.1.3 Sahkoisten tehtavien mahdollisuudet

Kuten edelld esitellyistd tehtivisti huomataan, sihkéinen oppimisympiristo TIM
mahdollisti monipuolisten tehtdvien luomisen. Tehtéavisséd voitiin hyodyntdd pelilli-
syyttd ja materiaaliin voitiin sisdllyttdd muun muassa tekstid, taulukoita, kuvia ja
dynaamisia esitysmuotoja, kuten GeoGebra-appletteja, sisiltavid oppimisaihioita.
Koska aiemmissa tutkimuksissa on todettu automaattitarkisteisten tehtidvien ja
vélittomén palautteensaannin motivoivan opiskelijoita, sitd on hyddynnetty mahdol-
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Kallen ratkaisu

Siirra virhemerkinta sen vélivaiheen pdalle, joka on virheellinen.
logs(x —2)=1—loggx (x>2jax>0)
logs(x —2) +logsx =1
logs((x—2)+x) =1

logs(2x—2)=1

51

I
—
J

=

|
3%
—

Kuva 5.3. Kuva virheenetsintitehtavista 4.1

Jarjestd yhtélon logg (2 — x) + logs(—2) = logy 15 ratkaisun vaiheet oikeaan jérjestykseen ja
ratkaise yhtalo valivaiheineen.

5. 22.10.2019 15:15:01 v [I5/5 | Link (only)
Points: O

Ratkaisun vaiheet

Eliminoidaan logaritmit soveltamalla saantéa log(r)=leg(s) <== r=s (tai potenssiin korotuksellz).
Iimoitetaan yhtalon vastaus.

Selvitetdan maarnttelyehdot enkseen molemmille loganitmeille.

Yhdistetdan maarittelyehdot yhdeksi saanncksi, joka sisaltda molemmat ehdot.

Sovelletaan kaavaa log(z-y)=log(z)+log(y) (muista kayttaa sulkuja).

Kaytetaan toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa ja ratkaistaan x.

Verrataan ratkaisuja maérnttelyehtoihin.

Kuva 5.4. Tehtiva 4.3, jossa hydodynnettiin pelillistamistd raahaustehté-
vin muodossa
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lisimman monessa timén oppimateriaalin tehtivéssa. Pelillisyytta tehtdviin tuo myos
se, ettd oikeasta vastauksesta saa pisteitd. Kielentamistehtdavien hyodyntdminen kui-
tenkin hieman rajoitti titd, silld avoimien tekstivastausten tarkistamiseen ei ollut
mahdollisuutta luoda automaattitarkistusta tai -pisteytysti.

Tehtdvid monipuolistettiin hydodyntdmailld erilaisia vastaustapoja ja tehtdvityyp-
pejd. Tekstivastaustehtdvien lisdksi materiaalissa on muun muassa monivalintateh-
tavid, kylld-ei-tehtavid (ks. kuva 5.5), laskutehtivia sekd tehtivid, joissa raahataan
palikat oikeille paikoilleen. Lisdksi joissakin tehtivissd tarvitaan ulkopuolisia oh-
jelmistoja, kuten GeoGebraa. Materiaalin ohjeistuksessa on myds huomautettu, etta
kaikissa tehtdvissd saa hyodyntdd sidhkoisessi ylioppilaskokeessa sallittuja ohjelmis-
toja. Erillisilld ohjelmistoilla tehtyjen vastausten palauttamista varten lisdsin mate-
riaaliin palautuslaatikoita, joihin voi ladata tiedoston omalta koneelta. Ndin kaikki
vastaukset voidaan tallentaa samaan paikkaan tehtivin tekotavasta riippumatta.

a. Voidaanko seuraavat funktion f(x) = logyg(2x — 1) arvot laskea?

B 2. 25.06.2020 13:10:11 v [B2/2 | Link (only)
Points: 1
Tries left: 0
Kylla Ei
f(2) u Kylld, koska x=2 kuuluu maérittelyjoukkoon.
I %} [ x tdytyy olla suurempaa kuin 1/2.

Kuva 5.5. Esimerkki kylla-ei-tehtidvityypistd, jossa opiskelija saa au-
tomaattitarkistuksen ansiosta vilittoméan palautteen sekd perustelun tai
mallivastauksen

5.2 Asiantuntijakierros

Nimitén asiantuntijakierrokseksi empiiristd ongelma-analyysia, jonka avulla testat-
tiin kehittimisvaiheessa 1 luotua kehittdmistuotosta, arvioitiin sen onnistumista ja
pdivitettiin suunnitelmaa kehittamisvaihetta 2 varten. Kuvailen tdssd luvussa asian-
tuntijakierrokseen sisdltyneen kyselytutkimuksen toteutusta ja silld saatuja tuloksia.

5.2.1 Asiantuntijakyselyn toteutus

Asiantuntijakierroksen empiirinen tutkimus toteutettiin kyselytutkimuksena ja siihen
osallistui neljd asiantuntijaa. Asiantuntijoista kaksi oli lukion matemaattisten ainei-
den opettajia ja kaksi matematiikan aineenopettajiksi pian valmistuvia opiskelijoita,
jotka ovat suorittaneet opettajan pedagogiset opinnot. Asiantuntijoita pyydettiin lu-
kemaan kehitetty oppimateriaali ldpi ja vastaamaan sitd koskevaan kyselylomakkee-
seen. Kyselylomakkeessa oli jokaista materiaalin tehtdavdad kohden vastaustaulukko,

39



snrn

jossa otettiin kantaa véittamiin kolmeportaisella asteikolla: "eri mieltd", "en osaa ar-
vioida" ja "samaa mieltd". Liséksi jokaista oppimateriaalin osiota varten oli mahdol-
lisuus kirjoittaa kommentteja tai parannusehdotuksia. Lopuksi kyselysséd pyydettiin
arvioimaan materiaalia kokonaisuutena viittamia sisiltdvdn taulukon avulla. Asian-
tuntijakyselyssd kiytetyt viitetaulukot 10ytyvit liitteestd 1.

Ensisijaisesti asiantuntijakyselylld haluttiin selvittdd, millaisia muutoksia oppi-
materiaaliin olisi hyva tehdd kehittamisvaiheessa 2. Kehittimistutkimuksen tutki-
muskysymyksistd titd vaihetta koski kysymys "Mitd mieltd asiantuntijat ovat ma-
teriaalin sisdllostd, haastavuustasosta ja helppokéyttoisyydestd?". Analysoin asian-
tuntijakyselyn tuloksia poimimalla vastauksista kaikki kehittimisehdotukset ja pa-
lautteet. Sisdllonanalyysissa ryhmittelin palautteet aiheittain ja pyrin 10ytiméén vas-
tauksia edelld mainittuun tutkimuskysymykseen. Kehittimisehdotusten ja kritiikin
perusteella suunnittelin, mitd muokkauksia teen materiaalille kehittdmisvaiheessa 2.
Tarkastellaan seuraavaksi asiantuntijakyselyn tarkeimpii tuloksia.

5.2.2 Tuloksia

Asiantuntijat olivat pddasiassa samaa mieltd siitd, ettd materiaali vastaa hyvin ope-
tussuunnitelman sille asettamiin tavoitteisiin ja kattaa logaritmeista kaikki oleelliset
asiat. Jonkin verran vastauksissa nousi esiin, ettd teoriatietoa tai esimerkkeji voisi
olla enemmin tai kdyda opettajajohtoisesti 1dpi, mutta mitiin tiettyd asiaa ei kuiten-
kaan mainittu puuttuvan. Erdéin kyselyyn vastanneen asiantuntijan mielestd materi-
aali sisdltdd tehtdvid, jotka "auttavat ymmairtamidn syvillisemmin, sanallistamaan
matemaattista ajattelua seké tarjoavat vaihtelua perinteisiin mekaanisiin tehtéviin".
Silti vastauksista nousi myos esiin, ettd mekaaniseen laskemiseen ja logaritmin maa-
ritelmén kiyttoon liittyvid esimerkkeja ja tehtivid olisi kaivattu lisaa.

Materiaali oli asiantuntijoiden mielestd johdonmukaisesti rakennettu ja pohjau-
tui hyvin aiemmin opitun piélle. Muutamat tehtévit arvioitiin kuitenkin liian haasta-
viksi heikoimmille opiskelijoille. Kaikkien asiantuntijoiden mielestd liian haastavia
olivat tehtivit 2.1 ja 3.1. Toisaalta se mainittiin vastauksissa myos hyvéna asiana, et-
td materiaalista 10ytyy téllaisia ylospdin eriyttivid tehtivia. Teoriaosuudet arvioitiin
tarpeeksi tiiviiksi ja selkeiksi ja materiaalin kdyton ohjeistus oli asiantuntijoiden mie-
lestd riittdvad. Osa tehtdvistd oli kuitenkin tehtdvdnannoltaan hieman monimutkaisia
ja niihin annettiin korjausehdotuksia.

Hyvind huomiona asiantuntijakyselystd nousi esiin, ettd automaattitarkisteisten
tehtavien takia opiskelijat saattavat alkaa arvaamaan vastauksia, jolloin aitoa oppi-
mista ei tapahdu. Tami on kieltimitti joidenkin automaattitehtivien huono puoli.
Kielentamistehtédviin asiantuntijat suhtautuivat varauksella, koska matematiikan kie-
lentiminen voi olla opiskelijoille uutta ja hankalaa. Tamin takia myos materiaalin
lapikdymiseen kuluvaa aikaa ja tehtivien osaamista oli heiddn mielestddn haasteel-
lista arvioida. Avoimien sanallisten tehtdvien tarkistaminen herétti myos pohdintaa.
Huolta heridtti muun muassa se, etti opiskelijat eivit vilttamittd osaa tuottaa niihin oi-
keaa vastausta, joten jonkinlainen yhteenveto tai yhdessi tarkistaminen tarvittaisiin,
ennen kuin opiskelijan olisi jirkevaa siirtyd seuraavaan vaiheeseen.
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5.3 Kehittamisvaihe 2

Kehittamisvaiheessa 2 oppimateriaaliin tehtiin muutoksia asiantuntijakyselyn tulos-
ten pohjalta. Niissd asioissa, jotka mainittiin palautteissa vain kerran, kdytin kuitenkin
omaa harkintaa. Muutosehdotusten perusteella muun muassa muokkasin sanavalin-
toja ja selkeytin tehtdvdnantoja. Tehtidvinantoja selkeytti esimerkiksi pitkadn tehtidvin
jakaminen alakohtiin. Lisdsin materiaaliin my®s muutaman esimerkkitehtdvan muun
muassa laskusdintojen kaytosta.

Tehtdva 1.2 sisélsi alun perin TIM:iin upotetun GeoGebran piirtoikkunan. Asian-
tuntijapalautteen perusteella piaddyin kuitenkin poistamaan sen, silld sen ei koettu
tuovan materiaaliin lisdarvoa, kun piirrosten tallentaminen siihen ei onnistunut. Li-
sdksi suurin osa lukio-opiskelijoista on tottunut kdyttimadn sdhkoisten tehtivien
tekemiseen GeoGebran tyopoytdsovellusta, mikd on toimivampi ratkaisu tidssakin
tehtivassa.

Tehtévit, jotka asiantuntijat arvioivat liian haastaviksi, paadyin merkitsemién
*-merkilld, joka osoittaa opiskelijalle, ettd tehtdvd on arvioitu muita tehtivid haasta-
vammaksi. Ndin opiskelija voi itse toteuttaa eriyttdmistd valitsemalla tekeeko kysei-
sen tehtdvin. Automaattitarkisteisiin tehtiviin ja avoimiin tekstivastaustehtédviin en
padtynyt tekeméddn muutoksia asiantuntijoiden epéilyksistd huolimatta, silld halusin
tutkia, miten opiskelijat niihin suhtautuvat.

TIM-materiaaliin on mahdollista liittdd hyperlinkkejia muille internet-sivuille.
Tama toimi ratkaisuna sille, ettd asiantuntijat pohtivat, pitdisiko teoriaa olla hieman
enemmadn. Lisdsin linkin esimerkiksi sivulle, jossa on kerrottu tarkemmin teoriaa
kadnteisfunktiosta. Lisdksi lisdsin materiaalin ohjeisiin linkit GeoGebran online-
versioon ja Abitin matikkaeditoriin, joka on my0s sdhkoisissd ylioppilaskokeissa
kaytettavissd matematiikan symbolikielen kirjoittamisen tyokaluna.
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6 Kehittamistuotoksen testaus ja tutkimus-
tuloksia

Toteutin kehittimistutkimuksen empiirisend tapaustutkimuksena, jossa selvitin ke-
hittdmistyossd laaditun oppimateriaalipaketin toimivuutta logaritmien opiskelussa.
Teoreettisen ongelma-analyysin avulla muodostin tutkimuksen teoreettisen viiteke-
hyksen ja loin suunnitelman siitd, millaisen materiaalin pyrin kehittimaén ja millaisia
keinoja pyrin kehityksessd hyodyntamain. Asiantuntijakierroksella selvitin matema-
tiikan opetuksen asiantuntijoiden mielipiteitd laaditusta oppimateriaalista sekd miten
sitd tulisi kehittdd kehitysvaiheessa 2. Toisen kehitysvaiheen jéilkeen testasin materi-
aalia autenttisissa luokkahuonetilanteissa, joissa toimin sekd opettajana ettd tutkijana.
Kokeilun piitteeksi kerdsin tutkimusaineiston, jonka avulla pyrin arvioimaan kehit-
tdmistuotoksen soveltumista logaritmien opiskeluun seki koko kehittamisprosessin
onnistumista.

Téssd luvussa kuvaillaan materiaalin testausta opetuskokeilussa sekd kerdtyn
tutkimusaineiston analysointia. Ensin esitelldin, miten opetuskokeilu toteutettiin ja
millad tavoin tutkimusaineistoa kerittiin. Sen jdlkeen tarkastellaan tutkimuksen lop-
pukyselystd ja opettajan haastattelusta saatuja tuloksia sekid verrataan niitd oppimis-
tilanteesta ja tehtdvien ratkaisuista tekemiini havaintoihin. Kehittdmistuotoksen ar-
viointi perustuu tutkimuksen tulosten ja asetettujen tavoitteiden vertaamiseen. Luvun
lopussa kerrotaan vield, miten tulokset vaikuttivat kehittdmisvaiheeseen 3.

6.1 Materiaalin testaaminen

Oppimateriaalia testattiin erddssd tamperelaisessa lukiossa, kahden pitkdn matema-
tiikan ryhmén opetuksessa. Materiaalia kaytettiin kurssin MA A8 Juuri- ja logaritmi-
funktiot opetuksessa 14.—20.1.2020 vilisen ajan, jolloin materiaalia testasi yhteensa
44 opiskelijaa. Olin itse ohjaamassa opetuskokeilua ja toisena opettajana vastaile-
massa opiskelijoiden kysymyksiin. Samalla pyrin my0s tekeméén havaintoja opetus-
kokeilun ja materiaalin toimivuudesta.

Kummallakin testiryhmallé oli opetuskokeilun aikana yksi 60 minuutin, yksi 75
minuutin ja yksi 90 minuutin oppitunti matematiikkaa. Ensimmadiselld oppitunnilla
esittelin opetuskokeilun sisdllon ja kerroin kokeilun piaitteeksi toteutettavasta ky-
selystd, jotta opiskelijat voisivat jo kokeilun aikana keritd muistiin esiin nousevia
kehittdmistarpeita. Testiryhmilld oli kurssilla kdytdssddn pistejarjestelmad, jossa saa
sitd enemmaén pisteitd, mitd enemmaén kurssin aikana on tehnyt tehtavid. Tata jarjes-
telmiid paadyttiin opiskelijoiden toiveesta kiyttimadn myos opetuskokeilun aikana,
koska sen arvioitiin motivoivan opiskelijoita tehtivien tekoon.

Jokaisen opetuskerran alussa kerroin, mihin saakka materiaalissa on kyseisen péi-
vén aikana tavoitteena edetd ja kysyin, onko opiskelijoilla kysyttavda tai haluavatko
he kdydid jonkun tehtavistd yhdessd ldapi. Sen jidlkeen opiskelijat tekividt materiaa-
lin tehtivid omaan tahtiin minun ja kurssin vastuuopettajan kiertdessi auttamassa ja
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keskustelemassa opiskelijoiden kanssa. Opiskelijat saivat istua tehtavid tehdessdin
pienissd ryhmissd ja keskustella vapaasti keskenddn. Opiskelijat etenivit tehtévis-
sd eri tahdissa, joten padadyin antamaan kotitehtavit siten, ettd seuraavan oppitunnin
alussa erot olisivat hieman tasoittuneet, esimerkiksi "tee tehtivit luvun kaksi loppuun
saakka".

Halusin soveltaa opetuskokeilussa Hihkioniemen tutkivan matematiikan oppi-
tunnin asetelmaa. Opiskelijoiden viliset erot materiaalissa etenemisen suhteen oli-
vat kuitenkin kotitehtavistd huolimatta niin suuria, ettd en kokenut koontivaiheiden
jarjestimisen olevan jarkevidd kesken kokeilun. Kévin kuitenkin TIM:ssi ldpi opis-
kelijoiden ratkaisuja niihin tehtdviin, joissa ei ollut automaattitarkastusta ja lisdsin
niithin muutamia kommentteja ja parannusehdotuksia. Niin opiskelijat saivat palau-
tetta osaamisestaan opetuskokeilun aikana ja samalla sain itse tietoa opiskelijoiden
etenemisestd ja siitd, mitkd asiat on koettu haastaviksi. Lisdksi opetuskokeilun paét-
teeksi kurssin vastuuopettaja piti noin tunnin mittaisen opettajajohtoisen koontivai-
heen, jossa koottiin yhteen tarkeimmat asiat logaritmeista ja kaytiin 14pi muutama
esimerkkitehtdvi. Nédin varmistettiin, ettd opiskelijat saivat kiyttoonsé oikeat termit
ja opetuskokeilun aikana opitut asiat kertaantuivat.

Opetuskokeiluun liittyi tutkimuskysymys "Miten laadittu oppimateriaali soveltuu
logaritmien opiskeluun?". Tdhédn tutkimuskysymykseen haettiin vastauksia seuraa-
vien apukysymysten kautta:

(a) Mita vaikutuksia laaditun oppimateriaalin kiytolla opiskelijoiden mielesté oli?
(b) Millaiseksi opettaja ja opiskelijat kokevat laaditun oppimateriaalin kdayton?

Tavoitteena oli myos selvittdd, miten materiaalia pitdisi kehitysvaiheessa 3 kehitta.

Ennen tutkimuksen toteuttamista tiedotin opiskelijoita ja heididn huoltajiaan pro
gradu -tutkielmaani liittyvastd tutkimuksesta Wilma-viestilld. Tiedotteessa pyysin
alaikiisten opiskelijoiden huoltajia ilmoittamaan, jos he eivit halua opiskelijan osal-
listuvan tutkimukseen. Taysi-ikdiset opiskelijat saivat pdttid itse osallistumisestaan.
Kukaan ei kieltdytynyt osallistumasta tutkimukseen tai kieltdnyt tutkimusaineiston
kayttod. Tiedote 10ytyy kokonaisuudessaan liitteestd 2.

6.2 Aineiston keriys

Tutkimuskysymyksiin pyrittiin etsimdan vastauksia mittaamalla opiskelijoiden ja
opettajan mielipiteitd ja kisityksid materiaalin vaikutuksista. Opetuskokeiluun osal-
listuneita opiskelijoita pyydettiin kokeilun lopuksi vastaamaan loppukyselyyn, jo-
ka toteutettiin sdhkoisend Google Forms -kyselynd (liite 3). Kyselyyn vastasi yh-
teensd 38 opiskelijaa. Taustatietoina kysyttiin vastaajan sukupuolta, kuinka pitkille
materiaalissa eteni ja mikd on ollut vastaajan yleisin kurssiarvosana lukion mate-
matiikassa. Kysely koostui péadasiassa Likert-asteikkokysymyksistd, joissa vastattiin
materiaalia ja opetuskokeilua koskeviin viitteisiin neliportaisella asteikolla. Likert-
asteikkokysymykset ovat tyypillisid kyselytutkimuksissa, joissa kartoitetaan vastaa-
jien mielipiteitd ja tuntemuksia. Annetut vastausvaihtoehdot olivat tdysin eri mielt4,
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osittain eri mieltd, osittain samaa mieltd ja tdysin samaa mieltd. Niilla kysymyksil-
la kerattiin maarallista tutkimusaineistoa. Kyselyn lopussa oli lisdksi viisi avointa
kysymystd, joista saatiin laadullista tutkimusaineistoa.

Kokeilun jilkeen haastattelin ryhmien vastuuopettajaa, joka oli mukana kokeilus-
sa seuraamassa ja auttamassa opiskelijoita. Haastattelu toteutettiin sihkdpostihaastat-
teluna ja se sisilsi avoimia kysymyksid materiaalista ja opetuskokeilusta. Kysymykset
loytyvit liitteestd 4.

Lisiksi pyrin opetuskokeilun aikana tekeméén havaintoja ja muistiinpanoja opis-
kelutilanteista seki opiskelijoiden tekemistd ratkaisuista, jotka padsin TIM:issi kurs-
sin opettajaoikeuksilla ndkeméén. Suoritin tutkimuksessa osallistuvaa havainnointia,
silld toimin samaan aikaan sekd tutkijana ettd opettajana.

6.3 Tulosten tarkastelua

Téssd luvussa esittelen keridtyn tutkimusaineiston analyysin ja kehittimistutkimuksen
tuloksia. Tuloksia ja tulkintoja luettaessa on hyvi muistaa, ettd kaikki tutkimuksessa
saatu tieto on sosiaalisesti konstruoitua.

6.3.1 Loppukyselyn viitteet

Opiskelijoilla teetetyssad loppukyselyssi vastattiin materiaalia ja opetuskokeilua kos-
keviin viitteisiin neliportaisella Likert-asteikolla: 1 = tdysin eri mieltd, 2 = osittain
eri mieltd, 3 = osittain samaa mieltd ja 4 = tdysin samaa mieltd. Yleinen trendi vas-
tauksissa oli, ettd ddrivastauksia véltettiin, jolloin suurimmat vastausprosentit ovat
lahes poikkeuksetta osuneet vaihtoehdoille 2 ja 3. Tastd syystd paadyin analysoimaan
vastauksia luokittelemalla vastaukset kahteen luokkaan siten, ettd vaihtoehdot 1 ja 2
muodostavat luokan eri mieltd” ja 3 ja 4 luokan ”samaa mieltd”. Taulukossa 6.1 on
esitetty kaikki kyselyn viitteet sekd kuinka suuri osa vastauksista kuului luokkaan
”samaa mieltd”.

Kuten taulukosta 6.1 voidaan ndhdd, monen kysymyksen kohdalla vastaukset ovat
jakautuneet ldhes puoliksi. Tarkastellaan tarkemmin niitad viitteitd, joiden prosent-
tiosuus poikkeaa eniten 50 prosentista.

Viitteilld 1-8 pyrittiin tutkimaan, mitid mieltd opiskelijat olivat materiaalin kaytet-
tavyydesti, sisdllostd ja tehtidvatyypeistd. Kaikkien nédiden viitteiden kohdalla enem-
misto (yli 50 % vastaajista) oli samaa mieltd, eli suhtautui materiaaliin positiivisesti.
Vastaajista 73,7 % oli samaa mielti siitéd, ettd materiaalin tehtavat olivat kivoja (véite
3) ja 68,4 Y sitd mieltd, ettd ne olivat monipuolisia (viite 6).

Lopuilla viitteilla pyrittiin selvittimiin oppimiseen ja opetusmenetelmén kiyt-
toon liittyvid asioita. Opetuskokeilun sovellettiin tutkivaan matematiikkaan pohjau-
tuvaa opiskelutapaa. Materiaalissa edettiin omaan tahtiin ja itseohjautuvuus korostui
enemmaén kuin testiryhmien normaalissa opetuksessa. Opiskelijoille korostettiin, et-
td minulta ja ryhmin vastuuopettajalta saa kysyd apua aina kun tarvitsee. Kyselyyn
vastanneista jopa 89,5 % oli samaa mieltd viitteen "sain apua aina kun tarvitsin”
kanssa (tdysin samaa mieltd n = 25), joten ohjauksen tarpeen tdyttdminen niyttai
onnistuneen hyvin opetuskokeilun aikana.

44



Taulukko 6.1. Viitteen kanssa samaa mieltd (eli osittain samaa mieltd
tai tiysin samaa mieltd) olleiden prosenttiosuus kaikkiin vastanneisiin

nihden (n = 38)

Viite Samaa mielti
1. Materiaalin kdytto oli helppoa 55,3 %
2. Materiaalin laajuus oli sopiva kaytettyyn aikaan ndhden 57,9 %
3. Tehtévit olivat kivoja 73,7 Y%
4. Tehtavanannot olivat selkeita 55,3 %
5. Ymmirsin, mitd kussakin tehtidvissa oli tavoitteena oppia 52,6 Y%
6. Tehtdvit olivat monipuolisia 68,4 Yo
7. Pidin tutkimuslihtGisista tehtivistd, joissa teoria opittiin esim.

tekemadlli itse havaintoja 52,6 Y%
8. Tykkiin tehdd interaktiivisia tehtadvid, joissa tutkitaan kuvaajia

tai applettia 55,3 %
9. Olisin tarvinnut enemman mallivastauksia 68,4 %
10. Kéyttdisin mielelldni vastaavan tyylistd materiaalia muidenkin
matematiikan aiheiden opiskelussa 47,4 %
11. Materiaalin kiytto itseohjautuvasti oli minulle sopiva

opiskelumuoto 50,0 Y%
12. Sain apua aina kun tarvitsin 89,5 %
13. Koen ymmadrtdneeni, mitd ovat logaritmit ja mihin niita

tarvitaan 50,0 %
14. Ymmairsin eksponenttifunktion ja logaritmifunktion yhteyden 55,3 Y%
15. Koin kokeilun aikana oivalluksia tai onnistumisen tunteita 68,4 %
16. Onnistuin 10ytdméaan yhteyksid kuvien, symbolikielen ja/tai

luonnollisen kielen ilmausten vililtd (esim. kuvaajien tulkinta

tai viimeinen tehtava) 44,7 %
17. Koen oppineeni logaritmitunneilla paremmin kuin

normaaleilla matematiikan oppitunneilla 34,2 %o
18. Logaritmien osuus tuntui minusta vaikeammalta kuin muu

pitkd matematiikka tdhén asti 28,9 %
19. Valmiiden ratkaisujen tutkiminen ja kommentoiminen auttoi

minua ymmartamaién, millainen olisi hyva koevastaus 55,3 %
20. Perusteluiden kirjoittaminen on mielestdni helppoa 36,8 Y%
21. Koen ettd asiat jdivat paremmin mieleeni, kun niité ei

annettu valmiina sdént6ind vaan ne tadytyi selvittda itse 36,8 Y%
22. Vililla en ymmirtianyt tehtavid, mutta sain oikean vastauksen

kokeilemalla 81,6 %
23. Perusteluiden liittdminen osaksi tehtdvad on turhaa 36,8 %
24. Logaritmilausekkeiden kirjoittaminen sanalliseen muotoon

auttoi minua ymmartimain mitd merkinnét tarkoittavat 57,9 Y%
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Kiytetyssd opetusmenetelméssd huomionarvoisinta kuitenkin on, ettid vain puo-
let vastaajista koki materiaalin itseohjautuvan kiyton olleen sopiva opiskelumuoto
hinelle itselleen ja vain 47,4 % kiyttdisi mielellddn vastaavan tyylistd materiaalia
muidenkin matematiikan aiheiden opiskelussa. Opiskelijoista ainoastaan 34,2 % vas-
tasi olevansa samaa mieltd viditteen “Koen oppineeni logaritmitunneilla paremmin
kuin normaaleilla matematiikan oppitunneilla” kanssa, eli 65,8 % oli viitteen kans-
sa eri mieltd, mikd kertoo myos siitd, ettd niin sanottua perinteisti opettajajohtoista
opetusta kaivattiin.

68,4 % kyselyyn vastanneista opiskelijoista vastasi kokeneensa kokeilun aika-
na oivalluksia ja onnistumisen tunteita. Materiaalin piitavoitteeseen, eli logaritmin
kisitteen ymmirtdmiseen koki pddsseensd kuitenkin vain puolet vastaajista (viite
13). Viitteen 20 perusteella perusteluiden kirjoittaminen koettiin hankalaksi, mutta
toisaalta, koska vain 36,8 prosentin mielestid perusteluiden liittiminen osaksi tehté-
vdd on turhaa, voitaisiin péételld perustelutehtidvien olleen hyodyllisid. Toisin kuin
ongelma-analyysin perusteella arvioitiin, vihemmisto (36,8 %) koki, ettd asiat jdi-
vit paremmin mieleen, kun ne tdytyi selvittdd itse. Pienend yllidtyksend tuli myos
se, ettei logaritmien arvioitu olevan muita pitkdn matematiikan aiheita haastavampi
aihe (vdite 18). Toisaalta voitaisiin myOs pohtia, oliko materiaalin kaytolld kenties
vaikutusta asiaan.

Selvd enemmisto (81,6 %) myonsi, ettei valilla ymmirtinyt jotain materiaalin teh-
tavda kunnolla, mutta sai silti oikean vastauksen kokeilemalla. Tama oli osittain en-
nalta arvattavissa, silld materiaali sisilsi tehtivid, joissa vastauskertojen lukumaaraa
ei ollut rajoitettu, joten vastausta pystyi kokeilemaan uudelleen ja uudelleen. Samaa
asiaa pohdittiin my0s asiantuntijakierroksella. Viimeisessd kehittimisvaiheessa on-
kin hyvi pohtia, miten tehtédvii voitaisiin muokata, jotta ne edellyttiisivit paremmin
asian todellista ymmartdmistd arvailun sijaan. 68,4 % vastaajista ilmoitti myos kai-
vanneensa enemman mallivastauksia materiaaliin. Tamékin on hyvé ottaa huomioon
viimeisessa kehittamisvaiheessa.

Kielentamistehtaviin liittyen, enemmisto (57,9 %) oli sitd mielti, ettd koodinvaih-
totehtédvit auttoivat ymmartdmééin symbolikielen merkint6ja. Tami on linjassa ai-
emmin, osana tutkivaa harjoittelua, toteuttamassani tutkimuksessa saatujen tulosten
kanssa. Matematiikan kirjallisen kielentamisen hyotyjen selvittimiseksi tarkemmin
loppukyselyssa esitettiin taulukosta 6.2 10ytyvit viitteet, joita alustin seuraavanlai-
sesti:

Tehtidviin sisiltyi kielentimistehtivid, joissa mm. pyydettiin selittimééin
asioita omin sanoin, kirjoittamaan omia havaintoja, analysoimaan val-
miita ratkaisuja tai esittimién perusteluja. Tillaiset tehtévit. . .

Tulosten perusteella kielentdmistehtidvit saivat opiskelijat pohtimaan asioita syvem-
min, miki oli huomattu myos aiemmissa tutkimuksissa (ks. luku 4.4). Lisidksi kos-
ka selvd vihemmisto (34,2 %) vastasi kielentimistehtidvien olleen turhia ja/tai ettei
niistd ollut apua oppimisessa, kielentamistehtévistd voitaisiin tulkita olleen hyotya
logaritmien oppimisessa. Kuitenkin, kuten aiemmissakin tutkimuksissa on todettu,
kielentamistehtdvit koettiin haastaviksi ja niitd pitdisi enemmiston (63,2 %) mielesta
harjoitella enemman.
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Taulukko 6.2. Kiclentdmistehtivid koskevien viitteiden kanssa samaa
mieltd olleiden prosenttiosuus kaikkiin vastanneisiin ndhden (n = 38)

Viite Samaa mielti ‘
saivat minut pohtimaan asioita syvemmin 63,2 %
olivat helppoja 28,9 %o
olivat turhia 34,2 %
olivat liian tyoldita 42,1 %
jattivit asiat minulle epéselviksi 44,7 %
eivit auttaneet minua oppimaan 34,2 Yo
pitdisi harjoitella enemmin 63,2 %

6.3.2 Loppukyselyn avoimet kysymykset

Loppukyselyn avoimilla kysymyksilld kerétylle laadulliselle aineistolle suoritettiin
sisdllonanalyysi siten, ettd vastauksissa esiintyneet asiat luokiteltiin ja tekstiaineisto
kvantifioitiin. Tima tehtiin segmentoimalla eli katsomalla, mité asioita tekstivastauk-
set pitdvit sisdllddn ja yhdistimalld samaa tarkoittavat asiat luokiksi, minka jalkeen
luokille laskettiin frekvenssit. Néin tutkittiin asioiden esiintymistiheytti eli sitd, mit-
ki asiat nousivat selkeimmin esiin kunkin kysymyksen kohdalla. [18, s. 118]

Kuvaan tissd luvussa analyysin tuloksia ja niistd tekemiéni tulkintoja. Esittelen
lisdksi muutamia suoria lainauksia opiskelijoiden vastauksista. Talld pyrin selkeytté-
madn, millaisia vastauksia muodostetut luokat pitivit sisdllddn. Vastaajat on identi-
fioitu lainauksissa anonyymeilla tunnuksilla opiskelijal, opiskelija2 ja niin edelleen.

Kuvassa 6.1 on havainnollistettu kysymykseen "Mitki asiat jdivit sinulle erityi-
sesti mieleen materiaalin ansiosta?" annetuissa vastauksissa esiintyneiden aiheiden
frekvensseja ja kuvassa 6.2 vastaavasti kysymykseen "Mitki asiat jdivit epédselvik-
si?" annettuja aiheita. Kuvien diagrammeja vertaamalla ndhddén, ettd moni ensinna-
kin muistaa tormidnneensd materiaalissa logaritmien laskusddntoihin. Osa vastaajista
on listannut ne erityisesti mieleen jadneeksi asiaksi ja osa epéselviksi jadneeksi asiak-
si. On hyvé ottaa huomioon, ettd missddn vaiheessa kyselya ei ole madritelty, mita
tarkoitetaan silld, ettd asia jdi episelviksi. Joku saattaa esimerkiksi kokea, ettd jos
hin ei oppinut muistamaan kaikkia laskusdantojd ulkoa, ne jdivit héanelle episel-
viksi. MyoOskiidn ensimmadisen kysymyksen asettelu ei takaa, ettd mieleen jidminen
tulkittaisiin asian oppimiseksi. Diagrammeja vertaamalla huomataan myos, ettd op-
pimateriaalin ensimmaisten padlukujen (1 ja 2) asiat ja niin sanotut perusasiat, kuten
logaritmin médritelmé, on koettu jddneen hyvin mieleen, kun taas viimeisten lukujen
(3 ja4) asiat ovat jddneet osalle episelviksi. Luonnollisesti ne asiat, joihin opiskelijat
eivit ehtineet kunnolla perehtymaéén, jiivit heille episelviksi, ja koska monelta jii
luku 4 tekemittd, jii muun muassa logaritmiyhtdlo epéselviksi aiheeksi.

Muutama vastaaja (n = 4) oli sitd mieltd, ettd 1dhes kaikki asiat jdivit epasel-
viksi. Opiskelijal perusteli titd silld, ettd aihe oli vaikea, eikd ollut opettajajohtoista
opetusta. Vastauksesta huomaa, ettd hin ei pitinyt kédytetystd opetusmenetelmasta.
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Mieleen jai

ei kunnollista vastausta

laskusdannot

logaritmin maaritelma

ensimmaisten kappaleiden asiat / perusasiat
luonnollinen ja kymmenkantainen logaritmi
logaritmi- ja eksponenttifunktion yhteys
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Kuva 6.1. Kysymyksen "Mitké asiat jaivit sinulle erityisesti mieleen ma-
teriaalin ansiosta?" vastaukset luokiteltuina (n = 38 vastaajaa). Vastaaja
saattoi mainita useamman asian.

Epaselvaksi jai

ei epaselvaa tai ei vastausta
laskusdannot

soveltaminen tai tietyt yksityiskohdat
viimeisten kappaleiden asiat

lahes kaikki

logaritmiyhtald

laskeminen tai sieventaminen
luonnollinen logaritmi

logaritmi- ja eksponenttifunktion yhteys

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
frekvenssi

Kuva 6.2. Kysymyksen "Mitké asiat jaivit epéaselviksi?" vastaukset luo-
kiteltuina (n = 38 vastaajaa). Vastaaja saattoi mainita useamman asian.
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Vastuuopettajan mukaan tutkimukseen osallistuneiden matematiikan ryhmien opetus
rakentuu yleensa siten, ettd teoria opiskellaan yhdessd opettajajohtoisesti ja sen jal-
keen tehdéén oppikirjan tehtiviid. Kun opiskelija on tottunut téllaiseen opiskelumuo-
toon ja kokee sen hyviksi oppimisen kannalta, on ymmaérrettivii, ettd uudenlaisen
opiskelutavan soveltaminen saattaa tuntua turvattomalta. Vapaa sana -osiossa opis-
kelumuoto sai opiskelijoilta sekd kritiikkid ettd kehuja. Muutama opiskelija kirjoitti,
ettei opetustapa sopinut hinelle, koska tarvitsee sen, ettd "opettaja kertoo teorian".
Toisaalta osa vastaajista kertoi myOs pitdneensd tésti erilaisesta opiskelutavasta to-
della paljon ja oppineensa paremmin kuin perinteiselld oppitunnilla.
Opiskelija2 vastasi samaan kysymykseen seuraavasti:

En ole ihan varma opinko asioita oikeasti. Osaan kaiken jotenkuten
mutta kaikki on myos hiukan epdselvddi.

Tastd vastauksesta voidaan pddtelld osaamisen tavoitteiden jiineen hieman episel-
viksi. Luokkaan “’soveltaminen tai tietyt yksityiskohdat” olen sisillyttinyt vastauk-
set, joista kiy ilmi, ettd opiskelija on todennédkoisesti ymmartdnyt suurimman osan
asioista hyvin, mutta on epdvarma siitd, osaako hén soveltaa materiaalista oppimaan-
sa muualla, esimerkiksi kirjan vaikeammissa tehtdvissd. Samaan luokkaan siséllytin
ne vastaukset, joissa on mainittu epdselviksi jokin tietty yksityiskohta, jota ei ollut ta-
voitteena oppia timédn materiaalin avulla, kuten logaritmin vastauksen muuttaminen
desimaali- tai murtoluvuksi.

Yhtend avoimena kysymyksend oli “Millaiset tehtévét toimivat mielestési par-
haiten ja mitkd heikoiten? Minkd tyylisista tehtivistd pidit eniten ja mistid vihiten?
Miksi?”. Taménkin kysymyksen vastaukset luokiteltiin ja frekvenssit on esitetty dia-
grammina kuvassa 6.3. Vastauksista nousivat selvisti eniten pidetyiksi tehtiviksi ne,
joissa tarkasteltiin jotain valmista ratkaisua ja tehtiin paatelmid, tdydennettiin va-
livaiheita, etsittiin virheitd tai jirjestettiin ratkaisun vaiheita oikeaan jirjestykseen.
Opiskelija3 kirjoitti, ettd “tehtdvdt joissa piti mallivastauksen avulla vastata oli kivo-
Jja, koska aluks sai pienen kdsityksen ettd milti oma vastaus pitdis ndyttdd” . Tallaiset
tehtaviatyypit toimivat siis tavallaan esimerkkeini, mutta samalla aktivoivat opiske-
lijaa matemaattiseen ajatteluun.

Opiskelija4 puolestaan kirjoitti nédin:

Sellaiset tehtdvdit mistd pystyi heti tarkastamaan onko tehtdvdn vastaus
oikein, olivat todella hyvid. Ylipdditdcdn se, ettd tehdystd tehtdvdistd sai
aina jonkilaista palautetta tai edes vihredn sdvyisen ruudukon, oli pal-
kitsevaa ja motivoivaa. Pidin eniten siitd, kuinka joihinkin aiheisiin joh-
dateltiin helpolla tavalla ja sillein, ettd asian oivaltaa itse ilman sen
kummempaa teoriaa. Pidin eniten logaritmifunktion ja eksponenttifunk-
tion yhteyden pohdinnasta, silld sen ymmdirsi itsekin helposti. - -

Muun muassa tésti vastauksesta kdy ilmi, ettd automaattitarkisteiset tehtivit koettiin
motivoiviksi, mikd on hyvin linjassa aiempien tutkimusten kanssa. Liséksi opiskelija4
nostaa esiin sen, ettd tutkivaa matematiikkaa hyodyntineet tehtidvit auttoivat hianti
oivaltamaan teorian itse. Moni opiskelija mainitsikin pitineensi erityisesti niista
tehtavistd, joissa tutkittiin jotain applettia tai kuvaajaa.
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Kuva 6.3. Kysymyksen "Millaiset tehtavat toimivat mielestési parhai-
ten ja mitkd heikoiten? Minka tyylisista tehtavistd pidit eniten ja mista
vihiten? Miksi?" vastaukset luokiteltuina (n = 38 vastaajaa). Oranssille
kuvataan negatiivisten ja siniselld positiivisten vastausten frekvensseja.
Vastaaja saattoi mainita useamman asian.

Vastausten perusteella vihiten pidettiin tehtédvistd, joihin vastattiin tekstivastauk-
sella tai joissa pyydettiin esittdméaén kirjallisia perusteluita. Tatd perusteltiin enim-
mikseen silld, ettd selitystehtivit olivat haastavia, eikd niihin saanut heti oikeaa
vastausta. Monivalintatehtadvistd ja laskutehtivistid puolestaan sekd pidettiin ettd ei
pidetty. Vastauksista oli myOs huomattavissa, ettd ne opiskelijat, jotka eivit pité-
neet selitystehtdvistd, pitivit yleensd niistd tehtdvistd, joissa laskettiin tai kaytettiin
menetelmallisesti hyviksi laskukaavoja.

Osa opiskelijoista puolestaan kritisoi monivalintatehtavia siitd, ettd ne eivit hei-
din mielestiddn auta kurssikokeessa. Muutama vastaaja piti materiaalin tehtivia muu-
tenkin liian yksinkertaisina. Opiskelija5 esimerkiksi kirjoitti ndin:

En pitdinyt oikeastaan ollenkaan tehtdvistd, ne olivat epdselvid, lyhyitd
Jja pinnallisia oikeastaan suurempia sovelluksia sisdltdmdittd. Ne eividt
mydéskdcdn ollut ollenkaan sellaisia, mitd koetehtdviit tulisivat olemaan.

Vastauksesta voisi padtelld, ettd hiin tdhtdi opiskelulla piddasiassa kurssikokeessa me-
nestymiseen; Hén ei ndhnyt hyotya pelillistetyissé tehtdvissa, koska sellaisia ei tulisi
kokeeseen. Opiskelija6 vastasi, ettd ”Parhaiten toimi vaikeammat tehtdvidit, joihin ei
tarvitse laittaa vain oikeaa vastausta”. Huomioitavaa on se, ettd nima molemmat
opiskelijat ovat kyselyssi ilmoittamansa arvosanan perusteella lahjakkaita matema-
tiikassa. Ndiden opiskelijoiden vastauksista voitaisiin tulkita, etti materiaalissa ei
ollut heiddn mielestidin tarpeeksi ylospdin eriyttivia tehtdvii.

Kysymys "Miten selittdisit henkilolle, joka ei ole kiynyt kurssia MAAS, miti lo-
garitmi tarkoittaa ja mihin sitd kiytetddn?" olisi pitinyt muotoilla hieman paremmin,
silla yllattavan suuri osa opiskelijoista vastasi siithen pelleillen, esimerkiksi "Selittcii-



sin hénelle kohteliaasti geogebran ja kahvikupposen ddrelld". Taméan vuoksi kysy-
mykselld ei pystytty selvittiméén, kuinka moni oli ymmartanyt logaritmin késitteen.
Vastauksista 50 % oli luokittelun jidlkeen hyvid tai kohtalaisia. Toisaalta tama tulos
on sama kuin Likert-asteikkokysymyksissa viitteen 13 kanssa samaa mielta olleiden
osuus, joten voitaisiin arvioida, ettd puolet vastaajista ymmaérsi, mikd on logaritmi ja
mihin sitd voidaan kéyttaa.

Vaikka pyysin opiskelijoita kiinnittdimédin huomiota etenkin siihen, mita taytyi-
si parantaa, materiaali ja opetuskokeilu saivat opiskelijoilta kritiikin lisdksi paljon
kehuja. Esimerkiksi opiskelija4 vastasi sithen kysymykseen, jossa selvitettiin, mitka
asiat jdivat mieleen, ettd "Kuinka hyvin selvdisti kerrotut teoriat olivat tehty yksin-
kertaisen kuuluiseksi ja pelottavalta ndyttdvdt tehtdvdt todella olivat oikeasti aika
kditevin helppoja". My0s vapaa sana -kohtaan tuli kehuja, esimerkiksi "Oli ihan kiva
materiaalina ja oli yksinkertaisia esimerkkejd niiden tehtdvien ldhelld missd niitd
tarvittiin :))"ja “oli kiva kokeilu, opin enemmdn kuin muilla tunneilla :)". Téllaiset
palautteet ovat innostavia ja osoittivat, ettd ainakin osa opiskelijoista koki materiaalin
hyviksi ja hyodylliseksi.

6.3.3 Havainnot

Toteutin opetuskokeilun aikana osallistuvaa havainnointia, eli kerdsin tutkimusaineis-
toa observoimalla ja tekemalld muistiinpanoja samalla kun toimin opetustilanteiden
ohjaajana. Teemat, joihin pyrin havaintoja tehdesséni keskittyméaén olivat

1. hankaluuksia tuottavat asiat,
2. onko havaittavissa oppimista ja

3. materiaalin kiyton sujuvuus ja mielekkyys.

Pyrin tekeméén havaintoja seka tarkkailijana, ettd vuorovaikutuksessa opiskelijoiden
kanssa.

Teemaan 1 liittyen huomasin muun muassa, etti ne tehtivit, joissa piti kirjoittaa
ratkaisu tai perusteluja avoimena tekstivastauksena koettiin haastaviksi ja aiheuttivat
epdvarmuutta. Opiskelijat kysyivit minulta, mistd voivat tietdd onko vastaus oikein.
Kerroin, ettd he voivat pyytdd minua tai kurssin vastuuopettajaa keskustelemaan teh-
tavistd heiddn kanssaan, jolloin he voivat my0s kysya asioita, jotka ovat jadneet epa-
selviksi. Lisidksi kerroin, ettd opiskelijat saavat oppitunnin jdlkeen vastauksiin kirjal-
lista palautetta, jonka avulla voivat tdydentdd vastauksiaan. TIM:in opettajandkyma
mahdollistaa opettajan padsyn kisiksi opiskelijoiden vastauksiin, joten opettajana
pystyin kommentoimaan ja pisteyttimédn opiskelijoiden vastauksia. Samalla sain
hyodyllisti tietoa opiskelijoiden osaamisen tasosta. Tein tehtdviin annetuista vastauk-
sista havainnon, etti tekstivastaustehtiviin tyydyttiin vastaamaan todella suppeasti
ja epitdydellisin lausein, mutta suurin osa opiskelijoista ndytti kuitenkin oivaltaneen
tavoitteena olleet asiat.

Havainnoin opetuskokeilun lisdksi myos koontivaihetta, jonka kurssien vastuu-
opettaja piti opetuskokeilun paitteeksi opettajajohtoisena opetuksena. Opettajan ky-
sellessd esimerkkitehtiviin ratkaisuja opiskelijoilta huomasin, ettd ainakin logarit-
miyhtdloiden ratkaiseminen ja merkinta In olivat jaidneet osalle hieman epéaselviksi.

51



Tamai ndkyi muun muassa viittaajien vahdisessd maariassi. Logaritmiyhtalot listattiin
epaselviksi jddneisiin aiheisiin myos ennen koontivaihetta toteutetussa loppukyse-
lyssd. Tadmad saattoi johtua osaksi siitd, ettd kaikki opiskelijat eivit ehtineet edeta
oppimateriaalissa viimeiseen lukuun, jossa logaritmiyhtélgita kisiteltiin.

Tehtdvien tekonopeudessa oli huomattavissa yllattavin suuria eroja. Osa opiske-
lijoista eteni materiaalissa paljon nopeammin kuin olin arvioinut. Materiaalin teh-
tiavien jalkeen heitd ohjeistettiin tekemiin oppikirjan tehtdvid logaritmeihin liittyen.
Nopean etenemisen ja koontivaiheiden puuttumisen takia paaddyimme vastuuopetta-
jan kanssa siihen ratkaisuun, ettd materiaalin teko lopetettiin hieman suunniteltua
aikaisemmin ja loput ajasta kidytettiin opettajajohtoiseen kertausosioon (em. koon-
tivaihe). Kaikki opiskelijat eivit ehtineet tehdd kaikkia materiaalin tehtivid. Tdhén
vaikuttivat myos opiskelijoiden poissaolot. Yksi opiskelija esimerkiksi oli paikal-
la ainoastaan viimeiselld oppitunnilla, mutta halusi silti aloittaa materiaalin teon ja
vastata loppukyselyyn.

Teemoihin 2 ja 3 liittyen oli mielenkiintoista havainnoida opiskelijoiden reaktio-
ta heidin tehdesséén oivalluksia materiaalin ansiosta. Nditd reaktiota herétti etenkin
tutkimustehtéva 1.2, jossa tutkittiin eksponentti- ja logaritmifunktion vilistd yhteyt-
td. Esimerkiksi, kun erds opiskelija huomasi piirtaiménsa logaritmin kéiyridn osuvan
aiemmin piirtimiinsi eksponenttifunktion kainteisfunktion pisteisiin, hin totesi yl-
lattyneend ddneen, ettd logaritmifunktio taitaa olla eksponenttifunktion kdéanteisfunk-
tio. Juuri tima asia oli ollut tehtdvdssi tavoitteena oivaltaa. Lisdksi sain havaintoja
oppimisesta ja ymmartidmisestd keskustellessani opiskelijoiden kanssa heidin vas-
tauksistaan. Huomasin my®os, ettd avun pyytdminen ja muiden opiskelijoiden kanssa
keskusteleminen sujuivat tutkittavien ryhmien opiskelijoilta luontevasti.

6.3.4 Opettajan haastattelu

Kurssien vastuuopettajan haastattelu tehtiin sihkopostihaastatteluna, jonka kysymyk-
set 10ytyviit liitteestd 4. Opettajan vastaukset ovat hyvin linjassa omien havaintojeni
kanssa muun muassa siitd, ettd suurin osa opiskelijoista osallistui kokeiluun hyvilla
asenteella ja motivaatiolla, mutta tehtiviin syventymisessi ja siini, kuinka nopeas-
ti opiskelijat tekivat materiaalin tehtdvia, nikyi paljon eroja. Joillekin opiskelijoille
oli selvisti tarkedmpidi suorittaa tehtivit nopeasti, kuin syventyi ajatuksella pohti-
maan asioita. Tutkittavilla ryhmilld kdytossd olevalla tehtavipistejirjestelmalld oli
luultavasti vaikutusta tihidn. Asenne- ja motivaatioerot nakyivit etenkin perustelu-
ja ja sanallistamista vaativien tehtivien kohdalla. Suurin osa opiskelijoista vastasi
kielentamistehtdviin todella lyhyesti ja epataydellisin lausein.

Vastuuopettajan mielestd materiaalin kdyton hyvid puolia on, ettd materiaalin
huolellinen ldpikdyminen mahdollistaa melko itsendisen tavan opiskella. Toinen hy-
vd puoli hinen mielestddn on, ettid tehtivissid korostuu aiheen ja siihen liittyvien
kisitteiden ymmartaminen tyypillisempien "laske", "sievennd" tai "ratkaise" tehta-
vien sijaan. Tdstd huolimatta hiin pohti, ettd aivan asian ytimessé olevaan logaritmin
maiiritelman kdyttamiseen liittyvid perustehtivid voisi olla materiaalissa enemmin ja
my0s luonnollinen logaritmi voisi korostua enemmin. My0s asiantuntijakierroksella
saatiin opettajilta palautetta siitd, ettd perinteisid laskutehtiviad voisi olla enemman.
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En kuitenkaan vield kehittimisvaiheessa 2 pédétynyt lisidmaédn niitd materiaaliin,
koska arvioin, ettd tdlloin tehtdvia saattaisi olla liikaa aikatauluun ndhden ja halusin
materiaalin paddpainon olevan késitteellistd ymmérrysti parantavissa tehtivissa.

Opettaja piti erityisesti tutkimustehtdvéstd 1.2, silld se sopii hidnen mielestddn
hyvin tillaiseen itsendiseen opiskelumuotoon. Myos opiskelijat antoivat positiivista
palautetta kyseisesti tehtavastd. Tehtdvin 2.1. opettaja puolestaan arvioi liian haasta-
vaksi — aivan kuten asiantuntijatkin — mutta huomautti sen olevan todella hyodyllinen
niille opiskelijoille, jotka sen ymmarsivit. Opettajan arvion mukaan huonoiten toimi
tehtdvd 1.6, jossa taytyi etsid tietoa luonnollisesta logaritmista ja kymmenkantai-
sesta logaritmista, silld varsinkin luonnollinen logaritmi jdi tehtdvistd huolimatta
opiskelijoille vieraaksi.

Materiaalin huonoihin puoliin opettaja listasi TIM-alustan tuomat rajoitukset
syntaksiin ja sivuston ulkoasuun liittyen. TIM-alustan rajallisuus nousi esiin myos
yksittdisten opiskelijoiden palautteissa. He ovat esimerkiksi tottuneet kayttimééin
Abitti-editoria ja olisivat toivoneet materiaalin mahdollistavan samoja asioita kuin
se, esimerkiksi mahdollisuuden liittdd kuvakaappaus suoraan vastausruutuun. Osa
opiskelijoista kritisoi myos sivuston hitautta ja huomautti, ettei se toiminut Edge-
selaimella tiysin samoin kuin muilla selaimilla.

Opettaja mainitsi, ettd hdn voisi tulevaisuudessa kuvitella kdyttdvinsd materiaalia
kurssin aikana esimerkiksi yksittdisten opiskelijoiden nopeamman etenemisen mah-
dollistamiseen ja sitd kautta ylospdin eriyttdmiseen tai itsendiseen opiskeluun esi-
merkiksi poissaolojen takia. Lisdksi hin huomautti, ettd materiaali voisi sopia myos
kertaamiseen abikurssille, jolla varsinaisessa opetuksessa edetédén aiheesta aiheeseen
varsin nopeasti. Jos hin kéyttédisi materiaalia oppitunneilla varsinaisena opetusme-
netelmind, kuten tidssd kokeilussa, hédn strukturoisi materiaalissa etenemisen jonkin-
laisten yhteisten osuuksien avulla eli ottaisi mukaan my0s opettajajohtoista opetusta.
Tama olisi varmasti hyva idea ja tukisi etenkin niiden opiskelijoiden oppimista, jotka
eivit jaksa keskittyd itsendiseen opiskeluun kovin kauaa.

6.4 Kehittamisvaihe 3

Kehittimisvaiheessa 3 muokkasin kehittimaini oppimateriaalia vield koko kehitté-
misprosessista saamieni tietojen perusteella. Tein pienid korjauksia materiaaliin jo
opetuskokeilun aikana opiskelijoiden huomatessa virheitd, kuten pisteytys- tai kir-
joitusvirheitd. Esimerkiksi tehtdvin 4.3 pisteytys ei toiminut ollenkaan, miké johtui
siitd, ettd tehtdvityypin koodi ei hyviksynyt raahauslaatikoiden matemaattisia sym-
boleita. Timén takia minun tdytyi muokata tehtivii siten, ettd siirsin symbolikieliset
yhtilot tehtdavan alkuun ja nimesin ne kaavoiksi A ja B. Muilta osin tehtivi pysyi
samana. Korjattu tehtiva nidkyy kuvassa 6.4 (vrt. kuva 5.4).

TIM-ympiriston teknisiin ongelmiin en pystynyt itse vaikuttamaan. Sivuston hi-
tautta pyrin alun perin ehkdisemééin pudotusikkunoilla, silld sivu latautuu nopeam-
min, jos kaikki sisdlto ei ole valmiiksi néhtavilld. Opiskelijoiden mielestd pudo-
tusikkunat tekivit materiaalista kuitenkin hieman sekavan ja osa kysymyksistd oli
vaikea l0ytdd. Paddyin muokkaamaan materiaalia niin, ettd kaikki kysymykset ovat
ndkyvilld, mutta esimerkiksi tekstivastausruudut edelleen pudotusikkunoissa.
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Jérjestd yhtélén logy (2 — z) + logy(—2) = log, 15 ratkaisun vaiheet oikeaan jarjestykseen ja
ratkaise yhtalo vilivaiheineen.

Kaavoja:
Alog,r=log,s <« r=s
B. log,(z-y) = log,(z) + log,(y)

25. 03.07.2020 12:09:51 w [E25/25 | Link (only)
Points: 0

limoitetaan yhtdldn vastaus.

Selvitetdan maanttelyehdot enkseen molemmille logaritmeille.

Sovelletaan kaavaa B. Muista kavttda sulkuja.

Elimincidaan lagaritmit potenssiinkorotuksella tai soveltamalla ssantsa A,
Yhdistetssn masrittelyehdot yhdeksi ss8nnsksi, joka sissltss molemmat ehdot.
Verrataan ratkaisuja masrittelyehtoihin.

Kaytetdan toisen asteen yhtélén ratkaisukaavaa ja ratkaistaan x.

Kuva 6.4. Pisteytyksen korjaamiseksi muokattu tehtiva 4.3

Loppukyselyssé selvisi, ettd osa opiskelijoista oli ratkaissut tehtivid arvaamalla
oikean vastauksen. Téahin ongelmaan pyrin kehittdmisvaiheessa vastaamaan rajoitta-
malla monivalintatehtivien ja kylla-ei-tehtivien vastauskertoja. Nyt opiskelija joutuu
pohtimaan vastausta tarkemmin, silld vastauskertoja on vain yksi tai kaksi.

Koska tutkimuksessa selvisi, ettei tehtdva 1.6 toiminut kovin hyvin ja osaaminen
jdi etenkin luonnollisen logaritmin osalta heikoksi, tein tehtdvddn pienid muutok-
sia. Pdadyin poistamaan tehtdvistd kohdan "Listaa esimerkkejd, missd muualla kuin
matematiikassa logaritmia lg tarvitaan?", koska yksi asiantuntijoista kyseenalaisti ta-
mén tehtdvin tarkoituksen. Myos opiskelijat mainitsivat tiedonetsintédtehtéavét niiden
tehtavien joukossa, joista ei pidetty tai joiden koettiin toimineen heikoiten. Liséksi
parantelin luonnollisen logaritmin ja kymmenkantaisen logaritmin teoriaa ja lisdsin
esimerkkejad seki laskutehtdvid niihin liittyen (lisdtehtava 1.7). Talld vastasin myos
sithen toiveeseen, ettd materiaalissa olisi enemman logaritmin mééritelméén liitty-
vid mekaanisia laskutehtivid. Lisad menetelmallistd sujuvuutta harjoittavia tehtivia
kayttdja voi halutessaan etsid oppikirjoista timédn materiaalin ohella.

Lopullinen kehittamistuotos on vapaasti kéytettdavissd osoitteessa https://tim.
Jyu.fi/view/tau/toisen-asteen-materiaalit/matematiikka/kertaus/logaritmit.
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7 Yhteenveto ja pohdintaa

Téssd luvussa tehdédédn yhteenveto tutkimusaineiston avulla saaduista tuloksista seka
pohditaan kehittamistutkimuksen onnistumista, luotettavuutta, eettisyytti ja jatkotut-
kimusmahdollisuuksia.

Kehittimistutkimuksen péétavoitteena oli luoda logaritmin oppimista ja kisit-
teellistd ymmairtamistd parantava oppimateriaali. Samalla pyrittiin saamaan tutki-
mustietoa muun muassa siitd, millaiseksi opiskelijat kokevat tutkivaa matematiikkaa
jakielentamistd hyodyntivit tehtévit ja sdhkoisen oppimateriaalin kdyton pitkidn ma-
tematiikan opiskelussa ja millaisia vaikutuksia silld on. Tutkimuskysymykset, joihin
tutkimuksessa haettiin vastauksia, olivat 1) millaisin keinoin logaritmien oppimista
ja kasitteellistd ymmairtamistd voitaisiin parantaa 2) mitd mieltd asiantuntijat ovat
laaditun oppimateriaalin haastavuustasosta, kattavuudesta ja helppokayttoisyydesta
ja 3) miten laadittu oppimateriaali soveltuu logaritmien opiskeluun.

7.1 Yhteenveto tutkimuksen tuloksista

Teoreettisessa ongelma-analyysissa saatiin selvitettyd, mitd asioita materiaalin avulla
tulisi oppia ja millaiset oppimateriaalit tai opiskelutavat mahdollisesti parantavat ma-
tematiikan oppimista ja kisitteellistd ymmairtamistd. Analyysin tulosten perusteella
paadyttiin luomaan sdhkoinen oppimateriaali, jossa hyodynnettiin erilaisia kirjallisen
kielentdmisen tehtivityyppejd sekd tutkivaa matematiikkaa. Muun muassa Weberin
pilottitutkimuksesta [48] ja prosessi-objektiteorioista otettiin vaikutteita siten, etta
tehtdvilld pyrittiin eksponentti- ja logaritmilausekkeiden ymmartdmiseen prosessien
lisdksi objekteina, jotta voitaisiin edistid nimenomaan logaritmin konseptuaalista
osaamista.

Asiantuntijakyselylld saatiin selvitettyd matematiikan opetuksen asiantuntijoiden
mielipiteitd kehitetystd materiaalista sekd ndakokulmia siihen, millaisia muutoksia
materiaaliin olisi hyvi tehdd ennen opetuskokeilua. Asiantuntijoiden mielesti materi-
aali oli toimiva ja kattoi kaikki oleelliset asiat logaritmeista. Kaksi tehtdavii arvioitiin
kuitenkin liian haastaviksi heikoimmille opiskelijoille ja my6s kielentamistehtdvien
arveltiin tuottavan osalle haasteita.

Tutkimuskysymykseen 3 etsittiin vastauksia koko kehittdmisprosessin aikana,
mutta padasiassa kehittimistuotoksen testaamista varten jirjestetyssd opetuskokei-
lussa ja sen ohessa kerdtyn tutkimusaineiston analyysissa. Tulosten tulkinnoista teh-
tyja johtopaitoksid voidaan tarkastella apukysymysten kautta.

Mita vaikutuksia materiaalin kaytolli opiskelijoiden mielesta oli?

Loppukyselyn tuloksista tulkittiin, ettd vain puolet vastaajista koki ymmartineensa
mikd on logaritmi ja mihin sitd kéytetidn. Tulos oli toivottua huonompi, koska op-
pimateriaalin avulla haluttiin parantaa etenkin logaritmin késitteen ymmartamista.
On kuitenkin huomioitava, etti tutkimuksessa mitattiin opiskelijoiden omaa késitys-
td oppimisestaan ja avointen kysymysten vastauksista huomasi, ettd kaikki vastaajat
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eivit olleet vastanneet kysymyksiin tosissaan. Materiaalin kdyton todellista vaiku-
tusta oppimiseen ei tdssa tutkimuksessa siis voitu mitata. Ei myoskdin voida todeta,
mitd vaikutuksia juuri materiaalin kéytolld oli, silld oppimiseen saattoivat vaikut-
taa my0Os esimerkiksi opiskelumuoto, muiden oppimateriaalien kaytto, poissaolot tai
oppimisympdriston sosiaaliset vaikutukset.

Enemmisto opiskelijoista kuitenkin kertoi, ettd sai materiaalin ansiosta oivalluk-
sia ja onnistumisen tunteita ja koki ymmartidneensd asioita. Tédstd voitaisiin tehda
johtopiaitos, etti kehitetty materiaali voi auttaa opiskelijoita logaritmien opiskelussa.
Kielentamiseen liittyen etenkin koodinvaihtotehtivisti koettiin olleen apua, mutta eri
esitysmuotojen vélisten yhteyksien 10ytdminen jdi enemmiston mielesti vield heikok-
si. Aiempien tutkimusten tulosten tavoin opiskelijat kokivat, ettd kielentdmistehtivit
saivat pohtimaan asioita syvemmin, mutta olivat haastavia ja niitd pitdisi harjoitel-
la enemmin. Myo0s tutkimuslidhtoisisté tehtdvistd voidaan todeta olleen hyotyd, silla
tutkimuksen mukaan niistd pidettiin eniten ja ne antoivat opiskelijalle oivaltamisen
tunteita. Lisdksi enemmisto oli samaa mieltd muun muassa vditteen "Valmiiden rat-
kaisujen tutkiminen ja kommentoiminen auttoi minua ymmairtamaiin, millainen olisi
hyva koevastaus" kanssa.

Millaiseksi opettaja ja opiskelijat kokivat materiaalin kiyton?

Materiaalin kaytettavyyteen liittyva kritiikki koski 1dhinnid TIM:in teknisid ominai-
suuksia, joihin ei tdssd kehittimistutkimuksessa pystytty vaikuttamaan. Itse mate-
riaalin kdyton ohjeistus arvioitiin riittdvéaksi, mutta osa tehtdvinannoista vaati vield
hieman selkeytysti ja materiaalin ulkoasu yksinkertaistamista. Ulkoasua selkeytettiin
siirtamalld kysymykset ulos pudotusikkunoista, joista ne oli palautteen mukaan vai-
kea 10ytdd. Oppimateriaalin toimiva ulkoasu on tdrked asia muun muassa motivoinnin
kannalta, silld sekava tai levoton ulkoasu voi saada antaa huonon ensivaikutelman
ja saada kayttdjan suhtautumaan oppimateriaaliin torjuvasti, vaikka sen sisilto olisi
kuinka laadukasta [46, s. 188].

Enemmistd loppukyselyyn vastanneista opiskelijoista arvioi materiaalin tehti-
vit kivoiksi ja monipuolisiksi sekd materiaalin laajuuden sopivaksi kiytettyyn ai-
kaan ndhden. Eniten pidettiin tutkimusldhtoisisté tehtivistd ja kuvaajien, applettien
tai valmiiden ratkaisuiden tutkimisesta ja analysoimisesta. Monivalintatehtévit ja
laskutehtdvit saivat sekéd puolesta- ettd vastaan-argumentteja. Selitys- tai perustelu-
tehtivistd (matemaattisen ajattelun sanallistaminen) pidettiin selvasti vahiten, mikd
saattoi johtua muun muassa siitd, ettd ne koettiin tyoldiksi ja vieraiksi seka siitd,
ettd niihin ei ollut suoraan saatavilla oikeita vastauksia. Opettajan mielestd materi-
aalin hyvid puolia oli sen soveltuminen itsendiseen opiskeluun ja se, ettd tehtévissa
korostuu aiheen ja siihen liittyvien késitteiden ymmaértdminen.

Teoreettisessa ongelma-analyysissa sidhkoisten tehtdvien eduksi havaittu auto-
maattitarkastus sai positiivista palautetta my0s tdssi tutkimuksessa. Osa opiskeli-
joista mainitsi pitineensi eniten tehtdvisti, joista sai vélittdmén palautteen. Ne mo-
tivoivat ja antoivat opiskelijalle onnistumisen tunteita. Vastaavasti niiden tehtdvien
arvioitiin toimineen huonoiten, joihin oppimateriaali ei antanut oikeaa vastausta.
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Itse opiskelutapaan, joka perustui ryhmien "normaalia" opetusta vahvemmin
opiskelijoiden itseohjautuvuuteen ja itsendiseen tutkimiseen, suhtauduttiin sekd po-
sitiivisesti ettd negatiivisesti. Osa kaipasi opettajajohtoista opetusta tai perinteisii
koetehtdvid muistuttavia tehtdvid. Osa taas kertoi, ettd oli kivaa opiskella matema-
tiikkaa eri tavalla, tai ettd tama opiskelutapa sopi hiinelle hyvin. Kuitenkin alle puo-
let ilmoitti kdyttdvinsd mielelldiin vastaavan tyylistd materiaalia muidenkin aiheiden
opiskelussa.

7.2 Pohdintaa

Kehittdmisprosessille ja opetuskokeilulle asetettiin teoreettisen ongelma-analyysin
perusteella tavoitteet, jotka on esitelty luvussa 4.8. Arvioidaan kehittdmisprosessin
onnistumista pohtimalla asetettujen tavoitteiden toteutumista.

Lukion opetussuunnitelman perusteiden ja aiemmissa tutkimuksissa huomattujen
oppimisen haasteiden perusteella asetettiin tavoitteeksi, ettd opiskelija oppii tunte-
maan logaritmifunktion ominaisuudet, ratkaisemaan logaritmiyhtaloitd, kiyttaméén
teknisid apuvilineitd logaritmifunktioiden tutkimisessa ja muodostaa kokonaiskuvan
siitd, mitd ovat logaritmit ja mihin niitd kadytetdin. Tutkimuksen tulosten perusteella
ei voida sanoa kaikkien ndiden tavoitteiden tdyttyneen halutulla tavalla, varsinkin
kun ainoastaan puolet koki ymmartidneensi logaritmin késitteen, miké oli asetettu
yhdeksi kehityksen péétavoitteista. Toisaalta, kuten Pehkonenkin [32] on todennut,
taydellistd ymmairtdmistd ei voida koskaan saavuttaa. On myo0s tirkedd huomata,
ettd tdssd tutkimuksessa tutkittiin materiaalin kiyton vaikutuksia mittaamalla opis-
kelijoiden omia kisityksid oppimisestaan. Todellisten vaikutusten selvittdminen olisi
edellyttinyt osaamisen mittaamista jonkinlaisella kokeella ja tulosten vertaamista
ryhmiin, joka olisi opiskellut samat asiat niin sanotussa normaalissa opetuksessa.
Jatkotutkimuksena olisi mielenkiintoista tutkia materiaalin kidyton vaikutuksia op-
pimiseen, mittaamalla esimerkiksi testiryhmin ja vertailuryhmén koemenestymisti
logaritmien osalta ja tutkimalla ndkyyko osaamisessa eroja esimerkiksi konseptu-
aalisen ja proseduraalisen tiedon suhteen. Lisdksi jatkotutkimuksissa olisi edelleen
hyvé pohtia, millaisin keinoin logaritmin kisitteen ymmairrystd voitaisiin helpottaa
entisestaan.

Oppimateriaalin alustana kédytetty TIM mahdollisti monipuolisesti sahkdisen op-
pimateriaalin etujen hyddyntdmisen ja monipuolisten ja pelillistettyjen tehtivien luo-
misen. Lisdksi opiskelijoilla oli mahdollisuus kayttdd monia ylioppilaskokeessa sal-
littuja ohjelmistoja ja harjoitella sihkoistd vastaamista sekd kuvaajien piirtoa. Muita
ylioppilaskokeessa tarvittavia taitoja, joita materiaalin avulla harjoiteltiin, oli hyvin
vastauksen piirteiden pohtiminen ja oman matemaattisen ajattelun sanallistaminen ja
perusteleminen. Lisiksi opiskelijat tutustuivat heille uusiin tehtivityyppeihin, joita
myos ylioppilaskokeissa on viime vuosina ollut, esimerkiksi virheen etsinti -tehtédviin
ja vilivaiheiden tdydentimistd vaativiin tehtéviin. Timén kannalta joidenkin opiske-
lijoiden kdsitys siitd, ettd materiaalin tehtéavistd ei ole hyotyad kokeissa, oli osittain
virheellinen.

Materiaalin tehtdvissd hyodynnettiin yhteensi seitsemdd erilaista kielentdmis-
tehtavityyppid, sekd vaadittiin omien havaintojen sanallistamista ja perusteluiden
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esittimistd. Matematiikan kielentdmistd onnistuttiin siis hyddyntdmadn materiaalis-
sa kattavasti ja tutkimuksen tulosten perusteella sen koettiin auttaneen muun muassa
symbolikielen merkintdjen ymmartidmisessid. Aiempien tutkimusten tavoin kielenta-
mistehtavit koettiin haastavina ja niita pitdisi opiskelijoiden mielesti harjoitella lisda,
mutta ne saivat opiskelijan my0s pohtimaan asioita syvemmin ja auttoivat opettajaa
kartoittamaan osaamisen tasoa.

Myos tutkivaa matematiikkaa hyodynnettiin kattavasti tutkimustehtéavissi ja ope-
tuskokeilun rakenteessa. Tutkimustehtédvistd pidettiin ja niiden kerrottiin antaneen
oivaltamisen tunteita. Etenkin logaritmi- ja eksponenttifunktion yhteyden tutkimi-
nen (tutkimus 1.2) koettiin hyodylliseksi ja toimivaksi. Teknologia-avusteisen tut-
kivan matematiikan ja kielentdmisen todellisia vaikutuksia kisitteellisen ymmar-
tdmisen lisddntymiseen ei tidssd tutkimuksessa pystytty mittaamaan, mutta ainakin
osa opiskelijoista raportoi niistd olleen hyotya asioiden ymmartimisessi ja ajattelun
jasentamisessa.

Opetuskokeiluun valitulla opiskelutavalla tuettiin opiskelijan itseohjautuvuutta
ja roolia aktiivisena oppijana, silld teoria opiskeltiin itse tutkimalla ja oivaltamalla
opettajajohtoisen teoriaopetuksen sijaan. Opetuskokeilun jirjestelyilld haluttiin tu-
kea konstruktivistista oppimiskésitysté, jonka mukaan rakennamme tietoa yksin ja
yhdessd aiemmin opittujen asioiden pohjalta [46, s. 192]. Tavallaan opiskelutapa sai
piirteitd myOs suosiotaan nostavasta kéddnteisestd oppimisesta. Sanalla kdcdnteinen
viitataan niin sanotun peristeisen opetuksen kddnteistimiseen, eli oppimista tarkas-
tellaan enemmin oppijan nikokulmasta ja opettajan rooli on ohjata opiskelijaa kas-
vamaan itsensi opettajaksi. Tamai edellyttii opiskelijalta itseohjautuvuutta, jota edis-
tetddn antamalla hinelle enemmin vaikutusmahdollisuuksia ja vastuuta, tukemalla
hinen kisitystddn osaamisen tasostaan ja edistimalli sosiaalista yhteenkuuluvuutta.
[40, s. 100-101]

Loppukyselyn tulosten perusteella kehitetyn materiaalin kdytto oppitunneilla
mahdollisti hyvin opettajan toimimisen oppimisen ohjaajana, silld opiskelijat sai-
vat apua aina kun tarvitsivat. Opetuskokeilussa opettajia oli kylldkin kaksi yhden
sijaan ja riittdvdn avun saaminen riippuu myos ryhmikoosta, mutta joka tapauksessa
materiaalin kéytto itseohjautuvasti vapautti opettajan tukemaan oppijoita yksiloina
lahikontaktissa. Vuorovaikutus luo opettajalle mahdollisuuksia esimerkiksi motivoi-
da opiskelijaa ja tukea hiintd oman osaamisen arvioinnissa ja oppimaan oppimisessa.

Artikkelissaan Oppiminen on monen tekijin summa Lindblom-Ylinne ja muut
[23] muistuttavat, ettd oppiympéristolld ja oppimateriaaleilla on erilaisia vaikutuksia
eri opiskelijoihin. He ovat tutkimuksissaan huomanneet, ettd osa opiskelijoista on
vihemman herkkid oppimisympiriston ja opetuksen vaikutuksille kuin muut. Naméa
opiskelijat nojaavat vahvasti itsesditelyyn, vaikka oppimisympaéristo ei sitd edellyt-
tdisikddn ja tavoittelevat itselleen tirkeiden asioiden oppimista. Vahvan itsesddte-
lytaidon ansiosta tédllainen opiskelija kykenee jo varhaisessa vaiheessa 10ytdmiin
itselleen parhaiten sopivat opiskelustrategiat ja -kdytdnteet. Kun opiskelija tietda,
minkélainen opiskeluprosessi on hénelle edullisin hyvien oppimistulosten saavutta-
miseksi, hdn on usein myos haluton muuttamaan opiskelukdytantojaéan. [23, s. 49-50]
Tama saattoi my0s tissd tutkimuksessa aiheuttaa sen, ettd osa etenkin matematiikas-
sa hyvin menestyneisti opiskelijoista vastusti opiskelumuotoa ja uudenlaisia tehtavii
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niin vahvasti. Myos Blomqvistin tutkimuksessa [3] parhaimman arvosanaluokan ty-
tot kokivat kielentamistehtivit turhiksi ja ylipdatiddn vaikeiksi ilman sen tarkempaa
erittelyd.

Kuten Uusi-Hallilakin [46, s. 196] on todennut, parhaimpiin oppimistuloksiin
paistdisiin todennékoisesti jonkinlaisella hybridiopetuksella. Jos sovelletaan vain
yhtd oppimateriaalia tai opetustyylid, ei pystytd huomioimaan erilaisten oppijoiden
tarpeita. Tamén oppimateriaalin kiyttd osoittautui toimivaksi oppimistavaksi aina-
kin niille opiskelijoille, jotka pitdvit tutkimusldhtoisestd oppimisesta ja asioiden itse
oivaltamisesta, mutta kuten vastuuopettajakin ehdotti, opetustilanteita olisi varmas-
ti hyvi tukea opettajajohtoisilla osuuksilla. Kuten Eskelisenkin tutkimuksessa [6]
todettiin, tutkivan opiskelun ja opettajajohtoisen opetuksen vilille taytyisi 10ytdid so-
piva tasapaino. Kehitetyn oppimateriaalin hyodyntimisen logaritmien opiskelussa ei
tarvitse tarkoittaa sen kayttdmisti ainoastaan itseohjautuvasti vaan se on oppimateri-
aali siind missd muutkin oppimateriaalit ja sitd tai sen osia voi hyodyntidd parhaaksi
nikemadlldén tavalla.

Jos toteuttaisin opetuskokeilun uudelleen, jérjestdisin jokaisen opetuskerran lo-
pussa Hihkioniemen tutkivan matematiikan oppitunnin malliin siséltyvit koontivai-
heet, joissa opituista asioista tehtiisiin yhteenveto opettajajohtoisessa opetustilan-
teessa ja opiskelijat saisivat esitelld omia ratkaisutapojaan ja siten myos kielentda
omaa matemaattista ajatteluaan muille opiskelijoille. Tilld pystyttdisiin vastaamaan
my0s osittain opiskelijoiden toiveeseen saada enemmaén mallivastauksia ja opettaja-
johtoista opetusta.

7.3 Luotettavuustarkastelu

Tutkimusta tehdessd on aina tirkedd pohtia myos tutkimusmenetelmaén ja tulosten luo-
tettavuutta ja eettisyyttd. Tieteellisen tutkimuksen luotettavuutta arvioidaan yleensa
mittaamalla sen validiteettia ja reliabiliteettia. Validiteetilla tarkoitetaan tutkimuk-
sen patevyyttd, eli miten hyvin tutkimus kohdistuu siihen asiaan miti halutaan tutkia.
Reliabiliteetti puolestaan kuvaa tutkimuksen toistettavuutta ja tulosten pysyvyytta.
[18, s. 161][34, s. 18] Namai eivit kuitenkaan ole suoraan sovellettavissa kehitti-
mistutkimuksen luotettavuuden arviointiin, joka poikkeaa tyypillisesti tieteellisesta
tutkimuksesta muun muassa monimenetelmallisyyden ja tutkijan roolin kannalta.

Kehittamistutkimuksen arviointiin ei ole omaa vakiintunutta kiytantod, mutta
siind voidaan soveltaa seuraavia Design-Based Research Collectiven méérittelemii
laadukkaan kehittamistutkimuksen kriteereitd [34, s. 20]:

1. kehittdmisen tulee olla kokonaisvaltaista, jolloin kehittimistuloksena saadaan
sekd ohjaavia malleja ja teorioita ettd kuvailevia teorioita,

2. kehittdmisen tulee edetd sykleittdin sisdltden jatkuvaa kehittdmisti ja arvioin-
tia,

3. kehittimisessa tulee pyrkii teorioihin, jotka ovat siirrettdvissi kentille opetta-
jien tai muiden opetusalan ammattilaisten kdyttoon,
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4. kehittimisprosessiin tulee sisiltyd testaamista autenttisissa olosuhteissa ja
5. kehittdmistutkimuksen kaikki syklit tulee dokumentoida tarkasti. [4][35]

Kriteerien ensimmaéinen ja kolmas kohta pyrittiin tdyttiméadn niin, ettd kehittamis-
tuotoksena olisi opetusalan asiantuntijoilla ja opiskelijoilla testattu oppimateriaalipa-
ketti, seki teoriatietoa muun muassa tutkivan matematiikan, kielentamistehtédvien ja
sahkoisen oppimateriaalin soveltumisesta logaritmien opiskeluun. Tutkimuksen tu-
lokset olivat hyvin linjassa aiempien tutkimusten kanssa ja kehittamistuotoksena syn-
tynyt oppimateriaalipaketti voidaan julkaista yleiseen kéyttoon. Lisdksi saatiin tietoa
opiskelijoiden ja opettajien suhtautumisesta kehitettyyn oppimateriaaliin ja erityyp-
pisiin sdhkdisiin tehtdviin. Vaikka kehittdmistutkimuksen luotettavuutta ei yleensa
pystytdkidin todistamaan tilastollisesti merkittiviksi, sen yleistettdvyyden ja selitys-
voiman on ajateltu olevan sen kdytannollisyydessi. Kehittimistuotokset ovat yleensi
toimivia, koska ne kehitetédén ja testataan autenttisissa olosuhteissa. [35, s. 100]

Tama kehittamistutkimus koostui kolmesta syklistd, joiden aikana tehtiin jatku-
vaa suunnitelman pdivittdmisti ja oppimateriaalin kehittamistd. Arviointi toteutettiin
ensimmadisessd syklissd asiantuntijakyselyn avulla ja toisessa syklissd opetuskokeilun
ja varsinaisen tutkimuksen avulla. Myos kriteerien neljds kohta tiyttyi opetuskokei-
lussa, silld materiaalia testattiin osana aitoa lukio-opetusta. Taytyy kuitenkin ottaa
huomioon se, etti testiryhmit olivat yhden lukion ja saman vastuuopettajan opiske-
lijoita ja otoskoko (n = 38) oli pieni. Kyseisen lukion sisdénpéédsyraja on myos hie-
man keskivertoa korkeampi, joten tutkimusotos ei edusta koko perusjoukkoa, mika
huonontaa tutkimuksen validiteettia. Toisaalta asiantuntijoina toimineista opettajis-
ta kaksi pystyi arvioimaan oppimateriaalia toisen kaupungin lukion opiskelijoiden
nikokulmasta, mikd parantaa hieman sen yleistettavyytta.

Luotettavuuden parantamiseksi koko kehittimistutkimus on pyritty dokumentoi-
maan ja raportoimaan tdssd pro gradu -tutkielmassa mahdollisimman tarkasti. Tar-
kalla dokumentaatiolla on pyritty myos vahvistamaan tutkimuksen toistettavuutta;
Materiaalia voidaan testata uudelleen muillakin ryhmilli ja kyselylomakkeet ja haas-
tattelun kysymykset 10ytyviit liitteistd. Opetuskokeilua on vaikeampi jaljitelld, mutta
sitdkin on pyritty kuvailemaan kattavasti.

Tutkimuksen luotettavuutta olisi voitu vahvistaa entisestddn lisddamailld syklien ja
analyysien madraa sekd kayttimaillda sopivia standardoituja mittareja [4][35]. Tassa
tutkimuksessa mittarit kuitenkin kehitettiin itse, eikd niitd esitestattu. Kehittamis-
tutkimuksen luotettavuutta pyritidin usein vahvistamaan myos triangulaation avulla
[4][35]. Tassa tutkimuksessa sovellettiin hieman sekd menetelmallisti, ettd aineis-
toon kohdistuvaa triangulaatiota. Menetelmaillisessd triangulaatiossa aineistoa keré-
tddn ja analysoidaan useammalla kuin yhdelld menetelmalld. Aineistoon kohdistuva
triangulaatio puolestaan tarkoittaa, etti samaa asiaa pyritddn tutkimaan erilaisten
aineistojen avulla. [18, s. 21][35] Téssd tutkimuksessa muun muassa oppimateri-
aalin soveltumista logaritmien opiskeluun pyrittiin tutkimaan asiantuntijakierroksen
kyselylld, loppukyselylld, havainnoimalla, tehtdvien ratkaisujen tarkastelemalla ja
opettajan sihkopostihaastattelulla, joista saatiin sekd maarillista ettd laadullista tut-
kimusaineistoa.
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Kun tutkimuksessa sovelletaan useampia eri menetelmii, sen luotettavuutta on
kaytinnossa arvioitava kunkin kiytetyn menetelméin omilla luotettavuuskriteereillda
[18, s. 166]. Kvalitatiivista eli laadullista aineistoa analysoitaessa sisédllonanalyysin
keinoin virheriski on yleensd maéréllistd aineistoa suurempi, koska sisidllonanalyysi
perustuu ldhinnd tutkijan tekemiin tulkintoihin. Loppukyselyn avoimien kysymys-
ten laadullista tutkimustietoa pystyttiin kvantifioimaan luokittelemalla ja laskemalla
luokkien frekvenssejd, mikéd systematisoi analyysia. On silti tarkedd huomioida, et-
td luokittelut ja laskutkin ovat tutkijan konstruktioita. Muun muassa tutkijan omilla
intresseilld voi olla vaikutusta laskemistapaan ja laskemisen kohteiden valintaan.
[37] Laadullisen aineiston analysoinnissa yleinen ongelma onkin, ettd sama tutki-
musaineisto voi tuottaa erilaisia tulkintoja [18, s. 117]. Yleistyksid tehdessa virhetta
aiheuttaa usein muun muassa sosiaalisen tapahtuman ainutlaatuisuus. Kaikki tdssi
tutkimuksessa saatu tutkimustieto on jollain tapaa sosiaalisesti konstruoitua.

Yhteni tieteellisen tutkimuksen perusedellytyksend pidetidin tutkijan objektiivi-
suutta. Tami ei kuitenkaan koske kehittamistutkimusta, jossa tutkija osallistuu il-
mion toimintaan. [18, s. 49] Tassdkin tutkimuksessa toimin itse seki tutkijana etta
opettajana ja tutkimuksen osallistuvana havainnoijana. Kun tutkija on osallistuva, ob-
jektiivisuus on mahdotonta, mutta tulosten analysoinnissa ja kehittamistutkimuksen
raportoinnissa siihen on kuitenkin pyritty.

Loppukyselyn tulosten luotettavuutta heikensi esimerkiksi opiskelijoiden vastaa-
mismotivaatio ja pelleily vastausten suhteen. Jos toteuttaisin tutkimuksen uudelleen,
kiinnittdisin muun muassa tdhin enemmain huomiota, silld unohdin vield ennen ky-
selyd painottaa vastausten tarkeyttd ja virallisuutta. Kanasen [18, s. 49] mukaan
erds kehittimistutkimuksen ongelma on, ettd sen tavoitteiden mitattavuus on yleen-
sd huono. Téssd tutkimuksessa mitattiin pddasiassa opiskelijoiden ja opettajan omia
mielipiteitd ja kisityksid, mika ei ole luotettavin mittaustapa esimerkiksi tutkittaessa
materiaalin vaikutuksia oppimisen kannalta.

7.4 Eettiset niakokulmat

Tutkimusprosessissa tdytyy huomioida myos tutkimuksen eettiset nikokulmat. Tutki-
mukseen liittyvit eettiset kysymykset voivat koskea tutkimuskohteen tai tutkimusme-
netelmien valintaa, tutkimusaineiston hankintaa, tiedon luotettavuutta, tutkittavien
kohtelua, tutkimustulosten vaikutuksia tai tiedeyhteison sisdisid toimintaperiaatteita
[21]. Jotta tieteellinen tutkimus olisi eettisesti hyviksyttavad, luotettavaa ja uskot-
tavaa, tutkimus on suoritettava hyvén tieteellisen kdytdnnon edellyttamalla tavalla.
Tutkimusetiikan ndkokulmasta hyvin tieteellisen kiytdntoon kuuluu noudattaa tie-
deyhteisOn tunnustamia toimintatapoja, soveltaa eettisesti kestivia tiedonhankinta-,
tutkimus- ja arviointimenetelmid ja noudattaa avoimuutta ja vastuullista tiedevies-
tintdd tutkimuksen tulosten julkaisemisessa. Liséksi tutkijan on otettava muiden tut-
kijoiden tyo huomioon, annettava heiddn saavutuksilleen niille kuuluva arvo ja kun-
nioitettava sitd asianmukaisella viittaustekniikalla. [45, s. 6]

Kun tutkimus kohdistuu ihmisiin, laki ja ihmisarvon suojelua koskevat normit
velvoittavat huolehtimaan tutkittavien yksityisyyden suojaamisesta ja siitd, ettei tut-
kittaville aiheudu tutkimuksesta haittaa, vahinkoa, vaaraa tai moraalista vadryytti.
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Tutkittavien on my0s oltava tietoisia osallisuudestaan tutkimukseen ja osallistumisen
on oltava vapaaehtoista ja perustuttava riittdvain tietoon tutkimuksesta ja sen tar-
koituksista. Ihmisarvon kunnioittaminen on eettisesti kestivin tutkimuksen yleinen
lahtokohta. [21][45]

Tatd tutkimusta tehdessd on huomioitu kaikki edelld mainitut tutkimuksen eet-
tisyyteen liittyvit seikat. Opetuskokeilun ja tutkimuksen jéarjestimiseen pyydettiin
lupa lukion rehtorilta ja kurssien vastuuopettajalta, minka jéalkeen opiskelijoilta pyy-
dettiin suostumus tutkimukseen osallistumisesta ja tutkimusaineiston kaytostd. Alai-
kiisten opiskelijoiden osalta lupa tutkimukseen osallistumisesta tiytyi pyytdd heidin
huoltajiltaan. Suostumukset pyydettiin ennen opetuskokeilun jarjestimistd Wilma-
tiedotteen vilitykselld (liite 2). Tiedotteessa informoitiin huoltajia ja tutkimuksen
kohdehenkiloitd asianmukaisesti osallistumisen vapaaehtoisuuden lisédksi tutkimuk-
sen tarkoituksista, sisillostd, ajankohdasta, kiytettdvistd tutkimusmenetelmistd ja
osallistujien henkilGtietojen salaamisesta sekd aineiston tuhoamisesta tutkimuksen
julkaisemisen jilkeen. Kaikki kerdtty tutkimusaineisto sdilytetddn niin, ettei ulko-
puolisilla ole siihen péisy4, eikd osallistujien henkilollisyyttd voida liittdd aineiston
tietoihin. Yksityisyys on huomioitu myos raportoinnissa, silld vastaajia ei voida tun-
nistaa tekstistd, eikd yksityiskohtaisia tietoja tutkitusta koulusta tai tutkimusryhmista
mainita.

7.5 Lopuksi

Tamén kehittamistutkimuksen tuotoksena syntyi sahkdinen oppimateriaali, jota voi-
daan hyodyntédd logaritmien opetuksessa tai itseopiskelussa. Vaikka materiaali kehi-
tettiin vuonna 2015 julkaistujen lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaiselle
kurssille MAAS Juuri- ja logaritmiyhtdlot, sitd voidaan helposti kdyttdd myos uuden
opetussuunnitelman kursseilla logaritmien opiskeluun tai pitkin matematiikan ker-
tauskurssilla, kuten testiryhmien vastuuopettaja ehdotti. Asiantuntijakierroksella ja
opetuskokeilussa saadut tulokset olivat positiivisia ja innostavia.

Tamén kehittimistutkimuksen tuloksena voitaisiin todeta, ettd yhdistelemailla tut-
kivaa matematiikkaa kielentamistehtdviin ja sihkoisen oppimateriaalin mahdollista-
miin vuorovaikutteisiin ja monimediaisiin oppimisaihioihin on mahdollista luoda
toimiva oppimateriaali. Kehittimistuotoksena syntynyt materiaali soveltuu logarit-
mien itseohjautuvaan opiskeluun, mutta erilaisten oppijoiden huomioimiseksi opis-
kelua olisi hyvé tukea opettajajohtoisella opetuksella tai jonkinlaisella yhteenvetoa
tekevillda materiaalilla.

Teknologia on tuonut opetuksen suunnitteluun opettajalle aiempaa enemmaén
vaihtoehtoja. Painettujen oppimateriaalien rinnalle ovat tulleet sdhkoiset oppimateri-
aalit, jotka voivat olla monimediaisia ja vuorovaikutteisia. Lisdksi opettaja voi myos
luoda itse oppimateriaalia tai hydodyntdad sosiaalista mediaa opetuksessa [46]. Silti
on aina aiheellista kysyd, millainen on hyva oppimateriaali. Hyvad oppimateriaalin
ottaa huomioon erilaiset oppimistyylit ja tarjoaa kaiken tasoisille oppijoille sopivas-
ti haastetta. Vaikka hyva oppimateriaali olisi innostava ja motivoiva, oleellisinta on
kuitenkin se, millainen oppimateriaali tuottaa parhaita tuloksia.
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Matematiikan oppimateriaalitutkimus on viimevuosikymmenini keskittynyt enim-
makseen jo olemassa oleviin oppimateriaaleihin ja yllittdvan vihin niiden suunnittelu-
ja laatimisprosesseihin [7, s. 635-644]. Toistaiseksi on myos julkaistu erittdin va-
hin tutkimustietoa siitd, millaisia vaikutuksia oppimateriaalien sdhkoistymiselld ja
sahkoisten oppimateriaalien uusilla tehtdvityypeilld on matematiikan oppimiseen.
Oppimateriaalit ja niiden luomisprosessit muuttuvat ja kehittyvit jatkuvasti, mi-
ka edelleen vahvistaa siti tarvetta, ettd tutkimusta oppimateriaalien kehittymisesti ja
kehittdmisestd olisi tarkedd tehda lisdd. Tadma on syytd huomioida jatkotutkimusmah-
dollisuuksia pohdittaessa. Etenkin lukion matematiikan oppimateriaalien ja opetus-
menetelmien kehittamistutkimuksia on julkaistu niin vihén digitalisaation ja yliop-
pilaskokeiden sdhkoistymisen jélkeen, ettd niitd koskeville kehittamistutkimuksille
olisi mielesténi tarvetta.

Yhtend kehittdmistutkimuksen etuna on se, ettd tutkija syventyy kehittdmispro-
sessin aikana tutkimuksen prosesseihin, tarpeisiin ja kontekstiin ja kehittdd samalla
kokonaisvaltaisesti omaa osaamistaan. [35, s. 100]. Koenkin kehittineeni timén pro-
sessin aikana omaa osaamistani lukiomatematiikan siséltdjen ja lukiopedagogiikan
osalta huomattavasti. Sen lisdksi, ettd oma osaamiseni eksponentti- ja logaritmifunk-
tioihin liittyen vahvistui, koen, ettd my0s intoni oppimateriaalien kehittamiseen ja
tutkivana opettajana toimimiseen vahvistui. Olen timén prosessin aikana ymmaérté-
nyt, kuinka tirkedd on rakentaa opetus oppijalidhtoiseksi ja sellaiseksi, missd oppija
opettaa opettajaa toimimaan parempana oppimisen ohjaajana.

63



Kiitokset

Suuret kiitokset asiantuntijakierrokseen osallistuneille asiantuntijoille ja opetusko-
keilun mahdollistaneelle opettajalle. Kiitos osallistumiseni Tampereen yliopiston
koordinoimaan oppimateriaalihankkeeseen mahdollistaneille henkil6ille ja tyoka-
vereille. Lisdksi haluan kiittad tutkimukseen osallistuneita opiskelijoita, graduohjaa-
jiani Pentti Haukkasta ja Jorma Joutsenlahtea Tampereen yliopistosta sekd kaikkia
graduni tekemiseen vaikuttaneita ldheisiéni.

Kiitos!

64



Lahteet

[1] Aksela, M. & Pernaa, J. (2013). Kehittdmistutkimus pro gradu -tutkielman
tutkimusmenetelmini. Teoksessa Pernaa, J. (toim.), Kehittdmistutkimus ope-
tusalalla (s. 181-200). Opetus 2000. Jyviaskyld: PS-kustannus.

[2] Alfaro, H. (2018). Appealing Multimodal Languages to Access First Year
University Students’ Understanding of Mathematical Concepts in Costa Rica.
Faculty of Education, Master’s thesis in education. Tampereen yliopisto.

[3] Blomgvist, M. (2015). Kielentdmistehtdvit lukion lyhyessd matematiikassa.
Pro gradu -tutkielma. Tampereen yliopisto.

[4] Design-Based Research Collective. (2003). Design-based research: An emer-
ging paradigm for educational inquiry. Educational Researcher, 32(1), 5-8.

[5] Edelson, D. (2002). Design Research: What We Learn When We Engage in
Design. The Journal of the Learning Sciences, 11(1), 105-121.

[6] Eskelinen, S. (2015). Opiskelijoiden kokemuksia teknologiaavusteisista tutki-
van matematiikan tehtdvistd derivaatan oppimisessa. Pro Gradu -tutkielma.
[ta-Suomen yliopisto.

[7] Fan, L., Zhu, Y. & Miao, Z. (2013). Textbook research in mathematics educa-
tion: development status and directions. ZDM Mathematics Education, 45(5),
633-646.

[8] Grossman, S. I. (1992). Calculus. Fifth edition. Saunders Collage Publishing.

[9] Haapasalo, L. (2004). Pitadké ymmartdad voidakseen tehda vai pitddko tehdi
voidakseen ymmirtda?. Teoksessa Rasdnen, P., Kupari, P., Ahonen, T. & Ma-
linen, P. (toim.), Matematiikka — ndkokulmia opettamiseen ja oppimiseen (s.
50-83). 2. painos. Jyviskyld: Niilo Miki Instituutti.

[10] Hiebert, J. & Lefevre, P. (1986). Conceptual and procedural knowledge in mat-
hematics: An indroductory analysis. Teoksessa Hiebert, J. (toim.), Conceptual
and procedural knowledge: the case of mathematics (s. 1-27). Lawrence Erl-
baum Associates.

[11] Hihkioniemi, M. (toim.) (2011). Geogebra-avusteinen tutkiva matematiikka
opetusharjoittelussa: tutkimuksia opettajan ja oppilaiden toiminnasta. Jyvasky-
lan yliopisto, Opettajankoulutuslaitos. Saatavilla osoitteessa http://urn.fi/URN:
ISBN:978-951-39-4623-4

[12] Hiahkioniemi, M. (2018). Derivaatan ymmartdmiseen tdhtddvd oppiminen ja
opetus. Teoksessa Joutsenlahti, J., Silfverberg, H. & Résédnen, P. (toim.), Mate-
matiikan opetus ja oppiminen (s. 110—130). Jyviskyld: Niilo Méki Instituutti.

65


http://urn.fi/URN:ISBN:978-951-39-4623-4
http://urn.fi/URN:ISBN:978-951-39-4623-4

[13] Joutsenlahti, J. (2003). Kielentiminen matematiikan opiskelussa. Teoksessa
Virta, A. & Marttila, O. (toim.), Opettaja, asiantuntijuus ja yhteiskunta: aine-
didaktinen symposium 7.2.2003 (s. 188—196). Turun opettajankoulutuslaitos.

[14] Joutsenlahti, J. (2005). Lukiolaisen tehtdviorientoituneen matemaattisen ajat-
telun piirteitd - 1990-luvun pitkdn matematiikan opiskelijoiden matemaattisen
osaamisen ja uskomusten ilmentdmdnd. Akateeminen vditoskirja. Tampereen
yliopisto, Opettajankoulutuslaitos. Acta Electronica Universitatis Tamperensis
411.

[15] Joutsenlahti, J. (2010). Matematiikan kirjallinen kielentiminen lukiomate-
matiikassa. Teoksessa Asikainen, M., Hirvonen, P., E. & Sormunen, K.
(toim.), Ajankohtaista matemaattisten aineiden opetuksen ja oppimisen tut-
kimuksessa. Matematiikan ja luonnontieteiden opetuksen tutkimuspdivdit Joen-
suussa 22.-23.10.2009 (s. 3—15). Iti-Suomen yliopisto. Saatavilla osoitteessa
http://urn.fi/URN:ISBN:978-952-61-0266-5

[16] Joutsenlahti, J. & Tossavainen, T. (2018). Matemaattisen ajattelun kielentdmi-
nen ja sithen ohjaaminen koulussa. Teoksessa Joutsenlahti, J., Silfverberg, H. &
Riésénen, P. (toim.), Matematiikan opetus ja oppiminen (s. 410—431). Jyviskyla:
Niilo Méki Instituutti.

[17] Juuti, K. & Lavonen, J. (2012). Design-tutkimukseen osallistuvien opettajien
rooli tutkimuksen eri vaiheissa. Teoksessa Pernaa, J. (toim.), Kehittdmistutki-
mus opetusalalla (s. 45-67). Opetus 2000. Jyviskyld: PS-kustannus.

[18] Kananen, J. (2012). Kehittimistutkimus opinndytetyond. Jyviaskyldn ammatti-
korkeakoulun julkaisuja 134. Jyviskyldn ammattikorkeakoulu.

[19] Koivisto, P. (2018). Analyysi A. Raja-arvo ja jatkuvuus. Informaatiotieteiden
yksikon raportteja 66/2018. Tampereen yliopisto. Luettu 11.6.2019 osoitteessa
https://trepo.tuni.fi/bitstream/handle/10024/104779/978-952-03-0929-9.pdf

[20] Koivunen, V. (2015). Logaritmin opetus ja sen kehittdminen. Pro gradu -
tutkielma. Helsingin yliopisto.

[21] Kuula, A. (2011). Tutkimusetiikka. Aineistojen hankinta, kdytto ja sdilytys. E-
kirja. Tampere: Vastapaino.

[22] Leinonen, J. (2018). Matematiikan ymmdrtdimisestd: kdsitteistd kdytdntoon.
Akateeminen viitoskirja. Lapin yliopisto, Kasvatustieteiden tiedekunta. Acta
Universitatis Lapponiensis 371.

[23] Lindblom-yldnne, S., Hailikari, T. & Postareff, L. (2014). Oppiminen on monen
tekijin summa. Teoksessa Ruuska, H., Loytonen, M. & Rutanen, A. (toim.),
Laatua! Oppimateriaalit muuttuvassa tietoympdristossd (s. 47-56). Helsinki:
Suomen tietokirjailijat ry.

66


http://urn.fi/URN:ISBN:978-952-61-0266-5
https://trepo.tuni.fi/bitstream/handle/10024/104779/978-952-03-0929-9.pdf

[24]

[25]

[26]

[27]

[29]

[30]

[31]

[32]

[34]

Linnusméki, J. (2015). Matematiikan perusopintojen kehittiminen matematii-
kan kielentimisen avulla. Diplomityo. Tampereen teknillinen yliopisto.

Matemaattisten aineiden verkkokurssit lukioon ja ammatilliseen koulutukseen.
Luettu 4.8.2020 osoitteessa https://urly.fi/1jcD

Miinala, H., Salimiki, H., Vuorinen, M. (1983). Uuden lukion matematiikka,
laaja oppimddrd 2. Neljas painos. Helsinki: WSQOY.

Myllykoski, T. J., Mattila, P., Ali-Loytty, S., Kaarakka, T. & Viro, E. (2018).
Yliopistomatematiikan Sihkoisten Tehtidvien ja Matemaattisen Ajattelun Ke-
hittaminen. FMSERA Journal, 2(1), 46-55. Luettu 9.7.2019 osoitteessa https:
//journal.fi/fmsera/article/view/69887

Opetushallitus (2015). Lukion opetussuunnitelman perusteet 2015. Maaraykset
ja ohjeet 2015:48. Luettu 6.6.2019 osoitteessa https://www.oph.fi/sites/default/
files/documents/172124_lukion_opetussuunnitelman_perusteet_2015.pdf

Opetushallitus (2019). Lukion opetussuunnitelman perusteet 2019. Maariaykset
jaohjeet 2019:2a. Luettu 9.6.2020 osoitteessa https://www.oph.fi/sites/default/
files/documents/lukion_opetussuunnitelman_perusteet_2019.pdf

Opetushallitus. Tietoa lukion opetussuunnitelman perusteiden uudistumises-
ta. Luettu 29.1.2020 osoitteessa https://www.oph.fi/fi/koulutus-ja-tutkinnot/
tietoa-lukion-opetussuunnitelman-perusteiden-uudistumisesta

Pehkonen, E. (1979). Matematiikan peruskurssi 2 korkeakouluja varten. Hel-
sinki: Kirjayhtyma.

Pehkonen, E. (2000). Ymmartidminen matematiikan opetuksessa. Koulutuksen
tutkimuslaitos, Jyvaskyld. Kasvatus-lehti, 31(4),375-381. Suomen kasvatustie-
teellinen seura. Saatavilla osoitteessa http://urn.fi/URN:NBN:fi:ELE-1372740

Pehkonen, E. (2003). Tutkiva matematiikan oppiminen peruskoulussa. Tieteessd
Tapahtuu, 21(6), 35-38. Saatavilla osoitteessa https://journal.fi/tt/article/view/
57322

Pernaa, J. (2012). Kehittdmistutkimus tutkimusmenetelméni. Teoksessa Per-
naa, J. (toim.), Kehittimistutkimus opetusalalla (s. 9-26). Opetus 2000. Jyvis-
kyld: PS-kustannus.

Pernaa, J., Aksela, M. & Vistinsalo, J. (2010). Kemian mallit ja visualisointi
-kurssin yhteisollinen uudistaminen malliteoriaan pohjautuvalla kehittdmistut-
kimuksella. Teoksessa Aksela, M., Pernaa, J. & Rukajérvi-Saarela, M. (toim.),
Tutkiva ldhestymistapa kemian opetukseen: V Valtakunnalliset kemian opetuk-
sen pdivdt -symposiumkirja (s. 96—114). Kemian opetuksen keskus, Kemian lai-
tos, Helsingin yliopisto. Saatavilla osoitteessa https://helda.helsinki.fi/handle/
10138/306401

67


https://urly.fi/1jcD
https://journal.fi/fmsera/article/view/69887
https://journal.fi/fmsera/article/view/69887
https://www.oph.fi/sites/default/files/documents/172124_lukion_opetussuunnitelman_perusteet_2015.pdf
https://www.oph.fi/sites/default/files/documents/172124_lukion_opetussuunnitelman_perusteet_2015.pdf
https://www.oph.fi/sites/default/files/documents/lukion_opetussuunnitelman_perusteet_2019.pdf
https://www.oph.fi/sites/default/files/documents/lukion_opetussuunnitelman_perusteet_2019.pdf
https://www.oph.fi/fi/koulutus-ja-tutkinnot/tietoa-lukion-opetussuunnitelman-perusteiden-uudistumisesta
https://www.oph.fi/fi/koulutus-ja-tutkinnot/tietoa-lukion-opetussuunnitelman-perusteiden-uudistumisesta
http://urn.fi/URN:NBN:fi:ELE-1372740
https://journal.fi/tt/article/view/57322
https://journal.fi/tt/article/view/57322
https://helda.helsinki.fi/handle/10138/306401
https://helda.helsinki.fi/handle/10138/306401

[36]

[37]

[42]

[43]

[44]

[45]

Ruth, O. & Ratvio, R. (2018). Ensikokemuksia digitaalisista ylioppilaskirjoi-
tuksista. Teoksessa Tossavainen, T. & Loytonen, M. (toim.), Sdhkoistyvd kou-
lu - Oppiminen ja oppi-materiaalit muuttuvassa tietoympdristossd (s. 52—63).
Helsinki: Suomen tietokirjailijat ry.

Saaranen-Kauppinen, A. & Puusniekka, A. (2006). KvaliMOTV - Me-
netelmdopetuksen tietovaranto [verkkojulkaisu]. Tampere: Yhteiskuntatie-
teellinen tietoarkisto. Luettu 29.6.2020 osoitteessa https://www.fsd.tuni.fi/
menetelmaopetus/

Sarikka, H. (2014). Kielentdminen matematiikan opetuksen ja oppimisen tuke-
na. Matematiikan diplomityd. Tampereen teknillinen yliopisto.

Suominen, R. (2018). Millaista digikoulutusta opettajat tarvitsevat?. Teoksessa
Tossavainen, T. & Loytonen, M. (toim.), Sdhkoistyvd koulu - Oppimateriaalit
muuttuvassa tietoympdristossd (s. 171-186). Helsinki: Suomen tietokirjailijat

ry.

Toivola, M. (2018). Kéénteinen oppiminen — Kééntyyko koulutyo piilaelleen?
Teoksessa Tossavainen, T. & Loytonen, M. (toim.), Sdhkoistyvi koulu - Op-
pimateriaalit muuttuvassa tietoympdristossd (s. 98—116). Helsinki: Suomen
tietokirjailijat ry.

Tossavainen, T. (2014). Tulevaisuuden oppimateriaalit. Teoksessa Ruuska, H.,
Loytonen, M. & Rutanen, A. (toim.), Laatua! Oppimateriaalit muuttuvassa
tietoympdiristossd (s. 187-197). Helsinki: Suomen tietokirjailijat ry.

Tossavainen, T. (2014). Uutta ja vanhaa lukion matematiikan opetuksessa. Teok-
sessa Ruuska, H., Loytonen, M. & Rutanen, A. (toim.), Laatua! Oppimateriaalit
muuttuvassa tietoympdiristossd (s. 129—139). Helsinki: Suomen tietokirjailijat

ry.

Tossavainen, T. (2018). Tulevaisuuden oppikirja — asiaproosaa vai automaattika-
leidoskooppi?. Teoksessa Tossavainen, T. & Loytonen, M. (toim.), Sdhkoistyvdi
koulu - Oppimateriaalit muuttuvassa tietoympdristossd (s. 158—170). Helsinki:
Suomen tietokirjailijat ry.

Tossavainen, T. & Loytonen, M. (toim.) (2018). Pieni oppimateriaalisanasto.
Teoksessa Tossavainen, T. & Loytonen, M. (toim.), Sdhkoistyvi koulu, op-
pimateriaalit muuttuvassa tietoympdristossd (s. 230-233). Helsinki: Suomen
tietokirjailijat ry.

Tutkimuseettinen neuvottelukunta (2012). Hyva tieteellinen kiytintd ja sen
loukkausepdilyjen kisitteleminen Suomessa. Tutkimuseettisen neuvottelukun-
nan ohje 2012. Luettu 8.7.2020 osoitteessa https://tenk.fi/sites/tenk.fi/files/
HTK_ohje_2012.pdf

68


https://www.fsd.tuni.fi/menetelmaopetus/
https://www.fsd.tuni.fi/menetelmaopetus/
https://tenk.fi/sites/tenk.fi/files/HTK_ohje_2012.pdf
https://tenk.fi/sites/tenk.fi/files/HTK_ohje_2012.pdf

[46] Uusi-Hallila, T. (2018). Opettaja oppimateriaalivalintojen edessid. Teoksessa
Tossavainen, T. & Loytonen, M. (toim.), Sdhkoistyvd koulu - Oppimateriaalit
muuttuvassa tietoympdiristossd (s. 187-196). Helsinki: Suomen tietokirjailijat

ry.

[47] Vainionpii, J. (2006). Erilaiset oppijat ja oppimateriaalit verkko-opiskelussa.
Akateeminen viitoskirjat. Tampereen yliopisto, Opettajankoulutuslaitos. Acta
Universitatis Tamperensis.

[48] Weber, K. (2002). Students’ Understanding of Exponential and Logarithmic
Functions. Murray State University. Department of Mathematics and Statistics.
USA. Luettu 26.6.2020 osoitteessa https://eric.ed.gov/?id=ED477690

[49] YTL, https://www.ylioppilastutkinto.fi/

[50] YTL. Matematiikan kokeen maiidrdykset ja ohjeet. Julkaistu 3.2.2020.
Luettu 7.8.2020 osoitteessa https://www.ylioppilastutkinto.fi/images/sivuston_
tiedostot/Ohjeet/Koekohtaiset/fi_maaraykset_matematiikan_koe.pdf

69


https://eric.ed.gov/?id=ED477690
https://www.ylioppilastutkinto.fi/
https://www.ylioppilastutkinto.fi/images/sivuston_tiedostot/Ohjeet/Koekohtaiset/fi_maaraykset_matematiikan_koe.pdf
https://www.ylioppilastutkinto.fi/images/sivuston_tiedostot/Ohjeet/Koekohtaiset/fi_maaraykset_matematiikan_koe.pdf

Liite 1: Asiantuntijakyselyn kysymykset

[N@ma kysymykset jokaiselle materiaalin osiolle erikseen)

Viite erimights [ encsza | samas Selitys, parannusehdotus tms.
arvigida | mielta

Ohjeistus on selkedsti ymmarrettava.

Tehtavan rakenne on hyva.

Tehtavdn haastavuustaso on sopiva.

Tehtévin tavoite vlittyy/ Tehtavin osat
tuntuvat merkityksellisilta.

Mahdollisia muita huomioita:

Kokonaisuus

Viite erimighs | encsza | samaz Selitys, parannusehdotus tms.
arvigida | mielta

Materiaali on helppokiytidinen.

Materiaali on linjassa
opetussuunnitelman kanssa.

Kaikki tdrkedt asiat logaritmeista tulee
kasiteltyd. (Huom. derivaatta on rajattu
tarkoituksella pois.)

Materiaali on laajuudeltaan soveltuva
noin yhden viikon pituiseen pitkan
matematiikan opetuskokonaisuuteen.

Vapaa sana:
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Liite 2: Tiedote opiskelijoille ja huoltajille

Hywvat opiskelijat ja vanhemmat!

Opiskelen Tampereen yliopistossa matemaattisten aineiden opettajaksi ja teen pro gradu - tutkielmaa
logaritmien oppimisesta. Tutkimustani varten olen kehitt3nyt s3hkdisen oppimateriaalipaketin, jonka
tavoitteena on parantaa logaritmin kdsitteen ymmartdmista. |dea materiaalin kehittdmiseen syntyi siitd, etts
logaritmi on tunnetusti yksi lukion pitkdn matematiikan haastavimmista kasitteista ja ylioppilaskokeissa on
viimevuosina esiintynytentistd enemman kisitteenymmarrystd vaativia tehtavia.

Tutkimuskohteenani ovat pitkdn matematiikan opiskelijat, jotka suorittavat kurssia MAAS Juuri- ja
logaritmifunktiot. Kehitettyd opetusmateriaalia kdytetaan Tampereen yliopiston normaalikoulun lukiossa
kurssin MAAS opetuksessa 14.1.-20.1.2020. Tutkimukseen kuuluu opiskelijan tekemien kirjallisten tehtdvien
analysointi seki kyselylomaketutkimus, jolla selvitetdan opiskelijoiden mielipiteitd materiaalin kaytosts ja
toimivuudesta. Kyselyyn osallistuminen on vapaaehtoista ja pyydankin lupaa opiskelijoiden vastausten
kayttdmiseen tutkimuksessani. Pyydan lisdksi lupaa opiskelijoiden tekemien kirjallisten tehtivien sekd
logaritmeihin liittyvien kurssikoevastausten analysoimiseen. Tutkimusaineiston analysoinnilla pyritdén
selyittdmaan, millaisia wvaikutuksia materiaalin kaytolla on ja miten materiaalia voitaisiin mahdollisest
parantaa. Opiskelijoiden nimid tai mitddn tuntomerkkeja ei julkaista tutkimuksen raportoinnin yhteydesss,
eikd yksittdisia vastauksia voida tunnistaa. Tutkimusaineistotuhotaan tutkimuksen julkaisun jalkeen.

Jos huoltaja ei toivo alaikdisen opiskelijan osallistuvan tutkimukseen, pyydan huoltajaa ilmoittamaan siit3
Joonas Muotkalle Wilma-viestilld. Taysi-ikdinen opiskelija voi paattaa itse osallistuuko tutkimukseen.

Olen saanut luvan tutkimuksen tekemiseen rehtorilta ja kurssin opettajalta ja teoivoisinkin, ettd
mahdollisimman moni opiskelija voisi osallistua tutkimukseen. Tutkimukseen osallistuminen ei lis33
opiskelijan tydma3ardd. Mikdli teilld on tutkimukseen littyen kysyttdvdd, voi minuun ottaa yhteyitd
sahkdpostitse.

Tampereen yliopistossa tutkielmani ohjaajana toimii  yliopiston lehtori  Jorma Joutsenlahti
(jorma.joutsenlahti@tuni.fi).

Tampereella12.12.2019
Ystavillisin terveisin,

Miisa Kortesmaki

miisa.kortesmaki@tuni.fi
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Liite 3: Loppukysely

Loppukysely logaritmimateriaalista

*Pakollinen

1. Sukupuoli
Mearkitse vain yksi soikio,

| | mies
( | naknen
| vl

| I en halua vastata

2. Sain tehtyd materlaalin tehtivista

Markitse vain yksi soikio,

| alle puclet, eli en ehtinyt osioon 3
) ldhes kaikki
[ kaikki

3.  Osasin tehda myds *-merkityt tehtavat 2.1 ja 31

Merkitse vain yksi soikio.

[ kylla
i Jen

{ | vain toisen
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Yleisin kurssiarvosanani matematiikassa lukion alkana

Merkitse vain yksl soikio,
04

-

()&

a7

e

L

()10

Valitse alta kaikki ne vaihtoehdot, joita kiytit apuna, kun teit materiaalin tehtévia
Valitse kalkkl soplvat vathtoehdat,

valitse
TI-Mapire []

Abitin matlkkaeditor| ]
Geogebra []
Muistikirja ]
Opplkirja .I |
Google []
.Dneﬂm []

Kémmenlaskin tal puhelimen laskin =~ | |
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6. Valitse jokaisen vaitteen cikealta puolelta vaihtoehto joka vastaa parhaiten
mielipidettési vaitteesta, *

Merkitse vain yksl solklo rivid kohden.

taveinerl  osittain er osittain 2::
mield mieltd samaa mieltd
mielté
Materiaalin kayttd oli helppoa ) (- CD) )
Materiaalin laajuus oli sopiva — ) — —_
kiytettyyn alkaan néhden ot — — !
Tehtavit olivat kivoja - () - )
Tehtévanannot olivat selkeitda () (- ) D!
Ymmarsin, mitd kussakin
tehtévéssa oli taveitteena - O =, b,
oppia
Tehtavét olivat monipusclisia D (] D) )
Pidin tutkimusldhtilsista
tehtévista, joissa teoria — — — —
opittiin esim, tekemalls itse - - J J
havaintoja
Tykk&an tehea interaktilvisia
tehtévid, joissa tutkitaan ) O ) O
kuvaajia tai applettia
Clisin tarvinnut enemmén — = — .
mallivastauksia ) £ L 2
Kayttaisin mielellani
vastaavan tyylistd materiaalia - — = =
) (
muidenkin matematiikan - J p— -
aiheiden opiskelussa
Materiaalin kaytia
itsechjautuvasti oli minulle D [ D D
sopiva opiskelumuoto
Sain apua aina kun tarvitsin ) =, - -
Koen ymmértdneeni, mitd - - - _
ovat lagaritrit ja mihin niité (D C - )

tarvitaan
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Yrrmarsin
eksponenttifunktion ja
logaritmifunktion yhteyden

Koin kokeilun aikana
oivalluksia tai onnistumisen
tunteita

()

S—

U

Onnistuin |Gytdm&Ean
yihiteyksia kuvien,
symbaolikielen ja/tai
luonnollizen kielen ilmausten
valilta (esim. kuvaajien
tulkinta tai viimeinen tehtdva)

Koen oppineeni
logaritmitunneilla paremmin
kuin normaaleilla
matematiikan oppitunneilla

Logaritmien osuus tuntui
minusta vaikeammalta kuin
muu pitké matematiikka
tdhdn asti

Valmiiden ratkaisujen
tutkiminen ja
kommentolminen auttol
minua ymmartamasn,
millainen olisl hyva
koevastaus

Perusteluiden kirjoittaminen
on mielestdni helppoa

Koen etta asiat jdivat
paremmin migleeni, kun niit3
ei annettu valmiina s&antoina
vaan ne téytyi selvittds itse

Valilla en ymmértényt
tehtavaa, mutta sain oikean
vastauksen kokeilemalla

Perusteluiden liittaminen
osaksi tehtévad on turhaa

Logaritmilausekkelden
kirjoittaminen sanalliseen
muotoon auttol minua
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ymmartamaan mita
merkinnat tarkolttavat

7. Tehtaviin sisaltyi kielentémistehtavid, joissa mm. pyydettiin selittdmaén asioita
omin sanoin, kifjoittamaan omia havaintoja, analysoimaan valmiita ratkaisuja tai
esittdmaén perusteluja. Téllaiset tehtavat *

Merkitse valn ykal solkio rivié kohden,

tdysin eri  osittain eri osittain taysin samaa

mieltd mielté samaa mielhtd mieltd
saivat minut pohtimaan — a P —
asioita syvemmin — d — st
olivat helppoja ) ) ) A
olivat turhia =) -) - (-
olivat liian tydlaita = G} (- £
jartivat asiat minulle — — — —
epéiselviksi (- - - -
eivat auttaneet minua — — — \
mmn L T LS -
pitdisi harjoitella enemman -, ) ) -,

B.  Mitka asiat jaivat sinulle erityisesti mieleen materiaalin ansiosta? *

9.  Mitka asiat jaivat epaselviksi?

10,  Millaiset tehtévat toimivat mielestési parhaiten ja mitké helkoiten? Minké
tyylisista tehtévista pidit eniten ja mista vahiten? Miksi? (voit viitata tehtaviin
tehtavanumerolla) *
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11, Miten selittiisit henkilélle, joka el ole kiynyt kurssia MAAB, mité logaritmi
tarkoittas ja mihin sith kiytetaan? *

12. Vapaa sana

Doogle o ole luonut tal hyvakeynyt tath slakliod

Google Forms
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Liite 4: Opettajan haastattelun kysymykset

Opettajan sdhkopostihaastattelu

1. Miten arvioisit kokeilun onnistuneen?
a. Miten kokeilu opiskelijoiden osalta sujui?
b. Kuinka paljon aikaa kokeilulle olisi jalkikdteen ajateltuna ollut jirkevisd varata?
c. Mitd asioita tekisit toisin?

2. Mitd hyvid puolia ndet materiaalin kéytossa?

3. Mitd huonoja puolia ndet materiaalin kiytdssa?

4. Mitd mieltd olet materiaalin kattavuudesta, toimivuudesta ja haastavuustasosta? J3ikd joitain
tirkeit asioita kisittelemétts tai lian vahaiseen rooliin?

5. Mink3 asioiden uskot jd3neen oppilaille erityisesti mieleen materiaalin ansiosta?
6. Mitkd materiaalin tehtvist3 toimivat mielestési
a. parhaiten
b. heikoiten?
c. Muita tehtivikohtaisia huomioita?
7. Materiaali julkaistaan lopuksi opettajien ja opiskelijoiden vapaaseen kayttddn. Arveletko
tulevaisuudessa kiyttdvisi hyddyksi titd materiaalia tai jotain sen osaa opettaessasi logaritmeja?

Jos, niin miten?

8. Vapaasana:

Kiitos vastauksista ja tutkimuksen mahdollistamisesta!
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