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1 Johdanto

Tassd tutkielmassa tarkastellaan kompleksimatriisien spektraalihajotelmaa ja todis-
tetaan siihen liittyvid keskeisid ehtoja. Aluksi kdydddn lipi kompleksilukujen ja
erityisesti kompleksimatriisien ominaisuuksia: niiden kompleksikonjugaatit, omi-
naisarvot, -vektorit ja -avaruudet.

Luvussa 3 méadritelldin ja todistetaan standardi kompleksinen sisétulo ja todetaan,
ettd se todella on sisdtulo avaruudessa C" sisdtulon yleisen miéritelméan mukaan. To-
detaan myo0s, ettd vektoreiden ortogonaalisuuden ja ortonormaaliuden miiritelmat
sdilyvit sellaisenaan siirryttdessi reaalisista sisdtuloavaruuksista kompleksisiin. Ta-
min jilkeen kdyddidn normaalit matriisit 14pi esimerkein ja esitellddn niiden ominai-
suuksia. Erityisesti huomataan, ettd hermiittinen matriisi on kompleksinen vastine
reaaliselle symmetriselle matriisille ja ettd sen ominaisarvot ovat reaalisia. Titen saa-
daan myos todistettua, ettd hermiittisen matriisin eri ominaisarvoja vastaavat omi-
naisvektorit ovat ortogonaalisia. Samassa luvussa todetaan vield, ettd unitaarinen
matriisi on kompleksinen vastine reaaliselle ortogonaaliselle matriisille ja kdydain
1api sen sarakkeiden ja rivienominaisuuksia kompleksisessa vektoriavaruudessa. Lu-
vun lopuksi todetaan, ettd sekid hermiittiset, unitaariset ettd diagonaalimatriisit ovat
normaalimatriiseja.

Luvun 4 alussa tarkastellaan ensin yleisemmin matriisien diagonalisoituvuut-
ta, josta sitten siirrytddn matriisien unitaariseen diagonalisoituvuuteen. Todistetaan
matriisin olevan unitaarisesti diagonalisoituvissa, jos kompleksiselle vektoriavaa-
ruudelle on olemassa kyseisen matriisin ominaisvektoreista koostuva ortonormaali
kanta tai jos matriisi on normaali matriisi. Jalkimmaiinen todistetaan Schurin lauseen
avulla. Lopuksi annetaan esimerkkeji ja todetaan vielé reaalilukuihin rinnastaen, etta
normaalimatriisi, jonka kaikki ominaisarvot ovat reaalisia, on hermiittinen matriisi.

Luvussa 5 todistetaan kompleksimatriisien spektraalihajotelman esittelevi lause
ja annetaan hajotelmasta esimerkki. Huomataan vield, ettd hajotelman matriisilla
E; on olemassa ominaisuuksia kuten hermiittisyys ja idempotenttisuus. Matriisin
E; idempotenttisuuden vuoksi huomataan myd0s, ettd se on ortogonaali projektio
kompleksiselta vektoriavaruudelta vektorin x; virittimalle aliavaruudelle.

Lukijalta oletetaan perustietimys kompleksiluvuista ja algebran seki lineaarial-
gebran alkeet. Erityisesti lukijan tulisi hallita vektoriavaruudet, aliavaruudet, matrii-

sien algebraa ja ominaisuuksia, sekd vektoriavaruuden kanta.



2 Kompleksimatriisien ominaisuuksista

Tutkielmassa kisitelldin kompleksimatriiseja eli matriiseja, joiden alkiot kuuluvat
kompleksilukuihin. Ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden ominaisuudet ovat samat
kompleksimatriiseille kuin reaalisillekin ja ne my6s 10ydetddn samoin keinoin. T&-
min luvun alalukujen 2.1 ja 2.2 miiritelmét ovat mukailtu Anthonyn ja Harveyn
teoksen [1,5.390,399 — 401] mukaisesti ja alalukujen 2.3 ja 2.4 mdidritelmit ovat

mukailtu Pentti Haukkasen luentomonisteesta [2,s5.51 — 57].

2.1 Kompleksiluvuista

Mairitelma 2.1. Kompleksiluvuksi kutsutaan lukua z, joka esitetiin muodossa

z=a+ib,kun a,b € Rjai*> = —1. Tillaisten lukujen joukkoa merkitdin
C={a+ib|abeR}.

Mairitelma 2.2. Kompleksiluvun z = a + ib kompleksikonjugaatti saadaan, kun
vaihdetaan sen imaginédériosan etumerkki. Luvun z kompleksikonjugaatiksi kutsu-

taan siis lukua z = a — ib.

2.2 Kompleksimatriiseista

Miéritelmi 2.3. Olkoon A € C"™". Matriisin A kompleksikonjugaatiksi A € C™"
kutsutaan matriisia, jonka (i, j)-alkio on matriisin A (i, j)-alkion kompleksikonju-

gaatti. Kun siis A = (a;;), niin A = (a;).

Lause 2.4. Olkoon A € R™", Jos A € C on sen kompleksinen ominaisarvo ja sitd
vastaava ominaisvektori on v, niin tdlloin myos A on matriisin A ominaisarvo, ja sitd

vastaava ominaisvektori on v.

Todistus. Koska A on reaalinen matriisi, niin sen karakteristinen yhtilo on n. asteen
polynomi reaalisilla kertoimilla. Téten kaikki kompleksiset juuret ilmenevit konju-
gaattipareina. TillGin siis, jos A € C on matriisin A ominaisarvo, samoin on myos A.
Jos ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori on v, niin tdlléin Av = Av. Kun yhtdlosta
otetaan puolittain kompleksikonjugaatit, saadaan Av = Av, ja koska A on reaalinen,
niin edelleen saadaan AV = Av. Yhtilostd nihdiin nyt, ettd v on ominaisarvoa A

vastaava ominaisvektori. m|



2.3 Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Maaritelma 2.5. Olkoon A n X n-matriisi. Talloin luvun 4 € C sanotaan olevan

matriisin A ominaisarvo, jos on olemassa x # 0 siten, ettid
AX = AX.

Tilloin vektorin X sanotaan olevan ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori.
Mairitelma 2.6. Matriisin A ominaisarvojen joukkoa

o(A) ={A,42,...,4, }
kutsutaan matriisin A spektriksi.
Mairitelmi 2.7. Olkoon A € C™". Till6in

det(Al — A)

kutsutaan matriisin A karakteristiseksi polynomiksi.

Lause 2.8. Olkoon A € C™", Tilloin A on matriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos
se toteuttaa yhtdlon
det(Al — A) = 0.

Tiitdi yhtdlod kutsutaan matriisin A karakteristiseksi yhtdloksi.

2.4 Ominaisavaruudet

Mairitelmi 2.9. Olkoon A € C™" ja olkoon A matriisin A ominaisarvo. Tall6in

ominaisarvon A ominaisavaruus on aliavaruus
S={x]|Ax = Ax }.

Esimerkki 2.10. Tarkastellaan matriisia
5 2
4 -1|

A-5 =2
-4 A+1

A=

Talloin

det(Al —A) =0

— A1-5)1+1)-8=0
— A1-31+2=0,

josta matriisin A ominaisarvoiksi saadaan 1 = 2 — V17 tai 1 = 2 + V17.



Esimerkki 2.11. Tarkastellaan jédlleen matriisia

<L

Ratkaistaan nyt sen ominaisarvoja 2 — V17 ja 2 + V17 vastaavat ominaisvektorit
etsimalli epitriviaali ratkaisu yhtilolle (17— A)x = 0. Ominaisarvoa 2— V17 vastaava
ominaisvektori saadaan, kun ratkaistaan yhtild (2 — V17)I — A)x = 0. Tisti saadaan

yhtdloryhmi
(-3-V17)x =2y =0
—4x + (3 -V17)y = 0.
Kun merkitddn y = ¢, t € R, saadaan yhtdloryhmasti ratkaistua, ettd ominaisarvoa

A = 2 — V17 vastaavat ominaisvektorit ovat muotoa

[(3 - «/ﬁ)/4]
X =1 1 .

Vastaavaasti saadaan ratkaistua, ettd ominaisarvoa 4 = 2 + V17 vastaavat ominais-

vektorit ovat muotoa

X=t

(3 + \/ﬁ)/4]
1 .

Nyt ominaisarvoa A = 2 — V17 vastaavan ominaisavaruuden kannaksi saadaan

)

ja ominaisarvoa A = 2 + V17 vastaavan ominaisavaruuden kannaksi saadaan

{ 3+ \/ﬁ)/4]}
X :




3 Kompleksisesta vektoriavaruudesta ja nor-

maaleista matriiseista

3.1 Kompleksinen vektoriavaruus ja kompleksinen sisituloava-

ruus

Kompleksinen vektoriavaruus on kuin reaalinen vektoriavaruus, mutta sen alkiot ovat
kompleksilukuja, jolloin vektoriavaruuden aksioomat eroavat siten, ettd skalaarit
kuuluvat kompleksilukuihin. Tdmé luku on tehty mukaillen Anthonyn ja Harveyn

[1,5.401 — 415] esitystapaa.
Maiiritelma 3.1. Olkoot x,y € C". Talloin standardi kompleksinen sisctulo on
(X,¥) = x1V1 +x2Yp + - + Xn Yy
Lause 3.2. Standardi kompleksinen sisdtulo
(X,y) =x1y; + x2Yp + - + X7,
toteuttaa seuraavat ominaisuudet kaikille X,y,z € V ja kaikille a,8 € C:
(i) (x¥) = (%.%),
(ii) (ax+ By,z) = a (X,2) + B(y.2),
(iii) (x,X) > ja (x,x) = 0, jos ja vain jos x = 0.
Todistus. Todistetaan ensin kohta (i). Nyt

(X.y) = X1Y) + X2Yy + -+ XY,

= ilxl +§2x2 + .- +§nxn

= y1X1 +y2x2 + -+ YuXy

= Y1X1 +Y2X2 + 00+ YuXy

= (¥, x).
Todistetaan sitten kohta (ii). Nyt
(ax + By,z) = (ax; + By))zr + (ax2 + By2)za + -+ + (X + BYyn)Zn
= a(01Z1 + 0222 + -+ XnZn) + BT+ Y222 + 0+ YaZa)

=a(x,z) + B{y,z).



Kohdassa (iii) kun x; = a; + ib; on vektorin X j:nnes komponentti saadaan, etti

1%+ [xa]® + -+ ]

(x,%)

232, 2 12 2, 32
ay+by+a5+b5+---+a, +b,
on reaalilukujen nelididen summa, joten (x,x) > 0. Télloin siis (x,x) = 0, jos ja vain

jos jokainen termi ajz. ja b? on nolla eli kun x on nollavektori x = 0. O

Mairitelmi 3.3. Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus. Yleiseksi kompleksiseksi
sisdtuloksi vektoriavaruudessa V kutsutaan kuvausta vektoriparilta x, y kompleksilu-

vuille, josta kdytetddn merkintdé (x,y) ja joka toteuttaa seuraavat ominaisuudet:
(1) (x,y) = (y,x) kaikillax,y € V.
(ii) (ax+ By,z) = a (x,z) + By, z) kaikilla x,y,z € V ja kaikille a, 8 € C.

(iii) (x,x) > 0 on reaaliluku kaikilla x € V ja (x,x) = 0, jos ja vain jos x = 0 on

vektoriavaruuden V nollavektori.

Huomautus. Vektoriavaruutta V kompleksisella sisdtulolla varustettuna kutsutaan
kompleksiseksi siscituloavaruudeksi. Nyt vektorin x € V pituus mééritellddan seuraa-

vasti:
1x[] = V(x,y).

Taten ndhdiin, ettd aiemmin méiritelty ja myohemmin tutkielmassa kaytettava sisé-
tulo avaruudessa C" on sisdtulo sisidtulon yleisen madritelmdan mukaan.

Maiiritelmasti seuraa suoraan viela kaksi ominaisuutta:
(a) (x,ay) = a (x,y) kaikille x,y € V ja kaikille a € C.

(b) (x+y,z) = (x,z) + (y,z) kaikille x,y,z € V.

3.2 Ortogonaalisista vektoreista

Ortogonaalisten vektoreiden méadritelma sdilyy sellaisenaan siirryttaessd reaalisista

sisdtuloavaruuksista kompleksisiin:

Mairitelmi 3.4. Vektoreiden x,y € C" sanotaan olevan ortogonaaliset kompleksi-

sessa sisdtuloavaruudessa, jos
(x,y) =0.

Talloin merkitddn x_Ly.



Huomautus. Vektorijoukon { v{, v, .. .,V, } sanotaan olevan ortogonaalinen komplek-
sisessa sisdtuloavaruudessa V, jos jokainen siihen kuuluva vektoripari on keskenéian
ortogonaalinen eli <V,~,V j> =0,kuni #j.

Huomautus. Vektorijoukkoa kutsutaan ortonormaaliksi, jos lisdksi jokainen siihen

kuuluva vektori on yksikkovektori ||v;|| = 1 eli jos (v;,v;) = 1.

Lause 3.5. OlkoonV kompleksinen sisdtuloavaruus ja olkoot vektorit vi,vs, ..., v, €

V pareittain ortogonaalisia eli <Vi,Vj> =0, kuni # j. Oletetaan myos, ettd yksikddn

vektoreista ei ole nollavektori. Tdlloin vektorijoukko { vi,vy, . ..,V, } on lineaarisesti
riippumaton joukko.
Todistus. Olkoon ¢; € C. Osoitetaan, ettd jos vektorijoukon { vi,vs,...,v, } lineaa-

rikombinaatio on nollavektori eli

a1Vy + apvy + - -+ Vi :0,

I
e

niin skalaarien on oltava lukuja O eli on oltava @] = @ = - - - = 4

Olkoon nyti = 1,2,.. ., k. Télldin
(v + aava + -+ + Vi, Vi) = (0,v;) =0

eli
(a1vi + aava + - - + Vi, Vi)
= a1V, Vi) + -+ @im1 (VI-1, Vi) + @ Vi, Vi) + Qg1 (Vie1, Vi) + - -+ ap (Vi Vi)

Nyt, koska vektorit ovat pareittain ortogonaalisia, niin <Vl', v j> =0, kuni # j. Taten

siis myos ; (vi,v;) = 0eli a;||vi||> = 0. Ja koska vektorijoukon vektoreista yksikéin

ei ole nollavektori eli v; # 0, niin on myds oltava ||v;||*> # 0, misti seuraa, ettd ¢; = 0.
Taten, koskai = 1,2, ..., k, niin saadaan, ettd
ar=ap=---=a; =0.

3.3 Hermiittinen konjugaatti ja hermiittinen matriisi

Kompleksimatriisin hermiittinen konjugaatti saadaan, kun matriisi transponoidaan
ja sen jokainen alkio muutetaan omaksi kompleksikonjugaatikseen. Koska matrii-

sin transponointi ja matriisin kompleksikonjugaatin muodostaminen kommutoivat
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keskenddn, ei hermiittistd konjugaattia muodostaessa ole merkitystd, missi jarjes-
tyksessd operaatiot suoritetaan. Hermiittinen matriisi taas on kompleksinen vastine

reaaliselle symmetriselle matriisille.

Mairitelma 3.6. Olkoon matriisi A € C™". Tilloin matriisin A hermiittiseksi
konjugaatiksi kutsutaan matriisia

A=A
TillSin, jos A = (a;;), niin A = (@;) ja A* = AT = (@)

Huomautus. Olkoot x,y € C". Tilloin kompleksista sisdtuloa voidaan merkitd mat-

riisien tulon avulla seuraavasti:
(X¥) = xX1y; +X0Yy + -+ XY, =SV XL+ Y2+ VX =YX

Ja edelleen

(x,x) = x*x = ||x][*.
Huomautus. Matriisin hermiittinen konjugaatti toteuttaa seuraavat ominaisuudet:
(i) (A7) = A,
(i) (A+ B)* = A* + B*,
(iii) (AB)" = B*A”".
Esimerkki 3.7. Matriisin

2+8 11 i
7—i 8+4i 16-06i

hermiittinen konjugaatti on

2-8i T+i
A" =1 11 8—4i
- 16+6i

Mairitelma 3.8. Matriisin A € C"™" sanotaan olevan hermiittinen, jos
A=A"

Huomautus. Hermiittinen matriisi reaalisilla alkoilla on symmetrinen matriisi, silld

tilloin A = A* = AT,
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Esimerkki 3.9. Hermiittisen matriisin diagonaalialkioiden tulee olla reaalilukuja,
ja diagonaalin molemmin puolin toisiaan vastaavien alkioiden tulee olla toistensa

kompleksikonjugaatteja. Matriisi

11 20 20—
A=1] 20 26 9+8i
20+i 9-8i 3

on hermiittinen matriisi.

Lause 3.10. Jos matriisi A on hermiittinen matriisi, niin sen ominaisarvot ovat

reaalisia.

Todistus. Oletetaan, etti A on matriisin A ominaisarvo ja ettd v on sitd vastaava
ominaisvektori. Tidlloin Av = Avjav # 0. Kerrotaan timéi yhtdlo vasemmalta vektorin

v hermiittiselld konjugaatilla, jolloin saadaan
VAV = vV AV = AV = A|v| %,

missd vektorin v normi on positiivinen reaaliluku. Toisaalta, kun otetaan yhtdlon

Av = Av molemmista puolista niiden kompleksikonjugaattien transpoosi, saadaan
(Av)" = (av),
josta saadaan
VA = AV,
Kun viimeisin yhtélo kerrotaan puolittain oikealta vektorilla v saadaan
V' A*V = vy = A||v|[%.
Nyt, koska A on hermiittinen, jolloin v*Av = v*A*v, niin siitd seuraa, ettid
VI = AllvIP.
Koska ||v||? # 0, saadaan, etti A = A. Titen A on reaalinen. O

Lause 3.11. Jos matriisi A € C"™" on hermiittinen matriisi, niin sen eri ominaisar-

voja vastaavat ominaisvektorit ovat ortogonaalisia.

Todistus. Olkoot A ja p matriisin A ominaisarvoja siten, ettd A # w. Tallin

AX = X, Ay = puy,

12



missid X, y ovat ominaisarvoja A, u vastaavat ominaisvektorit. Téalloin
y'AX = y'AX = (Ax,y) = A(X,y).
Toisaalta, koska A = A", niin

Y Ax = y'A'x = (Ay)'x = (uy)'x = py'x = @ (x,y) .

Nyt, koska hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaalisia, niin u = u. Talloin

kahdesta aiemmasta yhtdlostd saadaan yhtiasuuruus A (x,y) = u (x,y) eli

(A= (xy) =0.

Koska A4 # u, niin saadaan, ettd (x,y) = 0. Titen ominaisvektorit X ja y ovat

ortogonaalisia. O

3.4 Unitaariset matriisit ja normaalit matriisit

Unitaarinen matriisi on kompleksinen vastine reaaliselle ortogonaaliselle matriisille.
Todetaan, ettd sekd hermiittiset, unitaariset ettd diagonaalimatriisit ovat normaaleja

matriiseja, ja ettd normaalit matriisit ovat unitaarisesti diagonalisoitavissa.
Maiéritelmi 3.12. Kompleksimatriisin P € C™" sanotaan olevan unitaarinen, jos
PP*=P'P=1

eli kun matriisilla P on kdinteismatriisi P*.

Huomautus. Tastid seuraa suoraan, ettd jos matriisi P on unitaarinen matriisi, niin

myos P* on unitaarinen matriisi.

Esimerkki 3.13. Matriisi

L 1
A=|2 2
1= 1
2 2

on unitaarinen matriisi.

Lause 3.14. Matriisi P € C™" on unitaarinen, jos ja vain jos sen sarakkeet ovat

kompleksisen vektoriavaruuden C" ortonormaali kanta.

Todistus. Merkitdin matriisin P sarakkeita Xq,Xo, . . ., X,,. Téten siis matriisin P* rivit

ovat ndiden sarakkeiden kompleksikonjugaattien transpooseja.
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Oletetaan aluksi, ettd matriisi P on unitaarinen. Talloin koska méiritelmidn mukaan

I = P*P, niin saadaan

1 0 --- 0 X] X(X] X(X2 o XX
£ k 3k 3k

o1 --- 0 0% X xxp e XXy
I X1 X2 Xn - .

00 - 1 X, | XX XX oo XX

Nyt, koska x*x; = (x;,x;) = 0, kuni # j ja x'x; = (x;,X;) = 1, kun i = j,
niin sarakkeiden muodostama vektorijoukko {xj,X»,...,X, } on ortonormaalinen.
Téten ne ovat lineaarisesti riippumattomia, ja koska niitd on n kappaletta, niin ne
muodostavat kompleksisen vektoriavaruuden C" kannan.

Oletetaan sitten, ettd matriisin P sarakkeet ovat kompleksisen vektoriavaruuden C"
kanta. Tall6in matriisitulon P* P ratkaisun tulee olla identiteettimatriisi P*P = I. Siis

P* = P! jolloin myds PP* = 1. O

Huomautus. Koska nyt myOs matriisi P* on unitaarinen, niin Lause 3.14. pitee

vastaavasti my0s matriisin rivien ollessa kompleksisen vektoriavaruuden C" kanta.

Lause 3.15. Matriisi P € C™" on unitaarinen, jos ja vain jos sen mddrittelemdi

lineaarikuvaus sdilyttdd kompleksisen sisditulon eli kun
(Px,Py) = (x.y),
kaikille x,y € C".
Todistus. Oletetaan ensin, ettd P € C™" unitaarinen matriisi. Téalloin
(Px,Py) = (Py)'(Px) =y’ P"Px =y Ix = y'X = (X,y),

joten matriisin P midrittelema lineaarikuvaus sdilyttda kompleksisen sisdtulon. Ole-

tetaan sitten matriisin P sdilyttdvén sisétulo, eli

(Px, Py) = (x,y)

kaikillex,y € C". Merkitéin vektoriavaruuden C” luonnollistakantaa { ej, ey, . . .,e, }.

Talloin Pe; = v;, missi vy, Vy,. . .,V, ovat matriisin P sarakkeita. Tdten

(%)) = (Pes Py = {erey).

mistd voidaan piitelld, ettd matriisin P sarakkeet ovat vektoriavaruuden C" ortonor-

maali kanta, ja siis P on unitaarinen matriisi. O
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Mairitelmi 3.16. Matriisin A € C™" sanotaan olevan normaali matriisi, jos
AA* = AA.

Huomautus. Nyt siis jokainen hermiittinen matriisi on normaali matriisi, sillda AA™ =
AA = A*A.

Huomautus. My0s jokainen unitaarinen matriisi on normaali matriisi, silli AA*

I =A"A.

Huomautus. My0s jokainen diagonaalimatriisi on normaali matriisi. Merkitddn D

diag(dy, . . .,d,). Merkitiin matriisin D kompleksikonjugaattia D* = diag(d, . . .,d,).
Talloin, koska
DD* = diag(|d %, |da|% . . ., |du|?) = D*D.

niin D on normaali matriisi, ja lisdksi matriisin DD* diagonaalialkiot ovat reaalisia.
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4 Unitaarinen diagonalisoituvuus

Tama luku on tehty mukaillen Anthonyn ja Harveyn [1,5.232,256,412 — 415] esi-
tystapaa, poislukien lause 4.5, ks. [3,5.79], ja lause 4.6, ks. [3,s.101].

4.1 Matriisin diagonalisoituvuus

Mairitelmi 4.1. Olkoot A, B € C'™". Matriisien A ja B sanotaan olevan similaariset,

jos on olemassa ei-singulaarinen matriisi S € C"™*" siten, ettid
B=5"4s.

Mairitelmi 4.2. Olkoon A € C™", Matriisin A sanotaan olevan diagonalisoituva,
jos se on similaarinen diagonaalimatriisin kanssa eli on olemassa diagonaalimatriisi

D ja ei-singulaarinen matriisi P siten, etti P~"'AP = D.

4.2 Unitaarinen diagonalisoituvuus

Mairitelmi 4.3. Matriisin A € C™" sanotaan olevan unitaarisesti diagonalisoituva,
jos on olemassa sellainen unitaarinen matriisi P € C™", ettd P*AP = D, missd D

on diagonaalimatriisi.

Lause 4.4. Matriisi A € C™" voidaan unitaarisesti diagonalisoida, jos ja vain jos
vektoriavaruudelle C" on olemassa ortonormaali kanta, joka koostuu matriisin A

ominaisvektoreista.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisi A on unitaarisesti diagonalisoituva eli P*AP =
D. Nyt, koska matriisi P diagonalisoi matriisin A, niin matriisin P sarakkeet ovat
vektoriavaruuden C" kanta, joka koostuu matriisin A ominaisvektoreista. Koska P
on unitaarinen, niin matriisin P sarakkeet ovat vektoriavaruuden C" ortonormaali
kanta, koostuen matriisin A ominaisvektoreista.

Kaééntéen, jos matriisin A ominaisvektorit ovat vektoriavaruuden C" ortonormaali
kanta, niin tdlloin se matriisi P, jonka sarakkeet ovat tdmin kannan virittivit vek-
torit, on unitaarinen. Koska ndma vektorit ovat matriisin A ominaisvektoreita, niin
saadaan, ettd AP = PD, missd D on diagonaalimatriisi ominaisvektoreita vastaavilla
ominaisarvoilla. Koska P~! = P*, niin saadaan P*AP = D, jolloin A on unitaarisesti

diagonalisoitu. O

16



Lause4.5. Schurin lause. Olkoot A, . . ., A,, matriisin A € C"" ominaisarvot. Tdlloin

on olemassa unitaarinen matriisi M € C™" siten, ettd
U'AU =T = [l‘ij],

missd T € C™" on yldkolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot t;; = A;, kun i =
1,...,n. Tdlloin siis jokainen matriisi A on unitaarisesti ekvivalentti sellaisen kol-
miomatriisin kanssa, jonka diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisarvot mdcdird-
tyssd jirjestyksessd. Lisdksi, jos A € C™" ja kaikki matriisin A ominaisarvot ovat

reaalisia, matriisiksi U voidaan valita myos reaalinen, ortogonaalinen matriisi.
Todistus. Ks. [3, s.79] O

Lause 4.6. Matriisi A € C"™" on unitaarisesti diagonalisoituva, jos ja vain jos A on

normaali matriisi.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd vain normaalit matriisit voidaan unitaarisesti dia-
gonalisoida. Oletetaan, ettd A on unitaarisesti diagonalisoituva. Télldin on olemassa
unitaarinen matriisi P ja diagonaalinen matriisi D siten, ettd P*AP = D. Tasta

saadaan, etti A = PDP*. Talloin

AA* = (PDP*)(PDP*)* = (PDP*)(PD*P*) = PD(P*P)D*P* = P(DD*)P".
Samoin saadaan

A*A = (PDP*)*(PDP*) = (PD*P*)(PDP*) = PD*(P*P)DP* = P(D*D)P".

Koska D on diagonaalinen, niin se on myos normaali, joten P(DD*)P* = P(D*D)P*.
Téten voidaan myo0s pédtelld, ettd A on normaali.

Todistetaan sitten, ettd jos A on normaali matriisi, niin tll6in se on my0s unitaarisesti
diagonalisoituva. Oletetaan nyt, ettd T € C™" on yldkolmiomatriisi, joka on Schurin
lauseen 4.5 mukaisesti unitaarisesti ekvivalentti matriisin A kanssaeli T = U*AU,
missd U € C™". Nyt, koska matriisi T on unitaarisesti ekvivalentti matriisin A kans-
sa, niin matriisin A normaalius on ekvivalenttia matriisin 7 normaaliuden kanssa.
Nyt siis jos matriisi A on normaali, niin my0s matriisi 7 on normaali. Kuitenkin,
jotta kolmiomatriisi voi olla normaali, tdytyy sen olla diagonaalimatriisi. Matriisin T
diagonaalisuus voidaan nihda siitd, ettd matriisitulojen 7*T ja TT* diagonaalialkiot
ovat samat.

Matriisitulon 7*T (1, 1)-alkio on sama, kuin matriisitulon 77" (1, 1)-alkio ja siis

n n
titi =t + Ztljflj = |t |* + Z |11
J=2 J=2
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Tasta huomataan, ettd Z’}:z |t j|2 = 0 on epidnegatiivisten termien summa, jolloin

termeistd jokaisen tulee olla 0. Titen saadaan, etti
I =0, ] =2,...,n.

Matriisitulojen 7*T ja TT* (2,2)-alkiot ovat samat ja siis

n n
- - - 2 2
Ity = oty + thjtzj = || + Z 2251~
j:3 _]=3

Talloin samasta syystd, kuin aiemmin saadaan, etti

Samaan tapaan, kun oletetaan tunnetuksi
t,-j:O,j>ijai: 1,..., k-1

voidaan todeta, ettd

tij:O,j>ikuni:k.

Kun vastaava osoitetaan perikkidin jokaiselle diagonaalialkiolle, voidaan lopuksi
todeta, ettd

t;j=0,j>ikuni=1,...,n.

Nyt, koska 7" on ylikolmiomatriisi, niin
lij =0, ] <ikui=1,...,n

ja titen voidaan todeta, ettd 7 on diagonaalimatriisi ja titen unitaarisesti diagonali-

soituva. O

Esimerkki 4.7. Matriisi unitaarisesti diagonalisoidaan ratkaisemalla aluksi sen ka-
rakteristinen yhtélo, jonka avulla ratkaistaan sen ominaisarvot. Jokaiselle ominaisar-
volle 10ydetddn ortonormaali kanta sitd vastaavalle ominaisavaruudelle. Tédten kaik-
kien sellaisten ominaisvektoreiden joukko on sen vektoriavaruuden C" ortonormaali
kanta. Sitten muodostetaan matriisi P asettamalla ndméi ominaisvektorit sarakkeik-
si. Taten P on unitaarinen ja P*AP = D, missd D on diagonaalimatriisi vastaavilla

ominaisarvoilla.

Esimerkki 4.8. Matriisi
4 4+

4-1i 20

N
Il
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on hermiittinen matriisi ja siten normaali matriisi, jolloin se on unitaarisesti diago-
nalisoitavissa. Ratkaisemalla matriisin A karakteristinen yhtilo, sen ominaisarvoiksi
saadaan A; = 21 ja Ap = 3. Niitd ominaisarvoja vastaaviksi ominaisvektoreiksi

saadaan ratkaistua

7T 17

Nyt, koska vektorin x; pituus on ||x;|| = V18 ja vektorin x; pituus on ||x;3|| = 4 /%

niin ominaisvektorit saadaan normalisoitua muotoon

1
L m
N kv B
X] = it Jaxp = ﬁi—%
V18 18
17
Talloin asettamalla
L 1
Vi3 18 21 0
P=] L\/-_;i jaD =
—i+4 171717 0 3

Vi8

Sl

saadaan, ettdi P*AP = P~'AP = D.

Lause 4.9. Olkoon A normaali matriisi. Jos matriisin A kaikki ominaisarvot ovat

reaalisia, matriisi A on hermiittinen matriisi.

Todistus. Koska matriisi A on normaali matriisi, se voidaan unitaarisesti diago-
nalisoida. Olkoon P unitaarinen matriisi siten, etti P*AD = D, missd D on dia-
gonaalimatriisi matriisin A ominaisarvoista. Nyt, koska matriisilla A on reaaliset

ominaisarvot, niin D* = D. Tilloin A = PDP* ja

A* = (PDP*)* = PDP* = A

eli matriisi A on hermiittinen matriisi. O
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5 Spektraalihajotelma

Tama on tehty mukaillen Anthonyn ja Harveyn [1,s5.415 — 418] esitystapaa.

Lause 5.1. Olkoon A € C™" normaali matriisi ja olkoot {X1,X,...,X,} or-

tonormaali joukko matriisin A ominaisvektoreita ja niitd vastaavat ominaisarvot
/l],/lz,. .. ,/1,,. Tdlloin

A = LXiX] + XoX; + -+ XX,
Matriisin A spektraalihajotelma noudattaa siis kaavaa

A=0LE|+ LEy,+---+ A,E,,

missd E; = x;X;.

Todistus. Koska matriisi P € C™" on unitaarinen matriisi, jonka sarakkeet ovat

matriisin A € C'™" ominaisvektorit, niin

I=PP"=1x; x» -+ X, = X[X] + XX, + - - + XX,

Nyt kertomalla yhtilo puolittain vasemmalta matriisilla A, saadaan

A = Al =A(X|X] + XoX; + - - + X,X)))
=AX|X] + AXoX) + - - - + AX,X,,

=AX1X] + DXoX5 + -+ + ;XX

Esimerkki 5.2. Esimerkissd 4.7 unitaarisesti diagonalisoitiin matriisi

4 441
“la-i 20
ja loydettiin matriisit
0 U
P = Ve ‘/%i jaD = 21 O,

|
+
i
Sl-
|
3
o
(9]

=
[ee]
>

~
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joille pitee P*AP = P~'AP = D. Tilloin matriisin A spektraalihajotelma on siis
A = 21E + 3E,. Nyt matriisiksi £ saadaan

B =xix* = | VI8 [L —i+4]_ g 18' 79
SRR =2 RTINS IPRN B PR
Vis 879 9°TE
ja matriisiksi £, saadaan
1L
18 { L1, 4 17 1,2
i 170717
Ey=xox, = | M1, 7| = 18 18° 79
717 5 5 1,2 4,45
5 8t 79 13T 102
i
Téten matriisin A spektraalihajotelma on
1 1., 2 17 1. 2
A=| B WFS | T 18075
1:.2 4.5 1,2 _ 4., 5
gt t5 9ltg 8875 T1530 T 102
Lause 5.3. Olkoon {x1,x»,

., Xy } vektoriavaruuden C" ortonormaali kanta. Tdil-
loin matriisilla E; = X,-Xf on seuraavat ominaisuudet:
(i) E = E,

(i) E? = E;,

(iii.) E;E; =0, kuni # j, ja missi 0 on nollamatriisi.

Huomautus. Taten kohtien (i) ja (if) mukaan matriisi £; on hermiittinen ja idempo-
tentti.

Todistus. Todistetaan kohta (i.). Matriisit ovat nyt hermiittisia, silla
E = (xx])" = (X)X’ = x;x; = E;
Todistetaan kohta (ii.). Matriisit ovat nyt idempotenttisia, silld

E} = EE; = (xiX))(x;X)) = X;(X[ X)X} = X; (X;,X;) X! = X;1%; = E;

Todistetaan kohta (iii.). Kun i # j, niin

*

EiE; = (X,-X;‘)(xjx;‘.) = x,-(x;."xj)x;‘. =X; (X,-,X,-)X;‘- =x;-0-x; =0.
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Huomautus. Se, ettd jokainen matriisi E; on idempotentti tarkoittaa sitd, ettd se
kuvaa projektion. Nyt, kun matriisia E; kerrotaan ortonormaalin kannan vektoreille,

saadaan

Ex; = (x;x))X; = X;(X/X;) = X; (X;,X;) = X; - 1 = x;
ja
Exj = (x;x;)X; = X;(x/xj) =x;- 0= 0.
Olkoon v € C". Vektori v voidaan nyt esittidd lineaarikombinaationa

V=a1X]1 +ar)Xy + -+ a;X,.

Talloin saadaan

E,'V =Ei(a1X1 +arXy + -+ aan)

= Ex) + aEixXo + -+ a1 EiXi—1 + aiEiX; + aj EiXip + -+ anEiX, = aiX;.

Talloin E; on siis ortogonaaliprojektio avaruudelta C" vektorin x; virittdmaélle ali-

avaruudelle.
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