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Peruskoulun suorittaneiden oppilaiden algebran ja lukuteorian taidot ovat heiken-
tyneet merkittavasti, minkd vuoksi toisen asteen koulutuksen matematiikan oppi-
misvaikeudet ovat hyvin yleisid. Modernin motivaatioteorian mukaan peleihin ja
pelillistamiseen liittyvat elementit, kuten kilpailu ja roolitus, lisdaviat matematiikan

oppilaiden motivaatiota ja suoriutumista matemaattisten ongelmien ratkaisussa.

Tassa opinndytetyossa kehitettiin yhdeksdsluokkalaisille suunnattu toiminnallinen
matematiikan kertauskurssi, joka oli aihepiirisisalloltdan padosin yldkoulun algebraa
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vastuulla oli opettamisen liséksi kurssin materiaalin laadinta, johon kuului kurssin
oppikirja, Kahoot-visat sekd matematiikka-aiheiset oppimispelit. Kurssille osallistui

yhteensa 14 Tampereen yhdeksasluokkalaista.

Kertauskurssin oppimateriaali luotiin kahden syklin kehittamistutkimuksena. En-
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According to modern motivation theory, the elements relating to games and gami-
fication such as competition and roles increase the motivation of students in mat-
hematics and farther their performing in solving mathematical problems. Students’
knowledge of algebra and number theory has decreased, which is why learning dif-

ficulties in mathematics are very common in secondary school.

In the thesis, a functional refresher course was planned for students of the ninth
grade. The basis of the course was built on lower secondary school level in algebra
and number theory. The course was organised by LUMATE centre of Tampere. Two
teachers planned and executed the course and one of them is the writer of this thesis.
On teachers’ responsibility was to create the course material, which consisted of the
textbook used in the course, Kahoot-quizzes and mathematic learning games. 14

students attended the course in total.

The refresher course was developed as design-based research in two cycles. In the
first cycle, the research material was collected from the students to analyse the effect
of the course on their skills in mathematics and their learning motivation. Also, the
students gave development suggestions based on the material they used in the course
and a revised version of the textbook was created. In the second cycle, the revised
textbook was sent for evaluation to three mathematics teachers of a comprehensive
school. Based on teachers’ evaluation the textbook was revised again, and a final

version was published.

Keywords: Math teaching, design-based research, refresher course, polynomial, mo-

tivation, gamification
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1 Johdanto

Matematiikka peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa (2014) on jaettu kuu-
teen eri osaamistavoitteista ja oppisisalloista koostuvaan sisaltoon: ajattelun taidot
ja menetelmat, luvut ja laskutoimitukset, algebra, funktiot, geometria, tietojenka-
sittely seka tilastot ja todennédkoéisyys. Matematiikan kumulatiivisesta luonteesta
johtuen sisallot eivat ole irrallisia, ja eri sisaltojen hallitsemisesta on hyotya muissa

sisélloissd. [20]

Lukion opetussuunnitelman perusteiden (2015) mukaan kaksi ensimméistd mate-
matiikan kurssia oppimaarasta riippumatta pitavat sisallaan luvut, polynomit seka
yhtalot. Lisaksi lukiomatematiikan jatkokursseilla ei voi vélttya ndiden kahden en-
simmaéisen kurssin oppisiséilloilta. [16] Nain ollen oppilas, jolla on selvid puutteita
peruskoulun jalkeen kyseisilla osa-alueilla, joutuu kayttamaan aikaa kyseisten aihe-

piirien kertaamiseen lukion alussa.

Jatko-opinnoissa esiintyvat matematiikan oppimisvaikeudet johtuvat opetushallituk-
sen raportin (2013) mukaan algebran ja lukuteorian heikosta osaamisesta [2]. Perus-
koulun algebran aihepiireihin kuuluvat muun muassa polynomien sieventdminen ja
ensimméisen asteen yhtalon ratkaiseminen [20]. Heikosti hallussa olevat polynomit
aiheuttavat myos oppimisvaikeuksia yhtéloiden ratkaisemisessa [26]. TAméa on ongel-
mallista johtuen matematiikan kumulatiivisesta luonteesta seka lukion opetussuun-

nitelman perusteiden (2015) yhtalopainotteisuudesta [16].

Ecclesin motivaatioon perustuva odotusarvoteoria tukee opetushallituksen raport-
tia jatko-opintoihin liittyvista oppimisvaikeuksista. Yksilon, joka lukion alussa omaa
heikot algebran ja lukuteorian taidot, voi olla vaikea muodostaa positiivista mina-
kuvaa osaamisestaan. Taméa puolestaan voi varjostaa oppilaan motivoitumista koko

lukion ajan. [2, 3]

Tassa tyossa rakennettiin kehittdmistutkimuksena ylakoululaisille suunnattu mate-
matiikan toiminnallinen kertauskurssi ja kertausmateriaali, joka koostui lukuteorias-
ta ja algebrasta. Kyseiset matematiikan osa-alueet valittiin siksi, etté yksi kertaus-
kurssin tehtévistd on madaltaa jatko-opintoihin liittyvda matematiikan kynnysté.
Prosessin aikana kurssi toteutettiin kerran ja oppilailta kerattiin palaute. Oppilail-
ta kerdtyn palautteen lisiksi oppimateriaalia kehitettiin peruskoulun matematiikan

opettajien palautteen pohjalta.



Tamén tutkimuksen tarkoitus oli 10ytaa vastaus seuraaviin tutkimuskysymyksiin:

(1) Milla tavoin kertauskurssi vaikuttaa osallistujien matematiikan osaamiseen?
(2) Milld tavoin kertauskurssi vaikuttaa osallistujien matematiikan motivaatioon?

(3) Miten kurssille laadittua materiaalia voisi kehittd4?

Luvun 3.3 motivaatioteorioiden perusteella oppilaan motivoituminen oppimiseen on
yhta tarkeda kuin itse oppiminen. Taman vuoksi tutkimuskysymyksissé keskityt-
tiin oppilaan motivoitumiseen ja oppimiseen. Oppiminen ja motivoituminen kulke-
vat kasi kadessa, silla motivoituneessa tilassa oleva oppilas oppii paremmin kuin

tilanteessa, jossa motivaatiota ei ole [3].



2 Kehittamistutkimus

Luvun sisalté perustuu Johannes Pernaan toimittamaan Kehittamistutkimus ope-
tusalalla -kirjaan [19]. Kirjassa esitelladn kehittamistutkimuksen teoreettinen tausta

ja kdydéaan teoriaa lapi kiytannon esimerkeilla.

Kehittdmistutkimus (design-tutkimus) on monitieteellinen tutkimusmenetelmé. Ann
Brown ja Alan Collins julkaisivat kehittdmistutkimuksen ensimméiset tutkimusar-
tikkelit vuonna 1992, jonka jalkeen tietoisuus menetelmésta ja sen suosio ovat olleet
opetusalalla kasvussa. 1990-luvun aikana alan artikkeleita julkaistiin vain muuta-
mia kymmenié, kun taas vuoteen 2010 mennessa niita oli julkaistu jo 1dhes 400. [19,
s. 7-26]

Kehittdmistutkimusta voidaan hyodyntdd myos muualla kuin opetusalalla, kuten
esimerkiksi palveluiden tai tuotteiden kehittamisessa. Opetusalalla kehittamistut-
kimuksen tarkoituksena on kehittda opetusta aidoista oppimistilanteista syntyvien
ongelmien avulla. Aidolla ongelmalla tarkoitetaan sitd, ettd tutkimus suoritetaan
siind ymparistossé, jossa ongelma tyypillisesti ilmenee. Esimerkiksi ymparistona voi
olla luokkahuone ja sen oppilaat. Yleensa tilanteet ovat hyvin pienelle ryhmalle koh-
dennettuja ja tilanteiden pohjalta on maéra kehittda toimivia ratkaisuja isommalle
ryhmalle. Tallaista toimivaa ratkaisua kutsutaan kehittamistuotokseksi ja se voi olla

esimerkiksi kurssi, oppikirja tai tutkimuskohteen teorian kehittdminen. [19, s. 7-26]

Johtuen kehittamistutkimuksen monitieteellisyydesta, menetelmalle ei vield tana-
kdan paivand ole olemassa yksiselitteistd méaritelméd tai nimitysta. Esimerkiksi
Juuti ja Lavonen kayttavat nimitystd design-tutkimus. Pernaa esittelee useita eri
kehittamistutkimuksen maéritelmia, joiden nakemykset ovat ristiriitaisia. Ristirii-
taisuus johtuu siitéd, onko kehittamistutkimuksen méaara kehittéa teoriaa, luodaanko
teorian pohjalta uutta teoriaa vai voivatko ndméa molemmat toteutua samanaikai-
sesti. Kuitenkin Edelsonin mukaan kaikkia kehittdmistutkimuksia yhdistda nelivai-

heinen prosessi, joka voidaan esittdd Kuvan 2.2 avulla. [19, s. 27-43]



Ongelma-
analyysi

Kehittdminen

Testaaminen

Kuva 2.1 Kehittimistutkimuksen syklinen prosessi [6, 19][s. 19]

(1) Kehittamistutkimus alkaa aina ongelma-analyysilld, jonka tarkoituksena on

selvittda kehittdmisen kohteena olevan ongelman mahdollisuudet ja haasteet.

(2) Tutkimussuunnitelma luodaan, kun kehittdmistavoitteet ovat selviat. Suunni-
telma sisaltda kaiken oleellisen tiedon tutkimuksen etenemisen kannalta. Tél-
laisia ovat muun muassa ymparisto, kohderyhma seka itse kehitettaviana oleva
tuotos. Suunnitelma on joustava ja sitd yleenséd paivitetdan kehittdmistutki-

muksen edetessa.

(3) Suunnitelma toteutetaan kdytdnnosséd sen hetkiselld kehittdmisen kohteena

olevalla pohjalla.

(4) Kehittamistutkimuksen yksittdisen syklin lopuksi arvioidaan suunnitellulla
menetelmalld kohteen kehittdmisen tarpeet. Arviointi voi pohjautua niin kva-

litatiiviseen kuin kvantitatiiviseen menettelyyn.

Kehittamistutkimuksen vahvuutena voidaan pitaa sité, ettd tutkimuksen aikana on

mahdollista hyodyntaé niin kvantitatiivisia kuin kvalitatiivisia tutkimusmenetelmia,



minkéd vuoksi kehittdmistutkimusta voidaan pitdd monitieteellisena. Tutkimuksen
aikana tehtyja kvalitatiivisia havaintoja voidaan taydentda kvantitatiivisten mit-
tausten avulla. Kehittamistutkimukseen osallistuvien joukko on yleensé pieni, mut-
ta tutkimuksen tulos yleistetdan koskemaan suurempaa joukkoa, minka vuoksi ke-

hittdmistutkimusta kritisoidaan. [19]

Pro gradu -tutkimuksissa kehittamistutkimus sisaltaa yleensé vahintédan kaksi syklia,
joissa syklien lukumaara riippuu muun muassa tyon tekijan arvosana- ja aikatavoit-
teista. Tama opinnaytetyo on ldhimpéna kahden syklin kehittdmistutkimusta, jota

Pernaa kuvailee seuraavasti:

Teoreettinen ongelma-analyysi

\)

Empiirinen ongelma-analyysi 1
Kehittamisvaihe 1

Empiirinen ongelma-analyysi 2, jossa alustavaa kehittdmistuotosta

W~

—~~ ~~ —~
w
—_ — — —

testataan mahdollisimman autenttisella kohderyhmalld (esim. opet-
tajat tai oppilaat)

(5) Kehittamisvaihe 2, jossa tuotosta kehitetdaan suoritetun arvioinnin
pohjalta
(6) Raportointi

Kuvassa 2.2 on malli, joka kuvastaa tdman opinnaytetyon kehittamistutkimuksen

rakennetta:



1. Teoreettinen ongelma-analyysi
- Teoreettinen viitekehys: Polynomit, pelillisyys
ja opetussuunnitelma

- Ohjauspalaverit

2. Empiirinen ongelma-analyysi 1

- Kurssin toteutus

3. Kehittdmisvaihe 1

- Kurssin kehittdminen oppilaiden palautteen avulla

4. Empiirinen ongelma-analyysi 2

- Asiantuntijoiden vastaukset oppikirjasta

5. Kehittdmisvaihe 2

- Kurssin kehittdminen asiantuntijoiden palautteen

perusteella

6. Raportointi

- Opinndytety6n kirjoittaminen

Kuva 2.2 Kahden syklin kehittamistutkimusmalli, jota kdytettiin tdman opinndytetyon
puitteissa.

Ensimmaéinen sykli sisdlsi kurssin suunnittelemisen ja toteuttamisen, seka kehitys-
tyon oppilailta saadun palautteen perusteella. Toisessa syklissé asiantuntijoille lahe-
tettiin palautekysely kurssille laaditusta oppikirjasta, mista saatiin lisda kehittami-

sen kohteita oppikirjaan liittyen.



3 Teoreettinen viitekehys

3.1 Polynomit

Suomen peruskoulussa opetettava matematiikka alkaa luonnollisista luvuista ja niil-
le maaritettavista yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskuista [20, s. 129]. Lukualue
laajennetaan peruskoulun aikana reaalilukuihin ja naihin liittyvat perustelut ovat
hyvin kdytdnnonldheisia. Jo ensimmainen lukualueen laajennus luonnollisista lu-
vuista kokonaislukuihin vaatii oppilaalta matemaattisen ajattelun ponnistuksia, sil-
14 kutsuihan René Descarteskin (1596-1650) negatiivisia lukuja aikoinaan "vaériksi
luvuiksi' [17]. Negatiiviset luvut voidaan koulumatematiikassa perustella esimerkik-
si velan tai lampotilan avulla. Vastaavasti "jarjeton" irrationaaliluku +/2 voidaan

konkretisoida pinta-alaltaan kahden suuruisen nelion avulla.

Lahes poikkeuksetta peruskoulumatematiikassa késiteltavit struktuurit pitavat si-
sallaan lukuja eli voidaan sanoa, etta oppilas tietad aina konkreettisesti, mika hanen
kasittelemansa matemaattinen olio on. Kuitenkin polynomit ja niiden sieventdminen
vaativat ajattelun viemista jalleen uudelle tasolle, silld ne pitavit sisalladn termin
kertoimen lisdksi myos tuntemattoman, niin sanotun muuttujaosan. Polynomien yh-
teenlasku voidaan konkretisoida esimerkiksi hedelmien avulla, mutta tdman hyvin
yleisen ajattelutavan vaarana on myohemmin polynomien vélisen tulon ymmarta-
minen. Mita esimerkiksi on omena - padryna? Polynomien sieventdminen poikkeaa
aiemmin opitusta siiné, etté laskutoimitusta suoritettaessa oppilas ei ymmarra mita
on trinomien 32?4247 ja —2%—2x—3 vilinen summa, vaikka osaisi sieventié sen oi-
kein. Ehka taman vuoksi oppilas ei saa vastaavanlaista tarttumapintaa polynomien

summasta kuin lukujen 7 ja 3 valisestd summasta.

3.1.1 Polynomin maaritelma aarellisend summana

Seuraavat kappaleet 3.1.1 — 3.1.4 perustuvat Jokke Hasan ja Johanna Ramon Joh-
datus abstraktiin algebraan -kirjaan [9]. Tamén vuoksi kyseisissa luvuissa viitataan
vain muihin lahteisiin. Maaritellaédn aluksi rengas, jotta voidaan tutkia polynomeja

abstraktimmalla tasolla.

Maaritelma 3.1. Joukko R varustettuna laskutoimituksilla summa + ja tulo - on

rengas, jos seuraavat ehdot tayttyvat kaikilla z,y, z € R.



R on suljettu laskutoimituksien + ja - suhteenelixz +y € Rjax -y € R.
Summa on liitdnnéinen eli x + (y + 2) = (v + y) + =.
Summa on vaihdannainen eli z +y =y + .

Summalla on neutraalialkio eli on olemassa sellainen 0 € R, jolle on voimassa
r+0=0+2=u2x.

(R5) Summalla on kaanteisalkio eli kaikilla z € R on olemassa sellainen —x € R,

jolle on voimassa = + (—z) = —z + 2 = 0.
(R6) Tulo on liitdnnainen eli z - (y - 2) = (x - y) - 2.

(R7) Tulolla on neutraalialkio eli on olemassa sellainen 1 € R, jolle on voimassa

r-1l=1-2z=uzx.

(R8) Summalle ja tulolle on voimassa osittelulait eli - (y +2) = x -y + x - 2 ja

(x4y)-z=a-24+y- =z

Tassa yhteydessd merkinta 0 viittaa siis laskutoimituksen + neutraalialkioon, eiké
reaalilukuun 0. Vastaavasti merkinta 1 viittaa laskutoimituksen - neutraalialkioon,
eika reaalilukuun 1. Jos myo6s renkaan laskutoimitus - on vaihdannainen eli kaikilla

x,y € R on voimassa x-y = y-x, niin rengasta kutsutaan vathdannaiseksi renkaaksi.

Edellisessa renkaan maéaritelmassa mielivaltaisella renkaan alkiolla ei valttamétté ole
olemassa laskutoimituksen - kadnteisalkiota. Renkaan alkiota a kutsutaan yksikokst,
jos alkiolla a on olemassa laskutoimituksen - kéénteisalkio a~!. Toisin sanoen, jos

1

a € R on yksikko, niin on olemassa sellainen a™", jolle

Ennen polynomien laskutoimituksien ja ominaisuuksien maéaarittamista on syyta

maaritella itse polynomien joukko.

Maaritelma 3.2. Olkoon R vaihdannainen rengas ja x tuntematon. Télloin yhden

tuntemattoman R-kertoiminen polynomi P maaritelladn darellisend summana

P(x) = Zakxk = ap + 17 + apx® + ... + a,a”,
k=0

missi n € N ja a; € R kaikilla k € N. Polynomin termi on ayz®, termin kerroinosa
ay, termin muuttujaosa x* sekd n polynomin aste. Joukosta, joka sisdltdd kaikki

R-kertoimiset polynomit kdytetdan merkintdd R[z].



Polynomien yleisten méaritelmien méaarittdminen darellisten polynomien avulla on
kuitenkin hankalaa, silla yhteenlaskemalla ja kertomalla polynomeja keskenaén saa-
daan eri asteisia polynomeja. Siksi on kaytannollisempédd esittda yhteenlasku sellais-
ten darettomien polynomien avulla, joiden summan loppuosien kertoimet ovat nol-
lia jostain indeksistda n € N alkaen. Indeksi n vastaa téssa esitysasussa polynomin

astelukua. Méaritellaan seuraavaksi polynomien summa.

Mééritelmi 3.3. Olkoon polynomit P(x) = Y apz® ja Q(x) = 3 bra®. Tilléin
k=0 k=0
polynomien P ja ) summa madritellaén vastinkomponenttien summana

o

P(z) + Q(z) = Z(Gk + by)2® = (ap + bo) + (a1 + b))z + (az + by)a® + ...

Polynomien tulossa voidaan ajatella, etté toista polynomia kerrotaan ensimméisella
polynomilla, minka jalkeen saman asteluvun omaavat termit voidaan koota yhteen
osittelulain mukaisesti.
[e.e] o
Masritelmé 3.4. Olkoon polynomit P(z) = > a;2" ja Q(z) = ) b;a’. Télloin
k=0 =

k=0
polynomien P ja ) tulo madritellaén seuraavasti

o0

P(r)Q(x) = chxk = o+ 1 + e’ + ...
k=0

= agby + (aghy + aibo)z + (aohy + aiby + asbo)z® + ...,

k
missa ¢y = Y aibg_i, i +j =k sekd by_; = 0, kun k — i < 0.
i=0

3.1.2 Polynomin maaritelma darettomana jonona

Kuten edellisessa luvussa huomattiin, niin yksinkertaisimmatkaan laskutoimitukset
Maaritelméan 3.2 avulla lausuttuina eivét ole sievia. Vastaavasti kuin ylédkoululaisel-
lakin ongelmia tuottaa erityisesti polynomin tuntemattomat tekijéit eli kaytannossa
polynomin asteluku. Taméan vuoksi méaaritellaén polynomit jérjestettyiné ja aaret-

tominé lukujonoina ilman tuntematonta tekijaa.

Maaritelma 3.5. Olkoon R vaihdannainen rengas. Talloin R-kertoiminen polynomsi

on aareton jono

(ak) = (Clo,al,CZQ, Ce ),

missa ap € R kaikilla £ € N seké on olemassa sellainen luonnollinen luku n, etta

ar = 0, kun k > n. Polynomit (ax) = (ao, a1, as, ...) ja (bg) = (bo, b1, be, ...) ovat yhta
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suuret tasmalleen silloin, kun vastinkertoimet ovat yhté suuret eli toisin sanoen
ap = bk, kaikilla £ € N.

Esitetaan polynomien laskutoimitukset Maaritelman 3.5 avulla. Polynomien summa

maaritellaédn jonoesityksen avulla seuraavasti.

Maaritelma 3.6. Olkoon (ax) ja (bg) R-kertoimisia polynomeja. Talléin polyno-

mien (ay) ja (bg) summa on

(ax) + (bx) = (cx), missé ¢ = ay, + by, kaikilla k& € N.

Polynomien tulo méaritellaédn jonoesityksen avulla seuraavasti.

Maaritelma 3.7. Olkoon (ay) ja (by) R-kertoimisia polynomeja. Téll6in polyno-

mien (ay) ja (bg) tulo on

k
(ax) - (bg) = (cx), missd ¢ = Zaibk_i kaikilla k € N.

=0

Lause 3.1. Olkoon polynomit P = (ax) ja Q = (bg) sellaiset, ettd niiden kertoimet
kuuluvat renkaaseen R. Talloin P+ Q) ja PQ ovat R-kertoimisia polynomeja.

Todistus. On osoitettava, ettd laskutoimituksen tuloksen kaikki kertoimet ovat ren-
kaan R alkioita. Lisaksi on my0s osoitettava, ettd on olemassa jokin indeksi, jonka

jalkeen laskutoimituksen tuloksen kertoimet ovat nollia.

Osoitetaan ensin, ettd yhteenlaskun tulos on polynomi. Jos ag, b, € R, niin myos
cr = ag + b € R, kaikilla £ € N, silli R on rengas ja renkaan laskutoimitus + on
suljettu. Koska P ja () ovat polynomeja, niin on olemassa luonnolliset luvut n,m,
joille ar, = 0, kun & > n ja by = 0, kun k£ > m. Valitaan M, joka on naisté luvuista
suurempi eli M = max(n, m). Talloin ay = by, = 0 kaikilla £ > M. Kun k& > M, niin
ck =ap+b,=0+0=0. Joten (¢x) = (ax) + (bx) on polynomi.

Osoitetaan seuraavaksi, etté kertolaskun tulos on polynomi. Olkoon (a;) ja (b;) po-
lynomeja seka & = 1 + j. Koska a;,b; € R, niin a;b,_; € R kaikilla k& € N, silla

kertolasku on suljettu laskutoimitus renkaassa. Kertolaskun kertoimet ovat muotoa
k

¢k = Y a;bg_;, missd summan yleinen termi kuuluu renkaaseen R. Koska renkaassa
i=0

summa on suljettu, niin ¢, € R. Koska P on polynomi, niin on olemassa luon-

nollinen luku n, jolle a; = 0, kun ¢ > n. Nyt a;0; = 0, kun ¢ > n, joten myos
k

cx = Y abg_; =0, kun i > n. Joten PQ on R-kertoiminen polynomi. O
i=0
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3.1.3 Polynomin aste

Rengasta (R, +,-), jossa yhteenlaskun neutraalialkio on sama kuin tulon neutraa-

lialkio eli 0 = 1, kutsutaan nollarenkaaksi.

Maaritelma 3.8. Olkoon D sellainen vaihdannainen rengas, ettd D ei ole nolla-
rengas. Olkoon lisiksi, jos a,b € D ja ab = 0, niin @ = 0 tai b = 0. T&ll6in rengasta

kutsutaan kokonaisalueekss.

Polynomin aste méaérdytyy sen muuttujan eksponentin mukaan, jonka jilkeen ker-
toimet ovat nollia. Taméan vuoksi asteluku on kaytannollista madrittaa darellisen

summan avulla.

Maaritelma 3.9. Olkoon (a,) = (ag,a1,as,...,a,) polynomi, missi a, kuuluu
renkaaseen R ja a, # 0. Lukua n kutsutaan polynomin asteeksi ja merkitdan

deg(P(z)) = n.
Polynomia, jonka deg(P(z)) = 0 ja P(x) # 0 kutsutaan yksikoksi. Nollapolyno-

min 0 = (0,0,0, ...) astetta ei méiritelld tassa yhteydessd, mutta todettakoon, etta

joissakin kirjallisuudessa saatetaan maaritelld, etta deg(0) = —1.

Lause 3.2. Olkoon R kokonaisalue ja P(x),Q(z) € R[x], mutta ne eivdt ole nolla-
polynomeja. Tdalloin polynomeille on voimassa P(x)Q(x) # 0 ja deg(P(z)Q(x)) =
deg(P(2)) + deg(Q(z)).

Todistus. Koska P(x),Q(z) € R[x], niin ne ovat muotoa

P(z) = ag + a1z’ + ... + apa™,

missé a,, # 0 ja

Q(z) = by + bzt + ... + bpa”,

missa b, # 0.

Maaritelmén 3.9 mukaan deg(P(x)) = m ja deg(Q(z)) = n. Maaritelmén 3.4 avulla

voidaan polynomien P(z) ja Q(x) tulo sieventdd muotoon

N P(2)Q(x) = agby + (aghy + arbo)x + ... + ambpa™ ™.
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Koska P(z) ja Q(z) eivit ole nollapolynomeja, niin a,, # 0 ja b, # 0. R on kokonai-
salue, josta seuraa, ettd a,,b, # 0. Joten P(z)Q(x) # 0 ja Maaritelmén 3.9 mukaan
deg(P(2)Q(x)) = m +n =9 deg(P(z))+deg(Q()). O

3.1.4 Polynomin jaollisuus

Tutkitaan seuraavaksi polynomin jaollisuutta tapauksessa, missa polynomin kerroin-

rengas on kunta. Kunta méaritelldan seuraavasti.

Maaritelma 3.10. Olkoon R # 0 vaihdannainen rengas. Télloin R on kunta, jos sen

nollasta poikkeavilla alkioilla on olemassa kéanteisalkio kertolaskun suhteen. Néin

1

ollen kaikilla nollasta poikkeavilla alkioilla @ € R on olemassa sellainen a™", jolle

Nyt voidaan maaritelld jaollisuuden polynomeille, joiden kerroinrenkaana on kunta.
Merkinta R[x] tarkoittaa kaikkien R-kertoimisten polynomien muodostamaa joukko-

a.

Maaritelma 3.11. Olkoon K kunta ja olkoon polynomit P(z), S(x) € K[z]. Téalloin

polynomi P(x) on jaollinen polynomilla S(z), jos on olemassa sellainen Q(z) € Klz],

jolle P(x) = Q(x)S(z).

Kun polynomi S(z) jakaa polynomin P(z), niin voidaan merkita lyhyesti S(z)|P(z).

Polynomia S(z) voidaan kutsua my6s polynomin P(x) tekijdiksi.

Lause 3.3. Olkoon K kunta ja P(z),S(x) € K|x], missd S(z) ei ole nollapolynoms.
Jos S(z) jakaa polynomin P(x),niin

(1) ¢S(x) jakaa polynomin P(z) kaikilla ¢ € K, missi ¢ # 0.

(2) deg(S(x)) < deg(P(x)).

Todistus.

(1) Oletetaan, ettd S(z) jakaa polynomin P(z) ja ¢ € K, missd ¢ # 0. Koska

S(z)|P(z), niin on olemassa sellainen Q(z) € Klz|, jolle P(x) = Q(x)S(z). Néin
ollen
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Nyt siis on olemassa sellainen ¢ 'Q(z) € Klz], jolle P(z) = ¢S(z)c*Q(x), joten
cS(x) jakaa polynomin P(z).

(2) Oletetaan, etta S(x) jakaa polynomin P(z). Koska S(x) jakaa polynomin P(z),
niin on olemassa sellainen Q(z) € K|[z], jolle P(z) = Q(z)S(x). Lauseen 3.2 nojalla

deg(P(x)) = deg(5(x)) + deg(Q(x)), joten

deg(5(x)) = deg(P(z)) — deg(Q(x)).

Koska polynomin aste on luonnollinen luku, niin deg(S(z)) < deg(P(x)).

]

Maaritelma 3.12. Olkoon K kunta ja olkoon (ax) = (ag, a1, as, ..., a;) polynomi,

missé P(z) € K[z|. Talléin polynomi P(x) on vakiopolynomi, jos a;, = 0, kun k # 0.

Kaikki polynomit ovat jaollisia nollasta poikkeavilla vakiopolynomeilla, minké vuoksi

polynomin jaottomuuden maaritelmassa naita ei huomioida.

Maéritelmé 3.13. Olkoon K kunta ja olkoon polynomit P(z), S(x) € K[z]. Télloin

polynomi P(x) on jaoton, jos deg(P(x)) = 1 tai ei ole olemassa sellaista polynomia

Q(z) € Klz], jolle P(z) = Q(x)S(x).

Kokonaislukujen jaollisuutta voidaan tutkia jakoyhtalon avulla. Jakoyhtalon merki-
tys on keskeinen myos polynomien jaollisuuden tutkimisessa. Kokonaisluvut toteut-

tavat seuraavan jakoyhtalon.

Lause 3.4. Olkoon 7 kokonaislukujen joukko ja a,b € 7Z sekd b > 0. Tdlloin on

olemassa yksikasitteiset kokonaisluvut q ja r, joille on voimassa ehdot

a=bg+rja0<r<hb.

Lauseen todistus sivuutetaan tassa yhteydessa, mutta sen loytda Thomaksen kir-
jasta [8, s. 5-7]. Polynomeille, joiden kerroinrenkaana on kunta, voidaan maéaéritella
vastaavanlainen jakoyhtalo kuin kokonaisluvuille. Naiden vélinen eroavaisuus on se,

ettd ehto 0 < r < bilmaistaan polynomeilla asteen avulla. Merkintéjen vastaavuudet

ovat a = P(z), b= S(z), ¢ = Q(x) ja r = R(x).
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Lause 3.5. Olkoon K kunta ja P(x),S(z) € K[z] sekd S(x) # 0. Talloin on ole-

massa yksikdsitteiset polynomit Q(x), R(x) € K|z|, joille on voimassa

P(z) = Q(x)S(x) + R(x) ja R(x) =0 tai deg(R(z)) < deg(S(x)).

Lausetta [3.5] kutsutaan polynomien jakoyhtdloksi. Jos R(x) = 0, niin sanotaan,
ettd polynomi Q(z) jakaa polynomin P(z). Jos R(z) # 0, niin polynomia R(z)
kutsutaan jakojadannikseksi. Polynomia Q(x) kutsutaan osamddrdksi.

Todistus. [8, s. 92-93] Todistetaan ensin, ettd on olemassa polynomit Q(z) ja R(z).
Todistus voidaan jakaa kahteen osaan, missd ensimméisessa osassa oletetaan, etté
P(z) = 0 tai deg(P(z)) < deg(S(x)). Toisessa osassa oletetaan, ettd P(x) # 0 tai
deg(P(z)) < deg(S(x)).

Oletetaan, ettd P(z) = 0 tai deg(P(z)) < deg(S(z)). Valitaan Q(z) = 0 ja R(z) =
P(z). Télloin P(x) = Q(x)S(x) + R(z) = 0- S(z) + P(x) = P(x). Eli saadaan
identtisesti tosi yhtélo P(x) = P(z), jonka on voimassaolo ei riipu oletuksesta
deg(P(z)) < deg(S(x)). Néin ollen on olemassa polynomit Q(x) ja R(z), jotka
toteuttavat jakoyhtdlon P(x) = Q(z)S(z) + R(z) ja R(x) = 0.

Oletetaan, ettd P(z) # 0 ja deg(S(z)) < deg(P(z)). Polynomien olemassaolot voi-
daan todistaa induktion avulla, kun tutkitaan jaettavaa P(x). Jos deg(P(x)) = 0,
niin my6s deg(S(z)) = 0. Talléin P(x) = a ja S(z) = b joillakin nollasta poikkeavil-
la alkioilla a,b € K. Koska K on kunta, niin b on yksikkd ja a = b(b~*a)+0. Talléin
lause on tosi, kun Q(z) = b~'a ja R(z) = 0. Tehddén induktio-oletus, jossa lause
on tosi, kun jaettavan P aste on pienempaé kuin n. Eli oletetaan, ettd on olemassa

sellaiset Q(z), R(x) € K|[z], joille on voimassa

P(z) = Q(z)S(x) + R(z) ja R(x) = 0 tai deg(R(z)) < deg(S(z)),

missd deg(P(z)) < n. Nyt taytyy osoittaa, ettd vdite pitaa paikkansa myos kun
deg(P(x)) = n. Merkitdin jaettavaa polynomia

P(z) = apa™ + ... + a1 + ay,

missd a, # 0. Vastaavasti merkitdin jakajaa
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S(z) = bpa™ + ... + bix + by,

missé b, # 0 ja oletetaan, ettd m < n. Koska K on kunta ja b, # 0, niin b,, on
yksikko. Jakokulmassa jakamalla polynomi P(x) polynomilla S(z) saadaan ensim-

maisesta jaosta

a, br_nl rnm

S(x) =b"ax™ + ...+ bz + by P(x) =a"x" + ...+ a1z + ap
a"z™ + apb by 12"+ L [28].
Pi(z) = P(x) — a,b,'a" ™S (x)

Koska a,b,,'z"™™ ja P(z) ovat saman asteisia polynomeja seké niilld on yhteinen
korkeimman asteen kerroin a,, niin erotuspolynomi P;(z) on asteeltaan pienempi
kuin n. Jaetaan seuraavaksi polynomi P;(x) polynomilla S(z). Koska polynomin
Pi(x) aste on pienempi kuin n, niin voidaan kayttda induktio-oletusta. Induktio-

oletuksen nojalla on olemassa polynomit (x) ja R(x), joille on voimassa

P(z) — apbtz"™S(x) = S(z)Q(x) + R(z)
ja R(z) = 0 tai deg(R(z)) < deg(S(z)).

Toisaalta

P(z) = S(x)(axb,'z" ™ + Q(x)) + R(x)
ja R(z) =0 tai deg(R(x)) < deg(S(x)).

Nyt viite on tosi, kun Q(z) = a,b,,'z"™™ + Q(x). Induktion nojalla viite on siis
tosi eli on olemassa polynomit Q(z) ja R(x) kaikilla jaettavilla P(z) ja nollasta

poikkeavilla jakajilla S(x).

Osoitetaan vield, ettd Q(x) ja R(x) ovat yksikésitteiset. Tehdddn vastaoletus eli
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oletetaan, ettd on olemassa polynomit Qs(x) ja Rs(x), joille on voimassa

P(x) = Q2(x)5(x) + Ry(x) ja Ra(x) = 0 tai deg(Ry(z)) < deg(S(x)).

Télloin

Q(2)S(x) + R(x) = P(x) = Qa(2)S(x) + Ry(x),

mista sieventamalla saadaan

S()(Qx) — Qa(x)) = Ry(x) — R(x).

Jos Q(z) — Q2(z) on nollasta poikkeava, niin Lauseen 3.2 nojalla yhtdlon vasem-
man puoleisen lausekkeen aste on deg(S(x)) +deg(Q(z) — Q2(x)), joka on suurempi
tai yhta suuri kuin deg(S(z)). Toisaalta deg(R2(z)) < deg(S(z)) ja deg(R(z)) <
deg(S(x)), minkd vuoksi deg(Rq(z) — R(x)) < deg(S(z)). Tamén vuoksi myos yh-
talon oikean puoleinen lauseke on asteeltaan suurempi tai yhta kuin deg(S(x)). Nyt
yhtéalon vasemman puoleisen lausekkeen aste on suurempi kuin oikeanpuoleisen, mis-
ta seuraa ristiriita. Tamén vuoksi Q(z) —Q2(z) = 0 ja Q(z) = Q2(z). Koska yhtalon
vasemman puolen tulon tekijéista toinen on nolla, taytyy myos yhtalon vasemman
puoleisen lausekkeen olla nolla. Koska vasen puoli on nolla, niin Ry(z) — R(z) = 0,

joten myos Ry(z) = R(x). Téten polynomit Q(z) ja R(x) ovat yksikésitteisia.

3.1.5 Polynomin juuret ja tekijoihin jako

Seuraavat kappaleet 3.1.5—3.1.6 perustuvat Thomas Hungerfordin Abstract Algebra:
An Introduction -kirjaan [8]. Taméan vuoksi kyseisissé luvuissa viitataan muihin lah-

teisiin, kun viittaus ei ole Hungerfordin teoksesta.

Muotoa a,z™ + ... + a1 + ag olevat R-kertoimiset polynomit liitetddn kuvaukseen
P : R — R ehdolla

P(z) = apa" + ... + a1 + ao,
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missd x € R ja R on vaihdannainen kunta. Néin indusoitua kuvausta P kutsutaan

polynomifunktioksi.

Polynomin juurien (nollakohdat) avulla voidaan polynomi jakaa alemman asteen

termeihin. Maaritellaén seuraavaksi polynomin juuret.

Masritelma 3.14. Olkoon R vaihdannainen rengas ja P(x) € R[z]. Alkiota a € R

kutsutaan polynomin P(x) juureksi, jos P(a) = 0.

Alkio a on polynomin juuri, jos indusoitu funktio P liittd4 kunnan alkion a kunnan

yhteenlaskun neutraalialkioon.

Lause 3.6. Olkoon R kunta, polynomi P(x) € R[z] ja alkio a € R. Kun P(z)

jaetaan polynomilla x — a, niin jakojidnnds on P(a).

Todistus. Jakoyhtalon 3.5 nojalla P(z) = (¢ — a)Q(z) + R(z), missd R(z) = 0 tai
deg(R(z)) < deg(z — a). Koska deg(x — a) = 1, niin taytyy olla deg(R(x)) = 0.
Eli R(z) on yksikko, joten on olemassa ¢ € R, joka toteuttaa ehdon R(z) = c.
Talloin P(x) = (z — a)Q(x) + ¢, joten sijoittamalla a polynomiin P saadaan P(a) =
(a —a)Q(a) + c= 0+ c=c. Niin ollen R(z) = ¢ = P(a).

Seuraavaksi voidaan esittda polynomien tekijoiden jaon ja juurien vélinen yhteys.

Lause 3.7. Olkoon K kunta, polynomi P(x) € K[z] ja alkio a € K. Tdlloin alkio a
on polynomin P(z) juuri, jos ja vain jos (x — a) on polynomin P(x) tekiji joukossa
K|z].

Todistus. Oletetaan ensin, ettd a on polynomin P(x) juuri. Jakoyhtalon (3.5) nojalla
polynomi P(z) voidaan esittdd muodossa P(x) = (x —a)Q(x) + R(x). Lauseen (3.6)
nojalla, kun polynomi P(z) jaetaan polynomilla  — a, niin jakojaénnos on P(a).
Joten, P(z) = (x—a)Q(x)+ P(a). Koska, a on polynomin P(z) juuri, niin P(a) = 0.

Talloin P(x) = (x — a)Q(z) toisin sanoen (z — a) on polynomin P(x) tekija.

Todistetaan seuraavaksi vaite toiseen suuntaan eli oletetaan, ettd © — a on poly-
nomin P(z) tekija. Koska  — a on polynomin P(z) tekijé, niin voidaan kirjoittaa
Maaritelmén 3.11 nojalla P(x) = (x —a)S(z). Sijoitetaan a polynomiin P(x), jolloin
saadaan P(a) = (a — a)S(z) = 0. Koska P(a) = 0, niin @ on polynomin P(x) juuri.

]
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Gaussin todistaman algebran peruslauseen nojalla tiedetaén, etta jos polynomin as-
te on suurempi tai yhta suuri kuin 1, niin polynomilla ainakin yksi juuri. Taman
lauseen seurauksena polynomeilla, joiden kerroinrengas on kompleksilukujen joukko,
on voimassa, ettd juuria voi olla enemmén, tasmélleen n kappaletta. [17] Kerroin-
rengas ei valttamatta ole kompleksilukujen muodostama joukko, vaan se voi olla esi-
merkiksi reaalilukujen joukko. Téll6in algebran peruslauseen seuraus ei ole voimas-
sa. Taman vuoksi muotoillaan hieman rajoitetumpi algebran peruslauseen seuraus

polynomeille.

Seuraus 3.1. Olkoon K kunta ja P(z) nollasta poikkeava n-asteinen polynomi

joukossa K[x]. Talloin polynomilla P(x) on korkeintaan n juurta joukossa K.

Todistus. Jos polynomilla P(z) on juuri a; kunnassa K, niin Lauseen 3.7 nojalla,
on olemassa sellainen polynomi H;(z) € K|z], joka toteuttaa ehdon P(z) = (z —
a1)Hq(z). Vastaavasti, jos polynomilla Hi(x) on juuri a; € K, niin on olemassa
sellainen polynomi Hs(x) € K|[z], joka toteuttaa ehdon H,(x) = (z — ag)Ha(x). Nyt

polynomi P(x) voidaan esittdd muodossa

P(z) = (z — a1)(x — ag) Hy(x).

Todistus voidaan jakaa tasta eteenpéin kahteen osaan. Naistd ensimmaisesséa ole-
tetaan, ettd polynomilla H,(z) on olemassa juuri kaikilla n € N. Toistetaan tata

prosessia n-kertaa, jolloin

P(z) = (z —a1)(x — ag)...(x — a,) H,(z).

Lauseen 3.2 nojalla

deg(P(x)) = deg(z — ay) + deg(z — as) + ... + deg(x — a,,) + deg(H,(z))
=1+1+..+1+deg(H,(2))
=n + deg(H,(x))

Koska P(x) on m-asteen polynomi, niin n = n + deg(H,(z)). Téastd seuraa, ettd
H,(x) on yksikkod, eli Ha(z) = ¢, jollakin ¢ € K. Nyt voidaan kirjoittaa polynomi

P(z) uudestaan tdméan tiedon avulla

P(z) =c(x — a1)(z — az)...(x — a,).
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Néin ollen polynomin P(z) juuret ovat ay, as, ..., a, ja niitd on tdsmalleen n kappa-
letta.

Oletetaan seuraavaksi, etté alkaen indeksistd k € N, polynomilla Hy ei ole olemassa

juurta joukossa K. Talloin vastaavasti polynomi P(x) voidaan esittd4d muodossa

P(z) = (z — a1)(x — ag)...(x — ag) Hy(x),

missad polynomilla Hy(x) ei ole olemassa juurta. Talloin

deg(P(x)) = deg(z — a1) + deg(z — ag) + ... + deg(x — ax) + deg(Hy(x))
=14 1+4...+1+ Hy(x)
=k + Hk(x)

Koska P(x) on n-asteen polynomi, niin tasta seuraa n = k + Hy(x). Joten k < n eli

polynomilla P(z) on korkeintaan n juurta.

]

Lauseen 3.6 avulla voidaan johtaa yhtélon ratkaisemisen kannalta keskeinen seuraus.
Jos tiedetaéan, ettd polynomi on jaoton ja se on asteluvultaan kaksi tai korkeampi,

niin voidaan tdmén tiedon avulla paételld, ettd polynomilla ei ole olemassa juuria.

Seuraus 3.2. Olkoon K kunta ja P(z) € K[z|, missd polynomin aste deg(P(x)) >
2. Talloin jos polynomi P(x) on jaoton joukossa K |[x], niin polynomilla P(x) ei ole

olemassa juuria kunnassa K.

Todistus. Olkoon a € K. Jos polynomi P(z) on jaoton, niin silld ei ole olemassa
tekijad (z — a) € K[z]. Kuitenkin, Lauseen 3.6 nojalla a ei ole polynomin juuri
ja koska a oli mielivaltainen kunnan K alkio, niin polynomilla P(z) ei ole juuria

kunnassa K.

]

Seurauksen 3.2 ja Lauseen 3.2 avulla voidaan vield johtaa toisen tai kolmannen

asteen polynomeille keskeinen tulos, jonka mukaan edellisen seurauksen véite pétee
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myo0s toiseen suuntaan: Jos polynomilla ei ole olemassa juuria, niin polynomi on

jaoton.

Seuraus 3.3. Olkoon K kunta ja P(z) € K|[z], missd deg(P(z)) = 2 taideg(P(x)) =
3. Talloin polynomi P(z) on jaoton joukossa K[z], jos ja vain jos polynomilla P(z)

ei ole olemassa juuria kunnassa K.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd polynomi P(z) on jaoton. Téll6in Seurauksen 3.2

nojalla polynomilla ei ole juuria kunnassa K.

Oletetaan sitten, ettd polynomilla P(z) ei ole juuria kunnassa K. Talloin poly-
nomilla ei ole ensimmaéisen asteen polynomitekijoita joukossa K[z], silld jokaisel-
la ensimmaéisen asteen polynomilla ax + b on olemassa juuri + = —a 'b € K.
pikaan néistd polynomeista ei ole ensimmaéisen asteen polynomi. Lauseen 3.2 no-
jalla deg(P(z)) = deg(Q(z)) + deg(S(x)). Jos deg(P(z)) = 2, niin téytyy olla
deg(Q(z)) = 0 ja deg(S(z)) = 2 tai deg(Q(x)) = 2 ja deg(S(x)) = 0, silld Q(z) ja
S(z) eivat ole ensimmaéisen asteen polynomeja. Vastaavasti, jos deg(P(z)) = 3, niin
taytyy olla deg(Q(x)) = 0 ja deg(S(x)) = 3 tai deg(Q(z)) = 3 ja deg(S(z)) = 0. Tél-
16in toinen polynomin P(z) polynomitekijoista on yksikko, joten polynomilla P(z)

ei ole olemassa polynomitekijoita.

3.1.6 Polynomien suurin yhteinen tekija

Tiedetaan, etta kahden kokonaisluvun suurimmaksi yhteiseksi tekijaksi kutsutaan
suurinta mahdollista kokonaislukua, joka jakaa nama molemmat. Kokonaislukujen
a ja b suurinta yhteistd tekijaa merkitaan syt(a,b). Polynomeille ei ole méaaritelty
vastaavanlaista suuruusvertailua kuin kokonaisluvuille, mutta erds polynomin omi-
naisuuksia kuvaava luku on polynomin aste. Voidaan maéritella vastaavanlaisella
ideologialla kuin kokonaisluvuillekin polynomien suurimman yhteisen tekijéan. Tal-
16in ajatellaan, etté polynomien suurin yhteinen tekija on asteluvultaan suurin mah-
dollinen polynomi, joka jakaa polynomit. Taméan ajattelun ongelmana on kuitenkin
se, ettd ndin madaritelty polynomien suurin yhteinen tekija ei ole yksikésitteinen.
Jos H(x) jakaa polynomit P(z) ja S(z), niin Lauseen 3.3 nojalla my6s asteluvul-
taan saman suuruinen polynomin monikerta cH(z) jakaa polynomit P(z) ja S(x).

Maaritelladn taman vuoksi pddpolynomi seuraavasti.

Maaritelma 3.15. Olkoon K kunta ja P(x) € K[z]. Polynomi
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H(z) = 02" 4 ap12™ '+ ...+ a17 + ag

on paapolynomi, jos korkeimman asteen kerroin a, = 1.

Nyt voidaan maéaritella polynomien P(x) ja S(z) suurimman yhteisen tekijan, joka

on paapolynomi H (z).
Masritelmé 3.16. Olkoon K kunta sekd P(x),S(z),C(x) € Klx], missd P(z),

S(x) ja C(z) eivat ole nollapolynomeja. Polynomien P(z) ja S(x) suurin yhteinen
tekijd on korkeimman asteen péadpolynomi H(z), joka jakaa molemmat polynomit
P(x) ja S(x). Toisin sanoen polynomi H(x) on polynomien P(x) ja S(z) suurin

yhteinen tekijé, jos ehdot

(1) H(z) on paapolynomi

(2) polynomi H(z) jakaa polynomin P(z) ja polynomi H(z) jakaa polynomin
S(x)

(3) jos polynomi C(x) jakaa polynomin P(z) ja polynomi C(z) jakaa polynomin
S(x), niin polynomi C(z) jakaa polynomin H(z) ja deg(C(z)) < deg(H (x))

ovat voimassa.

Vastaavasti kuin kokonaisluvuillakin, polynomien P(z) ja S(x) suurinta yhteisté te-
kijad merkitadn syt(P(x),S(x)). Polynomeilla P(z) ja S(x) on olemassa ainakin
yksi suurin yhteinen tekija, silli polynomi 1 on kaikkien polynomien tekija. Seu-
raavaksi osoitetaan, ettd padpolynomin avulla méaritelty suurin yhteinen tekija on

yksikésitteinen.

Lause 3.8. Olkoon K kunta ja P(z),S(z) € K[x], missd P(x) ja S(z) eivdt ole nol-
lapolynomeja. Tdlldin, jos polynomeilla P(x) ja S(z) on olemassa suurin yhteinen

tekija H(x), niin se on yksikasitteinen.

Todistus. [28, s. 18-19] Tehdddn vastaoletus, ettd Hy(z) ja Hs(z) ovat polynomien
P(z) ja S(z) suurimmat yhteiset tekijit. Koska Hs(x) on polynomien P(z) ja S(z)
suurin yhteinen tekija, niin Hy(z) jakaa polynomin P(z) ja Hy(x) jakaa polynomin
S(x). Toisaalta my6s H;(z) on polynomien P(z) ja S(x) suurin yhteinen tekija, joten
Maééritelmén 3.16 mukaan Hs(x) jakaa polynomin H;(z). Vastaavalla paattelylla
my6s Hi(z) jakaa polynomin Hy(z). Talloin Maaritelmén 3.11 mukaan on olemassa

polynomit @Q(x), Qa2(z) € K[z], joille on voimassa
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Hy(z) = Q1(v)Ha(x)
ja

Hy(x) = Q2(x)Hi(x).

Sijoitetaan Hy = Q2(x)H;(z) jalkimmaiseen yhtaloon, jolloin saadaan

Hy(z) = Qi(z)Ha(z) = Q1(2)Q2(x) Hi ().

Néin ollen @Q(z)Q2(x) = 1, koska K|x| on kokonaisalue, joten Qq(z)Q2(x) on va-

kiopolynomi eli

deg(Q1(2)Qa(x)) = deg(1) = 0.

Toisaalta Maaritelman 3.2 mukaan

deg(Q1(x)Q2(x)) = deg(Q1(x)) + deg(Qs(x)) = 0.

Koska polynomin aste on luonnollinen luku, niin deg(@Q;(z)) = deg(Q2(x)) = 0 eli
polynomit Q1(z) ja Qa(z) ovat myds vakiopolynomeja. Koska polynomit H;(x) =
Q1(x)Hy(x) ja Ho(z) = Q2(x)Hy(x) ovat padpolynomeja, niin naiden korkeimman
asteen termin taytyy olla 1 € K. Nain ollen Qy(z) = @Q2(x) = 1, josta seuraa,
ettd Hi(x) = Q1(x)Ha(x) = 1Hy(x) = Ho(z). TAméa on ristiriidassa vastaoletuksen
kanssa, joten syt(P(z), S(z)) on yksikésitteinen.

Todistuksessa oletettiin, etta tallainen paapolynomi H(x) on olemassa, jolloin se on
yksikéasitteinen. Kuitenkin, olemassaolo ei ole valttamaton yksikasitteisyyden kan-
nalta, vaan voidaan osoittaa, ettd polynomeilla P(z), S(z) € K[z] on aina olemas-
sa Maaritelmén 3.16 mukainen suurin yhteinen tekija H(z). Todistus sivuutetaan
tassa yhteydessa, johtuen siitd, ettd se vaatisi usean tyon kannalta epakeskeisen

apulauseen. Kuitenkin Thomaksen kirjassa [8, s. 97-98] on edelld mainittu todistus.
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3.2 Opetussuunnitelman perusteet

Kappaleet 3.2.1 ja 3.2.2 pohjautuvat opetussuunnitelman perusteisiin. Ensimmainen
kappale kuvaa perusopetuksen (2014) [20] ja jalkimmaéinen lukion (2015) [16] ope-
tussuunnitelman perusteiden matematiikkaosioita. Tutkitaan seuraavaksi kyseisten
opetussuunnitelmien perusteet ja tunnistetaan niistd ne teemat seké sisallot, jotka
ovat olleet materiaalin ja kurssin laadinnan kannalta keskeisessa asemassa. Lukion
opetussuunnitelmassa padpaino on yhteiselld avauskurssilla seké téstéd seuraavilla

lyhyen ja pitkan oppiméaran kursseilla.

3.2.1 Vuosiluokkien 7-9 matematiikka perusopetuksen ope-

tussuunnitelmassa

Oppilaiden véliset yksilolliset erot alkavat vuosiluokilla 7-9 nakyé voimakkaammin
kuin aiemmin, minké vuoksi tarjolla olevan opetuksen tulee ottaa kunkin yksilon
tarpeet huomioon jatko-opintoja ajatellen. Opettajan tulee kyetd olemaan ymmaér-
tavainen ja tarjota monimuotoinen oppimisymparisto. Néin opetuksesta voidaan

saada opiskelumotivaatiota vahvistava kokemus. [20, s. 280]

Matematiikan opetuksen tehtédvanéd on kehittdd oppilaiden loogista, tédsmallista ja
luovaa matemaattista ajattelua. Oppimista voidaan tukea esimerkiksi hyodyntamal-
14 teknologiaa ja oppimispeleja. Opetussuunnitelma painottaa myos poikkitieteelli-

syyttd, jossa matematiikkaa voidaan hyodyntéé. [20]

Ylaasteen matematiikka jaetaan kuuteen osaan: ajattelun taidot ja menetelmét,
luvut ja laskutoimitukset, algebra, funktiot, geometria, tietojen kasittely ja tilas-
tot sekd todennakoisyys. Ajattelun taidot ja menetelmét -osio sisdltdd sadntojen
ja riippuvuuksien etsimisté ja esittamista, matemaattisen tekstin tulkitsemista ja
tuottamista, todistamisen perusteet, viitelauseiden totuusarvojen paéttelemista se-
ké ohjelmointia. Kyseinen sisdltoalue korostaa perusopetuksen opetussuunnitelman

perusteiden (2014) mukaista matematiikan loogista ja tasmaéllistd ajattelua. [20]

Lukujen ja laskutoimitusten osio koostuu reaalilukuihin liittyvistd peruslaskutoimi-
tuksista, joita hyodynnetdan prosentti-, potenssi- ja neliojuurilaskennassa. Potens-
silaskennassa eksponentti pidetadn kokonaislukuna ja neli6juurilaskennassa pereh-
dytédan kasitteeseen nelidjuuri ja sen kéyttoon. Lisdksi osiossa tutkitaan lukujen
jaollisuutta ja lukujen jakamista alkutekijoihin. Tata osiota voidaan pitda jatkon
kannalta erityisen térkedna, silla sen matematiikkaa hyodynnetadnkin muissa sisél-

toalueissa. [20]
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Algebraosio koostuu polynomilausekkeista ja niiden peruslaskutoimituksista 3.3, en-
simmaéisen asteen yhtéloista ja epayhtaldista, vaillinaisista toisen asteen yhtaloista
sekd yhtaloparin graafisesta ja algebrallisesta ratkaisemisesta. Liséksi algebraosuu-

dessa hyddynnetddn verrantoa ja tutkitaan lukujonoja. [20]

Sisalloistd funktio-osio siséltad yhtenevaisyyksia edella mainitun algebraosuuden
kanssa. Ero algebraosuuteen on siind, ettd funktio-osiossa painotetaan graafisen esi-
tystavan termistoa kuten suora, paraabeli, kulmakerroin, vakiotermi sekéa nollakoh-
ta. Lisdksi painotus on algebraosioon verrattuna enemman yhtaléiden graafisessa

esitystavassa.

Geometriassa perehdytaan tasogeometriaan, tason trigonometriaan sekd avaruus-
geometriaan. Aiemmin opittua hyodynnetdan myos téssd sisdltoalueessa. Esimer-
kiksi verrannon avulla voidaan tutkia eri tasokuvioiden vélistd yhdenmuotoisuutta
ja pythagoraan lauseen hyodyntdminen vaatii muun muassa yhtélon ratkaisutaitoja

sekéd potenssi- ja juurioppia. [20]

Viimeisessa sisaltoalueessa keskitytdan tilastojen kerdamiseen ja analysoimiseen.
Tietojen kasittely ja tilastot sekd todennédkoisyys -siséltoalueen keskeisia kasittei-
td ovat muun muassa keskiarvo, frekvenssi sekd mediaani. Lisaksi sisaltoalueessa on

my6s maininta todennékoisyyksien laskemisesta. [20]

3.2.2 Matematiikka lukion kursseilla MAY1, MAA2, MAB2,
MAA3 ja MAB3

Lukion opetussuunnitelman perusteiden (2015) mukaan, lukion matematiikka koos-
tuu yhteensa 13:sta matematiikan pitkan oppimaéaran kurssista ja kahdeksasta ly-
hyen oppiméaran kurssista. Pitkdn oppimadran kursseista 10 ja lyhyen oppiméaéa-
ran kursseista kahdeksan ovat pakollisia. Pitkén ja lyhyen oppiméaran suorittavien
matematiikka on aihepiirisisalloiltadn vastaavanlainen ensimmaisten kolmen kurssin
suhteen. [16]

Lukion matematiikka alkaa yhteiselld kurssilla MAY1 luvut ja yhtélot, jonka jal-
keen oppilaat siirtyvat lyhyeen tai pitkdan matematiikan oppiméaardaan. Yhteiskurs-
sin keskeisiksi sisélloiksi nimetaédn luvut, prosenttilaskenta, potenssi, verrannollisuus,
funktio, ensimméisen asteen yhtélo, yhtdlopari, nelio- ja kuutiojuuri seké toisen ja
kolmannen asteen potenssiyhtélo ja potenssifunktio. [16] Naméa ovat yldkoulun ker-

taamista tai aiemmin opitun syventamisté [20].

Matematiikan lyhyen oppiméaran valinneet siirtyvat kurssille MAB2 lausekkeet ja
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yhtélot, jonka keskeisié sisaltoja ovat ensimméisen ja toisen asteen yhtalo seké arit-
meettinen ja geometrinen lukujono ja summa [16]. Uutena oppisisaltéina ylakouluun
ja kurssiin MAY1 verrattuna voidaan pitaé toisen asteen yhtélod seka lukujonoja ja

ndiden summia [16, 20].

Pitkén oppiméaéran lukijat suorittavat kurssin MAY1 jalkeen kurssin MA A2 funktiot
ja yhtélot, jonka sisélté koostuu polynomeista 3.1, ensimmaisen ja toisen asteen yh-
taloistd 3.1.5, potenssifunktioista ja -yhtéloista, rationaalifunktioista ja -yhtaloisté
seké juurifunktioista ja -yhtaloista. Uusia aihepiireja ovat toisen asteen yhtélo, ratio-
naalifunktiot ja -yhtalot sekd juurifunktiot ja -yhtalot. Lisdksi muita sisaltoja voi-
daan pitdd aiemmin opitun laajentamisena, silla esimerkiksi polynomien kohdalla

opetellaan polynomien tekij6ihin jakoa polynomin nollakohtien avulla. [16, 20]

Lyhyen oppimééran kolmas kurssi MAB3 on geometriasta. Geometriakurssin kes-
keisia sisalt6ja ovat kuvioiden yhdenmuotoisuus, suorakulmaisen kolmion trigono-
metria, Pythagoraan lause, pinta-ala ja tilavuus seka geometrian soveltaminen koor-
dinaatistossa. Vastaavasti myos pitkdn oppiméaédran kolmas kurssi MAA3 on nimel-
tdan geometria. Pitkdn oppiméaran geometrian keskeisia sisaltoja ovat kuvioiden ja
kappaleiden yhdenmuotoisuus, sini- ja kosinilause, ympyra seka kuvioiden ja kappa-
leiden mittojen ja kulmien laskeminen. Ero naiden kahden oppiméaéran vélissa tulee
siind, ettd pitkédssd oppimadrasséd esimerkiksi késite yhdenmuotoisuus laajennetaan

toisesta ulottuvuudesta kolmanteen ulottuvuuteen. [16]

3.3 Motivaatio ja oppiminen

Tédméa luku pohjautuu Katariina Salmela-Aron toimittamaan Motivaatio ja oppimi-
nen -teokseen [3]. Motivaatiota pidetddn yhtend merkittavimmisté tekijoista, kun
kaydaan lapi eri oppimismenestymiseen vaikuttavia tekijoitd. Kun oppilas kokee
opiskelunsa merkitykselliseksi, hdn suoriutuu paremmin kuin tilanteessa, jossa opis-
kelu koetaan merkityksettomaksi. Vastaavasti kuten oppimismenestys, myos moti-
vaatio ei ole yksiselitteinen. Kaydadn seuraavaksi lapi muutama Salmela-Aron mai-
nitsema motivaatioteoria. Teoriat ovat moderneja, mika nékyy niiden yhteisollisyy-

den ja tunteiden korostamisessa. [3]

Suosituimpana [3] motivaatioteoriana voidaan pitdd Ryanin ja Decin psykologis-
ta itsemddrddamisteoriaa, jota sovelletaan muun muassa koulutuksessa, tyoelaméssa
seké urheilussa. Teoria keskittyy siihen, kuinka hyvin yksilon sosiaalinen ympaéris-
to tukee perustarpeiden saavuttamista. Teorian mukaan yksilon perustarpeita ovat
kompetenssi, yhteenkuuluvuus ja autonomia. Kompetenssi on yksi tutkituimmista

psykologian ongelmista ja itseméaraytymisteoriassa kompetenssi tarkoittaa yksilon
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tarvetta suoriutua hyvin yksilolle tarkeissa asioissa. Teoriassa yhteenkuuluvuudella
viitataan siihen, ettd yksilo kokee itsensd merkitykselliseksi muille. Autonomiassa
motivaation kohteena olevan asian tulee olla vapaaehtoista. Kun yksilon edella mai-
nitut perustarpeet ovat kunnossa, niin motivaation kohteeseen liittyvien tavoitteiden

saavuttamista voidaan pitda ihanteellisena. [23]

Salmela-Aron mukaan toinen keskeinen motivaatioteoria on Ecclesin odotusarvoteo-
ria. Teorian mukaan yksilon motivoituminen tehtavaan riippuu siita, kuinka hyvin
yksilo uskoo suoriutuvansa tehtévasta ja kuinka térkedna han tehtéavaéd pitad. Mi-
nakasitysta pidetdan teoriassa keskeisena. Jos opiskelija mielestadn omaa riittavan
kompetenssin suoritettavaan tehtédvaan, tehtédvastd suoriutuminen on todennékoi-

sempdd kuin tilanteessa, jossa yksilo ei luota itseensa. [3]

Kolmas Salmela-Aron nimedmé teoria on Dweckin tavoiteorientaatioteoria. Dwec-
kin teoriassa oppijat voidaan jakaa minasuuntautuneisiin tai tehtavasuuntautunei-
siin oppijoihin. Naiden oppijatyyppien erona on se, etta tehtéavaorientoitunut oppi-
ja motivoituu itse tehtévasta ja mindsuuntautunut oppija haluaa osoittaa olevansa
tehtavéssd parempi kuin muut. Dweckin mukaan motivaation ja pitkajanteisemmén
opiskelemisen kannalta tehtavasuuntautunut oppija on parempi oppija. Dweck se-
littad taman silla, ettd tehtavasuuntautunut oppija uskoo kykyjen olevan opittu-
ja ja ymmartaa nédiden kykyjen oppimisen vaativan suurta panostusta. Toisaalta
Dweckin mukaan mindsuuntautunut oppija pitda kykyja luontaisina, minka vuoksi

mindsuuntautunut oppija luovuttaa helposti vastoinkdymisten ilmentyessa. [3]

Neljas Salmela-Aron mainitsema teoria on Salmela-Aron ja Upadyayan vaatimus-
ten ja voimavarojen merkitys oppimiselle ja hyvinvoinnille. Teorian mukaan oppijan
vaatimusten ja resurssien suhde méaarittaa oppijan motivoitumisen ja hyvinvoinnin.
Liian suuret vaatimukset oppijan voimavaroihin ndhden vaikeuttavat tulevaisuudes-
sa oppijan oppimista ja hyvinvointia. Toisaalta tietty vaatimustaso on oltava, etta
voidaan saavuttaa vaadittu oppi. Kuitenkin oppijoiden resurssit ovat yksilokohtai-

set, minkd vuoksi myds vaatimustasojen on oltava yksilokohtaisia. [25, 3]

3.4 Pelillisyys ja pelillistaminen

Tilastokeskuksen vuoden 2017 raportin mukaan vuodesta 1990 ldhtien pelaaminen
ja erityisesti videopelaaminen on lisdantynyt merkittavasti. Viela 90-luvun alussa
vain lasten ja nuorten aktiviteettina pidetty videopelaaminen on yleistynyt laajem-
min véiestorakenteeseemme: 90-luvun alussa noin 13 % véestostd harrasti ainakin
kerran vuodessa videopelaamista, kun taas vuonna 2017 vastaava lukema on noin

55 % vaestostamme. Kun tarkastelujoukkona on 10 — 14 vuotiaat, niin perati 98 %
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tasta ikaryhmaésta pelaa ainakin kerran kuukaudessa videopeleja. [1] Liséksi perus-
koulun opetussuunnitelmassa on viitteita, jotka puoltavat esimerkiksi matematiikan
opetuksessa oppimispeleja [20]. Néin ollen on perusteltua pelillistid ja tuoda pelin-

omaisuutta erityisesti peruskoulun oppitunneille [1, 20].

Erdén pelillistdmisen (engl. gamification) mééritelmdn mukaan pelillistdmiselld tar-
koitetaan videopeleistd tuttujen elementtien integroimista ei-pelilliseen ympéris-
toon. Naiden elementtien yhtenaistamisen paatarkoituksena on madaltaa kynnysta
ei-pelillisesta aktiviteetista suoriutumiseen. [5] Videopeleista tutut elementit kuten
kilpailullisuus, pisteet, roolit seka tavoitteellisuus usein lisaavét ei-pelillisen aktivi-
teetin viihdearvoa seka auttavat motivoitumaan aktiviteettiin aiempaa paremmin
22, 29, 10].

Akateemisesti pelillistdmisella on olemassa useita eri maaritelmié riippuen konteks-
tista. Thmisen ja tietokoneen vélisessa vuorovaikutuksessa pelillistamisella tarkoite-
taan pelisuunnittelemiseen kuuluvien elementtien kéiyttoa ei-pelillisessa kontekstis-
sa. Palveluiden mainostamisessa pelillistdmisestd puhuttaessa viitataan prosessiin,
jonka tarkoituksena on motivoida kéayttdjdaa pelillisten kokemusten avulla. Yritys-
toiminnassa pelillisyys tarkoittaa pelillisten elementtien ja pelin suunnittelemiseen

kéytettiavien tekniikoiden kayttoa ei-pelillisessa kontekstissa. [13, s. 28-29]

Pelillisyys ja pelit voidaan jakaa kahteen kategoriaan, joista ensimméinen on vithde-
pelien kategoria. Kategoria pitda sisalldan tavallisen nuorten suosiman pelaamisen,

jossa pelillisyyden arvo on sen tarjoamassa viihteellisyydessa. [29]

Toisena kategoriana voidaan pitda hydtypeleji (engl. serious games), jotka voivat
peruselementeiltaén olla vastaavanlaisia kuin viihdepelit. Kuitenkin hyotypelin arvo
on sen tarjoamassa konkreettisessa arkielaméan hyodyssé. Molemmissa pelityypeissa
voi kehittyd paremmaksi, mutta hyotypelin tarjoama taito on aina sovellettavissa

arkielamédan toisin kuin viihdepeleissa. [29]

Opetuksessa helpointa on kayttda tai muokata jo valmiina olevia hyotypeleja, jotka
vastaavat opetettavaa oppisisaltod. Vastuu pelien tekemisestd voidaan siirtda myos
oppilaille, silla tdma parantaa oppilaiden motivaatiota, osaamista sekd ryhmatyo-
taitoja [22, 7]. Lisaksi oppilaat saattavat tietda opettajaa paremmin tarjolla olevista
hyotypeleista, joten oppilaiden toiveiden kuunteleminen on hyodyllistda. Kaytetta-
va peli voi sisaltaa viihdepelillisyydesta tuttuja elementteja kuten kilpailullisuuden,

pisteytyksen, palkinnot seké viihteellisyyden. [22]
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4 Syklin 1 kehittamistuotoksen kuvaus

Tassa luvussa esitellian ensimmaisen syklin kehittamistuotos ja kuvaillaan, miten
kehittamistuotokseen péddyttiin. Ennen tutkimusta luotiin LUMATE:n [27] jérjes-
tamé matematiikan kertauskurssi yhdeksasluokkalaisille, jota kehitettiin kehittédmis-
tutkimukselle tyypillisin ottein. Tutkimus alkoi palaverilla, johon osallistuivat tut-
kimuksen tekijéan lisdksi toinen maisterivaiheen opiskelija ja kurssin suunnittelija
Yka Lahteenmaéki, tyon ohjaajat sekd LUMATE-keskuksen Susanna Petéjisto, Eeva
Maikela ja Laura Salkonen. Ennen palaveria tiedettiin, etta tarkoitus on jarjestéa
yvhdeksésluokkalaisille suunnattu matematiikan kertauskurssi. Palaverin aikana so-
vittiin myos yksityiskohtaisemmin opinnaytetyosta. Kertauskurssin lukujéarjestys on
Taulukossa 4.1.

Taulukko 4.1 Matematitkan kertauskurssin lukujdrjestys.

25.2 - 1.3.2019 09.00 - 11.45 12.30 - 15.00
Esittelyt, tutustumiset, Eiffk’ei?;tak;lz Soklili,suus
Maanantai (Yka) lukujoukot seka i} Ja Jaos
. seka luvun jakaminen
suuruusvertailua o s
tekijoihin
Tiistai (Yk&) Murtoluvut Suhde ja prosentit
Keskiviikko (Robin) Potenssit Juuret
Torstai (Robin) Polynomilausekkeet Yhtalot ja yhtalopari
Perjantai (Robin) Rationaalilausekkeet Pelivara ja yhteenveto

Kertauskurssin jarjestdmisajankohdaksi sovittiin hiihtolomaviikko ja oppituntien ai-
hepiirisisalto valittiin Taulukon 4.1 mukaiseksi. Paivin aikana pidettiin noin 10 mi-
nuutin taukoja tunnin véalein seka yksi 45 minuutin ruokailutauko aamu- ja pai-
vaosioiden vélisséd kello 11.45 - 12.30. Perjantain toinen osuus vietettiin oppilaiden
toiveiden mukaisesti: Muutama oppilas halusi pelata Kahootia [11], osa oppilais-
ta halusi kokeilla uusia oppimispeleja seka loput halusivat kaydé lapi aihepiireja,
joita eivat olleet kurssin aikana ehtineet opettelemaan. Taulukon 4.1 paivayksen
vieressa oleva nimi viittaa kyseisen paivamaardn materiaalin pédavastuussa olleeseen
opettajaan. Oppitunnit jarjestettiin oppilaille tutussa ympéristossé eli tavallisessa
luokkahuoneessa Tampereen yliopiston normaalikoulun lukion tiloissa. Tilaisuudet
pidettiin kiireettomina, mika ilmenee esimerkiksi siita, ettd tauotukset eivit olleet
tasmallisia tai kotitehtaviéd ei ollut. Itsemaardamisteorian mukaan motivoitumisen

perusedellytyksend on vapaaehtoisuus [23] , joka oli kurssin aikana korostettu teema.

Kurssimateriaalina kédytettiin Hamdin ja Léhteenméen laatimia Kahoot-visoja, toi-
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minnallisia aktiviteetteja sekd oppikirjaa. Materiaalin laadinnassa on hyodynnetty
peruskoulun ja lukion opetussuunnitelmia [20, 16], jotka kannustavat oppimispelien
hyodyntamiseen opetuksessa, seka tutkimuksia [22, 29, 10, 3], jotka puoltavat pelil-
lisyyden lisdavan opiskelumotivaatiota. Kuvassa 4.1 on kurssille laaditun oppikirjan
kansilehti.

Kuva 4.1 Oppikirjan kansilehden teemaksi on valittu hithto, joka on hiihtoloman vuoksi
ajankohtainen teema. [18]

Oppikirjan aihepiirisisalto koostuu peruskoulun opetussuunnitelman perusteiden

(2014) matematiikasta, joskin kirjan tarkoitus ei ollut kokonaan kerrata peruskoulun
matematiikkaa. Jatko-opinnoissa esiintyvat matematiikan oppimisvaikeudet johtu-
vat opetushallituksen raportin mukaan algebran ja lukuteorian heikosta osaamisesta
[2], mink& vuoksi néité aihepiirejd on selvésti painotettu kurssilla ja oppikirjassa.
Kirja siséltda myos tédhtimerkittyja (*) osioita, jotka ovat lukion opetussuunnitel-
man perusteiden (2015) mukaan lukion alussa kaytavia aihepiireja. Kuvassa 4.2 on

kirjan sisallysluettelo.
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Kuva 4.2 Kertauskurssin oppikirjan aihepiirisisdlto.

Kirjan materiaali noudattaa hyvin perinteista oppikirjan kaavaa, jossa kunkin lu-

vun aloittaa teoriaosuus. Teoriaosuuden tarkoituksena on auttaa oppilasta sisdisté-

maan aihepiirisisalto. Teoriaosuudet ovat peruskoululle tyypillisesti esimerkkivoit-

toisia, minka tarkoituksena on varmistaa oppilaiden suoriutuminen laskutehtavista.

Kuvassa 4.3 on esimerkki kirjan teoriaosuudesta.
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2.10. Ensimmaisen asteen polynomiyhtalot ja yhtaloparit

Esimerkki 1. Ratkaise yhtdlo 3x + 1 = x — 2.
Ratkaisu:
3x+1=x-2 | —x

3x+1—x=x—-2—x
3x—x+1=x—x-—-2

2x+1=—2 -1
2x+1-1=-2-1
2x = —3 |:2
3
*=73

Yhtéloa ratkaistaessa haluamme paétya lopputulokseen, missi yhtdsuuruusmerkin vasemmalla
puolella on ratkaistava muuttuja, jonka kerroin on 1 ja toisella puolella loput termit.

1) Halusimme yhtdlon muuttujat yhtdlon vasemmalle puolelle. Vdhensimme yhtdlostd
puolittain x, silld x — x = 0, eli toisin sanoen —x on yhtélon oikealla puolella olevan
termin x vastaluku.

2) Halusimme yhtdlon vakiot yhtélon oikealle puolelle. Vahensimme yhtéldstd puolittain luvun
1 vastaluvun -1, silla1 — 1 = 0.

3) Yhtélod ratkaistaessa halusimme tietdd, mitd ratkaistavissa oleva muuttuja x = 1 - x on.

Jaoimme yhtdlon puolittain luvulla 2, silld 2: 2 = 1. Tédssa olisi voinut my0s vaihtoehtoisesti
12 2
—=-=1.

kertoa puolittain luvun 2 kddnteisluvulla %, silléi% -2 = =)

Kuva 4.3 Oppikirjan luvun Ensimmdisen asteen polynomityhtdldt ja yhtdldparit ensim-
mainen Sivu.

Tehtéavien vaikeustaso rakennettiin siten, ettéd heikoimmat opiskelijat pystyvat suo-
riutumaan kunkin kappaleen alkupédan tehtavista. Toisaalta kunkin kappaleen lo-
pussa on myOs muutama haastavampi tehtdva osaavammille oppilaille. Oppilaan
motivoitumisen kannalta on tarkead, etta oppilas huomaa pystyvansa suoriutumaan
uuden oppikirjan tuomista haasteista. Hyva suoriutuminen helpoista tehtavista voi
nikyd myos parempana haastavien tehtévien suorittamisena [3]. Kuvassa 4.4 on kir-

jan Polynomi -luvun haastavampia osoitustehtavia.
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Eli johda ns. binomikaavat.

146.Tehtdvassa 90. tutkimme luvun nelion ja lukua yhden verran pienemmén luvun nelion
vilistd erotusta. Johda yleinen lauseke erotukselle-

Vihje: Merkitién ensimmaéinen luku x + 1, jolloin yhden verran pienempi luku on x. Tamén
jélkeen voidaan sieventédd lauseke

(x+1)% —x?,

jonka lopputuloksena saadaan tehtdvassa 90. havaittu tulos siten, ettd se patee kaikilla
luvuilla x + 1 ja x.

147. Olkoon terdvidkulmainen kolmio kuvan merkinndin.

h
[{] ;

a h

(a+b)-h

Osoita, ettd kyseisen terdvakulmaisen kolmion pinta-ala A = 5

T, N . . . . kanta-kork
Vihje: Tieddmme, ettd suorakulmaisen kolmion pinta-alalle pitee Ay, = M

Muodosta kuvassa olevan kahden pienemmaén suorakulmaisen kolmion pinta-alan lausekkeet
A; ja A,. Laske ndma lausekkeet yhteen ja sievenna.

Kuva 4.4 Kappaleen Polynomi toinen tehtdvdsivu, jonka tehtdvid voidaan pitdd kyseisen
kappaleen haastavimpina tehtdvind yhdeksdsluokkalaisen ndakokulmasta.

Oppikirja suunniteltiin ensisijaisesti peruskoulun matematiikan kertaamiseen, mut-
ta Kuvan 4.4 tehtavit ovat esimerkki siita, ettd kurssin tarkoitus oli my6s madal-
taa jatko-opintoihin liittyvaa kynnysta. Kuvassa 4.4 olleen tehtavan 147. tarkoitus
oli my6s integroida peruskoulun opetussuunnitelman perusteiden (2014) mukaista
geometriaa polynomilaskentaan. Kuvassa 4.5 on esimerkki siitd, millaisia kurssin

Kahoot-visa -tehtévat olivat.
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Jaatelotuutti on suora ympyrakartio. Mika sen tilavuus on? ®

Skip

Answers

‘ V=1/21Tr2h

Kuva 4.5 Lopputasotestin kymmenes kysymys. Testi suoritettiin Kahoot-visana.[21, 11]

Kurssilla jarjestettiin Kahoot-visoja, joiden suorittamiseen kului aikaa noin 5-15
minuuttia visaa kohden. Kahoot-visoja kaytettiin padosin kertauksena oppituntien
alussa sekd myoOs oppilaiden osaamisen kartoittamiseen, silla Kahootilla pystyi seu-
raamaan oppilaiden vastauksia. Kahootin pelillisten elementtien avulla yritettiin
motivoida oppilaita [22, 29, 10].

Kurssilla jarjestettiin oppimispelejé, joiden tarkoitus oli Kahootin tapaan saada op-
pilaat motivoitumaan matematiikkaan. Kuvassa 4.6 on polynomiaiheisen Afrikan

téahti -pelin ohjeistus.



POLYTAHTI

DPeliohieet

e Pelissa on kaksi vaihetta: punainen ja sininen. Sinisessa vaiheessa
kerataan rahaa niin paljon, etta pelaaja voi ostaa itselleen pelioikeu-
den punaiseen pelivaiheeseen.

® Peli paattyy, kun joku pelaajista [6ytaa punaisten pelilaattojen jou-
kosta tahtien tahden: polytdhden.

Pelin kulku

Nosta sininen tehtava keitinlasista. Suorita lasku. Etsi kaytavan seinalta pe-
lilaatta, jossa on sama tulos kuin saamasi vastaus. Kdanna laatta ja katso
oletko ansainnut rahaa. llmoita pankkiirina toimivalle opettajalle raha-
summa ja nayta suorittamasi laskutehtava. Tarvitset 1000 puntaa, jotta
voit ostaa pankkiirilta pelioikeuden punaisiin tehtaviin.

Paastyasi pelin toiseen vaiheeseen jatkat kuten edelld, laskien punaisia teh-
tavia keitinlasista 2. Rahaa ei enaa kerata, mutta myos nyt vastaukset pitaa
etsia kaytavalta. Peli jatkuu niin kauan, etta joku pelaajista l0ytdaa polytah-
den. Tahden loytanyt pelaaja ilmoittaa: “Peli seis. Polytéhti on I6ytynyt.
Kaikki pelaajat paikoilleen!” Polytdahden loytdja on voittanut pelin.

Arvot: topaasi (kelt.) 100 £, smaragdi (vihr.) 300 £ ja rubiini (pun.) 500 £

Kuva 4.6 Alkuperdisestd murtotihdestd muokattu polynomiatheinen Afrikan tahti -peli.
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Vastaavalla 4.6 konseptilla pelattavia matematiikka-aiheisia peleja luotiin oppilai-
den pyynnosta alkuperaisen murtotahden ja muokatun polytdhden lisaksi myos po-
tensseista ja neli6juurista. Konsepti séilyi muuten samana, mutta laskut vaihdettiin
aihepiirin mukaan. Pelit sisalsivat pelinomaisia piirteita, kuten pisteytys, kilpailul-
lisuus, roolit, satunnaisuus seké tavoitteellisuus [29]. Kahootin tapaan oppilaiden
oppimista pystyi pelien aikana seuraamaan aktiivisesti, joskin se oli hieman hanka-

lampaa johtuen pelien satunnaisuudesta seké vastausten tallentumattomuudesta.
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5 Kehittamistutkimuksen menetelma ja tulokset

Tassa luvussa esitellaan tutkimuksen tutkimusmenetelmé seké vastataan tutkimus-
kysymyksiin oppilaiden ja asiantuntijoiden palautteiden perusteella. Kehittamistut-
kimus koostui kahdesta syklisté, joista ensimmaisesséa analysoitiin oppilaiden palaute
koko kurssiin liittyen. Toisessa syklissé selvitettiin opettajien ndkemys kurssille laa-
ditusta oppikirjasta kyselylomakkeen avulla ja kehitettiin kirjaa tdméan perusteella.

Vastaajat ovat anonymiteetin vuoksi numeroituja.

5.1 Tutkimusmenetelma

Tutkimuksessa kaytettiin useita eri aineistoja, mistd voidaan kayttda nimitysta
aineistotriangulaatio [24]. Tutkimuksessa kerétty aineisto on tiivistetty Taulukkoon
5.1.

Taulukko 5.1 Kooste tutkimuksen toteutuksesta.

Aineisto Tavoite
Svkli 1 Alkukysely, 1ahto- ja lopputasotesti,
(0 Y ilaat) loppukysely seka oppilaiden suullinen | Tutkimuskysymykset 1-3
PP palaute
(oiﬁ(tl;ji ) Oppikirjan arviointilomake Tutkimuskysymys 3

Kurssin alussa jéarjestettiin lahtotasotesti, jonka tuloksia verrattiin kurssin lopussa
jarjestettyyn vastaavaan lopputasotestiin. Testit jarjestettiin Kahootilla ja ne sisal-
siviat 16 monivalintakysymysta (1-4). Testien aihepiirit olivat padosin kurssilla kéy-
tyjé asioita, mutta sisdlsivit myos aihepiirisisaltoja, joita ei kurssin aikana ehditty
kdyméan. Testien avulla pyrittiin selvittaméaan, milla tavoin kertauskurssi vaikut-
ti osallistujien matematiikan osaamiseen. Lahto- ja lopputasotesteihin osallistui 10

oppilasta.

Oppilaat tekivat kurssin alussa alkukyselyn, jonka avulla selvitettiin, millaisena
yhdeksésluokkalainen kokee kertauskurssin kurssin alussa. Alkukysely sisélsi neljé
avointa kysymystéa. Alkukyselyyn vastanneita oppilaita oli 14. Liséaksi kurssin lopus-
sa jarjestettiin laajempi loppukysely, joka sisélsi 20 Likert-asteikollista (1-5) ja viisi
avointa kysymystd. Loppukyselylla selvitettiin, milla tavoin kertauskurssi vaikutti
osallistujien matematiikan motivaatioon ja osaamiseen seka miten kurssille laadittua

materiaalia voisi kehittda. Loppukyselyyn vastasi 13 oppilasta.
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Oppilailta kerattiin myos suullista palautetta, joiden avulla selvitettiin vastausta
kaikkiin tutkimuskysymyksiin. Suullista palautetta ei kerdatty yhté jarjestelmaéllisesti
kuin edella mainittuja palautteita, vaan palaute kertyi oppilaiden huomautuksista

seké keskusteluista oppilaiden kanssa.

Kurssin jalkeen laadittu oppikirja lahetettiin kolmen asiantuntijan arvioitavaksi.
Asiantuntijat vastasivat oppikirjan arviointilomakkeella, joka sisalsi 11 Likert-astei-
kollista (1-5) ja neljé avointa kysymysta. Sekéd opettajien arviointilomakkeen etta
oppilaiden palautteen avulla oppikirjan kehityskohteet havaittiin ja kurssia paran-

nettiin.

5.2 Kertauskurssin vaikutus oppilaiden matematiikan osaa-

miseen

Kurssin osallistujien viimeisimmén todistuksen matematiikan arvosanat esitetdan
Kuvassa 5.1. Arvosanajakauma on keratty 14:1ta oppilaalta kurssiosallistumisen yh-

teydessa.

Vastausten
lukumairia
7

S = N W kA~ N

H B [l
5 6 7 8 9 10  Arvosana

Kuva 5.1 Oppilaiden viimeisimmdn todistuksen matematitkan arvosanajakauma.

Arvosanajakauman moodi on arvosana 7 ja aritmeettinen keskiarvo on 7,5. Ar-
vosanajakauman perusteella ryhmé oli osaamiseltaan heterogeeninen ja tasoltaan

tyydyttavid (arvosana 7) keskiméérin osaavampi.

Kurssin aikana suoritettujen alku- ja lopputasotestien tulokset esitetdan Kuvassa
5.2. Oppilaat on anonymiteetin vuoksi numeroitu vaaka-akselille yhdesta kymme-

neen.
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Pistemaara
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16
14
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12
1
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Oppilas

Kuva 5.2 Lihto- ja lopputasotestien tulokset. Testeissd oli 16 kysymystd, joista sai yhden
pisteen oikeasta vastauksesta ja nolla pistettd vadrdstd vastauksesta.

Kahdeksan oppilasta suoriutui lopputasotestistd paremmin kuin alkutasotestisté,
yhden oppilaan suorituksissa ei ollut muutosta ja yksi oppilaista suoriutui heikom-

min lopputasotestissa.

Studentin t-testi on yksi tehokkaimmista testeistd kahden toisistaan riippumatto-
man otoksen vertailuun. T-testin luotettavuuden edellytyksené ovat iso otoskoko ja
aineiston normaalijakautuneisuus. T-testin sijaan voidaan kayttaa Wilcoxonin jér-
jestyslukutestia, joka on yksi tehokkaimmista jakaumasta riippumattomista testeis-
ta. Wilcoxonin testissa ei tarvitse olettaa aineiston normaalijakautuneisuutta eika
otoskoon tarvitse olla suuri, minkd vuoksi Wilcoxonin testin kaytto t-testin sijaan
on perusteltua Kuvan 5.2 aineiston analysoimessa. [12] Lahto- ja lopputasotestien

keskiarvot sekd Wilcoxonin testin p-arvo on koottu Taulukoon 5.2.

Taulukko 5.2 Ldhto- ja lopputasotestien oikeiden vastausten lukumddran keskiarvo sekd
Wilcozon testin p-arvo.

Lahtotasotestin keskiarvo Lopputasotestin keskiarvo p-arvo
6,8 9,5 0,015

Aineiston nollahypoteesinéd pidetdén tulosta, jonka mukaan oppilaiden matematii-
kan osaamisessa ei tapahtunut muutosta. Wilcoxonin testin p-arvo on tunnusluku,
jonka suuruus vastaa nollahypoteesin voimakkuutta. Kuvan 5.2 aineiston Wilcoxo-

nin testin p-arvo 0,015 on merkittavésti pienempi kuin nollahypoteesin rajana pi-
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detty 0,05, minka vuoksi nollahypoteesi voidaan hyléaté [4]. Taulukon 5.2 perusteel-
la oppilaiden matematiikan osaaminen parantui kurssin aikana merkittavasti, mita
voidaan pitad luotettavana testituloksena p—arvon perusteella. Kuvassa 5.3 on lop-

pukyselyn Likert-asteikollisien kysymyksien oppimiseen liittyvé tutkimusaineisto.

14
12
10
8
6
: i
; O m
Opin Opin Opin Koen
matematitkkaa ~ matematitkkaa ~ matematiikkaa ymmartiavani
laskutehtdvien  Kahootin avulla.  toiminnallisista ~ matematiikkaa
avulla. aktiviteeteista. paremmin kurssin
jédlkeen kuin ennen
kurssia.
® Samaa mielti Ei samaa eiki eri mieltd ™ Eri mieltd

Kuva 5.3 Loppukyselyn matematitkan osaamiseen listtyvdt Likert-astetkolliset kysymuyk-
set.

Kuvan 5.3 perusteella oppilaista selva enemmisto kokee kurssin vaikuttaneen positii-
visesti heiddn matematiikan osaamiseen, ja suurin vaikuttava tekija on ollut kurssin
aikana lasketut laskutehtévat. Kahoot-visoja ja toiminnallisia aktiviteetteja ei pidet-
ty oppimisen kannalta yhtd merkittdvina kuin laskutehtévia, mutta toiminnallisia
aktiviteetteja pidettiin osaamisen kannalta téarkedimpana kuin Kahoot-visoja. Tau-

lukkoon 5.3 on teemoiltetu vastaukset avoimeen kysymykseen: "Mité opit kurssilla?"

Taulukko 5.3 Oppilaiden loppukyselyn teemoitellut vastaukset kysymykseen: "Mitd opit
kurssilla?"

Teema Frekvenssi Esimerkkisitaatti
Yksittai . . . . .
aihzl amen 6 'Opin suhteiden késittelyé." (oppilas 12)
Vanhat "Kurssilla ei ollut paljoa uutta asiaa, mutta tehtéavét
. 4 . - .
aiheet olivat hyvia." (oppilas 12)
Koko ] e e e e e ey .
Jurssisisilts 3 no kaikki mita kaytiin lapi" (oppilas 4)

Yksittdinen aihe -teeman oppilaat nimesivat yhden tai useamman kurssin aikana

opitun aiheen. Yksittaisista aiheista suhde esiintyi eniten oppilaiden vastauksissa.
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Vanhat aiheet -teeman oppilaat tunnistivat kurssilla kdydyn matematiikan ylakou-
lun kertaavaksi. Koko kurssisisilto -teeman oppilaat kertoivat, etta oppivat koko

kurssisisallon. Jokaisen teeman vastaukset olivat oppimisen kannalta positiivisia.

Suullisen palautteen perusteella muutama opiskelija tunnisti prosenttilaskennan ja
suhteen vanhan kertaamiseksi, mutta kokivat ndiden harjoittelemisen olleen paikal-
laan, silld laskurutiinia néista aiheista ei ollut. Eras oppilas ihmetteli polynomien
sieventamisen 3.1.1 yksinkertaisuutta, vaikka oli aiemmin kokenut polynomit hyvin
vaikeaksi. Yleisesti oppilaiden suullisesta palautteesta havaittiin, etta oppilaiden ma-

tematiikan osaamisen taso oli kehittynyt paremmin kuin he osasivat itse odottaa.

5.3 Kertauskurssin vaikutus oppilaiden matematiikan mo-

tivaatioon

Oppilailta kysyttiin alkukyselyn toisena kysymyksené, miksi he ovat osallistuneet

kurssille. Tamén kysymyksen teemoitellut vastaukset ovat Taulukossa 5.4.

Taulukko 5.4 Alkukyselyn oppilaiden vastaukset kysymykseen: "Miksi olet kurssilla?"

Teema Frekvenssi Esimerkkisitaatti
Matematiikan osaaminen 9 "Oppimassa paremmin matikkaa" (oppilas 2)
Vanhemmat 5 "faija laitto" (oppilas 7)

Suurin osa vastaajista ilmoitti kurssille osallistumissyyksi matemaattisten taitojen-
sa kehittamisen. Viiden vastaajan vanhemmat olivat heidat kurssille pakottaneet,
minké vuoksi itseméaradmisteorian nojalla naiden viiden opiskelijan motivoiminen

olisi haastavaa.

Alkukyselyn kolmannen kysymyksen avulla selvitettiin oppilaiden ndkemyksid ma-

tematiikasta. Kolmannen kysymyksen vastaukset on teemoiteltu Taulukkoon 5.5.

Taulukko 5.5 Oppilaiden vastaukset kysymykseen: "Mikd on mielipiteesi matematiikas-
ta?"

Teema Frekvenssi Esimerkkisitaatti
Kiinnostuksen puute 6 "Ei osaa, ei jaksa, ei kiinnosta' (oppilas 1)
Neutraalit ilmaisit 4 ei (?1(?. "lemplz.nneem, mutta olisi kivempi osa-

ta sitd" (oppilas 3)
Mielenkiintoisuus 4 "tykkdan matikasta." (oppilas 6)

Teemojen Kiinnostuksen puute ja Neutraalit ilmaisut -vastaajia yhdistda se, etté
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heidan minékésityksen mukaan heiddan matematiikan taidot ovat puutteellisia. Odo-
tusarvoteorian mukaan nailla oppilailla on ongelmia motivoitua kurssin matematiik-
kaan. Naiden teemojen mukaisesti vastanneiden ero on siiné, etta Neutraalit ilmaisut
-oppilas haluaa kehittda matematiikan osaamistaan Kiinnostuksen puute -oppilaasta
poiketen. Teeman Mielenkiintoisuus -oppilas on kiinnostunut matematiikasta ja ha-

luaa oppia matematiikkaa.

Kuvaan 5.4 on kerétty loppukyselyn Likert-asteikolliset kysymykset kurssin koko-

naiskuvasta, joiden oletetaan riippuvan oppilaan motivaatiosta.

14
12
10
8
6
4
2 I

Kurssi Viihdyin kurssilla. Kahoot -visat Toiminnalliset
kokonaisuudessaan motivoivat minua aktiviteetit
motivoi matematiikan motivoivat minua
matematiikan opiskeluun. matematiikan
opiskeluun opiskeluun.
jatkossakin.
B Samaa mieltad Ei samaa eikd eri mieltd M Eri mielta

Kuva 5.4 Loppukyselyn Likert-asteikolliset kysymykset kurssin kokonaiskuvasta. Tarkas-
teltavana on kokonaiskuva motivaation kannalta.

Kaikki vastaajat kokivat kurssin viihdyttdvané, ja kurssilla oli vastausten perusteel-
la positiivinen vaikutus oppilaiden matematiikan motivaatioon. Kurssin oppituntien
valisia tauotuksia voidaan ainakin maéaarallisesti pitda sopivina. Kurssilla opetetta-
vien aihepiirien opetustahti jakoi mielipiteitd. Kuvaan 5.5 on keratty loppukyselysta
Likert-asteikollisia kysymyksid, jotka vastaavat oppilaiden nédkemykseen pelillisyy-

den hy6dyntédmisesta motivoinnissa.
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14
12
10
8
6
4
.
0 [
Kahoot -visat motivoivat Toiminnalliset Toiminnalliset
minua matematiikan aktiviteetit motivoivat aktiviteetit olivat
opiskeluun. minua matematiikan hauskoja.
opiskeluun.
® Samaa mieltd Ei samaa eiki eri mieltd ™ Eri mieltd

Kuva 5.5 Loppukyselyn Likert-asteikolliset kysymykset kurssin pelillisyydesta.

Yhta vastaajaa lukuunottamatta kaikki oppilaat kokivat toiminnalliset aktiviteetit
viihdyttaviksi, joka oli pelillisyysteorian mukaan odotettu tulos. Myonteisten vas-
tausten lukumédra véaheni, kun oppilailta kysyttiin toiminnallisten aktiviteettien
vaikutusta heidan motivaatioonsa. Motivaation kannalta toiminnalliset aktiviteetit

koettiin Kahoot-visoja hytdyllisemmiksi.

Taulukkoon 5.6 on teemoiteltu oppilaiden vastaukset kysymykseen: "Miké oli kurssil-
la parasta ja miké huonointa?" Vastausten avulla tdydennetadn aiemmin tutkittuja

Likert-asteikollisten kysymyksien vastauksia.

Taulukko 5.6 Oppilaiden vastaukset loppukyselyn avoimeen kysymykseen: "Mikd oli kurs-
silla parasta ja mikd huonointa?"

Teema Frekvenssi Esimerkkisitaatti
Kahoot 5 "Kahootit oli parasta" (oppilas 4)
i\: :;Eiizgi{;: 3 "Parasta oli vaikeat tehtavét" (oppilas 12)
gﬁégiﬁ;ﬁ?set 3 "parasta oli tauot ja kaikki tahtipelit" (oppilas 1)
Oppimisympérists 3 ;113121"2?32 Iggi;(‘e?t(z ;giirsng)éiristé. Tunnit voisivat

Oppilaat siséllyttivit vastauksiinsa kurssin parhaan asian, mutta kukaan ei nimen-
nyt kurssilta huonointa asiaa. Teemoihin Matematitkan laskutehtdvdt, Toiminnal-
liset aktiviteetit tai Oppimisympdristo luokiteltiin kolmen eri oppilaan vastaukset.
Aiempiin Likert-asteikollisiin vastauksiin 5.3 ja 5.4 verrattuna teema Kahoot esiintyi

esimerkiksi teemaa Toiminnalliset aktiviteetit enemmaéan.
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Kurssin aikana havaittiin, ettd erityisesti lahjakkaammat oppilaat motivoituivat
haastavista laskutehtévista. Osaavammat oppilaat saattoivat esimerkiksi jattaa tau-
koja kayttdamatta, kun jokin haastava laskutehtava oli keskenerainen. Toisaalta hei-
koimmat opiskelijat vaikuttivat motivoituvan toiminnallisista aktiviteeteista ja Ka-

-hoot-visoista.

5.4 Kehitysehdotukset kurssimateriaalille
Luvussa 5.4.1 tarkastellaan oppilaiden antama palaute kurssin materiaalista. Vas-

taavasti luvussa 5.4.2 kdydéaan lapi asiantuntijoiden antama palaute kurssille laadi-

tusta oppikirjasta.

5.4.1 Sykli 1: Oppilaiden palaute materiaalista

Kuvaan 5.6 on keratty loppukyselyn Likert-asteikollisten kysymyksien vastaukset

Kahoot-visojen parantamiseen liittyen.

12
10
8
6
4
2
; - 0 =
Kahootit olivat Kahoot -visoja olisi Kahoot -visoissa olisi
vaikeustasoltaan sopivia. pitdnyt olla enemmén.  pitdnyt olla enemmén
miettimisaikaa.
= Samaa mielti Ei samaa eikd eri mieltd ™ Eri mieltd

Kuva 5.6 Loppukyselyn Likert-asteikollisten kysymyksien vastaukset Kahoot-visojen ke-
hittdmisesta.

10 vastanneista piti Kahoot-visoja vaikeustasoltaan sopivina ja kolme vastaajaa ei
ollut samaa eika eri mieltda. Vastausten perusteella ei voida sanoa, olisivatko naméa
kolme oppilasta halunneet vaikeampia vai helpompia visoja. 10 vastanneista oli sité
mieltd, ettd Kahoot-visojen miettimisaikaa ei tulisi kasvattaa. Toisaalta yksi vastan-
neista olisi toivonut enemmaén miettimisaikaa ja kaksi vastanneista ei osannut sa-
noa. Vastanneista kolme toivoi Kahoot-visoja enemman, toisaalta kaksi vastanneis-

ta toivoi niitd vihemmén. Loput kahdeksan eivat ottaneet kantaa Kahoot-visojen
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madradn. Kuvaan 5.7 on keratty loppukyselyn Likert-asteikollisten kysymyksien vas-

taukset toiminnallisten aktiviteettien parantamiseen liittyen.

9
8
7
6
5
4
3
2
1
0
Toiminnalliset aktiviteetit olivat Toiminnallista aktiviteettia oli liian
vaikeustasoltaan liian helppoja. vahén.
®m Samaa mielta Ei samaa eikd eri mieltd ™ Eri mielta

Kuva 5.7 Loppukyselyn Likert-asteikollisten kysymyksien vastaukset toiminnallisten ak-
tiviteettien kehittimisestd.

Palautteen perusteella toiminnalliset aktiviteetit eivét olleet helppoja eiké niita ollut
maédrallisesti lilan vahédn. Kuvaan 5.8 on kerétty loppukyselyn Likert-asteikollisten

kysymyksien vastaukset kurssille laaditun oppikirjan kehittdmiseen liittyen.

14
12
10
8
6
4
2
0 | [ |
Kirja oli Kirjan tehtdvdt  Kirjassa olevat Hyoddynnén kirjaa
helppolukuinen ja olivat liian teoriaosuudet jatkossa
selked. vaikeita. olivat liian pitkid =~ matematiikan
ja vaikeita. opiskeluun.
= Samaa mieltd Ei samaa eiki eri mieltd ™ Eri mieltd

Kuva 5.8 Loppukyselyn Likert-asteikollisten kysymyksien vastaukset kurssille laaditun
oppikirjan kehittdmisesta.
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Palautteen perusteella kirja oli esitysasultaan selkeé ja siiné ei ollut yhdeksésluokka-
laisen mielesta liian paljon vaikeaa teoriaa. Kirjan tehtavéit eivéit olleet enemmiston
mielesta liian vaikeita. Yleisestikin oppilaat pitivét kirjaa kayttokelpoisena myoés tu-
levaisuudessa, silla yksi vastanneista ei kayttaisi kirjaa jatkossa. Taulukossa 5.7 on

teemoiteltu oppilaiden kurssin kehittamiseen liittyvéit ehdotukset.

Taulukko 5.7 Oppilaiden vastaukset kysymykseen: "Mitd kurssissa pitdisi muuttaa?"

Teema Frekvenssi Esimerkkisitaatti
) . . "KAIKKI ON OK, EI TARVITSE MUUTTAA
Ei kehitettavaa 8 .
MITAAN" (oppilas 6)

o ) "Vaikeustasoissa oli vihan liian jyrkkaé vaihtelua.
Toiminnalliset . e . ) . ]

o 3 esim. tahtipelit oli ok ja domino oli todella vaikea'
aktiviteetit

(oppilas 13)

Kahdeksan vastaajan mielestéd kurssi tulisi jarjestda tulevaisuudessa juuri téallaise-
naan. Kolmen vastaajan mielesta kurssin toiminnalliset aktiviteetit kaipasivat ke-
hittamista. Erdan vastaajan mielestéd oppimispelien vaikeustason suhteen tulisi olla
huolellisempi ja toisen vastaajan mielesté naita oppimispeleja olisi voinut olla enem-

man.

Oppilaat huomauttivat keskustelujen yhteydessa, etta kurssille laadittu oppikirja
olisi pitanyt nitoa. Lisdksi kurssille laaditussa oppikirjassa oli virheita lasku- ja teo-

riaosuuksissa. Yksi kirjan sivuista ei myoskaan mahtunut tulostettuun versioon.

5.4.2 Sykli 2: Asiantuntijoiden palaute oppikirjasta

Taulukkoon 5.8 on kerétty asiantuntijoiden antama Likert-asteikollinen palaute

kurssille laaditusta oppikirjasta.
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Taulukko 5.8 Asiantuntijoiden Likert-asteikollinen palaute oppikirjasta.

Ei samaa
Vaittaméa Samaa mieltd | eikd eri | Eri mielta
mielta
Kirjan vaikeustaso on liian vaikea. 2 0 1
Kirjan teoriaosuudet ovat liian pitkié. 1 1 1
Kirja innostaa opiskelemaan 0 0 5
matematiikkaa jatkossakin.
Kirjan tehtavat ovat monipuolisia. 2 1 0
Teoriaosuudet tukevat hyvin 5 0 0
laskutehtévien tekemisté.
Laskutehtavit ovat liian vaikeita. 2 0 1
Teoria on hyvin kohdennettu ) 0 5
yhdeksésluokkalaisille.
Teoriaosuudet ovat liian suppeita. 0 0 3
Kirja on visuaalisesti miellyttava. 1 1
Kirjaan on valittu kertauksen 1 0 5
kannalta oleelliset aihepiirit.
Kirja on helppolukuinen ja selkeé. 2 0 1

Asiantuntijat olivat yksimielisesti sitd mieltéa, etta kirja ei innosta yhdeksasluokka-
laista matematiikan opiskeluun ja kirjan teoriaosuudet tukevat laskutehtavien teke-
mista hyvin. Muiden kirjaan liittyvien kehittdamisehdotuksien suhteen ei oltu taysin
yksimielisid. Kahden asiantuntijan mielesté kirja on vaikeustasoltaan liian vaikea,
teoriaosuus ei ole kohdennettu hyvin yhdeksasluokkalaiselle seké kirjan aihepiiriva-

linta vaatii kehittamista.

Tarkastellaan seuraavaksi asiantuntijoiden antamat avoimien kysymyksien vastauk-

set. Taulukossa 5.9 on vastaukset kysymykseen: "Missa kirja ei onnistunut?"
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Taulukko 5.9 Asiantuntijoiden vastaukset kysymykseen "Missd kirja ei onnistunut?"

Asiantuntija

Vastaus

Al

"Kertauksen kannalta aihepiirien valinta on mielestini outo. Yla-
koulun opettajana kertaisin viimeisimpané potenssilaskentaa noin
syvéallisesti. Osio 1:sen aihepiirit ovat ihan jarkevid. Geometria ja
funktiot puuttuvat. Potenssilaskennasta riittaéd yldkoulussa varsin

hyvin potenssilaskennan peruskésitteet."

A2

"Joissakin kohdin tuntui olevan "liian"matemaattinen lahestymis-
tapa esimerkiksi tehtavien ratkaisuissa. Joillekin tdma toimii,

jotkut saattaisivat haluta yksinkertaisempaa ldhestymistapaa."

A3

"Monessa kohdassa kirja tuntuu liikkuvan enemmaénkin lukiota-
soisen ajattelijan tasolla kuin ylidkouluikéisen. On joitain asioita,
jotka eivit kuulu ylakoulun oppiméaraan kuten Pascalin kolmio,
rationaaliyhtalotja binomien véliset kertolaskut. Myos teoriao-
suudet ovat valilla melko kirjainvoittoisia yldkouluikaisen luetta-

vaksi, kuten s. 174 murtolukujen laskusdannot."

Ensimmaéisen asiantuntijan vastauksen perusteella oppikirjassa késiteltiin liian sy-

véllisesti potensseja. Potensseja kasittelevéit luvut voisi korvata geometriaan ja funk-

tioon liittyvilla luvuilla. Toisen asiantuntijan vastauksesta ilmenee, etté kirjan ma-

tematiikka esitetddan liilan matemaattisesti. Kolmannen asiantuntijan vastaus tu-

kee toisen asiantuntijan vastausta. Lisdksi kolmannen asiantuntijan mukaan kirjan

ylospain eriyttavat osiot kuten rationaaliyhtalot eivat kuulu yhdeksasluokkalaisel-

le suunnatulle matematiikan kertauskurssille. Taulukossa 5.10 on asiantuntijoiden

vastaukset kysymykseen: "Miten parantaisit kirjaa?"
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Taulukko 5.10 Asiantuntijoiden vastaukset kysymykseen: "Miten parantaisit kirjaa?"

Asiantuntija Vastaus

"Visuaalisesti. On ikédvalukea kirjaa, jonka teoriaosuudet on péai-
osin kopioitu avoimesta oppikirjasta pikselimossoné. Miksi kayt-
taisin tatd oppikirjaa, kun samat asiat on hieman eri jarjestyk-
sessa avoimessa oppikirjassa. Tama oppikirja vaikuttaa lahinna
sen karsitulta kopiolta, mutta asianmukaiset lahdemerkinnat

Al avoimeen oppikirjaan on jatetty merkitseméatta. Yksi lahdemer-
kinta tokin 16oytyy, mutta suoria kopioita on myo6s muista avoi-
mista oppikirjoista kuin 9. luokan kirjasta. Avoimesta oppikir-
jasta kopioidut osat/yo-koetehtévét olisi ehdottomasti pitédnyt
kirjoittaa edes itse, ettd teoriaosuusksista/tehtéavista saisi pa-

remmin selvai."

"Kéytannon esimerkit ja tehtavit, kuten Hakametsan kaukalon
A2 koko olivat mielestani mielenkiintoisia, joten niité voisi olla kir-

jassa enemman."

"Helpottaisin vahan tehtévia ja helpottaisin teoriaosuuksien
luettavuutta. Lisdisin algebra-osioon joidenkin ylédkoulussa kési-
teltyjen kuvioin ja kappaleiden tilavuuden tai pinta-alan kaavat
A3 otsikoiden ne Algebran soveltamiseksi ja ne voisivat 16ytya esim.
laskutehtavista. Kirja voisi olla jopa hieman lyhyempi, jotta op-
pilas jaksaisi paremmin tarttua siihen eika tyoméaran paljous
toisaalta karkottaisi laiskempia ja toisaalta uuvuttaisi ahkeram-
pia.

Ensimmaisen asiantuntijan vastauksen perusteella kirjaa tulisi parantaa visuaalises-
ti. Kirjaan kopioidut osat kuten yo-tehtavéat tulisi kirjan tekijan kirjoittaa itse seké
my0s lahdeviitteet taytyy tarkistaa. Toisen asiantuntijan mielesta kirjassa voisi olla
kaytdnnon esimerkkeji, koska ndma lisdavit motivaatiota. Kolmannen asiantunti-
jan mukaan teoriaosuuksien luettavuutta tulisi parantaa. Lisdksi kirjaan voisi lisata

algebraosuuteen kappaleen geometriasta.

5.5 Tutkimuksen luotettavuus

Téassd kehittamistutkimuksessa otoskoko (n = 14) oli pieni, mutta oppilailta saa-
tua tutkimusaineistoa oli paljon. Pienen otoskoon vuoksi tuloksien yleistettavyys
on kyseenalainen. Lisdksi Deden mukaan pieni otoskoko suhteutettuna datan méaa-

rdan aiheuttaa ongelmia datan puolueettomassa ja objektiivisessa analysoimisessa.
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[19] Oppilasryhmaé oli arvosanajakaumaltaan tyydyttava 5.1, minké ei pitdisi antaa

etulyontiasemaa tuloksien mielekkyyteen 3.3.

Laadullisen tutkimuksen luotettavuuden mittarina voidaan pitad tutkimuksen siir-
rettavyytta [15]. Ryhméssa oli luokkahuonerakenne, jossa keskiverto-oppilaita oli
enemmén ja vastaavasti heikommin ja paremmin osaavia vahemman. Luokan hete-
rogeenisyyden perusteella, tuloksia voidaan pitda luotettavina ja siirrettédving myos
eri tasoiselle ryhmalle. Oppilaiden vastaukset oppimisesta, motivoitumisesta ja viih-
tyvyydesta olivat positiiviset. Eroavaisuudet tulivat siina, mité oppilaat haluaisivat

painotettavan kurssilla enemmaén.

Muutama oppilaista oli samasta koulusta kuin vierustoveri ja osa oppilaista tunsi
toisensa. Toisaalta suurin osa oppilaista oli entuudestaan toisilleen vieraita, mika
saattoi selittda sen, etta kurssilla oli rauhallinen tunnelma. Oppilaat eivit ujostel-
leet toisiaan ja pystyivat kommunikoimaan myo6s vieraiden oppilaiden kanssa, min-
ka perusteella pelillistetetty oppimisymparisté on mahdollista luoda myos toisilleen

vieraille ihmisille.

Tieteellista tutkimuksen luotettavuutta voidaan arvioida reliabiliteetin avulla. Re-
liabiliteetti tarkoittaa sité, ettd kuinka luotettavia ja toistettavia tutkimuksen tulok-
set ovat [19]. Oppilaiden antamalla henkilokohtaisella palautteella oli anonymiteetti,
minké vuoksi palautetta voidaan pitda luotettavana. Toisaalta Kahoot-visojen avul-
la saadut oppimistulokset eivat olleet valvottuja koetilaisuuksia, joten oppilaat ovat
voineet saada kaverilta apua naihin esimerkiksi katsomalla vierustoverin puhelinta.
Lisaksi Kahoot-visat poikkeavat tavallisesta kokeesta johtuen muun muassa moniva-
lintojen satunnaisuudesta. Taman vuoksi Kahootin kéytto osaamisen mittarina on
kyseenalaista. Lyhyella aikavalilla tutkimus on luotettava ja toistettava, mutta esi-

merkiksi opetussuunnitelman muutokset téaytyy huomioida tutkimusta toistettaessa.

Kurssilla vallinnut positiivinen ilmapiiri voi vaaristdaa tuloksia oppimisen kannal-
ta, vaikka oppilaat kokivat ympaéariston motivoivaksi. Toisaalta itseméaraamisteo-
rian mukaan tietynlainen vapaachtoisuus on vélttaméatonta hyvan motivoitumisen
kannalta ja hyvd motivaatio on valttdmatonta oppimisen kannalta [23, 3]. Oppi-
mistulokset olisivat voineet olla parempia lyhyelld aikavélilla, jos kurssi olisi ollut
jarjestelmaéllisempi ja sisdltanyt kotitehtévid. Kuitenkin Salmela-Aron mukaan té-
ma ei valttamatta olisi tarjonnut pitkan aikavélin hyotyéd oppilaiden hyvinvoinnin,
motivoitumisen ja oppimisen kannalta [25]. Kurssin aikataulu ei ole verrattavissa
tavalliseen matematiikan opetuksen peruskoulurytmiin, jossa oppilas opiskelee ma-

tematiikkaa muutaman tunnin viikossa.
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5.6 Jatkokehittdminen ja jatkotutkimus

Oppilaat huomauttivat kirjassa esiintyneista laskuvirheisté, jotka on ensimmaisen
syklin jalkeen korjattu. Lisaksi teoriaosuuksissa oli myos virheité, jotka on jalkeen
péin korjattu. Asiantuntijoiden palautteessa ja oppilaiden huomautuksissa ihmetel-
tiin, miksei kurssilla ollut geometriaa. Yksi asiantuntijoista ehdotti, etta kirjan lop-
puun voisi lisata kappaleen algebran soveltamisesta geometriassa. Taman palautteen
ja oppilaiden huomautusten innoittamana kirjan algebraosioon on lisétty luku Geo-
metria. Osion tarkoituksena on kerrata muutama pinta-alaan ja tilavuuteen liittyva
kaava seké soveltaa kurssilla aiemmin opittuja asioita kuten polynomilausekkeiden

sieventaminen, potenssit ja juuri.

Oppilaiden palautteen perusteella pelillisyytté oli sopivasti, mutta pelien vaikeusta-
son suhteen olisi syyta olla tarkempi. Tahtipelit sellaisenaan olivat sopivan tasoisia,
mutta esimerkiksi potenssidominoa pidettiin liian vaikeana. Dominopelin vaikeusta-
soa voidaan pitaa lukion yhteiskurssin potenssit -aihepiirin kanssa yhtenevané, ja
peliin liittyvien dominopalojen 16ytaminen seka yhdistdminen veivit kokonaisuudes-

saan liian paljon aikaa.

Oppikirjan puutteelliset ldhdeviittaukset korjattiin asiantuntijoiden palautteen pe-
rusteella. Microsoft Word havaittiin epasopivaksi valinnaksi matematiikan oppikir-
jan tuottamiseen. Kirjan olisi saanut helpommin ja siistimmin tuotettua esimerkiksi
IXTEX:n tai TIM:n [14] avulla. TIM on oppimisalusta, joka on tarkoitettu opettajien
oppimateriaalin tallentamiseen ja oppilaiden materiaalin kayttoon sahkoisessa muo-
dossa. Lisdksi jos kirja olisi tuotettu TIM:1l4, niin kirjaan olisi voinut myo6s lisdtéa
interaktiivisia ja automaattisesti tarkistettavia tehtavia. Naiden avulla oppilaiden
suoriutumista kurssin aikana olisi ollut helpompi seurata. Tésta saisi myos hyvan
jatkotutkimuksen, jossa voitaisiin tutkia esimerkiksi siéhkoisen ja tavallisen materi-

aalin valisid eroavaisuuksia.

Oppikirjan sisalto vaikutti perustellulta, kun ottaa huomioon opetushallituksen ra-
portin, jossa todettiin suurimmiksi toisen asteen opiskelijoiden ongelmiksi algebran
ja lukuteorian taidot [2]. Kuitenkin asiantuntijoiden palautteeseen perustuen voi-
daan miettié, voisiko esimerkiksi funktioille tai geometrialle antaa hieman isomman
painotuksen. Vastaavasti olisi syyta miettia, voisiko muutaman oppikirjan luvun
poistaa kuten esimerkiksi peruskoulun opetussuunnitelman perusteiden (2014) ylit-
tavin osuuden potensseista. Tulevat opetussuunnitelman muutokset tulee huomioida

tulevaisuudessa.

Jatkotutkimukset voisi vastaavasti suorittaa kehittdmistutkimukselle tyypillisesti

syklimuodossa. Seuraava sykli voisi olla se, etta kurssin oppiainesisélto sailyisi tallai-
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senaan, mutta kurssin tehtavat vietaisiin TIM:n ja muutettaisiin siella automaatti-
sesti tarkistettaviksi. Toisaalta seuraava sykli voisi olla vastaava kurssitoteutus, jossa
aihepiirisisaltoja muokattaisiin ehdotusten mukaisiksi. Vaihtoehtoisesti seuraavaan

sykliin voitaisiin lisatd nama molemmat edelld mainitut elementit.
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6 Yhteenveto

Tassa opinnaytetyossé kehitettiin kehittamistutkimukselle tyypillisin ottein yhdek-
sasluokkalaisille kohdennettu toiminnallinen matematiikan kertauskurssi ja kurssin
materiaali. Kurssin aihepiirisisalté koostui paaosin lukuteoriasta ja algebrasta, silla
namaé aihepiirit ovat olleet ongelmallisimpia toisen asteen opiskelijoille [2]. Materi-
aali sisilsi Kahoot-visoja, matematiikan oppimispeleja seka kurssille suunnitellun

oppikirjan.

Kurssin tavoitteena oli lisdta oppilaan motivaatiota matematiikkaa kohtaan, jot-
ta oppilas suoriutuisi paremmin tulevaisuudessa matematiikan opinnoistaan [23, 3,
25]. Motivaatiota lahdettiin hakemaan pelillisyyden kautta, silla tutkimusten mu-
kaan matematiikan oppimispelit voidaan kokea tavallista matematiikan opetusta
viihdyttavammaéksi ja motivoivammaksi [22, 29, 10, 13]. Toiminnallisuus nakyi kurs-
silla Kahoot-visoina [11] ja matematiikan oppimispeleini, joita olivat muun muassa

matematiikka-aiheinen lautapeli ja domino.

Kurssin kehittamiseen kerattiin dataa oppilaiden suorittamista lahto- ja lopputa-
sotesteistéd, alkukyselysta sekd palautelomakkeesta. Lisdksi kolme asiantuntijaa an-
toivat palautetta oppikirjasta. Palautelomakkeet sisalsivét Likert-asteikollisia (1-5)
ja avoimia kysymyksid. Oppilaiden alkukyselyn perusteella kyseessa ollut ryhmé ei
ollut aluksi motivoitunut hiihtolomalla jarjestettédvastd matematiikan kertauskurs-
sista. Useampi oppilaista mainitsi, ettd heidan vanhempansa olivat pakottaneet ker-
tauskurssille. Tallainen pakonomaisuus ei lisia oppilaiden motivaation lahtétasoa
[23]. Kuitenkin kurssilla jarjestettyjen alku- ja lopputasotestien perusteella oppi-
laiden osaaminen kasvoi. Oppilaiden mukaan suurin yksittdinen tekija oppilaiden
osaamisen kasvulle oli kurssin aikana suoritetut laskutehtdvat. Motivaatioon vai-
kuttavina tekijoina voidaan pitda kurssin positiivista ilmapiirid seka pelillisyytta.
Oppimisen, motivaation 3.3 seké pelillisyyden 3.4 vélistd suhdetta tukee tyon teo-

rian lisaksi oppilaiden antama palaute.

Asiantuntijoiden mukaan matematiikan kertaavalle intensiivikurssille on kysyntéa.
Kuitenkin oppikirjan aihepiirisiséltojen valinta, visuaalisuus sekd vaikeustaso vaa-
tivat hiomista. Esimerkiksi potenssien algebrasta useampi luku voitaisiin korvata
funktioilla, jolloin oppikirjan sisélto vastaisi paremmin Perusopetuksen opetussuun-
nitelman perusteiden (2014) matematiikan siséltéaluetta. Oppikirjassa tulisi olla

enemmén helpompia tehtévia, jolloin heikompitasoisemmat oppilaat saisivat parem-
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min osaamistaan vastaavia haasteita. Oppikirja muistuttaa luonteeltaan tarjolla ole-
via oppikirjoja, minka vuoksi esimerkiksi omaperaisia syventéavia tehtavia tulisi olla
enemmén. Toisaalta oppikirja on visuaalisesti huonompi kuin tarjolla olevat op-
pikirjat, joten visuaalisuutta voisi parantaa siirtdmalla kirjan Microsoft Wordista
TIM:iin.
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Liite A. Oppilaiden alkukysely

Alkukysely

1.

gL

Miti odotat kurssilta?
Miksi olet kurssilla?
Miki on mielipitees: matematukasta?

Mitka ovat tavortttees: kurssilla?
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Liite B. Oppilaiden avoin loppukysely

Avoimet kysymykset, kerro vapaast ja rehellisest oma nikemylses:. Kerro vield paperm kiintopuolelle
vapaa sana Voit lihettiii vatkkapa terveiset ta1 mutd ikand vaan juolahtaakaan mieleest papenn
kazntspuolelle @)

Viimeisin matematiikan arvosanasi?

Miti opit kurssilla?

Miki oli kurssilla parasta ja miki huonointa?

Miti kurssissa pitiisi muuttaa?

Missi me (Robin ja Yki) onnistuttiin kurssilla? Missi me epionnistuttiin?
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Liite C. Oppilaiden Likert-asteikollinen
loppukysely

Valitse asteikon 1-5 numero, joka kuvaa parhaiten mielipiteesi viittdmdstd. Kyseiselld asteikolla
1=tdysin eri mieltd, 2=jokseenkin eri mieltd, 3=eci samaa eik3 eri mielts, 4=jokseenkin samaa mielt3 ja
S=tdysin samaa mielt3.

1. Kirja oli helppolukuinen ja selke3.

1 2 3 4 5

Eri mielti Samaa mieltd

2. Kirjan tehtavat olivat lilan vaikeita.

Eri mieltd Samaa mieltd

3. Kirjassa olevat teoriaosuudet olivat litan pitkia ja vaikeita.

Eri mieltd Samaa mieltd

4, Hyddynnin kirjaa jatkossa matematiikan opiskeluun.

Eri mielts Samaa mielt3

5. Opin matematiikkaa laskutehtdvien avulla.

Eri mieltd Samaa mielts



6. Opin matematiikkaa Kahootin avulla.

Eri mielt3

7. Kahoot -visoja olisi pitanyt olla enemman.

1 2 3

Eri mieltd

8. Kahootit olivat vaikeustasoltaan sopivia.

Eri mielt3

5. Kahoot -visoissa olisi pitanyt olla enemman miettimisaikaa.
LMoL

Eri mielts

10. Kahoot-visat motivoivat minua matematiikan opiskeluun.

Eri mielts

60

Samaa mielt3

Samaa mieltd

Samaa mielt3

Samaa mielts

Samaa mielts
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11. Toiminnallista aktiviteettia oli liian vahan.

1 2 3 4 5

Eri mielts Samaa mielts

12, Opin matematiikkaa teiminnallisista aktivitesteista.

Eri mieltd Samaa mieltd

13. Toiminnalliset aktiviteetit olivat vaikeustasoltaan liian helppoja.

Eri mieltd Samaa mieltd

14, Toiminnalliset aktiviteetit olivat hauskoja.

Eri mieltd Samaa mieltd

15. Toiminnalliset aktiviteetit motivoivat minua matematiikan opiskeluun.

Eri mielt3 Samaa mielt3



62

16. Kurssi kokonaisuudessaan motivol matematiikan opiskeluun jatkossakin.

1 2 3 4 5

Eri mielt3 Samaa mielt3

17. Koen ymmértavani matematiikkaa kurssin jalkeen paremmin kuin ennen kurssia.

Eri mielt3 Samaa mielt3

18. Viihdyin kurssilla

Eri mielts Samaa mielts

19. Kurssilla kaytiin asiat lilan nopeasti.

Eri mieltd Samaa mielt3

20. Kurssilla oli liian paljon taukoja,|

Eri mieltd Samaa mielt3
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Liite D. Opettajien palautelomake

Valitse asteikolta 1-5 lulm, joka kuvaa parharten mielipidettas: vaittimasta. Kyseiselld asteikolla
1=taysin eri mieltd, J=jokseenkin eri mieltd, 3=ei samaa eikd eri mieltd, 4=jolseenkin samaa
mieltd ja J=tdysin samaa mieltd. Vastaa suoraan Word-tiedostoon.

Vastaatnalla tahin lomakkeeseen annat lovan kEyitas vastauksias tutkimuostarkortulsesn.

Kysymvkset LECE L En Ei samaa Jokseenkin Tavsin

er mielts mielts eikd sAMAR fAMAaA
eri mielta miels mieha

Asieikko, 1 2 3 4 5

1. Kirja on helppoluluinen ja

selked.

2. Kirjan vaikenstaso on lidan

vaikea

3. Kirjan teoriaosuudet ovat lilan

pithid.

4. Kirja itmostaa opiskelemaan
matematiiklaa jatlkossakin.

3. Kirjan tehtdvit ovat
tnonipuolizia.

6. Teortacsuudet tukevat hyvin
laskutehtavien tekemistd

7. Laskutehtsvat ovat liian
vaikeita.

& Teoria on hyvin kohdennettu
vhdeksasluokkalaisille.

9. Teoniaosundet ovat litan
suppeita.

10. Kirja on vizuaalizesti
miellytiava.

11. Kirjaan on valittu kertaukzen
kannatta cleelliset athepiirit.

Vastaa vield lopuksi perustellen seuraaviin aveimiin kysymyksiin:

12. Mi==3 kirja cnnisto?

13. Missa kirja ei onnistmut?

14. Miten parantaisit kirjaa?

15. Hy&dynnitks kirjaa jatkossa omassa opetukzessasi? Kylla, ehld, en. Perustele:

Vapaa sana:
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Liite E. Lahtotasotestin kysymykset

Lahtotasotesti

i

IS

w0 s v oun

10.

11.

12.

1S5

14.

15.

16.

. Sievenna —2z° - (—3z%).

. Olkoon f(z) = 3% — 5. Mitd on f(-2)?

6
Paljonk —
aljonko on —

.Laske ~1-(-3)-1-(-4)

. Sirkus aakkoset maksat 7, 5€. Paljonko maksaa 300 gramman aakkospussi?

[ | 4
. Mikd murtoluvuista —, =, = ja = on suurin?

2 3a = g

. Mill4 luvulla luku 7986 on jaollinen luvuista 7,11,2 ja 5
. Mik& on suoran ympyrélierién tilavuuden kaava?

. Olkoon kuvanmukainen suorakulmainen kolmio (Kulman « vastainen kateetti on a ja

viereinen kateetti on b. Mikd seuraavista véittamistd on epétosi: & = a? + b?, sina = —,

c
. _a
cosa = — vai cosf = —
c c

Jaatel6tuutti on suora ympyrakartio. Laske kuvan mukaisen tuutin tilavuus.
3 5

Paljonko on — - =7
A4
]

Paljonko on = + =7

! Rl

0

Paljonko on —: -?
Tl

5% = 25, mitd on x?
. i aQbQ
Sievenna ———
b
a? + bt
+h

Sievennd (Monivalinnan oikea vastaus "Murtolausekkeen summasta ei supistetal”
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te F. Lopputasotestin kysymykset

Lopputasotesti
1. Laske ——
4
2. Laske —1-(-2)-(-3)-(—4)
3. 350 gramman jumbo re-mix karkkipussi maksaa 2€. Paljonko on re-mix karkkipussin
kilohinta?
4. Mikd murtoluvuista e ja D on suurin?
| % T e '
5. Sievenna —3z% - (—4z?)
6. Olkoon f(z) = 2z° + 3. Mité on f(—2)?
7. Milla luvulla luku 7986 on jaollinen luvuista 0, 2,5 ja 35?
8. Laske kuvan mukaisen suoran ympyralierién tilavuus.
9. 9. Olkoon kuvanmukainen suorakulmainen kolmio (Kulman 3 vastainen kateetti on b ja
viereinen kateetti on a. Mik4 seuraavista vaittamista on epétosi: ¢ = a? + b2, sing = &
i
a
, cosff = — vai cosa = —
C c
10. Miké on suoran ympyrakartion tilavuuden kaava?
: 3 5
11. Paljonko on — _ - =7
8
12. Paljonk L 37
. Paljonko on - + =7
’ 375
13. Paljonk 2 ?
. Paljonko on - : =7
: 3°2
14. 67 = 36. Ratkaise tuntematon .
a’b?
15. Sievennd —
a
, . a’ + 2ab + b?
16. Sievennd —

a+b
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Matematiikkaa ysiluokkalaisille hiihtolomalla
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Johdanto

Peruskoulun matematiikka tarjoaa periaatteellisesti hyvan pohjan toisen asteen opintoihin, mutta se
opetetaan yleensa usealle vuodelle pilkottuina pienini paloina. Téll6in voi olla hankala luoda itselleen
selkeitd eri aihealueiden vélisid yhteyksid sekd soveltaa oppimaansa, jotka ovat ddrimmadisen tirkeitd
taitoja jatkon kannalta. Tutkimusten perusteella yksi keskeisin tekijad oppisiséllon oppimisen kannalta
on motivaatio kyseistd oppisisaltéd kohtaa, jonka vuoksi meille on kunniatehtédvd saada sinut
innostumaan vield enemmén téstd aiemmin sirpaleisesta matematiikasta.

Olemme pyrkineet rajaamaan oppikirjan siséllon hieman juhlallisestikin nimettynd ’lukuteoriaan’ ja
*algebraan’, jotta oppikirjan kokonaisuus sdilyisi selkednd. Syy sille, miksi oppikirja painottuu juuri
néihin aihepiireihin on se, ettd juuri ndiden aihepiirien siséltd on kokemuksen perusteella 16ytynyt
kaikkein eniten vaikeuksia. Lisdksi, kyseiset matematiikan pédhaarat esiintyvét jatkuvasti myos
muillakin matematiikan osa-alueilla kuten geometriassa ja funktio-opissa, joten onkin perusteltua
viittdd, ettd hyvé lukuteorian ja algebran osaaminen takaa myos hyvén muiden alueiden osaamisen.

Kertauskurssin tarkoitus on vahvistaa sinun matemaattista osaamista. Konkreettisemmin lausuttuna
tavoitteena on se, ettd kurssin suoritettuasi kevalld jarjestettdvd matematiikan valtakunnallinen koe
sujuu vihintddn tavoitteiden mukaisesti. Liséksi, koska matematiikkaa esiintyy jatko-opinnoissa
valinnoista riippumatta, niin on kurssin myos tarkoitus madaltaa jatko-opintoihin liittyvad kynnysta.
Kirja ei siis kokonaisuudessaan kata koko peruskoulun matematiikan sisiltdd, mutta se toimii hyvéna
tukena itse kertauskurssilla, jolla on tarkoitus perehtyd myds muihin matematiikan osa-alueisiin kuin
lukuteoriaan ja algebraan. Kirja siséltdd myds téhtimerkittyjd (*) osioita, jotka ovat lukion alussa
kaytévid aihepiirejd, mutta eivit ole valttimattomid peruskoulun matematiikan osaamisen kannalta.

Kirjan luvut ovat rakenteeltaan hyvin samanlaiset: Ensin kdydéddn aihepiirikohtainen teoria ja
esimerkit ldpi. Tdmaén jélkeen tehddén harjoitustehtdvit, joihin 16ytyy kirjan loppuosasta vastaukset.
Vastauksia suositellaan katsottavaksi vasta sen jélkeen, kun tehtévé on ratkaistu tai jos tehtdvid on
mietitty riittdvan pitkd aika! Haluamme korostaa sité, ettd matematiikassa térkeintd ei ole se, ettd saa
oikean vastauksen mahdollisimman nopeasti, vaan se, ettd ymmarretddn ne vilivaiheet mitd kautta
kyseiseen vastaukseen on paddytty. Ei kannata ahdistua, vaikkei jokin tehtdva ratkeaisikaan heti, silld
kokemuksen perusteella juuri sellaiset tehtdvédt ovat olleet meille matematiikan opiskelijoille
oppimisen kannalta kaikkein opettavaisimpia! Siksi suosittelemmekin tehtévid tehdessd kirjaamaan
vilivaiheet ylos, silld niitd tullaan myds jatkossakin tarvitsemaan kuten matematiikan
valtakunnallisissa koetehtdvissi ja jatko-opinnoissa.

Niiden mietteiden pohjalta toivotamme sinulle opettavaisia ja innostavaisia hetkid matematiikan
parissa!

- Terveisin Robin Hamdi ja Yka Lahteenmaéki
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1. Lukuteoria

Lukuteoria on yksi vanhimmista matematiikan aloista, silld sen juuret ulottuvat kauas menneisyyteen
aina 4 000 vuoden péddhdn. Lukuteoriaa on pitkddn pidetty matemaatikkojen harrastamana
teoreettisena huvitteluna, mutta nykyddn sen tuottamia tietoja kdytetddn hyviksi muun muassa
salauksessa. (Lahde: Wikipedia)

1.1.  Lukujoukot

Matematiikassa erilaiset luvut voidaan luokitella eri lukujoukkoihin seuraavasti:

1T (= —ympyran piiri Reaaliluvut R \/_
(_ halkaisijan pirws) +  kaikki lukusuoran luvut 2 (yksikkonelign lavistajan pituus)

(2 Rationaaliluvut Q 0,121212 ...
5 * saadaan jakamalla kokonaislukuja keskendan
( Kokonaisluvut Z \
* ..,—3,-2,-1,0,1,2,3, ..

Luonnolliset luvut N
+0,1,23,..

\ J
\ —,

(Lahde: opinnot.net)

Rationaalilukujen joukossa (Q) sen jdsenet voidaan esittdd kahden kokonaisluvun osaméarina.
Osamédrén esittdminen ei aina ole helppoa, jos luku on desimaalimuodossa (esim. 0,125 = % tai jopa
paattymaton 0,3333... = g). Lisdksi, jos desimaaleissa toistuu jokin numero tai numerosarja

adarettoman monta kertaa perdkkdin, on kyseessé rationaaliluku.

Reaalilukujen joukossa (R) on rationaalilukujen liséksi irrationaaliluvut. Irrationaalilukuja ei voi
esittdd kahden kokonaisluvun osamééréana.

Huom! Suomen kielessd sanat “luku” ja “numero” tarkoittavat eri asiaa. Numero tarkoittaa
numeromerkkeji@ 0-9. Numeroita voi verrata aakkosiin: aakkosista muodostetaan sanoja ja
numeroista lukuja. (Ldhde: avoinoppikirja.fi)
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EsimerkkKi 1.
Mihin lukujoukkoihin luku kuuluu?
a) -2
3
b) >
c) 0,4

d) 6,3573067205...

Ratkaisu:

a) Ainakin reaalilukuihin, silld niihin kuuluu kaikki luvut. Lisdksi rationaalilukuihin, silld -2
voidaan esittdd kahden kokonaisluvun osaméarina (_TZ). -2 kuuluu my6s kokonaislukuihin,

muttei luonnollisiin lukuihin.

b) Reaalilukuihin ja rationaalilukuihin.
¢) Reaalilukuihin ja rationaalilukuihin (Luku 0,4 voidaan esittdd osaméaréna g).

d) Ainoastaan reaalilukuihin, koska kyseessd on padttyméton ja jaksoton desimaaliluku, eika sita
voida esittdd kahden kokonaisluvun osaméarana.

Harjoitustehtivii

1. Mitké keltaisen laatikon luvuista ovat
a) luonnollisia lukuja? 3 =312, -5, %, 8, —z
b) rationaalilukuja?
c) kokonaislukuja?

2. Merkitse

a) luku, joka kuuluu reaalilukuihin, muttei rationaalilukuihin.

b) luku, joka kuuluu rationaalilukuihin, muttei kokonaislukuihin.

¢) luku, jonka desimaaliesitys on véhintddn 4 merkkid pitké, ja joka voidaan esittdd myos kahden
kokonaisluvun osamaérana.
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3. Mistd lukujoukoista luvut on otettu? Valitse suppein.
a) -3,-2,0,2,6,10,15
b) 2,4,6,8,10,12

c) -6,0, pii, ;

4. Muodosta sellainen laskulauseke kahdeksan kahdeksikon avulla,
jonka tulos on 1000.

5. Oheiseen tikkatauluun heitetddn kolme tikkaa. Kaikki tikat jaavét
tauluun. Ilmoita kaikki mahdollisuudet, joilla saadaan tulokseksi 25.
(Peruskoulun matematiikkakilpailu 11.11.1999)
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1.2. Monikerrat ja jaollisuus

Luvun monikerta saadaan, kun luku kerrotaan luonnollisella luvulla. Monikerroista muodostuu
kyseisen luvun kertotaulu. (Lahde: avoinoppikirja.fi)

EsimerkKi 1.

a) Luvun 2 monikertoja ovat 2, 4, 6, 8, 10, 12, ... kaikki ndmai luvut ovat jaollisia luvulla 2.
b) Luvun 5 monikertoja ovat 5, 10, 15, 20, 25, ... kaikki ndma luvut ovat jaollisia luvulla 5.

Luku on jaollinen toisella luvulla, jos lukujen jakojddnnés on nolla, eli tulos on kokonaisluku. Jos
luku ei ole jaollinen toisella luvulla, jakolaskusta jai jakojddnnos.

Luvulla jaollisia ovat vain kyseisen luvun monikerrat. Joka toinen kokonaisluku on jaollinen
kahdella. Joka kolmas kokonaisluku on jaollinen kolmella jne.

Lukujen jaollisuusséantdja:

Jokainen luku on jaollinen luvulla yksi ja itsellddn. Lisdksi luku on jaollinen
e kahdella, jos sen viimeinen numero on 0, 2, 4, 6 tai 8.
e kolmella, jos sen numeroiden summa on jaollinen kolmella 3, 6, 9, ...
o viidelld, jos sen viimeinen numero on 0 tai 5.
e  kuudella, jos luku on jaollinen seké kahdella ettd kolmella.
® yhdeksdlld, jos luvun numeroiden summa on yhdeksan monikerta 9, 18, 27, ...
o kymmenelld, jos sen viimeinen numero on 0. (Ldhde: avoinoppikirja.fi)

EsimerkKi 2.

a) 1024 on jaollinen kahdella, koska sen viimeinen numero on 4.

b) 12 345 on jaollinen kolmella, koska @ = 13—5 =5.

c) 6 725 on jaollinen viidelld, koska sen viimeinen numero on 5.
2+4+6 _ 12
= —-—= 4.

d) 246 on jaollinen kuudella, koska sen viimeinen numero on 6 ja - =5

€) 3456 on jaollinen yhdeksalls, koska%*“" = %8 =2.

f) 6732 543 247 610 on jaollinen kymmenelld, koska sen viimeinen numero on 0.

Harjoitustehtivii

6. Luettele lukujen kolme seuraavaa monikertaa
a)0

b) 1

c)8

d) 12
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7. Ympyroi luvut, jotka ovat jaollisia yhdeksall.
46,108,54,127,162
8. Ympyroi luvut, jotka ovat jaollisia luvulla 11.
66,132,100,121,145

9. Erdén luvun numeroiden summa on 12.

a) Muodosta kaksi tdllaista lukua.

b) Mité voit sanoa téllaisten lukujen jaollisuudesta?

10. Erdén luvun numeroiden summa on 18.

a) Muodosta kaksi tillaista lukua.

b) Miti voit sanoa téllaisten lukujen jaollisuudesta?

11. Muodosta kuusinumeroinen luku, joka on jaollinen

a) neljalla

b) kuudella

¢) yhdeksélla

12. Ympyroi oikea vaihtoehto
a) Kahden parillisen luvun summa on parillinen / pariton luku.
b) Kahden parittoman luvun summa on parillinen / pariton luku.
c) Parillisen ja parittoman luvun summa on parillinen / pariton luku.
d) Parillisen ja parittoman luvun tulo on parillinen / pariton luku.

13. Mika luonnollinen luku on kysymyksessi?

1. vihje: Se on pienempi kuin 100.

vihje: Se on jaollinen viidella.

2.
3. vihje: Se on parillinen.
4. vihje: Kun se jaetaan seitsemadlld, on jakojdannds 4.



I6)

14. Henkil6tunnus muodostuu syntymaéajasta, yksilonumerosta ja tarkistusmerkistd. Syntyméajan
jaljessd oleva merkki kertoo syntyméivuosisadan. Henkil61ld, joka on syntynyt 1800-luvulla, se on
plusmerkki (+), 1900-luvulla syntyneilld se on yhdysmerkki (-) ja 2000-luvulla syntyneillad A-
kirjain. Yksilonumerossa on kolme numeroa, silld erotetaan toisistaan henkildt, joilla on sama
syntymaéaika. Yksilonumero on miehilld pariton ja naisilla parillinen.

Henkil6tunnuksen viimeinen merkki on tarkistusmerkki. Se muodostuu siten, ettd muodostetaan
syntymaéajasta ja yksilonumerosta yhdeksdnnumeroinen luku. Jaetaan tdmé luku 31:114 ja katsotaan
jakojaannoksen perusteella viimeinen henkildtunnuksen merkki oheisesta taulukosta. (Lahde:
luntti.net)

Jakojaannos 01/2]|3/4|5|6]78[9/10[{11[12(13/14 |15
Tarkastusmerkki| 0 |12 |34 |5|6|7|8|9|A|B|C|D|E |F

Jakojaannos 16 [17|18|19|20 (21 |22|23 |24 |25|26| 27 |28 (29| 30
Tarkastusmerkki H [JIK|LIM|N|P|R|S|T/ UV |W[X]|Y

Onko kyseessé mies vai nainen, mikd on syntymévuosi ja tarkistusmerkki, jos henkilon
henkilétunnuksen alkuosa on

a) 220390-025

b) 171279-122

c) 101202A541

d) 121199+452

e) Tarkista oma tarkistusmerkkisi muodostamalla syntymadajastasi ja yksilonumerosta
yhdeksdnnumeroinen luku ja jaa se 31:114.
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1.3.  Murtoluvut

Kumman valitset: Kaksi palaa ensimmadisesté kakusta vai kolme palaa toisesta?

Nimityksia:

/ osoittaja
Murtoluku g\

nimittdja
Sekaluku 3 % , murto-osa

kokonaisosa

Murtoluvut voivat olla keskenédn yhté suuret, vaikka niilld olisikin eri nimittdjét. Esimerkiksi
seuraavat murtoluvut ovat keskenédn yhté suuria:

N =
BN

Kun murtoluvun osoittaja ja nimittéjad kerrotaan samalla luvulla, sen arvo pysyy samana. Téll6in
puhutaan laventamisesta. Laventaminen merkitdin murtoluvun vasempaan yldkulmaan.

6 o
— . Voitaisiin laventaa edelleen.

Murtoluvun arvo pysyy samana, jos sen osoittaja ja nimittdjé jactaan samalla luvulla. Tallgin
puhutaan supistamisesta. Supistaminen merkitdin murtoluvun oikeaan ylakulmaan.

(:4) :2)
o e

” = - = 3 Ei voida supistaa enempéi.

:4) :2)

Huom! Nollalla ei voi laventaa eikd supistaa! (Ldhde: avoinoppikirja.fi)
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EsimerkKi 1.
Jérjestetddn murtoluvut " ,% Jaé suuruusjérjestykseen.

Lavennetaan murtoluvut ensin samannimisiksi. Koska murtolukujen pienin yhteinen nimittéja on 8,
murtoluvut lavennetaan siten, ettd kunkin nimittéjaksi tulee 8.

23 6

=3 Lavennetaan luvulla 2.

3 Ei tarvitse laventaa, nimittéjassa on luku 8.
D1 4

- s Lavennetaan luvulla 4.

Nyt murtoluvut voidaan helposti laittaa suuruusjérjestykseen: g,g ja%

. 13. 7
Vastaus supistetussa muodossa: 23dag-

Harjoitustehtivii

15. Muunna sekaluvuksi

10
a) ?

a) Jias
b) =ja—
C) E_]a;

d) Zja>
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1.4.  Murtolukujen yhteen- ja vahennyslasku

EsimerkKki 3.

2 3
Lasketaan —= — =,
5 4

2 93 8 15 -8-15 -23 3

5 4 , 20 20 T20 20 20

Huom! Muista siirtdd edessd oleva miinusmerkki osoittajaan, kun suoritat osoittajien
laskutoimitukset.

Harjoitustehtivii

17. Muodosta ja laske lukujen zja §

a) summa
b) erotus.

18. Laske
. 13.5
a) lukujen =, = ja = summa
2476
b) lukujen — ja = erotus.
1078

19. Vihenna lukujen i ja % erotus lukujen i ja § summasta.

20. Laske
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1.5. Murtolukujen kertolasku

EsimerkKi 1.

Kerrotaan luku % luvulla g

3 5_35_ 15 o R,
17370 Kerrotaan osoittajat keskendén ja nimittdjét keskenddn.
Esimerkki 2.

14 434 _ 482 24
4.1=-==--=.= == =—=4-

2 5 125 10 5

Muutetaan ensin kokonaisluvut ja sekaluvut epdmurtoluvuiksi.

Harjoitustehtivii

22. Laske
a)%-Z
b)5 =

9 10
9% 5

3 5
d323

23. Laske
a)2.22
5 “6

b)1§-31
4 "7

24. Keksi kertolasku, jonka tulos on
4

a) g .

b) 157

C) - E

25. Laske, paljonko on

a) neljdsosa 48 eurosta.

b) viidesosa 950 grammasta

¢) kolme seitsemésosaa 54 kilogrammasta?

13

26. Paavolla on pussillinen kolikoita. Hén antaa niisti é didilleen ja jaljelle jadneistd kolikoista hin

antaa puolet veljelleen. Isd saa jddneistd ;, jolloin Paavolle jda 25 kolikkoa. Paljonko kolikoita oli

alun perin?
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27. Jarveen on pystytetty pylvés. Pylvédsta puolet on maan alla pohjassa, kaksi viidesosaa vedesséa
ja 70 senttimetrid veden pinnan yldpuolella. Kuinka pitkd pylvés on kokonaisuudessaan?
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1.6.  Murtolukujen jakolasku

Luku (my6s murtoluku) jaetaan siten, ettd se kerrotaan jakajan kdénteisluvulla. Esim. 4 : 2 = 4 %

Murtoluvun kéénteisluku saadaan vaihtamalla osoittaja ja nimittdjd keskendén. Luvun ja sen
kéaanteisluvun tulo on aina 1.

Huom! Nollalla ei ole kiidnteislukua. (Ldhde: avoinoppikirja.fi)

EsimerkKi 1.

Muodostetaan lukujen 2 ja g kaanteisluvut.

kaanteisluku q 1 2 1 21 2
———— tu]0:2~—=—-—=—=—=1
2 2 1 2 1-2 2
4 kaénteisluku g 4 5 20
_—— = tulo: - = =—=
5 4 5 4 20
EsimerkKi 2.
1 5
Jaetaan luku " luvulla p
15 _16_6 3 L e
Sit=sio=— == Kerrotaan jakajan kdéanteisluvulla.
46 4 5 20 10

Harjoitustehtivii

28. Laske
1

a) 2: 2

1

b) 3:=

1 2
C)E:S

29. Laske
1

a)-:
2

b)2:

viloout N

30. Laske murtolukujen g ja%
a) summa

b) erotus

¢) tulo

d) osaméaara
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31. Keksi jakolasku, jonka tulos on
a) %
3
b) "
2

C)—g

32. Jos % kakkua jaetaan tasan neljdlle hengelle, kuinka suuren osan kakkua kukin saa?

33. Keksi jakolasku, jonka tulos on

16
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1.7.  Suhde

Suhdetta kéytetddn samoissa yksikoissd olevien suureiden vertaamiseen. Esimerkiksi erddseen
urheiluseuraan kuuluvien tyttdjen ja poikien suhde on 4:5. Jos tytdt ja pojat jaettaisiin pienempiin
mahdollisiin ryhmiin siten, ettd ryhmissé olisi ainoastaan joko tyttdjé tai poikia ja ryhmid olisi
oltava yhtd monta, muodostaisivat tytot neljén ja pojat viiden hengen ryhmié. Suhde ei kerro
montako tyttdd, poikaa tai jasentd seurassa on kaikkiaan. Suhteen perusteella voidaan kuitenkin
tehdd seuraavat padtelmit:

- Tyttdjen méird on jaollinen neljalla
- Poikien méairé on jaollinen viidelld

- Kaikkien jdsenten lukumédrd on jaollinen yhdeksalla

Kahden suureen tai luvun sufde on luku, joka ilmoittaa, kuinka monta kertaa jalkimmainen siséltyy
edelliseen. (Lahde: avoinoppikirja.fi)

EsimerkKi 1.

Kerrostalon korkeus on 35 m ja omakotitalon 5 m. Lasketaan talojen korkeuksien vilinen suhde.

35m . . . .

o 7 Kerrostalon korkeus on seitseminkertainen omakotitalon korkeuteen verrattuna.
5m 1 . . . .

E=m=3 Omakotitalon korkeus on yksi seitsemésosa kerrostalon korkeudesta.

Usein suhdelaskuissa kdytetddn jakomerkkiné kaksoispistetta.
35m:5m=7
Keskeniin jaettavien suureiden yksikko on sama, joten ne supistuvat pois. Suhteen arvolla ei ole

siis yksikkod. Jos suhteen jdsenet eivét ole samassa yksikdssé, on ne ennen arvon laskemista
muutettava toisiaan vastaaviksi

Huom! Suhde ilmoitetaan yleensd sellaisessa muodossa, ettd sen molemmat jdsenet ovat
kokonaislukuja. (Léhde: avoinoppikirja.fi)

Harjoitustehtivii

34. Mikon pituus on 192 cm ja hdnen poikansa Villen pituus on 120 cm. Laske pituuksien vélinen
suhde.

35. Kirsikoistag on pilaantuneita. Miké on pilaantuneiden ja pilaantumattomien kirsikoiden suhde?

36. Jos tarjottimella olevien mansikka- ja vadelmaleivosten suhde on 7:6, voiko leivoksia olla
yhteensé 80 kappaletta?

37. llmoita viritettyjen ja vérittdiméttomien alueiden pinta-alojen suhde.
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Al IV

a)

N4
L

c)

38. Laske suhteiden arvot.
a)l2cm:5m
b)3kg:210g

39. 39-vuotiaalla didilld on 13-vuotias poika. Mikd on didin ja pojan ikdvuosien suhde
a) télla hetkelld

b) kymmenen vuotta sitten

¢) kymmenen vuoden kuluttua?

40. Karkkipussissa on salmiakkeja ja hedelmékarkkeja suhteessa 4:5. Kuinka suuri prosentuaalinen
osuus on hedelmékarkkeja?

41. Televisiokuvan korkeuden suhde leveyteen on nykyisin 3 : 4. Uudessa suunnittelussa
terdvépiirtotelevisiossa (HDTV) se olisi 9 : 16. Ajatellaan, ettd nykysysteemilld kuvattu ohjelma
ndytettdisiin uudella kuvaruudulla. Kuinka suuri osa kuvaruudusta on jétettdva reunoiltaan
mustaksi, jotta pystysuunta tulisi kokonaan nékyviin? Kuinka suuri osa kuva-alasta joutuisi
puolestaan kuvaruudun ulkopuolelle, jos kuva levitettéisiin koko ruudun levyiseksi? (yo syksy
1996)

42. Kahdelle henkildlle jactaan 400 euroa suhteessa 2:3. Laske osuudet.

43. Naudan ja possun jauhelihaa sekoitetaan suhteessa 2:1. Mika tulee seosjauhelihan kilohinnaksi,
jos naudan jauheliha maksaa 7,60e ja possun 5,20e?

44. Kolmion kulmien astelukujen suhteet ovat 2:3:5. Kuinka suuria kulmat ovat?

45. Leevi ja Eevi jakavat 480 euroa siten, ettd Leevin osuus on 30 % suurempi kuin Eevin. Paljonko
rahaa kumpikin saa?

46. Kuinka paljon mehutiivistettd ja kuinka paljon vettd tarvitaan, kun niitd on sekoitettava
suhteessa 1:3 ja halutaan 6,0 litraa mehua? (yo syksy 1993)

47. Jouko, Tapio ja Matti tekevét urakan, josta he saavat yhteensd 9000 euroa. Jouko on tehnyt
urakan eteen toitd 140 tuntia, Tapio 160 tuntia ja Matti 200 tuntia. Tapion tuntipalkka on 10 %
korkeampi kuin Joukon ja Matin puolestaan 10 % korkeampi kuin Tapion. Laske miesten palkkiot.

48. Desinfiointiliuosta siséltdvin astian kyljessd on ohje: Vikevyys 40 % - laimenna ennen kayttod
S-prosenttiseksi liuokseksi. Missé suhteessa liuosta ja vettd on sekoitettava ja kuinka paljon niitd on
kaadettava 10 litran sankoon, ettd sanko tulisi tdyteen 5-prosenttista liuosta? (yo syksy 1997)
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1.8.  Prosenttikertoimia ja prosenttiosuuksia

Prosentteja on kéytetty 1600-luvun lopulta lahtien muun muassa verojen, korkojen ja tappioiden
laskemisessa. Prosentin idea on kuitenkin perdisin jo Rooman keisari Augustuksen (63 eaa. — 14
jaa.) ajoilta. Hén méérasi kaikista huutokaupattavista tarvikkeista veroa, joka oli 1/100 tuotteen
hinnasta. Prosentti nimitys tulee latinan sanasta per centum, sataa kohden tai pro centum, sadasta.

Prosentti on sadasosa.

1
% =——=
1% 100 0,01

Desimaalilukuna tai murtolukuna merkittyd prosenttia sanotaan prosenttikertoimeksi. Prosenttiluku
saadaan prosenttikertoimesta siirtdmaélld pilkkua kaksi askelta oikealle. Yleensa vastauksissa ja
tehtdvinannoissa kéytetddn prosenttilukuja, mutta itse laskut suoritetaan prosenttikertoimien avulla.
(Lahde: avoinoppikirja.fi)

EsimerkKi 1.

Pentilld on 24 Facebook-ystdvai listallaan, joista 6 on ulkomaalaista. Laske ulkomaalaisten ystivien
prosenttiosuus kaikista ystévista.

prosenttikerroin

N

6
= =250,
24 0,25=25%

et

perusarvo prosenttiluku

Vastaus: Pentin Facebook-ystévistd 25 % on ulkomaalaisia.
Harjoitustehtivii

49. Ylamaked varoittavassa litkennemerkissd prosenttiluku 7 % kuvaa méen jyrkkyytta (eli
jokaisella 100 metrilld on nousua 7 metrid). Mikd on méden jyrkkyys prosentteina, jos

a) 200 metrilld on nousua 30 m?

b) 150 metrilld on nousua 18 m?

¢) 500 metrilla on nousua 500 metrid?

50. Autokauppias myi auton 41 600 eurolla. Palkkiona hén sai itse 624 euroa. Montako prosenttia
palkkio on myyntihinnasta?

51. Montako prosenttia pienemmén suorakulmion pinta-ala on suuremman pinta-alasta?

2cm 2cm




86

20

52. Artun palkasta kolmasosa menee veroihin, viidesosa ruokaan ja kuudesosa vuokraan. Montako
prosenttia jia jaljelle?
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1.9. Prosenttiarvon laskeminen

Yleensd prosenteilla laskettaessa on prosenttiluvut ensiksi muutettava murtoluku- tai
desimaalimuotoon. Prosentti eli prosenttiarvo lasketaan tietysta luvusta siten, ettd kerrotaan
perusarvo prosenttikertoimella. (Léhde: avoinoppikirja.fi)

Prosenttiarvo
p prosenttia luvusa a on % -a

EsimerkKi 1.

Lasketaan, paljonko on 20 % luvusta 150.

%- 150 =0,2-150 =30 Prosenttiluku 20 % muunnetaan desimaalilukumuotoon.

Harjoitustehtivii

53. IThmisen kehossa on keskiméérin 64 % vettd. Montako kilogrammaa on vettd henkildssd, joka
painaa

a) 49kg

b) 82kg

54. Vesimelonin vesipitoisuus on 99 %. Montako litraa vettd on vesimelonissa, joka painaa 8,5 kg?

55. Autoilija havaitsi tienvarressa olevasta néyttotaulusta todellisen nopeutensa olevan 92 km/h,
kun auton nopeusmittari ndytti 100 km/h. Miké on auton todellinen nopeus, kun nopeusmittari
ndyttdd 85 km/h? Nopeusmittarin ndytdn virheprosentin oletetaan olevan sama kaikilla nopeuksilla.
(yo syksy 1999)
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1.10. Lisdyksia ja vahennyksia prosentteina

Prosentuaalisen lisiyksen ja vihennyksen laskeminen

100
Kun perusarvo a kasvaa p %, on lopputulos ( 10:’) *a

. 100~
Kun perusarvo a pienenee p %, on lopputulos ( 1oop) *a

EsimerkKi 1.

Jadtelobaarissa jadteloannoksen veroton hinta on 4 e. Jadteloannokseen on liséttiva
arvolisdvero (22 %). Paljonko on jéiteldannoksen verollinen myyntihinta?

Ratkaisu:

Jaatelannoksen verollinen hinta on 100 % + 22 % = 122 % verottomaan hintaan verrattuna.
Jaateloannoksen hinta kasvaa siis 1,22-kertaiseksi. Jadteloannoksen verollinen hinta saadaan
kertomalla prosenttikerroin ja alkuperdinen hinta kesken#an:

(100 + 22

100 )'46 =1,22-4e = 4,88e
EsimerkKi 2.

Lumilaudan alkuperdinen hinta on 400 e. Urheiluvélinekaupassa on alennusmyynti ja kaikista
tuotteista ostaja saa 20 % alennuksen. Paljonko on lumilaudan alennettu hinta?

Ratkaisu:

(100 —-20

100 ) -400e = 0,8 - 400e = 320e
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Harjoitustehtivii

56. Kirjakaupan kirjan alkuperdinen myyntihinta oli 39,80 e. Teppo sai kirjan hinnasta
henkilokunta-alennusta 20 %. Paljonko Teppo maksoi kirjasta?

57. Aurinkolasien alkuperdinen hinta oli 93 e ja alennettu hinta 69,75 e. Montako prosenttia
aurinkolasien hintaa oli alennettu?

58. Asunto-osakeyhtid nosti asuntojen yhtiovastikkeita 8,5 %. Kuinka suureksi muodostui 64,5
nelidmetrin suuruisen asunnon yhtivastike, kun neliémetrilté oli aiemmin maksettu 2 euroa
kuukaudessa? (yo kevit 2000)

23
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1.11. Koronkorko

EsimerkKi 1.

Pankkitilin vuotuinen korko on 2 %. Lasketaan, kuinka suureksi 1000 euron talletus kasvaa
kahdeksassa vuodessa?

Kyseessé on lisdys prosenttina, joten laskutoimitus suoritetaan, kuten edellisessé kappaleessa
opittiin.

Talletus 1. vuoden jélkeen 1,02 - 1000e = 1020e
Talletus 2. vuoden jélkeen 1,02 - 1020e = 1020e = 1,02 - 1,02 - 1000e = 1,022 - 1000e = 1040,4e
Talletus 3. vuoden jélkeen 1,02 - 1040,4e = 1,02 - 1,02 - 1,02 - 1000e = 1,023 - 1000e ~ 1061,21e
Edellisen perusteella ndhdaén, ettd talletus 8. vuoden jalkeen on

1,028 - 1000e =~ 1174,66e

Padoma n vuoden jélkeen, kun vuotuinen korko on p prosenttia ja alkupéddoma on a:

_ P .
p=0+150" ¢

EsimerkKi 2.

Freda jatti Tealle perinndksi 118 022, 23 euron talletuksen, jotka oli sijoitettu kymmeneksi
vuodeksi 12 % vuosikorolla. Paljonko talletuksen arvo oli alun perin?

118022,23 = (1 + 210
23= (415 @

118 022,23 = 1,12%%-qa

1,1219.q = 118022,23 | :1,121°
_ 118022,23
4= 1210

a=~38000e

24
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Harjoitustehtivii

59. Pankkitilin vuotuinen korko on 2 %. Kuinka suureksi 1000 ¢ talletus kasvaa
a) vuodessa
b) kolmessa vuodessa?

60. Monenko vuoden kuluttua 450 euron arvoinen postimerkki on arvoltaan ainakin 900 euroa, jos
postimerkin arvo nousee vuosittain 7,5 %?
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1.12. Muutos- ja vertailuprosentti seka prosenttiyksikkod
Muutosprosentti
Kun lasketaan, montako prosenttia jokin on muuttunut (eli kasvanut tai vahentynyt),

e [asketaan ensin muutoksen suuruus.

e Sitten lasketaan, montako prosenttia muutos on alkuperiisesté arvosta. (Lahde:

avoinoppikirja.fi)
Esimerkki 1.
Elokuvalipun hintaa korotettiin 5 eurosta 6,5 euroon. Montako prosenttia elokuvalipun hinta nousi?
Hinnan nousu euroina:
6,5¢ — 5e = 1,5¢e

Hinnan nousu prosentteina:

1,5¢e
Se

=03=30%

Vastaus: Elokuvalipun hinta nousi 30 %.

Vertailuprosentti

Kun lasketaan, montako prosenttia jokin luku on suurempi tai pienempi kuin jokin toinen luku, niin
e Lasketaan ensin lukujen erotus
e Verrataan erotusta kuin-sanan jélkeiseen lukuun. (Léhde: avoinoppikirja.fi)

Esimerkki 2.

Eveliinan pituus on 156 cm ja Tonin 182 cm. Kuinka monta prosenttia
a) Toni on pidempi kuin Eveliina?

Pituusero senttemetreini: 182 cm — 156 cm = 26 cm.

26 cm
156 cm

Pituusero prosentteina: ~ 0,17 =17 %.

b) Eveliina on lyhyempi kuin Toni?

26 cm
182 cm

Pituusero prosentteina: ~ 0,14 = 14 %.

Huom! Vertailuprosentti lasketaan samalla tavalla kuin muutosprosentti, mutta muutosprosentissa
verrataan aina siihen arvoon, joka oli ajallisesti ensiksi. (Ldhde: avoinoppikirja.fi)
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Prosenttiyksikkd
Esimerkki 3.
Ydinvoiman kannatus laski 47 prosentista 34 prosenttiin. Montako

a) prosenttiyksikkod kannatus laski?

47 —34 =13
b) prosenttia kannatus laski?
13 28 %
47 = 77

Vastaus: Kannatus laski a) 13 prosenttiyksikkdd. b) 28 %.

Harjoitustehtivii

61. Lentolipun hinta nousi 922 eurosta 1250 euroon, montako
a) euroa lentolipun hinta nousi?
b) prosenttia lentolipun hinta nousi?

62. Montako prosenttia
a) 6 on suurempi kuin 5?
b) 5 on pienempi kuin 6?

63. Taidekauppias osti taulun 420 eurolla. Myydessdén sen hén sai siitd 30 euroa vahemmaén.
Montako prosenttia oli tappio?

64. Puolueen kannatus nousi 9 prosentista 10,5 prosenttiin. Montako
a) prosenttia kannatus nousi?
b) prosenttiyksikkdd kannatus nousi?

65. Palkka nousi perdakkéisind vuosina 5 %, 3,8 % ja 6,1 %.
a) Kuinka suureksi 1250 euron palkka oli kasvanut kaikkien korotusten jilkeen?
b) Montako prosenttiyksikkdd korotus oli yhteensd?

66. Maailman pisin ihminen oli Agnus McCaskill, joka oli 236 cm mittainen kuollessaan Kanadassa
v. 1863. Puolestaan lyhyin ihminen oli intialainen Gul Mohammed. Vuonna 1990 Gul oli 57 cm
pituinen ja painoi 17 kg. Kuinka monta prosenttia

a) Gulin pituus oli Agnuksen pituudesta?

b) Agnus oli Gulia pidempi?

¢) Gul oli Agnusta lyhyempi?

67. Tanssiryhméssa oli aluksi 12 tanssijaa. Montako prosenttia tanssijoiden mééra kasvoi tai viheni,
kun se kasvoi ensin
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a) 100 % ja viheni sitten 25 %?
b) 50 % ja véheni sitten 50 %?
¢) 200 % ja viheni sitten 75 %?

68. Henkilon bruttopalkka nousi 1170 eurosta 1300 euroon ja samalla veroprosentti nousi 25 %:sta
28 %:iin. (Bruttopalkalla tarkoitetaan palkkaa, josta ei ole vdhennetty veroja. Nettopalkasta verot on
véhennetty.) Montako

a) euroa nettopalkka nousi?

b) prosenttia nettopalkka nousi?

69. Henkilo osti viikon alussa 4,20 markalla litran maitot6lkin, josta hin ehti kdyttad 8 dl ennen
maidon happanemista. Seuraavalla viikolla hén osti kaksi puolen litran maitotdlkkid 2,50 markalla
kappale kayttden kaiken maidon. Kummalla viikolla kéytetty maito tuli hidnelle edullisemmaksi ja
kuinka monta prosenttia? (yo kevit 1995)

70. Parturi- ja kampaamoveromaksut muodostuvat verottomasta hinnasta ja arvonlisdverosta, joka
on 22 % palvelun verottomasta hinnasta. Hiusten leikkaus maksoi 23 euroa. Kuinka suuri timéa
maksu olisi ollut, jos arvonlisdvero olisi ollut 10 prosenttiyksikko6d pienempi? (yo syksy 2000)

71. Erddseen oppilaitokseen valittiin oppilaita seuraavasti. Osastolle A valittiin tytt6jd 300 hakijasta
48 ja poikia 20 hakijasta 3 ja osastolle B tyttdja 20 hakijasta 4 ja poikia 600 hakijasta 114. Osoita,
ettd kummallakin osastolla tyttdjen hyvéksymisprosentti oli 1 prosenttiyksikdn verran suurempi,
mutta ettd siitd huolimatta koko oppilaitoksessa poikien hyviksymisprosentti oli suurempi kuin
tyttjen. (yo kevit 1995)

72. Laske vérjétyn alueen ala, kun pienemmén ympyrén ala on 40,0 %
suuremman ympirén alasta.
(padsykoetehtdva teknikkokoulutukseen 1994)
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1.13. Tuntematon perusarvo

Prosenttilaskennassa on oltava tarkkana siitd, mikd on perusarvo, johon prosentuaalinen muutos
kohdistuu. Luvun muuttuessa useita kertoja perékkdin on perusarvona kulloinkin muutoksen
kohteena ollut arvo. Joissakin tehtévissd perusarvo ei ole tiedossa, tdlloin sitd merkitén jollakin
kirjainvakiolla ja laskut suoritetaan muuten tavalliseen tapaan. (Ldhde: avoinoppikirja)
Esimerkki 1.

Mistd luvusta 20 % on 37?

Ratkaisu:

Merkitdén perusarvoa kirjaimella @ ja muodostetaan yhtilo:

02-a=37 | :02
37
“=02
a =185

EsimerkKi 2.

Tietokoneen hintaa alennettiin ensin 10 % ja myShemmin vield 15 %. Alennuksen jilkeen tietokone
maksoi 1071 euroa. Paljonko tietokone maksoi alun perin?

Ratkaisu:
Merkitdén tietokoneen alkuperdistd hintaa x:114 ja muodostetaan yht&lo:

10 % halvempi tuotteen hinta saadaan kertomalla alkuperdinen hinta luvulla 0,9 ja vastaavasti 15 %
lisdalennus huomioidaan kertomalla edellinen hinta luvulla 0,85.

0,85-0,9-x=1071e
0,765x = 1071 e
x =1400e

Vastaus: Tietokoneen hinta oli ennen alennuksia 1400 euroa.
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EsimerkKi 3.

Lukuun lisdtdédn ensin 25 % ja sitten siitd vahennetdéin 50 %. Montako prosenttia saatu luku on
alkuperdisestd luvusta?

Ratkaisu:
Perusarvoa eli alkuperéistd lukua ei nyt tunneta, joten merkitdan sitd kirjaimella a.

25 % korotus saadaan voimaan kertomalla perusarvo luvulla 1,25 ja 50 % lisévahennys
huomioidaan kertomalla muuttunut perusarvo luvulla 0,50.

0,50-1,25-a =0,625a
Lasketaan lopuksi, montako prosenttia tima on alkuperiisesté luvusta.

0,625a
T = 0,625 = 62,5 %

Vastaus: Luku on 62,5 % alkuperiisestd luvusta.
Harjoitustehtivii

73. Mistd luvusta
a) 28 on 100 %?
b) 8 on 2 %?

74. Kuinka suuri on tontin kokonaispinta-ala, kun 32 % siitd on niitty4 ja loput 4,5 hehtaaria on
metsdd?

75. Tuotteen hinta laski 8 %, minkd jalkeen hinta oli 1150 e. Miki oli tuotteen hinta ennen
alennusta?

76. Puhelimen hinta nousi ensin 5 % ja sitten vield 10 %. Montako prosenttia hinta nousi kaikkiaan?

77. Suomen EU-#dnestyksessd annettiin KYLL_A-éiéiniii 57 % ja El-danid 43 % danestysprosentin
ollessa 71 %. Kuinka monta prosenttia KYLLA-dénien médristi oli d4nioikeutettujen miiristi? (yo
kevit 1996)

78. Kirjan myyntihinta saadaan lisdamalla kirjan perushintaan 12 % arvonlisdvero. Kirjan, jonka
myyntihinta oli ollut 22,30 euroa, perushintaa alennettiin 4,20 eurolla. Mika oli kirjan uusi
myyntihinta? (yo syksy 1995)

79. Autoilija ajoi ajassa 2 h 40 min matkamittarinsa mukaan 205 km. Matkamittari ndytti 5 %
todellista matkaa suurempaa lukemaa. Mika oli autoilijan keskinopeus? (yo syksy 1995)

80. Eraélld laivalinjalla matkustajamaird véheni 23 % edellisvuodesta. Kuinka monta prosenttia
matkustajaméaéréin pitéisi kasvaa, jotta paistdisiin entiseen méaraén? (yo kevit 1995)
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81. Tuotteen myyntihinta laski 8 %. Myyntipalkkio, joka oli 25 % myyntihinnasta, nostettiin
samalla 31 %:iin uudesta myyntihinnasta. Nousiko vai laskiko myyntipalkkio? (yo syksy 1997)

82. Vuonna 1995 erdéin pesujauheen markkinaosuus oli 15 %. Vuonna 1996 timén pesuaineen
myynti kasvoi 20 % ja pesujauheiden kokonaismyynti kasvoi 10 %. Miké oli kyseessi olevan
pesujauheen markkinaosuus vuonna 19967 (yo syksy 1998)
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2. Algebra

Sana algebra juontaa juurensa arabiankielisestd sanasta ’al-jabr’. Persialainen matemaatikko Al-
Khowarizm, jonka nimesté johtuu sana algoritmi, kéytti kirjassansa 800-luvulla kyseistd sanaa al-
jabr. Kyseinen kirja kisitteli erityisesti polynomiyhtél6itd ja niiden ratkaisemista, jonka vuoksi
tdllainen yhtdloihin liittyvéd algoritmimaisuus liitetddn helposti algebraan. Algebraa, kuten myos
lukuteoriaa sekd geometriaa, on kuitenkin esiintynyt ldpi matematiikan historian jo huomattavasti
aiemminkin, jo muinaisen Babylonian (n. 2 000 eaa.) aikoihin.

Nykypaivina algebra voidaan historiansa mukaan jakaa kolmeen eri kategoriaan: klassinen, moderni
sekd abstrakti algebra. Klassinen algebra kulkee kisi kddessd koulumatematiikan kanssa, silld sen
voidaan katsoa késittelevin reaali- ja kompleksilukujen (Kompleksiluvut ovat reaaliluvuista seuraava
lukualue, joita esimerkiksi sdhkdinsindorit kayttéavat tyossddn pdivittdin.) yhtdloitd, joihin liitetddn
perinteiset laskutoimitukset kuten summa ja tulo. Kuten nimitys reaalilukukin kertoo, reaalisten
yhtéloiden (eli siis yhtdld, missd ratkaistava muuttuja on reaaliluku) hyodyntdminen reaalimaailman
ongelmissa on merkittdvd ja jokainen yksilo tormdd ndihin varmasti paivittdin, vaikkei sitd
tiedostaisikaan. Esimerkiksi paivittdisestd bussilla matkustamisesta ja mukana olevasta bussikortin
saldosta voinee muodostaa ensimmaéisen asteen polynomiyhtilon, josta voidaan ratkaista, kuinka
monta reissua kortissa on vield jiljelld, jos tiedetddn kortin saldo sekd yksittdisen reissun hinta.
Ilmioihin, joiden vélistd yhteyttd matematiikkaan on hankalampi 16ytéa, liittyy mahdollisesti hieman
peruskoulun ylittdvad matematiikkaa, mutta mitd enemmén oppii sen paremmin rakentuu ymmarrys
miksi juuri kyseinen matematiikan rakenne/tydkalu on olemassa.

2.1.  Potenssimerkinta

Potenssi on kertolaskun lyhennetty merkitsemistapa silloin, kun samaa lukua kerrotaan itselldén
useamman kerran. Merkinndsséd x™

- x on kantaluku eli tulon tekija

- n on eksponentti eli tekijoiden lukuméaéra. (Lahde: luntti.net)

Eksponentti vaikuttaa ainoastaan siihen lukuun, jonka oikeaan yldkulmaan se on kirjoitettu. Jos
vaikutusaluetta halutaan laajentaa, on kiytettivi sulkeita. Potenssissa (—2)* on kantalukuna -2,
jolloin (=2)* = (=2) - (=2) - (=2) - (—2) = 16 . Jos potenssimerkinnisti jétetdin sulkeet pois ja
4 kpl
merkitdin —2*, on potenssin kantalukuna 2, jolloin —2% = —(2%) — (2 2242 2) =—(16) = —16.
4 kpl

Kantaluku on merkittava sulkeisiin, jos
- tulon tekiji on negatiivinen
- tulon tekijdnd on summa, erotus, tulo, osaméér tai potenssi.

Potenssin merkkisdanto:
Jos potenssin x™ kantaluku x on negatiivinen ja eksponentti n on
e parillinen, potenssin arvo on positiivinen
e pariton, potenssin arvo on negatiivinen. (Ldhde: avoinoppikirja.fi)
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Esimerkki 1. Laske

a) (-3)2=(-3)-(-3)=9 parillinen mééri kerrottavia

2 kpl
b) (-2)3=(-2)-(-2)-(-2)=-8 pariton mééri kerrottavia
3 kpl
c) =52 =—(5%) = —(5_;_5}) =-25 kyseessi ei ole negatiivisen luvun potenssi
2 kpl

Esimerkki 2. Laske

a) nelion, jonka sivun pituus on 6 pinta-ala.

b) kuution, jonka sdrmén pituus on 2 tilavuus.

Ratkaisu: 2
a) Nelion pinta-ala saadaan kannan ja korkeuden tulona, joka voidaan ilmaista potenssin avulla:
A=62=6-6=36

b) Kuution tilavuus saadaan pohjan (nelid) pinta-alan ja korkeuden tulona, joka voidaan ilmaista
potenssin avulla:

V=23=2.-2-2=8
Huom! Luvun toista potenssia sanotaan luvun nelioksi. Luvun kolmatta potenssia taas luvun
kuutioksi.
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Harjoitustehtivii

83. Merkitse tulot potenssimerkintdd kéyttien
a)2-2-2-2

b) =10 (=10) - (—=10) - (—=10)

c)a-a-a

84. Merkitse potenssit tuloiksi
a) 100!

b) b3

c) 4% missia =5

85. Tosi vai epétosi? Perustele.

a) —62 = 36
b) 5 =1
0)(=3)2=9

86. Ympyroi potenssimerkintdjen kantaluvut
a) (—3)?

b) —24

c)a’®

87. Laske
a) (—2)°

b) —32

C) (_1)2018
d) (_1)2019

88. Kirjoita potenssimuodossa, ei tarvitse sieventéa.

a) (=2) - (=2)- (-2)

(1+x)- 1+x)-(1+x)-(1+x)

89. Merkitse potenssiksi ja laske luvun -5
a) nelié
b) kuutio.

90. Laske
a) 82 — 72
b) 42 — 32

34
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c) 62 — 52
d) Miti havaitset? Miten voit laskea ilman laskinta 10002 — 9992

91. Mitké kaksi luonnollista lukua on kyseessd?

1. vihje: Luvut ovat pienempid kuin 10.

2. vihje: Lukujen erotus on 1.

3. vihje: Suurempi luku voidaan kirjoittaa muodossa joku luku potenssiin 2.
4. vihje: Pienempi luku voidaan kirjoittaa muodossa joku luku potenssiin 3.

92. Péittele, mika luku sopii x:n paikalle.

a) 7% = 49
b) 10* = 10 000
c)x? =64

d)2* =8
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2.2.  * Samankantaisten potenssien tulo

Tulossa 42 - 43 on molempien potenssien kantaluku sama. Merkintii kutsutaankin samankantaisten
potenssien tuloksi.

42 .43 = (4-4)-(4-4-4) = 423 = 45 = 1024
2 kpl 3 kpl

Samankantaiset potenssit kerrotaan keskendén siten, ettd eksponentit lasketaan yhteen. Kantaluku
pysyy samana.

am™ . q" = gmtn
Esimerkki 1.
Sievennetdén potenssit.
a) aZ . a4 — a2+4 — a6
b) x-x%-x% = x1¥2+3 = x6
c) a®-a?-b-b®=a3?.p1+6 = q5p7 Ainoastaan samankantaiset potenssit voidaan

merkitd yhdelld potenssilla.
d) 3a*-(-2a%®) =3-(-2)-a* a®=—6a*"3 = —6d’

Harjoitustehtivii

93.Merkitse ja sievenni potenssien tulo.
a) 6x3jax?
b) 3x?ja4x
c) x*ja5x*

94.Sievenna.
a) 6-x-4-x
b) 2y -y-y-(—4)

95.Sievenna.
a) 2a®b*-5a?b®
b) x7y%-xy
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2.3, * Samankantaisten potenssien osamadra ja nolla eksponenttina

e e 4° . . g
Osaméadrad = kutsutaan samankantaisten potenssien osamddrdksi.

5 kpl
—
L IL LT L Sy RS SRR
27 4.4 B T
¢4
2 kpl

Samankantaiset potenssit jactaan keskendén siten ettd osoittajan eksponentista vihennetdén
nimittdjan eksponentti. Kantaluku pysyy samana.

= gm-n

m
aTl

EsimerkKi 1.

Sievennetddn potenssi.

a) C = (—4)75 = (—4)2 =16

=95
7
Y _ .4
bF=Y
3.,4.,6 3+4+6 13
a’-a*-a a a -
Z.05  q2+5 47 =a®7 =a®
a?-a a a
Esimerkki 2.
Sievennetddn potenssit.
3x* _
a) — = 3x*1 =3x3
-38 -
b) > = —385=_33 =27
35
6a*h? 6 4 1,2-
o —— =-a* 1?71 = 2a3b* = 2a3b
3ab 3

3
Tarkastellaan seuraavaksi jakolaskua re} kahdella eri tavalla. Sievennetdén lauseke samankantaisten

potenssien osamairan avulla.

3 .
%=43'3=40ja————

Koska molemmat toimenpiteet ovat sallittuja, on lopputuloksien oltava yhtd suuret eli 4° = 1.
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Jos eksponenttina on nolla, on potenssin arvo aina 1. Kantalukuna ei kuitenkaan saa olla nolla, silla
nollalla ei saa jakaa.

a’®=1,kuna # 0.
EsimerkKki 3.

Sievennetdén potenssit.

a) 99° =1

b) —45%°=-1

o) (=9274)° =1

d) 00 ei ole médritelty

Harjoitustehtivii

96.Laske.
a) 5-3°
b) ()°
c) 0%*-40°

97.Laske.
29
a) ;

98
b) 9—9

73
c) —%

(=5)*
55

d)

98.Laske.

a) 5°

b) (=17)°

c) —6°

d) x°+y°+2% missix,y,z# 0
e) a®-a®-a’ missia#0

99.Merkitse ja sievennd potenssien 6x3 ja x?
a) tulo
b) osamaira.

(_3)2019
100. Laske (_?’)W
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101. Sievenna.
bZ _b4
a)
b3

c-c3.c3

b) c-c?

102.Sievenna.

3x2
a) 7x-X

xty
2x2-3x2

b)

103.Sievenna.
15a8p7
5a3b

4a®p11c®

b —_—
) 32a%b6c?

39
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2.4.  * Potenssin potenssi

Merkinnilld (3%)* tarkoitetaan potenssin potenssia. Eksponenttina on luku 4 ja kantalukuna on
sulkeiden sisilto eli 32. Kasitelldén kantalukuna olevaa potenssia samoin kuin yksittéistd lukuakin.
Potenssimerkinté voidaan kirjoittaa muodossa

(32)4 — 32 . 32 . 32 . 32 — 32+2+2+2 — 34-2 — 38
4 kpl

Kyseessd on ennestddn tuttu samankantaisten potenssien tulo.

Potenssi korotetaan potenssiin siten, ettd eksponentit kerrotaan keskendan. Kantaluku pysyy
samana.

(am)n = gmn
(Lahde: avoinoppikirja.fi)
Esimerkki 1.

Sievennetdn potenssit.

a) (2%)%=2%2=26=64
b) 16(a®)? =16-a%? = 16a*

2
c) 23" =29=512 Kyseessa ei ole potenssin potenssi, vaan eksponentin

potenssiin korotus!

EsimerkKi 2.

Mihin potenssiin luku 3 on korotettava, jotta vastaus olisi yhtd suuri kuin luku 95? Eli ratkaise
yhtils 3% = 95.

Ratkaisu:

Potenssin 95 kantalukuna on 9, joka saadaan luvun kolme potenssina seuraavasti: 32 = 9.
Sijoittamalla tima yhdeksikon paikalle ja sieventimilld saadaan: 95 = (32)5 = 310,

Vastaus: Luku 3 on korotettava potenssiin 10.
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Harjoitustehtivii

104.Sievenna.
a) (10%)°
b) (y*)?
c) (100%9)°
d) (192

¢ (592

105.Sievenna.
a) (k1o
b) X3 (x4-)6

o CHn

106.1lmoita luvut kahden potensseina (esim. 43 = 2/0tain),
a) 43

b) 87

o) 16

107.Luvut 27 ja 81 ovat luvun kolme potensseja eli 33 = 27 ja 3* = 81. Anna tehtivien
vastaukset luvun 3 potensseina.

a) 27-81

b) 272

c) 27-813

q 815
) 273

108.Sievenna.
6a(bt)? 2(a?)?
4(b%)3 3b?(a?)?
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2.5,  * Negatiivinen eksponentti
EsimerkKi 1.
1) Supistamalla saadaan
1-1-1 1

44 4-4-4 _
457 4-4-4-4-47 4-4-1-1-1 42

2) Toisaalta osamaérin potenssin laskuséddnndlla saadaan
3

= 4_3—5 — 47‘_’
Merkitsemélld ndma yhtésuuriksi saadaan
43 43
a5 45
-2 1
474 = E

Potenssin negatiivinen eksponentti tarkoittaa kantaluvun kaénteisluvun vastaavaa positiivista
potenssia.

EsimerkKi 2.
-3 1
a4 =—-=—
) ) 43 64
3 1 1
b —=32_4:3_2__=_
) 34 32 9
EsimerkKi 3.

Kirjoitetaan negatiivisen eksponentin avulla.

a)%= 771

5x 1 -
b)y—2=5x-y—2=5xy 2

L_1.1_1,
() — =—.— ==
)2a4 2 a* 2

-4

42
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Harjoitustehtivii

109. Mitk4 laatikon lausekkeista on lausekkeen x ~2 kanssa yhti suuret, kun x # 0.

x 2 1 1

2

_El_x )_Zx)_;)le_xz)

x2

110. Sievenna yhdeksi murtoluvuksi.
a) 3714471
b) 571.372

111. Tosi vai epétosi? Jos epétosi, niin miksi?
a) (3%)° < (3%?

b) (99)°> (97"

o) (2)'=(4"?

112.Laske 3° — 372. (yo kevit 1975)

43
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2.6.  Tulon potenssi

Jos potenssin kantalukuna on tulo (4 - 3)2, on kyseessi tulon potenssi, joka voidaan laskea
normaaleja laskusdéntdjd noudattaen (4 - 3)2 = (12)2 = 144. Tulon potenssilla on olemassa myds
laskusdéntonsa, jolla paddytadn samaan lopputulokseen.

(4-3)2=(4-3)-(4-3)=4-3-4-3=4-4-3-3=42.32=16-9 = 144
- 7 >~ 2
2 kpl

Tulon potenssi on tekijéiden tulo (a - b)™ = a™ - b".
(Lahde: avoinoppikirja.fi)

EsimerkkKi 1.
Sievennetddn potenssit.

a) (2x)3=2%-x3=8x3
b) (5a%h)2 =52-a - b? = 25a°h?

Esimerkki 2.
Merkitéédn yhtend potenssina.

a) 23-4%3=(2-4)% =83
b) 16x%y? = 42x2y? = (4xy)?

Harjoitustehtivii

113.Sievenna

a) (—4a)?
b) (3a)°

c) (—10)3
d) (10x3y*)2.

114.Merkitse yhtené potenssina
a) 32-52
b) 45255

115.Sievenna
(x4y)2 . (x2y3)4.
116.Sievenna
(a7b5)2
(a*h2)?¥
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117.Muodosta ja sievenna kuutioiden tilavuuksien lausekkeet

a) b)

2a

2a

2a

<)

118.Sievenna

(3a4b3)2 (a2b2)3
(a?b3)3 .9(a2b)2'

45
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2.7.  * Osamaaran potenssi

Jos potenssin kantalukuna on osamaéra (?)2, kutsutaan merkintié osamadcrdn potenssiksi.

Potenssin arvo voidaan laskea normaaleja laskusdént6ja kayttéden (?)2 = (4)? = 16 tai

korottamalla ensin seké osoittaja ettd nimittéja toiseen potenssiin.

12, 12 12_12-12_122_144_16
GV =33 33 "% "9 "
2 kpl
n n
reee o . ; R a a
Osamadrdn potenssi on potenssien osamaari (;) = b+0
(Léhde: avoinoppikirja.fi)
EsimerkkKi 1.
(5)2 2 _ 2
D \s) T "3
2a3a?\* __ (2a%*2 4 __(2a5° 4 _ (2a5)4 _ 2%a%* _ 16a?°
b) bbS T \p1+s ) T \Upe) T (p6)r T pet | p2s
EsimerkkKi 2.

Lasketaan lausekkeet sieventdmaélld ensin yhdeksi potenssiksi
16 (16)3 g
8~ \8/ " 7

46
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Harjoitustehtivii

119.Sievenna
()
a) :
b (—3x)2
) 4

120.Muodosta ja sievenni lukujen 5m3n* ja 5m?n osaméirin nelio.

121.Sievennd
(-n*
Y
23.25
56

b)

122.Sievenna
83
a) ;
715

b) 498x7

123.Sievennd, ilmoita vastaus ilman negatiivista potenssia.

2a*
Gy

47
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2.8.  Nelidjuuri [
Esimerkki 1. T

a) Olkoon nelion pinta-ala A = 9. Miké on nelion sivun pituus?

b) Olkoon nelidnmuotoisen lattian pinta-ala A = 16m?. Miki on

lattian sivun pituus?
o

Ratkaisu: T
a)
Nelion pinta-ala saadaan sivun nelioni, eli nyt tulee pohtia sitd, ettd mika luku x toteuttaa yhtdlon
x? =
Tieddmme, ettd 3% = 9 ja toisaalta (—3)? = 9. Siisp4 x = 3 tai x = —3. Kuitenkin, sivun pituus ei

voi olla negatiivinen luku, joten vain x = 3 kelpaa nyt yhtdlon ratkaisuksi.

Vastaus: Sivun pituus on 3.

b)

Vastaavasti kuin edelld, mutta nyt otamme myds yksikot huomioon vastauksessa. Mika luku
toteuttaa yhtilon x2 = 16 m?2. Tiedimme, ettid (4 m)? = 16 m? ja toisaalta (—4m)? = 16 m2,
joten

x = 4 m tai x = —4 m. Negatiivinen sivun pituus ei kelpaa, joten

Vastaus: Sivun pituus on 4 m.

Esimerkki 2. Ratkaise yhtilo

a) x2=9

b) x? =16

c) x*=-4
Ratkaisu:

a) x=3taix=-3,silli3? =9tai (—3)2=9.

b) x =4 tai x = —4,silld 42 = (—4)% = 16.

c) Ei ratkaisua, silld luvun x eksponentti on nyt parillinen luku 2. Tieddmme, ettd reaaliluku
korotettuna parilliseen potenssiin on positiivinen reaaliluku.

Neliojuuri vastaa kysymykseen, miké luku x tdytyy korottaa nelioon (toiseen potenssiin), jotta se
olisi luku positiivinen luku a. Eli yhtélén a = x? ratkaisu, missd emme huomioi negatiivista
ratkaisua.

va = x, missa
1)a=0
x>0
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1) Miksia > 0?

Tieddmme, ettei mink&dn luvun x parillinen potenssi voi olla negatiivinen luku, kuten
esimerkin 2. ¢)-kohdassa huomasimme.

2) Miksi x = 0? Eli miksi emme hyviksy myos negatiivista ratkaisua?

Voisimme siis méiritelld, etti esimerkiksi V9 = 3 tai V9 = —3, silld 32 = (=3)2 = 9.
Kuitenkin, neliéjuuren (reaaliluvuilla) mééritelméssé on tehty valinta, ettd neli6juuri on
vain ja ainoastaan positiivinen ratkaisu. Tdma valinta on tehty siksi, ettd nelidjuuri olisi

yksikisitteinen, eli voidaan sanoa yksikisitteisesti, ettd v9 = 3.

'Huom! Vaikka nelidjuuri onkin yksikdsitteinen, niin esimerkiksi yhtilon x? = 9 ratkaisu ei ole
yksikisitteinen, vaan x = V9 = 3 taix = —/9 = 3.

[+
Esimerkki 3. Nelién pinta-ala on 15m?. Miki on nelién sivun pituus?
Ratkaisu:
T
x =+v15 = 3,872983 = 3,9 (m)
Vastaus: Nelion sivun pituus on noin 3,9 m.
O

1) Tulon nelidjuurelle pitee vVab = vVavh
2) Osamaiérén nelidjuurelle pitee \[g = ‘/—\/%, missd b # 0. Silld

1) (Va-vb) = (Va)’(VB)" = ab

2 2
) (-2

IHuom! Va + b # vVa + /b, silld esimerkiksi VO + 16 = V25 = 58 muttavV9 + V16 =3 +4 = 7.

EsimerkKi 4. Sievenni
a) VA2 =V&2 =22

v fi=i=
¢) V8V2=v8-2=+16=4
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Harjoitustehtivii

124.0nko viite tosi? Jos ei niin miksi?
a) V10 =5

b) V49 = -7

¢) V36=6

d) Vi8=9

125.Laske
a) V1
b) VO
¢) V121

126.0makotitalon tontti on nelidn muotoinen ja sen pinta-ala on 1600 m?. Paljonko aitaa
tarvitaan tontin aitaamiseen, kun tuloaukoksi jatetddn 3 m?

127.Arvioi ilman laskinta, mitd kokonaislukua ldhinna on
a) V26
b) V48
¢) V80

128.Mika luku on juurrettava, kun nelidjuuren arvo on
a) Yhti suuri kuin juurrettava,

b) Puolet juurrettavasta

¢) Kolminkertainen juurrettavaan verrattuna?

129.Laske ja ilmoita vastaus murtolukuna

a)\/%

1
b) |27

130.Laske
a) V9++16
b) V9 +16

131. Laske
a) V4 -+/16
b) v4-16

132.Laske
a) V2 ++4
b) VV25++81—-5

50
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133. Laske lausekkeen (toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavan toinen ratkaisu) X =
—b+Vb%—4ac

2a arvo ilman laskinta, kuna=1,b=2jac=-8.

134.Laske lausekkeen Va? + b? tarkka arvo, kuna = 2jab = g. (yo kevit 1984)

135.Laske lausekkeen V1 — a? tarkka arvo, kun

a) a=

b) a=

Nla!NIH

(yo syksy 1987)
136. Minki positiivisen luvun nelidjuuri on luku v5 — 2? Anna vastaus seki tarkkana arvona,
ettd likiarvona kolmen merkitsevan numeron tarkkuudella. (yo syksy 1994)
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2.9.  Polynomi

Ennen kuin siirrymme polynomeihin, on hyvé tiedostaa reaalilukujen laskulait (ns. reaalilukujen
kunta-aksioomat), jotka mahdollistavat oikeaoppisen sieventimisen.

Yhteenlaskun vaihdantalaki:
a+b=b+a

Yhteenlaskun liitintalaki:
a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c

Toisin sanoen yhteenlaskun laskujérjestykselli ei ole vilii eli voimme laskea reaalilukuja yhteen
haluamassamme jirjestyksessd. Esimerkiksi1 +2+3=3+2+1=6.

Vastaavat laskulait patevat myos kertolaskulle.

Kertolaskun vaihdantalaki:
a-b=b-a

Kertolaskun liitintéilaki:
a-(b-c)=(a-b)-c=a-b-c

Voimme siis suorittaa reaalilukujen vililld kertolaskut haluamassamme jérjestyksessi.
Esimerkiksi2-4-7=8-7=7-8=056jatoisaalta2-4-7 =2-28 =282 =56.

Usein laskulausekkeessa on kuitenkin seké yhteen- etté kertolaskuja samanaikaisesti.
Yhteen- ja kertolaskun osittelulait:

a-(b+c)=ab+ac
(a+b)-c=a-c+b-c

ja muuttujaosan tuloa sanotaan termiksi, esimerkiksi termissé

2 on -10 ja muuttujaosa on x2.

X

Polynomi on lauseke, mikd muodostuu termien yhteenlaskusta. Polynomin muuttujien
eksponenttien tiytyy olla positiivisia kokonaislukuja. Jos muuttujia on vain yksi, niin polynomin
asteluku médrdytyy sen muuttujan mukaan, jolla on suurin eksponentti. Jos termeja on kolme tai
vihemman, niin tdlldin polynomia voidaan kutsua monomiksi (1), binomiksi (2) tai trinomiksi

3.
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EsimerkKi 1.

a) Polynomin 2x'% — 4x'* 4+ 5x + 11 asteluku on 13.

b) —7x? on toisen asteen monomi.

c) 7y +3x = 7y' + 3x' on ensimmiiisen asteen binomi.

d) 4x®+17y%? +5=4x°+ 17y% + 5 on kuudennen asteen trinomi.
e) 7 = x° on nollannen asteen polynomi. (x # 0)

Polynomien yhteenlasku

Polynomin termeja kutsutaan samanmuotoisiksi, jos niiden muuttujaosat ovat samat.
Samanmuotoisten termien vélilla voidaan suorittaa yhteenlasku (sekd vahennyslasku), joka
edesauttaa polynomin sieventamisessd. Yleensd polynomin termit jérjestetddn asteluvultaan
suurimmasta pienimpaén.

Esimerkki 2. Laske polynomien 2x? — 3x + 3 ja —5x + 1 villinen

a) summa.
b) erotus.

Ratkaisu:

a) 2x2—-3x+3+ (-5x+1) =2x%2 —3x+3— 5x+ 1 |Poistetaan sulut
=2x%? — 3x — 5x + 3 4+ 1 | Samanmuotoiset termit periikkiin
=2x2+ (-3 —5)x+4 |*) Lasketaan kerroinosat yhteen
=2x2-8x+4

*) Kyseessd on tosiaankin yhteenlasku, silld voimme ajatella kahden luvun vélisen vahennyslaskun
vastaavan yhteenlaskua, jossa ensimmdiseen lukuun lisdtdén toisen luvun vastaluku:
-3-x-5-x=-3-x+(=5)-x=(-3+(=5)) x = —8x.

b) 2x2—3x+3—(=5x+1) =2x%2—3x+3+5x—1
=2x?>—-3x+5x+3-1
=2x24+(—3+5)x+3-1
=2x*+2x+2

Huom! Nyt sulkeita poistettaessa sulkujen edessé oli miinusmerkki, jolloin sulkujen sisdlld olevien
termien etumerkit vaihtuvat vastakkaismerkkisiksi.
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EsimerkKi 3. Laske suorakulmion

L
a) pinta-ala
b) piiri

Ratkaisu:

a) Merkitdén pinta-alan lauseketta kirjaimella A (englanniksi Area). Koska suorakulmion
pinta-ala on kannan ja korkeuden tulo, niin

A=4-10 = 40.
b) Suorakulmion piiri on sen sivujen pituuksien summa. Koska kyseesséd on suorakulmio,
niin sen vastakkaiset sivut ovat yhta suuret. Merkitdén piirin lauseketta kirjaimella p,

jolloin

p=4+10+4+10=28.

54
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EsimerkKi 4. Laske suorakulmion

a) pinta-ala
b) piiri

Ratkaisu:

a) Merkitddn pinta-alan lauseketta kirjaimella A. Koska suorakulmion pinta-ala on kannan ja
korkeuden tulo, niin

A =xy.

b) Suorakulmion piiri on sen sivujen pituuksien summa. Koska kyseessé on suorakulmio, niin
sen vastakkaiset sivut ovat yhtd suuret. Merkitdén piirin lauseketta kirjaimella p, jolloin

p=x+y+x+y=x+x+y+y=2x+2y.

Muodostimme siis kaavat suorakulmion pinta-alalle ja piirille, joiden avulla voimme laskea
vaivattomasti eri kokoisten suorakulmioiden pinta-aloja ja piirejd! Esimerkiksi, jos suorakulmion
leveys x = 20 ja korkeus y = 300, niin pinta-ala A(x,y) = A(20,300) = 20 - 300 = 6000 ja piiri
p(x,y) = p(20,300) = 2-20 + 2 - 300 = 640.

Polynomien kertolasku (eli tulo)

- Monomien vilisessi kertolaskussa (monomi - monomi) kertoimet kerrotaan keskendén ja
muuttujaosat keskendédn. Esimerkiksi
2a-3a>=2-a-3-a*=2-3-a-a>=6-a'*? = 6a>

- Monomi - binomi voidaan sieventdi yhteen- ja kertolaskun osittelulain avulla. Esimerkiksi.
4(2a+3)=4-2a+4-3=8a+ 12.

- Binomi - binomi voidaan sieventdd vastaavasti yhteen- ja kertolaskun osittelulain avulla,
mutta lakia joudutaan kdyttdiméan nyt useamman kerran. Esimerkiksi
(a+3)(a-2)=a-(a—2)+3-(a—2)

a-ata-(-2)+3-a+3-(-2)

=a?—-2a+3a-6

=a’+a—-6
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Esimerkki 5. Sievenni (3a — 5)(2a® — a + 4).
Ratkaisu:

(Ba-5Qa%*—-a+4)
=3a-a’?—-a+4)—-5-a’—a+4)*
=3a-2a’+3a-(—a)+3a-4-5-2a>—-5-(—a)—5-4
=6a® —3a? + 12a — 10a? + 5a — 20 **

= 6a3 —3a? —10a? + 12a + 5a — 20
=6a®—13a%+17a - 20

*) Téma valivaihe ei ole valttdiméton. Se on téssd sen vuoksi, ettd sieventéimisessd kiytettdvin
yhteen- ja kertolaskun osittelulaki ilmenee selvemmin.

**) Yhteenlaskun vaihdantalaki eli voidaan vaihtaa laskujdrjestystd kokoamalla samanmuotoiset
termit perakkain.

Esimerkki 6. Sievenni (x + 1)(x — 2)(x + 4).
Ratkaisu:

+DE-2)E+4)
=(x'(x—2)+1-(x—2))~(x+4)*
=2-2x+x—-2)-(x+4)
=(x2-x—-2)-(x+4)
=x2-(x+4)—-x-(x+4)-2-(x+4)
=x3+4x2—x?—4x—2x—8

=x3 4 3x%2 — 6x — 8 **

*) Muista kirjoittaa kertolaskun (x + 1) - (x — 2) tulos sulkeiden sisille!

**) Vastaavaan lopputulokseen olisimme paédtyneet myos silld, ettd olisimme laskeneet ensin oikean
puoleisen tulon sulkeiden sisélld eli (x + 1) - (x (x+4)—-2-(x+ 4)) ja sieventdneet timén
loppuun.
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Harjoitustehtivii

137.Sievennd polynomit asteluvun mukaisesti (suurimmasta pienimpéén).

a) 2x+x2+1

b) 5y + 2+ 3y% + 4y°

c) —3+3y%+x?

d) —5x3+4y5+7+2x°+133

138. Laske funktion P(x) = x3 + 2x2 + 1 arvo, kun

ayx=1
b)yx =-1
c)x =2
d)x =-3.

139. Sievenna.
a)x-5-x-4
D)y 2-x-(~2)

©)—4-(=b)-(-2)-(-a) - (—a)
d) gx;y -2z

140. Avaa sulkeet.

a) 8(a+b)

b) —2(a -b)

¢) 5(-3a—4b)
d) — 2(—6a +5b)

141.Laske binomien 7a — 1 ja —2a + 3
a) summa.

b) erotus.

142.Sievenna.

a)a(a + 3) b)3a(5 + 4a)

c) 6a(a — 6) d) (a®> —a)a
143.Sievenna.

a) (x+ D(x+3) b)(n—1)(n+2)

02-2y)By-4) d) (a +b)(x — a)

144.Sievenna.
a) (x +5)(2x% —3x + 4)
b) Ba? —a+6)(a—2)
¢)(a+4)2a(Ba—1)

145.Sievenna.

a) (a+b)?
b) (a—b)?
¢) (a+b)(a—D>b)

57
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Eli johda ns. binomikaavat.

146.Tehtdvassd 90. tutkimme luvun nelidn ja lukua yhden verran pienemmaén luvun nelion
vélisté erotusta. Johda yleinen lauseke erotukselle-

Vihje: Merkitidn ensimmadinen luku x + 1, jolloin yhden verran pienempi luku on x. Tdmén
jélkeen voidaan sieventid lauseke

(x+1)% — x?,
jonka lopputuloksena saadaan tehtivissa 90. havaittu tulos siten, ettd se patee kaikilla

luvuilla x + 1 ja x.

147. Olkoon terdvikulmainen kolmio kuvan merkinndin.

(1 b

Osoita, ettd kyseisen terdvakulmaisen kolmion pinta-ala A = @.

kanta-korkeus
P .
Muodosta kuvassa olevan kahden pienemmaén suorakulmaisen kolmion pinta-alan lausekkeet

A; ja A,. Laske ndma lausekkeet yhteen ja sievenna.

Vihje: Tieddmme, ettd suorakulmaisen kolmion pinta-alalle pétee Ay, =
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148.Jadkiekkokaukalon pinta-alasta saa melko hyvén arvion, kun arvioi sen olevan suorakulmio.
Vield paremman arvion saa siten, ettd arvioi kaukalon ulkopuolelle jadvén pinta-ala

osuuksien muodostuvan kolmioista ja vdhentd suorakulmion pinta-alasta.

Y

</

) ~—

I

a

a) Muodosta jidkiekkokaukalon pinta-alan funktio Ag(x, y), kun oletetaan
jaakiekkokaukalon olevan suorakulmio.

X

b) Muodosta ylimenevin osuuden (kaikki kolmiot!) pinta-ala funktio Ak (a, b).
¢) Muodosta kaukalon pinta-alan funktio A(x,y, a, b), kun otamme huomioon niméa

ylimenevét osuudet.

d) Laske Hakametsén kaukalon pinta-ala A. Hakametsén kentén sivujen pituudet ovat 60 m

ja 28m. Lisdksi, kolmiot ovat tasakylkisid kolmioita, joiden sivujen pituudet ovat 6 m.
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* Pascalin kolmion avulla voidaan méérittdd binomikaavat myds korkeampiasteisille
polynomeille.

KERTOIMET KORKEIMMAN

ASTEEN
TERMIN

ASTELUKU

1

11
121
1331
14641
15101051

Esimerkiksi:

u1|~b|m||:~&|+—t ()

(a+b)® =1a® +3a?b + 3ab? + 1b°

(a+b)* = 1a* + 4a®b + 6a?b? + 4ab® + 1b*

(2a —3b)° = (2a + (—3b))
= 1(2a)° + 5(2a)*(=3b) + 10(2a)3(=3b)? + 10(2a)?(—3b)?
+5(2a) (=3b)* + 1(=3b)°
= 32a° — 240a*b + 720a%h? — 1080a2b? + 810ab* — 243b°

- Pascalin kolmiosta luetaan ensin mihin eksponenttiin
binomilauseke korotetaan, ylin taso vastaa eksponenttia 0
ja kasvaa aina yhdelld mentdessd kolmiota alaspéin.

- Téamaén jalkeen termien kertoimet voidaan lukea suoraan
kolmiosta ja muuttujaosien eksponentit pienenevat tai
kasvavat yhdelld riippuen kummasta termistd on kyse.

149.Hyddynné Pascalin kolmiota ja sievennd seuraavat binomien eksponentit
a) (x+2)°
b) 2x—7)3
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2.10. Ensimmadisen asteen polynomiyhtdlot ja yhtdldparit

Esimerkki 1. Ratkaise yhtdlo 3x + 1 = x — 2.
Ratkaisu:
3x+1=x-2 | —x

3x+1—-x=x—-2—-x
3x—x+1=x—-—x-2

2x41=-2 -1
2x+1-1=-2—-1
2x = -3 |:2
3
=73

Yhtdloa ratkaistaessa haluamme péédtyd lopputulokseen, missd yhtdsuuruusmerkin vasemmalla
puolella on ratkaistava muuttuja, jonka kerroin on 1 ja toisella puolella loput termit.

1) Halusimme yhtdlon muuttujat yhtdlon vasemmalle puolelle. Vahensimme yhtdlosta
puolittain x, silld x — x = 0, eli toisin sanoen —x on yhtdlon oikealla puolella olevan
termin x vastaluku.

2) Halusimme yhtdlon vakiot yhtélon oikealle puolelle. Vihensimme yhtélostéd puolittain luvun
1 vastaluvun -1, silla 1 —1 = 0.

3) Yhtéloa ratkaistaessa halusimme tietdd, mité ratkaistavissa oleva muuttuja x = 1 - x on.
Jaoimme yhtélon puolittain luvulla 2, silld 2: 2 = 1. Téssé olisi voinut myos vaihtoehtoisesti

12

kertoa puolittain luvun 2 kiinteisluvulla § silléi% 2== 3 =1.
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Yhtiloparit
Esimerkki 2. Madritd suorien y; = 3x + 1 jay, = x — 2 leikkauspisteen koordinaatit.
Ratkaisu:

Edellisessé esimerkissd ratkaisimme yhtdlon 3x + 1 = x — 2 eli yhtdlon y; = y,, minki ratkaisuna
saimme leikkauspisteen x-koordinaatin x = —=. Koska suorat y, ja y, leikkaavat toisensa, saamme
leikkauspisteen y-koordinaatin sijoittamalla timén kumpaan tahansa suoran funktioista.

( 3)_3 ( 3)+1_ 3-3+2)1_ 9+2_—9+2_ 7
Yi\"z) = - TT2v2T T2

tai

. . . . . . 3 7
Vastaus: Suorien y; ja y, leikkauspisteen koordinaatit ovat (x,y) = (— O E)'
Tuloksen voi vield tarkistaa graafisesti piirtamalld ko. suorat koordinaatistoon.

® yi(x) = 3x+1

® yolx) = x—2 Y
® P-(1535
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Esimerkki 3. Mitké ovat ne kaksi lukua, joiden summa on 27 ja erotus 3?
Ratkaisu:

Nimetddn ensiksi muuttujat x =’Ensimmaéinen’, y =’Toinen luku’. Tdmaén jélkeen voidaan
muodostaa kaksi yhtdlod tehtdvénannon tietoihin nojautuen: x +y = 27 ja x —y = 3.

Tapa 1: Sijoitusmenetelmi

Ratkaistaan molemmat yhtdlot ensin muuttujan y suhteen:

x+y=27 -x
y=27—-x
ja
x—y=3 | —x
—y=3-x |- (-1
D E=m)=C-D-B-x)
y=-3+x

Ratkaisujen téytyy olla yhtd suuret, jotta olisi olemassa tosiaankin kaksi lukua, jotka toteuttavat
molemmat tehtdvdnannon yhtalot:

y=y
27 —x=-34+x | —x
27 —2x=-3 | =27
—2x = —30 [: (=2)
x =15
Ratkaistaan y sijoittamalla x = 15 toiseen yhtéloén y = —3 + x
y=-3+15
y =12

Voidaan vield tarkistaa, ettei ole sattunut laskuvirheitd sijoittamalla x = 15 ensimmadiseen yhtiloon
27 — x:

y=27-15
y=12

Vastaus: Luvut 15 ja 12.
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Tapa 2: Eliminointimenetelmé

Muodostetaan yhtélopari tehtdvanannon yhtildista, joiden molempien téytyy toteutua samoilla
muuttujien x ja y arvoilla:

x+y=27
+{ x—y=3
x+x+y—-y=27+3
2x =30 |:2
x =15

Ratkaistaan y, sijoittamalla x = 15 yhtéléryhmén yhtdlo6n x — y = 3:

15—-y=3 | =15
-y=3-15
—y=-12 |- (-1
D(=y) = (-1(-12)
y =12

Tarkistetaan vield sijoittamalla x = 15 toiseen yhtdloon x + y = 27:

15+y =27 |-15
y =27-15
y=12

Vastaus: Luvut 15 ja 12.
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Esimerkki 4. Ratkaise yhtdlo —5(2x — 1) = —4x — 2 (3x — ;)

—502x—1)=—-4x-2 (3x — ;)

5
—52x—5(—ﬂ=-4x—23x—2(—ﬂ
—10x+5=—-4x—-6x+5

—10x+5=-10x+5 | + 10x
5=5 -5
0=0

Huomaamme yhtélon olevan identtisesti tosi eli toisin sanoen 0 = 0 riippumatta muuttujan x
arvosta.

Vastaus: Yhtilolla on ddrettomin monta ratkaisua.

Graafisesti tulkittuna tdma tarkoittaa sitd, ettd yhdensuuntaiset (eli sama kulmakerroin -10) suorat
v, =—502x—1)=-10x+5jay, = —4x — 2 (3x — g) = —10x + 5 ovat samat ja titen

sivuavat toisensa ddrettoman monessa pisteessa.

» Algebra
® yix) = -5 (2x— 1)

]

} Piirtoalue X

® yox) = —4x—2|:3x—!2]":\
T
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2-3
Esimerkki 5. Ratkaise yhtilo 4x — 3 X = 5x.

Ratkaisu:

2—3x_

4x — 5x

2—3x

3-4x+3~(— >=3-5x

12x — (2 — 3x) = 15x

12x — 2+ 3x = 15x

15x — 2 = 15x
-2=0

66

| —15x

Yhtélo —2 = 0 on identtisesti epétosi, eli yhtélolla ei ole ratkaisua, valittiinpa muuttujan x arvo

miten tahansa.

Vastaus: Yhtilolla ei ole ratkaisua.

Graafisesti tulkittuna tdmé tarkoittaa sité, ettd yhdensuuntaiset suorat y, = 4x —

2-3x -
— =15x -2
3

jay, = 15x eivit leikkaa toisiaan missdin xy-koordinaatiston pisteessa.

Y2[]

» Algebra Xl | » Piirtoalue X
® yi(x) =15x-2 y
® yi(x) = 15x
4
3
2
1
X
A 5 A ’ P } z B L
¥
-+
3
1



Harjoitustehtivii

150.Ratkaise yht#ld
a)2x+1=3
b)5x +2 =12

151.Ratkaise yhtilod
a)2x—1=3
b)5x—2 =12

152.Tutki, toteuttavatko lukuparit yhtéloparin {

133

3x+2y=2
2x+y =0

a) x=0jay=1 b)x =1jay=-2

153. Ratkaise kuvan perusteella yhtéldpari { J

=3x+2

y=-x+10

10

o) (x,y) = (-2,4)

67
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. wie o VEX
154.Ratkaise yhtélopari {y —2x—1

. e y=x-—-1
155.Ratkaise yhtélopari {Zx yy=2

156.Madritd suorien y = x + 1 ja —x — 1 leikkauspisteen koordinaatit
. wie o fx+y—2=0
157.Ratkaise yhtélopari { 2kt 2y =4

158.0nko suorilla y = 2x + 1 ja 4x — 2y — 6 = 0 yhteisid koordinaatteja?

159.Kioskissa myydéan irtokarkkeja 20 karkin ja 50 karkin pusseissa. Pieni pussi maksaa 1,50 €
ja isompi pussi 3,50 €. Pdivin paitteeksi laskettiin, ettd pusseja oli myyty 39 kpl ja rahaa oli
saatu 92,50 €. Kuinka monta karkkia myytiin?

160.J4nis haastaa kilpikonnan juoksukilpailuun ja antaa reiluna kaverina kilpikonnalle 10,2 km
etumatkaa. Léhtdlaukaus kajahtaa, ja kilpikonna viipottaa koko ajan tasaisella vauhdilla 15
m/min. Janis ajaa takaa vauhdilla 85 m/min. Milloin jénis saa kilpikonnan kiinni?

161.Yhtiloryhmiksi kutsutaan ryhmaid, jossa tarkasteltavia yhtdloitd on enemmaén kuin kaksi.
Vastaavasti kuin yhtdloparinkin tapauksessa, tulee yhtdloryhmén kohdalla varmistaa, etté
yksittdisen yhtdlon toteuttava ratkaisu toteuttaa kaikki ryhmén yhtilot.

y+x=5
a) Ratkaise yhtdloryhma algebrallisesti { y = %x +1
y+4=2x

b) Ratkaise yhtéloryhmi graafisesti
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—x+y+2z=-5
162. Ratkaise kolmen muuttujan yhtdloryhma{ 2x —y—z =3
3x+2y+z=4

—-Xx+y+2z=-5 1. yhtalo
Vihje: {2x —y—z =3 2. yhtalo
3x+2y+z=4 3.yhtald

- Ratkaistaan 3.yhtalostd z, eli sievennetdén z vasemmalle ja muut termit yhtélon oikealle
puolelle.

- Témin jélkeen sijoitetaan ratkaistu z 1. yhtaloon, jolloin saamme kahden muuttujan
yhtdloparin, josta voimme ratkaista x:n ja y:n.

- Kyseisten x:n ja y:n arvojen tulee nyt toteuttaa myos 3. yhtdlo, joten sijoittamalla ndméa
arvot 3.yhtaloon saamme lopulta my0s z: n ratkaistua.

- Tuloksen voi vield tarkistaa sijoittamalla ratkaistut x, y ja z jokaiseen yhtéléryhmén
yhtdlodn ja toteamalla, ettd yhtéloistd tulee identtisesti todet!
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2.11. * Rationaalilausekkeet

Rationaalllauseke |

P “\ -
| Polynomi | —_—
\—J o e | Murtolauseke

Olkoon polynomit P ja Q. Télloin lauseke

P

Q

on rationaalilauseke. Lisdksi Q # 0, silld nollalla jakoa ei ole méairitetty reaaliluvuilla R.
Jos rationaalilauseketta ei voida sieventdd polynomiksi, niin tdlloin kyseessd on murtolauseke.

Esimerkki 1. Onko kyseessd oleva rationaalilauseke murtolauseke vai polynomi?

x+1  x+1 2x+2 x2-1
a) —— b)— c) d) x e)
x+1 x—1 x+1 x+1
Ratkaisu:
x+1 . Luku x+1 o
a) — = 1, silla = 1. Koska —— sievenee (nollannen asteen) polynomiksi, niin
x+1 Luku x+1

kyseessd on polynomi.
x+1 | L
b) Lauseke 1 ei sievene polynomiksi, joten se on murtolauseke. *

2x+2 2x+21  2-(x+1) 21 ) .
= = = — = 2, joka on polynomi.
x+1 x+1 x+1

©)

d) x on polynomi.

x2-1 _ (x+D(x-1) _ 1-(x—1)
x+1 x+1 1

= x — 1, joka on polynomi.

€)

70
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x+1
*) Tamén perusteleminen, ettei lauseke —— sievene polynomiksi on jo itsessdédn yliopistasoinen
x—1

tehtdva. Tamédn vuoksi meille riittdd téssd yhteydessé vain todeta se, ettd koska kyseinen lauseke ei
sievene polynomiksi, niin se on murtolauseke.

x+1
Esimerkki 2. Milloin rationaalilauseke —— on méaaritelty?

Ratkaisu:
Rationaalilauseke on maéritelty silloin, kun sen nimittdja ei saa arvoa 0. Ratkaistaan nimittéjan

x + 1 nollakohta, eli toisin sanoen selvitetddn, milld muuttujan x arvolla nimittdja saa arvon 0:

x+1=0|-1
x+1-1=0-1
x=-1
Siispé rationaalilausekkeen nimittéjé saa arvon 0, kun x = —1.

Vastaus: x # —1. (Lue:” x on eri suuri kuin —1”)

. . . . . x+1 .
Huom! Kuten esimerkin 1 kohdassa a) huomasimme, rationaalilauseke —— = 1. Eli
kaytdnnossd katsoen luku 1 vastaa edelld mainittua lauseketta. Tamé ei kuitenkaan pidd paikkaansa

x+1
silloin, kun x = —1. Matemaattisemmin tdmén voisi merkitd seuraavasti: ? =1, kunx # —1.
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Murtolausekkeiden laskuséidnnét (A, B, C ja D ovat polynomeja)

Yhteen- ja vihennyslasku) Vastaavasti kuin murtoluvuilla, murtolausekkeet tulee sieventda
samannimisiksi ennen kuin voidaan suorittaa yhteen- tai vahennyslasku. Helpoiten tdméa onnistuu,

kun lavennetaan summattavat luvut toistensa nimittéjalla.

D)a Blc DA  BC _AD BC _AD+5C
5 YD "o ED _BD BED_ D

D)A B)c DA _5C_AD —BEC _AD-5C
5 D DB BD _BD BD _ BD

Kertolasku) Kahden murtolausekkeen vilinen kertolasku voidaan suorittaa kertomalla osoittajat ja

nimittdjit keskenénsa.

e

C

oo
Ol a
oo

Jakolasku) Luvun jakaminen toisella luvulla vastaa luvun kertomista tdmén toisen luvun
kéanteisluvulla. Vastaavasti murtolausekkeen jakaminen toisella murtolausekkeella vastaa

murtolausekkeen kertomista timén toisen murtolausekkeen kdanteismurtolausekkeella.

Y
I
UU|D>
) lw)

A
B

vl e
Sl o
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Esimerkki 3. Sievenni

<L |w
N

2 1 X
a)§+g b)E— C)Z'

Ratkaisu:

)2 )1 52 31 10 3 1043 13
a)S —-|—3—= +—=—4—=—=—
3 5 53 3 15 ' 15 15 15
S)x 2)Y _5x 2y _5x 2y _ 5x-2y
b) 5 &5 25 10 10 10
X 8 X8 8x 8 Xx X 2x
C)— —_—=—=—-—=2-—=—*
4y 4y 4y 4y y
)Sx_3x_5x 4 5x4 20x 20 x _ 20 1_20
34 3 3x 33x 9% 9 x 9 )

*) Polynomin ja murtolausekkeen vilisessd kertolaskussa vain ja ainoastaan murtoluvun osoittaja
kerrotaan kyseiselld kokonaisluvulla! Tdmén voi todentaa kyseessé olevan laskutoimituksen
X _ 2 x _2x _ 2x

kohdalla perustella seuraavasti: 2:=—=-= = = .
y 1y 1y y

EsimerkKi 4. Sievenni

5x+1 x+3 2a—-1 a

a) == b) — — =

x—1 x—1 a+2 b
Ratkaisu:

5x+1 =~ x+3 _ 5x+1+4+x+3 _ 5x+x+1+3 _ 6x+4
x—1 x—1 x—1 - x—1 - x—1
b) 2a-1  , + 2) a__ bQa-1) (a+2)a

a+2 b b-(a+2) (a+2)-b
_b-2a+b-(-1) a-a+2-a
"~ b-a+b-2 a-b+2-b

_2ab-b a®+2a 2ab—b—(a®+2a)
“ab+2b ab+2ab ab + 2b

a)
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_2ab—b—a2—2a_—a2+2ab—2a—b

ab +2b B ab + 2b
EsimerkKi 5. Sievennd
) 5x+2 a+2 )2x+1 ,6x+3 *
2y  b-1 y+1 " 2y+2
Ratkaisu:

74

)5x+2 a+2 _ (5x+2)-(a+2) _ 5x-a+5x-2+2-a+2-2 _ 5ax+10x+2+4

2y b—-1  2y-(b—1)  2y-b+2y-(-1) 2by—2y
__5ax+10x+6
o 2by -2y

)2x+1_6x+3 _2x+1 2y+2  (2x+1)-(2y+2)

y+1 "2v+2  y+1  6x+3  (y+1)-(6x+3)

— 2X2y+2x-24+1-2y+1-2  4xy+4x+2y+2
y-6x+y-3+1-6x+1-3  6xy+3y+6x+3

Axy+ax+2y+2 _ 2-Q2xy+2x+y+1)
6xXy+6x+3y+3 3-2xy+2x+y+1)

_ 2 (xy+2x+y+1) _ 2 1= 2
T3 (2xy+2x+y+1) 3 3
2x+1 6x+3

Jokeri *) Milloin edellisen tehtdvinannon mukainen osaméaara on médritelty?

y+1 " 2y+2
Ratkaisu:

2x+1
ja
+1

Ensinndkin meidén tulee olla varmoja siité, ettd kyseisen osamééran murtolausekkeet
6x+3

2y+2
nolla, joten saamme téstd kaksi ehtoa ratkaisemalla nimittdjan nollakohdan:

ovat madriteltdvissd. Murtolauseke on mééritelty silloin, kun sen nimittijé ei saa arvoa

Dy+1=0|—1

2x+1
y = —1, joten tulee olla y # —1, jotta voidaan maérittda 1
2)2y+2=0]|-2
2y =—=2|:2
6x+3
y = —1, joten tulee olla y # —1, jotta voidaan maarittda (sattumalta sama ehto
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kuin ensimmainenkin ehto)
6x+3
Liséksi tulee huomioida my®ds se, ettd 2 el voi saada arvoa nolla, silld se on jakajana.
Ratkaistaan tdmén nollakohdat, niin saamme vield viimeisen ja kolmannenkin ehdon:
3)
6x+3 _ o _
2y+2—0 |- 2y +2), missiay # -1
6x+3
(2y+2)-2y+2— (2y+2)-0
6x+3=0 -3
6x = -3 |:6
-3
x ==
6
3(-1
X = (-1
3:2
1
xX=-=
2

1
, joten tulee olla X # — >

Kokoamalla ehdot 1), 2) ja 3) saamme:

2x+1 6x+3 3 K + liax =+ 1
: = -, kun - - .
y+1 2y+2 2 y J 2
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Harjoitustehtivii

163.Laske
2 3 3 2 7 4 2
242 2_z L_9 31z
A7 +3 373 93 dg+13
164.Laske

4 1 4
a)g'z b)g'; c)

[LEEN)
N =
=N
s
N|w
N R

165. Milloin murtolauseke ei ole mééritelty?
5
2) x—3
b x
) x

3x—4
—4x+8

<)

3
d)——
a+b

x%+3 i .
166.0lkoon f (x , y) = y? Laske kyseisen funktion arvo, kun

a)x=0jay=0
b)x=1jay=1
x=2jay=2
d)x =3jay =3.

167.Sievenna

9x+1 2x—1 x+4 —-x+3
a) + b)——
x—1 x—1 a+b a+b
168.Sievenna
)—3x+1 xX+2 b —4a+13b —b+3a
2 n n —c+r —c+r
169.Sievenni
x+1 x-1 x—3y 2x+y
0 e Dl Gy
x  x+2 (a+b) (a+b)
170.Sievennia
a+b  a+b 3+x | —x+2

_ _— b_

a-b  a-b y+1 -y
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171.Sievennd

9x+1 2x-1 4x+2 3x+7
X x+1 x—1 x+1

a)

172.Ratkaise rationaaliyhtilo
2x +1 0
x?—x
173.Ratkaise rationaaliyhtdlo

x+ 2 _
2x +4
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2.12. Geometria

Algebra ja geometria voidaan katsoa toisistaan irrallisiksi matematiikan haaroiksi. Kuitenkin
geometristen kappaleiden mittojen ja tilavuuksien laskentoon voidaan liittdd yhtdlonratkaisua, mika
suoritetaan algebrallisesti sallittujen peruslaskutoimitusten avulla, joita ovat yhteen-, vahennys-,
kerto- ja jakolasku. T4lld tarkoitetaan siis sitd, ettd ratkaistaessa esimerkiksi yhtdloa

2nr=p

muuttujan r suhteen, voidaan yhtilo jakaa puolittain 27:114, jolloin yht&ld saadaan ratkaistuun
muotoon

muuttujan r suhteen.

Tama kappaleen tarkoituksena on palauttaa mieliin laskutehtdvien avulla geometriaan liittyvid
kaavoja seké soveltaa aiemmin opittua kuten yhtdlon ratkaisemista.
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Harjoitustehtivii

174. Suorakulmaisen kolmion pinta-ala voidaan laskea pinta-ala kaavalla

A_a-h
=

a

a) Laske suorakulmaisen kolmion pinta-ala, kun sen kanta on 2 m ja korkeus 3 m

b) Ratkaise suorakulmaisen kolmion korkeus, kun sen pinta-ala on 4 ja kanta a

¢) Ratkaise suorakulmaisen kolmion kanta, kun sen pinta-ala on 4 ja korkeus /

d) Laske suorakulmaisen kolmion korkeus, kun sen pinta-ala on 25 m? ja kanta 5 m

e) Laske suorakulmaisen kolmion kanta, kun sen pinta-ala on 7,6 m2 jakorkeus 70,5 m

175. Suorakulmion kateettien ja hypotenuusan vélilld on voimassa lause

a? + b? =2,
jota kutsutaan Pythagoraan lauseeksi.

—

e (1]

a) Laske hypotenuusan pituus, kun kateettien pituudet ovat 1 m ja 2m.
Muuta kaava ratkaistuun muotoon muuttujan

b) a suhteen ja laske kateetin a pituus, kun hypotenuusa on 5 m ja toinen kateeteista 4 m.

79

¢) b suhteen ja laske kateetin b pituus, kun hypotenuusa on 1,5 cm ja toinen kateeteista 0, 01 m.



146

80

176.

[11]

Ympyrille pinta-alalle on voimassa yht&lo

ja pirille

d = 2mr.

a) Laske ympyrén pinta-ala, kun side on 5 dm
b) Laske ympyrén piiri, kun séde on 7,5 km
¢) Laske ympyrén sdde, kun piiri on

d) Laske ympyrén sdde, kun pinta-ala on 22—5

Ilmoita ympyrén side

e) piirin p funktiona.
f) pinta-alan 4 funktiona
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1717.

Suorakulmaisen sarmion tilavuus V voidaan laskea sen sdrmien avulla seuraavasti:
V=a-b-c

a) Laske suorakulmaisen sédrmion tilavuus, jos sen sirmien pituudet ovat 1 m,2 mja3 m

b) Ilmoita sdrmé b tilavuuden ja sdrmien a ja ¢ funktiona

c¢) Laske suorakulmaisen sdrmioén kolmannen sdrmin pituus, jos muiden sédrmien pituudet ovat 2,5
dm ja 3,7 dm seka tilavuu on 100 litraa.
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178.

(1]

Suoran ympyrilierion tilavuus voidaan laskea lierion pohjaympyrdn (miksei myos
paéllysympyrénkin, jostain syystd vain aina puhutaan pohjaympyréstd) pinta-alan ja lierion
korkeuden tulona

V=A-h

a) Ilmoita ympyrélierion tilavuus siteen r ja korkeuden / funktiona

b) Laske ympyrilierion tilavuus, kun sdde on 2,5 cm ja korkeus 4,5 cm

c) Puolentoista litran colapullon korkeus on 32 cm. Approksimoidaan colapulloa suorana
ympyrélieriond. Miké on téll6in colapullon pohjaympyrén séteen pituus?
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179.

(1]

Suoran ympyrikartion tilavuus voidaan laskea pohjaympyrén siteen r ja korkeuden h tulona, kun
jaetaan tulo kolmella

V==
3

Kaavan voi itselleen perustella silld, ettd ympyrékartion voidaan ajatella olevan ympyrélierid, josta
on leikattu kaksi kolmiota kolmesta pois.

a) Ilmoita ympyrakartion tilavuus séteen 7 ja korkeuden /4 funktiona

b) Laske ympyrékartion tilavuus, kun séde on 2,5 cm ja korkeus 4,5 cm

c) Jaitelotuutin voidaan approksimoida olevan suora ympyrékartio. Miké on tuutin korkeus,
jos tuutin suun halkaisija on 8 cm ja tuutin tilavuus 0,7 litraa?
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Tehtavien ratkaisuja

4.

5
6.
a) 0,
b) 2,

. a)12,8ja2
b) kaikki
0)-3,12,-5,%ja 8

a) esim. pii
. 1
b) esim. 3
. 1
¢) esim. =
3
a) kokonaisluvut

b) luonnolliset luvut
¢) reaaliluvut

888 +88+8+8+8
- (25,0,0),(20,5,0), (10, 10, 5), (10, 8,7), (9, 9, 7) ja (9, 8, 8)

0,0
3,4

¢) 16,24, 32
d) 24, 36, 48

7.
108,

8.
66, 1

9

54,162

32, 121

a) Esim. 39 ja 282
b) Koska 12 on luvun 3 monikerta, luvut ovat jaollisia kolmella

10.

a) Esim. 297 ja 8604

b) Koska 18 on luvun monikerta, ovat luvut jaollisia kolmella. Koska 18 on my®&s luvun 9

monikerta, luvut ovat jaollisia myds luvulla 9

12.

a) parillinen
b) parillinen
¢) pariton

d) parillinen

13.
60

84
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14.

a) Mies, 1990, M
b) Nainen, 1970, Y
¢) Mies, 2002, 3

d) Nainen, 1899, R

15.
1
a)3§



11 1
b7 =52

25.
a)l2e
b) 190 g
©) 23> kg

26.
80 kolikkoa

27.

7 metrid
38.

a)4

b) 6

c) 10

35.
2:7

36.
ei

152

86
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37.

a) 1:1
b) 1:3
c)3:2

38.
a) 3:125
b) 100:7

39.

a) 3:1
b) 29:3
c) 49:23

40.
56 %

87

41. Merkitaan HDTV-television kuvaruudun korkeutta 95 ja ruudun leveyttd /6b. Jos
vanhanmuotoinen kuva nikyy kokonaan pystysuunnassa (korkeus 9b), on sen leveys g -9b = 12b.

2]

12b
A

1]

4
16b 4

Mustaksi jadvan alueen leveys on yhteensd 16b — 12b = 4b. Mustaksi siten jaa 21

kuvaruudun leveydesté.

Jos vanhanmuotoinen kuva nidkyy kokonaan vaakasuunnassa (leveys /6b), on kuvan korkeus

3.16b = 12b.
4

16b

Ulkopuolelle jaévan kuva-alueen korkeus on 12b — 9b = 3b. Ulkopuolelle siten jai % = i kuvan

korkeudesta.

Vastaus: Mustaksi jaa i kuvaruudun leveydesti ja ulkopuolelle jaa i kuvan korkeudesta.

42.
160 eja240e
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43.
6,80 e

44.
36, 54 ja 90 astetta

45.
Leevi saa 271,30 ¢ ja Eevi 208,70 ¢

46.
Mehutiivistettd 1,5 1 ja vettd 4,5 1

47. Merkitddn Joukon tuntipalkkaa luvulla 100, jolloin Tapion tuntipalkka on 110 ja Matin 121.
Oikeat suhdeluvut saadaan kertomalla tuntiméaérét tuntipalkkoja kuvaavilla luvuilla.

Jouko: 140 - 100 = 14 000,

Tapio: 160-110 = 17 600,

Matti: 200 - 121 = 24 200.

Suhdelukujen summa on 55 800, jolloin palkkiot ovat

Jouko: 2258 euroa,

Tapio: 2839 euroa ja

Matti: 3903 euroa.

48. Merkitdan 40 %:sen liuoksen médarad a:lla. Liuoksessa on desinfiointiainetta 40 % eli 0,40a.
Merkitdédn 5 %:sen liuoksen méaéraé x:114. Desinfiointiaineen mééra sdilyy laimennettaessa.

0,05x = 0,40a
_040 o
004%™ °%

Vettd on lisdttdvd 8a — a = 7a. Siis sekoitussuhde on 1 : 7. 10 litraan tarvitaan kahdeksasosa eli
1,25 litraa liuosta ja loput 8,75 litraa vettd.

49.

a) 15%
b) 12
¢) 100

50.
1,5%

51
60 %

52.
30 %

53.
a) 31 kg
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b) 52 kg

54.

841

55. Todellinen nopeus on mittarin ndyttdméstd nopeudesta 19020}‘;””1//’; =0,92 =92 %.

Kun mittari ndytti 85 km/h, oli todellinen nopeus 0,92 - 85 kTm ~ 78 km/h.

56.
31,85¢

57.
25 %

58. Yhti6vastike ennen korotusta oli 64,5 m? - 2 % =129e.

Korotuksen jalkeen yhtidvastike oli 1,085-129 e = 139,97 e.

59.
a) 1020 e
b) 1061,20 ¢

60.
10 vuoden kuluttua

61.
a)328e
b) 35,6 %

62.
a) 20 %
b) 16,7 %

63.
7,1%

64.
a) 16,7 %
b) 1,5 prosenttiyksikkoa

65.
a) 144548 ¢
b) 15,6 %

66.

a) 24,2 %
b) 314 %
¢) 75,8 %

89
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67.

a) kasvoi 50 %
b) viheni 25 %
¢) viheni 25 %

68. Vanha nettopalkka on % -1170e = 877,5 €.
Uusi nettopalkka on % -1300e =936¢

a) Nettopalkan nousu 936 e —877,5¢e¢ = 58,5 e.

58,5e i - 0
s775¢ 100 % =~ 6,7 %.

b) Prosentuaalinen nousu

4,20 mk

69. Kéytetyn maidon litrahinta oli ensimmadiselld viikolla = 5,25 mk.

Litrahinta toisella viikolla oli 5,0 mk. Toisella viikolla kdytetty maito tuli halvemmaksi. Toisen

525 mk=S0mk 440 o ~ 4,8 %.

viikon maito oli
5,25 mk

Vastaus: Toisen viikon maito oli 4,8 % edullisempaa.

70.
21,10 ¢

71. Osasto A:

Tyttdjen hyvaksymisprosentti: % =0,16 = 16%
Poikien hyviksymisprosentti: % =0,15=15%
Osasto A:

Tyttéjen hyviksymisprosentti: 24—0 =0,20=20%
Poikien hyvéksymisprosentti: % =019 =19%

Siis tyttojen hyvéksymisprosentit ovat 1 yksikkdd suuremmat molemmilla osastoilla. Koko
laitokseen pyrki 320 tyttdd, joista hyvéksyttiin 52. Poikia pyrki 620, joista hyvéksyttiin 117.

Tyttojen hyviksymisprosentti: 352—20 =0,1625=16,25%
Poikien hyviksymisprosentti: % ~ 0,1887 = 18,87%

Siis poikien hyvéksymisprosentti koko laitokseen oli suurempi kuin tyttdjen.
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72. Virjityn alueen ala A. Pienemmin ympyrin ala B = nr? = 7 - (5,0 cm)? = 78,5 cm?.
Suuremman ympyran ala C, jolloin

B= 40C

" 100
c—1003—100785 2 =196 cm?
= 40 = 40 0 Cm- = cm

A=C—-B =196 cm?—78,5 cm? =~ 118 cm?

73.
a) 28
b) 400

74.
6,6 ha

75.
1250 e

76.
15,5 %

77. Merkitisn danioikeutettujen mésrd a:lla. Adnestineiden mééri oli 0,71a. Niistd 57 % #énesti
KYLLA. KYLLA-#4nien mari oli 0,57 - 0,71a = 0,4047a ~ 0,40a eli 40 % #snioikeutettujen
maarasta.

78. Merkitéddn alkuperdistéd perushintaa x (mk). Télloin

1,12x = 22,30 e

22306
AR D)

~ 19,90 ¢

Alennettu perushinta on 19,90 e — 4,20 e = 15,70 e.

Alennettu myyntihinta on 1,12 - 15,70 e = 17,60 e.

79. Merkitéén todellista ajettua matkaa x:114.
1,05-x = 205 km

_205km oo
YT 5 T Oem

2h40min = 2,67 h
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195,2 km
2,67 h

Keskinopeus oli ~ 73 km/h.

80. Merkitdén edellisvuoden matkustajamaérdd a:1la. Nykyinen matkustajamééré on 0,77a.
Seuraavan vuoden matkustajaméara pitda olla taas a. Matkustajaméaré on siis suurempi edellisen
vuoden matkustajamaarad

a—077a (1-077)a 0,23
= =—-=0,2987
0,77a 0,77a 0,77

Vastaus: Matkustajaméérén pitéisi kasvaa 30 %.

81. Merkitédén alkuperdistd myyntihintaa a:lla, jolloin alkuperdinen myyntipalkkio on 0,25a.
Laskenut myyntihinta on 0,924, jolloin uusi myyntipalkkio on 0,31 - 0,92a = 0,2852a. Siis
myyntipalkkio nousi.

82. Merkitddn vuoden 1995 pesujauheiden kokonaismyyntid a:lla. Kyseessé olevan pesujauheen
myynti oli 0,15a. Vuonna 1996 kokonaismyynti oli 1,10a. Tarkasteltavan pesujauheen myynti oli
1,20 0,15a = 0,18a. Osuus koko myynnisti oli

018a_018 . o
1,10a 1,10 >~ 7%
83.

a) 24

b) (—10)*

c)ad

84.

a) 100
b)bxbxb
C)4*x4x4x4+4

85.

a) Ei

b) Ei

¢) Kylla

86.
a) —3
b) 2
c)a

87.
a) 32
b) —9
c)1
d) -1
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88.

a) (=2)°
b) 3)*

0 -3)°
H>

e) (14 x)*

89.
a) (=5)% = 25
b) (=5)3 = —125

90.
a) 15
b) 7
011

d) Perittdisten lukujen nelididen erotus on yhtd suuri kuin samojen lukujen summa.

10002 — 9992 = 1000 + 999 = 1999.

91.

9ja8

92.

a)x =2

b)x =4

c)x =8

dyx=3

93.
a) 6x3*x? = 6x°>
b) 3x2*4x = 12x3
c) x*x5x*=5x8

94,

a) 24x2

b) —8y3

95.

a) 10a®p*°

b) x8By10

96.

a)s5

b) 1

)0

97.

93



a)4

b)%
c)-—i%

1
d)g
98.
a) l
b) 1
c)-1
d)3

103.
a) 3a°h°®
ab®c?

104.
a) 106
b) y®
c)1
d) 1
e)5

105.

160

94
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a) k40
b) .X27
C) t99

106.
a) 2°
b) 221
C) 64

107.
a) 37
b) 36
¢) 315
d) 311

108.

109.

110.

a)é

b) -

111.

a) epiitosi, silld (32)3 = 3% ja (3%)2 = 3°, joten (32)% = (3%)2.

b) tosi, silld (95)° = 1ja (9*)"1=9* = 9i‘l,joten 950 > (99~

¢) epitosi, silld (23)* = 212 ja (4*)% = 48 = (22)® = 216 joten (23)* < (4%

112.
1 1 8
0_2-2 _1___—1_-_="2
30-32=1-p5=1-5=
113.
a) 16a2
b) 243a°
¢) -1000

d) 100x6y®

95
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114.
a) 152
b) 1010

115.
16,14

116.
a’b*

117.

a) (3x)3 = 27x3
b) (2a)3 = 8a?®
¢) (5¥)* = 125y3

118.
a*b

119.
4x?

a) E
9x2
16

120.
5m3n*

(szn )2 — (mn3)2 — m2n6
121.
a) -1

b) 4

122.
a) 8
1
b) 5
123.
9h?

124.

a) epatosi
b) epitosi
¢) tosi

d) epétosi

96
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125.
a) 1
b) 0
c) 11

126.
157 m

127.
a)5
b) 7
)9

128.
a) 0tail
b) 4

1
C);

129.

3
a)g

1
b)13

130.
a)7
b)5

131.
a) 8
b) 8

132.
a)2
b)3

133.
x=2

134.

97
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135.
V3
3)7

b)%

136.
9 — 445 =~ 0,236

137.
a)x2+2x+1
b) 4y° +3y%2 + 5y + 2
c)x?+3y?2—3tai3y?+x2-3
d) 2x° + 4y5 —5x3 + 133y + 7

138.
a)P(1)=13+2-1241=1+2+1=4
b) 2
c)17
d) -8
139.
a) 20x?
b) —4xy
c) —8a?b
d) 2xyz
140.
a)8a + 8b
b) —2a +2b
¢) —15a — 20b
d)12a - 10b
141.
a)5a+2
b) 9a — 4

142.
a)a’®+ 3a b) 12a% + 15a
c) 6a® — 36a d) a3 —a?

143.
a)x>+4x+3 byn?+n-—2
c)—6y%+ 14y —8 d)—a?+ax + bx —ab

144.
a)2x3+7x? —11x+2
b)3a®—7a? +8a— 12
) 6a® + 22a — 8a

145. a) a® + 2ab + b?
b) a? — 2ab + b?

98
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c)a? —b?
146. (x+1)?—x?=x?+2x+1—-x?=2x+1=(x+1)+x
Eli tulos on lukujen x + 1 ja x summa, valittiinpa luku x miten tahansa!

147.
h

Suorakulmaisten kolmioiden alojen lausekkeet: A; = az—h jad, = b?.

ah | bh _ ah+bh _ (a+b)h
2 2 2

Tillsin A = A, + A, =22 +
148.
a)As(x,y) = xy
b)Ac(a,b) = 4->-a-b=2ab
¢)A(x,y,a,b) = A, — A, = xy — 2ab
d) A(60,28,6,6) =60-28—2-6-6 = 1608 = 1610,
V: Kaukalon pinta-ala on n. 1610 m?
149.
a) x>+ 10x* + 40x3 + 80x2 + 80x + 32
b) 8x3 — 84x? + 294x — 343

150.
a)x =1
b)yx =2
151.
a)x =2
— 14
b)x—5
3:0+2-1=2
3-142-(=2) %2 {3-(—2)+2~4—=2
152. a)] 2-0+1%0 b){ 2.14(=2)=0 ) 2-(=2)+4=0

.: ¢)-kohta, kun x=-2 jay = 4 toteuttaa yhtdloryhmén, muut eivét.
153. x=2jay=8.
154. x=1ljay=1.
155. (x,y) = (1,0)

156. x=-1ljay=0.

157. Yhtéloparin yhtélot (eli suorat) ovat samat, jonka voi todeta esim. seuraavasti:
{x+y—2 =0|-2<__> {2x+2y—4=0|+4<__> {2x+2y=4—
2x+2y =4 T 2x+2y=4 T 2x+2y=4

Vastaus: Yhtiloparilla on aina ratkaisu, rippumatta muuttujista x ja y.
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159.

160.

161.

1
a) x = 3 jay = 2. Voidaan ratkaista ensin esim. suorieny + x = 5jay = gx +1

166

100

4x-2(2x+1)—-6=0
—8 = 0, joka on identtisesti epatosi. Tdten suorat eiviit leikkaa toisiansa.

Irtokarkkeja myytiin 1290 kappaletta.

2 tunnin ja 26 minuutin kuluttua kilpailun alkamisesta.

viélinen yhtélopari, josta saadaan x = 3 jay = 2. Tamin jélkeen sijoitetaan kyseiset
koordinaatit kolmanteen yhtélo6n y + 4 = 2x, josta saadaan identtisesti tosi yhtilo 2 +
4=2-3.

b)
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162. x=1,y=2jaz=-3.

Geometrisesti tdimé tarkoittaa yhtdloryhmén yhtéléiden leikkauspistettd. Kyseiset yhtdlot
voidaan tulkita kolmiulotteisen avaruuden tasoina. Eli ratkaisu voidaan tulkita ndiden
tasojen leikkauspisteend. Aiheeseen palataan lukion pitkén matematiikan vektorit -kurssilla,
joten ei kannata todellakaan murehtia jos oheisen kuvan merkitys ei nyt aukea!

163 31 bE 3 clZ
' a)35 )6 c)2 )15
164 a)o b= 0= 02

- A3 )5 )5 )7

165. a)yx =3 b)x=0 c)x=2 dya=-b

166.  a) £(0,0) = -1 b) f(1,1) = -2
) f(22)=-7 d) Nimittdjéstd saa arvon 0 sijoituksella
y = 3. Siispé, ei voida marittdd mitd on £(3,3).
11x 7
167.  a) b)—
x—1 a+b

—4x—-1 b —7a+14b
n —c+r

168.  a)



169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

—3x+1 —2x2+5xy+3y?
2) b) y+3y
n a+b

a) 1 (luku jaettuna itselldén)

11x%4+9x+1
) — T 2XT
x2+x
1
X =—=
2

Yhtaloll4 ei ole ratkaisua.

a) 3m?

24
b)h-—:;

24
C) a= n
d) 10 m
e)0,3m
a)2,2m
b)3m
c)l,lcm
a) 79 dm?
b) 47,1 km

1

0)25
Vor
e)r =5

A
yre
a) 6m3
b)b==

ac
c) 10,8 dm
a)V =nr?h
b) V = 88,4cm?
c)r =39 cm

nr?h
a)lV = 3
b) V=288,4 cm?
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