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1 JOHDANTO

Sahkdmagnetismi on yksi neljasta fysiikan perusvuorovaikutuksista. Magnetismin ole-
massaolosta on tiedetty jo tuhansia vuosia, mutta sen yhteys sdhké6n on selvinnyt vasta
1800-luvulla. [1, pp. 403-405] On havaittu, ettd magneettikentén lasndolo muuttaa merkit-
tavasti varatun hiukkasen kayttaytymista. Moninaiset sdhkoéiset ja magneettiset iimiét on-
nistuttiin 1800-luvun puolivélissa yhdistdmaan ja ne selittivat tyydyttavasti havaitun vuo-
rovaikutuksen sdhkdmagnetismin ja materian valilla [2, p. 444]. 1900-luvulle siirryttiessa
fysiikka oli onnistunut kuvaamaan monet makroskooppiset ilmiét.

Siirryttdessa mittaskaalassa pienempaén, nanoskaalan kokoluokkaan havaitaan, ettd mo-
net fysiikassa kaytetyt, arkipaivaisesta kokemuksesta 1ahtdisin olevat kéasitteet ovat riitta-
mattdmia kuvaamaan aarimmaisen pienen mittakaavan ilmiéita. Alettiin siirtyd kvanttime-
kaniikan maailmaan, jossa hiukkaset kayttaytyvat aaltomaisesti ja painvastoin, suureet
ovat kvantisoituneita ja systeemin kehityksen maarittavat indeterministiset todennakaoi-
syydet. [1, pp. 307-308] Nyky&aan lahes kaikki fysiikan mullistavimmat sovellukset poh-
jautuvatkin juuri kvanttimekaniikkaan ja kvanttimekaniikan kehitys on ollut merkittavimpia
ja uraauurtavimpia 16ydéksia modernin fysiikan alalla. Kvanttimekaniikan yhdistdminen
perusvuorovaikutuksiin on luonnollisesti suuren mielenkiinnon kohteena fysiikan tutki-
muksessa. Kaytannolliseksi lahtokohdaksi kvanttimekaniikan soveltamiseksi kaytantoon
osoittautuu séhkémagnetismin ja kvanttimekaniikan rajapinta. Naiden yhteenliittdminen
onkin edellytys lahes kaikelle modernille nanoskaalan fysiikalle ja sen perustavanlaatui-
nen ymmartadminen on valttdmatontd kaytdnndn sovelluksissa.

T&ssa kandidaatinty0ssa tarkoituksena on ymmartadd miten sahkémagneettiset poten-
tiaalit kytkeytyvéat hiukkasen Schrddingerin yhtaldéén ja kuinka ratkaista vakiomagneetti-
kentassa liikkkuvan hiukkasen spekiri. Klassisesta mekaniikasta tiedetaéan varatun hiukka-
sen kulkevan ympyrarataa. Siirryttdessa pieneen mittakaavaan, nAma ympyraradat kvan-
tisoituvat ja tdma havaitaan energia spektrissa ilmenevina tasavélisina tasanteina. Luvus-
sa 2 keskitytdan klassiseen sdhkémagnetismin teoriaan, potentiaalifunktioihin, mittainva-
rianssiin, seka syvennytdan Hamiltonin funktion fysikaaliseen taustaan analyyttisen me-
kaniikan avulla. Luvussa 3 perehdytaan itse kvanttimekaniikkaan ja ratkaistaan analyyt-
tisesti yksinkertaisen systeemin Landau-tasot. Luvussa 4 ratkaistaan vastaavan systee-
min energiaspektri numeerisesti diskreetilld differenssimenetelmalla kayttden MATLAB-
ohjelmistolla. Taman tutkielman tarkoitus on esittéda ja jasennelld tarjolla ole tieto siten,
ettd ensimmaisen tai toisen vuoden yliopisto-opiskelijat voivat asiaa ymmartaa.



2 KLASSINEN SAHKOMAGNETISMI

Sahkdmagneettisten kenttien ja niiden perustana oleva vuorovaikutus on onnistuttu 1800-
luvulla tiivistamaan Maxwellin yhtéldiksi. Ne voidaan esittdd muodossa:

V~E:£
€0
V.-B=
. 9B
EF=__-
V x Y
, . OF
B = ] e
V x Hoj + poco—,

Nama yhtalét maarittavat taydellisesti sdhkd- ja magneettikenttien kayttaytymisen. jotta
hiukkasen kayttaytymista voidaan mallintaa, tarvitaan liséksi yhtélo joka kertoo kenttien
vaikutuksen varattuun hiukkaseen. Tata kuvaa Lorentzin voima, joka kertoo varattuun
hiukkaseen kohdistuvan voiman sen liikkuessa magneettikentan lapi

F=qE+qixB. (2.2)
[1, p. 425] Klassisesta mekaniikasta tutusta keskihakuvoimasta mTUQ ja Lorentzin voimasta
paadytaan nonrelativistisessa tapauksessa yhtaléon

v qB
We=—=—.
room

(2.3)

Varauksen q omaava hiukkanen siis kiertdd ympyrarataa kulmataajuudella w.. Sahko-
magneettisen vuorovaikutuksen ilmaiseminen sahké- ja magneettikenttien avulla on kui-
tenkin rajoittunutta, silla niiden vaikutus havaitaan hiukkasen kokemana voimana eika se
sovellu yleiseen tapaukseen. Sdhkdmagneettisen kentat on mahdollista ilmaista yleisem-
min potentiaalikenttina .
0A

E=-V¢———,

(2.4)

B=V x4, (2.5)

jossa (7, ) on skalaaripotentiaali ja A(7,¢) on vektoripotentiaali. [2, p. 445-447], [3, p.
247] Y& esitellyt potentiaalifunktiot eivat ole yksikasitteisia, vaan kutsutaan mittainva-
rianteiksi (gauge-invariant). Potentiaaleihin on mahdollista lisata mittafunktio muuttamat-



ta niiden kuvaamien s&hké- ja magneettikenttien fysikaalista tulkintaa:

A— > A+ Va, (2.6)

0
¢—> ¢ — a1
mille tahansa funktiolle a(Z, t). [2, pp. 446-447], [3, p. 247] Nama mittafunktiot voidaan va-

lita usein eri tavoin ja tiettyjen mittafunktioiden tarjoamaa symmetriaa tullaan kayttamaan
kasittelyn mahdollistamiseksi.

Q (2.7)

2.1 Analyyttinen mekaniikka

Téaman alaluvun tarkoituksena on kuvata Hamiltonin funktion fysikaalinen perusta. Sen
syvallinen ymmartadminen ei ole oleellista kandidaatin tyén aiheen ymmartdmiseksi, mut-
ta aiheen perusteelliseksi kasittelemiseksi tulokset on esitelty tdssa. Oleellisena tulokse-
na on yhtalé 2.12, jota sovelletaan luvusta 2.2 eteenpain.

Analyyttinen mekaniikka on joukko vaihtoehtoisia formulaatioita tutulle klassiselle meka-
niikalle. Lahtékohtana on formuloida mekaniikan lainalaisuudet Iahtien liikkeelle yleispa-
tevammista koordinaateista kuin mitd tutut paikka, nopeus tai likemaéra ovat. N hiukka-
selle naitd koordinaatteja on valinnasta riippumatta 3N kappaletta ja nAma ovat ¢(t;) =
q(r1, 7, ...7TN, t) seka taté vastaava nopeus ¢(t;). Naméa nopeudet ¢(t;) eivat siis yleisesti
vastaa kappaleen nopeutta perinteisessd mielessa. Systeemin tilaa paadytaan kuvaa-
maan faasiavaruutessa Lagrangen funktiolla

L=T-Y, (2.8)

jossa T on liike-energia ja V on potentiaalienergia. [4, p. 21] Tall6in systeemin tilan muu-
tosta kuvaava perustavanlaatuisin periaate on Hamiltonin periaate. Sen mukaan systeemi
kehittyy siten, ettd vaikutusfunktionaali (action functional)

to

S: L(q17QQ7"'7QN7q'17q'27"'7q.N7t)dt7 (29)
t1

on stationaarinen, eli ettd 95/9q; = 0 [4, pp. 34-35]. Tama vaatimus johtaa systeemin
kehitysta kuvaavaan Lagrangen yhtaléén

doL oL

kaikille 1,...,3N. [5, pp. 59-63] Lagrangen yhtalé pohjautuu siis koordinaatteihin ¢; ja nai-
den aikaderivaattoihin ¢;. Tdma johtaa edella esiteltyyn Lagrangen yhtaléon, joka on toi-
sen asteen yhtéld. Systeemin aikakehitys voidaan maarittdd myds toisella, vaihtoehtoi-
sella menetelmalld ja ndin paadytaan Hamiltonin mekaniikkaan. Fysiikka naiden taustal-
la on sama, mutta formulaatio hieman erilainen. Hamiltonin mekaniikassa koordinaatin ¢;



korvaa kanoninen liikemaara Kanoninen likemaara maaritellaan yhtalélla

0

= —1L .
4, (2.11)

2
ja se kuvaa systeemin liikemaarda suhteessa maarattyihin koordinaatteihin. Se ei valtta-
matta ole sama kuin mekaaninen likemé&ara. [4, p. 55] Kanonisen likem&aran etu ¢;:hin
nahden on se, etta toisin kuin ¢; ja ¢;, ¢; ja p; ovat toisistaan riippumattomat. Nain ollen
naiden avulla johdettu systeemin aikakehitysta kuvaavat yhtélé ovat toisen asteen yhta-
I6n sijaan ensimmaista astetta, mutta niitd on kaksinkertainen maara. [4, p. 335] Riippuen
tilanteestd, tdma voi olla toivottavaa. Kaikki tarvittava on nyt esitelty Hamiltonin funktion
maarittamiseksi. Se maaritellaan yhtalélla

3N
H({gi},{di}>t) ==Y dimi — L{a:}, {d@i}. ) (2.12)
=1

ja on yleisista periaatteista johdettu, erittdin kaytannéllinen yhtalé jota tullaan kayttdmaan
systeemin tilan maarittdmiseksi séhkémagneettisessa kentassa. [5, p. 278] Usein Hamil-
tonin funktio kuvaa systeemin kokonaisenergiaa, mutta ei yleisessa tapaukessa. Analyyt-
tisessd mekaniikassa Hamiltonin funktiosta voidaan johtaa systeemin aikakehitys Hamil-
tonin liilkeyhtaléiden avulla. Nama eivat kuitenkaan ole oleellisia tutkielman kannalta ja ne
sivuutetaan.

2.2 Sahkoémagnetismi Hamiltonin mekaniikassa

Yhtalén 2.8 avulla voidaan maaritellda Lagrangianin funktion

1 .
L:§m172—q1/1+q27-A, (2.13)

jossa q; := x; = (x1, 22, 23), ¢ := v; = (&1, &2, &3) [4, p. 22].

Yhtalosta 2.11 saadaan kanoniseksi likeméaaraksi

7=mv+qA, (2.14)
joka kuvaa systeemin todellista likemaaraa sahkémagneettisen kentén lasnaollessa [4,
p. 56]. Nain maaritelty likemaara on mittainvariantti [6, p. 2]. Yhtalésta 2.12 saadaan
maariteltyd klassinen Hamiltonin funktio
L 22
(mt + qA)

H=—"—""—+qv, (2.15)
2m

joka on myds kvanttimekaaniseen kasittelyyn sopiva Hamiltonin funktion muoto [4, p.
342].



3 SCHRODINGERIN YHTALO
MAGNEETTIKENTASSA

3.1 Kvanttimekaniikkaa

Kvanttimekaniikka on 1900-luvun alkupuolella kehittynyt fysiikan ala, jossa pyritdan ku-
vaamaan fysiikan ilmiditd hyvin pienessa mittakaavassa [1, p. 307-308]. Tassa luvussa
pyritddn perehtymaén aiheeseen kdymalla 1api keskeiset kasitteet ymmarrettavasti, ohit-
taen tdsmallinen matemaattinen kasittely.

Kvanttimekaniikan keskiéssé on aaltofunktion ¥ kasite, joka kuvaa systeemin tilaa [7, p.
201]. Se on abstrakti, usein kompleksinen matemaattinen olio, jonka fysikaalinen tulkinta
ei ole triviaali. Sen itseisarvon nelidlle |¥|? on kuitenkin selked tulkinta; se kertoo toden-
nakoisyystineyden P kyseisessa pisteessa ja tasta johtuen aaltofunktiot on normalisoi-
tu siten, ettd [~ |U|? = 1. [2, pp. 81-83] Jotta systeemin fysikaalisia suureita voidaan
maarittaa, tulee aaltofunktiota operoida operaattoreilla, joiden voidaan ajatella vastaavan
mittausta. Jokaista mitattavaa suuretta vastaa oma hermittinen operaattorinsa, joita ku-
vataan matriisien avulla. Hermiittinen tarkoittaa sitd, ettd operaattorin ominaisarvot ovat
reaalisia (kts. esim. [8]). Nam& ominaisarvot vastaavatkin mitattaessa saatuja mahdolli-
sia arvoja. Mittauksen lopputulemaa ei voida ennustaa tarkasti, ainoastaan operaattorin
A odotusarvo < A > voidaan maarittaa etukateen yhtalolld < A >= [* U*AV. [7, pp.
242-245] Aaltofunktion aikakehitysta kuvataan Schrédingerin yhtalolla

. d -
ih ¥ = HV, (3.1)

jossa H on edellisessa luvussa esitelty Hamiltonin operaattori. [3, p. 44] Tahan operaat-
toriin sisallytetdan kaikki systeemin tilaan vaikuttavat tekijat. Jos aaltofunktio voidaan ero-
tella tulomuotoon ¥ (Z,t) = I'(t)y (&), voidaan Kirjoittaa ajasta riippumaton Schrédingerin
yhtalo

Hy() = Ep(3), (3.2)

jonka ratkaisut kuvaavat systeemin stationdarisia tiloja. [1, pp. 327-328] Erittely muotoon
I'(t)y (%) voidaan tehda, jos Hamiltonin funktio ei riipu ajasta. Talléin systeemin kokonai-
senergia E on vakio. Systeemin aikakehitys ja energiatilat voidaan siis kasitella erillaan
toisistaan. Systeemin aikakehitys saadaan télldin yhtalosta I'(¢) = e~ [7, pp. 226-
227]. Systeemin stationdaristen tilojen energian odotusarvot pysyvat samoina aaltofunk-



tion aikakehityksesté huolimatta, silla aikakehitys kumoutuu pois odotusarvoa laskettaes-
sa. Kvanttimekaniikassa liikemaéaran p korvaa operaattori —ihV [2, p. 54]. Yhtalosta 2.15
saadaan Schrddingerin yhtaldksi varatulle hiukkaselle seuraava

0 1 > -
h— U = —((—ihV — qA)? v :
iha ¥ =5 ((-1hV — qA)" +qV) (3.3)
Naitd tietoja sovelletaan seuraavassa alaluvussa maarittdmaan magneettikentassa ole-

van hiukkasen Landau-tasot seka Schrddingerin yhtalén ratkaisu.

3.2 Varatun hiukkasen Landau-tasot magneettikentassa

Téssa luvussa esitelldan ratkaisu varatun hiukkasen Landau-tasojen maarittdmiseksi ho-
mogeenisessa, z-akselin suuntaisessa magneettikentassa B = (0,0, B), jattden spin
huomiotta (kts. luku 3.3.1). Hiukkasen varaus on ¢, massa m ja kasittely tehdaan 2-
ulotteisesti. Koska sahkdkenttd on nolla, on talléin ¢ = 0. On mahdollista valita vekto-
rikenttad A monin eri tavoin, sill4 ei ole olemassa yksikésitteista ratkaisua. Tarkastellaan
seuraavaksi erilaisten mittafunktioiden valintaa kyseisen ongelman ratkaisemiseksi. Rat-
kaisu pohjautuu erityisesti Bhuiyanin ja Marsiglion paperiin [9].

3.2.1 Landau-mittafunktio

Tarkastellaan Landau-mittafunktion valintaa, eli mittafunktiota

—

A =(0,2B,0). (3.4)

Talldin on selvasti V x A = B, eli kyseessa on haluttu systeemi. Selvasti myés magneet-
tikenttd B on invariantti xy-tason translaation suhteen, mutta A vain y-suuntaisen trans-
laation suhteen. Mittafunktio tarjoaa kuitenkin translationaalista symmetriaa, jota voidaan
kayttaa hyvaksi ongelman ratkaisemiseksi. [10, p. 18] Tiedetaan etta translaatioinvarians-
si johtaa likemaaran sailymiseen, joten tata voidaan kayttaa hyvéksi [7, p. 580]. Hamilto-
nin funktioksi saadaan yhtalésta 2.15

H = % [pi + (py — qu)z] ) (3.5)

[9, p. 14] Koska [py, EI] = 0, on perusteltua kirjoittaa aaltofunktio tulomuodossa. Tall6in
U(F) = efvp(z) (3.6)

ja voidaan kirjoittaa yhtéaldén 3.2 mukainen, ajasta riippumattomaan Schrédingerin aalto-
yhtald

o1 [ + (b — aB2)?) y(w) = Bv(a). (3.7)



[11, p. 168], [9, p. 14] Ta&ma voidaan kirjoittaa muodossa

Hyx(z) = Ex(x), (3.8)
missa )
- 1 mw?

Hy = %pi T (x — kylh)*. (3.9)

Yhtéléssa 3.9 esiintyvad w. = ¢B/m on syklotronitaajuus, joka esiintyy myds yhtaldssa
23,jalg = \/W on magneettinen pituus, joka on karakteristinen mittakaava kvantti-
iimiille magneettikentassa. [10, p. 19] Tata kaytetddn myédhemmin numeerisen ratkai-
sun skaalaamisessa dimensiottomaksi. Tama n&dhdaén origosta syrjaytetyn harmonisen
vardhtelijan yhtaldksi (kts. esim. [7, pp. 246-248]) ja energiaksi saadaan

o :mc(m%). (3.10)

Naita energiatiloja sanotaan Landau-tasoiksi ja ne, samoin kun Landau-mittafunktio, on
nimetty Neuvostoliittolaisen Lev Landaun (1908-1968) mukaan. [12, p. 177] Aaltofunktion
muodoksi saadaan uhkaavan nakéinen

Vg, =€ —8-=-——e 5 Hp|[——2 3.11
b = Tl SRPE @1

missa H,, ovat Hermiten polynomeja [9, p. 14]. Aaltofunktion muotoon palataan myéhem-
min.

Kuva 3.1. Energiatasot Kuva 3.2. Energiaspektri, N=200. Lainattu

ldhteestéa [9].
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Kuvaajassa 3.2 energiatilat on piirretty kuvaajaan suuruusjarjestyksessa. Nahdaan et-
td samalle energiatasolle sijoittuu useita eri energiatiloja. Kuvaajassa v kuvaa kunkin
Landau-tason degeneraatiota.



3.2.2 Symmetrinen mittafunktio

Koska mittafunktion valinta on mielivaltainen, voidaan sama ongelma ratkaista kayttaen
toista mittafunktiota. Yleinen valinta on symmetrinen mittafunktio A = —yB /2 + 2:B/2j.
Edelleen V x A = B, eli kuvataan edelleen samaa magneettikenttaa. Nyt edellisen mitta-
funktion tarjoama translationaalinen symmetria hylataan rotationaalisen symmetrian tah-
den. Ongelman ratkaisu on esitelty lahteessa [9] ja sen tarkempi késittely sivuutetaan
tdssa. Ratkaisuksi saadaan Landau-mittafunktiota vastaavat energiatilat

By = heog(n + %). (3.12)
[9, p. 6] Vastaava aaltofunktio on
L L B N T P i
U, | = — U U LI (= : 3.13

[9, p. 6].

Saadut energiatilat ovat samat molemmilla mittafunktioilla laskiessa. Kuitenkin, eri mitta-
funktioita vastaavat aaltofunktiot 3.11 ja 3.13 poikkeavat huomattavasti. Tasta poikkea-
masta aiheuttaa ongelmia systeemin todennakdisyystulkinnalle. Tdma on eriskummal-
lista, silla fysiikan pitdisi olla mittainvarianttia, eli mittafunktion valinnalla ei pitaisi olla
vaikutusta fysikaaliseen tulkintaan. Jotta kaksi aaltofunktiota voivat kuvata samaa sys-
teemid tulee niiden poiketa korkeintaan vaihekertoimen verran [9, p. 7]. Kyseiset aalto-
funktiot poikkeavat huomattavasti enemman, jopa niiden avaruudellinen muoto on eri-
lainen. Ratkaisu td4hdn ongelmaan johtuu systeemissa piilevastd degeneraatiosta, johon
syvennytaan hieman seuraavassa luvussa. ltse aaltofunktioiden eroihin ei syvennyté tar-
kemmin mutta mainittakoon, etta aaltofunktioista voidaan ottaa superpositio degeneroitu-
neista energiatiloista siten, etta aaltofunktiot ovat vaihekerrointa lukuunottamatta samat.
Degeneroituneen systeemin todenndkdisyystulkinta edellyttaa siis mittainvarianssin huo-
mioimista ja tAma on yleisessa tapauksessa hankalaa. [9, p. 15]

3.3 Degeneraatio

Energiatilat saatiin laskettua kayttaen kahta eri mittafunktiota, ja niiden todettiin olevan
samat. Talléin saadaan

By = hw(n + ;. (3.14)

Huomataan etta energia ei riipu k,:n arvosta. Nama energiatilat eivat siis ole yksikasittei-
sid, niissa esiintyy degeneraatiota (degeneracy), silla samaa E':n arvoa vastaa useita eri
k,. Degeneraatio on mittainvariantti, eli degeneraatiota ilmenee myds symmetrisen mit-
tafunktion avulla ratkaistussa ongelmassa. Tama degeneraatio G on erittain suuri. Dege-



neraation suuruudelle voidaan antaa rajallisessa alueessa A likimaarainen arvo.

BA
G=—. (3.15)

h/q
[9, p. 8] Esimerkiksi arvolla B = 17, A = 10nm? jokaisen energiatilan degeneraation
lukuarvoksi saadaan 2.4 - 105. Tama degeneraatio on merkittavan suuri ja tama selittaa

erot eri mittafunktioilla ratkaistujen aaltofunktioiden valilla.

3.3.1 Spin

Jotta systeemia voidaan kuvata perusteellisesti, tarvitaan systeemin kuvaamiseen esitel-
1 ylimaarainen kvanttiluku. Tata kutsutaan spiniksi ja se on alkeishiukkasille ominainen,
puhtaasti kvanttimekaaninen ilmié. Vaikka hiukkanen ei teknisesti py6rikaan, spinin kayt-
taytyminen muistuttaa etaisesti pydrimista ja se aiheuttaa ylimaaraisen magneettisen mo-
mentin hiukkaselle. [1, p. 548] Spinilla on ominaisuus, ettd mitattaessa silla tadsmallinen
arvo ainoastaan mitattuun suuntaan, ja korreloiva todennékdisyys mihin tahansa toiseen
suuntaan [13, p. 111]. Spinin kasittely jatettiin yksinkertaisuuden vuoksi huomiotta, mutta
sen vaikutus reaalimaailmassa on huomioitava.

3.3.2 Zeeman-efekti elektronille

T&ssa alaluvussa kasitellddn esimerkin vuoksi Zeeman-efekti elektronille spinin vaikutuk-
sen ymmartamiseksi. Spinin suuruus saadaan yhtalésta:

S| = /s(s + 1)h. (3.16)

missa s on spin-kvanttiluku. Elektronille s = % joten
|S| = \fh (3.17)

Mahdolliset arvot elektronin spinin z-suuntaiselle komponentille ovat
S, =+=h. (8.18)

Hiukkanen tasaisessa, yhdensuuntaisessa ja likesuuntaan ndhden kohtisuorassa mag-
neettikentassa B = B, 2
Vi =p-B=uB (3.19)

Elektronin magneettinen momentti voidaan kirjoittaa

_ np(giL +9:5)

- (3.20)
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missé up = 2fj;eon Bohrin magnetoni ja se kuvaa elektronin magneettisen momentin
suuruutta. Tassa L vastaa elektronin liikkeesta ja S spinistd aiheutuvaa magneettista
momenttia. Vastaavat painotuskertoimet g ovat luonnonvakioita joiden lukuarvo voidaan
maaritelld kvanttielektrodynamiikasta. [2, p. 466] [1, pp. 548-550]. g; ~ 2 ja gs ~ 1. Jos
L = 0, yht&ldsta 3.20 nahdaan, ettd koska S = +1h, on su:lla kaksi mahdollista arvoa.
Tallgin eri S, omaavat elektronit kokevat eri potentiaalin yhtaléon 3.19 mukaisesti ja nii-
den energiatilat jakautuvat, eli degeneraatio pienenee. Tata ilmiéta sanotaan Zeeman-
efektiksi ja se on nimetty hollantilaisen Pieter Zeemanin mukaan. Tama ilmié on jatetty

kasittelyssa pois yksinkertaisuuden vuoksi.



11

4 SCHRODINGERIN YHTALON NUMEERINEN
RATKAISU

Schrédingerin yhtalon ratkaisut ovat harvoin ratkaistavissa analyyttisin menetelmin, min-
k& vuoksi kaytanndssa yhtalét joudutaan ratkaisemaan numeerisin menetelmin. Keskity-
tdan seuraavaksi yhteen numeeriseen ratkaisumenetelmaan, diskreettiin differenssime-
netelmaan (discrete difference method).

4.1 Diskreetti differenssimenetelma

Differentiaaliyhtélon ratkaiseminen differenssimenetelmalla perustuu nimensa mukaises-
ti diskretisointiin. Jatkuva funktio, samoin kun siihen operoivat derivaattaoperaattorit ap-
proksimoidaan siten, ettd ne jaetaan tasavalisiin, diskreetteihin osiin. Saadut diskreetit
funktiot voidaan esittdd matriiseina ja nain differentiaaliyhtéléiden ratkaiseminen yksin-
kertaistuu lineaarialgebraksi. [14] Se, moneksiko osaksi diskretointi tehdaan, vaikuttaa
luonnollisesti ratkaisun tarkkuuteen.

4.1.1 Derivaatta

Funktion derivaatan maaritelma perustuu erotusosamaaran raja-arvoon

Fe) — fin L) = B)

h—0 h

Derivaattaa voidaan approksimoida kayttaen pienta arvoa h:lle:

Kaytanndssa parempi tulos saadaan korvaamalla yhtéld 4.1 ekvivalentilla ilmaisulla

fle+h) - flx—h)

f'(z) = lim o , (4.3)
jolloin voidaan approksimoida

2h
[15, pp. 3-4]
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4.1.2 Derivaatan matriisiesitys
Edellisessa alaluvussa esitellyt approksimaatiot derivaatalle voidaan esittda myés mat-

riisimuodossa jos niiden ajatellaan operoivan k + 2-ulotteiseen pystyvektoriin. Yhtalé 4.3
voidaan esittdd matriisimuodossa Toeplitzin matriisilla:

Mpixk+2 = -1 0 1

-1 0 1

Jos reunaehdot jatetddn huomiotta, tata voidaan approksimoida neliématriisina:

-1 0

[15, pp. 5-8] Talléin reunaehdot aiheuttavat enemman virhettd, mutta matriisin kasitte-
ly helpottuu huomattavasti. Reunaehdot voitaisiin olettaa esimerkiksi periodisiksi, mutta
tama sivuutetaan. Vastaavanlainen esitys voidaan 16ytda myds toiselle derivaatalle:

Mo xpyo = -1 2 1
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Myds talle 16ytyy nelidmatriisimuoto:

MQN

l

|
—
[\
—

[15, p. 29]

4.2 Numeerinen ratkaisu

Seuraavassa osiossa syvennytaan ratkaisemaan konkreettinen ongelma kayttéden edella
esiteltya diskreettia differenssimenetelmaa.

4.2.1 Ongelman esittely

Syvennytdan Schrédingerin yhtaléa 3.7 vastaavan systeemin Landau-tasojen ratkaisemi-
seen numeerisesti diskreetilla differenssimenetelmalla. Varauksen ¢ omaava hiukkanen
on z-akselin suuntaisessa, homogeenisessa magneettikentdssa. Ratkaistava yhtalé on
siis ajasta riippumaton Schrédingerin yhtald.

L1024 oy - 4Bo)?) w(z) = By(a). (4.5)

2m
Nyt
)+

. h2 2 2

2qixB 0 2,22
~(Ga t ) F et
or y

T om ho Oy h2

Tama voidaan skaalata dimensiottomaksi valitsemalla = = I/, 2 = % Nain ollen Ha-
miltonin funktiosta tulee

- hq|B| [, 0% 0% ., 0
H = |5 [(ax’Q + 6y’2) + 2iz’ — + 2| . (4.7)

2m oy’

Koska % = %hwc, on talla energian dimensio. Dimensioton Schrédingerin yhtalé on siis

Ay = E'y, (4.8)

jossa £ = l}]‘i ja A= % A ilmaistaan numeerisessa ratkaisussa matriisien avulla, ja
2 (& 5 e

naiden ominaisarvot kertovat energiatilat £’. Yhtalossa 4.7 esiintyy seka x- ja y-suuntaisia
derivaattoja. Systeemin symmetrian vuoksi naita vastaavat matriisit ovat kuitenkin ident-
tiset. Koska kyseessa on kuitenkin 2-ulotteinen tapaus, joudutaan soveltamaan Kronec-
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kerin tuloa (kts. [16, p. 6]). Termi giﬁ + % voidaan kirjoittaa muodossa
62 / 82 !
6;,62 8;2 ~ kron(Ma, I) + kron(I, M), (4.9)

jossa merkinta kron tarkoittaa Kronckerin tuloa ja I identiteettimatriisia. Samoin kun ope-
raattorit esitetdan matriiseina, mielletdan aaltofunktio ) vektoriksi. 2-ulotteisen aaltofunk-
tion esittaminen matriisina ei kuitenkaan ole triviaalia. Diskreetti 2-ulotteinen matriisi

P11 Y22

¢d7jsk7‘eetti =

Pi1 Yrk

voidaan muuttaa 1-ulotteiseksi vektoriksi seuraavasti:

T
wld:[lﬁn, Vo1, s Yna, Y12, P22, ., Un2, }
Jos maaritelldan operaattori
T
X:[l, 2, 3, ..., n—1, n,]

saadaan vastaava paikkaoperaattori X maériteltyd kompaktisti Kroneckerin tulon avulla.
Termia Qix’a%, vastaa

0
2im'a—yl ~ 2i - kron(X, M) (4.10)
ja termia 2"
2% ~ kron(X?, 1) (4.11)

jossa potenssiin korotus tarkoittaa elementtikohtaista potenssiin korotusta. Koko yhtalé
voidaan kirjoittaa muodossa:

Ay = (kron(Mb, I) + kron(I, M3) + 2i - kron(X, M") + kron(X.2, 1))y = Ey, (4.12)

Yhtél6é on yksinkertaistunut ominaisarvoyhtaldksi, joka voidaan esittdd muodossa (H —
EI)y = 0 ja ratkaista esimerkiksi Gaussin algoritmilla (kts. esim. [17]). Ominaisarvo-
ja vastaavat ominaisvektorit ovat kyseistéd energiatilaa vastaava aaltofunktio . Gaus-
sin algoritmi on téssa sivuutettu ja ominaisarvot on ratkaistu MATLAB-ohjelmiston eigs-
komennolla. Kyseinen komento antaa suoraan ominaisvektorit.

4.2.2 Tulokset

Menetelmélla saatavat energiaspektri on ndhtavissa kuvaajasta 4.1 ja ohessa on myds
paakvanttilukuja n vastaavat aaltofunktiot. Aaltofunktiot eivat kuitenkaan valttamatta vas-
taa fysikaalista todennékdisyysjakaumaa, kuten luvussa 3.2.2 mainittiin. Ratkaisussa on
kaytetty N = 120, L = 20. L kuvaa siis systeemin fysikaalista kokoa magneettisen pituu-
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den [ yksikdissa. Jotta diskretointi antaa fysikaalisesti oikeita tuloksia, tulee olla voimas-
sa hierarkia N»L»1. Suurempi N:n arvo antaisi luonnollisesti tarkempia tuloksia, mutta
tietokoneen muisti rajoittaa valintaa. Tdma ehto rajoittaa valitsemaan pienen L ja nédin
kuvattu numeerinen ratkaisu vastaa geometrialtaan pienta systeemia ja tésta johtuu peh-
meét siirtyméat tasanteiden valilla. Energiatasot on piirretty alla olevaan kuvaajaan ja niis-
ta on kuitenkin nghtavissa yhtalén 3.14 mukainen, tasainen jakautuminen. Kolmea alinta
energiatasoa vastaavat aaltofunktiot on piirretty kuvaajaan. Johtuen suhteellisen pienes-

Energiat

0 20 40 60 80 100 120

Kuva 4.1. Energiatasot Kuva 4.2. Aaltofunktio, n=1

Kuva 4.3. Aaltofunktio, n=2 Kuva 4.4. Aaltofunktio, n=3

td parametrin N arvosta, numeerinen ratkaisu ei vastaa taydellisesti analyyttistéd ratkai-
sua 3.14. Jotta saataisiin aiemmin esiteltyja analyyttisia tuloksia vastaavia tuloksia, tulisi
systeemin koon L oltava riittdvan suuri ja jakovalien lukuma&ran N noin 200. Energia-
diagrammista on kuitenkin havaittavissa likimain tasavaliset tasanteet y-arvojen 1,3,5,7
kohdilla. Energiatilat on siis annettu hw moninkertoina. Poikkeama analyyttiseen ratkai-
suun verrattuna syntyy siita, etta diskretaatio on tasavalinen ja liian harva. Pienilla ener-
gioilla aaltofunktion varahtely on vahaista ja diskretoitu systeemi vastaa hyvin todellista
systeemia. Korkeammilla energioilla vardhtely on huomattavasti tiheAmpaa, eika kaytet-
ty diskretointivali riitd kuvaamaan sita tarkasti. Ratkaisun paikkaansapitavyytta voidaan
tutkia silmamaaraisen graafisen analyysin liséksi myds degeneraation avulla. Kuvaajasta
voidaan kuitenkin approksimoida systeemin degeneraatio. Tama voidaan tehda yhtalén
3.15 avulla. Koska = = I2/, ilmoitetaan systeemin koko magneettisen pituuden I monin-
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kertana. Talldin systeemin koko Sl-jarjestelman yksikdissa on Ls; = Li. Nyt A = L%]? ja
tasta paadytédan lopulta muotoon )
L

=5
Energiakuvaajassa energia on esitetty kvanttiluvun funktiona, joten kuvaajasta voidaan
helposti lukea energiatasojen degeneraatio. Ensimmaiselle tasanteen degeneraatio on
27, toisen 31 ja kolmannen 36. Analyyttinen arvo yhtalén 4.13 mukaan on 64. Tama
degeneraatio oletettavasti kasvaa ja konvergoituu kohti analyyttistéa tulosta kun lukua N
kasvatetaan.

(4.13)

Kéytetty diskreetti differenssimenetelma on idealtaan yksinkertainen ja laskentamenetel-
maltaan suoraviivainen, mutta sen vaatimat erittiin suuret N? x N2 x N2 matriisit aiheut-
tavat ongelmia kaytannéssa. Jotta laskuja voidaan toteuttaa kaytanndssé, on laskenta-
menetelmaa syyta parantaa.



ONO OV WN =

WWWWWNMNMDMNDNDDMNMMNMODMNPDNDDMNODN 2=
APUON—-LOOQO0OONOOCOPOUN—-LO0CO0ONOOOOOTPPWOND—=OOO

N 50;
L = 20;

%tasavdlein h mdiritelty x-koordinaattivektori
h=L/(N+1);
x=—L/2+h:h:L/2-h;

%derivaattamatriisien mddrittely

Apumatriisi=—2xeye (N)+diag (ones(1,N—1),1)+diag(ones(1,N—-1),—1);

Der2 = ((1/h"2))x Apumatriisi;
Apumatriisi2=diag(ones(1,N—1),1)+diag(—ones(1,N—1),—1);
Der = ((1/(2xh)))« Apumatriisi2;

%schrédingerin yht&16n midrittely

Lap = —kron(Der2,eye(N))—kron(eye(N), Der2);
Xx = kron(diag(x)."2,eye(N));

Mix = 2x1ixkron(diag(x),Der);

schrod_E = Lap + Xx + Mix;
schrod_E=sparse(schrod_E);

Jominaisarvojen ja ominaisvektorien ratkaiseminen

[V,D] = eigs(schrod_E,N,0);

%plotataan energiatilat ja kolme ensimmédistd aaltofunktiota
D=diag (D);
figure ;hold; plot(D); title( Energiat’);

for i=1:3
psiO=reshape(V(:,i),[N,N]);
figure (i)
clf
surf(x,x,abs(psi0)*2)
end
Ohjelma 4.1. Koodi Schrédingerin yhtélén ratkaisemiseksi numeerisesti

17
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5 YHTEENVETO

Tybsséa kaytiin 1api sdhkdmagneettisten kenttien lasndolon vuorovaikutusta hiukkaseen
kvanttimekaniikan nakékulmasta ja perehdyttiin taustalla oleviin fysikaalisiin periaattei-
siin. Maxwellin yhtalét kirjoitettiin potentiaalimuodossa. Lisaksi ratkaistiin homogeenises-
s& magneettikentassa olevan varatun hiukkasen Landau-tasot analyyttisesti kahdella eri
mittafunktiolla ja numeerisesti yhdelld, seka sivuttiin ndiden todenndkéisyystulkintaa ja
degeneraatiota. Numeerisen ja analyyttisen ratkaisun tuloksia vertailtiin keskenaan.

Klassisesti hiukkaen kulkee ympyréarataa taajuudella

v qB
We=—=—.
r om

z-suuntaista magneettikenttdd kuvataan seuraavasti:

—

A= (0,2B,0). (5.1)

Magneettikentassa olevan varatun hiukkasen Schrédingerin yhtéléksi todettiin

1 -, —
mgxy = —((—=ihV — qA)? 4+ ¢V) T,
joka on havaitaan harmonisen oskillaatorin yhtaléksi. Ratkaisuna saadut Landau-tasot
sijoittuvat energiaspektriin tasavalein kohdille

Fn = heln + 3).
Luvussa 4 esitelty numeerinen ratkaisu erosi analyyttisesta ratkaisusta johtuen kayte-
tysta diskreetista differenssimenetelmasta. Energiajakaumasta 4.1 on kuitenkin selkeasti
havaittavissa odotetut Landau-tasot ja se noudattaa kvalitatiivisesti odotettua kayttayty-
mistd. Jotta ratkaisu vastaisi analyyttista ratkaisua, tulisi systeemin koon oltava riittdvan
iso. Riittdvan tarkkuuden saavuttamiseksi menetelma vaatisi huomattavaa muistikapasi-
teettid, johon tavallinen kotitietokone ei kykene. Numeerisen ratkaisun kuitenkin voidaan
ajatella vastaavan pienta fysikaalista systeemia ja tulokset ovat patevat. Kaytetyn dis-
kreetin differenssimenetelman voi todeta olevan yksinkertainen, mutta laskentatehovaa-
timuksiensa johdosta kaytanndssa rajallinen menetelma schrédingerin yhtaldn ratkaise-
miseen.
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