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Tissi tutkielmassa todistetaan, ettd satunnaisesti muodostetun verkon kasvaessa rajatta voi-
daan aina 10ytda raja-arvo todennikoisyydelle, ettd verkkoa koskeva ensimmadisen kertaluvun
logiikan viittima pitdd paikkansa. Tata varten tehdéén joitakin tarpeellisia satunnaisverkon as-
tejonoa koskevia oletuksia. Tutkielma perustuu James F. Lynchin artikkelissaan Convergence
Law for Random Graphs With Specified Degree Sequence tekeméén tutkimukseen.

Tullaan huomaamaan, ettd raja-arvon olemassaoloa koskevan viitteen todistuksessa ei tarvit-
se perehtyi satunnaisten skaalautumattomien verkkojen tutkimiseen, mika olisi vaivalloista. Sen
sijaan ndytetddn, ettd riittid tarkastella helpommin satunnaisesti muodostettavaa rakennetta, jota
kutsutaan kokoonpanoksi. Samalla perehdytididn verkkojen ominaisuuksia kuvaaviin rakenteisiin,
kuten puihin, metsiin sekd ymparistoihin.

Verkkojen ominaisuuksien vertailemiseen kaytetidn Ehrenfeuchtin pelii, joka esitelldédn pin-
nallisesti. Timén ohella suuri osa todistuksesta pohjautuu verkkojen kombinatoriseen tarkaste-
luun samaistamalla verkkojen kayttdytyminen niin kutsuttuihin haarautumisprosesseihin. Lisdk-
si esitellddn tarvittavia todennédkoisyyslaskennan ja kombinatoriikan tuloksia, jotka helpottavat
pailauseen todistamista.
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1 Johdanto

Satunnaisverkot ovat laajalti kiytettyja tyokaluja eri tieteenaloilla, kuten teknillisissd tieteissd
tai sosiologiassa. Niilld voidaan havainnollistaa muun muassa tautien levidmistd, ravintoketjuja
sekd Internetin rakennetta. Néille esimerkeille yhteinen piirre on, etti niiden kayttidytymisti ku-
vastavat ennalta arvaamattomat prosessit, missi lisdtiin ja poistetaan pisteiden vilisid yhteyksia.
Matematiikassa satunnaisverkkojen teoria yhdistda verkkoteoriaa ja todennikoisyyslaskentaa.

Tamén tutkielman tavoitteena on todistaa suppenemislaki satunnaisverkoille, joiden astejono
on kiinnitetty. Osoitetaan siis, ettd jos G on satunnaisesti muodostettu n-solmuinen verkko ja ¢
on verkon ominaisuutta kuvaava ensimmaisen kertaluvun logiikan lause, niin todennikgisyys,
ettd verkolla G on ominaisuus ¢, suppenee, kun n kasvaa rajatta. Tuloksesta voi olla kdytdnnon
hyotyi esimerkiksi suurten tietokantojen kyselyalgoritmien kehittdmisessa. Tutkielmassa seura-
taan ldheisesti menetelmii, jotka James F. Lynch esittelee artikkelissaan Convergence Law for
Random Graphs With Specified Degree Sequence [8].

Tutkielman alussa perehdytidn verkkoteorian perusteisiin, jotka esitellddn teoksen [2] mu-
kaisesti. Verkko on rakenne, joka koostuu joukosta solmuja ja joitakin solmupareja yhdistavista
sarmistd. Solmusta ldhtevien sirmien lukumaéraa kutsutaan solmun asteeksi ja verkon astejonol-
la tarkoitetaan luonnollisten lukujen jonoa, jonka i:s jasen kuvaa niiden solmujen lukumaéaraa,
joiden aste on i.

Tamén jilkeen siirrytddn miirittelemédn joitakin tarvittavia késitteitd logiikasta, joista tér-
keimmat ovat lauseen kvanttorisyvyys sekid Ehrenfeuchtin peli. Niistd jailkimmé&inen on pelaajien
A ja B vilinen peli, joka osoittautuu tehokkaaksi tyokaluksi verkkojen ja muiden samankaltais-
ten rakenteiden vertailussa. Kaksi rakennetta maaritelldan k-ekvivalenteiksi, mikali rakenteiden
ominaisuuksille pitevit tdsmélleen samat k-syvyiset ensimméisen kertaluvun logiikan viittamit.
Tassd tutkielmassa kéytetdan myos alunperin Ehrenfeuchtin todistamaa tulosta, jonka mukaan
kaksi rakennetta ovat k-ekvivalentit, mikéli pelaajalla B on voittostrategia k-kierroksisessa Eh-
renfeuchtin pelissd, joka pelataan niilld rakenteilla. Logiikkaan liittyvit miéritelmét mukailevat
teoksen [12] ldhestymistapaa.

Jotta ddrettomin suuriksi kasvavien verkkojen tutkiminen olisi mielekéstd, tarkasteltaville
astejonoille joudutaan asettamaan joitakin rajoituksia, jotka eivit kuitenkaan vaikuta tutkiel-
man piidlauseen kattavuuteen. Niistd konkreettisimpana esimerkkind voidaan pitdi sitd, ettd
tarkasteltavissa verkoissa ei sallita olevan eristettyjd solmuja.

Satunnaisverkkojen muodostaminen ja perinpohjainen tutkiminen on vaivalloista. Tistad
syystd madritelldaan helpommin satunnaisesti muodostettavissa oleva rakenne, jota kutsutaan
kokoonpanoksi. Tullaan huomaamaan, ettd kokoonpanoja ja kokoonpanoista muodostettavia
tekijaverkkoja kuvaavat ominaisuudet ja erityisesti niiden todennékodisyydet voidaan helposti
kadntdd verkkoja kuvaaviksi. Tastd syystd suurin osa loppututkielmasta késittelee kokoonpano-
ja ja niiden rakennetta, eli keskitytddn todistamaan suppenemislaki satunnaiskokoonpanoille.
Keskeisimpina kisitteend on solmun r-sédteinen ympéristo, jonka ominaisuuksia tarkastelemal-
la saadaan runsaasti tietoa kokoonpanon kiyttaytymisestd. Tillaisen ympériston ominaisuuksia
kutsutaan kokoonpanon paikallisiksi ominaisuuksiksi. Erityisesti ddrellisten ja erillisten ympa-
ristojen lukumadri ja kiyttdytyminen madrittivit, onko jokin rakennetta koskeva lause totta. Ol-
laan myo0s kiinnostuneita ympéristdjen indusoimien alikokoonpanojen rakenteesta ja erityisesti
niiden syklisyydestd. Syklilli tarkoitetaan solmujen yhdistymistd toisiinsa kehén kaltaisesti.

Kokoonpanojen vertaileminen tapahtuu maédrittelemilld ekvivalenssirelaatio ~; ja niytta-
malld, ettd mikili kaksi kokoonpanoa ovat relaatiossa ~, ovat ne myos k-ekvivalentit.

Loput paituloksen todistuksesta tehdddn kombinatorisesti. Aloitetaan maéritteleméilla puu-
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prosessi ja esittelemilld niiden tarkasteluun tarvittavia merkintojé ja keskeisid tuloksia. Viimei-
sessd luvussa esitellddn myos joitain todennédkoisyysteorian tuloksia, joita tarvitaan pddlauseen
todistamiseen.

Tamin jilkeen ndytetddn, ettd melkein kaikki kokoonpanot koostuvat syklittomisti tai yk-
sisyklisistd ympdristoistd, minkd jidlkeen todetaan, ettd melkein kaikilla kokoonpanoilla on 4i-
reton madrd ympdristojd jokaisessa syklittoméssd ~j-ekvivalenssiluokassa, ja ettd jokaiselle
yksisykliselle ympériston ~g-ekvivalenssiluokalle sekd luonnolliselle luvulle j, todenndkdi-
syys, ettd kokoonpanolla on tismilleen j ympéristod kyseisessd luokassa, suppenee. Osoitetaan
myos, ettd solmujen lukuméiirin kasvaessa rajatta ldhes jokainen kokoonpano on k-rikas seka
k-yksinkertainen.

Niiden tarkastelujen nojalla saadaan yleistettyd suppenemislaki kaikille rajatta kasvaville
kokoonpanoille, josta seuraa tutkielman padtulos. Solmujen lukuméadrin kasvaessa rajatta to-
dennikoisyys, ettd ominaisuus pétee verkolle suppenee, mikili todennédkdisyys, ettd ominaisuus
patee kokoonpanolle, suppenee.



2 Verkkoteorian peruskasitteita

Tésséd tutkielmassa tullaan tarkastelemaan rakenteita, jotka muodostuvat joukosta alkioita ja
joitakin alkiopareja yhdistavista relaatiosta. Tillaista rakennetta kutsutaan verkoksi. Verkkojen
tutkimukseen liittyy runsaasti kisitteitd, jotka esitellddn perinpohjaisesti teoksessa [2]. Téssa
luvussa esitelldin vain timén tutkielman kannalta oleellisimmat verkkoteorian késitteet.

Miaritelmé 2.1. Verkko on pari (V,E), missd E on symmetrinen ja antirefleksiivinen kaksi-
paikkainen relaatio joukossa V. Sanotaan, ettd alkio v € V on solmu ja jos alkiot v,u € V ovat
relaatiossa E, niin sanotaan, ettd solmujen vililld on sdrmd. Liséksi sanotaan, ettd (V,E) on
n-verkko, mikali V = {1,2,...,n}.

Jos verkon (V, E) solmujen v ja u vililla on sdrmé, merkitdan v E u. Till6in voidaan myos
sanoa, ettd solmusta v ldhtee sdrmd solmuun u. Sanotaan, ettd solmusta v € V lahtevien sirmien
lukumaiird on solmun v aste, ja siitd kdytetddn merkintdd deg(v).

Esimerkki 2.2. OlkoonV = {a, b, c,d} jaméairitelladn relaatio E siten, ettd verkon kaikki sarmat
ovata E b,bE c,c E djadE a. Nyt (V,E) on verkko, jonka kuva on nelikulmio.

Mairitelmi 2.3. Verkon (V, E) astejono on jono (dy, d, . . . ), missé jokaisellei = 0, 1,. .. pitee
di = |[{v € V | deg(v) = i}|. Toisin sanoen d; on niiden solmujen lukumiir4, joista ldhtee
tasmilleen i sdrmdd. Sanotaan, ettd mikd tahansa lukujono (dy, di, . ..) on kelpaava, mikili se
on jonkin n-verkon astejono.

Huomautus. Adjrellisen n-verkon astejonolle D = (do,dy,...) pitee d; = 0, kun i > n. Tisti

seuraa, ettd astejonon merkintd voidaan aina katkaista n:nen jisenen jilkeen, eli voidaan merkitd
D = (dy,d,...,d,_1). Lisdksi huomataan, etta

a’,-:n.

00
i=0

Esimerkki 2.4. Jono (1,2,3,...,i) on kelpaava, silld kaikillai € N voidaan muodostaa sellainen
i-verkko, ettd sen kaikki solmut ovat astetta i — 1. Esimerkiksi kuvan 10-verkolla on astejono

(1,2,3,4).
® O
)
© % Ca0

Miaritelma 2.5. Verkko (V, E) on paritus, mikili kaikkien solmujen v € V aste on 1. Huoma-
taan, ettd paritukselle pitee |V| = 2|E]|.



Miaritelmé 2.6. Olkoon (V,E) verkko ja V' C V sekd E’ C E. Sanotaan, ettd pari (V',E’)
on verkon (V, E) aliverkko, mikéli sen solmujoukko V’ sisiltad kaikki solmut, jotka esiintyvit
sarméjoukossa E’. Talloin sanotaan myos, ettd verkko (V, E) sisdltdd verkon (V', E”).

Esimerkki 2.7. Tarkastellaan esimerkin 2.2 verkkoa (V, E). Taméi verkko ei ole paritus, silld
sen jokaisen solmun aste on 2. Miiritellddn solmujoukolle V = {a, b, ¢, d} relaatio E’ siten, ettd
verkolla (V, E’) on vain sdarmit a E’ b ja ¢ E’ d. Nyt verkko (V, E’) on paritus. Verkko (V, E’) on
myos verkon (V, E) aliverkko.

Kuvassa esiintyy nyt kaksi verkkoa, joilla on sama solmujoukko. Verkon (V, E) solmujen
vilistd relaatiota merkitdan mustalla sdarmilla ja parituksen (V, E’) solmujen vilistd relaatiota
punaisella sarmalla.

Miaritelma 2.8. Olkoon (V, E) verkko ja x; € V,i = 1,2,... sen solmuja. Sanotaan, ettid jono
(x1,X2,. .., X,) on kulku solmusta x| solmuun x,, mikéli kaikille 1 < i < n pitee x; E x;41.

Miaritelméa 2.9. Sanotaan, ettd verkko (V,E) on yhtendinen, mikili kaikille x,y € V on
olemassa kulku solmusta x solmuun y.

Miaritelmé 2.10. Olkoon G = (V,E) verkko ja G’ = (V’, E’) sen aliverkko. Sanotaan, ettd G’
on verkon G komponentti, mikili se on yhtendinen ja se ei sisdlly mihinkdén yhtendiseen verkon
G aliverkkoon, jossa on enemmén sdarmié kuin verkossa G'.



3 Logiikkaa

Tissid tutkielmassa tarkastellaan verkkoihin liittyvid vditteitd ensimmadisen kertaluvun logiikan
nikokulmasta. Sen avulla voidaan kuvailla joitakin, mutta ei ldheskddn kaikkia verkon omi-
naisuuksia. Tarkasteltavissa kaavoissa voi siis esiintyd atomikaavojen lisdksi muuttuja- seka
relaatiosymboleita, universaali- ja eksistenssikvanttoreita seké tavanomaisia loogisia konnektii-
veja. Muodollinen ldhestymistapa logiikkaan pohjautuvassa tarkastelussa ohitetaan ja tyydytdin
kayttdimaadn esimerkiksi myohemmin esiteltdvin Ehrenfeuchtin pelin kaltaisia menetelmié tun-
nettuina tuloksina. Médritelmét mukailevat teoksen [12] esitystapaa.

Esimerkki 3.1. Oletetaan, ettd (V,E) on verkko ja v,u,w € V. Ominaisuus ”On olemassa
kolmio” on esitettdvissd ensimmadisen kertaluvun logiikan lauseena

e=Auaw(v Eu) A(v Ew) A (u E w)).

3.1 Lauseen syvyys

Jotta verkkojen ominaisuuksia voidaan vertailla, mééritelladn ensimmadisen kertaluvun logiikan
kaavoille kvanttorisyvyys.

Mairitelmi 3.2. Olkoot ¢, ¥ ja 6 ensimmadisen kertaluvun logiikan kaavoja. Lauseen ¢ kvant-
torisyvyys tai lyhyemmin vain syvyys d(¢) on

* 0, jos ¢ on atomikaava,

* d(y), jos ¢ =y,
* max(d(y),d(0)),josp =y vVOtaip =y A6,

o d(p)+1,jos ¢ = Ix(¥) tai ¢ = Vx(¥).

Esimerkki 3.3. Olkoon (V, E) verkko. Télloin kaava ”Solmusta u ldhtee sdrmi ainakin yhteen
solmuun, mutta ei kaikkiin verkon solmuihin” voidaan esittdd muodossa

0 =3v(uEv)A@Gw(=(u Ew))),
jasen syvyys on d(f) = 1.

Maaritelmé 3.4. Sanotaan, ettd verkot G ja H ovat k-ekvivalentit, mikéli kaikille k-syvyisille
ensimmadisen kertaluvun logiikan lauseille ¢ pitee G |= ¢, jos ja vain jos H |= ¢. Télloin
merkitadn G =, H.

3.2 Ehrenfeuchtin peli

Ehrenfeuchtin peli on hyddyllinen menetelmd, kun halutaan ndyttda kahden rakenteen olevan
k-ekvivalentit. Se on tdydellisen informaation peli, jota pelataan k kierrosta kahdella samankal-
taisella rakenteella ¢! ja U?. Tissi tutkielmassa tarkasteltavat rakenteet ovat joko verkkoja tai
osittaisia kokoonpanoja, joista jilkimmédinen mééaritelliin myohemmin.

Jokaisella kierroksella j valitaan molemmista rakenteista U ii=1,2, yksi solmu ja merki-
tddn se symbolilla aj.. Ensin pelaaja A valitsee luvun i sekd haluamansa solmun lukua i vastaavas-

ta rakenteesta, minki jilkeen valitulle solmulle annetaan merkinti aj.. Pelaajan B tehtidvidni on

8



ndyttdd toisesta rakenteesta sellainen solmu a i joka vastaa pelaajan A valitsemaa solmua. Kun

k kierrosta on pelattu, on saatu muodostettua solmujoukot {a az,. ) ak} ja {al,az,. o k}.
Talloin sanotaan, ettd pelaaja B voittaa pelin, jos ja vain jos muodostettujen joukkojen vilil-
14 on isomorfismi, joka kuvaa alkion aj'. alkiolle a]2.. Toisin sanoen pelaaja B voittaa verkoilla
G = (V,E) jaG' = (V',E’) pelatun k-kierroksisen Ehrenfeuchtin pelin, jos ja vain jos kaikille
h,j € {1,2,...,k} on voimassa
(1) a}l = ajl-, jos ja vain jos a%l = ajz.

1 1 . . .. 2 r 2
(2) a, Ea;, josjavainjos aj E"aj.

Miaritelmi 3.5. Oletetaan, ettd k > j ja k-kierroksista Ehrenfeuchtin pelid on pelattu j kier-
rosta ja lisdksi pelaaja A on tehnyt siirron a; . Kéytetddn tehtyjéi siirtoja vastaavista solmuista

muodostetusta jonosta merkintdd m = (a 3 i aé, ag_i,. ..,a j 1

B strategia on kuvaus o, joka liittda Jokalseen jonoon 7 siirron a

). T4lloin sanotaan, ettd pelaajan
3—i
j+1°
Miiritelmé 3.6. Sanotaan, ettd pelaajan B voittostrategia k-kierroksisessa Ehrenfeuchtin pe-
lissd on sellainen strategia o, joka johtaa varmasti pelin voittoon.

Toisin sanoen pelaajalla B on voittostrategia, mikili pelaaja B voi vastata mihin tahansa
pelaajan A siirtoon siten, ettd se johtaa pelin voittoon.

Verkkojen vertailemista varten tarvitaan vield tirked Ehrenfeuchtin [3] todistama lause:

Lause 3.7. Olkoot G ja G’ verkkoja. Tilloin G =i G’, jos ja vain jos pelaajalla B on voittostra-
tegia k-kierroksisessa Ehrenfeuchtin pelissd verkoilla G ja G’ |

Luvussa 5 kuvaillaan Ehrenfeuchtin peli toisenlaisille rakenteille, nimittdin kokoonpanoille.
Niiden rakenteiden vilisen Ehrenfeuchtin pelin tarkastelu mahdollistaa tutkielman paituloksen
todistamisen.



4 Satunnaisverkko

Mairitelma 4.1. Satunnaisverkko on satunnaismuuttuja, joka saa arvoikseen verkkoja. Lisdksi
sanotaan, ettd jos n € N ja G, on n-verkkojen joukko, niin satunnainen n-verkko on verkko, joka
on muodostettu valitsemalla umpimihkéaén jokin verkko joukosta G,,.

Satunnaisverkkoja on useita erilaisia. Yksi tapa muodostaa satunnaisverkko on kiinnittda scir-
mdtodenndkoisyys p, jolla jokaisen solmuparin vilille muodostetaan toisistaan riippumattomasti
sdarmd. Tdssd tutkielmassa kuitenkin tarkastellaan satunnaisverkkoja samasta ndkokulmasta kuin
artikkelissa [8], eli oletetaan verkon astejonon olevan kiinnitetty. Toisin sanoen jos Gp on astejo-
noa D noudattavien verkkojen joukko, niin todennékoisyys, ettd satunnaisverkko saa arvokseen
verkon G on sama kaikille G € Gp.

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan satunnaista 3-verkkoa, joka noudattaa astejonoa (0,2, 1). Tdllaisia
verkkoja on tdsmilleen 3 kappaletta, joten todenndkoisyys, ettd téllaista verkkoa muodostaessa

tullaan valinneeksi juuri tietty kuvassa alla ndkyvistad verkoista, on %

Kun verkon astejono kiinnitetéén, tullaan samalla kiinnittdneeksi verkon solmujen lukumaa-
rd. Tutkielman tarkoituksena on kuitenkin tutkia verkon kayttdytymistd solmujen lukuméiirin
kasvaessa rajatta, joten seuraava mééritelma on tarpeellinen:

Mairitelma 4.3. Olkoot Do, Dy, ... sellaisia lukujonoja, ettd jokaisella n € N, jono D, =
(do(n),d;(n),...,d,—1(n)) on kelpaava ja Zf’:_ol di(n) = n. Tilloin sanotaan, ettd perhe (Dj;),en
on asymptoottinen astejono. Jos n-verkko noudattaa astejonoa D,, jollakin n € N, niin sanotaan,
ettd verkko noudattaa asymptoottista astejonoa (Dy,)pen.

Tarkastellaan verkon ominaisuutta P ja satunnaista n-verkkoa, joka noudattaa asymptoottista
astejonoa (D,),en. Todenndkoisyyttd, ettd verkolla on ominaisuus P, merkitdin P(P,n, D). Jos
P on lausuttavissa ensimmadisen kertaluvun logiikan lauseena ¢ ja jos astejono on kontekstista
selvd, merkitdan vain P(p,n).

4.1 Asymptoottisten astejonojen ominaisuuksia

Jotta asymptoottisten todenndkoisyyksien tutkiminen suurissa satunnaisverkoissa olisi miele-
kastd, on yhdenmukaisuuden nimissd tarpeen kiinnittdd asymptoottisille astejonoille joitakin
ehtoja. Nditi ehtoja pidetidin standardioletuksina kyseistd aihetta tutkittaessa. Erityisesti artik-
kelissa [11] kdytetddn seuraavia midritelmia.

Olkoon tissd aliluvussa (Dy,)nen = ((do(n), dy(n), . . .,d,—1(n)) | n € N) satunnaisen n-verkon
asymptoottinen astejono.

Mairitelmi 4.4. Jos jokaiselle i € N on olemassa sellainen A; € [0, 1], ettd

di(n) _ A

lim

n—oo n

niin sanotaan, ettd asymptoottinen astejono (Dj,),en On tasainen. Jos (D, ),en On tasainen ja
A; = 0,1 € N, niin oletetaan myos, ettd d;(n) = 0 kaikillan € N.
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Miaritelmé 4.5. Olkoon (Dj,),en tasainen ja oletetaan, ettd verkon i-asteisten solmujen suh-

teellisille lukumairille A; pitee Z A; = 1. Sanotaan, ettd (D,,),en On harva, mikili
i=0

i il =A
i=0

on adrellinen.

Miiritelmi 4.6. Oletetaan, ettd asymptoottinen astejono (D, ),en on harva ja A kuten edellisessa
maidritelméssd. Sanotaan, ettd (D,,),en On hyvin kdyttdytyvd, mikili pitee

n—-1 .
lim Z idin) _

n— oo n

i=1

Edellisten médritelmien liséksi tehddin rajoitus, joka mahdollistaa luvussa 6 esiteltavit
apulauseet, joita tarvitaan tutkielman péélauseen todistamiseen.

1
4.1) On olemassa sellainen vakio a < 7 ettd kaikille n jai > n“ pitee d;(n) = 0.

Viimeisena tehdédin oletus, ettd Ay = 0. Toisin sanoen oletetaan, ettd tarkasteltavissa ver-
koissa ei ole merkittavdd madrdé eristettyjd solmuja. Tdma oletus yksinkertaistaa verkkojen
ominaisuuksien tutkimista. Seuraava apulause osoittaa, etti tutkielman paatuloksen yleisyys ei
kirsi tdmin oletuksen myota.

Apulause 4.7. Olkoon (D;),en = ((do(n),di(n),. . .,d,—1(n)) | n € N) tasainen asymptoottinen
astejono, jolle Ap < 1. Merkitddn n’ = n—dy(n), kunn € N, jalisdksi I = {n’ | n € N}. Olkoon J
mielivaltainen luonnollisten lukujen joukko, joka siséltdid jokaista s € I kohti tismilleen yhden
luvun n € J, jolle n’ = s.
Talloin on olemassa sellainen tasainen asymptoottinen astejono
(D) )wer = (d)(n'),di{(1),....d,_(n)) | n" € ), ettd jokaisella n’ € I pitee dj(n’) = 0 ja ettd
jokaista ensimmadisen kertaluvun logiikan lausetta ¢ vastaa ensimmadisen kertaluvun logiikan
lause ¢, jolle
P(p,n,Dy,) = P(¢',1', D)),

kun n € J on tarpeeksi suuri.

Todistus. Koska dy(n) = n — n’, huomataan, ettd joukon / on oltava ddreton, silli muutoin
asymptoottisen astejonon tasaisuuden nojalla pitee

d _ 7
Ao = lim o(n) = lim AL 1,
n—oo n n—oo n

miki on ristiriidassa oletuksen 4y < 1 kanssa. Miiritellddn nyt tasainen asymptoottinen astejono
(D )wer = (dy(n),d{(1),....,d),_,(n)) | n" € ), missd

o(n') =0,

seka
d/(n') = di(n), kun i >0janeJ.
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Jos Ag = 0, niin tasaisuuden madritelmidn mukaan dy(n) = 0, kun n on tarpeeksi suuri. Tastad
seuraa, ettd n’ = n ja edelleen d;(n) = d;(n), kun n on tarpeeksi suuri, joten viite on selvé.

Oletetaan sitten, ettd 0 < Ay < 1. Tarkastellaan ensimmadisen kertaluvun logiikan lausetta ¢
jamerkitdin sen syvyyttd d(¢) = k. Nytkoska 1o > 0, niin asymptoottisen astejonon tasaisuuden
madritelmén nojalla on olemassa sellainen ng € N, ettd jos n > ng, niin do(n) > k.

Olkoon G = (V, E) mielivaltainen n-verkko ja G" = (V/,E | V’) verkko, missd V' = {u €
V | deg(u) # 0}. Télloin kuvaus verkolta G verkolle G’ sdilyttdd todennikdisyydet seuraa-
vassa mielessd: Todennékoisyys, ettd G on tiettyd isomorfiatyyppid asymptoottista astejonoa
(Dp)nen noudattavien n-verkkojen luokassa, on sama kuin todennékoisyys, ettd G’ on vastaavaa
isomorfiatyyppiéd asymptoottista astejonoa (D), ), e; noudattavien n-verkkojen luokassa.

Olkoot G sellainen n-verkko, ja H sellainen m-verkko, jotka noudattavat asymptoottista
astejonoa (Dj,),en. Oletetaan, ettd m,n > ny. Talloin verkkojen G ja H eristettyjen solmujen
lukumééra on dy(n) > k.

Osoitetaan, ettd G = H, jos ja vain jos G’ =, H’. Tami tehddén havaitsemalla, ettd tarkas-
teltaessa verkoilla G ja H seké verkoilla G’ ja H' pelattavia k-kierroksisia Ehrenfeuchtin peleja,
pelaajan B voittostrategia siirtyy pelistd toiseen. Jos pelaajalla B on voittostrategia o~ verkoilla
G’ ja H’ pelatussa pelissi, niin verkoilla G ja H pelatussa pelissd pelaajan B voittostrategia on
seuraava:

(1) Jos pelaaja A merkitsee eristetyn solmun jommassakummassa verkossa, niin pelaaja B voi
aina merkita toisesta verkosta eristetyn solmun, silli molemmissa verkoissa on vihintidin
k eristettyd solmua.

(2) Jos pelaaja A merkitsee solmun, joka ei ole eristetty, niin pelaaja B voi tehdi siirron
strategian o mukaisesti. Toisin sanoen jos tdhdn mennessa verkosta G on valittu s solmua,
jotka eivit ole eristettyjd, niin pelaaja B voi tehdd saman siirron, kuin olisi tehnyt verkoilla
G’ ja H' pelatussa pelissi kierroksella s + 1.

Toisaalta jos pelaajalla B on voittostrategia o verkoilla G ja H pelatussa pelissd, niin verkoilla
G’ ja H' pelatussa pelissi pelaaja B voi aina tehda strategian o mukaisen siirron. Toisin sanoen
jos verkoilla G ja H pelatussa pelissd pelaaja A merkitsee kierroksella j solmun, joka ei ole
eristetty ja jos tihdn mennessa verkosta G on valittu s solmua, jotka ovat eristettyjd, niin pelaaja
B voi tehda verkoilla G’ ja H’ pelattavassa pelissi kierroksella j — s saman siirron, kuin toisessa
pelissi kierroksella j.

Pelaajalla B on siis voittostrategia verkoilla G ja H pelatussa Ehrenfeuchtin pelissd, jos ja
vain jos pelaajalla B on voittostrategia verkoilla G’ ja H” pelatussa Ehrenfeuchtin pelissd, joten
lauseen 3.7 nojalla G = H, jos ja vain jos G’ =, H'.

Viimeiseksi muodostetaan apulauseen viitteen mukainen ensimmaisen kertaluvun logiikan
lause ¢’. Olkoon K kaikkien sellaisten verkkojen luokka, jotka ovat isomorfisia jonkin verkon G’
kanssa jollakin G, joka toteuttaa lauseen ¢. Tilloin luokka K’ on suljettu ekvivalenssin =4 suhteen
asymptoottista astejonoa (D, )re; noudattavien verkkojen luokassa, kunhan tarkasteltavat verkot
ovat tarpeeksi suuria. Tastd seuraa, ettd luokka K’ pystytddan karakterisoimaan ensimmaiisen
kertaluvun logiikan lauseella ¢’, miki tarkoittaa, ettd verkko kuuluu luokkaan K, jos ja vain jos
se toteuttaa lauseen ¢’.

Niiden tarkastelujen nojalla viite on todistettu. O

Tdmén tutkielman tavoitteena on nayttdd, ettd jokaiselle hyvin kayttdytyvaa asymptoottista
astejonoa (D, ),en noudattavalle n-verkolle sekid ensimmadisen kertaluvun logiikan lauseelle ¢
on olemassa raja-arvo lim P(¢,n, D,). Tulos voidaan kuitenkin helposti laajentaa koskemaan

n—oo
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mitd tahansa déretontd luonnollisten lukujen osajonoa, mika tarkoittaa, ettd edellisen apulauseen
todistuksen merkintdjd kédyttden on myos olemassa raja-arvo

lim P(¢’,n',D;,).
n —oo
n'el
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5 Rakenteiden vertailemisesta

Monet tunnetuista verkoista, kuten Internet ja jotkin sosiaaliset verkostot, ovat sellaisia, ettad
niiden solmujen vilisten sirmien lukumiird noudattaa potenssilakeja. Téllaisista verkoista sa-
notaan, ettd ne ovat skaalautumattomia. Skaalautumattomassa verkossa solmut ja sdrmaét ovat
toisistaan riippumattomia, joten verkon asymptoottista rakennetta ja kayttdytymistd on mahdo-
tonta péételld. Niitd verkkoja on myos haastavaa muodostaa satunnaisesti. Reaalimaailmassa
esiintyvien verkkojen skaalautumattomuuteen liittyvad tutkimus on vield kehitysvaiheessa, ja
siitd on tarkempia tietoja teoksessa [1]. Téssé tutkielmassa mééritellddn helpommin satunnai-
sesti muodostettavissa oleva rakenne, jota kutsutaan kokoonpanoksi. Tullaan huomaamaan, etti
satunnaiskokoonpanoihin liittyvit tulokset voidaan kddntda kiinnitettyd astejonoa noudattavia
satunnaisverkkoja kuvaaviksi.

5.1 Kokoonpano

Mairitelmi 5.1. Kokoonpano on rakenne (U, =, M), missid (U, M) on paritus ja = on ekviva-
lenssirelaatio joukossa U. Mikili ekvivalenssiluokkien lukumééri on n, sanotaan, ettd (U, =, M)
on n-kokoonpano.

Lisdksi sanotaan, ettd (U,=, M) on verkkoa (V,E) vastaava kokoonpano, mikili paritus
(U, M) on madritelty siten, ettd x; E x, jos ja vain jos on olemassa sellaiset u € [x]jav € [x3],
ettiu M v.

Voidaan ajatella, ettd verkon (V, E) jokainen solmu on kokoonpanon (U, =, M) solmujoukon

ekvivalenssiluokan edustaja ja solmujoukko U muodostetaan ottamalla deg(v) kappaletta erillisia
n—1

kopioita jokaisesta solmusta v € V. Tastd johtuen kokoonpanolla on yhteensd m = Z id;i(n)
i=1

solmua.

Esimerkki 5.2. Olkoon (V, E) verkko, jonka solmujoukko on V = {a, b, c} ja jonka sdrmit ovat
a E b sekd a E c. Verkolla on siis astejono (dy, d;,d>) = (0,2, 1). Muodostetaan 3-kokoonpanon
(U,=, M) solmujoukko madrittelemdlld U = {ay, ay, b,c}. Lisdksi méadritelladan ekvivalenssire-
laatio = siten, ettd [a;] = {a1, a2}, [b] = {b} ja [c] = {c}. Nyt kokoonpano voidaan muodostaa
kolmella eri tavalla:

ay as ay (]

Kuvan kokoonpanoista reunimmaiset ovat verkkoa (V, E) vastaavia kokoonpanoja, mutta
keskimmadinen ei ole.
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Miaritelma 5.3. Kokoonpanon (U, =, M) (joukon W C U indusoima) alikokoonpano on (W,=]
W,M | W), missi = W on ekvivalenssirelaation = rajoittuma solmujoukkoon W ja relaatio
M | W on miiritelty kuten relaatio M, mutta siitd on poistettu sellaiset sarmét u M v, joille
u ¢ Wtaiv ¢ W. Alikokoonpanoa (W,= W, M | W) merkitdan lyhyemmin (W, =, M).

Huomautus. Alikokoonpano ei vilttimatta ole kokoonpano, silld sithen saattaa kuulua paritta-
mattomia solmuja.

Miaritelmi 5.4. Sanotaan, ettd rakenne (U, =, M) on osittainen kokoonpano, mikili se on jonkin
kokoonpanon alikokoonpano.

Huomautus. Kokoonpano (U, =, M) on itsensi alikokoonpano, eli kaikki kokoonpanot ovat osit-
taisia kokoonpanoja. Osittaisessa kokoonpanossa relaation M ei kuitenkaan tarvitse olla paritus,
eli osittaisessa kokoonpanossa saa esiintya parittamattomia solmuja.

Esimerkki 5.5. Tarkastellaan esimerkin 5.2 keskimmadistd kokoonpanoa, jossa relaatio M on
madritelty siten, ettd kokoonpanon solmuja yhdistdd sirmédt b M ¢ ja a; M a;. Nyt joukon
[a1] € U indusoima alikokoonpano ([a ], =, M) koostuu yksinkertaisesti solmuista a; ja a, seka
niitd yhdistavastd sirméstd a; M a,.

Olkoot U' = (U',=!,M") ja U? = (U? =%, M?) osittaisia kokoonpanoja ja a’, i = 1,2,
n € {1,2,...,k}, kuten kappaleessa 3.2. Nyt pelaaja B voittaa osittaisilla kokoonpanoilla U
ja U? pelatun k-kierroksisen Ehrenfeuchtin pelin, jos ja vain jos kaikille &, j € {1,2,...,k} on
voimassa

(1) a,=a;, josjavainjos aj =a;
| I L 2.2 2

(2) a, = a;, josjavainjos aj ="aj
Uoagl 1 2 a2 2

3) a,M" a;, josjavainjos a, M"aj.

Samaan tapaan kuin luvussa 3 tehtiin verkoille, esitelliin Ehrenfeuchtin artikkelissaan [3]
todistama tulos osittaisille kokoonpanoille:

Lause 5.6. Olkoot U" ja U? osittaisia kokoonpanoja. U' = U?, jos ja vain jos pelaajalla B
on voittostrategia k-kierroksisessa Ehrenfeuchtin pelissd rakenteilla U" ja U>. O

5.2 Tekijaverkko

Mairitelmé 5.7. Moniverkko on pari (V, M), missd V on solmujoukko kuten maaritelmassa
2.1 ja M on monijoukko, jonka alkiot ovat joukkoja {v,u}, missd v,u € V. Huomautetaan, ettd
sallitaan v = u. Niitd pareja tai yksioitda merkitddn v M u ja niitd sanotaan moniverkon sarmiksi.

Huomautus. Moniverkot poikkeavat verkoista vain siten, ettd solmun sallitaan yhdistyi itseensa
sarmilld ja saman solmuparin vilille voidaan muodostaa useita sarmid. Moniverkon sidrmil-
le ja solmuille kdytetddn myos samoja nimityksid kuin verkkojen tapauksessa, mistd syysta
monijoukkoa M kutsutaan usein moniverkon relaatioksi.

Mairitelmi 5.8. Olkoon U = (U, =, M) kokoonpano ja U/= sen ekvivalenssiluokkien joukko.
Kiytetddn alkion x € U ekvivalenssiluokasta merkintéa [x]. Kokoonpanon (U, =, M) tekijiverkko
on moniverkko (U/=, M /=), missi relaatio M /= on midritelty siten, ettd ekvivalenssiluokkien
[x]ja[y] vililla on yksikdsitteinen sarmai jokaista sellaista paria {x’, y’} kohti, joille pitee x” = x
jay =ysekix' M y'.
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Esimerkki 5.9. Tarkastellaan jilleen 3-kokoonpanoa (U, =, M), missd U = {aj,as, b,c}, [a1] =
{ar,az2}, [b] = {b} ja [c] = {c}, sekd relaatio M on mdidritelty siten, ettd b M ¢ ja aj M
ap. Tamén kokoonpanon tekijaverkko on (U/=,M /=), missd U/= = {[a;],[b],[c]} ja M /=
= {{la1],[a11},{[P],[c]}}. Solmu [a;] yhdistyy siis itseensda sdarmailld, eli tekijaverkot eivit
valttimaitti ole verkkoja.

Esimerkki 5.10. Kuvassa on kokoonpano ja sen tekijaverkko, kun ympyroidyt joukot kuvastavat
solmujoukon U = {a, b,c,d, e, f, g, h} ekvivalenssiluokkia. Hunomataan, etti timén kokoonpanon
tekijaverkko ei ole verkko.

3() 4

Miiritelmé 5.11. Sanotaan, ettd verkon ominaisuus P pitee kokoonpanolle, mikili se pitee
kokoonpanon tekijaverkolle.

Tarkastellaan nyt n-verkkoja G ja H, joilla on sama astejono (dy,d,...,d,—1). Verkot G
ja H ovat sellaisten kokoonpanojen tekijaverkkoja, joilla on n ekvivalenssiluokkaa, ja kokoa
i olevien ekvivalenssiluokkien lukumaééri on d;. Téllaisten kokoonpanojen lukumééra riippuu
vain jonosta (dy, dj, . . . ,d,—1), joten verkot G ja H ovat yhtd monen kokoonpanon tekijaverkkoja.
Tama tulos pitee kaikille samaa astejonoa noudattaville verkoille.

Luvussa 4 annettiin mairitelma satunnaiselle verkolle. Satunnainen kokoonpano mééritellddn
vastaavasti. Jos ¢ on kokoonpanon ominaisuus, merkitidin todennédkdisyytti, ettd satunnaisella
n-kokoonpanolla on kyseinen ominaisuus, P.(¢,n). Olkoon nyt P jokin verkon ominaisuus,
ja Q se kokoonpanon ominaisuus, ettd kokoonpanon tekijiverkko on verkko. Tilloin edellisen
pohdinnan nojalla
Pe(PAQin)

Pe(Qin)

Ominaisuus Q on médriteltdvissd ensimmadisen kertaluvun logiikan avulla. Lisdksi P.(Q,n)
suppenee kohti jotain positiivista vakiota, kun n — oo. Tamin tuloksen todistus pohjautuu
artikkelissa [10] tehtyyn tarkasteluun, jossa tutkitaan sellaisten m X n-matriisien lukumairia,
jotka saavat arvoja joukosta {0, 1} ja joiden rivien ja sarakkeiden summat ovat kiinnitetty. Ar-
tikkelissa kuvaillaan tarkemmin, miten ndiden matriisien lukumaaria koskevat tulokset voidaan
kadntdd kaksijakoisten verkkojen, ja sitd kautta tekijaverkkojen lukuméiraa kuvaaviksi tuloksik-
si. Ndiden tulosten vuoksi voidaan verkkojen tutkimisessa kéyttdd hyviksi tietoja kokoonpano-
jen kiyttaytymisestd. Erityisesti satunnaisverkon suppenemislaki seuraa suoraan kokoonpanojen
suppenemislaista. Ndin saadaan seuraava lause:

P(P,n) =
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Lause 5.12. Jos on olemassa raja-arvo lim P.(P A Q,n), niin on myos olemassa raja-arvo
n—oo

lim P(P,n). O

n—->o0o

5.3 Puu ja ympaéristo

Kokoonpanoille voidaan maédritelld useita samoja kdsitteitd kuin verkoillekin. Seuraavat maa-
ritelmét mahdollistavat kokoonpanon sisilld liikkumisen ja solmujen etdisyyksien tarkastele-
misen. Samalla tehdddn mahdolliseksi kokoonpanon paikallisten ominaisuuksien tutkiminen.
Mairitelmét on muotoiltu artikkelien [8] ja [4] mukaisesti.

Mairitelmi 5.13. Olkoon (U, =, M) kokoonpano ja x,y € U. Sanotaan, ettd d-mittainen kulku
solmusta x solmuun y on jono (xg, x1,. . .,Xg), Missd xo = x, xg = y sekd x; = x;4+1 tai x; M x4
kaikille 0 < i < d. Sanotaan lisiksi, ettd kulku on suljettu, mikdli x = y.

Merkintd. Lyhimmin kulun solmusta x solmuun y pituutta merkitdéan 6(x, y). Lisdksi joukon U
osajoukoille X ja Y maééritellddn 6(X,Y) = min{d(x,y) € N | x € X,y € Y}, sekd 6(X,x) =
o(X,{x}).

Miaritelmi 5.14. Sanotaan, ettd kokoonpano (U, =, M) on yhtendinen, mikili kaikille x,y € U
on olemassa kulku solmusta x solmuun y.

Esimerkki 5.15. Tarkastellaan esimerkin 5.9 kokoonpanoa. Ekvivalenssiluokasta [a;] ei lihde
sarmdd mihinkdan muuhun ekvivalenssiluokkaan, joten ei ole olemassa kulkua ekvivalenssiluo-
kan [a;] solmusta ekvivalenssiluokan [b] solmuun. Kokoonpano ei siis ole yhtendinen.

Miiritelmé 5.16. Olkoon (xo, . . ., xz) kulku, jolle x; # x; kuni # j. Sanotaan, ettd (xo, . . ., xg)
on polku, mikili joukon {x,...,x;} indusoimalle alikokoonpanolle pitee |[x;]| < 2, kun 0 <
i <d.

Huomautus. Toisin sanoen polku on sellainen kulku, jossa yhden ekvivalenssiluokan sisilld
liikutaan korkeintaan yhden askeleen verran.

Miaritelmé 5.17. Oletetaan, ettd (xo,...,xgz) on vihintddn 4-mittainen suljettu kulku, mis-
sd xg # x| # --- # Xg-1. Sanotaan, ettd (xo,...,xg) on sykli, mikili joukon {xo,...,xs-1}
indusoimalle alikokoonpanolle pitee |[x;]| = 2, kun 0 < i < d.

Kokoonpano on sykliton, mikili se ei sisdlld yhtakddn syklid. Jos kokoonpano sisaltda tis-
milleen yhden syklin, sanotaan, etti se on yksisyklinen.

Huomautus. Sykli on suljettu polku, jossa yhtd sdrméad pitkin kuljetaan korkeintaan kerran.
Lisdksi tissd tutkielmassa samaistetaan samat solmut sisiltavit syklit, jotka eroavat toisistaan
vain syklin suuntaa tai alkupistettd vaihtamalla.

Esimerkki 5.18. Esimerkin 5.10 kokoonpano on yksisyklinen, silld sen ainoa sykli on
(a,b,e,d,a). Kuvassa on merkitty punaisella kokoonpanon syklid, missd katkoviiva tarkoittaa
ekvivalenssiluokan sisilla siirtymistd. Siniselld on merkitty toista polkua (4, ¢, a, d). Tastd huo-
mataan, ettid ekvivalenssiluokkaan [ 2] padstdaan polkua pitkin, mutta solmu 4 ei kuulu mihinkééan
sykliin tdssd kokoonpanossa.
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Esimerkki 5.19. Esimerkin 5.9 kokoonpano on sykliton, silld mistdin solmusta ei piddse suljettua
polkua pitkin takaisin itseensd kulkematta samaa sdrméi pitkin kahdesti.

Maaritelma 5.20. Osittainen kokoonpano on puu, mikili se on yhtendinen ja sykliton.

Esimerkki 5.21. Kuvan kokoonpano on puu. Myos esimerkin 5.2 kokoonpanoista kaksi ovat
puita. Ne ovat kaikki syklittomié, mutta keskimméinen ei ole yhtendinen, joten se ei ole puu.

Mairitelma 5.22. Olkoon R C U ja r > 0. Sanotaan, ettd joukon R r-sdteinen (pallon)kuori
on S(R,r) :={y € U | 8(R,y) = r}. Solmun v r-siteinen kuori on siis niiden solmujen joukko,
jotka ovat tasmélleen r askeleen etdisyydelld solmusta v.

.
Miaritelma 5.23. Joukon R r-sdteinen ympdristé on N(R,r) := U S(R,1).
=0

r-sédteisen ympariston voidaan siis ajatella muodostuvan r-séteisesti kuoresta sekd kaikista
sen sisdpuolelle jaavistd solmuista.

Esimerkki 5.24. Tarkastellaan kuvan kokoonpanoa. Olkoon R = {d,e}. Nyt joukolla R on
2-sdteinen kuori S(R,2) = {b, [} ja 2-sédteinen ympdristd N(R,2) = {b,c,d,e, f,g}.
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5.4 Juurrosmetsa

Tehdain kokoonpanon rakenteeseen lisdys, joka helpottaa lauseen 5.6 mukaisen voittostrategian
olemassaolon tutkimista. Laajennetaan siis tarkasteltavia rakenteita yksipaikkaisella relaatiolla
R, jota kutsutaan juurijoukoksi:

Miaritelmé 5.25. Olkoon (U, =, M) osittainen kokoonpano ja R C U. Sanotaan, ettid rakenne
(U,=, M, R) on osittainen juurroskokoonpano ja alkiot x € R ovat sen juuria.

Lisdksi, ympariston N(R,r) indusoimasta alikokoonpanosta kaytetddan merkintdd N(R,r).
Alikokoonpanon juurijoukko on sama kuin alkuperdisen osittaisen kokoonpanon, ellei toisin
mainita.

Miiéritelmé 5.26. Olkoon (U, =, M, R) juurroskokoonpano. Solmun u € U syvyys on d(u) =
O(R,u), eli lyhimmén polun pituus juuresta R solmuun u. Sanotaan, ettd solmu v on solmun u
Jjélkeldinen, mikali d(v) > d(u) ja d(v) = d(u) + 6(u,v).

Huomataan, ettd solmun v syvyys d(v) = k, jos ja vain jos v € S(R, k).

Esimerkki 5.27. Tarkastellaan esimerkin 5.24 kokoonpanoa ja laajennetaan se juurroskokoonpa-
noksi madrittelemalld juurijoukko R = {d, e}. Nyt esimerkiksi solmu a on solmun b jilkeldinen,
ja solmujen d ja e jilkeldisid ovat kaikki solmut, jotka eivit kuulu juurijoukkoon R.

Mairitelmé 5.28. Sanotaan, ettd juurroskokoonpano (U,=, M, R) on juurrospuu, mikili ko-
koonpano (U, =, M) on puu ja R on yksio. Liséksi sanotaan, ettd juurrospuun yhtendinen aliko-
koonpano on alipuu.

Olkoot U, = (Uy,=1,M)) ja Uy = (U, =5, M;) osittaisia kokoonpanoja, joiden solmu-
joukoille pitee Uy N U, = 0. Talloin myos rakenteiden sdrmédjoukot ovat erillisid. Tallaisia
osittaisia kokoonpanoja kutsutaan erillisiksi. Niille rakenteille méiritellddn yhdiste asettamalla
U VU, = (U1UUy, =1 U =5, M UM,;). Erillisyys ja yhdiste méiritelldan juurroskokoonpanoille
vastaavasti.

Mairitelma 5.29. Olkoot 77,. .., 7, erillisid juurrospuita. Sanotaan, ettd ¥ = U?:l 7; on juur-
rosmetsd. Lisdksi sanotaan, ettd juurrosmetsdn ¥ syvyys on sen puiden syvimmin solmun

SYVYYS.

Jos (U,=,M,{x}) on juurrospuu, niin N(x,r) on juurrospuu. Merkitdin niiden solmujen,
joiden syvyys on korkeintaan » > 0, indusoimaa juurrosmetsin ¥ alikokoonpanoa ¥ | r.
Huomataan, ettdi myos # [ r on juurrosmetsa.
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5.5 Orsittaisten kokoonpanojen vertailemisesta

Seuraavaksi mukaillaan artikkelissa [8] kdytettyjd menetelmid ja miiritellddn osittaisten ko-
koonpanojen vilinen ekvivalenssirelaatio ~;, ja osoitetaan, ettd kaksi relaatiossa ~; olevaa
rakennetta ovat myos k-ekvivalentit. Tamain jdlkeen luvussa 6 ndytetdin, ettd todennédkdisyys,
ettd satunnainen kokoonpano kuuluu tiettyyn ~j-ekvivalenssiluokkaan, suppenee. Tarkastel-
laan kokoonpanon solmua ja sen jonkin kokoista ympéristod. Tamin ympériston toteuttamia
ominaisuuksia sanotaan kokoonpanon paikalliseksi ominaisuudeksi. Relaatio ~; miiriytyy ko-
koonpanon paikallisten ominaisuuksien mukaan. Artikkelissa [4] todistetaan, ettd paikalliset
ominaisuudet médrittelevit kaikki kokoonpanon ensimmaéisen kertaluvun logiikalla ilmaista-
vat ominaisuudet. Erityisesti dérellisten ja erillisten ympiristojen lukumaéra ja kdyttaytyminen
madrittavit, onko jokin kokoonpanoa koskeva lause totta.

Relaatio ~; midritelldén ensin ympdristdille, joilla on enintdén yksi sykli. Tarkemmin ottaen
relaatio ~ madritellddn ensin juurrospuille ja -metsille (mééritelmé 5.31) ja tdmin jilkeen maa-
ritelméssd 5.36 tehddédn sama niin kutsutuille keskitetyille kokoonpanoille. Tdlloin voidaan luo-
kitella tillaiset ymparistot syklittomiksi tai yksisyklisiksi. Hydodynnetdian Ehrenfeuchtin pelia ja
ndytetddn, ettd kaksi tillaista ympdristod kuuluvat samaan ~-ekvivalenssiluokkaan, jos ja vain
jos ne ovat k-ekvivalentit. Timaén jilkeen relaatio ~j laajennetaan kokoonpanoihin, jotka koos-
tuvat pelkastidn syklittomista tai yksisyklisistd, pienistd ympiristoistd. Tallaisia kokoonpanoja
kutsutaan k-rikkaiksi ja -yksinkertaisiksi. Mairitellaéan, ettd ndméa kokoonpanot ovat relaatiossa
~k, mikdli niilld on sama maari tillaisia ympiristojd jokaista ~,-ekvivalenssiluokkaa kohden.
Yksityiskohdat 10ytyvit méaéritelmista 5.41.

Lopuksi lauseessa 5.45 todistetaan, ettd jos k-rikkaat ja k-yksinkertaiset kokoonpanot kuu-
luvat samaan ~j-ekvivalenssiluokkaan, niin ne ovat k-ekvivalentit. Luvussa 6 todistetaam, etti
madritelty relaatio ~; todella kattaa ldhes kaikki tarpeeksi suuret kokoonpanot. Toisin sanoen
ndytetddn, ettd melkein kaikilla kokoonpanoilla on jokaista ~-ekvivalenssiluokkaa kohden da-
reton maird ympdristojd, ja ettd jokaista ~g-ekvivalenssiluokkaa ja luonnollista lukua j kohden
todennikoisyys, ettd kokoonpanolla on tismélleen j ympéristod kyseisessd luokassa, suppenee.

Loppututkielman ajan oletetaan, ettd kokoonpanoista puhuttaessa juurijoukko R on miiri-
telty eli ettd kaikki tarkasteltavat kokoonpanot ovat juurroskokoonpanoja. Juurijoukko voidaan
kuitenkin jattad kokoonpanon merkinnisti pois, mikili sitd ei tarvita kyseisessi tarkastelussa.

Mairitelma 5.30. Metsii, jossa ei ole yhtddn puuta, kutsutaan nollametsdksi, ja sen syvyyden
madritelldin olevan —1.

Oletetaan, ettéd k on kiinnitetty. Seuraavaksi mééritelldén ekvivalenssirelaatio ~ juurrosmet-
sille induktiivisesti juurrosmetsidn syvyyden suhteen. Induktion vaiheessa r mééritelldin relaatio
~ r-syvyisille juurrospuille relaation ~ suhteen, joka on méairitelty korkeintaan r — 1-syvyisille
juurrosmetsille. Sen jilkeen relaatio ~; mairitellddn r-syvyisille juurrosmetsille relaation ~
suhteen, joka on médritelty niille juurrospuille, joiden syvyys on korkeintaan r.

Maaritelma 5.31. Médritelldén relaatio ~ induktiolla juurrosmetsin syvyyden suhteen. Nolla-
metsid on vain yksi, joten selvisti kaikki —1-syvyiset juurrosmetsit ovat relaatiossa ~¢. Oletetaan
nyt relaation ~; olevan miiritelty juurrosmetsille, joiden syvyys on korkeintaan r — 1, missa
r > 0. Oletetaan lisiksi, ettd U’ = (U', =/, M',{x;}), missdi = 1,2, on juurrospuu, jonka syvyys
onr.Olkoon y € S(x;, 1). Méddritellddn, ettd (Vyi on solmun y ja sen jélkeldisten indusoima alipuu,
jonka juuri on y. Olkoon lisiiksi 7' metsi, joka koostuu niisti puista V?, joille pitee x; = y. Jos
on olemassa sellainen yksikisitteinen y € U', ettd x; M y, niin méiritelldin 7 = ‘Vyi. Muulloin
77 on nollapuu. Nyt U ~; U?, mikili

T'~ T2 ja Fl~ 7
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Oletetaan nyt, etti M! ja M? ovat korkeintaan r-syvyisii juurrosmetsii. Oletetaan, etti jokaista
korkeintaan r-syvyisten juurrospuiden ~-ekvivalenssiluokkaa t kohden #;; on niiden metsédn
M, i = 1,2, juurrospuiden lukumiiri, jotka kuuluvat ekvivalenssiluokkaan 7. Tilldin M! ~;
M2, jos ja vain jos jokaiselle T pitee

e =0hg tai Nplor 2 k.

Seuraava apulause osoittautuu hyodylliseksi relaatiota ~j tutkittaessa ja sen todistus voi
auttaa havainnollistamaan ylla esiteltyd méaéritelmai:

Apulause 5.32. Jos M! ja M? ovat juurrosmetsii, joille pitee M' ~; M?, niin niiden syvyydet
ovat samat sekd kaikille s, j < k pitee M! s ~; M? ]s.

Todistus. Todistetaan induktiolla juurrosmetsien maksimisyvyyden suhteen. Mikili M! ja M?
ovat nollametsid, viite on selva.

Tehdiin nyt induktio-oletus, etti jos M ja M? ovat korkeintaan r—1-syvyisidja M ~; M?2,
niin M! ja M? ovat samansyvyisié seki kaikille s > 0 ja j < k pitee M! s ~; M? | s.

Tarkastellaan nyt tapausta, jossa M! ja M? ovat korkeintaan r-syvyisii ja 77 ja 7', i = 1,2,
ovat kuten méiritelmissi 5.31. Voidaan olettaa, ettid metsin M! syvyys on r. Nyt koska U ~;
U?, niin T ~; T2 ja F! ~p F2. Toisaalta tiedetizn, ettd puut 7 ja metsit 7*, i = 1,2, ovat
korkeintaan r — 1-syvyisii ja erityisesti joko puun 7! tai metséin 7' syvyys on r — 1. T#lloin
induktio-oletuksesta seuraa, etti joko puut 7! ja 772 ovat syvyydeltiin r — 1 tai metsit 7' ja
F72 ovat syvyydeltizn  — 1. Tisti seuraa, etti M' ja M? ovat syvyydeltiin r.

Oletetaan sitten, etti M! ja M? ovat r-syvyisid ja M! ~; M?. Oletetaan lisiksi s < r, sillid
jos s > r,niin M’ s = M, i = 1,2, ja viite seuraa suoraan oletuksesta M' ~; M?. Nyt puut
71 ja 772 sekd metsidt 7' ja 72 ovat korkeintaan r — 1-syvyisid sekd 7! ~; 72 ja F! ~; F2.
Tilloin induktio-oletuksesta seuraa, ettd kaikille 0 < s < r ja j < k pitee 7' | s ~ j T20s
sekd F1 s ~; F2 | 5. Tilloin méritelmén 5.31 nojalla viite pitee myds metsille M! | s ja
M2 | s.

Induktioperiaatteen nojalla viite pitee mielivaltaisille juurrosmetsille M' ja M2, joille
Ml ~k Mz. O

5.6 Keskitetty kokoonpano

Seuraavaksi laajennetaan relaatio ~; suurempaan osittaisten kokoonpanojen luokkaan, joka
sisdltad kaikki ddrelliset ympdristot, jotka 10ytyvit miltei kaikista kokoonpanoista.

Miiritelmé 5.33. Sanotaan, etti osittainen kokoonpano, jolla on juurijoukko R, on keskitetty,
mikdli jokaisella solmulla on tasmélleen yksi polku joukkoon |J,cr[x].

Huomautus. Keskitetyssd kokoonpanossa jokainen syklin solmujen muodostama joukko sisiltyy
joukkoon | ,cp[x], silld syklin sisilld on aina kaksi tapaa pdistd haluamastaan solmusta toiseen.

Mairitelmi 5.34. Olkoon U = (U, =, M, R) keskitetty kokoonpano ja C = U | R. Oletetaan,
ettd x € R. Olkoon V, niiden solmujen joukko, joiden polku joukkoon R péittyy solmuun, joka
on luokassa [x], ja olkoon V, joukon V, indusoima puu, jolla on juuri x, ja jonka kaikki sdrmit
m € M | [x] on poistettu. Sanotaan, ettd joukko {C,V, | x € R} on kokoonpanon U kanoninen
hajotelma.
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Esimerkki 5.35. Kuvassa on keskitetty kokoonpano U, jonka juurijoukko on R = [x] U [y] ja
kokoonpanon U kanonisen hajotelman alkiot C = U | R, V, jaV,. Huomataan, ettd alikokoon-
panojen V, ja V, solmujoukoille V; ja V, pitee V. N R = [x] N R sekd V, NV, = 0. Havaitaan,
ettd sama pitee yleisesti kaikille keskitettyjen kokoonpanojen kanonisille hajotelmille.

Miiiritelmi 5.36. Olkoot U ja U? yhteniisi, keskitettyji kokoonpanoja, joilla on kanoniset
hajotelmat {C!,V! | x € R'} ja {C%V? | x € R*}. Tillsin U' ~;, U?, jos on olemassa
sellainen isomorfismi f: C! — C?, ettii kaikille x € R! pitee V! ~; (V]?(x).

Jos U' ja U? ovat sellaisten kahden kokoonpanon komponentteja, joilla pelataan Ehren-
feuchtin pelid, vaaditaan isomorfismilta f lisdksi, ettd se sdilyttdd “merkityt” solmut. Toisin

sanoen ajl. on merkinti rakenteessa U, jos ja vain jos af on merkinti rakenteessa U, seki

f(ajl.) = ajz..

Huomautus. Laajennetaan tarkasteltavia kokoonpanoja lisddmaélld niihin rakennetta merkitse-
milld kokoonpanon juurijoukon solmuja Ehrenfeuchtin pelin mukaisilla vakioilla. Kun kokoon-
panon (U, =, M, R) juurijoukkoon R on tehty merkinnit aj,. . .,a;, niin merkitdin kyseistd ko-
koonpanoa (U,=,M,R,ay,. . .,a;)

Laajennetaan nyt relaatio ~; mielivaltaisiin keskitettyihin kokoonpanoihin /! ja U?.

Miiiritelmé 5.37. Jos U' ja U? ovat keskitettyjid kokoonpanoja, niin U ~; U2, jos ja vain
jos kaikille yhtendisten ja keskitettyjen kokoonpanojen ~j-ekvivalenssiluokille 7 pitee

hl,T = hZ,T tai hl,'r’ h2,‘r > k,
missd h;r on niiden kokoonpanon U,i = 1,2, komponenttien lukumiiré, jotka kuuluvat
ekvivalenssiluokkaan 7.
5.7 Rikas ja yksinkertainen kokoonpano

Viimeiseksi relaatio ~; laajennetaan sellaiseen kokoonpanojen luokkaan, joka siséltdd ldhes
kaikki kokoonpanot.

Miaritelmé 5.38. Olkoon U = (U,=, M) kokoonpano. Sanotaan, ettd kokoonpano U on k-
rikas, mikali kaikilla r < 3%~ kaikilla juurrospuilla 7 sekd kaikilla korkeintaan k — 1-alkioisilla

22



joukoilla § € U on olemassa sellainen solmu x € U, ettd

5(S,x) > 2351
8(C,x) > 2 - 3k1 jokaiselle syklille C C U, jolle pitee |C| < 2 - 3%71,
N, r) ~ T

Huomautus. Vaikka erilaisten juurrospuiden lukumééri on dédreton, on ~j ekvivalenssiluokkia
vain ddrellinen maird, mika helpottaa rikkauden kolmannen ehdon tarkastelemista.

Mairitelma 5.39. Sanotaan, ettd kokoonpano U on k-yksinkertainen, mikili silld ei ole kahta
korkeintaan 3*-pituista syklid, joiden etiisyys on korkeintaan 2 - 3K~1.

Apulause 5.40. Jos U = (U,=, M) on k-rikas ja k-yksinkertainen, niin ¢ on myds j-rikas ja
J-yksinkertainen kaikilla j < k.

Todistus. Olkoon U k-rikas ja k-yksinkertainen kokoonpano ja j < k. Olkoon lisiksi r < 3/71,
7 juurrospuu ja S C U korkeintaan j — 1-alkioinen joukko. Koska U on k-rikas, on olemassa
solmu x € U, joka toteuttaa mairitelméin 5.38 mukaiset ehdot. Nyt koska 3*~! > 3/=1 niin
solmu x toteuttaa myos j-rikkauden ehdot:

Koska kaikille korkeintaan k — 1-alkioisille joukoille A C U pitee 6(A, x) > 2.3k=1 5 9.3/-1
niin erityisesti joukolle S pitee 6(S,x) > 2 - 3/~!. Solmu x toteuttaa j-rikkauden toisen ehdon
vastaavasti. Koska k-rikkauden kolmannen ehdon mukaan N (x, s) ~; 7 kaikilla s < 3%~ niin
apulauseen 5.32 nojalla pitee erityisesti N (x,r) ~; 7. Kokoonpano U on siis j-rikas.

Kokoonpanon j-yksinkertaisuus seuraa suoraan havainnosta 3/ < 3%, O

Suurempia satunnaisia kokoonpanoja muodostettaessa myos kokoonpanoon muodostuvien
syklien pituudet kasvavat. Toisaalta on myos hahmotettavissa, ettd kokoonpanon “ulkoreunalta”
voidaan 16ytdd kaukana sykleistd sijaitsevia solmuja. Luvussa 6 todistetaan, ettd lihes kaikki
suuret kokoonpanot todella ovat k-rikkaita ja k-yksinkertaisia.

Miidritelmi 5.41. Olkoot U ja U? k-rikkaita ja k-yksinkertaisia kokoonpanoja. Oletetaan, etti
jokaista korkeintaan 3%~!-syvyisten keskitettyjen yksisyklisten kokoonpanojen, joiden syklin
pituus on korkeintaan 2 - 3k=1 ~-ekvivalenssiluokkaa 7 kohden ¢ir on niiden kokoonpanon U i
i = 1,2, syklien C lukumiiri, joille pitee N(C,3*"!) € 7. Tilloin U' ~; U?, jos ja vain jos
kaikille T pitee

Clr =Cr tai cig,00 2 k.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd jos kaksi rakennetta ovat relaatiossa ~, niin ne ovat myos k-
ekvivalentit: Todistus on sovellus lauseesta 5.6. Samaan tapaan kuin relaatio ~; laajennettiin
ensin juurrosmetsistd keskitettyihin kokoonpanoihin ja lopulta k-rikkaisiin ja k-yksinkertaisiin
kokoonpanoihin, kiytetidin samaa kaavaa ja kuvaillaan voittostrategia pelaajalle B.

Olkoot U! = (U',=!',M!,R") ja U?* = (U =%, M?R? keskitettyji kokoonpanoja. Kun
j=0,...,kjai =1,2, olkoon

i _ i _i i pi i i
7/1]. = (U,=,M,Rj,a1,...,aj ,

missa
R} =R'U {x € U; | x kuuluu polkuun jostain solmusta a), joukkoon U [x]} :
X€ER?
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Talloin U Jl ja (LIJ.z ovat keskitettyjd kokoonpanoja, joille on tehty Ehrenfeuchtin pelin mukaiset
merkinnit al, . .. ,aj.. Pelaajan B tehtivini on siilyttdd ehto

1 a2
jokaisella kierroksella j. Ehtoa 5.1 kutsutaan kanoniseksi invariantiksi. Jos j = 0, niin kanoninen
invariantti vastaa ehtoa U' ~; U?. Jos taas kanoninen invariantti on voimassa kun Jj =k, on
pelaaja B voittanut. Riittda siis ndyttad, ettd jos kanoninen invariantti patee kierroksella j, voi
pelaaja B aina tehdi sellaisen siirron, ettd kanoninen invariantti patee myos kierroksella j + 1.

Apulause 5.42. Olkoot U' ja U? juurrosmetsid ja O < j < k. Jos kanoninen invariantti pitee
Ehrenfeuchtin pelin (rakenteilla U ja U?) kierroksella j, niin pelaaja B voi aina tehdi sellaisen
siirron, ettd kanoninen invariantti pitee myos kierroksella j + 1.

Todistus. Miiritelmin 5.31 tapaan kiytetiin induktiota metsien U! ja U? syvyyden suhteen.
Jos metsdn syvyys on —1, tulos on triviaali. Oletetaan nyt, ettd r > 0 sekd ettd viite pitee
sellaisille pareille juurrosmetsid, joiden syvyys on pienempi kuin r. On tarkasteltava erikseen
tapaus, jossa U' ja U? ovat puita: Olkoot siis U ja U? juurrospuita, joiden syvyys on r.
Kaytetddn miiritelmédn 5.31 merkintojd. Nyt pelaaja A voi valita solmun aj. .1 kahdella eri
tavalla:

(1) Oletetaan, etti a;. ,, onpuussa T’ Médritelmin 5.31 mukaan 7' ~ 72 jakoska kanoninen
invariantti pétee, niin 7; R j ‘7;.2. Koska puiden 7! ja 772 syvyydet ovat korkeintaan
r — 1, induktio-oletuksen nojalla pelaaja B voi valita solmun a;.’;’i puusta 7>~ siten, etti
‘71',{1 ~k—j-1 ‘7;_%1 Apulauseen 5.32 nojalla téstd seuraa, ettd kanoninen invariantti pitee
kierroksella j + 1.

(2) Oletetaan, etta a; 41 On metséssé F'. Sama strategia kuin kohdassa (1) toimii, kun puun

77 sijaan tarkastellaan metsid .

Oletetaan nyt, ettd U ja U? ovat r-syvyisid juurrosmetsid. Sanotaan, etti metsdin U’ kuuluva
puu on aktiivinen, mikéli sen solmulle on tehty Ehrenfeuchtin pelin mukainen merkinti a;..
Muulloin sanotaan, ettd puu on epdaktiivinen. On jilleen tarkasteltava kahta eri tapausta:

(1) Oletetaan, ettd a; .1 on epéaktiivisessa puussa 7" i, joka kuuluu ekvivalenssiluokkaan .
Nyt koska U U ~r U?, niin Hr = b tait 7,127 > k, mistd seuraa ettd on oltava olemassa
metsin U3~ epiaktiivinen puu 7>/, joka kuuluu luokkaan 7. Tisti seuraa, etti 7' ~; 72
ja voidaan kayttda samaa strategiaa, kuin juurrospuita tarkasteltaessa. Siis pelaaja B voi
aina tehda sellaisen siirron, ettd 7; b 7;2. Talloin apulauseen 5.32 nojalla kanoninen

invariantti pétee kierroksella j + 1.

(2) Oletetaan, etti ajl. .1 kuuluu aktiiviseen puuhun 77. Olkoon 737 vastaava puu toisessa

rakenteessa U>~'. Nyt koska kanoninen invariantti pitee kierroksella j, on voimassa
‘7;.1 ~k—j 7}’.2, ja kdyttamailld samaa strategiaa, kuin juurrospuita tarkasteltaessa, pelaaja
B pystyy aina tekemdin sellaisen siirron, ettd ’7J’i1 ~k—j-1 T 2

fE ja jéilleen kanoninen
invariantti patee kierroksella j + 1.

Pelaajan A valinnasta riippumatta pelaaja B voi siis aina tehdd sellaisen siirron, ettd kanoninen
invariantti pitee kierroksella j + 1. m|
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Apulause 5.43. Olkoot U ja U? keskitettyji kokoonpanoja, joilla on kanoniset hajotelmat
{C, V! | x € R'} ja {C%V? | x € R*}. Jos U' ~; U? ja kanoninen invariantti pitee
Ehrenfeuchtin pelin kierroksella j, niin pelaaja B voi aina tehdi sellaisen siirron, ettd kanoninen
invariantti pitee myos kierroksella j + 1.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd U ja U? ovat yhteniisii. Olkoon f: R! — R? miiritelmin 5.36
mukainen isomorfismi. Jos pelaaja A valitsee solmun, joka kuuluu joukkoon VZ, niin pelaaja
B voi vastata valitsemalla solmun joukosta (ij(; ") kiyttden samaa strategiaa, kuin apulauseessa
5.42.

Mielivaltaisille keskitetyille kokoonpanoille pelaajan B strategia on samankaltainen kuin
juurrosmetsia tarkasteltaessa. Huomataan, ettd kun kdydaén erikseen 1idpi tapaus, joissa kokoon-
panon U’ komponentti on aktiivinen ja tapaus, jossa se on epiaktiivinen, saadaan johdettua
haluttu tulos. O

Viimeiseksi kuvaillaan voittostrategia, kun U ja U? ovat k-rikkaita seki k-yksinkertaisia.
Olkooti = 1,2 ja

Al = U {cc U' | C on syKkli, jolle pitee |C| < 2 - 3]‘_1}.
Olkoot lisdksi j = 0,...,k ja
Ul =N ({a"l,. dl) uA",3k—f),
Rj. ={xe U;. | x on joko polulla solmusta ai, solmuun az tai solmusta ag solmuun y € A'},
U; =(U,=',M",R,a,,....a;).

Koska 71]’ on k-yksinkertainen, se on myos keskitetty. Nyt pelaajan B tehtdvina on jilleen

sailyttdd kanoninen invariantti tarkasteltaessa uudelleen mairiteltyja kokoonpanoja (L[jl ja ﬂjz

Apulause 5.44. Olkoot U' ~; U? k-rikkaita ja k-yksinkertaisia kokoonpanoja. Olkoon lisiksi
0 < j < k. Jos kanoninen invariantti patee Ehrenfeuchtin pelin kierroksella j, niin pelaaja B voi
aina tehda sellaisen siirron, ettd kanoninen invariantti patee myos kierroksella j + 1.

Todistus. Pelaajan A siirto jakaa tarkastelun jélleen useaan eri tapaukseen:

(1) Oletetaan, ettd N (aj.+1,3k‘j‘l) o U; Talloin on olemassa solmu u € N (aj.+1,3k‘j‘1),
jonka etdisyys joukosta {af,...,a’} U A" on vahintdin 3%=J 4 1. Jokaisen solmun v €

N (aj. 035 ‘1) etdisyys solmusta u on korkeintaan 2 - 3=/=1 elj

N (a;H,Sk‘f‘l) NN ({a’i,. SNCARY Ai,3k‘f‘1) =0,
jaN (aj.ﬂ, 3k—j—1) on sykliton. Oletetaan, ettd N (aj. 10
luokkaan 7. Koska U~ on k-rikas, on olemassa sellainen a>7f € U3~ etti myos

j+1
N (a?;’i, 3k= ‘1) kuuluu luokkaan 7 ja

3k '1) kuuluu ~g-ekvivalenssi-

N (@737 ) N ({ad™,. el u a3k < o,

Talloin apulauseen 5.32 nojalla kanoninen invariantti patee kierroksella j + 1.
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(2) Oletetaan, ettd N (a§+1,3k‘j‘1) C N(C',3%7), missid C' on sykli, jolle |C| < 2-31 joka

kuuluu johonkin epéaktiiviseen kokoonpanon U J’ komponenttiin. Talloin

N ({a"l,. . .,aj.},s"—f—l) AN (cf,sk—f—l) = 0.
Koska U ja U? ovat k-yksinkertaisia, U ~; U? ja U } ~k—j fLIjz, niin kokoonpanossa
U3~ on olemassa sykli C3~/, jolle piitee
N(Cl, 3k—j—1) ~ N(Cz, 3k—j—1)
ja
N ({af—",. . .,a;_i},3k_j_1) AN (C3—",3’<—f—1) - 0.
Nyt apulauseen 5.43 nojalla on olemassa sellainen @~} € N(C3>~,3k=/=1), etti
j+1

(N(Cl,3k‘f"1),zl,M1,R1) ~e (N(Cz,3"‘f‘1), sz,Mz,Rz),

missd R' = C' U P ja P! on polku solmusta aj. .1 joukkoon | eci[x]. Nyt apulauseen 5.32
nojalla kanoninen invariantti pitee kierroksella j + 1.

(3) Oletetaan, ettd N (ai 3k=J _1) C W', missd W' on jokin kokoonpanon U' aktiivinen

A )
komponentti. Olkoon W3~/ vastaava aktiivinen komponentti kokoonpanossa U>~*. Olkoot
i = 1,2 jab' se jonon (a},.. .,a") alijono, joka koostuu solmuista aj, € 148

Olkoon lisiksi W' = (Wi, = M, R;., E) Nyt koska kanoninen invariantti pétee, ‘W Lo j

3= ¢ W3 siten, ettd

2 . . . . .
W=, joten apulauseen 5.43 nojalla pelaaja B voi valita solmun aiy

(Wl,zl,Ml,R1 U Pl,bl,a}H) ~jet (Wz,Ez, M2 R2U P21, afﬂ) ,

missi P! on polku solmusta aé. +1 Joukkoon U [x]. Tall6in apulauseen 5.32 nojalla kano-

XER?
ninen invariantti patee kierroksella j + 1.

O

Seuraava lause kokoaa yhteen tdmén luvun tulokset ja mahdollistaa luvussa 6 esiteltdvin
tutkielman péélauseen todistuksen:

Lause 5.45. Olkoot U' ja U? k-rikkaita ja k-yksinkertaisia kokoonpanoja. Jos U' ~, U?,
niin U' =, U>

Todistus. Jos U' ~; U?, niin apulauseiden 5.42, 5.43 ja 5.44 nojalla pelaajalla B on voittostra-
tegia k-kierroksisessa Ehrenfeuchtin pelissi kokoonpanoilla U ja U?. Nyt lauseen 5.6 nojalla
Uu! =k U2, O
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6 Puuprosessit

Edellisessd luvussa néytettiin, ettd k-rikkaan ja k-yksinkertaisen kokoonpanon ~-ekvivalenssi-
luokka médrittyy sen mukaan, kuinka monta pienikokoista ~,-tyyppistéd yksisyklistd ymparistod
silld on kussakin ~j-ekvivalenssiluokassa. Tutkitaan nyt todenndkoisyyttd, ettd satunnaisella
kokoonpanolla on jokin tietty madrd pienid syklittomia tai yksisyklisid ympéristojd. Aloite-
taan tarkastelemalla todennékdisyyttd, ettd annetun solmujoukon ympéristd mielivaltaisessa sa-
tunnaisessa kokoonpanossa on isomorfinen jonkin keskitetyn kokoonpanon kanssa. Tarkastelu
pohjautuu pitkélti artikkeliin [8].

6.1 Peruskasitteiti

Haarautumisprosessi on populaation kasvamista kuvaava malli, jossa jokaisella populaation
edustajalla on satunnainen mééra jalkeldisid. Vaikka tavallisesti tillaiset prosessit voivat jatkua
adrettomasti, ollaan tdssd tutkielmassa kiinnostuneita vain dérellisen mittaisista prosesseista.
Téssd luvussa esitellddn lyhyesti tirkeimmét haarautumisprosesseihin liittyvit tulokset, joita
tarvitaan tutkielman padlauseen todistamiseen. Lisdtietoja haarautumisprosesseista 10ytyy teok-
sesta [6].

Tapaa, jolla satunnainen juurrospuu tai -metsd muodostetaan, sanotaan puuprosessiksi ja sen
tuottaman juurrospuun tai -metsén alkioita sanotaan yksiloiksi. Lisdksi sanotaan, ettd sukupolvi
r koostuu kaikista yksiloisti, joiden syvyys on r.

Yksinkertaisuuden vuoksi samaistetaan puuprosessi ja sen tuottama rakenne. Ndin voidaan
merkitd puuprosessia symbolilla P. Yksiloiden jilkeldisten lukumdiérit ovat riippumattomia
toisistaan, mutta todenndkoisyys, ettd yksilolld on tietty maird jilkeldisid, on sama kaikille
yksiloille. Tastd syystd puuprosessin todennikoisyysavaruuden médirittelee kuvaus p: N —
[0, 1], missd yksilon haarautumistodenndkoisyys p(j) on todennidkoisyys, ettd yksilolld on j
jélkeldistd. Jos  on puuprosessijar > 0, niin merkitdan lisaksi, ettd # | r on sellainen prosessin
% tuottama ddrellinen puu tai metsé, joka on P rajoitettuna ensimmaiiseen r sukupolveen.

Miaritelméi 6.1. Puuprosessin mddrittelemd haarautumisprosessi on jono (Zo, Zy, . .. ), missi
Z, on sukupolven r koko.

Apulause 6.2. Oletetaan, ettd Zj on kiinnitetty. Jos yksilon jilkeldisten lukuméérin odotusarvo
on u < oo, niin kaikille r € N pétee E(Z,) = Zou'".

Todistus. Todistetaan induktiolla luonnollisen luvun r suhteen. Yksilon jalkeldisten lukumééran
odotusarvo on u = Z;’;l jp(j) ja sukupolvessa 0 on Z; yksiloda. Koska yksildiden jalkeldis-
ten lukumaariat ovat riippumattomia toisistaan, sukupolven 1 koon odotusarvo on odotusarvon

lineaarisuuden nojalla
Z Z
E(Z) =E (Z /,l) = uE (Z 1) = uZp.

i=1 i=1
Tehddin nyt induktio-oletus, ettd E(Z,) = u”Zy. Tarkasteltaessa sukupolvea r + 1 voidaan
olettaa, ettd sukupolven r koko on kiinnitetty. Talloin E(Z,,; | Z,) = uZ,. Nyt pitee

E(Zr11) = E(E(Zri1 | Z) = E(uZ,) = pE(Zy) = pp’ Zo = 11 Zo

Induktioperiaatteen nojalla viite pitee kaikille r € N. m|
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Miaritelmé 6.3. Olkoot (ay),en ja (bn)nen positiivisia lukujonoja. Jos % — 0, kun n — oo,
niin merkitidin a, = o(by,). !

Miaritelma 6.4. Olkoot (a,).en ja (b )nen positiivisia lukujonoja. Jos on olemassa vakio C > 0,
jolle % < C, kaikilla riittdvan suurilla n € N, niin sanotaan, etta % on oleellisesti rajoitettu.
Tillsin merkitiin a, = O(b,). !

Huomautus. Merkinnit a, = o(b,) ja a, = O(b,) voivat olla hamaavid, jos niitd kdytetddn

yhtélonratkaisussa molempiin suuntiin. Esimerkiksi pitee a, = — = o(1) ja by, = — = o(1),
n n

mutta selvisti a, # b,. Tastd syystd merkinnidn a, = o(b,) sijaan olisi jarkevampad kayttaa

merkintdd a, € o(b,). Yhtasuuruusmerkin kédyttaminen on kuitenkin hyvin yleinen merkintitapa
ja se helpottaa monimutkaisten lausekkeiden sieventdmistd huomattavasti.

Esimerkki 6.5. Olkoot a, = % ja b, = 2n. Tilloin esimerkiksi a, = o(1) ja b, = o(n?).
Intuitiivisesti merkintd x, = o(y,) tarkoittaa siis, ettd y, kasvaa paljon nopeammin kuin x,,.

Huomataan, ettid kaikille lukujonoille (@, )en, joille a, = o(b,) pitee myds a, = O(b,). Tama
ei kuitenkaan pide toiseen suuntaan, silld esimerkiksi x, = 2n*> = O(n?), mutta x,, # o(n?).

Miaritelmé 6.6. Olkoot (a,)en ja (by)nen lukujonoja. Merkitdédn a, = Q(b,), jos ja vain jos
b, = O(ay). Lisiksi jos a, = Q(b,) ja a, = O(b,), niin merkitdian a, = O(b,).

6.2 Ympiristojen vertailemisesta

Seuravaksi tutkitaan ympdristojen ja puuprosessien vilistd suhdetta. Timén luvun apulauseiden

todistuksissa kdytetddn menetelméd, jossa satunnainen rakenne “paljastetaan” osa kerrallaan,

jolloin todennikoisyyksid tarkasteltaessa voidaan olettaa jo paljastettujen osien olevan kiinni-

tettyja. Téllaista menetelmid kdytetddn laajalti satunnaisrakenteiden tutkimuksessa.
Mairitelmien 4.5 ja 4.6 mukaan hyvin kédyttaytyville astejonolle pitee

n—1
m = Z idi(n) = n(A + o(1)).
i=1

Olkoon W = (W,=',M’,S) keskitetty kokoonpano, jolla on kanoninen hajotelma {S, W, |
x € S}. Tarkasteltavissa tapauksissa ‘W on joko juurrosmetsi tai yksisyklinen kokoonpano,
jonka sykli on S. Olkoon lisiksi U = (U,=, M) satunnainen n-kokoonpano, r > 0, R C U,
R =(R,=,M)seki N = N(R,r).

Olkoon f: § — R bijektio. Merkitdin S
isomorfismi ja merkitddn W i) N, mikdli N on keskitetty kokoonpano, jolla on kanoninen
hajotelma {R,V, | x € R} ja f voidaan laajentaa joukkoon W siten, ettd f [ W, on rakenteiden

W, ja Vg(y) vilinen isomorfismi kaikilla x € S. Edellisessd W, on kokoonpanon ‘W kanonisen
hajotelman komponentin W, solmujoukko. Tall6in

R~

R, mikéli f on rakenteiden S ja R vilinen

W = N, mikili on olemassa bijektio f: § — R, jolle S é RjaW i> N.

f
Kiinnittdmailld bijektion f: S — R 16ydetdin lauseke todennékoisyydelle, ettd S = R. Sen

f
jélkeen tutkitaan todennikdisyyttd, ettd W ER N ehdolla & = R. Tamai tehdédén tarkastelemal-
la kuvauksen f laajennusta paljastamalla yksi =-ekvivalenssiluokka kerrallaan. Luokan [ f(x)]
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tarkastelu tapahtuu kahdessa osassa: Samaistetaan [ f(x)] jonkin joukon {1,...,m} ekvivalens-
siluokan kanssa ja sitten merkitdén solmuja kuuluvaksi luokkaan [ f(x)] siten, ettd luokat [ f(x)]
ja[x] siséltavit yhtd monta alkiota. Kdytetddn jarjestystd xi, x2,. .., X, € W, missd xi,...,x; € S

w
ovat joukon S ekvivalenssiluokkien edustajat, eli [x;] # [x;] kaikillai,j = 1,...,w, W = U[x,-],
i=1

N
S C U[x,-] ja jos [x;] on luokan [x;] jilkeldinen, niin i < j. Titd jérjestystd noudattamal-
i=1
la kuvauksen f kasvamista voidaan arvioida puuprosessilla, missi prosessin yksilot vastaavat
=-ekvivalenssiluokkia.
Olkoon 1 <i < s ja

bi = |[x]n S|
¢ = |{y € [x;] N S | on olemassa z € S, jolle y M’ Z}l

N
Cj
C= Z 5
j=1
Toisin sanoen C on niiden joukon M’ sdarmien lukumairi, jotka yhdistivit joukon S solmuja.
Olkoon 1 <i < wja

a; = |[x;]], seka
i
Al‘ = Zaj.
j=1

Oletetaan, ettd seuraavaksi tarkasteltavat astejonot ovat hyvin kayttiytyvid ja tasaisia. Nyt on
olemassa sellainen kuvaus p: N — R*, etti kaikille i,n > 0 pitee

lim p(n) =0,
n—->oo
’di(”)

n

- /ll) < p(n)’

3D o < o
i=1

seka

1

p(n) > n 2.

Viimeistd epayhtdlod kiytetddn seuraavissa apulauseissa rajoittamaan solmujoukon kokoa. Téssa
luvussa noudatetaan edelld mainittuja ehtoja sekd merkintgja.

Apulause 6.7. Jos |W| < , niin

p(n)

| & (G-, 1O (Ve
PC(S;R’”): HZ Zj_bl.)!J ' m|S|(+C—s )

i=1 j=b;
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Todistus. Paljastetaan yksitellen ekvivalenssiluokat [ f(x;)], missd 1 <i < s. Olkoon
Ji = LG
ja

i
Ji= ) jn+s—i.
h=1

1
n4

Télloin tulee olla j; > b; ja rajoituksen 4.1 nojalla J; = o ( ) Palautetaan mieleen, ettid

p(n)
astejonon jasen d;(n) tarkoittaa myos niiden verkkoa vastaavan kokoonpanon ekvivalenssiluok-
kien lukumaiiréd, joiden koko on i. Olkoon & < i sellainen luku, ettéd |[ f(x;)]| = j;. Téllaisten

lukujen lukuméiira on vililla [0,i — 1], joten todenndkoisyys, ettd |[ f(x;)]| = ji, on lukujen
djl.(n)—i+ 1 . djl.(n)
n—i+1 Y n—it1

vililld. Siis timé todennédkoisyys on

/lj 1+0

i

1
n) — =4; (1 n))).
i—1

Nyt koska Z Jjn + 1 solmua on paljastettu kuuluvan ekvivalenssiluokkiin

[f(xD],....[f ()_c,-_l)] ja solmut f(x;4+1),. .., f(x,) tullaan paljastamaan muista ekvivalenssiluo-
kista, erilaisia tapoja sijoittaa jiljelld olevat solmut luokkaan [ f(x;)] on

)

Ji—1

kappaletta. Huomataan kuitenkin, ettd b; kappaletta joukon f([x;] N S) solmuja téytyy sijoittaa
luokkaan [ f(x;)], joten jdljelle jaa

I’I’l—]i_l—b,'+1
Ji = bi

tapaa valita jéljelld olevat solmut. Tamén vuoksi todennikoisyys, ettd j; — b; muuta solmua on
paljastettu kuuluvan luokkaan [ f(x;)], on rajoituksen 4.1 ollessa voimassa

(m -Ji.1 - bl‘ + 1)
Ji — b; _ (i — D! (m_-]i—l_bi+l)ji—bi _ (i — D! 1
(m - Ji—l) (ji = bi)! (m—Ji—1)ji-1 (Ji = b)) (m = Ji_1)p;-1
Ji—1

bi—1
_ Gi— 1! - (1 +0(3;))
(i — D! B ni~/p(n) |

bi—-1 — bi—1(;
AN m?i=1(ji — b;)!
mbi_l(ji - b;)! (1 -0 (—m))
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|

T (n)k-
Todennikoisyys, ettd f sdilyttdd ekvivalenssirelaation =" joukosta S joukkoon R, on siis

Y1l4 on kdytetty merkintaa

bi—1
L G- 1+0(p(n))+0(§;))
Z niyp(n)
. mPi=1(j = b;)!

bi—1

1+ O0(p(n))+o (;))
i 4G =D ni~/p(n)
(=B ) mbi=1

NS

i—1

2y b=l
1+ 0(p(n)) +o (3;)
p(n)

: 5 i/lj(j—l)! n4
L& G- m

‘ﬁi@u—n!v+ommwm”

m

SC”@u—nzv+owm»m, m’
it = G- b)! m

1+0(p(n)) +o (3;))
ni+/p(n)

_ s i/lj(j—l)! .(1+0(p(n)))|5|.ms
i=1 j=b; (] - b,)' m

S 4G - D! 1+0(m)

= ;bi G-b) | mSes

Edelleen todennikdisyys, ettd f sdilyttidd relaation M’ joukosta S joukkoon R on

1 1
Mm=2j+1)  mC(1-0(%)°

|51

Koska C < DR on tami todennikoisyys rajoituksen 4.1 ollessa voimassa

! _ 1+0(p(n)
1)_ mC ’

joten apulause on todistettu.
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6.3 Puuprosessien ehdollisista todennikoisyyksista

Tutkitaan nyt todennékdisyyttd, ettd W i) N, ehdolla § é R. Sitd varten paljastetaan ekviva-
lenssiluokat [ f(x;)] edelld kuvaillussa jarjestyksessd. Naytetddn siis, aloittaen sukupolvesta 0,

ettd kun 1 < i < s, luokille [ f(x;)] pitee, ettd kaikilla j > b; — ¢;, ehdolla S é R, todennakoi-
syys, ettd luokalla [ f(x;)] on j jilkeldistd joukossa Vy(y,)/= on likiméirin A,,. Toisaalta joukon
V¢(x;)/= mybhemmissid sukupolvessa todennikdisyys, ettd luokalla [ f(y)] on j jilkeldistd, on
likimadrin A;4.

Tdméan vuoksi puuprosessilla £ on s yksilod sukupolvessa 0, ja ndmé yksilot ovat puiden
P41, ..., P juuret. Puun #; juurella on haarautumistodennékdisyys p;(j) = 44, ja myohempien
sukupolvien yksil6illd on haarautumistodennikdisyydet p(j) = A;41. Tdmi eroaa hieman taval-
lisen haarautumisprosessin tapauksesta, koska sukupolven 0 yksildiden haarautumistodennikoi-
syydet eroavat nyt muista yksildistd. Nyt sukupolven ¢ > 0 jélkeldisten lukuméérin odotusarvo
on

e - -1
(6.1) p= ) 2| DL irM|
j=1

i=1 j=1

Jos W L N, niin kaikkien kokoonpanon ‘W solmujen maksimisyvyys on r. Téllainen solmu
kuuluu joukon W /=" sellaiseen ='-ekvivalenssiluokkaan, jonka syvyys on |r/2] tai [r/2].
Voidaan olettaa, ettd r on parillinen, silld kaikki joukon W /=" ekvivalenssiluokat voidaan
saavuttaa r/2 siirtymilld, kun siirtymid ei kéytetd ekvivalenssiluokan sisélld liikkumiseen.
Talloin kuvauksen f tarkastelussa voidaan keskittyd kyseisen puuprosessin ensimmdiisen /2
sukupolven arvioimiseen. Sovitaan, ettd merkintd W — # | 7 tarkoittaa sellaista puuprosessiin
liittyvdd tapahtumaa, ettd ‘W, /=" on isomorfinen puun #; | 5 kanssa, kun 1 <i < s. Merkitdén
lisidksi todennidkoisyyttd, ettd satunnaisesta n-kokoonpanosta puhuttaessa tapahtuma A toteutuu
ehdolla B, P.(A | B,n).

Apulause 6.8. Jos |W| < , niin

p(n)
PC(WLN|S§R,n):P(fW—>P 1 5) (1+0Wem).

Todistus. Paljastetaan jilleen yksitellen ekvivalenssiluokat [ f(x;)] kdyttden edelld kuvailtua
jarjestystd. Aloitetaan tarkastelu sukupolvesta O ja oletetaan, ettd 1 < i < sjaettd |[f(x)]| = a;.
Selvasti f([x;] N S) C [f(x;)]. Tarkastellaan tapahtumaa, etté |[ f(x;)]| = a; ja ettd kaikki solmut

y € [f(x)], jotka eivit ole paritettu millekdin solmulle z € R relaatiolla M, ovat paritettu
i

jollekin solmulle z ¢ U[ f(xj)]. Kéyttien samaa ideaa, kuin apulauseen 6.7 todistuksessa,

j=1
havaitsemalla, ettd todenndkaisyys, ettd |[ f(xp)]| = a;, on lukujen

dg(n)—i+1 dg,(n)
n—i+1 M noiel
vililld, voidaan todeta, ettd kyseessd olevan tapahtuman todennékoisyys on A, (1 + O(p(n))).
Koska luokalla [ x;] on a;—¢; jélkeldistd joukossa ‘W /=’, todennékdisyys, ettd f on laajennettu

luokkaan [x;] siten, ettd se on konsistentti ehdon ‘W — N maéiritelmén kanssa, on

pi(ai = ¢;)(1 + O(p(n))).
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Jatketaan tarkastelua joukon ‘W /=" myohempiin sukupolviin ja oletetaan, ettd i > s. Tarkas-
tellaan tapahtumaa, etté |[ f(x;)]| = a; sekd ettd kaikki solmut y € [ f(x;)], jotka eivit ole paritettu

i—1 i
millekddn solmulle z € | |[ f(x;)] relaatiolla M, ovat paritettu jollekin solmulle z ¢ | |[f(x;)].
j p J J

Jj=1 Jj=1
Samaan tapaan kuin edelld, voidaan todeta, ettd timén tapahtuman todennikdisyys on

Aq; (1 + O(p(n)))

ja todenndkoisyys, ettd f on laajennettu luokkaan [x;] siten, ettd se on konsistentti ehdon

%% L N miiéritelmén kanssa, on
pi(ai — D)(1 + O(p(n))).

Kun koko kuvaus f on paljastettu, saadaan tapahtuman ‘W i> N ehdolla S é R todenni-
koisyydeksi

| [pitai = e+ 0Gm) - | | pla - 1)1 +0Gpmy)
i=1

i=s+1

- npi(ai —¢) - 1_[ plai = 1) - (1 + O(p(n)))"
i=1

o (w1 L) (140 (Vom)).

Miaritelmi 6.9. Olkoon (S, =, M) osittainen kokoonpano. Joukon S permutaation ¢ sanotaan
olevan kokoonpanon (S, =, M) automorfismi, mikili kaikille x, y € S pitee

X =y, jos ja vain jos ¢(x) = ¢(y),
seka

x My, jos javain jos ¢(x) M ¢(y).

Mairitelmi 6.10. Olkoot kuvaukset f;: S — R, i = 1,2, bijektioita. Sanotaan, ettd kuvaukset
fi ja f> ovat ekvivalentit, mikli f; o ;! on automorfismi.

Seuraus 6.11. On olemassa osittaisesta kokoonpanosta S riippuva vakio «, jolle pditee

G- nu;) 10 (Vo)

(j— b)) LT plSlHCs

P.N(R,r) = W,n) =a ﬁ i

i=1 j=b;

-P(w_wor%).

Todistus. Olkoon S osittaisen kokoonpanon S automorfismien lukumiird ja o bijektioiden
f:§ — R, ekvivalenssiluokkien lukuméira. Talloin o = % ja mille tahansa bijektiolle f: § —
R pitee

P (N(R.r) = W.n) = aPo(S £ Ron) - Po(W L N | S £ Rom),

jolloin apulauseista 6.7 ja 6.8 seuraa haluttu yhtalo. m|
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6.4 Satunnaiskokoonpanon asymptoottinen kiayttiytyminen

Seuraavaksi ndytetdin, ettd ldhes kaikki n-kokoonpanot ovat k-rikkaita sekd k-yksinkertaisia,
kun n on tarpeeksi suuri. Tulosten todistamiseen tarvitaan vield joitakin todenndkdisyysteorian
aputuloksia:

Apulause 6.12. (Markovin epiyhtilo) Olkoon X : Q — R epiénegatiivinen diskreetti satun-
naismuuttuja, jolle E(X) on olemassa. Nyt kaikille a > 0 pitee

P(X > a) < @
a

Todistus. Olkoon A = {w € Q | X(w) > a}. Nyt satunnaismuuttujan X odotusarvolle pitee

E(X) = Z X()P(X = X(w)) = Z X(w)P(X = X(w)) + Z X()P(X = X(w)).

we wWEA wéEA

Satunnaismuuttujan X epénegatiivisuuden nojalla Z X(w)P(X = X(w)) = 0, mistid seuraa
wEA

E(X) 2 ) X(@P(X = X(@) 2 Y P(X = X())-a = aP(X > a),

wWEA wWEA

ja vdite on todistettu. O

Apulause 6.13. (TSebySovin epiayhtidlo) Olkoon a > 0 ja X diskreetti satunnaismuuttuja, jolle
i = E(X) sekd 0% = Var(X) ovat olemassa. Tillin

[\S}

PIX - plza) < —

o
a?’

Todistus. Markovin epdyhtdlon nojalla

) 2
S[E(X ) _c

PUX =l 2 @) = P(X —pl 2 @°) s =——— = —.

O

Apulause 6.14. Olkoon U satunnainen n-kokoonpano. Tilloin lim P.(U on k-rikas,n) = 1.

Todistus. Oletetaan, etti r = 3K, Nyt apulauseen 5.32 nojalla riittii osoittaa, etti todennikoisyy-
delld, joka ldhestyy lukua 1, mille tahansa r-syvyiselle puulle 7 on olemassa vihintdin k kappa-
letta erillisid r-siteisid ymparistoja rakenteessa U, jotka ovat relaatiossa ~ puun 7 kanssa. Kos-
ka on olemassa vain darellinen miird korkeintaan r-syvyisten puiden ~-ekvivalenssiluokkia,
voidaan kiinnittda puu 7 ja ndyttid, ettd asymptoottisesti lahes varmasti on olemassa vihintiin
k erillistd r-siteistd ymparistod, jotka ovat isomorfisia puun 7~ kanssa. Talloin erityisesti jokai-
selle korkeintaan k — 1-alkioiselle joukolle S € U voidaan 10ytdd madritelmén 5.38 mukainen
solmu x € U, joka on tarpeeksi etdilld joukosta S.

Olkoon R C U, |R| < sekd N = N(R,r). Olkoon liséksi f joukon R identiteetti-

4
p(n)
kuvaus ja A niiden keskitettyjen kokoonpanojen ‘W = (W,=", M’, R) joukko, joiden syvyys on

korkeintaan r sekd |W| < = R=0,M | R =0 jajoilla on kanoninen hajotelma

1
p(n)’
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{(R,0,0),W, | x € R}. Talld midrittelylld saadaan “eristettyd” alkuperiisestd kokoonpanosta
erillisid puita, joita seuraavaksi tarkastellaan. Olkoon B C A sellainen joukko, joka koostuu
niistd keskitetyistd kokoonpanoista ‘W, joille piatee ‘W, = 7 vihintddn k solmulle x € R.

Todenndkoisyys, ettd on olemassa vihintddn & erillistd puun 7 kanssa isomorfista ymparis-
t0d, on vahintdan

P.|(3x1,...,xx €R) (/\N(xl-,r) NN(xj,r)=0A /\ N(xj,r) = 7') ,n)

i£j i<i<k

> p, [@W eBW L N, n)

—p, (@EW e AW L N),n) _p, ((aw c A\B(W L N),n) .

Nyt apulauseen 6.8 nojalla pitee

Plawea)(w-pt %)) (1+0(/pm)

(1+0(/pm).

p, (@wW e Ayw L . n)

r 1
>p(lp 1<
( 21 24/p(n)
silld jokaista sellaista puuta # kohden, jolla on ¢ yksilod ensimmaisissd r/2 sukupolvessaan,

on olemassa sellainen keskitetty kokoonpano ‘W, ettd [W| < 2t ja W — P | 5. Merkitiin
médritelmén 4.5 mukaisesti 3., id; = A. Nyt yhtilon 6.1 nojalla

r_y
o0 (o) 2
r r . .
E (‘7) i 5‘) < §|R| ]Z:;]/lj JZ:;J + /1j+1)

r r
< =|R|A2
||

ol

Nyt Markovin epayhtélon nojalla

r 1 .
P(V) ri' g 2\/p(n)) ) O(W)’

joten

P, ((aw e Aw L N),n) -1-0 (\4/p(n)) .

Kiyttdaen uudelleen apulausetta 6.8, saadaan

p, ((aw c A\BYW L A n)

S[P’(erR|7'—>Px r%}’<k)(1+0(\/@)).
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Nyt induktiolla luvun r suhteen ja astejonojen tasaisuutta soveltaen voidaan osoittaa, ettd
P (7 — P. I §) > 0. Koska tapahtumat {7~ — P, I 5} ovat riippumattomia toisistaan kaikilla
x € R, saadaan

[E(erRw*—wx rg}

)=o)

ja

Var(erRrr_)Px r%}‘):(a(%%).

Télloin TSebySovin epéayhtidlon nojalla

P({xer1T P r%}‘<k) = 0 (V).
sekd

P, ((3(w c AB)(W L N),n) -0 ({‘/M)
mistd seuraa haluttu tulos. O
Apulause 6.15. Olkoon U mielivaltainen n-kokoonpano. Tall6in

nh_)rrgo P.(U on k-yksinkertainen) = 1.
Todistus. Riittad osoittaa, ettd kaikille kiinnitetyille luvuille s ja r, péitee
nh_)ngo P, (3R(R on sykli, jonka pituus on vihintdan 2s A N(R,r) ei ole yksisyklinen),n) = 0.

Olkoon A niiden keskitettyjen kokoonpanojen ‘W = (W,=",M’,S) joukko, joiden syvyys

on korkeintaan r ja joille pitee |W| < ——, ja missd S on jokin sykli, jonka pituus on 2s.

Vo(n)
Tarkastellaan bijektiota f: S — U ja médritelldaan R = f(S5), S = (5,=/,M’), R = (R,=,M) ja

N = N(R,r). Lisédksi olkoon A kuten madritelméassa 4.5. Nyt

P. (S é R A N ei ole yksisyklinen, n)

<P, (S é R,n) - P, (S é RAEW € AW J, N),n).
Nyt

P, (s Lra@wea wL N),n)

- p, (SéR,n)‘PC ((afWeA)((WLNﬂséR,n).

Apulauseen 6.7 nojalla

. o~ "1 n
P, (3 L R,n) = (Z(j - 1),1].) T OHSZ\S/p( ))
=2

(=1 +0 (Vo)

m2s
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Apulauseen 6.8 nojalla ja kdyttden samaa menetelmdd, kuin apulauseen 6.14 todistuksessa,
saadaan

P, ((aw e AW L ay|sk R,n)

=B (W e AW > P 1 1) (1+0(Vp))
:1-0(%).

Talloin
f . . .
P. (S = R A N ei ole yksisyklinen, n) =

ja koska meilld on vain m?* tapaa valita f, saadaan
lim P.(3R(R on sykli, jonka pituus on 2s A N(R,r) ei ole yksisyklinen), n)
n—oo

:0(%).

Apulause 6.16. Olkoon r > 0 ja 7 jokin sellaisten korkeintaan r-syvyisten osittaisten kokoon-
panojen ~-ekvivalenssiluokka, joilla on vain yksi sykli. Tdlloin on olemassa sellainen vakio v,
etta

lim E({R C U | N(R,r) € T}) = y

Todistus. Olkoon 2s luokan 7 jdsenten syklien pituus ja A niiden korkeintaan r-syvyisten ko-
koonpanojen ‘W = (W,=", M’, S) joukko, joille pitee |W| < ﬁ, jamissd S on jokin sykli, jonka
pituus on 2s. Olkoon lisdksi B niiden luokan 7 kokoonpanojen joukko, joiden juurijoukko on S.
Tll6in joukolle R C U, jolle pitee |R| = 2s, on voimassa

P.(N(R,r) € T,n)
=P((AW e ANB)YNR,r) = W),n)+P((FW € BNA)NR,r) =W),n).

Nyt seurauksen 6.11 nojalla

P.((3W € ANB)YN(R, ) = W),n)

140 (o)

=2s-DHI(A-1)- -P((H"WeAmB)((WaiDrg)),

m2s
sekii
P(EWeAnB) (WP rg))
:P((EI’WGB)(‘M/—)P r%))—P((H“WeB\A)((WHP rg))
ja

IP((EI‘WGB\A)(‘WHP r%)):o(%).
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Kiyttden samaa menetelméa kuin apulauseen 6.14 todistuksessa, saadaan

P(3AW € BNA)N(R,r) = W),n)
<SPS =R,n)—P((IW € ANR,r) = W),n).

Nyt soveltamalla seurausta 6.11, saadaan

1+0 (o)

P(S=R,n)=2s-DHI(A-1)" -

e
seka
P.((FW e AN(R,r) = W),n)
1o (7m) ,
=(2S—1)!(A—1)S-T-P((HWGA)(WHP ri)).
Lisaksi

0 (Vo)

m25

uw((a(WeA)((W—»sD r%))=1—

b

joten saadaan

1+0(\/M)

PeN(Rr) € T,m) =25 = DIA=1) ——

-IP((EI(WEB)((W—>¢’ r%))
Koska meillid on vain (}:) tapaa valita R, voidaan valita

(A—l)S-P((H(WeB)(‘WHP r%))
Y = o s

jolloin apulause on todistettu. O

6.5 Suppenemislaki satunnaiskokoonpanolle
Tutkielman péétuloksen todistamiseksi tarvitaan vield seuraavat apulauseet:

Apulause 6.17. (Boolen epiyhtdld) Olkoot A;, missd i = 1,2,..., tapahtumia ja P(A;) on
tapahtuman A; todennikoisyys. Talloin

P(U A,~) < > P(A).
i>1 i>1

Todistus. Todistetaan viite induktiolla luvun n € N suhteen.
Josn =1, niin P(A;) < P(Ay).
Tehdéén induktio-oletus, ettd vdite patee kun n = k, eli

k

[P’(U A,-) < ] P(A)).

i=1 i=
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Nyt summa- ja erotusperiaatteen nojalla P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B), joten kéyttiden
hyviksi yhdisteen liitdanndisyyttd saadaan

P(g ) (QA)+P(Ak+1) P(Ak+1mUA)

Nyt koska

saadaan todennikoisyyden epéinegatiivisuuden nojalla

k+1

IP(U A,-) < IP(O Ai) + P(Ag+1),
i=1

i=1

mista seuraa
k+1 k+1

p(|Jai) < Z(P<A>+P<Ak+1>—ZP(A)

i=1 i=
ja induktioperiaatteen nojalla viite on todistettu.
O

Boolen epéyhtélo yleistyy tunnetuiksi Bonferronin epdyhtiloiksi, joihin lukija voi perehtya
lisda artikkelissa [5].

Apulause 6.18. (Summa- ja erotusperiaate, [7]) Olkoon [ didrellinen joukko ja olkoon A;
aarellinen joukko kaikilla i € 7. Talloin joukko U A; on ddrellinen ja

iel
[ A/\
jeJ

’UA) (_1)|J|+1
Q);tJ 1

Todistus. Merkitddan A = UA,- sekd I, = {i € I | x € A;} kaikilla x € A. Huomataan, ettid

iel

I # 0. Nyt ndhdéaéan
Al= 1= (1= ) =37 3 e
xX€EA xX€A x€eA 0+KcCl,

Ryhmitellddn viimeisessd summassa olevat termit uudelleen kokoamalla kaikilla J C I yhteen
ne termit, jotka vastaavat joukkoa J. Huomataan, ettd jokaisella x € A on voimassa J C I,
tasmalleen silloin, kun x € ﬂ A; =: Aj. Nyt saadaan

ieJ
Z Z (_1)|K|+l — Z Z(_1)|J|+l’
xeA Q+KcCl, O#Jcl xeAy

mista seuraa haluttu lauseke, sillad

Z Z(_1)|J|+1 Z ( 1)|J|+1 Z 1 = Z ( 1)|J|+1|A |

0+Jcl x€Ay 0+Jcl X€EA; 0+Jcl

39



Kaytetdin seuraavaksi summa- ja erotusperiaatetta sekd Bonferronin epdyhtiloiti ja viimeis-
tellddn todistus viitteelle, ettd jokaiselle satunnaiskokoonpanolle ja ensimmdiisen kertaluvun lo-
giikan lauseelle ¢ on olemassa raja-arvo lim P.(¢,n). Timad menetelméa on kuvailtu tarkemmin

n—oo

artikkelissa [9].

Olkoon seuraavassa tarkastelussa 7;, i € I, indeksdinti kaikille sellaisille yksisyklisten osit-
taisten kokoonpanojen ~-ekvivalenssiluokille, joissa luokan 7; jiasenten syvyys on r; < 37! ja
syklin pituus on s; < 2-3*~!. Olkoon lisiksi y; apulauseen 6.16 mukainen vakio, joka liittyy luok-
kaan 7;. Téalloin minkéa tahansa k-rikkaan ja k-yksinkertaisen kokoonpanon ~-luokkaa kuvastaa
vektori (u;);er, missd 0 < u; < k on niiden ympdristdjen lukumairi, jotka kuuluvat luokkaan ;.
Talloin méadritelmén 5.41 mukaan luokat 71 ja 7> ovat samat, mikéli niitd kuvastavat vektorit ovat
samat. Lisédksi jos u; = k, niin méédritelmén 5.41 mukaan on olemassa vihintddn k& ymparistod,
jotka kuuluvat luokkaan 7;. Olkoon nyt U n-kokoonpano, jolla on solmujoukko U = {1,...,m}.
Merkitizn kaikille i € I, Ci(U) = {R C U | N(R,3*") € ;} ja C(U) = (C{U))jer.

Olkoon S = (S;)ies, missd S; € {R C U | |R| = s;}. Miiritelldin

EZ(S)={U | C(U) 2 S; kuni € I},
seka
E=(S)={U | C(U) = S}.

Toisin sanoen E=(S) on niiden n-kokoonpanojen joukko, joilla jokainen R € S; on sykli jossakin
7;-luokan 3K~ -giiteisessd ympiristossi, ja E£=(S) on niiden n-kokoonpanojen joukko, joilla S;
on tismilleen edelld mainittujen syklien joukko. Olkoon vektori u = (i;);cs ja

L(ﬁ, l’l) = Z PC(EZ (E)’ n),

S| 18i]=u;

seka olkoon kaikille J C [

M(J,u,n) = U E=(§)_
vied(S : |Si|=u;),
VieINJ(S : |Si|=u)

Toisin sanoen M (J,u,n) on niiden n-kokoonpanojen joukko, joilla on tdsmélleen u; ymparistod
luokassa 7; kullakin i € J ja vihintddn u; ympéristod luokassa 7; kullakini € 7 \ J.
Kaytetdin ylli esiteltyja madritelmid ja merkintoji seuraavan lauseen todistamiseen:

Lause 6.19. Olkoon ¢ ensimmdisen kertaluvun logiikan lause. Tdlloin on olemassa raja-arvo
lim P.(¢,n).
n—oo

Todistus. Kokoonpanon paikalliset ominaisuudet riittavdat méérittiméin, onko jokin kokoon-
panoa koskeva ensimmdisen kertaluvun logiikan lause totta. Toisaalta kokoonpanon paikalli-
set ominaisuudet madrittivat kokoonpanon ~-ekvivalenssiluokan. Talloin riittda osoittaa, etti
todennikoisyys, ettd kokoonpano kuuluu tiettyyn ~j-ekvivalenssiluokkaan, suppenee. Toisin
sanoen riittda nayttad, ettd P.(M(J,u, n),n) suppenee, kun n kasvaa rajatta.

Merkitdaan mille tahansa /-ulotteiselle vektorille v, ettd v > u, mikéli v; > u; kaikillai € 1.
Nyt summa- ja erotusperiaatteen nojalla saadaan

; =1 _
[ Y
v>u ieJ V! ielNJ !
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seka
lim L(v,n) = ﬂ s
nme iel

Tasta seuraa

1%

. _ L v—u; Yi
nh—>n;>lo PC(M(J,M,I’I),H) = l_l Z( 1) '(V—M)' 1—[ Z( 1) v(u - 1)'(\7_”1)'

ieJ vu; ieINJ vzu;

Jos i € J, niin

v

Ui — i
UL/
u;!(v — u;)! u;!

VUi

Toisaalta josi € I\ J, niin

Z( )v u; ‘(V'_ )' Z( l)v ul(Z( 1)!4, w— 1( ))_

V>u; V>u; w<u;
Yi
- glgor g (o)
v<u; \w=vy v=u w<u;
Z (Z v\ v/
=1- (—l)v_w( )—’)
w<u; \v=w wjv!
fyl}'ve_’yi
=1- Z w!
w<u;
eli P.(M(J,u,n),n) suppenee, kun n kasvaa rajatta. O

Nyt lauseista 5.12 ja 6.19 seuraa tutkielman paatulos:

Seuraus 6.20. Olkoon G satunnainen n-verkko ja ¢ ensimmdisen kertaluvun logiikalla mdidri-
teltivi verkon ominaisuus. Tdlloin on olemassa raja-arvo lim P(¢p,n).
n—oo
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