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Téssé kandidaatintydssa tutustutaan siihen, miten dataan saadaan sovitettua jakauma. Tydssa on kay-
téssa atsimuuttidata, jota kaytetdan danildhteen paikantamiseen. Koska data ei noudata suoraan mitaén to-
dennakdisyysjakaumaa, sille muodostetaan tiheysfunktio yhdistdmalla kahden eri jakauman tiheysfunktiot.
Lopputuloksena saadaan dataa hyvin mukaileva tiheysfunktio.

Tyon tarkasteluissa kaytetddn Beta-jakaumaa ja Studentin t-jakaumaa. Molemmat ovat jatkuvia todenna-
kéisyysjakaumia, mutta niill& on kuitenkin hieman erilaiset ominaisuudet. Beta-jakauma sopii satunnaismuut-
tujien mallintamiseen aarellisella valilla nollasta yhteen. Sen tiheysfunktion muodon méaaraavat parametrit «
ja B, jotka ovat molemmat positiivisia reaalilukuja. Studentin t-jakauma taas sopii symmetrisen datan mallin-
tamiseen ja on muodoltaan kellomainen. Studentin t-jakauman muotoon vaikuttaa sen vapausaste k, joka on
my®s positiivinen reaaliluku.

Tydssa tutustutaan suurimman uskottavuuden estimointiin, jota kaytetdan jakauman sovittamiseen da-
taan. Menetelman avulla pystytdan etsimaén parametrit, joiden my6ta haluttu jakauma parhaiten sopii dataan.
Suurimman uskottavuuden estimoinnissa siis pyritddn maksimoimaan uskottavuusfunktio sen parametrien
suhteen. Siispa mita I1ahempana uskottavuusfunktion arvot ovat sen maksimia, sitéd paremmin haluttu jakau-
ma sopii annettuun dataan.

Tydssa on kaytdssa aanildhteen paikannukseen kaytettyd dataa, eli atsimuuttidataa. Kuten aikaisemmin
on mainittu, data ei noudata suoraan mitdan todennakdisyysjakaumaa. Tasta syysta tarkasteluissa data jae-
taan osiin kahteen osaan ja kumpaankin osaan sovitetaan seka Studentin t-jakauma etté Beta-jakauma. Nais-
ta jakaumista valitaan kumpaankin parhaiten sopiva jakauma ja niistd muodostetaan yhdistetty tiheysfunktio.
Tiheysfunktiot kerrotaan molemmat niiden painotuskertoimilla ja sen jalkeen summataan yhteen, jolloin lop-
putuloksena on koko kaytdssa olevaa dataa mukaileva tiheysfunktio.

Avainsanat: Studentin t-jakauma, Beta-jakauma, suurimman uskottavuuden menetelma
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1 JOHDANTO

Todennékdisyyslaskennan teoria pohjautuu tavallisiin uhkapeleihin, esimerkiksi korttipeleihin.
Erddna teorian alkutekijana pidetdin matemaatikkojen Pierre Fermat ja Blaise Pascal vilista kir-

jeenvaihtoa uhkapeleistd 1600-luvulla [1].

Todennékdisyyslaskennan keskeisid asioita ovat diskreetit ja jatkuvat satunnaismuuttujat ja toden-
nikoisyysjakaumat. Satunnaismuuttujien eri arvojen yleisyyttd kuvataan todennékoisyysjakauman
avulla. Toisin sanoen todennékdisyysjakauman avulla voidaan arvioida jonkun tapahtuman loppu-
tuloksien todennidkoisyyttd. Diskreetti todennékoisyysjakauma sopii tilanteisiin, joissa mahdollisia
tapahtumia on numeroituva maard. Tastd hyvé esimerkki on kolikon heitto, jossa yhdelld heitolla
lopputulokseksi voi saada joko kruunan tai klaavan. Jatkuva todennékdisyysjakauma taas sopii ti-
lanteisiin, joissa tapahtuma tapahtuu jatkuvana. Lampotilan muutos tietyn pdivin aikana on eris

esimerkki tilanteesta.

Tassd tyossi kisitelldadn kahta jatkuvaa jakaumaa. Ndiden jakaumien avulla analysoidaan atsimuut-
tidataa, jonka alkiot ovat jatkuvia satunnaismuuttujia. Atsimuuttidatasta pyritddn madrittdmain
ddnildhteen paikkaa detektorin ympérilld. Kun dataan sijoitetaan todennikoisyysjakauman tiheys-
funktio, dénildhteen paikan madrittiminen ei ole endi silmdmairdista tarkastelua, vaan tuloksille
saadaan matemaattinen pohja. Tapahtuma ei kuitenkaan aina noudata yhti tiettyd jakaumaa, ja sen
takia tyOssd tutustutaan kahteen eri jakaumaan. Niistd jakaumista voidaan muodostaa yhdistetty

jakauma, joka noudattaa dataa paremmin.

Ensimmadiseksi tyossd tutustutaan lyhyesti jakaumiin, joita tyon aikana kéytetddn. Jakaumiksi on
valikoitunut Beta-jakauma ja Studentin t-jakauma, joista tyon edetessd tullaan muodostamaan yh-
diste. Tdma yhdistetty jakauma sovitetaan kdytossd olevaan atsimuuttidataan. Seuraavaksi tutustu-
taan suurimman uskottavuuden estimointiin. Menetelmén avulla pystytdidn l0ytdmééin parametrien
arvot, jotka vastaavat haluttua tiheysfunktiota. Kun jakaumat ja menetelmit ovat tutut, voidaan ryh-
tyd késittelemiin atsimuuttidataa. Tarkoituksena on muodostaa yhdistetty tiheysfunktio ja sovittaa

se dataan. Tyon lopussa on yhteenveto tyon kisittelemisté aiheista.



2 BETA-JAKAUMAN JA STUDENTIN T-JAKAUMAN
ESITTELY

Tiheysfunktiot ovat satunnaismuuttujan reaaliarvoisia funktioita. Niilldi on useimmiten yhdesta
kolmeen parametria, joiden avulla madritellddn funktion paikka, asteikko ja muoto. Tissd luvussa
esitellddin kaksi jakaumaa, Beta-jakauma ja Studentin t-jakauma, joita kiytetddn tyossi kéytettdvin

datan analysointiin.

2.1 Beta-jakauma

Beta-jakauma on yksi monista jatkuvista jakaumista ja se sopii satunnaismuuttujien mallintamiseen

adrelliselld vililla. Sen tiheysfunktio on

I'(a+pB)
(@) p)

missd a ja B ovat funktion parametrejd, jotka kertovat jakauman muodon ja ovat positiivisia

fa(t; . B) = N1 -0Pf7, reo,1], .1

reaalilukuja. Merkinté I” viittaa Gamma-funktioon, joka on muotoa

I'(n) =/ " le™¥dx,
0

missd n voi olla miké tahansa positiivinen reaaliluku. [2]

Beta-jakauman tiheysfunktio voidaan ilmoittaa myds Beta-funktion avulla, joka voidaan kirjoittaa
taydellisessd tai epatiydellisessd muodossa. Kuitenkin tiheysfunktio voidaan kirjoittaa suljettuun

muotoon ainoastaan epitidydellisen Beta-funktion avulla.

Epitidydellinen Beta-funktio on muotoa

By(a,B) = /Ox N1 =P e (2.2)

Funktiosta (2.2) saadaan tdydellinen, B(a, B), kun integraali tehdéan vélilld [0, 1] vélin [0, x] sijaan.
[3] Epatiydellisen ja taydellisen Beta-funktion suhdetta merkitdan

By(a.B)
B(a., )

Ix(a"ﬁ) = [4].

Tastd usein kirjallisuudessa unohtuu sana ’suhde’, jolloin Beta-funktio ja Beta-funktioiden suhde

saattaa sekoittua toisiinsa.



Beta-funktio ja Gamma-funktio liittyvét toisiinsa seuraavasti:

F(a)r(B)

Beh) = Tavp

(3]

Huomataan, ettd jakauman tiheysfunktiosta saadaan yksinkertaisemman nikoinen, jos funktioon
li sijoitetaan ﬁﬁ) Gamma-funktioiden tilalle.

Beta-jakauman odotusarvo ug ja varianssi 0'32 voidaan ilmoittaa parametrien @ ja 8 avulla

a
a+p

[p = (2.3a)

o2 = ap
B (a+ﬁ)2(a+,8+1)'

2] (2.3b)

Todistus. Forbes et al. kirjoittamassa kirjassa on taulukko 2.1, josta 16ytyy kaavat sekid odotusar-

volle ettd varianssille. Kiytetddn nditd kaavoja todistuksessa.

Léhdetddn liikkeelle odotusarvon yleisestd muodosta

y=/qmm 2.4)

missd f on jakauman tiheysfunktio [5]]. Sijoitetaan kaavaan (2.4) funktion f(z) paikalle Beta-

jakauman tiheysfunktio (2.1I). Beta-jakauman odotusarvo on muotoa

_ : F(Cl+ﬁ) a-1 _ -1
w= [ g 4

— : r(a+ﬁ) a _ -1
= /O —r(a)r(ﬁ)t (1-r¥at

Beta-jakaumassa ¢ € [0, 1], jolloin tiheysfunktio on kyseiselld vililld nollasta poikkeava. Siispd
integraali tehddédn myos vililld [0, 1]. Gamma-funktio on muuttujan ¢ suhteen vakio, joten se

voidaan siirtdd integraalin ulkopuolelle. Beta-funktion odotusarvo on nyt

_T@+p [!
H = T@r®) Jo

_I(a+p) I'a-DI(PB)

T T@rB) T(e+B+1)

_I'(a+p) I'a-1)

T T Ta+p+1)

(1= de

a>-1ja B>0

Gamma-funktiolla on ominaisuus I'(x + 1) = xI'(x), kun x > 0 [6]. Koska Beta-jakauman
tiheysfunktion médritelmin mukaan @ > 0 ja 8 > 0, voidaan kyseistd ominaisuutta kayttdd. Nyt

odotusarvo saadaan muotoon

_ T@+pal(a)  «
P = T a+Ppla+p)  a+f

joka on samaa muotoa kuin kaava (2.3a).



Varianssi on yleistd muotoaan

- / (- WP f ) 2.5)

missé f on jakauman tiheysfunktio ja u sen odotusarvo [5]. Sijoitetaan kaavaan (2.5)) Beta-jakauman

tiheysfunktio (2.T) seki edelld todistettu Beta-jakauman odotusarvo ug. Nyt varianssi on muotoa

! T@+p) o _
2 _ N2 @l - 1
o5 _/0 (t — pp) ———r e )F(B) (1-rPf 1t

Edelleen koska Gamma-funktio on muuttujasta ¢ riippumaton, se voidaan ottaa integraalin ulko-

puolelle.

o2 = I'e+p) 2 -1
% = T8 (t_ a/+,8) (1 =1yt
_I(a+p) o+ 1DHIrB+1

T I(@rB) (@+Pla+p+2)

a>0 ja g>0.

Kaiytetddn jalleen Gamma-funktion ominaisuutta I"(x + 1) = xI"(x) ja varianssi tulee muotoon

o2 = I['(a + B)al (a)BI(B)
BT r@rB) a+p)a+pB+ Dl a+p+1)
3 I'(a+ Bap
(@+pB)a+B+1)(a+p)(a+p)
_ ap
S (@+B)Xa+B+1)

Varianssi on saatu samaan muotoon kuin kaavassa (2.3b)).

O]

Todistetaan yhtdlot (2.3)) vaihtoehtoisella tavalla kdyttien momentit generoivaa funktiota (Moment

generating function) Beta-jakaumalle.

Todistus. Momentit generoiva funktio Beta-jakaumalle on muotoa

©0 k
Mﬁ(t)_lJ“Z(l_I#;:l)t_ a,B >0 [5].

Aloitetaan odotusarvosta, joka voidaan ilmoittaa MGF:n avulla ug = M’é(O) [5].

Derivoidaan MGF muuttujan ¢ suhteen kerran

, (= a+r kU S a+r k=1
M'B(t)zz(l—[a/+ﬁ+r) _Z(na+ﬁ+r)(k—l)' 26)

k=1 \r=0

Kun MGF:n derivaattaan sijoitetaan ¢t = 0, saadaan

O a+r 0° L a+r 0! 2 a+r |02
o= ([T o (a5 (a5
0a/+B+r 0! r:0a+ﬁ+r 1! r:Oa+ﬂ+r 2!

r=



Kun k > 1, summan termit ovat nolla. Lisiksi, kun hyddynnetiin laskusiintoja 0! = 1ja 0 = 1,

summasta saadaan Beta-jakauman odotusarvo

B a+0 |
B=\avpr0)1 " axp

joka vastaa haluttua muotoa (2.3a)).

Beta-jakauman varianssi voidaan my0s ilmoittaa MGF:n avulla 0' =M ”(O) (M /; O)P =M /;'(O) -
uﬁ (5].

Muodostetaan MGF:n toinen derivaatta derivoimalla yhtild (2.6) toiseen kertaan

o S asr \k=DA? X a+r | 2
Mﬁ(t):Z(l_[a/+,8+r) (k —1)! :Z l_la+,8+r (k=2)!

k=1 \r=0 k=1 \r=0

Kun saatuun yhtiloon sijoitetaan ¢+ = 0 ja summa lasketaan auki, saadaan

” 0 a+r L a+r 2 a+r 01
Mﬁ(o)z([([aww)( ] +(ﬂa+ﬂ+r)<0>' D)“ﬁ”)ﬁ+

r=0
Summan termit ovat nolla aina, kun k # 2. Beta-jakaumalle MGF:n toinen derivaatta pisteessi

t = 0 tulee siis muotoon

. a+0 a+1 1
M (0) = : 2
B a+B+0 a+B+1]1

a?+a

T (@+pBa+prl)

Nyt Beta-jakauman varianssi saadaan muotoon

) a?+a a \?
O-ﬁ_(a+,3)(a+ﬁ+l)_(a+ﬁ)
_ (@ + B @*+a)-(a+B)a+pB+1)a?

(@ +p)a+p+1)(a+p)
__ op
S (@+PPa+B+1)
joka vastaa haluttua muotoa (2.3b). O

Miaritelma 2.1. (Symmetrisyys) Satunnaismuuttujan x todennékoisyysjakauma on symmetrinen

luvun ¢ suhteen, jos ja vain jos

Px<c—-k)y=P(x>c+k), k=0. [7]

Beta-jakauma on mééritelméan mukaan symmetrinen luvun 0,5 suhteen, kun sen parametrit « ja 8

ovat yhti suuria. Kuvassa on esimerkit symmetrisesti ja epdsymmetrisestd Beta-jakaumasta.

Kummallakin tiheysfunktiolla muuttujan ¢ arvot vaihtelevat arvojen 0 ja 1 vililld. Kuvasta 2.1]



O L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kuva 2.1. Symmetrinen ja epdsymmetrinen beta-jakauma.

huomataan, etti epasymmetrisen jakauman vasemmanpuoleinen héntd on huomattavasti paksumpi
ja levedmpi kuin oikeanpuoleinen hanti.
2.2 Studentin t-jakauma

Studentin t-jakauma on jatkuva todennikéisyysjakauma, joka on muodoltaan symmetrinen ja

kellomainen. Sen tiheysfunktio voidaan kirjoittaa muotoon

k+1
r(%)
tz);(kn)’

(woir (§) (1+%

fr(t k) = 2.7

Parametri k£ on jakauman vapausaste, joka on positiivinen reaaliluku. Jakauman kertyméfunktio
on

1 k1
Fr(k)=1-31 & (5,5) [4].

Kun Studentin t-jakauman vapausaste k on suurempaa kuin yksi, jakauman odotusarvo 7 on nolla.
Samalla tavalla voidaan todeta, ettd kun jakauman vapausaste on suurempaa kuin kaksi, varianssi
on .

oF = 3

Kun jakauman vapausaste ldhestyy ddretontd, varianssi ldhestyy lukuarvoa yksi. Télloin Studentin
t-jakauma alkaa muistuttamaan normaalijakaumaa. Muulloin Studentin t-jakauman hénnét ovat

paksummat kuin normaalijakauman. [2]

2.3 Vino Studentin t-jakauma

Studentin t-jakauman heikkous on ollut se, ettei jakaumalla pystytd mallintamaan episymmetrista,
eli vinoa dataa [[§]. Viime vuosina on kuitenkin pystytty yleisesti muuttamaan symmetrinen jakauma

vinoksi jakaumaksi ja tdima yleistys toimii my0s Studentin t-jakaumalle.

Yleisesti symmetrinen tiheysfunktio g(z) voidaan vinouttaa sitd vastaavan kertymifunktion G(z)



avulla dataan sopivaksi médritteleméalld
H(6;4) = 2¢(0)G(A), (2.8)

missid A on kokonaisluku [3].

Funktiosta (2.8)) saadaan vino Studentin t-jakauma, kun tiheysfunktion g(z) paikalle sijoitetaan Stu-
dentin t-jakauman tiheysfunktio vapausasteella k. Samoin kertyméfunktion G(¢) paikalle sijoitetaan

Studentin t-jakauman vastaava funktio.

Esimerkki 2.2. Kun Studentin t-jakauman vapausaste k on 2, sen vino tiheysfunktio on muotoa

At

1
2 1 2)Fr(At;2) = 1
s a2) = ot 1 s

), teR [9].

Kuvassa[2.2) on esimerkit suorasta ja vinosta Studentin t-jakaumasta.

0.5

" —k=2
Y- --k=2,A=2
0.4+ o 1

0.3+

0.2+

017

-5 0 5
Kuva 2.2. Suora ja vino Studentin t-jakauma.

Kumpikin tiheysfunktio on tehty niin, ettd muuttujan ¢ arvo on vaihdellut arvojen —5 ja 5 vililla.
Kuvasta [2.2) huomataan, ettd vinon jakauman oikeanpuoleinen hinti on selkedsti paksumpi, kuin
vasemmanpuoleinen. Liséksi se on my0s paksumpi kuin suoran jakauman héannat. Samoin vinon

jakauman vasemmanpuoleinen hiintd on ohuempi kuin suoran jakauman hénnit.



3 SUURIMMAN USKOTTAVUUDEN ESTIMOINTI

Suurimman uskottavuuden estimointi (Maximum likelihood estimation) maksimoi uskottavuus-
funktion parametrien suhteen. Toisin sanoen menetelmin avulla pyritdin etsiméén tiheysfunktio,
joka parhaiten sopisi dataan. Tavoitteena on miérittdd sellaisen jakauman parametrit, josta data on

kaikkein uskottavimmin peréisin.

3.1 Uskottavuusfunktio

Uskottavuusfunktio on oleellinen osa suurimman uskottavuuden estimointia. Jotta estimointi on
mahdollista tehdi, on uskottavuusfunktion oltava olemassa ja méairitelty. Uskottavuusfunktio ker-
too parametrivektorin w = {wj,wy,...,wr} uskottavuuden annetun vektoriarvoisen datan x =
{X1,X2, ..., X, } suhteen, kun x; € R”. Toisin sanoen miti ldhempénd maksimiaan uskottavuusfunk-

tion arvo on, sitd todenndkoisemmin sovitettava jakauma sopii dataan. [[10]

Uskottavuusfunktiota ei kuitenkaan pidé sekoittaa tiheysfunktioon. Kyseiset funktiot ovat mééritel-
tyjd eri asteikoilla, joten ne eivit ole verrattavissa toisiinsa. Tiheysfunktion avulla voidaan laskea
todennikoisyyksid tapahtumille. Talloin parametrin arvo on tunnettu, kun taas uskottavuusfunk-

tiota kéytettdessd data on tunnettu.

Parametrivektorin w uskottavuusfunktiota datan x suhteen merkitdan seuraavasti:

L(w:;x) = f(x;w) = f(X1;0) f(X2; 0)... f(Xp; W), (3.1

missd f on otoksen X tiheysfunktio parametreilla w [11]]. Kaikki termit, joissa ei ilmene parametria

w, voidaan jéttdd huomiotta.
Uskottavuusfunktio pystytdin normalisoimaan sen pienimmén ylérajan eli supremumin avulla

L(w;x)

Lewsx) = sup(L(w; x))

[12].
Normalisointi on yleisti erityisesti piirrettdessa, jolloin uskottavuusfunktion maksimiarvo on 1 ja

sen logaritmi saa maksimiarvon 0.

Funktion (3.1) maksimi-pisteiden joukko muodostaa suurimman uskottavuuden estimaatin para-
metreille w. Uskottavuusfunktion on oltava kahdesti derivoituva, jotta sen kasittely menetelmén

myohdisemmaéssé vaiheessa olisi mahdollista.



3.2 Uskottavuusyhtalo

Suurimman uskottavuuden estimaattori (ML-estimaattori) Idydetdén, kun derivoidaan uskottavuus-

funktion luonnollista logaritmia eli log-uskottavuutta In(L(w; x)). Uskottavuusyhtilé on muotoa

OInL(w; X)
=% _o
&uj

”

missd j = {1,2,...,k}. [10] Tadmin yht&lon ratkaisu on suurimman uskottavuuden estimaattori

WMLE = {wl,MLE, WO MLE> -+ wk,MLE}-

Merkittiva ehto estimaattorin yksikésitteisyydelle on uskottavuusfunktion kuperuus. Estimaatto-
rin ainutlaatuisuus ei kuitenkaan ole taattavissa, joten yleisesti on yritettdva 10ytdd normalisoidun
uskottavuusfunktion (3.T)) paikallinen maksimi. Toisin sanoen derivoidaan normalisoitu uskotta-

vuusfunktio parametrien w suhteen ja etsitddn derivaatan nollakohta. [13]

On mahdollista, ettd uskottavuusyhtélon ratkaisu antaakin minimin log-uskottavuudelle maksimin
sijaan. Log-uskottavuuden on siis oltava kupera ML-estimaattorin ympéristdssi, ja timi voidaan

tarkistaa log-uskottavuuden toisen derivaatan avulla

0°In(L(w; X)) -

dw?
J

09

kun w; = w; pre- [10] Mikili ylld olevan epéyhtdlon ratkaisut ovat kaikki negatiivisia, kyseessi

on log-uskottavuuden maksimi.

Ei kuitenkaan voida varmasti sanoa, onko kyseessé globaali vai lokaali maksimi. Lokaalin mak-
simin ongelma (local maxima problem) tulee vastaan, mikili uskottavuusfunktiolla on useampia
lokaaleja maksimeita. Tdlloin menetelma ei vélttdmattd palauta kaikkein optimaalisinta arvoa pa-
rametrille. Optimoinnin lopputulos riippuu péiasiassa optimoinnin alkuarvoista, jotka méiadritiain
joko satunnaisesti tai arvaamalla. Lokaalin maksimin ongelmaan ei ole olemassa yleisté ratkaisua,
vaikkakin erilaisia tekniikoita ongelman vélttimiseen on kehitetty. Esimerkiksi menetelméa voi
toistaa useilla eri alkuarvoilla ja verrata lopputuloksia. Talloin, mikéli tulokset ovat samoja, on

todennikdisti, ettd kyseessd on optimaalisin arvo parametrille.
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4 JAKAUMAN SOVITTAMIEN ATSIMUUTTIDATAAN

Thmiset kayttivit ddnildhteen paikannusta luonnollisesti pidivittdin paikantaessaan toisesta huo-
neesta kuuluvan kolahduksen tai auton, joka ei vield ole nihtivissi. A#nilihteen paikannukselle
on monia sovelluksia teollisuudessa ja uusia kehitellddn koko ajan lisdd. Esimerkiksi meren alla lii-
kuttaessa voidaan vastaantulevia kulkuvilineitd paikantaa juuri ddnen avulla [[14]). Erds sovellus on
myo6s puheentunnistus. Lisdksi paikannuksen avulla pystytédédn eritteleméédn dénildhteiti toisistaan.

Titd sovellusta voidaan kéyttdd esimerkiksi erilaisiin robotteihin.

Tyossd kisitellddnkin atsimuuttidataa, jonka avulla pyritddn méérittiméadn d4dnildhteen paikka. Sig-
naalia on vastaanotettu 360° ympiri pyorivilld laitteella ja data kuvaa ddnildhteen koordinaatteja.

Datan arvot heilahtelevat arvojen —x ja 7 vililld. Kuvassa[@.T]on esitetty data.

Kuva 4.1. Alkuperdinen atsimuuttidata.

Tyon tarkoitus on muodostaa kahden esitellyn jakauman avulla yhdiste ja sovittaa se dataan.

Jakaumien yhdiste kahdelle eri jakaumalle on muotoa

f@) =mfi@t) +mfo(t), m, n2 €[0,1], 4.1)

missé 77 ja np ovat tiheysfunktioiden fi(7) ja f>(¢) painotuskertoimet [5].

Kuvassa@ on piirrettyni histogrammi annetusta datasta.
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Kuva 4.2. Histogrammi atsimuuttidatasta.

Histogrammista voidaan huomata kolme osaa, joihin datan arvot ovat painottuneet. Datasta huo-
mataan myds kolme selkeéd piikkid kohdissa —7, 0 ja 7. Naitd piikkejd ei kuitenkaan huomioida
tyOssi tarkastelun yksinkertaistamisen vuoksi. Koska déniléihde on kiertinyt laitetta ympéri, reu-
nimmaiset kuvut ovat oikeastaan samaa kupua. Voidaankin siis ldhted kisitteleméidn dataa kahdessa
osassa. Ensimméinen osa koostuu vililld (-7, 7) olevasta datasta. Toinen osa muodostuu, kun yh-
distetééin vileilld [-7,~7%) ja (3, 7] oleva data siten, ettd siirretdéin arvosta — alkava data arvoon

m paittyvin datan perddn.

Dataa kisitellddn Matlab-ohjelmalla. Liitteesté [A] 16ytyvad Matlab-koodia kéytetdén tyon tekemi-
seen. Molemmat datan osat skaalataan avoimelle vilille (0, 1), jotta Beta-jakauman sovittaminen
onnistuu. Skaalauksen jilkeen halutulle jakaumalle etsitddn dataan sopivat parametrit kiyttien
suurimman uskottavuuden menetelméd, joka esiteltiin kolmannessa luvussa. Saatujen parametrien

avulla sovitteelle muodostetaan haluttu tiheysfunktio.

Datan keskiosaan on sovitettu sekd Studentin t-jakauman ettd Beta-jakauman tiheysfunktiot. Kuvas-
saf4.3|on datan keskiosa avoimelle vilille (0, 1) skaalattuna seké siihen sovitetut Beta- ja Studentin
t-jakauman tiheysfunktiot.

g [ Data
Beta-jakauman sovite |
— — — Studentin t-jakauman sovite

257

2, m ,/__r

1.5+ L \

05+

0 02 04 06 08 1

Kuva 4.3. Datan keskiosa ja siihen tehdyt sovitteet Beta- ja Studentin t-jakaumalle.

Silm@méiiraisesti kuvasta on hankala arvioida kumpi jakauma sopii datan osaan paremmin. Asiaa

voidaan tutkia tekemaélld datasta ja halutusta jakaumasta Quantile-quantile plot. Quantile-quantile
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plot vertailee, kuinka hyvin datan ja tiheysfunktion kvantiilit vastaavat toisiaan. [[16] Kuvassa

@4 on esitettynd datan keskiosalle Quantile-quantile plot sekéd Beta-jakaumalla ettd Studentin
t-jakaumalla.

4 -——-- Beta-jakauman tiheysfunktion jatke 4 -~ Studentin t-jakauman tiheysfunktion jatke
Ensimmaisen ja kolmannen kvartiilin vali Ensimmaisen ja kolmannen kvartiilin vali
3H_* Data 3H_* Data
% 2+ % S
< <
g g
x 1t " x
0 ++#$ 7
-1 : : : : : -1 : : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X kvantiilit X kvantiilit
(a) Beta-jakaumalle (b) Studentin t-jakaumalle

Kuva 4.4. Quantile-quantile plot datan keskiosalle.

Kummassakin kuvassa huomataan poikkeamaa. Data niyttdd kuitenkin seuraavan Studentin t-
jakaumaa hieman paremmin pidemmin matkan ajan. Yhdistetyn tiheysfunktion muodostamiseen

kiytetddn siis datan keskiosaan sovitettua Studentin t-jakauman tiheysfunktiota.

Sama tarkastelu on tehty myds datan reunaosille. Kuvassa 4.5 on datan reunaosat yhdistettyni ja

skaalattuna avoimelle vilille (0, 1) seké siihen sovitettu Beta-jakauman ja Studentin t-jakauman
tiheysfunktiot.

4 — T
[ Data
Beta-jakauman sovite
— — = Studentin t-jakauman sovite| [J
3r _
2+ 7
/ |
7 N
1t
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kuva 4.5. Datan reunaosat yhdistettynd ja siihen tehdyt sovitte Beta- ja Studentin t-jakaumalle.

Kuvasta on hankala arvioida, kumpi jakauma sopii datan osaan paremmin. Tdssd kohtaa on myos
tehty Quantile-quantile plot datalle kummallakin jakaumalla, ja ne on esitetty kuvassa§.6|
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-——— Beta-jakauman tiheysfunktion jatke ———— Studentin t-jakauman tiheysfunktion jatke
Ensimmaisen ja kolmannen kvartiilin vali Ensimmaisen ja kolmannen kvartiilin vali

3 Data 3 _* Data

A+

Y kvantiilit
Y kvantiilit

. . . . . -1 . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X kvantiilit X kvantiilit

(a) Beta-jakaumalle (b) Studentin t-jakaumalle

Kuva 4.6. Quantile-quantile plot datan reunaosille.

Kuvien perusteella data seuraa kumpaakin tiheysfunktiota melko hyvin. Kuitenkin kummassakin
tapahtuu poikkeamaa sekd oikeassa ettd vasemmassa reunassa. Valitaan kdyttoon Beta-jakauma,
koska tapahtunut poikkeama on kyseisen jakauman kohdalla pienempia.

Yhdistetty tiheysfunktio koko datalle muodostetaan kaavan (4.1) mukaisesti. Nyt fi(7) on datan
keskiosaan sijoitettu Studentin t-jakauman tiheysfunktio (2.7) ja f>(¢) datan reunoihin sijoitettu
Beta-jakauman tiheysfunktio (2.1I). Painotuskertoimet saadaan jakamalla halutulla osuudella ole-

vien datan arvojen lukumaird koko datan arvojen lukumairilld. Lopullinen tiheysfuntio on muotoa

F(t) = 0,60 - fr(t:3,41 - 10°) + 0,21 - f5(1:2,86;2,61)

r (3,41-10"41)
2
=0,60 -

(3,41 10037 (2510 (14 £
(2,86 +2,61)

" T(2,86)(2,61)

r(1,71-10°)

);(3,41-106+1)
+0,21 £2.86-1 (1 - t)2,61—1

=0,60 -

2
3,27-103 - I (1,71 - 10°) (1 * a0
_rGan
r(2,86)I(2,61)

)1,71-106
+0,21 - tH80 (1 —ptot

Saatu tiheysfunktio piirretién kuvan .2 histogrammin kanssa samaan kuvaan
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Kuva 4.7. Histogrammi datasta ja siihen sovitettu tiheysfunktio.

Tiheysjakauma on normalisoitu noudattamaan datan histogrammia, kun piikit jitetdan huomiotta.
Kuvasta huomataankin, etti data seuraa hyvin muodostettua tiheysfunktiota. Tastd voidaan paatelld,
ettd jakauman sovittamien dataan on onnistunut.

Seuraava askel datan tutkinnassa olisi ldhted tutkimaan, miten jakauman sovittaminen onnistuisi
dataan ilman, etti siti tarvitsisi jakaa osiin, kuten tydssi on tehty. Erés tapa voisi olla se, ettd muo-
dostettaisiin haluttu tiheysfunktio (4.1)) ensin. Toisin sanoen, etsittéisiin ensin halutut tiechysfunktiot
janiille sopivat painotuskertoimet. Naistd muodostettaisiin sitten yhdistetty tiheysfunktio, jolle 14h-
dettiisiin kokonaisuudessaan etsimédin sopivia parametreja suurimman uskottavuuden estimoinnin
avulla. Tdm4 on kuitenkin haastavampi tapa ldhted sovittamaan jakaumaa, eiké sité toteuteta tdssi
tyossa.
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5 YHTEENVETO

Téssd tyossd tutustuttiin aluksi Beta-jakauman ja Studentin t-jakauman ominaisuuksiin ja sen
jilkeen suurimman uskottavuuden menetelméén. Néiden jilkeen ldhdettiin muodostamaan toden-
nikoisyysjakaumaa kdytossd olevaan atsimuuttidataan. Data ei kokonaisuudessaan noudattanut
mitddn todennédkdisyysjakaumaa, joten sen tiheysfunktio muodostettiin eri tiheysfunktioiden yh-

distelmina.

Beta- ja Studentin t-jakaumasta esiteltiin molemmista tiheysfunktio, varianssi sekd odotusarvo.
Lisaksi kéytiin lyhyesti lapi, mitd ovat Beta- ja Gamma-funktio. Beta-jakauman odotusarvo ja
varianssi todistettiin ensin ldhtien liikkeelle odotusarvon ja varianssin méiritelmistd. Niille to-
teutettiin myos vaihtoehtoinen todistus hyodyntden momentit generoivaa funktiota. Jotta edellad
mainituista todennékoisyysjakaumista pystyttiin muodostamaan dataan sopivia jakaumia, tydssa
esiteltiin suurimman uskottavuuden menetelmi. Timédn menetelmén avulla jakaumille pystyttiin

madrittiméin dataan sopivat parametrit.

Kuten edelld on mainittu, kdytossd oleva atsimuuttidata ei noudattanut mitidéin todennikoisyysja-
kaumaa. Téstd syysti data jaettiin sopiviin osiin, joihin kuhunkin sovitettiin sitd parhaiten kuvaavan
jakauman tiheysfunktio. Lopullinen tiheysfunktio datalle muodostettiin summaamalla yhteen osiin
sopivat tiheysfunktiot painotuskertoimilla kerrottuna. Painotuskertoimet saatiin jakamalla halutul-
la osuudella olevien datan arvojen lukumaiéra koko datan arvojen lukumdiéralld. Lopputulokseksi

saatiin melko hyvin dataa kuvaava tiheysfunktio.
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A MATLAB-KOODI JAKAUMIEN SOVITTAMISEEN

% Ladataan data excelistd ja muutetaan matriisiksi.
table = readtable (’azimuth.xlsx’);
data = table {:,:};

% Muutetaan data matriisista vektoriksi ja skaalataan avoimelle vilille (0,1).
vdata = scaling(data(:));

% Datan jakamiseen kéytetyt rajat.

limits = [0.76 inf —inf 0.24;0.26 0.49 0.5 0.74];

dist ={’Beta’, tLocationScale’ };% Tutkittavien jakaumien nimet.

% Otetaan datan osa ja skaalataan se halutulle vilille. Skaalattuun datan
% osaan sovitetaan molemmat jakaumat fitdist-komennon avulla kéyttien
% suurimman uskottavuuden menetelmii [Luku 3].
for ii=1:size(limits ,1)
for jj=1:numel(dist)
% Haluttu datan osa.
d = scaling ([scaling(vdata(limits (ii ,1)< vdata & vdata <
limits (ii ,2))) ;...
scaling (vdata(limits (ii ,3)< vdata & vdata < limits(
ii ,4)))+1D);
a = numel(d)/numel(vdata) % Datan osan painotuskerroin.
fitdist(d, dist{jj}) % Etsitddn halutulle datan osalle jakaumaan sopivat
parametrit.
end

end

function data = scaling(data)
% Funktio, joka skaalaa annetun datan arvot avoimelle vilille (0,1).
% Ottaa vastaan parametrind skaalattavan datan ja palauttaa datan
% skaalattuna.
alpha = 0.000001;
data = (l1-alpha)=x(data—min(data))./(max(data—min(data)))+(
alpha/2);

end
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