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Tutkielmassa tarkastellaan vararikkoteoriaa vakuutusyhtion ndakokulmasta. Tut-
kielmassa vararikon tarkastelu on jaettu kahteen osaan, klassiseen vararikkoteoriaan
ja edistyneeseen vararikkoteoriaan. Vakuutusyhtion korvaamien vahinkojen luku-
madrdd kuvataan Poisson-jakautuneena satunnaismuuttujana, silld vahinkojen ole-
tetaan olevan ennalta arvaamattomia. Vakuuttajan vahingoista aiheutuvaa korvaus-
vastuuta mallinnetaan kollektiivisten riskimallien avulla. Vahingoista korvattavaa
rahasummaa eli vahinkomaéérii arvioidaan vahinkoja ja niiden suuruutta kuvaavien
jakaumien avulla. Ndiden perusteella saadaan muodostettua vahinkojen lukuméérin
ja vahinkomiirin prosessit, joita tutkielmassa mallinnetaan Poisson-prosesseina.
Klassista vararikkoteoriaa tarkastellaan utiliteettien avulla. Utiliteettien ja vahinko-
prosessin avulla miiritellddn ylijadmaiprosessi, jota kiytetddn vararikon mallintami-
sessa. Edistyneen vararikon tarkastelu rajoitetaan vararikon vakavuuteen, ylijadmééan
ennen vararikkoa ja vararikon ajanhetkeen. Tutkielman péélidhteend on kiytetty D.
Dicksonin kirjaa Insurance risk and ruin.
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1 Johdanto

Vakuutusyhtio pyrkii mallintamaan tulevia vahinkoja ja niiden suuruutta. Yhtion
varallisuuden tulee kattaa aiheutuneet vahingot, joten maksutuloa tiytyy kerata riit-
tavasti vakuutussopimuksista. Jos vakuutusyhtion varallisuus ei riitd kattamaan va-
hingoista aiheutuvaa korvausvastuuta, seuraa vararikko. Jotta vahingoista aiheutuva
korvausvastuu ei kasvaisi suuremmaksi kuin vakuutussopimuksista saatu maksutu-
lo, tulee vakuutusmaksua méérittdessd ennustaa tulevien vahinkojen kustannuksia.
Vahingot ovat satunnaisia, joten niitd mallinnetaan satunnaismuuttujina.

Tiassd tutkielmassa kisitellddn klassista vararikkoteoriaa ldhestymilld aihetta
Poisson-prosessin mukaisesti syntyneiden vahinkojen ndkokulmasta; lopuksi esi-
telladn edistynyttd vararikkoteoriaa. Tutkielman aiheen kisittely aloitetaan vahin-
komaédridn mallintamisen ja korvausvastuun tarkastelulla. Vahinkojen lukumiirin ja
suuruuden oletetaan olevan riippumattomia satunnaismuuttujia. Tutkielman alussa
kisitellddn vahinkomdaidridn mallintamista ja kollektiivisia riskimalleja. Satunnais-
muuttujat oletetaan riippumattomasti jakautuneiksi, silld tyypillisesti vahinkotapah-
tumat eivit ole toisistaan riippuvaisia. Tutkielman alkupuolella mééritelldin Poisson-
prosessi, jota kdytetdidn stokastisena prosessina muodostettaessa tutkielman proses-
seja, kuten vahinkojen lukumaéérin prosessi ja vahinkomiirin prosessi. Vahinkojen
lukumaiirin prosessi viittaa sattuneiden vahinkojen kappalemaééraén ja vahinkomaa-
rdn prosessi vahinkojen rahalliseen mairdin. Lisdksi esitelldfin madrittely riskille,
joka on vakuutustoiminnan kannalta keskeinen kisite.

Tutkielman loppupuolella tarkastellaan edistynyttd vararikkoteoriaa eli tarkastel-
laan aihetta syvemmin. Aloitetaan mairittamaillad raja sille, mikd on sellainen taso,
josta vararikko seuraa. Tama niin kutsuttu rajaongelma kuvaa vararikon sattumisen
todennikoisyytti tiettyyn ylijadméaprosessin arvoon suhteutettuna. Téassd yhteydessa
tarkastellaan myos vakuuttajan ylijadméaa ennen vararikkoa, eli ennen vararikon ai-
heuttaman vahingon maksamista. Liséksi tarkastellaan vararikon vakavuutta, eli sitd,
kuinka paljon kéytettdvissd olevaa varallisuutta tulisi olla kattamaan korvausvastuu,
mikali vararikko tapahtuu. Lisdksi médritetdin vararikon ajanhetki eli hetki, jolloin
vararikko tapahtuu. Taméa kertoo, kuinka kauan alkuvarallisuus riittdd kattamaan
vahingoista aiheutuvan korvausvastuun, eli kuinka kauan onnistutaan vilttiméan
vararikko.

Tutkielman piildhde on Dicksonin kirja Insurance risk and ruin [3]. Ensimmaéi-
sen luvun keskeisimpiné ldhteina toimivat Tuomisen kirja Todennékoisyyslaskenta 1
[8], Tsen kirja Nonlife actuarial models [7] sekd Mikoschin kirja Non-life insurance
mathematics [5]. Ndiden lisaksi tutkielman ldhteini toimivat Kaasin, Goovaertsin,
Dhaenen ja Denuitin kirja Modern actuarial risk theory [4], Promislowin kirja Fun-
damentals of actuarial mathematics [6], Wiithrichin ja Merzin kirja Stochastic claims
reserving methods in insurance [9], Beardin, Pentikiisen ja Pesosen kirja Risk theory
sekd [1] Biihlmannin kirja Mathematical methods in risk theory [2].



2 Vahinkoméairan mallintaminen ja korvaus-
vastuu

Tassd luvussa madritellddn kisitteitd tulevaa varten. Aloitetaan madrittelemailld sa-
tunnaismuuttujan kisite, sekd tiheysfunktio ja todennédkdisyysfunktio. Tamén jal-
keen madritellidn momentit ja momentit generoiva funktio, sekd todennikoisyyden
generoiva funktio. Tutkielman aiheen kisittely aloitetaan vahinkomaérdan mallinta-
misen tarkastelulla, missd vahingot oletetaan Poisson-jakautuneiksi. Tdssd luvussa
esitellddn myos vahinkojen lukuméérédn prosessi ja vahinkomaéérin prosessi. Ndiden
avulla vakuutusyhtio pyrkii mallintamaan tulevia vahinkoja ja niiden suuruutta, silld
vakuutussopimuksista keréttdviin maksutulon tulisi olla riittdvi kattamaan tulevat va-
hingot. Vahinkojen oletetaan olevan satunnaisia ja yleensi toisistaan riippumattomia
ja niiden vahinkomaiiri eli vahingosta maksettavien korvausten miird, on satun-
nainen. Jotta tiedettdisiin, paljonko maksutuloa tulee kerité, pyritdén ennakoimaan
vahinkojen méadrii ja suuruutta.

Todennikoisyyden peruskisitteet, kuten satunnaismuuttujan késite, todennakoi-
syysavaruudet ja todenndkoisyyden aksioomat oletetaan tunnetuiksi, kuten myos
todennikoisyysjakaumat ja niiden perusominaisuudet. Tutkielman alussa esitellddn
lyhyesti tutkielman kannalta oleellisia kisitteita.

2.1 Stokastiikkaa

Tdmédn alaluvun esitys pohjautuu paasdintdisesti Tuomisen kirjan [8] lukuun 2.
Tadmaén lisdksi on kdytetty Tuomisen kirjan [8] lukua 3 ja Tsen kirjan [7] lukua 1,
mikali ndin on mainittu. Tdssd alaluvussa lauseiden todistukset sivuutetaan.

Miaritelmé 2.1. Olkoon (Q, 7, P) todennékoisyysavaruus ja X : Q — R kuvaus.
Muuttuja X on diskreetti satunnaismuuttuja todennikoisyysavaruudella (Q, 7, P),
jos muuttujan X arvojoukko X (€2) on numeroituva joukko {xi,x>...}ja{X = x;} €
¥ kaikilla k.

Mairitelmé 2.2. Diskreetin satunnaismuuttujan X pistetodenndikoisyysfunktio eli
todenndkdoisyysfunktio on funktio f : R — R, missi

f(x) =P(X =x),kunx € R.
Pistetodennikoisyysfunktiolla on seuraavat ominaisuudet:
1. f(x) 20, kunx € R.

2. Jos f(x) > 0, niin x kuuluu satunnaismuuttujan X numeroituvaan arvojouk-
koon {x1,x2,...}.

3. 22021 f) =1



Miairitelma 2.3. Olkoon X satunnaismuuttuja. Satunnaismuuttujan X kertymdifunk-
tio on funktio Fy : R — R, jolle Fx(x) = P(X < x) kaikillax € R.

Pistetodennikoisyydet py = f(xx) = P(X = xi), missd x; € X(Q) miiraa-
vit diskreetin satunnaismuuttujan X kertymifunktion yksikasitteisesti, silld F(x) =
2k xp<x Pk Kaikilla x € R.

Miiritelma 2.4. Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja. Sen odotusarvo miiritel-
lddn seuraavasti: E(X) = X3 xx f(xx), mikéli ), |xx| f(xx) < oo eli sarja suppenee
itseisesti. Mikdli sarja ei suppene itseisesti, sanotaan, ettd funktiolla X ei ole odo-
tusarvoa.

Maaéritelma 2.5. Satunnaismuuttujalla X on jatkuva jakauma tiheysfunktiona f, jos

b
P(aSXSb):/f(x)dx

kaikillaa,b € R, a < b.

Huomautus 2.6. Funktio f : R — R on tiheysfunktio, jos ja vain jos
1. £>0,
2. f on integroituva joukon R suhteen ja f_ 0:0 f(x)=1.

Lause 2.7. Jos satunnaismuuttujalla X on jatkuva jakauma todenndkoisyysfunktiona
f, niin satunnaismuuttujan X kertymdfunktiolle F, F(x) = P(X < x), pdtee

F(x) = / F(ydr,

missd x € R. Siis f(x) = F'(x) kaikissa funktion f jatkuvuuspisteissd. O

Miaritelma 2.8. [7,s. 5] Muuttujan X momentit generoiva funktio Mx (t) on funktio,
jonka arvo kohdassa ¢ € R mairitelldéin kaavalla My () = E(e'X), kun odotusarvo
on olemassa.

Lause 2.9. [7, s. 5] Oletetaan, ettd momentit generoiva funktio on mddritelty jollakin
reaalilukuvdlilld. Tdlloin momentit generoiva funktio mddrittdd jakauman yksikdsit-
teisesti. O

Maaritelma 2.10. [8, s. 95] Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvot ovat
luonnollisia lukuja. Satunnaismuuttujan X todenndikoisyyden generoiva funktio on
talloin

Gx(1) = Zpktk,
k=0
missd py = P(X = k). Méiritelméa voidaan yhtépitavésti kirjoittaa muodossa

Gx (1) = E(+%).



Lause 2.11. /8, 5. 95] Jos X on N-arvoinen diskreetti satunnaismuuttuja, niin tdlloin
satunnaismuuttujan X todenndkoisyyden generoiva funktio G (t) mdidrdid muuttujan
X jakauman yksikdsitteisesti. O

Lause 2.12. [7, s. 6] Oletetaan, ettid X on N-arvoinen satunnaismuuttuja. Satun-
naismuuttujan X momentit generoiva funktio ja todenndkoisyyden generoiva funktio
ovat yhteydessd toisiinsa yhtdlon

My (1) = Gx(e')

osoittamalla tavalla. 0O

2.2 Poisson-jakauma ja Poisson-prosessi

Tdmaén alaluvun esitys pohjautuu paasdintdisesti Tsen kirjan [7] lukuun 1. Tdmén
lisdksi ldhteend on kaytetty Mikoschin kirjan [5] lukua 2 ja Tuomisen kirjan [8] lukua
3, mikdli ndin on mainittu.

Maaritelmé 2.13. Epinegatiivinen diskreetti N-arvoinen satunnaismuuttuja X on
Poisson-jakautunut parametrilla A, jos muuttujan X todennédkoisyysfunktio saadaan
yhtélosta

e

fx() =—
kunx =0,1,..., missi 2 > 0. Merkitdidn X ~ PN ().
Muuttujan X odotusarvo ja varianssi on

E(X) = Var(X) = 1.

Muuttujan X momentit generoiva funktio on

My (t) = exp[A(e' = 1)]
ja todennikoisyyden generoiva funktio on

Gx (1) = exp[A(t —1)].

Lause 2.14. Olkoot Xy, ..., X, riippumattomasti jakautuneita ja X; ~ PN (4;),
kuni = 1,...,n. Tdlloin X = X| +--- + X,, on Poisson-jakautunut parametrilla
A=A+ + A,

Todistus. Madritelmén 2.8 perusteella muuttujan X momentit generoiva funktio on
My (t) = E(e’X). Edelleen saadaan

n
MX(f) — E(etX) — E(etX1+..o+tXn) — E(l_[ €tXi).
i=1
Edelleen, koska muuttujat X; ovat riippumattomia, saadaan

E([ [e*) =] [E(e™) = [ Jexp(i(e'=1)) = exp((e'=1) )" &) = exp((e'~1)),
i=1 i=1 i=1 i=1
joka on jakauman £ N (1) momentit generoiva funktio. Koska momentit generoiva

funktio maardd jakauman yksikisitteisesti, niin X ~ PN (1).
O



2.2.1 Poisson-prosessi

Mairitelma 2.15. [8, s. 103] Madritelladn seuraavaksi Poisson-prosessi. Merkitain
satunnaismuuttujalla X (A) aikavililli A = [f,u] C R, sattuvien vahinkojen luku-
madarad. Oletetaan pisteiden satunnaisesta sijoittelusta seuraavaa:

1. Satunnaismuuttujan X (A) jakauma riippuu vain aikavilin A = [z, u] pituudesta
|Al.

2. Jos Aj ja A, ovat erillisid aikavilejid, niin satunnaismuuttujat X (A1) ja X (Az)
ovat riippumattomia.

3. On olemassa positiivinen vakio 4, jolle pitee P(X(A) > 1) = Ah + he(h) ja
P(X(6 > 1)) = he(h), kun |A| = h, missd €(h) on jadnnOstermi, jolle pitee
€(h) — 0, kun h — 0.

Olkoon |A| = t > 0. Jaetaan vili An kappaleeseen yhti pitkid, erillisid osavileji
A1, Ay, ..., Ay TillGin

X(A) = Z X(Ap).
k=1

Oletuksen 1. nojalla kaikilla X(A;) on sama jakauma ja nidin ollen my0s sama
todennédkoisyyden generoiva funktio. Merkitddn titd notaatiolla G,. Oletuksesta 3.
seuraa, etti

P(X(Ag) =0) = 1— a% + 26(%),
P(X(AQ) = 1) = A + Le(2)
ja
t t
P(X(Ak) > 1) = ZG(Z)

Merkitdan nyt todennédkoisyyden generoivan funktion G, vapaata muuttujaa muut-
tujalla z. Talloin

t t t ot
Gu(z) =1-A=+A—z+—€(=) +r(2),
n n o n n
missi kaikilla |z] < 1 pitee
t t
F(] < POX(A) > 1) = Te(h),

Koska satunnaismuuttujan X (A) summaesityksessd yhteenlaskettavat ovat riippu-
mattomia oletuksen 2. nojalla, niin satunnaismuuttujan X (A) todennékoisyyden ge-
neroivalle funktiolle saadaan esitys

At t t
Gx(2) = (Gu(2)" = (1+ —(z = 1) + —e(=))".
n n on
Tama pitee kaikilla n € N. Kun n — oo havaitaan, ettad

Gx(2) = ",



missd |z| < 1. Tastd seuraa, ettd
Al =t = X(A) ~ PN ().

Vakiota A kutsutaan Poisson-intensiteetiksi. Poisson-intensiteetille pitee P(X(A) >
1) = A|A| jalisdksi E(X(A)) = A4 |A|. Toisin sanoen A on vahinkojen keskimaaridinen
lukumadri aikayksikkod kohden.

2.3 Kollektiiviset riskimallit
Tadmaén alaluvun ldhteind on kédytetty Mikoschin kirjaa [5, s. 7-8], Biithlmannin kirjaa
[2, s. 35-42] ja Kaasin kirjaa [4, s. 84-85].

Maaritelma 2.16. Miiritelldén yksinkertainen riskimalli. Malli sisdltdd seuraavat
oletukset.

1. Vahingot tapahtuvat hetkind 7;, missi 0 <73 < T < ....

2. Vahingon sattumisjirjestyksessi i. vahinko, joka sattuu hetkelld 7; aiheuttaa
vahingon, jonka suuruus on X;, missé jono (X;)icz, muodostuu epéanegatiivi-
sista satunnaismuuttujista.

3. Vahinkojen sattumishetket (7;);cz, ja vahinkojen suuruudet (X;);cz, ovat toi-
sistaan riippumattomia.

Miaritelmé 2.17. Maidritellddn nyt vahinkojen lukumdidirdn prosessi N(t) = #{i >
1 | 7T; £ t},t > 0. Tassd N(r) on hetkeen r mennessid sattuneiden vahinkojen

lukumiird ja N = (N(t)),»0 on laskuriprosessi vililld [0, co].
Miiéritelma 2.18. Vahinkojen vahinkomdidirdn prosessi maaritellaan

N(t)

S(t) = Z X; =
i=1

missd ¢t > 0 ja I, (7;) on indikaattorifunktio, joka kertoo, onko vahingon sattumis-
hetki 7; aikavililla [0, ¢] eli Io(7;) = 1, kun 7; € [0, ¢] ja O muuten, ja

Xil10,0(T}),
-

i

S =X1+Xo+--+ Xy,
missd N (7) on vahinkojen maird hetkeen  mennessa ja X; > 0 on i. vahingon maéra.

Huomautus 2.19. Prosessi S = (S(¢)),>0 on satunnainen osittaissummaprosessi,
silld osittaissummassa S,, = X; + - - - + X,, luku n on korvattu satunnaismuuttujalla
N(t) seuraavasti

S(t)=Xi+-+Xnw =Sn@), kunt > 0.

Madéritelmé 2.20. Riski voidaan mdidritelld ajasta riippuvana parina (P(7), S(t)),
misséd P(¢) = ct on hetkeen  mennessi saatu maksutulo, ¢ on maksutulo aikayksikkod
kohden ja S(¢) on hetkeen + mennessi sattuneiden vahinkojen vahinkomiira.



Molemmat ndisti voivat olla satunnaismuuttujia ja stokastisia prosesseja tai funk-
tioita, jotka eivit ole sattumanvaraisia. Yleensd P(7) ajatellaan ennalta tiedetyksi ja
S(7) stokastiseksi. Vahinkomé&érédian perustuvan maksun tapauksessa kuitenkin myos
P(t) on stokastinen prosessi. Riskin analysoinnissa merkittdvaa on kahden maarit-
televin funktion erotus P(r) — S(z). Jatkossa oletetaan P(t) deterministiseksi funk-
tioksi.

Esimerkki 2.21. Klassisessa kollektiivisessariskiteoriassa oletetaan, ettd vahinkojen
lukumiirin prosessin lisdykset ovat toisistaan riippumattomia. Aiempien tulosten
nojalla N(¢) on tilldin Poisson-prosessi, esimerkiksi P(N(t) = k) = e~V (%k
Esimerkki 2.22. Vahinkojen lukuméiiréan prosessi N () on Poisson-prosessi inten-
siteetilli A > 0. Prosessin lisdyksilld on seuraava ominaisuus: N(t + h) — N(t) ~
PN (Ah) kaikillat > 0, h > 0 ja kaikilla aikaisemmilla N(s), s < ¢. Tédstd seuraa,
ettd Poisson-prosessilla on seuraavat ominaisuudet

1. Lisdykset ovat riippumattomia: jos aikavilit [#;, t; + h;], missdi = 1,2, ... ovat
erillisid, niin lisdykset N(t; + h;) — N(t;) ovat riippumattomia.

2. Lisdykset ovat stationaarisia eli muuttumattomia: N (¢ + &) — N(t) on Poisson-
jakautunut parametrilla A4 kaikilla muuttujan ¢ arvoilla.
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3 Vararikkoteorian perusteet

Téssd luvussa esitelldin klassisen vararikkoteorian perusteita. Aloitetaan tarkastele-
malla utiliteetteja, jotka kuvaavat yhtion kiytossi olevaa varallisuutta. Utiliteettien
tarkastelun jalkeen méadritellddn ylijidméprosessi, joka kuvaa vakuuttajan varallisuut-
ta huomioiden alkupddoman, maksutulon ja vahinkoméaaridn. Tamin jilkeen maééri-
tellddn tutkielman kannalta keskeinen vararikon kisite, jonka jilkeen tarkastellaan
vararikon todennékoisyytté rajoitetulla ja ddrettomallad aikavalilla.

3.1 Utiliteetit

Tdmaén alaluvun esitys pohjautuu paisddntoisesti Biihlmannin kirjan [2] lukuun 6.
Tamin lisdksi ldhteend on kéytetty Dicksonin kirjan [3] lukua 2, mikéli ndin on
mainittu.

Tarkastellaan satunnaisprosessia (Z(t));>0, missd Z(t) = Q + P(t) — S(t) ja Q on
vapaa alkuvarallisuus, P(¢) on kertynyt maksutulo vililla [0, ¢] ja S(7) on kertynyt
vahinkoprosessi vililld [0, 7]. Satunnaisprosessi Z(t) ilmaisee jdljelld olevan vapaan
varallisuuden hetkelli .

Maiiritellddn arviointikriteeri satunnaiselle vapaan varallisuuden prosessille (Z(7));>0
arvona U((Z(?));»0). Utiliteetit voidaan méadrittaa arviona vararikon todennakoisyy-
den perusteella tai arviona diskontattujen osinkojen summasta.

Tarkastellaan tapausta, jossa utiliteetti madritelldén vararikon todennékoisyyden
perusteella. Télloin voidaan asettaa utiliteetiksi

U((Z(1))s0) = P(Z(1) > 0 kaikilla z > 0),

miki on todennékdisyys sille, ettd satunnaisprosessi ei paady vararikkoon.
Utiliteettifunktio on hyddyllinen, silld sen avulla voidaan valita kahden satunnais-
prosessin vililtd. Satunnaisprosessi (Z(?)),>0 katsotaan paremmaksi kuin (Z’(¢));»0,

jos U((Z(1))i=0) > U((Z' (1) )r=0)-

Maaritelma 3.1. Utiliteettien U ja L sanotaan olevan samanarvoisia, mikili mille
tahansa kahdelle satunnaisprosessille (Z’(¢));>0 ja (Z”(t));>0 pitee

U(Z'(1)=0) = UW(Z"(1))20) © L(Z'(1))r=0) = L(Z"(2))=0)-

(Ks. [3, s. 27-28]) Utiliteettifunktio U(x) mittaa sellaisen utilitettin subjektiivista
arvoa, joka liitetddn rahalliseen arvoon x. Utiliteettifunktio saa sitd suuremman arvon,
mitd merkittivimmaiksi investoija utiliteetin kokee. Oletetaan, ettd utiliteettifunktio
toteuttaa ehdot U’(x) > 0 ja U”(x) < 0, jolloin U on kasvava ja kupera funktio.
Ensimmadinen ehto tarkoittaa sitd, ettd mikéli utiliteettifunktio on U, yhtio arvottaa
midrdd y enemmaén kuin maardi z, eli y > z, ja toinen ehto tarkoittaa sitd, ettd kun
varallisuus kasvaa, yhtio asettaa vihemman arvoa varallisuuden kiinteille kasvulle.

Mairitelladn kriteeri utiliteetin odotusarvolle, johon utiliteettien kdyttdminen
padtoksenteossa perustuu. Oletetaan investoijan utiliteetin olevan U. Investoija va-
litsee toisen kahdesta investoinnista, joiden oletetaan tuottavan summat X; ja X».
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Oletetaan investoijan timénhetkisen varallisuuden olevan W, joten sijoituksen tulos
sijoituksessa i on W + X;, missd i = 1,2,.... Télloin, jos investoija valitsee inves-
toinnin 1 mieluummin kuin investoinnin 2, saadaan utiliteetin odotusarvolle kriteeri

E[UW + X;)] > E[UW + X»)].
3.2 Ylijaamiprosessi

Tdmaén alaluvun esitys pohjautuu paisadntoisesti Kaasin kirjan [4] lukuun 4. Tdmén
lisdksi lahteend on kaytetty Dicksonin kirjan [3] lukua 7, mikéli ndin on mainittu.

Maiéritelma 3.2. Méiritellddn ylijdadmdprosessi seuraavasti:
U(t) =U(0)+P(t) = S(t),t >0,

missd U(t) on vakuuttajan varallisuus hetkelld 7, U(0) = u on alkupddoma, P(f) ja
S(t) kuten aiemmissa osioissa.

Mairitelmé 3.3. Vararikko tapahtuu, kun sattuneiden vahinkojen yhteisvahinko-
méadrd on suurempi kuin alkupddoma U(0) ja saatu maksutulo P(7T). Merkitddn
ensimmaistd hetked, kun téllainen tapahtuma tapahtuu muuttujalla 7', jolloin saadaan

T =min{t | t > 0;U(t) < 0} = o0, kun U(z) > 0 kaikilla z.

Satunnaismuuttuja 7' on vaillinainen, silld tapahtuman 7 = oo todennékdisyys on
positiivinen. Todennakdisyytta sille, ettd vararikko tapahtuu jossain vaiheessa, eli
toisin sanoen todennékaisyys sille, ettd 7 on ddrellinen, kutsutaan vararikkotodenna-
koisyydeksi. Merkitdan ¢ (u) = P(T < o).

(Ks. [3, s. 125-126]) Tarkastellaan klassisessa riskiprosessissa vakuuttajan yli-
jaamaa kiintedssd ajassa t > 0. Vakuuttajan ylijadma miadrdytyy ylijidméan madrasta
hetkelld 0, hetkeen # mennessi kertyneestd maksutulosta ja hetkeen t mennessi mak-
setuista korvauksista. Koska maksetut korvaukset on ndisti ainoa satunnaismuuttuja,
niin kertyneen vahinkoprosessin kuvaamiseksi merkitidén S(¢),.

Olkoon N(t),( sellainen laskentaprosessi vahinkojen lukumiérille, missé kiin-
tedlld arvolla r > O satunnaismuuttuja N (¢) tarkoittaa vililla [0, ¢] tapahtuvien vahin-
kojen lukuméirdi. Klassisessa riskiprosessissa oletetaan, ettd N(t),-, on Poisson-
prosessi. Yksittdistd vahinkoméaédrdd mallinnetaan jonona riippumattomia samoin
jakautuneita satunnaismuuttujia (X;),, missd X; tarkoittaa vahingon i suuruutta.
Voidaan sanoa, ettd vahinkojen kokonaismaird hetkeen ¢ mennessd on S(z), missi
S(t) = Zf\i(lt) X; ja S(t) =0, kun N(¢) = 0. Vahinkojen kokonaisméérin laskuripro-
sessi S(1),>q on tilldin yhdistetty Poisson-prosessi.

Merkitiin sitten satunnaismuuttujan X; kertyméafunktiota symbolilla F ja olete-
taan, ettd F'(0) = 0, jolloin kaikki vahinkomairét ovat positiivisia. Yksinkertaisuuden
vuoksi oletetaan, ettd timéa jakauma on jatkuva intensiteetilld f ja jakauman X; k.
momenttia merkitddn my. Kun satunnaismuuttujan X; momentit generoiva funktio
on olemassa, merkitiin sitd symbolilla My ja oletetaan, ettd kun taméa on olemassa,
on olemassa myds sellainen raja y , ettdi 0 < y < oo ja My (r) on dérellinen jokaisella
r <vyjalim,_,_Mx(r) = oo.
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3.3 Vararikkotodennikoisyys

Tdmaén luvun esitys pohjautuu padsiintdisesti Dicksonin kirjan [3] lukuun 7. Tdmén
lisdksi ldhteend on kiytetty Beardin kirjaa [1], mikéli ndin on mainittu.
(Ks. [1, s. 132-133]) Vararikkotodennikoisyys rajoitetulla aikavililla on

Un(u) =P(Ui <0jollakin 1 <k < N|Uy=u)=1-Hy(0,u).

Tarkastellaan funktiota ¥y (1), miké on todennikoisyys sille, ettd vahintdén yhden
vuosista 1,2, ..., N lopussa vahingot ylittdvit yhtion kédytossd olevat varat eli yhtio
joutuu vararikkoon. Oletetaan, ettd yhtion varaukset ajanhetkestid O alkaen hetkilla
1,2,..., N ovat vastaavasti Uy, U, ..., Uy, joista jokainen on satunnaismuuttuja,
paitsi Uy = u, mikd on tiedossa. Todennidkoisyys on tdlloin

Y (u) =P(Uy < Ojollakin 1 < k < N | Up =u).

Olkoon sitten H (x, u) todennikdisyys sille, ettd varaukset hetkelld 1 ovat yli méérén
x jollakin Uy = u ja yleisesti oletetaan, ettd Hy (x, u) on todennikdisyys tapahtumalle

{U1 >0,U2>0,...,Uk_1 >0,Uk >X|U0=Lt}.

Funktion F(x) oletetaan olevan vahinkojen kokonaismiirin jakauma 1 vuoden ai-
kana ja pysyvin vakaana ja tapauksista riippumattomana seuraavina vuosina. Kun
k > 1, funktio H; voidaan laskea mielivaltaiselle kokonaisluvulle s seuraavasti:

(i+1)

Hi(x.u) = Y P(Ug > x | é < U <
i=0

)

(i+1)

Pl <u < LU >0,...,Uk2 > 0| U = u).
S

Ensimmiinen termi summasta on selvisti Hy (x, £) +O(+), missd O (%) on raja-arvoa
kuvaava funktio, ja toinen termi on yhtépitivii seuraavan kanssa;

(i+1)

s
S

Hk—l(é,”) - Hi_q( u).

Kun s — oo, niin

Hk(x,u):—/Hl(x,t)dtHk_l(t,u).
0

Jotta voitaisiin kéyttad rekursiota, on aloitusfunktio H; tarpeen ja se on
Hi(x,u)=F(u+ (1+A)P—x).

Lopulta saadaan
Yn(u) =1-Hy(0,u).

(Ks. [1, s. 137-138]) Oletetaan, ettd vahinkojen kokonaismaérit eri vuosien vi-
lilld ovat samoin jakautuneita ja niilld on yhteinen kertyméfunktio F (x). Oletetaan
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lisdksi, ettd yksittdisen vahingon vahinkoméirin jakauma S(z) on ajasta riippuma-
ton, ja ettd yhtiolld on riskivaraus Uy jonkin darellisen aikavélin 7" alussa ja merki-
tadn N(T) = ¢ vahinkojen kokonaismiiraa tdlld aikavililld. Tarkastellaan ylijidmaa
U= (1+2)P - ¢, missd vakio A > 0 on niin sanottu turvallisuusvaraus, P = E(£) on
nettoriskimaksu aikavililld 7', miki oletetaan my0s vakioksi. Jos ylijadmét N perak-
kaiseltid jaksolta katsotaan olevan wy = Uy + Uz + - - - + Uy, niin wy on diskreettiin
satunnaisprosessiin liitetyn ajan satunnaisfunktio. Mahdollisuuden todennikoisyys
muodostetaan seuraavasti:

wj < =Ujollakin1 < j <N,

mikd méiiritelmidn mukaan indikoi kyseessid olevan yhtion maksukyvyttomyytta.
Maksukyvyttomyyden todennéakdisyys on

YUnN(U) =1-P(w; >-U,kuni < N),
missd muuttujan N annetaan kasvaa rajatta.

Lause 3.4. [1, s. 138-141] Oletetaan, ettd vahinkomdidridt &; seuraavien periodien
aikana ovat toisistaan riippumattomia.Vararikkotodenndkoisyydelle pditee tdilloin

missd R on mddritelmdssd 4. 1. esiteltavd oikaisukerroin.

Todistus. Oletetaan, ettid satunnaismuuttujalla U;, joka kuvaa i. periodin ylijidmaa,
on kertyméfunktio G(y), mikd on muuttujasta i riippumaton. Erityisid oletuksia
koskien funktiota G (y) ei tarvita. Pieninti sellaista kokonaislukua, jolla vararikko
tapahtuu merkitddn satunnaismuuttujalla v. Toisin sanoen v on arvo, jolle pitee
wy, < -Ujaw; > -U(j > v). Momentit generoivaa funktiota voidaan kiyttd
apufunktiona. Esimerkiksi

+00

M(s):/esde(y):E(e'SU").

—00

Apufunktiona voidaan myos kéyttdd liheisesti edelliseen liittyvii funktiota E(e*“),
missd N on kokonaislukuvakio. Tdmi on funktion G (y) N. konvoluution momentit
generoiva funktio. Periaatteena on johtaa kaksi eri laajennosta tille funktiolle, josta
sitten saadaan haluttu ratkaisu. Ensimméiinen laajennos on

E(e™*“N) = E(e*Vie™V2 | e75UN) = M(s5)V.

Toinen laajennos samalle funktiolle saadaan erottamalla tulos kahteen ryhméén. En-
simméisessd ryhmissi on kaikki ne prosessin tulokset, jotka johtavat vararikkoon
ensimmdisten N ajanjakson aikana. Todenndkdisyys sille, ettd tulos saadaan tésta
ryhmistd on . Kaikki muut tulokset jddvit toiseen ryhméin; ne tulokset, jotka
myohemmin johtavat vararikkoon eli v > N tai eivit johda vararikkoon ollenkaan eli
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v = oo. Nyt kyseessi oleva odotusarvo voidaan jakaa kahteen ehdolliseen odotusar-
voon

(3.1 E(e™“N) =y nE(e™“N | v < N)+ (1 —ypn)E(e™“Y | n<v < ).

Jokaiselle prosessin parametrin kiintedlle arvolle keskiarvo kayttiytyy kuten tidssi ja
myohemmissd yhtidloissd. Ensimméisestd termistd saadaan

Wy -E(e7“N | v < N) =y -E(e7*@ - e5@N=9) |y, < N)

N
=yn ) P(v=i|v < NEE MM [v=1)

i=i

= ynE(e ™ [M()]" ™ [ v < N).

Laajennoksen jalkimmidinen muoto saadaan muuttujien wy ja M(s) midritelmien
sekd muuttujien wy — w, ja w, riippumattomuuden perusteella. Yhtalo (3.1) voidaan
nyt kirjoittaa seuraavasti:

E(e™V) =yn -B(e [M()]V™ | v < N) + (1 —yn)E(e ™Y | N < v < ).

Kertomalla ositusta madrilld [M(s)] ™" saadaan
(3.2)
L=y -E(e”[M()] ™" | v S N)+ (1 —¢w) - E(e ¥ [M(s)] ™V | N < v < o0).

Toistaiseksi apumuuttuja s on ollut avoin. Jotta 10ydettdisiin sopivat arvot, apumuut-
tujalle annetaan arvo, jolla pitee

(3.3) M(s) = 1.

Jotta saadaan todistettua yhtdlon ehdon téayttivéan juuren s = R olemassaolo, tarkas-
tellaan seuraavia seikkoja:

M(0) = 1, M’(0) = E(n) < 0jaM"(s) = e(n’e*™) > 0 kaikilla s.

Tastd voidaan péitelld, ettd kun s kasvaa ldhtoarvosta 0, niin M(s) pienenee
lahtoarvosta 1 ja funktiota kuvaava kdyra on kupera kaikilla positiivisilla muuttujan
s arvoilla. Toisaalta médritelmén mukaan n voi saada my0s negatiivisia arvoja. Talldin
mikéli s on riittdvan suuri, M(s) saavuttaa arvoa 1 suuremman arvon. Téaten M(s)
pienenee minimiinsid kohdan s = 0 jdlkeen ja timd minimi on pienempi kuin 1. Tasta
nikokulmasta tarkasteltuna funktio kasvaa monotonisesti ja sen minimin ja maksimin
vililld on yksi ehdon (3.3) toteuttava arvo s = R. Sijoitetaan tama yhtidloon (3.2),
jolloin saadaan

1:l//N'E(‘e_RwV |VSN)+(1—1//N)-E(6_R‘”N | N <v < o).

Tehdédn nyt kaksi approksimaatiota. Ensinnékin toinen termi jétetiin pois, silld sen
tiedetdén olevan positiivinen tai nolla. Toiseksi muuttujan v mééritelmén perusteella
muuttujan w, arvo ensimmaiisessi termissd kuvaa negatiivisen tulon vararikkoarvoa,
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silld se on aina pienempad tai yhtdsuurta kuin —U. Jos nyt w, korvataan arvolla -U,
ensimmdiinen termi yhtédlon oikealta pienenee. Titen

1>yyeUeliyy < e RY.

Tama tulos on yksi riskiteorian pddtuloksista. Siind N voi olla miké tahansa positii-
vinen kokonaisluku ja se pitee my0s silloin kun N ldhenee daretonta. |

Maaritelma 3.5. Madritellddn lopullisen vararikon todenndkoisyys ddrettomdssd
ajassa
Y (u) =P(U(t) < 0jollakin ¢t > 0).

Toisin sanoen ¢ (u) on todennikdisyys sille, ettd vakuuttajan ylijidmi putoaa
alle nollan jonakin tulevana ajanhetkend, eli korvausvaatimukset ylittavit ylijadmén
ja maksutulon. Tdmi on vararikon todennikoisyys jatkuvassa ajassa. Voidaan myos
madirittdd lopullisen vararikon todennikoisyys epdjatkuvassa ajassa

Yr(u) =P(U(t) < Ojollaint > 0,t =r,2r,3r...).

Téten timan miiritelmd mukaan vararikko sattuu vain, jos ylijadma on alle nollan jol-
lain ajanhetkelld r, 2r,3r . ... Jos vararikko tapahtuu epdjatkuvan ajan méaaritelmén
mukaisesti, sen pitidd tapahtua myos jatkuvan ajan médritelméan mukaisesti. Tamai ei
kuitenkaan péde toiseen suuntaan.

Lause 3.6. Jos vararikko tapahtuu jatkuvan ajan mddritelmdn mukaisesti, se el
valttamdittd tapahdu epdjatkuvan mdcdritelmdn mukaisesti.

Todistus. Tarkastellaan ylijadmiprosessia, jossa jollain arvolla n pitee
U(nr) >0jaU((n+1)r) >0,

missd U(7) < 0 jollakin 7 € (nr, (n+ 1)r). Jos U(t) > 0 jokaisella 7, joka ei kuulu
vilille (nr, (n+ 1)r), niin vararikko tapahtuu jatkuvan ajan mééritelméan mukaisesti,
mutta ei epdjatkuvan ajan midritelman mukaisesti. Taten ¢, (1) < ¢ (u). Kuitenkin,
kun r pienenee riittivasti, ¥, («) on riittavd approksimaatio funktiolle  (u). O

Miaritelma 3.7. Madritelladn ddrellisen ajan vararikkotodenndikoisyys y(u, t) seu-
raavasti

W(u,t) =P(U(s) <0jollain 0 < s < 7).
Téten ¢ (u,t) on todennédkdisyys sille, ettd vakuuttajan ylijidmi putoaa alle nol-

lan jollakin direlliselld aikavililld |0, ¢]. Voidaan myos mééritelld epdjatkuvan ajan
vararikkotodennékoisyys dérellisessd ajassa seuraavasti

Ur(u,t) =P(U(s) < Ojollain s =r,2r,3r,...,1),

missd 1 on muuttujan r monikerta. On osoitettu, ettd (1) < Y (u) pitee myos
adrelliselle ajalle, ja tdten myos ¥, (u,t) < ¥ (u,t). Kun r on pieni, niin , (u, t) on
hyva approksimaatio funktiolle ¥ (u, ).

Oletetaan, ettd ¢ > Am; siten, ettd aikayksikkod kohden maksutulo ylittdd odo-
tetun vahinkojen kokonaismiirin. Voidaan osoittaa, ettd mikaéli tdllainen niin sa-
nottu nettotulon tilanne ei pide, niin (1) = 1 kaikilla # > 0. Usein kirjoitetaan

¢ = (1+6)Amy, missd 6 on ylimidirdinen kuormituskerroin.
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4 Klassinen vararikkoteoria

Téssd luvussa esitelldin oikaisukerroin, joka oikaisee riskiprosessia vastaamaan pa-
remmin odotettavaa prosessia. Tamén jdlkeen madritellddn selvidmistodennidkoisyy-
den kaésite. Selvidmistodennikoisyys kuvaa sitd todennédkoisyyttd, jolla vakuuttaja
selvidi vastuistaan, eli alkuvarallisuus ja kertynyt maksutulo riittivit kattamaan sat-
tuneet vahingot. Tamén jdlkeen miéritellddn Laplace-muunnos, jota tarvitaan varari-
kon rekursiivisessa laskennassa. Rekursiivista laskentaa kisitelldén sekd jatkuvassa
ettd epdjatkuvassa ajassa. Lisédksi luvun loppupuolella esitelldidn vararikon approksi-
matiivista laskentaa.

4.1 Oikaisukerroin

Tamén alaluvun esitys pohjautuu Dicksonin kirjan [3] lukuun 7.

Mairitelma 4.1. Madritellddn oikaisukerroin, jota merkitdédn symbolilla R. Oikai-
sukerroin ottaa huomioon vahinkojen yhteisméérén ja maksutulon. Klassisessa riski-
prosessissa oikaisukertoimen on médritelty olevan yksikisitteinen positiivinen juuri
yhtilolle

4.1) AMx(r) = A —cr =0,

missd A on vahinkomééarin jakauman Poisson-intensiteetti, My on vahinkomé&éran X
momentit generoiva funktio ja ¢ maksutulo aikayksikkod » kohden. R madrdytyy siis
ehdosta

4.2) A+cR = AMx(R).

Kirjoitetaan ¢ muotoon (1 + 8)Am1, missd 6 > 0 on ylimédardinen kuormituskerroin
jamp on vahinkoméérin ensimméinen momentti. Tdlloin R on riippumaton Poisson-
parametrista A.

Lause 4.2. Oikaisukerroin R on hyvinmddiritelty. Toisin sanoen yhtdlolli (4.1) on
vksikdisitteinen ratkaisu.

Todistus. Todistetaan, ettd on olemassa yksikéasitteinen positiivinen juuri yhtilolle
AMx(r)—=A—cr=0.

Tarkastellaan funktiota
g(r)y=AMx(r)—A—cr.

Ensinnékin havaitaan, ettd g(0) = 0. Toiseksi

dg d
= (1) =4 Mx(r) —c,
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joten
d
d—f(O) =Am| —c
ja
c—Amy =60Am; >0

ja edelleen

c > Amy.
Seuraavaksi havaitaan, ettd
& & r
ﬁg(r) = AEMX(”) = l/xze’xf(x)dx > 0.
0

Jos funktiolla g on kédédnnepiste, eli piste, jossa sen derivaatta on nolla, niin funktio
saavuttaa miniminsa tissd kdannepisteessd. Osoitetaan, ettd on olemassa y < oo,
jolle

4.3) lim g(r) = oo,
r—oy-—

jolloin g on vidhenevid nollan ympdristossd ja funktiolla on oltava yksikisitteinen
kidnnepiste. Tdten on olemassa yksikisitteinen positiivinen luku R siten, ettd g(R) =
0. Osoitetaan, ettd yhtilo (4.3) pitee. Oletetaan, ettd ei ole olemassa dérellistd lukua
v, jolle yhtalo (4.3) pitee. Koska kaikki vahinkomaarit ovat positiivisia, on olemassa
positiivinen luku € ja todennidkaisyys p, joille patee P(X; > €) = p > 0, jolle

Mx(r) = / e f(x)dx > / e f(x)dx = e “p,
0 €
ja téten
rli_)ngo g(r) = rli_)rglo(/le“p —A—cr)=oco.
O
Ru

Lause 4.3. Klassisessa riskiprosessissa pdtee Lundbergin epdyhtdlo v (u) < e "%,
missd R on oikaisukerroin.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Olkoon vararikkotodennédkoisyys ennen n.
vahinkoa v, (1). Nyt voidaan osoittaa, ettd

Y(u) < e ® kunn=1,2,3,...,

silld

() = lim g, ().

Téten voidaan olettaa viite kiintedlle n, missda n > 1, jolloin saadaan ¢, (1) < e Ru.
Seuraavaksi muodostetaan lauseke funktiolle ¢4, ottaen huomioon ajan ja ensim-
mdisen vahingon médridn. Oletetaan, ettd ensimmadinen vahinko tapahtuu hetkelld
t > 0 ja sen suuruus on x. Jos vararikko tapahtuu ennen (n + 1). vahinkoa, niin joko
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1. vararikko tapahtuu ensimmaiisen vahingon aikana, koska x > u + ct tai

2. vararikko ei tapahdu ensimmadisen vahingon aikana, koska ylijadma u + ct —
x tdmdn vahingon jilkeen on epinegatiivinen ja vararikko johtuu ylijiimén
tasosta jonkin n. vahingon jilkeen.

Koska vahinkoja sattuu Poisson-prosessin mukaisesti, niin ensimméiisen vahingon
ajanhetken jakauma on eksponentiaalinen parametrilla A. Integroimalla kaikkien
mahdollisten ensimméiisen vahingon ajanhetkien ja vahinkoméérien suhteen, saadaan

u+ct

wn+1(u)://le_)"/f(x)dxdt+//le_/“/f(x)wn(u+ct—x)dxdt,
0 0

u+ct 0

missd ensimmdinen integraali kuvaa vararikkotodennikodisyyttd ensimmadisen va-
hingon aikana ja toinen integraali kuvastaa todennikoisyyttd sille, ettei vararikko
tapahdu ensimmaisen vahingon aikana, mutta jollakin n seuraavasta vahingosta. Yli-
jaamdiprosessi alkaa alusta aina ensimmadisen vahingon maksamisen jadlkeen. Siten
vararikkotodennzkoisyys n. vahingon jilkeen on ¢, (u + ct — x).

Sovelletaan induktio-oletusta:

u+ct

Ynet (1) S//le_”/f(x)dxdt+//le_h/f(x)e_R(”+C’_x)dxdt.
0 0 0

u+ct

Koska e Ru+ct=X) > | kun x > u + ct, niin

(o)

/m f(x)dx < / e~RUHI=) £ (1) dx.

u+ct u+ct
Siis
Wne1 (1) S‘/‘/le_/“‘/‘f(x)e_R(”+Ct_x)dxdt
0 0
:e—Ru//le—(/l+cR)l/eRXf(x)dxdt
0 0
:e_R”//le_(“CR)’MX(R)dt,
0

silli A + cR = AMx(R), ja Y1 (1) < e R,
Lopuksi osoitetaan, ettd vdite pitee, kun n = 1. Edeltidvii paittelyd soveltamalla
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saadaan
o0

wl(u)://le_h f(x)dxdt

u+ct
o]

/le_/”/f(x)e_R(”J“Ct_x)dxdt

IA

u+ct

IA

/le_’”/f(x)e_R("+Ct_x)dxdt
0

u
’

0
)
0
00 00
0
e—R

joten vdite on todistettu. O

4.2 Selvidmistodenniakoisyys

Tdmén alaluvun esitys pohjautuu padsiintoisesti Dicksonin kirjan [3] lukuun 7.
Tadman lisdksi ldhteend on kéytetty Promislowin kirjaa [6], mikili ndin on mainittu.

Miiritelma 4.4. [6, s.174] Tarkastellaan diskreettid tapausta, jossa vararikko tapah-
tuu jollakin hetkelld T € {1, 2, ... }. Médritelld4n selviamisfunktio

s(ty=1=F(t) =P(T > 1).

Titen saadaan todennikoisyys sille, ettei vararikko ole vield tapahtunut hetkeen ¢
mennessi tai toisin sanoen selvidminen on tapahtunut hetkeen ¢ asti.

Esimerkki 4.5. [6, s.174-175] Jos f on muuttujan 7 pistetodennikoisyysfunktio,
niin saadaan

4.4) f()=s(-1)-s(1).
Muuttujan 7 jakauma voidaan ilmaista vahingon intensiteetin funktiona
f(1)
A(t) = .
@) s(t=1)

Ehdollinen todennékgisyys sille, ettd vararikko tapahtuu hetken 7—1 jilkeen hetkelld z,
saadaan selviimistodennékoisyydestd hetkeen 7 — 1 asti. Tama pitee silloin, kun s(z —
1) > 0, silld jos olisi s(# — 1) = 0, niin ei olisi mahdollista selviimisti tahin hetkeen
saakka. Funktiot f(¢) ja A(¢) kuvaavat molemmat vararikon todennikoisyyttd hetkeen
t mennessid, mutta eri ndkokulmista. Funktioiden ero voidaan havaita kirjoittamalla
funktion A médritelma muotoon

4.5) f(2) =s(r = 1DA),
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joka kuvastaa sitd, ettd vararikko hetkeni ¢ koostuu kahdesta tapahtumasta. Ensinna-
kin on tapahduttava selvidiminen hetkeen ¢ — 1 saakka ja vararikon on tapahduttava
hetkelld 7. Kun A tiedetddn, voidaan helposti miiritelld muut funktiot seuraavasti:
Yhdistamailla lausekkeet (4.4) ja (4.5) funktiolle f(¢) saadaan

s(1) = s(t = (1 = ().

Alkutilanteessa s(0) = P(T > 0) = 1, jonka liséksi tiedetédn, etta

s(1) =1 =a(1)) jas(2) =1 -A(1)(1-A(2) = (1 - 1)1 - 4(2)).

Jatkamalla induktiivisesti saadaan

s(t) = (1= A(1))(1 = AQ2)) ... (1= A(1)).

Esimerkki 4.6. [6,s.175-176] Médritellddn selvidmisfunktio jatkuvassa tapauksessa
vastaavasti kuin diskreetissd tapauksessa, s(t) = 1 — F(¢t) = P(T > t), selvidmis-
todennikoisyytend hetkeen ¢ asti. TAimé on yhteydessd selvidmistodennikdisyyden
tiheysfunktioon seuraavasti:

(4.6) f(t) = —s"(t), missid s(t) = / f(rdr=1- / f(r)dr.
1 0

Madritelldin riskifunktio u jatkuvassa tapauksessa

AU)
— s(0)

kaikilla ¢, joilla s(#) > 0. Tami on ehdollinen tiheysfunktio vararikolle hetkella
t, kun selvidaminen tapahtuu tihdn hetkeen asti. Kun vili [z, 7 + Af] on pieni, niin
u(t)At, missd At on vilin [t,7 + At] pituus, approksimoi todenndkdisyyttd sille,
ettd muuttujan 7' arvo on kyseiselld vililld, kun selvidminen tapahtuu hetkeen ¢
asti. Analogisesti saadaan lauseke f(¢) = s(t)u(z). Muut arvot voidaan madrittdd
muuttujan u perusteella yhtdldiden (4.6) ja (4.7) mukaisesti

—s'(1)
s(1)

4.7) u(t)

u(t) =

d
= —E(log 5(1)).

Tastd saadaan yhtalo
s(1) = o= Jo nr)dr,

Mairitelmé 4.7. Midritelladn selvidmistodenndkoisyys todennédkoisyytend sille, et-
tei vararikko tapahdu koskaan. Olkoon ¢(u) = 1 — ¢ (u) selvidmistodennikoisyys,
missd u on ensimmadinen ylijaidma.
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Esimerkki 4.8. Selvidmistodennékoisyydelle ¢ voidaan muodostaa yhtdlo sovelta-
malla paattelyd, jota kaytettiin Lundbergin epédyhtdlon todistamiseen. Ensimméiisen
vahingon ajankohdan ja médrin perusteella saadaan

(o) u+tct

4.8) ¢(u) = / de Y / F(x)p(u + ct — x)dxdt,
0

0

kun ensimmiinen vahinko tapahtuu hetkelld t ja sen mééra ei ylitd maardd u + ct,
silld muutoin vararikko tapahtuu.
Sijoitetaan s = u + ct yhtdloon (4.8) ja saadaan

[se]

¢(u)=%//le_ﬂ(tu)/f(x)¢(s—x)dxds
0

u

4.9)

oo

A qu K :
=—e¢'c [ e | f(x)p(s—x)dxds.
/ 0/

c
u

Muodostetaan yhtalo selviamistodennikoisyydelle ¢ derivoimalla yhtdlod (4.9). Saa-
tua yhtdlod voidaan kayttda derivoidessa eksplisiittisid ratkaisuja selvidmistodenna-
koisyydelle ¢. Derivoimalla saadaan

d 5 &8 S u

ﬂ u S ﬁ
o =Set [t [ poats - ndvds -2 [ postu-vds
du c? c
0 0

u

(4.10) )
=Ly - 2 / £ - x)ds.
C C
0

Eliminoimalla integroitava termi voidaan konstruoida differentiaaliyhtdlo ja ratkaista
se. Tarkastellaan tilannetta, jossa vahinkomaarian kertyméafunktio F(x) = 1 — e™**.
Talloin saadaan

(4.11)

u u

4y = 2oy -2 / e p(u - x)dx = “p(u) - 2 / ¢ g (x)dx
du c c c c

0 0
A A -
=—¢(u) - A2 pau / e p(x)dx.
C C
0
Derivoimalla yhtilod (4.11) saadaan
P2 Ad ey R al
“.12) o) = 5o + e [ e - T ow)
du cdu c c

0
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Integroitava termi yhtilossd (4.12) on yhtilon (4.11) integroitava termi kerrottuna
muuttujalla —a. Téten, jos yhtdlo (4.11) kerrotaan muuttujalla @ ja lisdtaan lopputulos
yhtdloon (4.12), saadaan

d? d Ad
WW”) + a5¢(u) = EEQS(M)

eli 5
d A d
— - —)— =0.
S + (@ = 2) - o(w)
TaAma on toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo, jonka yleinen ratkaisu on

A
¢(u) = ag +aje” @,
missid ag ja a; ovat vakioita. Lundbergin epdyhtédlon perusteella tiedetéddn, etti
lim ¢(u) =1,
u—00

joten ag = 1. Tastd seuraa, ettd ¢(0) = 1 + ay, eli a; = ¥(0), joten

(1) = 1 -y (0)e~ (@,

Jaljelle jaa ratkaista ¥ (0). Oletetaan, ettd Lundbergin epayhtilo pétee. Sijoittamalla
¢ = 1 — yhtdloon (4.10), saadaan

d

w0 =20 -5 [ Fwe-nd- S0 - Fw).
0

ja integroimalla tdma vélilla [0, co] saadaan

(4.13) —;D(O):/El/gb(u)du—%//f(x)t//(u—x)dxdu—%/(I—F(u))du.
0 0 0 0

Vaihtamalla integrointijirjestystd kaksinkertaisessa integraalissa saadaan

/Oofuf(xw(u—x)dxdu=/oojow(u—X)duf(X)dx=/Oojow(y)dyf(x)dx:/m¢(y)dy,
0 0 0 0 oY )

Koska yhtilon kaksi ensimmadistd termid kumoutuvat, saadaan

oo

/lml

(4.14) v (0) = %/(1 ~ F(u)du = —.
0

Edelld esitellyssd ei tarvinnut mééritelld funktiota F, mutta Lundbergin epdyhta-
16n oletettiin olevan voimassa. Yhtilo (4.14) kuitenkin pétee yleisesti. Taydellinen
ratkaisu funktiolle ¢, kun F(x) =1 —e * jax > 0, on

2
(4.15) du) = 1 — Ze(e=Du,
ac
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1

=

Klassisessa riskiprosessissa merkitddn R = a — /El ja g (u) = ¢ (0)e R, Kirjoitetaan
maksutulo muodossa ¢ = (1 + 8)Am, jolloin oikaisukerroin ei riipu paramertista A.
Jos c kirjoitetaan vastaavasti yhtdloon (4.14), niin

silld yksittdisen vahingon odotusarvo on m;| =

—ab
e 1+60
1+6

) =1~

on riippumaton parametrista A. Taima riippumattomuus pétee jokaiselle yksittdiselle
vahinkoméiirin jakaumalle, ei vain eksponentiaaliselle jakaumalle.

Miaritelma 4.9. [6, s. 305] Tarkastellaan ajan suhteen diskreettid ylijidméproses-
sia. Olkoon T se hetki, jolloin ylijadma ensimmadisen kerran on negatiivinen. Tatd
sanotaan vararikon ajanhetkeksi. Diskreetissd tapauksessa merkitddn 7 = min{n |
U, < 0}. Mikili ylijaama on kaikissa tapauksissa epanegatiivinen, niin 7 on télloin
oo, eli sen ei tarvitse olla reaalinen.

4.3 Laplace-muunnos

Tdman alaluvun esitys pohjautuu Dicksonin kirjan [3] lukuun 7.

Miaritelmé 4.10. Olkoon 4(y) jatkuva reaalifunktio, joka on méaéritelty positiivisel-
la reaalilukuakselilla ja jolle limy_,c h(y)e™ = 0 jollakin A > 0. Télldin muuttujan
h Laplace-muunnos médritelladn seuraavasti

[e9)

h*(s):/e_syh(y)dy.

0

Laplace-muunnoksella on seuraavat ominaisuudet:

1. Olkoot & ja hy funktioita, joilla on olemassa Laplace-muunnos ja olkoon a;
ja ap vakioita. Talloin fooo eV (arhi(y) + axha(y))dy = a1hi(s) + azh(s).

2. Integraalin Laplace-muunnos: Olkoon % funktio, jolla on olemassa Laplace-
muunnos ja olkoon H(x) = fox h(y)dy. Talloin H* = hTm

3. Derivaatan Laplace-muunnos: Olkoon £ derivoituva funktio, jolla on olemassa
Laplace-muunnos. Tall6in /OOO e‘sy(diyh(y))dy = sh*(s) — h(0).

4. Konvoluution Laplace-muunnos: Olkoon 4 ja h kuten kohdassa 1 ja mééri-
tellddn 2(x) = [* hy (y)ha(x — y)dy. Talldin h*(s) =k} (s)h5(s).

5. Satunnaismuuttujan Laplace-muunnos: Olkoon H satunnaismuuttujan X ker-
tymifunktio. Oletetaan, etti H(0) = 0. Tilloin E[e %] = fom e *YdH(y).Kun
jakauma on jatkuva kertymifunktiolla 4, niin tilldin E[e=*X] = h*(s).
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4.4 Rekursiivinen laskenta

Tdmaén alaluvun esitys pohjautuu Dicksonin kirjan [3] lukuun 7.

Miiritelma 4.11. Oletetaan, ettd ¢ on yhdistetyn geometrisen satunnaismuuttujan
kertyméfunktio. Tarkastellaan yhdistettyd kuluprosessia (L(t));>0, joka madrdytyy
ehdosta L(z) = S(¢) — ct kaikillat > O siten, ettd U(z) = u — L(z). Maéritellddn

satunnaismuuttuja L yhdistetyn kuluprosessin maksimina. Muuttuja L voidaan sa-
maistaa muuttujaan ¢ seuraavasti:

¢(u) =P(U(r) > O kaikillat > 0) = P(L(¢) < u kaikillat > 0).

Téten ¢ on muuttujan L kertyméfunktio, ja koska L(0) = 0, niin L on epdnegatiivinen
satunnaismuuttuja. Edelleen, koska ¢(0) = P(L(t) = 0), niin muuttujalla L on
yhdistetty jakauma, jonka todennikoisyysmassa on nollassa.

Lause 4.12. Aiemmin maddriteltiin yhtdlo (4.13) arvolle ¥(0) olettaen, ettd Lund-
bergin epdyhtdlo on voimassa. Osoitetaan nyt, ettd tdmd yhtdlo pdtee yleisesti, kun
vahinkomdidirdn kertymdfunktiolle pdtee F(x) = 1 — e™**.

Todistus. Tarkastellaan satunnaismuuttujan L Laplace-muunnosta L*:

(o)

L*(s) = E[e™"] = $(0) + / e (9 ()du

0

Integroitava termi on funktion ¢ derivaatan Laplace-muunnos,

cs¢(0)
es = A(L = f*(s))

Tiedetiin, ettd lim,_o, L*(s) = lim,_o, E[e™*F] = 1, ja lim,_o. L*(s) saadaan
my0s edelli olevasta yhtilostd seuraavasti:

(4.16) L*(s) = ¢(0) +5¢"(s) — ¢(0) = 5¢"(s) =

lim L*(s) = lim cs¢(0)
s—0+ s—0+ cs—/l(%)f*(s)

kayttimailla I’ Hospitalin sdantod. Edelleen koska

d r )
im <L (s) = - lim / ye ™ F(y)dy = —m1,
s—0+ ds s—0+

0

saadaan
0
c — Am
ja taten
A
$(0)=1- Anmi
C
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Kiinnitetddn nyt huomiota muuttujan L jakaumaan. Havaitaan, ettd yhdistetty kulu-
prosessi on nollaa suurempi vain, jos ylijidma putoaa alle sen aloitustason, ja timén
todennékoisyys on ¢(0). Oletetaan, ettd tima tapahtuu ja ylijidméa putoaa tasolle
u — Iy, missa [; > 0. Tilloin yhdistetty kuluprosessi saavuttaa korkeimman tasonsa
[, télla ajanhetkella.

Todennikoisyys sille, ettd yhdistetty kuluprosessi saavuttaa toisen maksimipisteensa,
onjilleen ¢ (0), silld riittdd, ettd ylijadma putoaa alle tason u—!/; jollakin tulevana ajan
hetkend. Tassd kidytetdadan hyodyksi siti tietoa, ettd yhdistetylld Poisson-prosessilla on
kiintedt ja riippumattomat lisdykset. Jos ylijadma vield putoaa alle tason u — [; ja
pudotuksen miird on /> > 0, niin uusi maksimi yhdistetylle kuluprosessille on /1 + />
ja lisdys prosessin maksimiin on /,. Jatkamalla tdhén tapaan havaitaan, ettd todenna-
koisyys maiirille n lisdyksid yhdistetyn kuluprosessin lakipisteessd on

4.17) ¥ (0)"¢(0), kunn=0,1,2,...,

mikd on geometrisen jakauman pistetodennikoisyysfunktio. Edelleen maksimi yh-
distetylle kuluprosessille on yksinkertaisesti lisdyksien summa prosessin lakipis-
teessd. Taten voidaan Kkirjoittaa L yhdistettynd geometrisena satunnaismuuttujana
L= Zf\i | Li, missd N on lisdyksien mééré yhdistetyssd vahinkoprosessissa, jonka to-
dennikdisyys saadaan yhtilosti (4.17) ja L; on i. lisdyksen madri prosessissa. Koska
yhdistetty kuluprosessi alkaa alusta joka kerta, kun se saavuttaa lakipisteensd, (L;).>,
on jono riippumattomia ja riippumattomasti jakautuneita satunnaismuuttujia.
Kiytetdaan Laplace-muunnosta muuttujan L jakauman 16ytdmiseksi. Olkoon K (x) =
P(L; < x) ja olkoon £ siihen liittyvé intensiteettifunktio. TallGin

E(e™") =E(E(e™*" | N)) = E(k*(s)"),

missd k*(s) = E(exp(—sLy)). Edelleen, koska N on geometrisesti jakautunut, muut-
tujalla L on yhdistetty geometrinen jakauma, missa

¢(0)

(4.18) E(e™l) = TS0

On jo osoitettu, ettd
0)
E —sL — CS¢( ’
S (O
ja yhtdloimalld nama lausekkeet saadaan
esp(0)  _ 4(0)
es = AL=f*(s))  1=y(0)k*(s)’

misté asettamalla ¢ (0) = 1= saadaan

. 1
k*(s) = —(1 = F(x)).
mips
Koska muuttujan L; jakauma on jatkuva, niin arvojen laskemiseksi funktiolle ¢,

tulisi tdima jakauma diskretisoida. Vaikka tami lahestymistapa johtaa jiarkeviin ap-
proksimaatioihin funktiolle ¢, parempi ldhestymistapa on etsid rajat funktiolle ¢.
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Rajojen saavuttamiseksi médritellddn satunnaismuuttuja

La = Z Loz,ia

N
i=1

missd N on yléraja ja (L), on jono riippumattomia, samoin jakautuneita satun-
naismuuttujia, joilla kaikilla on kertyméafunktio K, ja todennédkoisyysfunktio

Koy =K(x+1)-K(x),kunx=1,2,....
Taten, kun x > 0, niin

Kq(x) > K(x).

Vastaavasti madritelladn satunnaismuuttuja

N
Lg=) Lg:
i=1

missd N on yléraja ja (Lg,;).”, on jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satun-
naismuuttujia, joilla kaikilla on kertymifunktio Kz ja todennikoisyysfunktio

Kgy=K(x+1)-K(x),kunx=1,2,....
Kun x > 0, niin Kg(x) > K(x) ja yhtdsuuruus pétee, kun x on lisdys. Tdten
Ko(u) > K(u) > Kg(u).
Tiedetddn, ettd jarjestys sdilyy konvoluutiossa, joten

Ky (u) > K(u)™ > Kg(u)"™.

Koska .
B(u) = ¢(0) + > w(0)"$(0)K™ (u),
n=1
niin
P(Ly <u) >P(L <u)>P(Lg <u)
ja

P(L, <u) >P(L <u)>P(Lg <u).

Keskeistid yhtéloissa on, ettd kun > 0, niin keskimmaéinen termi jokaisessa on ¢ (u),
mutta koska L, ja Lg ovat diskreettejd satunnaismuuttujia, niin

P(Ly <u) <P(Ly < u)
ja
P(Lg <u) <P(Lg <u).
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Téten voidaan sitoa ¢(u), kun u > 0 seuraavasti:

P(Lg <u) < ¢(u) <P(Ly < u).
Tamd pitee vain silloin, kun u > 0, silld L, | ja Lg 1 ovat diskreetteji satunnaismuut-
tujia. Asetetaan ¢, (u) = P(L, < u) ja ¢pg(u) = P(Lg < u). Till6in
¢(0)
0)=———FF—,
2ol = T Ok
jakunu =1,2,..., niin

u

(¢(0) +¥(0) ) ke ja(u = ).
=1

Jj=

P T Ok

Vastaavasti ¢g(0) = ¢(0), jakunu = 1,2, ..., niin

$5(0) = $(0) +y(0) ) kg jd(u— J).

Jj=1

4.4.1 Rekursiivinen laskenta epijatkuvassa ajassa

Tdmaén alaluvun esitys pohjautuu Dicksonin kirjan [3] lukuun 7.

Huomautus 4.13. Diskreetin riskimallin mukaisesti voidaan méérittdd yhtalot seka
lopulliselle ettd ddrellisen ajan vararikkotodennékoisyydelle, joita kumpaakin voi-
daan kiyttad klassisessa riskimallissa vararikkotodennédkoisyyden arvoimiseksi.

Klassisessa riskimallissa médritelldin approksimointiproseduuri dérellisen ajan
vararikkotodennikoisyydelle seuraavasti:
N(s)
U(u,t) =P(u+cs— Z X; < 0 jollakin 5,0 < s < 1),
i=1
missé kiintedlle arvolle s pitee N(s) ~ PN (1s).

Kirjoitetaan nyt ¢ = (1 + §)Am ja asetetaan A = m = 1, silld rahamdira kuvaa
keskimairdistd yksittdistd vahinkomiirdi ja aikayksikko kuvaa sitd hetked, jolloin
vahinko on odotettavissa. Ndin saadaan skaalattua parametrit approksimointiprose-
duurin muodostamista varten. Muodostetaan kolmivaiheinen approksimointiprose-
duuri seuraavasti:

1. Korvataan muuttuja X;, missd i = 1,2, 3, ..., muuttujalla X;;, missd X;; on

diskreetti satunnaismuuttuja, joka on jakautunut seuraavasti; 0, é, %, ..., Mmissd
B > 0. Muuttujan X ; jakauma tulee valita siten, ettd se on hyvi approksimaatio
muuttujan X; jakaumalle. Mairitelldan
N(s)
Ui (u, 1) =P(u+ (1+8)s — Z X1, < 0jollaikin s,0 < s < ).
i=1
Téll6in funktio | (u, ) on hyva approksimaatio funktiolle v (u, t).
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2. Miaritelldan
Xz’i = ﬁXl,i’ kuni = 1,2, 3, e

ja
N(s)

Ua(w, 1) = P(w+ (1 +6)Bs — Z X, < 0 jollaikin s,0 < 5 < 7).
i=1

Talloin saadaan

Ua(Bu,t) =i (u,t).

3. Muutetaan nyt aikaskaalaa vaihtamalla Poisson-prosessin parametriksi m.
Tadma tarkoittaa sitd, ettd maksutulo aikayksikkod kohden on 1, ja tdten voidaan
kirjoittaa

N'(s)
(4.19) Us(w,1) = P(w+ s — Z X5, < 0jollakin 0 < s < ),

i=i

missd kiintedlld arvolla s, N*(s) on Poisson-jakautunut keskiarvolla m.
Talloin

lﬁ},(a), (1 + H)ﬁt) = w2(w’ t)
ja edelleen
Yu,1) = g3(up, (1+6)B1).

Funktiosta y3(u, t) saadaan vararikon todennikdisyys jatkuvassa ajassa dis-
kreeteilld yksittdisilld vahinkomaiirilla. Tata voidaan approksimoida diskree-
tin ajan vararikkotodennékoisyydelld. Aloitetaan kirjoittamalla uudelleen funk-
tion ¥ 4(u, t) midritelma seuraavasti

n

(4.20) Wa(u,1) =P(u+n- Y S <0jollakinn =1,2,3,...,1),
i=1

missd S; edustaa kertynyttd vahinkomiéraa i. aikajaksossa. Kun muuttujal-
la S; on yhdistetty Poisson-prosessi Poisson-parametrilla m ja yksittdiset
vahinkomiirat, jotka ovat jakautuneet kuten X»;, yhtélostd (4.20) saadaan
diskreetin ajan vararikkotodennidkoisyys, joka vastaa yhtiloa (4.19). Téten ap-
proksimaatio funktiolle ¢ (u, ) on ¥ 4(upB, (1 + 6)5t) ja vastaavasti approksi-
maatio funktiolle ¢ (u) on ¥ 4(uf). Jos approksimoidaan jatkuvan ajan vara-
rikkotodennikoisyyttid diskreetin ajan vararikkotodennidkoisyydelld, voidaan
approksimaation olettaa olevan hyvi, jos ylijddmaén tarkistuspisteiden aikavili
on pieni. Tassd approksimaatiossa voidaan saavuttaa taima valitsemalla suuri
muuttujan S arvo.
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4.4.2 Vararikon approksimatiivinen laskenta
Téamin alaluvun esitys pohjautuu Dicksonin kirjan [3] lukuun 7.

EsimerkKi 4.14. Tarkastellaan yksinkertaista riskiprosessia (U(7));>0, jolle halutaan
laskea lopullisen vararikon todennékdisyys. Riskiprosessia voidaan approksimoida
klassisella riskiprosessilla (U (¢));»0, jolla on seuraavat ominaisuudet:

1. U0)=u

2. Poisson-parametri on A

3. maksutulo aikayksikkod kohden on ¢ ja

4. yksittiisen vahingon méirin tiheysfunktio on F(x) = 1 — ¢=® missid x > 0.

Koska yksittidisen vahingon mééran jakauma approksimoidussa riskiprosessissa on
eksponentiaalinen parametrilla &, niin yhtdlostéd (4.15) seuraa vélittomasti, etta ris-
kiprosessin (U(t));>o lopullisen vararikon todennikoisyys on

A - ~
U(u,t) = ?e_(“_g)“.
ac

Tami on De Vylderin approksimaatio riskiprosessin (U(t));>o lopulliselle vararik-
kotodennikoisyydelle. Parametrit A, ¢ ja @ on valittu ylijaiiméiprosessin vastaavien
hetkien perusteella. Ensin asetetaan

E[U(1)] =E[U(1)],
mistd saadaan .
At
u+ct—Amit=u+ct— —
a

tai

(4.21)

o

=c—Am; +

Q| &

Seuraavaksi asetetaan
E[(U() -E[U()])*] =E[(T(t) - E[U(1)])*]

ja koska
U(t) —E[U(t)] = =S(¢t) + Amt,

niin tima on ekvivalentti asetuksen
VIS()] = V[S(1)]

kanssa, missi (S(¢)),s0 tarkoittaa kertynytti riskiprosessia approksimoidussa pro-
sessissa (U(?));>0, josta saadaan

(4.22) Amy =

e
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Kolmanneksi asetetaan

E[(U(1) -E[UM])’] = E[(T (1) -E[T(1)])’],
mikd on ekvivalentti asetuksen

Sk[S(1)] = Sk[S(1)]

kanssa, mistd saadaan
(4.23) Ams =
Yhtiloistd (4.22) ja (4.23) saadaan
(4.24) a=—

ja korvaamalla @ yhtilosti (4.22) saadaan

3
9/1m2

R
2m3

(4.25) A=

Viimeinen vaihe on saavuttaa ¢ sijoittamalla lausekkeet (4.24) ja (4.25) muuttujien &
ja A paikalle yhtiloon (4.21). De Vylderin approksimaation soveltamiseen vaaditaan,
ettd ensimmaiset kolme yksittédistd vahinkohetked ovat olemassa. Tilanteissa, joissa
oikaisukerroin on olemassa, metodilla yleensid saadaan hyvi approksimaatio, kun
vararikkotodennékoisyydet ovat pienid, kuten alle 5%. Approksimaatio on kuitenkin
epitarkka pienilld muuttujan u arvoilla, etenkin, kun « = 0, mutta sellaiset arvot ovat
kiytannossd mielenkiinnottomia, kun vararikon todennikoisyys on suuri. Yleisesti
metodi ei ole kovin tarkka, silld se ei huomioi oikaisukerrointa.
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S5 Edistynyt vararikkoteoria

Téssd luvussa késitellddn edellistd lukua syvemmin vararikkoteoriaa. Aloitetaan esit-
telemilld vararikon rajaongelma, joka kuvaa sité, ettd vararikko tapahtuu, kun yli-
jddmaéprosessi saavuttaa niin matalan tason, etti vakuuttaja ei pysty enéda selvidméién
vastuistaan. Tdmén tason miérittdminen on tirkedd, jotta tiedettdisiin, kuinka paljon
varallisuutta yhtiolld tulee olla vihimmillaén, jotta vararikolta viltyttdisiin. Tdmén
jilkeen tarkastellaan vararikon vakavuutta, joka kuvaa sitd, kuinka lopullinen vara-
rikko voi johtua suoraan siitd, ettd ylijidma jaa alle tietyn tason tai myohemmin tista
matalasta ylijadmén tasosta. Luvussa tarkastellaan myos ylijadméaa ennen vararikkoa,
eli tarkastellaan sitd, mikd on todenndkoisyys sille, ettd jokin ylijadmén alkutaso
ei ole riittdvd, vaan ylijidmi putoaa alle sellaisen tason, ettd vararikko tapahtuu.
Viimeisimpani tarkastellaan vararikon ajanhetked, eli etsitddn todenndkoisyys sille,
ettd vararikko tapahtuu tiettyyn hetkeen mennessd. Vararikon ajanhetki kertoo sen,
milloin vararikon voidaan odottaa tapahtuvan. Timén avulla voidaan ennustaa, kuin-
ka kauan alkuvarallisuus riittdd kattamaan korvausvastuun, jolloin osataan varautua
tilanteeseen ja mahdollisesti vélttdd vararikko.
Tadmén luvun esitys alalukuineen pohjautuu Dicksonin kirjan [3] lukuun 8.

5.1 Rajaongelma

Tarkastellaan vararikkoa klassisessa riskimallissa. Oletetaan, ettd vakuuttajan ylijaa-
ma alussa on u. Tarkastellaan todenndkoisyytta sille, ettd vararikko tapahtuu ilman,
ettd ylijidmaprosessi saavuttaa tasoa b > u.

Merkitéddn &(u, b) todennikoisyyttd sille, ettd vararikko tapahtuu alkutilanteesta
u ilman, ettd ylijadméprosessi saavuttaa tasoa b > u ja y(u, b) todenndkdisyyttd
sille, ettd ylijidméprosessi saavuttaa tason b, ennen kuin ylijadmaprosessi putoaa
alle nollatason.

Lause 5.1. Klassisessa riskimallissaa pdtee &(u,b) + x(u, b) = 1. Toisin sanoen,
ldhes varmasti ylijddmdprosessi joko saavuttaa tason b tai putoaa nollatasolle.

Todistus. Oletetaan alkuylijaamin olevan u. Tarkastelaan tilannetta, jossa vararikko
tapahtuu ja ylijidméprrosessi ei saavuta tasoa b > u ennen vararikkoa. Eli toisin
sanoen tarkastellaan todennidkoisyyttd sille, ettd vararikko tapahtuu, kun silli on
absorboiva raja arvossa b. Merkitdin tita todennidkoisyyttd & (u, b), ja y (u, b) toden-
nikoisyyttid, ettd ylijadmiprosessi saavuttaa tason b alkutilanteesta u ilman, ettd se
ensin putoaa alle nollan. Jotta saadaan muodostettua lausekkeet muuttujille £ (u, b) ja
x (u, b), tarkastellaan lopullisen vararikon ja selvidmisen todennikoisyyksii erikseen
rajoittamattomassa ylijidmaprosessissa.

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa ylijadmaiprosessi saavuttaa tason b > u ennen
vararikkoa. Talloin alaluvussa 4.2 esitelty selvidminen tapahtuu alkutilanteesta u, jota
merkitddn ¢ (u) ja ylijidmiprosessin tulee kéayda ldpi taso b > u jollain ajanhetkella.
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Alaluvussa 3.3 mainittiin, ettd mikéli maksutulo aikayksikkod kohden ei ylitd
odotettujen vahinkojen kokonaismiérad, niin ¢ () = 1 kaikilla u > 0. Koska ole-
tettiin selvidmisen tapahtuvan, kunnes taso » > u saavutetaan, voidaan olettaa, etta
ehto ¢ > Am; pitee. Télloin U(t) — oo, kun t — oo. Ajan jakauma seuraavaan
vahinkoon siitd, kun ylijidmai saavuttaa tason b on eksponentiaalinen, joten ylijaa-
maiprosessin todenndkdinen kiyttdytyminen siitd ldhtien, kun se saavuttaa tason b,
on riippumaton sen kiyttiytymisestd ennen tason b saavuttamista. Tdlloin

¢(u) = x(u, b)p(b)

tai ekvivalentisti

1 —y(u)

1-y(b)

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa ylijidméprosessi ei saavuta tasoa b > u. Talldin
vararikko tapahtuu ylijidmén alkutilanteesta u siten, etti ylijadméprosessi ei saavuta
tasoa b ennen vararikkoa. Talloin

¥ (u) = &(u, b) + x(u, b)y (D)

x(u,b) =

siten, etta

£ b) = w(u) - V0 =

W (u) -y (b)
1-y(b) '

1=y (b)
Havaitaan, etti
E(u,b) + x(u,b) =1,

joten lopulta vararikko tapahtuu joko ilman, ettd ylijidméprosessi saavuttaa tasoa b
tai siten, ettd ylijiiméprosessi saavuttaa tason b. O

5.2 Vararikon vakavuus

Tarkastellaan vararikon vakavuutta eli suurinta vakuuttajan alijiimid, ennen kuin
ylijidmaéprosessi toipuu nollatasolle.

Miiéritelma 5.2. Miiritelldan vararikkohetki 7;, alkuylijidmaélle u seuraavasti:
T, =inf{r | U(t) < 0},
misséd T, = o0, jos U(¢) > 0 kaikilla r > 0. Téten
¥ (u) = P(T, < ).

Madritelldin nyt
G(Lt, )’) = P(Tu < Ooja U(TM) 2 —)’),

mikd on todennikdisyys sille, ettd vararikko tapahtuu ja vakuuttajan alijaiama tai
vararikon vakavuus on vihintddn —y.

Y (O)U*(s.y)

Lause 5.3. Funktion G (u, y) Laplace-muunnokselle G* (s, y) pdtee G*(s,y) = T3 Ok ()"
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Todistus. Kyseessd on midritelméassid 3.7 mdidritetty lopullisen vararikon todenni-
koisyys ddrellisessd ajassa, joten

Jim Gu.y) = v(u)
siten, etta
G(u,y)
¥ (u)

on sopiva kertymifunktio. Taten madratylle ylijadméafunktiolle u, G (u, -) on vailli-
nainen kertymifunktio, jolla on vaillinainen tiheysfunktio

=P(UT)| <y | T, <o)

8 ) = 2-G )
y
Jotta G saataisiin ratkaistua Laplace-muunnoksen avulla, tarvitaan lauseke funktiolle
g(0, y). Tama voidaan konstruoida kdyttamalla hyodyksi sitd tietoa, ettd vahinkomaa-
ralld ensimmaéisessi kertyneen vahinkoprosessin lakipisteessd, olettaen etti tidllainen
on olemassa, on intesiteettifunktio

5.1) K(x) = mi]u ~ F(x),

missd m; on vahinkoméérin ensimméinen momentti ja F'(x) vahinkoméérén kerty-
mifunktio. Tiedetddn myos, ettd todenndkoisyys ensimmadiselle lakipisteelle kerty-
neessi vahinkoprosessissa on ¢ (0). Tastd seuraa, etti

_2(0,y)
k(y) = 2(0)

siten, etta 1
g(0,y) = ;(1 - F(y)).

Kirjoitetaan nyt lauseke funktiolle G (u, y). Mikéli vararikko tapahtuu ja alijaami
prosessin lakipisteessd on y, niin ensimmaisessd tapauksessa, kun ylijidmai putoaa
alle alkuperiisen tason u, niin joko

1. ylijadma putoaa tasolle u — x, missd x > 0 siten, ettd vararikko myohemmin
johtuu tistd ylijadman tasosta, jossa alijaidma on korkeintaan y tai

2. vararikko johtuu tédstd pudotuksesta, jossa alijaama on korkeintaan y.

Kirjoitetaan G (u, y) muotoon

u u+y

5.2) Gu,y)= [ g0,x)G(u—-x,y)dx+ [ g(0,x)dx
/ /
(5.3) ~ 00 [ K6 - x)de+ OV,
0

34



missa
u+y

U(u,y) = / k(x)dx = K(u+y)— K(u).

u

Oletetaan nyt, ettd

[ee)

G*(s,y):/e_S”G(u,y)du
0
ja

U(s,y) / e *"U(u, y)du.

Kaytetdin sitten Laplace-muunnosta kaavaan (5.3), jotta saadaan integraali esitettyd
vararikkotodennékdisyyden avulla. Saadaan

Y (O)U*(s,y)

G = Ty 0k (5)

5.2.1 Vararikon maksimaalinen vakavuus

Lause 5.4. Tarkastellaan laajemmin vararikon maksimaalista vakavuutta. Vararikon
maksimaalisen vakavuuden kertymdfunktiolle J,(z) pdtee

Y (u) - (u+2)
Y)(1-y(2)

Todistus. Sallitaan ylijadméprosessin jatkua, mikéli vararikko tapahtuu. Tarkastel-
laan vararikon maksimaalista vakavuutta vararikon sattumishetkesta siihen asti, kun-
nes ylijaidmaprosessi seuravan kerran saavuttaa nollatason. Oletetaan, ettd maksutu-
lolle pitee ¢ > Am;. Télloin tiedetddn, ettd ylijidméprosessi saavuttaa timén tason.
Oletetaan muuttujan 7,, olevan ensimméinen ajanhetki, jolloin ylijidméprosessi saa-
vuttaa nollatason vararikon tapahtumisen jalkeen. Midritellaan muuttuja M, varari-
kon maksimaaliselle vakavuudelle seuraavasti:

Ju(z) =

M, =sup{|U(t)|,T, <t < T,;}.
Olkoon
Ju(z) =P(M,, <z | T, < )

muuttujan M, kertymifunktio, olettaen ettd vararikko tapahtuu. Vararikon maksi-
maalinen vakavuus on korkeintaan z, jos vararikko tapahtuu alijaamailld y < z ja jos
ylijadma ei putoa alle tason —z tasosta —y ilman, ettd se putoaa alle tason 0. Téaten

Ju(2) = g(uy)

e =y = s >¢<>/g( )z~ y)dy.
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Tatd voidaan arvioida lausekkeella

o Z

(5.4) l//(u+z)=/g(u,y)dy+/g(u’y)lﬁ(z—y)dy-

z 0

Mikali vararikko tapahtuu ldhtétilanteesta, jossa ylijadma on u + z, niin ylijidméapro-
sessin on pudottava alle tason z jollain tulevalla ajanhetkelld. Jaetaan timai tapauksiin,
joissa joko vararikko tapahtuu timén pudotuksen aikana, minka todennikoisyys saa-
daan ensimmadisestd integraalista, tai vararikko tapahtuu myohemmaélld ajanhetkelld,
minkd todennékoisyys saadaan toisesta integraalista. Titen saadaan yhtalo (5.4) ar-
volle ¥ (u + z). Havaitaan, ettd ¢ = 1 — ¢ ja kirjoitetaan yhtdlo (5.4) muodossa

Z o Z

/ g ()9 (z — y)dy = / ¢(uy)dy + / gt y)dy — 0 (u+2) = () — (1 +2).

0 z 0

Taten

W) - yu+2)
b (T-y (@)

Ju(2)

5.3 Ylijaama ennen vararikkoa

Tarkastellaan ylijiimén jakaumaa vilittomasti ennen vararikkoa. Aiemmin merkittiin
aikaa vilittomasti ennen vararikkoa notaatiolla 7,, . Merkitddn nyt muuttujalla U(T)))
ylijidméprosessin tasoa vilittdmaisti ennen sen vahingon maksamista, joka aiheuttaa
vararikon.

Mairitelma 5.5. Tarkastellaan vararikkoa edeltdvaa ylijaamad, kun ylijidmén alku-
taso on u. Todennikoisyys sille, ettd kdytettavissad oleva varallisuus ennen vararikkoa
on alle tason x ja ylijidméprosessi ei alita tasoa x ennen vararikkoa on

W(u,x) =P(T, < 0 jaU(T,)) < x).

Lause 5.6. Ylijddmdille vilittomdsti ennen vararikkoa pditee

_1-G(0,x) v (0) — G(0,x)
W(u’X)_l——[//(())w(u)_ 1_{/](0) , kun 0 <u <x
1-G(0,x)

W(u,x) =G(u—x,x) — W (u—x)—y(u)), kunu > x.

1 —y(0)
Todistus. Vararikkotodennikoisyyttd kuvaava funktio W(u,x) on vaillinainen ker-
tymafunktio, silld P(7,, < 1) < 1. Tarkasteltavassa tapauksessa kdytettdvissa oleva
varallisuus vilittomaisti ennen vararikkoa on vihemmin kuin vararikon aiheuttaman
vahingon vahinkomdéira. Kun 0 < u < x, niin vararikko saattaa johtua muusta kuin
siitd, ettd ylijaidma ennen vararikkoa on alle x ensimmaisessd tapauksessa, kun yli-
jddma putoaa alle sen alkutason, mutta kun ¥ > x, niin se ei voi johtua muusta.
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Tarkastellaan tapauksia O < u < x jau > x erikseen.

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa 0 < u < x. Mikali ylijadmaéprosessi ei koskaan
saavuta tasoa x, niin vararikon tiytyy tapahtua, kun ylijaama ennen vararikkoa on al-
le tason x. Tarkastellaan sitd, saavuttaako ylijidmaprosessi tasoa x vai ei. Merkitdan
tata

(5.5) W(u,x) = &(u,x) + x(u, x) W(x, x),

missi funktiot £ ja y ovat kuten lauseessa 5.1.

Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa u = x. Mikdli ylijiima ennen vararikkoa on alle
tason x, niin ensimmadisessd tapauksessa, jossa yljidma putoaa alle sen ldhtotason,
sen on pudottava jollekin tasolle vililld [0, x]. Muutoin vararikko tapahtuu ensim-
mdiselld hetkelld, kun ylijiima alittaa ldhtotason siten, ettd ylijaidma ennen vararik-
koa on vihintdédn x. Ehdollistamalla ensimmaéisen pudotuksen maarii alkutilanteesta
saadaan

X

(5.6) W(xox) = / £(0. )W (x - y,x)dy.
0

Koska tiedetdin muoto jakaumalle W(u, x), kun u < x, niin timi voidaan sijoittaa
edeltdvddn yhtdloon ja tdlloin saadaan

X

W(x,x) = / (0, y)(&(x =y, x) + x (x =y, x)W(x, x))dy
0

ja jarjestimailld uudelleen tima vastaavuus, saadaan

/()xg(oa)’)f(x -y, x)dy
1= [7g(0,y)x(x =y, x)dy

Yksinkertaistetaan yhtdlod (5.7). Kun y — oo, niin yhtilosta (5.2) saadaan
(5.8)

(5.7 W(x,x) =

W) = / ¢(0, y)u (u—y)dy+ / 5(0, y)dy = / £(0, ) (u—y)dy+5:(0)~G(0, 1)
0 u 0
siten, etta

u

[ 90wy =) - 40 + G010,
0
Téten yhtdlon (5.7) oikean puolen osoittaja voidaan kirjoittaa seuraavasti:

r ) [ -y -k
0/g((),y)f(x y,x)dy—o/g(O,y) - dy
_ ¥ ) ¢ (0) +G(0,x) —¢(x)G(0,x)

1-y(x)
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ja integraali nimittdjdssd voidaan kirjoittaa seuraavasti:

X X

L=y(=y) GO0 -y@+¥(0) - G(O0.x)

g0, y)x(x=y,x)dy = [ g(0,y)—— y —
/ 0/ 1=y (x) 1 -y (x)

0

Taten saadaan

y(x) —¢(0) +G(0.x) — Y (x)G(0,%)

(5.9) W(x,x) = ]
Yhtiloiden (5.5) ja (5.9) perusteella saadaan
(510) W(u,x) = I_G—(O’x)lp(u) _ I/I(O) B G(O,X)

1-y(0) 1-y(0) ~

kun O < u < x. Erityisesti, kun u = 0, saadaan yhtédpitavyys W(0,x) = G(0, x).
Tarkastellaan sitten tapausta u > x. Vastaavasti kuin tapauksessa u = x, kun ylijaama
ennen vararikkoa on alle x, niin tdytyy olla olemassa ensimmaéinen tapaus, kun ylijaa-
mi putoaa alle tason x, ja tdimidn pudotuksen miiri alle tason x ei voi ylittdd maaraa
x. Todennékaisyys sille, ettd ylijidma putoaa tasolta u tasolle, joka on vilillad [x, 0],
on sama kuin todennikoisyys sille, ettd vararikko tapahtuu ylijidmén ldahtotasosta
u — x, kun alijidma vararikossa on korkeintaan x. Téaten voidaan kirjoittaa

X

(5.1) W) = [ glu-x )W - yoody,
0
Vastaavasti kuin tapauksessa u = x, voidaan sijoittaa W (x — y, x) yhtdloon (5.11),

mutta nyt kayttimallad yhtdloa (5.10) saadaan
(5.12)

¥(0) - G(0,x)
1-y(0)

X
1-G(0,x)

R E70)

G(u—x,x).

gu—x,y)¥(x—y)dy -

Integroitavan termin arvioimiseksi havaitaan, ettd jokaiselle x < u lopullisen varari-
kon todennékaisyys ¢ (u) voidaan kirjoittaa muodossa

X (o)
¥u) = / glu—x, )¢ (x —y)dy + / g(u—x,y)dy.
0 x
Niin voidaan kirjoittaa, silld vararikko tapahtuu toisella kahdesta tavasta. Joko yli-
jadma putoaa alle tason x ensimmadistd kertaa, ei kuitenkaan mairdd x enemmain,
tasolle x — y ja vararikko tapahtuu myohemmin johtuen tédsti pudotuksesta, tai yli-

jaamd putoaa alle tason x ensimmadisen kerran ja pudotuksen méird on yli x, mista
vararikko johtuu. Téten

X

/ g —x, ) (x—y)dy = () ~ / g (u—x, y)dy = ()~ (1 =) + G (1, x).

0
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Sijoittamalla tdima lauseke yhtidloon (5.12) saadaan lopulta
1-G(0,x)
1-y(0)

kun u > x. Koska yhtilo (5.9) toteuttaa molempien yhtédloiden (5.10) ja (5.13) ehdot,
voidaan ylli olevat tulokset tiivistdd seuraavasti:

(5.13) W(u,x) =G(u—x,x) - (W (u = x) = ¢ (u)),

_1-G(0,x) ¥ (0) — G(0,x)
(5.14) W(u,x) = 1_—l//(0)lﬁ(u) TS g0)
kun0 <u <xja
515 W) =Gl = s =) - ),

kun u > x. Téten vaillinainen kertyméfunktio vararikkoa edeltdville ylijidmaille
on ilmaistu lopullisen vararikon todennikdisyyden ja vaillinaisen kertymifunktion
termeilla. O

Tarkastellaan vaillinaista intensiteettifunktiota
0
w(u,x) = —W(u,x).
ox

Havaitaan, ettd vaikka funktio W on jatkuva, kun u = x, niin se ei ole derivoituva ja
siksi funktiota w tarkastellessa tulee tarkastella erikseen tapauksia u < x ja u > x.
Kun u < x, saadaan w(u, x) suoraviivaisesti derivoimalla yht&dloa (5.14). Titen

— Y (u)
—y(0)’

ja koska W(0,x) = G(0,x) ja w(0,x) = g(0,x) = ’;l(l — F(x)), missd F(x) on
vararikon ajanhetken kertyméafunktio, saadaan

w(u,x) = g(0, x)

Y (u)

W) = £1 = F) =5,

Kun u > x, derivoimalla yhtdl6i (5.15) saadaan

Y(u—x)—(u) l—G(0 x) 0
1-y(0) - ¢(0) oOx

Tama yhtélo yksinkertaistuu huomattavasti derivoimalla funktiota G. Tamin lausek-
keen perusteella G (u — x, x) voidaan kirjoittaa seuraavasti:

(5.16) w(u,x) = %G(u—x,x)+g(0,x) — Y (u—x).

Gu-x,x)=¢(0)(K(u) — K(u—x)) + Z ¥ (0)™! / k™ (s) / k(z)dzds
n=1 0 U—x—s
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ja téaten

%G(u - X,X)
=y (0)k(u —x) — Z ¥ (0)" k"™ (u — x) / k(z)dz + Z ¥ (0)"1 / K" (s)k(u —x — s)ds
n=1 0 n=1 0

Y (0)k(u —x) - i Y (0)"™ K" (u = 0K (x) + i Y (0™ kD" (u - x)
n=1 n=1

N

Y (0)"K™ (u=x) = > g (0)"* k™ (u - x)K (x)
1

n=1

3
Il

Y (0)"k" (u = x)[1 - (0)K (x)].

M2

S
Il
—_

Vastaavasti olettamalla, ettd x — oo, voidaan kirjoittaa

V=3 =001 - Kw=0)+ Y w0 [k [ kadads
n=1 0 U—x—s

siten, etta

Sy
=y (0)k(u —x) — i ¥ (0)" k"™ (u — x) + i ¥ (0)"*! / k™ (s)k(u — x — s)ds
n=1 n=1 0

W (0)"K"™ (u=x) = > w(0)™* k"™ (u - x)
n=1

NTRINGL

Y (0)"k™ (u —x)[1 -y (0)].

3
Il
—_

Tten P 1~ W (0)K(x)
- X
—6xG(u—x,x) :—l—l//(()) —0xlﬂ(u—x)~

Koska G (0,x) = ¢(0)K(x), niin yhtdlostd (5.16) saadaan

Pl=0) =9 W) A 0 ),

w(u,x) = g(0,x) 1—(0) c 1 -y (0)

kun u < x.

Jos tiedetdédn sekid F ettd i, niin tilloin tiedetddn myos w. On merkittdviid, kuin-
ka vihdn tietoa tarvitaan intensiteetin w 10ytamiseksi. Ndiden tulosten perusteella
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on myos selvdid, ettd kun u > 0, niin intensiteetilld w(u,x) on epdjatkuvuuskohta
pisteessd x = u.

Yhtildisyys W(0,x) = G(0,x) voidaan selittdd kahdella tapaa. Tarkastellaan
ylijadméprosessia, joka alkaa arvosta u = 0, ja jossa vararikko aiheutuu siité, ettd
ylijidma ennen vararikkoa on viahemmain kuin x. Prosessia voidaan tarkastella kak-
siosaisena prosessina (U/(t));»0, missi vararikko tapahtuu alijizmalli, joka on alle
x. Kaksoisprosessi muodostetaan seuraavasti: U(r) = —U (T;—1),kun0 > ¢ > T} ja
U(t) =U(t),kunt > T/, missi T on ajanhetki, jolloin ylijdiméprosessi ensimmadisen
kerran leikkaa ylijaamén nollatason.

5.4 Vararikon ajanhetki

Tarkastellaan vararikon ajanhetken 7, jakaumaa. Olkoon P(7, < f) todennidkoisyys
sille, ettd vararikko tapahtuu ennen ajanhetked ¢. Toisin sanoen, jos tiedetdéan muuttu-
jan T,, jakauma, niin tdlldin voidaan laskea dérellisen ajan vararikkotodennékoisyys.

Miiéritelma 5.7. Méiritelldan funktio ¢ seuraavasti:
¢(u,6) = B[e™"I(T, < )],

missd 0 on epinegatiivinen parametri, jota tarkastellaan tdssd osiossa Laplace-
muunnoksen parametrina, ja /(A) on tapahtuman A indikaattori.

EsimerkKi 5.8. Tarkastellaan muuttujaa ¢(u, §) odotettuna nykyarvona maksetta-
valle vahingolle vararikon hetkelld. Yhtidlo muuttujalle ¢ saadaan ehdollistamalla
ensimmdiisen vahingon aikaa ja médraa, ottaen huomioon alentavan tekijin funktion
¢ médritelmassa.

Olkoon ¢ koron miird ja I(A) = 1. Téten

(5.17)
(o) u+ct (o] (o]
gp(u,(i)://le_ﬂe“s’/f(x)go(u+ct—x,6)dxdt+//le_ﬂ’e_&/f(x)dxdt.
0 0 0 u+ct

Kaytettivissd oleva varallisuus koostuu alkuylijidmasti ja kertyneestd maksutulosta.
Merkitiddn titd s = u + ct, ja sijoitetaan tdma yhtdloon (5.17), jolloin saadaan

(o8]

/1 S—u /l s—u
o, 5) = / o-(40) 52 / F 05—, 8)drds + 2 / o) 2 / (o) dds.
C C
0 0

0

N

ja derivoimalla tdtd muuttujan u suhteen saadaan

(5.18) aa—ugo(u,é) = ﬂ—?gﬁ(u,é) - /El / fu—x)p(x,0)dx — %(1 — F(u)).
0
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Tama yhtdlo (5.18) on yleinen yhtild, jota voidaan soveltaa erilaisille funktion F
muodoille. Keskitytédin erityistapaukseen, jossa F(x) = 1 —e™®*, x > 0. Sijoittamalla
f ja F yhtdloon (5.18) saadaan

igo(u,(S) mgo(u o) — A / ae " p(x, §)dx — /—le_”“

ou c
(5.19) !

A+0 A A
= —go(u 8) — ¢ Tau / ae " p(x,0)dx — —e” .
c

0

Kayttamalld samaa tekniikkaa kuin osiossa selvidmistodennikoisyys, saadaan deri-
voimalla

u

i A+6 0 al A
o ——¢(u,0) = %3—50@ 6)+—e /ae M (x,8)dx — —ga(u 5) +“—e au
0
siten, etta
9* d 1+6 8
530, 0) +a—mo(u,8) = ————p(u, 5)+—<,o(u 5)
ou ou c
tai
02 A+6_ 0
(5200 Sp(u8)+ (@ = )2 (. 6) - —go(u 5)dx =

Yleinen ratkaisu télle yhtilolle (5.20) on
o(u, 8) = k1" + kye Ko,

missd ps > 0 ja —Rs < 0 ovat juuria karakteristiselle yhtélolle (5.20), mikd on

(5.21) s+ (a -
ja k1 ja ko ovat riippuvaisia muuttujasta ¢. Koska

¢(u,6) <y (u),
niin

lim ¢(u,6) =0

Uu—00
ja tdstd seuraa, ettd x; = 0 ja ko = ¢(u, ). Jotta 16ydettiisiin ¢(u, §), sijoitetaan
@(u, 6)e~Rs" yhtiloon (5.19) ja saadaan

u

A+0 A A
— Rs(0,6)e Rott = —(,0(0 §)e Rou _ = / ae U (0, 8)e Rox dy — S
c c

0
/l

+0 (O 6) —Rsu _ ﬂ_ae—(mgo(o, 5) 1 (e((x—R(;)u) _ /_1 au
c a — Rs
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Jarjestamalld tama yhtdlo uudelleen saadaan

A+6 A 1 A 0,0) A4
0= p(0.0)e o (Ry+ 10 AT L, jon A2200) 2,
c ¢ a—Rs c a—Rs ¢
mistd saadaan ¢(0,0) =1 - %, silld
A+6 Ada 1 -1 A+ ad
Rs + - = (RZ — (a - YRs — —) =0
c ca—Rs a-—-R;s c c

yhtilon (5.21) perusteella. Taten
(5.22) o(u,6) = (1 — Rsar)e ot
Asettamalla 6 = 0 saadaan

@(u,0) =E[I(Ty < )] =y (u).

Koska R( on oikaisukerroin, niin yhtilosta (5.22) saadaan lopullisen vararikon to-
dennikoisyys erikoistapauksena. Yhtdlon (5.21) perusteella saadaan

_ —A—6+ca+(=1-06+ca)?+4céa

2 R
(5.23) 5 e

Kiytetadn nyt yhtdlod (5.22), jotta 10ydetéén sekd ajanhetki ettd intensiteettifunktio
muuttujalle 7,,. Ajanhetken 16ytdmiseksi havaitaan, ettid
ak

(=D (w6 | (6= 0) = E[TSI(T, < )],

Téten toistuvalla derivoinnilla funktion ¢ suhteen saadaan vararikon ajanhetket.

Esimerkiksi
0 RI& -R Rs. ., R
%5 =-——e " - (1 - —)Rue™",

ja yhtélon (5.23) perusteella
1
R =5 (=1+((ca 6 - D2 +4c6a)72(6 + A+ ca)),
c

mistd saadaan

R} = A
07 ¢(ca—2A)°

Koska Ry on oikaisukerroin, niin saadaan

ja tédlldin

R R
E[To 1 | (T, < 00)] = —2e~Ro 4 (1 = Z2)RjueRon.
a a
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Jaetaan tama funktiolla R
W) = (1= —)eFRon
a

ja saadaan vararikon odotettu ajanhetki, olettaen ettd vararikko tapahtuu, eli

missd T, . = T, kun (7, < o0). Korkeammat muuttujan 7, . arvot voidaan 16ytdd
samaan tapaan. Kirjoitetaan nyt

o0

go(u,d):/e_&a)(u,t)dt,

0

josta halutaan 10ytdéd w. Havaitaan, etta

E[e™"] = E[e™"" | T, < o0]P(T;, < ) + E[e™*"" | T, = 0] P(T;, = o0)
= E[e™""]y ().
Edelleen, koska
e T = ¢70Tu] Kkun (T, < 00),
ja koska tdmin yhtilon molemmat puolet ovat e %7«
niin

, jos T, < oo ja nolla muutoin,

E[e™" | T, < oo] = E[e™""] = E[e™"* |y (w),

mistd saadaan

,0
E[e—aTu,L.] _ ¢(u, )
W (u)
siten, ettd "f/fl(’lﬁ) on muuttujan 7, . Laplace-muunnos. Koska muuttujalla 7,, . on

intensiteettifunktio m %lﬁ(u, t), niin

0
w(u,t) = Egﬁ(u,t).

Edelleen

R 1
1- =2 = —(ca+1+6—(ca—1-0)%+4ca).
a 2ca
Ja koska

(ca = A—=06)*+4céa = (ca + A +6)> —4cal,

niin saadaan

o(u,d) = e—au Z ( )y

O (au) ca+A+6 —+(ca+A+6)2 —4dcoa
= J! 2ca
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Tétd Laplace-muunnosta voidaan soveltaa eri aikavileille. Oletetaan ensin, ettd s =
ca+A+6jaa=2Vcad, joten voidaan kirjoittaa

el u j(s _ \/S2 _ a2)j+l
o(u,0) = 2 2—)‘ 3 :
— 2c J!

Monet kadnteisen jarjestyksen ongelmat voidaan ratkaista kayttamillda Laplace-
muunnosta. Télloin saadaan

ﬁ*(d) = / e_&ﬁ(l‘)dl = (6 — M)v,

0
jolloin

B(1) =

missa - -
( _) n+v

1(1) = Z::O n!(zn +v)!

on modifioitu Besselin funktio muuttujan v suhteen. Besselin funktioita ei késitella

tassa tutkielmassa. Havaitaan myos, ettd funktiolle 4 on olemassa positiivinen vakio
b, jolle

oo

/ e e P p(x)dx = h* (5 + b).
0

Soveltamalla niita kahta tulosta voidaan paitelld ettd ¢(u, 6) on funktion

—au—(A+ca)t

+1
W) = e— Z(zc)J (J+ 1)(2]\/_)’ ) 11 (20Vea)

Laplace-muunnos. Nyt saadaan intensiteetti muuttujalle 7,, ., jota merkitdan w. (u, 1),
jakamalla w(u, t) arvolla ¢ (u). Télloin saadaan

—(A+ca)r—2

(5.24)  we(u,t) = ¢ x Z( —)/ ks 1)(2 2V 141 (2tVcad).
=0

2cat

Vaikka ylld oleva kaava nidyttdd monimutkaiselta, niin se on suoraviivainen imple-
mentoida matemaattisiin ohjelmistoihin. Tama l1dhestymistapa ei kuitenkaan johda
ratkaisuihin vararikon ajan intensiteetin 10ytdmiseksi muille yksittdisille vahinko-
madrille. Yhtdlo (5.24) tarjoaa keinot arvoida tdllaisia intensiteetteji, silld klassista
riskiprosessia voidaan approksimoida kayttimaillda De Vylderin menetelmai (ks. [3,
s.178-179]) ja riskiprosessin approksimoimiseksi vararikon ajanhetken intensiteetti
saadaan yhtilostd (5.24). De Vylderin menetelmaa ei késitelld tassd tutkielmassa.
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Tutkielmassa on tarkasteltu vararikon todennékdisyyttéd ja vararikkoon johtavia
seikkoja. Kun tunnistetaan vararikolle altistavat tekijit, ja siten voidaan arvioida
vararikon todennékdisyyttd, voidaan vararikon riskiltd suojautua ja siten pyrkia vilt-
tamidn vararikko. Alkuvarallisuuden tulisi maksutulon kanssa riittdd kattamaan va-
hingoista aiheutuva korvausvastuu. Haastetta luo vakuutusyhtididen vilinen kilpai-
lu, joka osaltaan rajoittaa maksutuloa. Maksutulon tulisi olla sellainen, ettd vakuu-
tusmaksut ovat kilpailukykyisid, mutta niistd kertyvd maksutulo on vakuutettuihin
riskeihin ndhden riittava.
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