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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa perehdytidin normaaleihin aliryhmiin ja niiden ominaisuuksiin.
Normaali aliryhma on sellainen aliryhmd, jonka vasemmat ja oikeat sivuluokat ovat
samat. Edetddn peruskésitteistd ryhmiteorian kisiteisiin kuten ryhméén, aliryhméén
ja sykliseen ryhméin.

Luvussa 2 maédritelldin alustavia késitteitd, kuten ryhmén ja aliryhmin késit-
teet, ja niiden ominaisuuksia. Luvussa 3 tutustutaan normaalien aliryhmien kannalta
olennaisiin kdsitteisiin ja Lagrangen lauseeseen. Médritelldadn normaali aliryhma ja
tekijaryhma ja tutkitaan normaalien aliryhmien ominaisuuksia.

Lukijalta oletetaan algebran alkeiden osaamista, kuten joukko-opin tuntemista
ja algebran peruskaisitteitd. Lahdemateriaaleina toimivat teokset Fundamentals of
Abstract Algebra, kirjoittajina D. S. Malik, John. N. Mordeson ja M. K. Sen, ja
Algebra Pure and Applied, kirjoittajana Aigli Papantonopoulou.



2 Ryhmat ja aliryhmat

2.1 Tarvittavien kasitteiden maaritelmia

Kéydaan ensimmadiseksi 1dpi timén tutkielman ymmartimisen kannalta olennaisia

peruskisitteitd.

Mairitelma 2.1 (Jarjestetty pari). Olkoot A ja B epityhjid joukkojajax € A,y € B.
Nyt jérjestetty pari (x,y) madritelladn joukkona {{x},{x,y}}.

Madritellddn seuraavaksi binddrinen laskutoimitus. Selvitetddn myOs mitéd tar-

koittaa, kun joukko on suljettu bindérisen laskutoimituksen suhteen.

Mairitelmi 2.2 (Bindérinen laskutoimitus). Olkoon S epityhjad joukko. Funktiota

tulojoukolta S X S joukolle S kutsutaan binddriseksi laskutoimitukseksi joukossa S.

Olkoon o bindérinen laskutoimitus joukossa S. Koska laskutoimituksen o kuva-
joukko on joukon S osajoukko, sanotaan, ettd joukko S on suljettu laskutoimituksen

o suhteen.

2.2 Ryhmi

Téssd luvussa kdydéén lapi ryhmén mééritelma ja ryhmin tirkeimpid ominaisuuksia.

Madritellddn ensimmaiseksi ryhma.

Mairitelmi 2.3 (Ryhmai). Ryhmd on jarjestetty pari (G,o), missd G on epityhja
joukko ja o joukon G laskutoimitus. Pari (G, o) on ryhm4, jos seuraavat ehdot ovat

voimassa.
1. Kaikille alkioille a, b, ¢ € G on voimassaa o (boc) = (aob)oc.

2. On olemassa yksikdsitteinen alkio e € G siten, ettd kaikille @ € G on voimassa

aoce=a=eod.

3. Jokaiselle alkiolle @ € G on olemassa jokin alkio b € G siten, ettiao b = e =

boa.

Edellisen madritelmin ominaisuutta 1 kutsutaan liitdnndisyydeksi, eli assosiatii-

visuudeksi. Ehdossa 2 mainittua alkiota e € G kutsutaan neutraalialkioksi ryhméssa



(G, o). Ehdossa 3 esiintyvistd alkiosta b € G taas kdytetddn nimitysta kddnteisalkio.

Tissé tapauksessa b on alkion a kiinteisalkio, joten siitd kiytetdin merkintdd a=!.

Ryhmasi (G, o) kutsutaan Abelin ryhmdiksi tai vaihdannaiseksi ryhmdksi, jos kaikille
alkioille a, b € G on voimassa a o b = b o a. Seuraava lause esittdd ryhmén suhteen

neutraalialkioon ja kdinteisalkioon.
Lause 2.4. Olkoon (G, o) ryhmd. Seuraavat lauseet ovat voimassa ryhmdissd (G, o).

(i) On olemassa yksikdsitteinen alkio e € G siten, ettd e o a = a = a o e kaikille

alkioille a € G.

(ii) Jokaiselle alkiolle a € G on olemassa jokin alkio b € G siten, ettiaob = e =

boa.
Todistus. Ks. [1,s. 58]. O

Seuraavassa lauseessa kdydddn ldpi tunnettuja ryhmien ominaisuuksia ja las-

kusaantoja.

Lause 2.5. Olkoon (G, o) ryhmd. Silloin seuraavat lauseet ovat voimassa ryhmdissd

(G, o).
(i) (a=")™' = a kaikille alkioille a € G.
(i) (@aob)™ ' = b7 oa™! kaikille alkioille a, b € G.

(iii) Kaikille alkioille a, b, ¢ € G pditee, ettd jos aoc = bo c tai coa = c o b, niin

a=b.

(iv) Kaikille alkiolle a, b € G on olemassa yksikdsitteiset alkiot x, y € G, joille on

voimassaao x =bjayoa=bh.
Todistus. Ks.[1, s. 63]. O
Seuraus 2.6. Olkoon (G,o) ryhmd ja a € G. Jos a o a = a, niin a = e.

Todistus. Koska a = a o a, saadaan a o a = a o e. Nyt lauseen 2.5 (iii) nojalla

a=e. O

Ryhméi (G, o) kutsutaan ddrelliseksi ryhmdiksi, jos joukossa G on ddrellinen méaa-
rd alkioita. Ryhmin (G, o) kertaluvulla tarkoitetaan joukon G alkioiden lukumé&érid

ja siitd kdytetddn merkintda |G]|.



2.3 Aliryhma

Téssd luvussa tutustutaan aliryhmén mééritelméin ja sen tarkeimpiin ominaisuuksiin.

Miaritelmi 2.7 (Aliryhma). Olkoon (G, o) ryhma ja epityhjid joukko H C G. Jos

(H,o) on ryhmd, se on ryhmén (G, o) aliryhmad.

Seuraavaksi yksinkertainen esimerkki tuttujen joukkojen ja tutun laskutoimituk-

sen muodostamien ryhmien suhteista toisiinsa.

Esimerkki 2.8. Jirjestetyt parit (Z,+), (Q, +) ja (R, +) ovat ryhmié, joissa laskutoi-
mitus + on tavallinen yhteenlaskutoimitus. Ryhma (Z, +) on ryhmien (Q, +) ja (R, +)
aliryhmd, silli Z € Qja Z C R.

Téhén asti olemme kéyttineet ryhmaistd merkintéa (G, o) ja alkioiden laskutoimi-
tuksesta merkintdd a o b. Jatkossa korvaamme namé merkinnit siten, ettd kaytamme
ryhmaéstd merkintdd G ja laskutoimituksesta ab, mikéli epdselvyyden vaaraa ei ole.
Tami mahdollistaa monimutkaisempien lauseiden, esimerkkien ja todistusten pysy-
misen selkedsti luettavina.

Seuraavaksi esitellddn kaksi lausetta, joita voidaan hyodyntii, kun halutaan sel-

vittdd, onko kyseessd aliryhma.

Lause 2.9. Olkoon H joukon G epdtyhjd osajoukko. Nyt H on ryhmdn G aliryhmd,

jos ja vain jos kaikilla alkioilla a, b € H on voimassa ab™! € H.
Todistus. Ks.[1, s. 100]. O

Apulause 2.10. Olkoon G ryhmi ja olkoon H joukon G epityhji osajoukko. Silloin
H on ryhmién G aliryhmad, jos ja vain jos kaikilla alkioilla a, b € H on voimassa
ab € H.

Todistus. Ks.[1,s. 101]. O
Madritelldin seuraavaksi aliryhmien tulo.

Mairitelma 2.11 (Aliryhmien tulo). Olkoot H ja K ryhmén G aliryhmid. Aliryhmien

H ja K tulo on médritelty joukoksi

HK ={hk | h € H,k € K}.



Olkoot Hy, Ha, . . ., H, ryhmén G epétyhjid osajoukkoja. Méadritellddn tulo H  H; - - - H,

seuraavasti:
HH---H, = {hlhz'-'hn | h; € H;,i = 1,2,...,11}.

Seuraava lause esittelee ehdon, jonka tulee toteutua, jotta ryhmén G aliryhmien

tulo olisi myds ryhmén G aliryhma. Esitelladn myos kyseisen lauseen todistus.

Lause 2.12. Olkoot H ja K ryhmdn G aliryhmid. Silloin aliryhmien tulo HK on
ryhmdn G aliryhmd, jos ja vain jos HK = KH.

Todistus. (Vrt. [1, 103].) Oletetaan ensin, ettd aliryhmien tulo HK on ryhmén G
aliryhma. Niin ollen HK on siis my6s ryhma. Olkoon sitten kh € KH, missd k € K ja
h € H,jaolkoon e € HK neutraalialkio aliryhméssd HK. Silloine € H jae € K. Nyt
neutraalialkion mééritelmidn mukaan k = ek € HK jah = he € HK. Koska HK on
aliryhmad, niin myos kh € HK. Tésti seuraa, ettda KH C HK. Osoitetaan seuraavaksi,
ettd myos HK € KH. Olkoon hk € HK. Koska HK on ryhmi ja hk € HK, niin
ryhmissi HK tulee olla myos kiinteisalkio (hk)~'. Nyt siis (hk)~™' € HK ja on
voimassa (hk)‘1 = hyk; joillekin alkioille 71 € H ja ky € K. Siispa kiinteisalkion
laskusiddnndistd saadaan, ettd hk = (hik)™' = ky'h]' € KH. Tisti seuraa, ettéd
HK C KH, eli ollaan siis osoitettu, ettd HK = KH.

Kaédnteisesti oletetaan, ettd HK = KH. Olkoot hiky, hok, € HK. Nyt kz_ lhg I e
KH = HK. Tisté seuraa, ettd on voimassa k lhg U= h3ks joillekin alkioille h3 € H
ja k3 € K. Yhtd lailla, kjh3 = hyqky joillekin alkioille hy € H ja k4 € K. Tistad

saadaan, etti

(hik)(hako)™" = hykyks ' hy!
= hikihsks
= h1h4k4k3 € HK.

Siispd lauseen 2.9 nojalla, HK on ryhmin G aliryhmi. O

Seuraus 2.13. Jos H ja K ovat vaihdannaisen ryhmdn G aliryhmid, niin silloin HK

on ryhmdn G aliryhma.

Miaritelmi 2.14. Olkoon G ryhmi ja § c G. Silloin (S) on ryhméan G kaikkien
sellaisten aliryhmien H leikkaus, ettd S C H. Nytryhmin G aliryhméé (S) kutsutaan
joukon S virittamdksi aliryhmdiksi. Jos G = (S), joukkoa S kutsutaan ryhmin G

VIFittdjistoksi.



Lause 2.15. Olkoot H ja K ryhmdn G aliryhmid. Silloin HK on ryhmdn G aliryhmdi,
jos ja vain jos HK = (H U K).

Todistus. (Vrt. [1, 104].) Oletetaan ensin, ettd HK on ryhmén G aliryhma. Olkoon
h € Hjak € K. Silloin h = he € HK ja k = ek € HK, ja siten H C HK ja
K € HK. Siispd, HU K € HK. Koska (H U K) on ryhmén G pienin aliryhmi,
jonka osajoukko on H U K, niin myos (H U K) C HK. Osoitetaan seuraavaksi,
ettd myos HK € (H U K). Olkoon hk € HK, missdi h € H ja k € K. Koska
H C (HUK)jaK C (HU K), on olemassa jotkin alkiot i, k € (H U K). Koska
(H U K) on aliryhmé, niin hk € (H U K) ja siten HK C (H U K). Niin ollen,
HK = (HUK).

Pdinvastoin oletetaan, ettd HK = (H U K). Nyt koska (H U K) on ryhméin G

aliryhmad, niin myos HK on ryhmén G aliryhma. i

2.4 Syklinen ryhmi

Seuraavaksi esitellddn ryhmien erikoistapaus, syklinen ryhmi. Syklinen ryhmé on

yksittdisen alkion generoima ryhmaé. Jokainen syklinen ryhma on vaihdannainen.

Mairitelmi 2.16 (Syklinen ryhmé). Olkoon G ryhméd. Ryhmééd G kutsutaan sykli-

seksi ryhmdiksi, jos on olemassa sellainen a € G, ettd
G = {(a).

Merkintd {(a) tarkoittaa joukkoa {a" | n € Z}. Tdssd merkinnilld a” tarkoitetaan
potenssia ryhmén laskutoimituksen suhteen. Esimerkiksi jos laskutoimitus ryhméssa

3

G on o, niin @ = a o a o a. Seuraavassa lauseessa on myos huomattava, etti a® = e.

Lause 2.17. Olkoon (a) ddrellinen syklinen ryhmd kertaluvulla n. Silloin {(a) =

{e,a,az,. CLat)n
Todistus. Ks.[1,s. 111]. O

Esimerkki 2.18. Olkoon a € G jan > 0. Médritellddn laskutoimitus o seuraavan

laskutoimitustaulukon mukaan:



o (10 al (12 an—2 an—l
aO 610 al a2 an—Z an—l
al al a2 & a0
a? a? a’ at a’ a'
an—2 an—2 an—l aO an—4 an—3
an—l an—l aO al an—3 an—2
Nyt ryhmi ({a%, a',...,a" '}, 0) on alkion ¢ méiriima syklinen ryhmé.

Lause 2.19. Syklisen ryhmdn jokainen aliryhmd on syklinen.

Todistus. (Vrt.[1, 112].) Olkoon H syklisen ryhmin G = (a) aliryhma. Todistetaan,
ettd aliryhma H on my0s syklinen. Tarkastellaan ensin tapausta, jossa H = {e}. Nyt,
koska e on neutraalialkio, on laskutoimituksen e” tulos aina e. Siispd H = (e) ja
siten aliryhmé H on syklinen.

Oletetaan sitten, ettd {¢} C H. Silloin on olemassa b € H siten, etti b # e.
Koska b € H, niin tietysti my0s b € G. Tiedetédn, ettd ryhmi G on syklinen, joten on
siis voimassa b = a™ jollekin eksponentille m. Siispd, koska b # e ja tiedetddn, etti
b = e, niin tiytyy siis ollam # 0. Koska H on ryhmi, on alkiolla b kiiinteisalkio b~!
ryhmissid H. Kiinteisalkiolle saadaan b~! = (a™)~! = a™™ € H. On siis osoitettu,
ettd on olemassa alkiot @', a™ € H. Joko m tai —m on positiivinen, joten voidaan
todeta, ettd ryhméssd H on ainakin yksi alkion a positiivinen potenssi. Olkoon nyt n
pienin positiivinen eksponentti, jolle a” € H. Osoitamme seuraavaksi, ettd H = (a").

Koska a” € H, tiytyy myos olla (a") C H.Olkoon alkioh € H.Nyth € G = {(a),
joten & = a jollekin eksponentille k. Jakoyhtdlon mukaan on olemassa alkiot g, r
siten, ettd k = ng+r,0 < r < n. Koskaa" ja a* € H niina’" = a* = ak(a”)_‘l €H.
Toisaalta, jos r > 0, muodostuu ristiriita sen oletuksen kanssa, ettd n olisi pienin
positiivinen alkio, jolle a* € H. Sen vuoksi r = 0, jolloin k = ng eli saadaan
ak = (a")? € (a"). Siispd, H C {(d") ja siten H = (a"). On siis todistettu, etti

aliryhmé H on syklinen. O
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3 Normaalit aliryhmat

3.1 Sivuluokat

Téssd luvussa tutustutaan aliryhmien sivuluokkiin. Sivuluokat on olennaista hallita,
kun ldhdetdén tutustumaan Lagrangen lauseeseen ja edelleen normaaleihin aliryh-

miin. Esitellddn seuraavaksi sivuluokkien maaritelma.

Mairitelmi 3.1 (Sivuluokat). Olkoon H ryhmén G aliryhmi ja a € G. Joukkoja
aH = {ah | h € H} ja Ha = {ha | h € H} kutsutaan ryhmidn G alkion a

madrdamiksi vasemman- ja oikeanpuoleisiksi sivuluokiksi.

Jos ryhmé G on vaihdannainen, niin aH = Ha. Kun e on neutraalialkio ryhmissa
G, niin on voimassa eH = H = He jaa = ae € aH jaa = ea € Ha. Seuraava lause

esittdd sivuluokkien olennaisia laskusdéntgja.

Lause 3.2. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd ja a, b € G. Nyt
(i) aH = bH, jos ja vain jos b™'a € H,
(i) Ha = Hb, jos ja vain jos ab~! € H.

Todistus. (Vrt. [1, 118].) (i) Oletetaan ensin, etti aH = bH. Nyt koska a € aH ja
aH = bH, niin a € bH, joten tiytyy olla olemassa jokin alkio A’ € H siten, ettid
a = bh'. Kerrotaan yhtild puolittain alkion b kiinteisalkiolla 5!, jolloin saadaan
bla=bWb ' elibla=N €H.

Kiinteisesti oletetaan, etti b~'a € H. Silloin on olemassa jokin alkio ' € H
siten, ettd b~'a = h’. Voidaan jilleen kertoa yhtilo puolittain alkiolla b, jolloin saa-
daan b~'ab = bl ja edelleen a = bl’. Olkoon nyt ah € aH. Yhdistimilld edellinen
yhtélo tdhin, saadaan ah = bh’h € bH. Tisti seuraa, ettd aH C bH. Seuraavaksi
tulee osoittaa, ettd bH C aH, jotta lopulta saataisiin aH = bH. Aikaisemmin muo-
dostettiin yhtiilo a = bh’ ja kertomalla alkiolla #’~! saadaan, etti ah’~! = b. Olkoon
nyt bh € bH. Kiyttimilld edellistd yhtilod saadaan siis bh = ah’~'h € aH. Tisti
seuraa, ettd bH C aH. Nyt koska aH C bH ja bH C aH, niin aH = bH.

(ii) Tehdaén oletus, etti Ha = Hb. Nyt koska a € Ha ja Ha = Hb, tiytyy olla
olemassa jokin alkio 4’ € H siten, ettd a = h’b. Voidaan kertoa yhtil6 puolittain
alkioilla ™!, jolloin saadaan ab™' = b='W’b,eliab™' = W € H.
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Kiinteisesti oletetaan, ettdi ab~' € H. Silloin on olemassa jokin alkio /' € H
siten, ettd ab~! = i’. Kerrotaan yhtilo puolittain alkiolla b, jolloin saadaan bab™! =
h'b ja edelleen a = h’b. Olkoon nyt ha € Ha. Yhdistimélld edelliseen yht&l6on,
saadaan ha = hh'b € Hb. Tista seuraa, ettd Ha C Hb. Seuraavaksi osoitetaan, ettd
Hb C Ha. Lisitiin yhtidloon a = h’b alkio h'~!, jolloin saadaan h’~'a = b. Olkoon
nyt hb € Hb. Yhdistimilld edelliseen yhtiloon saadaan hb = hh'~'a € Ha. Tisti
seuraa, ettd Hb € Ha. Nyt koska Ha € Hbja Hb C Ha, niin Ha = Hb. O

Seuraava lause kertoo sen, ettd ryhmissd G kahden eri alkion mddrddmat sivu-
luokat ovat joko samat tai sitten niiden leikkaus on tyhja joukko. Esitellddn sen jal-
keen seuraukset 3.5 ja 3.7, joita tullaan tarvitsemaan seuraavassa luvussa Lagrangen

lauseen todistuksessa. Midritellddn ensin seurauksessa 3.5 esiintyva késite ositus.

Mairitelma 3.3 (Ositus). Olkoon A joukko ja # jokin joukon A epityhjien osajouk-

kojen kokoelma. Nyt # on joukon A ositus, jos seuraavat ehdot ovat voimassa.

(i) Kaikille B, C € P,joko B=Ctai BNC = ¢.

(ii)) A = UpepB.

Lause 3.4. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Nyt kaikille alkioille a, b € G on voimassa
joko aH = bH tai aH N bH = ¢.

Todistus. Ks.[1,s. 118]. O

Seuraus 3.5. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Nyt joukkojen kokoelma {aH | a € G}

muodostaa joukon G osituksen.

Todistus. (Vrt. [1, 118].) Olkoon P = {aH | a € G}. Tama tarkoittaa sitd, ettd  on
kaikkien ryhmén G vasemmanpuoleisten sivuluokkien joukko. Lauseen 3.4 mukaan
kaikille sivuluokille aH, bH € P on voimassa joko aH = bH tai aH N bH = ¢.
Siispd, P tayttdd ehdon (i) midritelmistd 3.3. Koska aH C G kaikille a € G,
UgepaH C G.Jos a € G, niina € aH C U,gepaH. Siten, G C U,yepaH. Siispi,
G = UugepaH. Tami osoittaa, ettd P tayttdd ehdon (ii) madritelméstid 3.3. Niin

ollen, # on joukon G ositus. O

Lause 3.6. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Silloin on olemassa bijektio aliryhmdn

H ja sen jokaisen vasemmanpuoleisen (ja oikeanpuoleisen) sivuluokan vdlilld.
Todistus. Ks. [1,s. 119]. |

Seuraus 3.7. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Nyt kaikille alkioille a € G on voimassa
|H| = |aH| = |Hal.
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3.2 Lagrangen lause

Lagrangen lause on ryhméteorian tirkeimpid lauseita. Lagrangen lause osoittaa, etta

aliryhmaén kertaluku jakaa ddrellisen ryhmaén kertaluvun.

Lause 3.8 (Lagrangen lause). Olkoon H ddrellisen ryhmdn G aliryhmd. Silloin

aliryhmdin H kertaluku jakaa ryhmdin G kertaluvun, eli |H| | |G|. Merkitddn
|G| =[G : H]|H|.

Todistus. (Vrt. [1, 120].) Koska G on didrellinen ryhmé, sen vasemmanpuoleisten
sivuluokkien lukumaiérda on myos darellinen. Olkoon nyt A = {aH,azH,...,a,H}
kaikkien ryhmédn G vasemmanpuoleisten sivuluokkien joukko. Nyt seurauksen 3.5
nojalla G = U!_, a;H ja a;H Na;jH = ¢ kaikillai # j, 1 < i, j < r. Niin ollen

saadaan, ettd [G : H] =r ja
|G| = |a1H| + |axH| + ...+ |a,H|.
Seurauksen 3.7 nojalla |H| = |a;H| kaikillai, 1 <i < r. Néin ollen

|G| =|H|+|H|+...+|H]|

r kpl
=r|H|
=[G : H]|H]|.
Nyt on todistettu, ettd aliryhmin H kertaluku jakaa ryhmin G kertaluvun. |

Lause 3.9. Olkoot H ja K ryhmdn G ddrellisid aliryhmid. Silloin

_ HI[K]
|[HNK|

Todistus. (Vrt.[1,122].) Merkitdin aluksi, ettd A = HNK. Koska H ja K ovatryhmin

G aliryhmiéd, my0s aliryhmien leikkaus A on ryhmén G aliryhmi. Saadaan myos, ettid

|HK|

koska A C H, niin A on my6s ryhmén H aliryhmd. Lagrangen lauseen mukaan kerta-
luku |A| jakaa kertaluvun |H|. Kdytetddn ndiden kertalukujen suhteesta merkintéa n,
eli olkoon n = %. Silloin [H : A] = n ja siten aliryhmilld A on n kappaletta erilaisia
vasemmanpuoleisia sivuluokkia ryhmissda H. Olkoon nyt {x1A, x2A4, . .., x,A} kaik-
kien ryhmin A eri vasemmanpuoleisten sivuluokkien joukko ryhmissd H. Silloin

H = J_, x;A. Koska A C K, saadaan, etti

HK = (UL, x;A)K = UL xK.
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Seuraavaksi osoitetaan, ettd x;K N x;K = ¢, jos i # j. Tehddin vastaoletus, ettd

joillekin alkioille i # j on voimassa x;K N x;K # ¢. Silloin siis sivuluokat ovat

samat, eli x;K = x;K. Siispd, xl._lxj € K. Koska xl._lxj € H, niin my0s xl._lxj €
A ja siten x;A = x;A. Tami on ristiriidassa oletuksen kanssa, ettd x|A,...,x,A
ovat eri suuria vasemmanpuoleisia sivuluokkia. Siten x|K,...,x,K ovat erillisia

vasemmanpuoleisia ryhmén K sivuluokkia. Myos seurauksen 3.7 mukaan |K| =

|x;K| kaikille i = 1,2,...,n, joten saadaan

|HK| = |x1K| + . .. + |x.K]|

=|K|+...+|K|
R T
n kpl

= nlK|
_IHIIK|

|A|
_ HIK]
|[HNK|

3.3 Normaali aliryhma ja tekijaryhma

Téssd luvussa tutustutaan normaaleihin aliryhmiin. Normaaliksi aliryhmiksi kutsu-

taan sellaista tapausta, kun vasemman- ja oikeanpuoleiset sivuluokat ovat samat.

Miiritelmi 3.10 (Normaali aliryhmé). Olkoon G ryhmad ja H sen aliryhmd. Aliryh-
mii H sanotaan normaaliksi aliryhmdiksi, jos joukon G alkioiden méidraamat oikean-

ja vasemmanpuoleiset sivuluokat ovat samoja, eli jos
aH = Ha kaikillaa € G.

Normaalin aliryhmin mééritelméasté seuraa, ettd jokaiselle ryhmiélle G # {e} on
olemassa ainakin kaksi normaalia aliryhmdd. Namé ovat ryhmi G itse ja {e}. Jos H
on ryhmén G normaali aliryhmi, niin vélttimaittd ei ole voimassa ah = ha kaikille

alkioille 7 € H ja a € G. Seuraava esimerkki osoittaa timén.

Esimerkki 3.11. Oletetaan tisséd esimerkissi lukijalta permutaatioryhmén ja joukon
S3 tunteminen. Olkoon nyt H = {e,(133),(133)} ryhmén S5 normaali aliryhm.

Merkitddn h = (133) e Hjaa = (133) € Ss. Silloin
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1 23 - 1 23
132 321
1 23 1 23
h = .
(1 3 2) (2 1 3)
Nyt ei ole voimassa ah = ha kaikille a € Sz jah € H, eli
1 23 1 23
h#h ,
1 3 2 1 32
1 23 1 23
H=H .
1 3 2 1 32

Normaalin aliryhmén testaamista varten on olemassa useita kriteerejd. Seuraava

ja

vaikka

lause sisdltdd niistd yhden.

Lause 3.12. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Nyt H on ryhmdn G normaali aliryhmd,

jos ja vain jos kaikilla alkioilla a € G on voimassa aHa™' C H.

Todistus. (Vrt. [1, 128].) Tehdéén ensin oletus, ettd H on ryhmén G normaali aliryh-
mi. Olkoon sitten a € G. Tarkoituksena on nyt osoittaa, etti aHa™' C H. Olkoon
nyt aha™! € aHa !, missd h € H. Koska H on ryhmén G normaali aliryhmi, niin
aH = Ha. Tiedetiin siis, ettd koska ah € aH, niin ah € Ha, joten on voimassa
ah = I'a jollekin alkiolle #” € H. Kun lisitiin alkion a ki#nteisalkio a~! yhtilon
molemmin puolin, saadaan aha™! = I’ € H. Saadaan siis, etti aHa~! C H.
Kiinteisesti oletetaan, ettid on voimassa aHa™' C H kaikille alkioille a € G.
Olkoon siis a € G, ja osoitetaan, ettd aH = Ha. Olkoon ah € aH, missd h € H. Nyt

1 -1 € H. Voidaan siis merkiti, ettd aha™' = h’ jollekin

aha™' € aHa™! ja siten aha
alkiolle 4’ € H. Kun kerrotaan yhtilo puolittain alkiolla a, saadaan ah = h'a € Ha.
Niinollen,aH C Ha. Osoitetaan seuraavaksi, etti myos Ha C aH. Olkoon ha € Ha,
missid h € H. Nyt a"'ha € a~'Ha ja siten a~'ha € H. Siis a'ha = I’ jollekin
h' € H. Yhtilostd saadaan ha = ah’ € aH. Niin ollen myos Ha C aH ja siten

aH = Ha. Siispa, H on ryhman G normaali aliryhma. m|

Seuraava lause esittelee normaalien aliryhmien tarkeitd ominaisuuksia. Todiste-

taan sitten kaikki lauseen kolme alakohtaa.

Lause 3.13. Olkoon G ryhmidi ja olkoot H ja K sen normaaleja aliryhmid. Silloin
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(i) H N K on ryhmdn G normaali aliryhmd,
(ii) HK = KH on ryhmdn G normaali aliryhmd,
(iii) (H UK) = HK.

Todistus. (Vrt. [1, 129].) (i) Tiedetdidn, ettd aliryhmien leikkaus on myos aliryhma.
Koska H ja K ovat ryhmin G aliryhmid, niin myos leikkaus H N K on ryhmin G
aliryhmi. Olkoon nyt g € G, ja todistetaan, ettid g(H N K)g~' € H N K. Olkoon nyt
gag~! jokin alkio, jossaa € HNK.Koskaa € HNK, niina € Hjaa € K. Voidaan
siis kirjoittaa, etti gag™' € H ja gag™! € K, ja tisti seurauksena gag™' € HN K.
Timi osoittaa, ettd g(H N K)g~' € H N K. Siisp4, lauseen 3.12 nojalla H N K on
normaali aliryhma.

(ii) Osoitetaan ensin, ettdi HK = KH. Olkoon hk € HK, missi h € H ja
k € K. Koska K on ryhmén G normaali aliryhmi ja 2 € G, niin hK = Kh. Siispa,
hk € hK = Kh. Koska Kh C KH, niin hk € KH, ja ndin ollen HK C KH.
Osoitetaan sitten, ettd myos KH C HK. Olkoon kh € KH, missd k € K jah € H.
Onssiis jilleen Kh = hK,janyt kh € Kh = hK. Koska hK € HK, niin kh € HK, eli
KH C HK. Ollaan siis saatu HK = KH. Koska H ja K ovat aliryhmid ja HK = KH,
lauseen 2.12 nojalla HK on ryhmin G aliryhmad.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd HK on normaali aliryhmi. Olkoon g € G. Silloin

gHg™' C HjagKg™' C K, koska H ja K ovat normaaleja aliryhmii. Nyt

g(HK)g™' = g(Hg 'gK)g™"
= (gHg "(gkg™)
C HK.

Niin ollen, lauseen 3.12 nojalla, HK on ryhmén G aliryhma.
(iii) Kohdan (ii) mukaan HK on ryhmén G aliryhma. Téstd saadaan, ettid lauseen
2.15 nojalla
HK = (HUK).

O

Lause 3.14. Olkoon H ryhmdn G normaali aliryhmd. Merkitddn kaikkien vasem-
manpuoleisten sivuluokkien joukkoa {aH | a € G} notaatiolla G/H, ja mddiritel-
lddn laskutoimitus o joukossa G |H siten, ettd kaikille sivuluokille aH, bH € G/H

on voimassa

(aH) o (bH) = abH.
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Nyt (G/H, o) on ryhma.

Todistus. (Vrt. [1, 131].) Ensin osoitetaan, ettid o on hyvinmadritelty. Olkoot aH,
bH,a’'H, b'H € G/H ja oletetaan, ettd (aH,bH) = (a’H,b’H). Silloin aH = a’H ja
bH = b'H. Nyt tulee osoittaa, ettd aH o bH = a’H o b’H tai abH = a’b’H. Nyt koska
aH = a’H ja bH = b'H, niin joillekin alkioille A, hy € H on voimassa a = a’h; ja
b = b’ hy. Saadaan

(@' b) N (ab) = b a ab
- b/—lal—la/hlb/hz
=0 bhs.

Koska H on normaali aliryhmé ja h; € H, on voimassa Vb hy =®"hb)h e
H. Siten my6s (a’b’)~'(ab) € H. Timin seurauksena, lauseen 3.2 (i) nojalla abH =
a’b’H, eli o on hyvinmaédiritelty.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd o on liitinndinen. Olkoot aH, bH, cH € G/H. Nyt
(aH) o [(bH) o (cH)] = (aH) o (bcH) = a(bc)H = (ab)cH = (abH) o (cH) =
[(aH) o (bH)] o (cH). Siispd, o on liitinnéinen.

NyteH € G/H ja

(aH)o (eH) = aeH = aH = eaH = (eH) o (aH)

kaikille aH € G/H. Siispa eH on neutraalialkio joukossa G/H.
Lisiksi kaikille a¢H € G/H on olemassa a™'H € G/H ja

(aH)o(a™'H)=aa'H = eH = a~'aH = (a"'H) o (aH).

Kaikille aH € G/H on siis kiinteisalkio a~! H joukossa aH. Niin ollen (G/H, o) on

ryhmi. O

Miiritelma 3.15 (Tekijiryhmi). Olkoon H ryhmin G normaali aliryhmé. Nyt sivu-

luokkaryhmid G/H kutsutaan aliryhmén H médrdédmaiksi ryhmin G tekijciryhmediksi.
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