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Tutkielman tarkoitus on esitelli Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmi, jota voi
kdyttdd lineaaristen yhtdloryhmien ratkaisemiseen. Gaussin—Jordanin eliminointi-
menetelmén lisdksi tutkielmassa kisitellddn Gaussin eliminointimenetelmaid, joka
on myOs yksi menetelma lineaaristen yhtidloryhmien ratkaisuun.

Koska Gaussin eliminointimenetelmailld ja Gaussin—Jordanin eliminointimene-
telmélld voidaan ratkaista lineaarisia yhtdloryhmid, tutkielmassa kisitelldin myos
lineaarisia yhtdloryhmii. Liséksi tutkielmassa kisitellddn matriiseja, elementaarisia
rivioperaatioita sekd Gaussin eliminointimenetelmén ja Gaussin—Jordanin eliminoin-

timenetelmén ratkaisuja.
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1 Johdanto

Lineaaristen yhtdloryhmien ratkaisuun on kehitetty sovelluksia, mutta tissi tutkiel-
massa kdsitellddn kahta tapaa ratkaista lineaarinen yhtaloryhmai kéasin.

Tutkielman ensimmadisessd luvussa esitellddn tutkielman aiheen kannalta rele-
vantteja asioita. Ensimmadisessd luvussa tarkastellaan lineaarisia yhtaloryhmié, mat-
riiseja sekd elementaarisia rivioperaatioita. Toisessa luvussa kasitellddn Gaussin eli-
minointimenetelméd ja kolmannessa luvussa kasitellddn Gaussin—Jordanin elimi-
nointimenetelméd. Gaussin eliminointimenetelmalld ja Gaussin—Jordanin eliminoin-
timenetelmalld voidaan ratkaista lineaarisia yhtaloryhmia.

Viimeisessd luvussa tutkitaan Gaussin eliminointimenetelmin ja Gaussin—Jordanin
eliminointimenetelmén ratkaisuja. Keskeiset asiat viimeisessd luvussa ovat porras-
matriisin tulkinta sekd homogeeninen yhtidloryhma.

Tutkielman lukijalta oletetaan lineaarialgebran alkeiden osaamista. Lukijan olete-
taan hallitsevan yhtdloryhmien ratkaisemisen. Lisédksi lukijalta odotetaan tietamysta
matriisilaskennasta.

Paildhdeteoksina tukielmassa kdytetddn Antonin ja Rorresin teosta Elementary
Linear Algebra: Applications Version sekd Falvon ja Larsonin teosta Elementary
Linear Algebra. Lisiksi tutkielmassa kiytetdédn ldhteend Anthonyn ja Harveyn teosta

Linear Algebra: Consepts and Methods.



2 Valmistelevia tarkasteluja

Téssd luvussa esitelldin tutkielman aiheen kannalta oleellisia mééritelmii seka joita-
kin havainnollistavia esimerkkejd. Ensimmaéisessd alaluvussa kisitelldin lineaarisia
yhtédloryhmié, toisessa alaluvussa matriiseja ja viimeisessd alaluvussa elementaarisia

rivioperaatioita.

2.1 Lineaarinen yhtaloryhma

Lineaarinen yhtdloryhmé on tutkielman kannalta erittdin olennainen késite, silla
sekéd Gaussin elimintointimenetelmaa ettd Gaussin—Jordanin eliminointimenetelméai

voidaan kiyttdid lineaarisen yhtaloryhmin ratkaisemiseen.

Mairitelma 2.1. Olkoot xi,xo,...,x, muuttujia. Lineaarinen yhtdlo, jolla on n
muuttujaa, on muotoa ayx; + axx» + -+ + a,x, = b oleva yhtilo, jossa kertoimet
ai,ap,...,a, sekd vakio b ovat reaalilukuja. Luku a; on johtava kerroin ja x; on

johtava muuttuja. [3, s. 2].

Mairitelma 2.2, (Vrt. [3, s. 4].) Lineaarinen yhtdloryhmd on yhtidloryhma, joka on

muotoa
ajlxy +appxy + -+ aipx, = bl
a1 Xy +axxy + -+ adyuXx, = b2
Am1 X1 + Apa X2+ + AppXy = by,
missd g;; ovat kertoimia, xi,. . ., x, muuttujia ja by, . . ., b, vakioita.

Esimerkki 2.3. Yhtidloryhmi
-x+y-3z=6
3x -2y + 10z =-10
-2x+3y-5z=9

on lineaarinen yhtdloryhmd, jossa tuntemattomia muuttujia on merkitty kirjaimilla

x,y ja z. Tuntemattomia muuttujia voisi merkitd myos xi, x; ja x3.



2.2 Matriisi

Sekd Gaussin eliminointimenetelméssi ettd Gaussin—Jordanin eliminointimenetel-
missd lineaarinen yhtdloryhmé muutetaan matriisimuotoon. Siis my0s matriisin ké-

site liittyy olennaisesti tutkielman aiheeseen.

Maaritelma 2.4. Olkoot m ja n positiivisia kokonaislukuja. Matriisi on muotoa

al aip ... dip
az ay ... dzp
aAml aAm2 ... Qmn

oleva suorakulmainen taulukko, jossa jokainen alkio a;; on reaaliluku. Kokoa m X n
olevalla matriisilla on m kappaletta vaakasuoria riveja ja n kappaletta pystysuoria

sarakkeita. [3, s. 14].

EsimerkKki 2.5. Matriisi

1 21
220
341

on kokoa 3 x 3.
Mairitelma 2.6. Lineaarinen yhtdloryhma

axy +apxy + -+ appx, = bl

az1 Xy +axxy + -+ ayux, = b2

A1 X1 + Ap X2 + -+ + ApXy = by

voidaan kirjoittaa matriisimuodossa:

al aip ... dip b]
any ay ... Ay b2
aml Ama ... Gumn bp

[2, s. 6].



Esimerkki 2.7. Lineaarisen yhtdloryhmén

X1 +2x=0
X1+x="6
3x1—2x =8
matriisimuoto on
1 2 0
1 1 6f.
3 -2 8

2.3 Elementaariset rivioperaatiot

Elementaarisia rivioperaatioita tarvitaan niin Gaussin eliminointimenetelméssa kuin
Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmissi, joten tdssd alaluvussa kisitellddn ele-

mentaarisia rivioperaatioita.
Mairitelma 2.8. Elementaarisia rivioperaatioita ovat:

1. Kahden rivin paikan vaihto keskenéan.
2. Jonkin rivin monikerran lisdiminen johonkin toiseen riviin.
3. Rivin kertominen nollasta eroavalla vakiolla.
[3,s. 16].
Elementaarisille rivioperaatioille voidaan kiyttdd seuraavia lyhennysmerkintoja:

* R; & R;: vaihdetaan rivien i ja j paikat keskenéén.

* aR;: kerrotaan rivi i nollasta eroavalla luvulla a.
(vrt. [3, s. 16]).

Esimerkki 2.9. Annetaan elementaarisista rivioperaatioista esimerkki:

-3 5 -22 0 -1 2
3 4 4 |Ri+3R3—= R |3 4 4|{R <R3
1 -2 8 1 -2 8
0 -1 2 0 -1 2
1
I =2 8|5R— R |5 -1 4].
3 4 4 3 4



Mairitelma 2.10. Kaksi matriisia on riviekvivalentit, jos toinen ndistd kahdesta mat-
riisista saadaan muokkaamalla toista naista kahdesta matriisista aarelliselld maaralla

elementaarisia rivioperaatioita [3, s. 16].

Esimerkki 2.11. Edellisen esimerkin matriisit

-3 5 =22
3 4 4
1 -2 8
ja
0 -1 2
1
> -1 4
3 4 4

ovat riviekvivalentit.



3 Gaussin eliminointimenetelma

Tassd luvussa kisitellddn Gaussin eliminointimenetelmad, joka on yksi menetelma li-
neaaristen yhtdloryhmien ratkaisuun. Tavoitteena Gaussin eliminointimenetelméssa
on muuttaa lineaarista yhtdloryhmaa vastaava matriisi elementaarisia rivioperaatioita
kayttden porrasmatriisin muotoon, josta lineaarisen yhtidloryhmaén ratkaisu saadaan,

kun kiytetddn takaisinsijoittamista (vrt. [2, s. 11]).
Mairitelma 3.1. Matriisi on porrasmatriisi, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

1. Jokaisella rivillda ensimmadinen nollasta poikkeava alkio on 1, jota sanotaan

johtavaksi alkioksi.
2. Mahdolliset pelkastiin nollia siséltivit rivit ovat matriisin alimpia riveja.

3. Kahdesta rivistd, jotka eivit koostu pelkistdadn nollista, alemmalla rivilld oleva

johtava alkio on oikeammalla kuin ylemmalla rivilld oleva johtava alkio.
[2,s. 11].

Esimerkki 3.2. Matriisi

1 0 7 17
010 1
001 2

on porrasmatriisin muodossa.

Gaussin eliminaatio etenee vaihe vaiheelta seuraavasti:

1. askel: paikannetaan matriisissa vasemmanpuoleisin sarake, joka ei koostu

pelkastéddn nollista.

2. askel: jos timén paikannetun sarakkeen ylin alkio on nolla, siirretdin ylim-

min ja toiseksi ylimmén rivin paikkoja keskendin.

3. askel: jos tamd paikannetun sarakkeen ylin alkio on a, kerrotaan rivi luvulla

é, jotta saadaan riville johtava ykkonen.

4. askel: lisdtddn ylimmin rivin monikertoja alempiin riveihin niin, etti kaikki

sarakkeen alkiot johtavan ykkosen alapuolella saadaan nolliksi.



* 5. askel: unohdetaan matriisin ylin rivi ja aloitetaan uudelleen ensimmaisesti

askeleesta. Jatketaan kunnes koko matriisi on porrasmuodossa.

* 6. askel: aloitetaan matriisin viimeisestd rivisti, joka ei sisélld pelkastdan nol-
lia. Lisdtddn jokaisen rivin monikerta ylempéaén riviin, jotta saadaan jokaisen

johtavan ykkosen ylli oleva alkio nollaksi.

[2,s. 14-15].

Esimerkki 3.3. Ratkaistaan Gaussin eliminointimenetelmailld seuraava lineaarinen

yhtidloryhma:
X1 +Xx2+Xx3 = 6

2x1—xp+x3 =13
3X1—X3=0.

Muutetaan ylld oleva lineaarinen yhtdloryhma sitd vastaavaksi matriisiksi:

1 1 1 6
2 -1 1 3
30 -10

Seuraavaksi saatetaan kyseinen matriisi elementaaristen rivioperaatioiden avulla por-

rasmatriisin muotoon:

11 1 6 11 1 6
2 -1 1 3|R-2Ri—>R|0 -3 -1 -9 |R-3R —R;
3.0 -1 0 3.0 -1 0
11 1 6 11 1 6
1
0 -3 -1 =9 |-3R—=>R|0 1 ; 3 |R+3R—R
0 -3 -4 -18 0 -3 -4 -18
L1ro6 1116 |
01 3 3 |-3R—=R|01 ;3 |R-zR->R
00 -3 -9 0013
1116 1
0102[Ri-R—>R |0
0013

10



Nyt timé viimeisin matriisi on halutussa porrasmatriisin muodossa ja sitd vastaa

seuraavaa yhtdloryhma:

X1 +x3=4
x2:2
X3:3.

Takaisinsijoitusta kdyttden saadaan lineaarisen yhtdloryhmén ratkaisuksi:

X1:1
Xp =2
X3=3

11



4 Gaussin—Jordanin eliminointimenetelma

Téassd luvussa kasitellddn Gaussin—Jordanin eliminointimenetelméd, joka on siis

myoOs yksi menetelmi lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisuun.

Mairitelméa 4.1. Matriisi on redusoitu porrasmatriisi, jos se toteuttaa seuraavat
ehdot:

1. Matriisi on porrasmatriisi.

2. Jokainen matriisin sarake, jolla on johtava alkio, sisdltid muuten pelkéstidin

nollia.
[2,s. 11].
Esimerkki 4.2. Matriisi
1 0 01
010 2
001 3

on redusoidun porrasmatriisin muodossa.

Kun Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmaa kiytetddn lineaarisen yhtdloryh-
min ratkaisemiseen, ensin lineaarinen yhtidloryhma muutetaan siti vastaavaksi mat-
riisiksi. Sen jdlkeen tarkoituksena on saattaa matriisi elementaarisia rivioperaatioita
kayttamalld redusoidun porrasmatriisin muotoon, josta ratkaisut pystytdan lukemaan.

Gaussin—Jordanin eliminointimenetelma koostuu kahdesta osasta:

1. Matriisissa johtavien ykkosten alla olevat alkiot muokataan elementaaristen

rivioperaatioiden avulla nolliksi.

2. Matriisissa johtavien ykkosten ylld olevat alkiot muokataan elementaaristen

rivioperaatioiden avulla nolliksi.
(vrt. [2, s. 15]).

Esimerkki 4.3. Ratkaistaan Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmalld seuraava li-

neaarinen yhtdloryhma:
x+y+2z=38

—-Ix-2y+3z=1
3x+ =Ty +4z = 10.

12



Y14 olevaa lineaarista yhtdloryhméa vastaa seuraava matriisi:

1 1 2 8
-1 -2 3 1
3 -7 410

Saatetaan matriisi seuraavaksi elementaarisia rivioperaatioita kdyttimalla redusoidun

porrasmatriisin muotoon:

1 1 2 8| 1 1 2 8
-1 23 1 |RR+R >R |[0 -1 5 9 |R3—3R| > R;3
3 -7 4 10| 3 -7 4 10
1 1 2 8 | 1 1 2 8
0 -1 5 9 |-RR—>R|0 1 -5 -9 |Ry+10R, > Ry
0 -10 -2 -14 0 -10 -2 -14
11 2 8 1 11 2 8|
01 -5 -9 —5—2R3—>R3 01 -5 9(R+5Rs— R,
0 0 -52 —104 00 1 2
112 8 1104
010 1|R-2Rs—=R |0 10 1|R =R —R
0012 0012
100 3
0101].
001 2

Nyt timi viimeisin matriisi on halutussa redusoidun porrasmatriisin muodossa ja

siitd ndhdédédn suoraan, etti lineaarisen yhtiloryhmén ratkaisu on:

x=3
y=1
z=72.

Esimerkki 4.4. Ratkaistaan Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmalld seuraava li-

neaarinen yhtdloryhma:
2x+2y+2z=0

—2x+5y+2z=1

8x+y+4z=-1.
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Muutetaan ylla oleva lineaarinen yhtdloryhma sitd vastaavaksi matriisiksi ja aletaan

muokkaamaan siti elementaarisilla rivioperaatioilla:

[ 2 22 0 1 110
1
-2 5 2 1 §R1—>R1 252 1 |R+2R - R,
8 1 4 -1 8 1 4 -1
(111 0 11 1 0
1
0 7 4 1 R; -8Ry — R3| 0 7 4 1 ?R2—>R2
1 4 -1 0 -7 -4 -1
I 1 1 0 1 110
01 32 1 |R+7TRR—>R|01 %2 L |R-R—R
0 -7 -4 -1 0 00O
1o 4 o
4 1
0135 7
000 O
Nyt tdtd viimeisintd matriisia vastaa seuraava lineaarinen yhtaloryhma:
+3 1
X+=z=-=
7°7 77
N 4 1
y+zz=o
Kun valitaan parametriksi s = z, saadaan lineaarisen yhtiloryhmén ratkaisuksi:
1 3
=—=—-=s
T 7
1 4
==—=s
YT
Z==s.

Kun mietitdin parasta menetelméi lineaaristen yhtidloryhmien ratkaisuun, on tér-
ked erottaa toisistaan isot tietokoneella laskettavat lineaariset yhtaloryhmit ja pienet
kisin laskettavissa olevat lineaariset yhtdloryhmat. On olemassa paljon sovelluk-
sia, jotka pystyvit ratkaisemaan lineaarisia yhtaloryhmii, joissa on tuhansia tai jopa
miljoonia tuntemattomia muuttujia. Ison lineaarisen yhtdloryhmin ratkaiseminen
vaatii erityistd tekniikkaa muistin koon, virheiden, ratkaisuajan ja monien muiden
tekijoiden kisittelemiseen. Téllaista tekniikkaa kisitellddn numeerisessa analyysis-
sd enemman. Kuitenkin ldhes kaikki suurten lineaaristen yhtdaloryhmien ratkaisuun

kiytettdvit menetelmit perustuvat siihen, mité tdssi tutkielmassa kisitellddn. [2, s.
11].
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5 Ratkaisuista

Téssd luvussa kisitellddn Gaussin eliminointimenetelmin ja Gaussin—Jordanin eli-

minointimenetelmin ratkaisuja.

5.1 Ratkaisujen maara

Porrasmatriisia voidaan tulkita seuraavasti:

* Jos jokin lineaarista yhtdloryhméi vastaavan matriisin viimeisista riveistd on

muotoa [0 0 ... 0 1], lineaarisella yhtaloryhmiailla ei ole ratkaisua.

* Jos lineaarista yhtdloryhméid vastaavan matriisin viimeinen rivi on muotoa
[00 ... 00], viimeinen rivi voidaan jittaa pois matriisista. Talloin matriisin jol-
takin sarakkeelta puuttuu johtava alkio, jolloin tdtéd saraketta vastaava muuttuja
on vapaa. Jokaisen vapaan muuttujan arvo voidaan valita vapaasti. Tilloin

lineaarisella yhtdloryhmélld on dédreton maéari ratkaisuja.

* Jos lineaarista yhtaloryhmii vastaavassa porrasmatriisissa on jokaisessa sa-
rakkeessa johtava alkio kaikkein oikeinpuolisinta saraketta lukuunottamatta,

lineaarisen yhtdloryhman ratkaisu on yksikasitteinen.
[2,s. 12-13].

Mairitelma 5.1. Jos lineaarisella yhtaloryhmalld on ddreton miiré ratkaisuja, line-
aarisen yhtdloryhmén yleinen ratkaisu on parametriyhtiloiden joukko, josta saadaan

kaikki ratkaisut asettamalla parametreille numeeriset arvot. [2, s. 13].

5.2 Homogeeninen yhtiloryhma

Miairitelma 5.2. Jos lineaarisen yhtdloryhmin kaikki vakiot ovat nollia, yhtidloryh-
maii sanotaan homogeeniseksi. Talloin yhtdloryhmé on muotoa:
aynxy+apx+---+apx, =0

arxy+ampxy+ -+ ampx, =0

A1 X1 + QuaXxa + -+ + Ay Xn = 0,

missd a;; ovat kertoimia ja xi,. . ., x, muuttujia. [2, s. 17].
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Jokaisella homogeenisella yhtdloryhmalld on véhintdén triviaali ratkaisu: x; =
0,x0 =0,...,x, = 0. Koskahomogeeniselld yhtaloryhmilld on aina triviaali ratkaisu,

on vain kaksi mahdollisuutta:
* homogeeniselld yhtdloryhmélla on vain triviaali ratkaisu.

* homogeeniselld yhtdloryhmélld on triviaalin ratkaisun lisdksi ddreton midra

ratkaisuja.
[2,s. 17].

Lause 5.3. Homogeenisella yhtdiloryhmdlld on ddreton mdcdrd ratkaisuja, jos yhtd-

loryhmdssd on vihemmdn yhtdloitd m kuin muuttujia n. [3, s. 25].

Todistus. (vrt. [1, s. 76]). Homogeeniselld yhtidloryhmélld on ainakin triviaali rat-
kaisu. Siis homogeeniselld yhtidloryhmalld on joko yksi tai ddrettdmidn monta rat-
kaisua. Oletuksen mukaan homogeenistd yhtdloryhmii vastaavassa matriisissa on
enemmdn sarakkeita kuin riveji. Toisaalta homogeenisti yhtdloryhmaé vastaavassa
porrasmuodossa olevassa matriisissa jokaisella rivilld on enintdédn yksi johtava alkio.
Siis homogeenisti yhtidloryhmaa vastaavassa porrasmuodossa olevassa matriisissa
on ainakin yksi sarake, jossa ei ole johtavaa alkiota. Siis 10ytyy vapaa muuttuja, joten

homogeeniselld yhtdaloryhmalld on ddrettoméin monta ratkaisua. O
Esimerkki 5.4. Ratkaistaan seuraava homogeeninen yhtdloryhma:

—x1+x—-3x3=0
3X1 + —2)C2 + 1OX3 =0

=2x1 + 3xp — 5)C3 =0.

Ylla olevaa homogeenistd yhtdloryhméaa vastaa matriisi:

-1 1 =30
3 -2 10 0
-2 3 =50

Kaytetddn Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmii tihdn matriisiin:

-1 1 -390 I -1 3 0
3 210 0|-Ri—»R| 3 -2 10 0|R-3R—-R
-2 3 =50 -2 3 =50

16



1 -1 3 O 1 -1 3 0
0 1 1 O0|R3+2Ri—>R3|0 1 1 O0|Rs—R,—R;

-2 3 -5 0 0O 1 10
I -1 30 1 040
01 1 0(RR+R—R |01 10
0 0 0O 00O0O0

Nyt titd viimeisintd matriisia vastaa yhtaloryhma:
x1+4x3=0
X2+ x3 =0.

Valitaan parametriksi s = x3, jolloin homogeenisen yhtdaloryhmin ratkaisuksi saa-
daan:

x1 = —4s
X2 = —§
X3 =S

17
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