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1 Johdanto

Nykypiivind teknologia on isossa osassa elimddmme ja kommunikointiamme. Tie-
toa siirtyy jatkuvasti ympéri maailmaa muun muassa puhelimien, radioiden, televi-
sioiden seké tietokoneiden vilityksella.

Joskus kuitenkin tiedonsiirrossa tapahtuu virheitd. Ongelmaksi tissi tilanteessa
syntyy se, ettd tiedon vastaanottaja ei voi tietdd, onko virhetti tapahtunut, missa virhe
on tapahtunut tai millainen tieto oikeasti pitdisi vastaanottaa. Pahimmassa tapaukses-
sa virhettd ei huomata ja vastaanotettu informaatio on vaaraa. Virheiden 16ytimisen ja
korjaamisen avuksi on kehitelty koodausteoria, joka mahdollistaa virheen 10ytamisen
ja korjaamisen vastaanotetulla tiedolla mahdollisimman helposti ja nopeasti.

Téssd tutkielmassa kisitelladn algebrallista koodausteoriaa, jossa perehdytdéin
virheiden l0ytdmiseen ja korjaamiseen algebrallisilla menetelmilld. Ensimmadisessa
luvussa tutustumme keskeisiin termeihin ja méadritelmiin, luvussa kolme virheiden
todennikoisyyksin ja luvussa kolme virheiden 10ytdmiseen ja korjaamiseen.

Lukijalle oletetaan tunnetuksi joukko-opin, algebran, lineaarialgebran ja toden-

nikoisyyslaskennan perusteet. Pddlidhteind tydssd on kéytetty lidhteitd [2] ja [1].



2 Peruskasitteita

Téssd luvussa esitetddn tarvittavia algebran maaritelmid sekd koodausteoriaan liitty-

vaa termistoa.

Miaritelmi 2.1. Ryhmi (G, o) on epityhji joukko, jossa on médritelty bindédriope-

raatio o, joka toteuttaa seuraavat ehdot:
1. aob e G,Va,b € G [sulkeutuvuus],
2. (aob)oc=ao(boc),Ya,b,c € G |assosiatiivisuus],
3. de € G: Ya € G: ao e = eoa = a[neutraalialkio],
4. Yae G:3d' € G: aod = a’ oa = e [Kiinteisalkio]
[2, s. 324-325].

Esimerkki 2.2. Tiedetdin, ettd (B™,®) on ryhmi, jossa B” = BX B X --- X B
(m-kertaa), kun B € Z,, ja midritellddn operaatio @ siten, ettd (xy,x2,...,X,) @
(Y1 Y25+ > Ym) = ((x1 + y1) mod 2, (x2 + y2) mod 2,. .., (x; + y,u) mod 2). Siis B =

{0, 1}, ja yhteenlasku saadaan taulukosta

HO@
- O | O
O = =

[2, s. 375-376].

Mairitelmi 2.3. Ryhméd H on ryhmin (G, o) aliryhmé, kun voimassa on seuraavat

ehdot:
1. Neutraalialkio e € G kuuluu my6s joukkoon H,
2. aobe H,Ya,be H,
3.a'e€eH YaeH.

[2, s. 333].

Miiritelméa 2.4. Olkoon R C A X B relaatio joukosta A joukkoon B. Arvojou-
koksi Ran(R) kutsutaan joukkoa, joka koostuu joukon B alkioista, joihin relaatio R

kuvautuu. [2, s. 93]



Mairitelma 2.5. Valitaan luvut n > m sekd injektio e: B” — B". Talloin funktiota

e kutsutaan (m, n)-koodausfunktioksi. [2, s. 376].

Miaritelmé 2.6. Jos b € B™ ja funktio e on (m,n)-koodausfunktio, niin silloin

alkiota b kutsutaan sanaksi ja alkiota e(b) kutsutaan koodisanaksi. [2, s. 376].

Esimerkki 2.7. Olkoon funktio e: B” — B™*! parillisuustarkistuskoodausfunktio.
Jos annamme funktiolle sanan b = b{b; - - - b,,, niin silloin e(b) = b1by - - - bbbyt
siten, etta

I, joslukuja I on pariton méaara,
b1 =
0, joslukuja 1 on parillinen méaéra.

Nyt jos annamme funktiolle sanat 010, 111 ja 011, niin saamme silloin ¢(010) =
0101, e(111) = 1111 jae(011) = 0110.

Miaritelmé 2.8. Kun koodisana x = e(b) on ldhetetty, niin vastaanotetaan koo-
disana x;. Funktiota d: B" — B™ kutsutaan koodausfunktiota e vastaavaksi (n,m)-
dekoodausfunktioksi, jos d(x;) = b’ € B™. Lisiksi jos ldhetyksessi ei ole tapahtunut
virhettd niin silloin &’ = b. [2, s. 389].

Esimerkki 2.9. Olkoot ldhetettdvit sanat 110, 101 ja 001. Kéytetddn toistome-
netelmdd, jossa (m,3m)-koodausfunktio e: VAR Z%’” on sellainen, ettd b =
biby---by € Z3 jax = e(b) = biby---byubiby---byubiby---by € Z7. Koo-
dausfunktiota e vastaava (3m,m)-dekoodausfunktio on tilldin d: Z%m — 77 ja
x; = b1by - - - b3y,. Dekoodausfunktio vertailee nyt jokaista koodisanan x; bitteja i,
i+mijai+2mVie{l,...,m} keskenddn. Nyt siis m = 3. Syotetdidn sanat koodaus-

funktioon, jolloin saadaan seuraavat koodisanat

e(110) = 110110110,
e(101) = 101101101,
e(001) = 001001001.

Lahetetddn koodisanat tiedonsiirtokanavaa pitkin vastaanottajalle, joka vastaanottaa

koodisanat

110110110,
101111101,
001001101.



Vastaanotetut koodisanat syotetddn dekoodausfunktioon d: Zi’" — Z7, jolloin

Miiéritelmi 2.10. Koodausfunktio e: B” — B" ja dekoodausfunktio d: B" — B™

d(110110110) = 110,
d(101111101) = 101,

d(001001101) = 001.

muodostavat yhdessd koodin C. [1, s. 121].

hiirio

sana

—> koodaus —{ koodisana

—>

lahetys

—>

koodisana

—>

dekoodaus

—>

sana

Miiritelmi 2.11. Olkoon x € B". Silloin koodisanan x nollasta poikeavien nume-

roiden lukumairidd kutsutaan Hamming-painoksi ja sitd merkitddn notaatiolla |x|.

[2,s.377].

Esimerkki 2.12. Olkoot koodisanat 1001, 1011, 0111 ja 0010. Nyt Hamming-painot

ovat |1001] = 2, [1011] = 3, [0111] = 3 ja |0010] = 1.

Miaritelmé 2.13. Olkoot x ja y sanoja joukossa B”. Hamming-etiisyys o6(x, y)

sanojen x ja y vililld on tdllin |x & y| [2, s. 378].

Lause 2.14. Olkoot x, y, z € B". Silloin Hamming-etdisyydelld on seuraavat omi-

naisuudet

1. |x| = 6(x,6), jossa6 =(0,0,...,0) € B",

2. 6(x,y) =0,

3. 6(x,y) =0, jos ja vain jos x =y,

4. 0(x,y) = 6(y,x),
5. 6(x,y) £6(x,2) +6(z,y).

[1,s. 122].

Todistus. Olkoot x,y, z € B"sekdi =1,...,n.




1. |x| = |[x ® 0] = 6(x,0),

2. 8(x,y)=|x®y| =|(x1,%2,. . ., X0) ® V1, V25 - -5 Yn)]
=|((x1 + y1) mod 2,(xy + yp) mod 2,...,(x, + y,) mod 2)| >0

koska lukumiird ei voi olla negatiivinen.

3. (&)
Valitaan x = y.
Nyt 6(x,y) = 6(x,x) =[x ® x| = |(x1,X2,. .., %) ® (X1, x2,...,%)]|
= |((x1 + x1) mod 2,(x2 + x2) mod 2, . .., (x, + x,) mod 2)| = [0] = 0.
(=)

Olkoon 6(x,y) = 0.

Silloin x; ® y; = 0 aina, kuni = 1,2,...,n. Siis x; = y;. Ndin ollen x = y.

4. 6(x,y) =[x ®y| = [(x1, %2, . ., %) & (1, Y2+ - - V)|
= |((x1 + y1) mod 2,(x2 + y2) mod 2,...,(x, + y,) mod 2)|
= [((y1 + x1) mod 2,(y2 + xp) mod 2,...,(y, + x,) mod 2)|
= |1 y2,- 5 yn) @ (X1, %2, - ., X))
=6(y, x).

500 y)=|lx@y|l=|xe0@y|=|xPz07d Y|
<|lx@zl+|z@y| =8(x,2) + (2, y).

O

Esimerkki 2.15. Tarkastellaan koodisanojax = 011111,y = 010111 ja z = 000100.
Koodisanojen x ja y Hamming-etdisyys on silloin |[x & y| = |[011111 @ 010111| =
|001000| = 1, jakoodisanojen y ja z Hamming-etéisyys onsilloin |[y®z| = [010111&
000100] = |010011]| = 3.

Mairitelma 2.16. Olkoon koodausfunktio e: B™ — B”". Funktion e minimietiisyys
Omin ON pienin mahdollinen etdisyys kahden mahdollisen koodisanan vililld, toisin
sanoen

Omin = min{ 6(e(x),e(y)) | x,y € B" }.
[2,s.379].
Lause 2.17. Olkoon C koodi, jonka pienin Hamming-etdisyys on omin = 2k + 1.

Silloin koodi C pystyy korjaamaan k tai vihemmdn virheitd. Liscksi koodilla C

voidaan paikantaa 2k tai vihemmdn virheitd.



Todistus. [1, s. 123]. Oletetaan, ettd lihetetddin koodisana x ja vastaanotetaan koo-
disana x;, jossa on enintddn k virhettd. Silloin 6(x,x;) < k. Jos z on jokin muu

koodisana kuin x, niin
2k +1 <6(x,2) < 6(x,x7) +6(x,2) < k + 6(x7,2).

Ndin ollen 6(x;,z) > k + 1 ja x; dekoodaataan oikein koodisanaksi x.

Nyt oletetaan, ettd koodisana x ldhetettiin ja koodisana x; vastaanotettiin ja tapah-
tui vahintddn yksi virhe mutta ei enempaa kuin 2k virhetta. Silloin 1 < §(x, x;) < 2k.
Koska minimietéisyys koodisanojen vililld on 2k + 1, x; ei voi olla koodisana. Niinpa

koodisanasta voidaan 16ytdi virheitd, kun niiden lukumaééri on vililtd [ 1, 2k]. |

EsimerkKi 2.18. Tarkastellaan (2, 5)-koodausfunktiota e: Z% — Zg, jonka madraa-
mit koodisanat ovat 00000, 10011, 01101 ja 11110. Silloin Hamming-etdisyydet

ovat
00000 01101 10011 11110
00000 0 3 3 4
01101 3 0 4 3
10011 3 4 0 3
11110 4 3 3 0

Voimme nyt huomata, ettid pienin kahden eri koodisanan vilinen Hamming-etéisyys

on 3, joten koodausfunktio 10ytdi kaksi virhettd ja pystyy korjaamaan yhden virheen.



3 Virheen todennakoisyys

Lause 3.1. Jos koodisana
x = (x1x2---x,) € B"

on vastaanotettu ja todenndkoisyydelld p virhetti ei ole syntynyt kirjaimessa Xx;

i =1,2,...,n), niin silloin todenndkoisyys, ettd on syntynyt tasan k virhettd on
Yy, y y

n\ k n—k

Todistus. [1, s. 120], Todenndkoisyys, ettd koodisanan x; € B" kirjaimessa x; (i =
1,...,n) on syntynyt virhe on ¢ ja todennékdisyys, ettd virhettd ei ole syntynyt, on
1 — g = p. Nyt todennidkoisyys, ettd k virhettd on syntynyt, on niin ollen

qk pn—k.

Erilaisia mahdollisia k virhettd kisittidvid koodisanoja eli kombinaatioita on olemassa

n\ n!
(k) Ckl(n—-k)

Koska erilaisia kombinaatioita virheiden muodostumiselle on (Z) ja todenndkgisyys
k virheelle on ¢*p"*, niin todennikoisyys, ettd vastaanotetussa koodisanassa x; on

k virhettd, on

O

Esimerkki 3.2. Vastaanotetaan viesti x, € B'°, jolloin n = 10. Oletetaan ettd toden-
nikoisyys virheeseen on ¢ = 0,004. Niin ollen todennikoisyys, ettd virhetti ei ole

syntynyt, on 1 — g = 0,996 = p. Todennikdisyys, ettd virheitd ei ole syntynyt, on
" =(0,996)'° ~ 0,96.
Todennikoisyys, ettd yksi virhe on syntynyt, on
(T)qpn_l = (110)(0,004)(0,996)10‘1 =10 - (0,004) - (0,996)° ~ 0,039.

Todenndkoisyys, ettd kaksi virhettd on syntynyt, on
10
(;)qu”—z = ( 5 )(0,004)2(0,996)10‘2 =45 - (0,004)* - (0,996)% ~ 0,001.

Todennidkoisyys, ettd virheitd on syntynyt enemmaén kuin kaksi, on alle 0,001.

10



4 Dekoodaus

4.1 Lineaariset koodit

Mairitelmi 4.1. Tarkastellaan ryhméié (B”, ®) ryhméa. Koodausfunktiota e: B —

B kutsutaan ryhmikoodiksi jos
e(B™)={e(b) | b e B"} = Ran(e)
on ryhmén B" aliryhma. [2, s. 380].

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan koodia, joka sisiltdd koodisanat 00000, 00111, 11100
ja 11011. Huomataan, ettd koodista 10ytyy neutraalialkio 00000, ja tiedetddn, ettad

jokainen koodisanan on itsensi kadnteisluku

00000 @ 00000 = 0,
00111 ® 00111 =0,
11100 @ 11100 = 0,
11011 @ 11011 = 0.

Naiden lisdksi tarkastellaan, 10ytyyko kaikkien koodisanojen yhteenlaskun tulokset

koodista:

00000 ® 00111 = 00111,
00000 @ 11100 = 11100,
00000 @ 11011 = 11011,
00111 @ 11100 = 11011,
00111 & 11011 = 11100,
11100 @ 11011 = 00111.

Koska kaikki mahdolliset koodisanojen yhteenlaskut 16ytyvit koodista, niin silloin

koodi on ryhmén Z7 aliryhmd, jolloin se on my6s ryhmékoodi.

Lause 4.3. Olkoon 6y, minimietdisyys (m, n)-ryhmdkoodille. Silloin 6 i, on kaikkien
(m,n) nollasta eroavien koodisanojen nollasta eroavien painojen minimi. Toisin
sanoen

Omin = min{ |x| | x #0}.

11



Todistus. [1, s. 125] Havaitaan, ettd

Omin :min{é(x’y) | xqty}
=min{d(x,y) | x+y #0}
=min{|[x®y||x+y+0}

=min{ |z| | z#0}.
O

Mairitelmé 4.4. Olkoon D = M,,(Z>) = [d;;] sekd E = M,x,(Z>) = [e};] matriisit
siten,ettd | <i <rjal < j < n. Nytmatriisin operaatio @ on esimerkin 2.2 taulukon

mukainen laskutoimitus alkioittain ja matriisin operaatio * vastaavasti on

(D E)l_/ |:Z dlkek_/

b

jossa kertolasku on

0 1
00 O
110 1
[2,s.382]
EsimerkKi 4.5.
1 0
1 01
%k
011

0
1-1#0-081-0 1-000-1®1-0 | le0®0 00000 | |1 O
0-1#1-0©1-0 0-0®1-1®1-0 | 02000 010 0 1

Miaéritelmé 4.6. Olkoon H € M,,x,(Z). Matriisin H nolla-avaruudeksi Null(H)

kutsutaan joukkoa, joka koostuu kaikista koodisanoista x, joilla patee Hx = 0. [1, s.
127].

Lause 4.7. Olkoon H C M,,;x,(Z>). Silloin matriisin H nolla-avaruus on ryhmdkoo-
di.

Todistus. [1,s. 127]. Koska jokainen joukon Z7 alkio on itsensé kaénteisarvo, riittdd
tarkistaa, ettd kaikkien matriisin H koodisanojen yhteenlasku kuuluu matriisin nolla-
avaruuteen Null(H) . Olkoot x,y € Null(H) koodisanoja matriisin H C M,;;x,,(Z7)
nolla-avaruudessa. Nyt siis Hx = 0jaHy = 0, joten H(x+y) = Hx+Hy = 0+0 = 0.

Koska x + y kuuluu joukon H nolla-avaruuteen, niin silloin se on koodisana. O

12
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Miiritelma 4.8. Koodi C on lineaarikoodi, jos se miidrdytyy jonkin matriisin

H c M,,xn(Z>) nolla-avaruuden mukaan. [1, s. 127].

Esimerkki 4.9. Olkoon matriisi

1 010
0110

ja koodi C, joka sisdltdd koodisanat x = 0000, y = 0001, z = 1110 jar = 1111. Nyt
koska Hx = 0, Hy = 0, Hz = 0 ja Hr = 0, niin silloin kaikki koodin C koodisanat

on médritelty matriisin H nolla-avaruuden mukaan, jolloin koodi on lineaarikoodi.

4.2 Tarkistusmatriisi

Miiéritelmi 4.10. Olkoon H r X n -matriisi siten, ettd r = n —m jan > m ja sen
alkiot kuuluvat joukkoon Z,. Matriisia H kutsutaan pariteetin tarkistusmatriisiksi,

jos H=(A| I,), missd A on r X m -matriisi ja I, on r X r -identiteettimatriisi. Toisin

sanoen
al ayy ... al(n_m) 1 0 ... 0
H - a ap ... an-m) 0 1 ... 0
| Am1l Am2 . Ap(n-m) 00 ... 1 |
[1,s. 128]. M ;

Maiiritelmi 4.11. Jos H € M, «,(Z>) on tarkistusmatriisi, niin silloin nolla-avaruus
Null(H) koostuu koodisanoista x € Z7 joiden m ensimmdistd bittid ovat satunnaisia
informaatiobitteja ja viimeiset r tarkistusbittid toteuttaa ehdon Hx = 0. Lisiksi

viimeiset r bittid toimivat parillisuustarkistusbitteina m biteille. [1, s. 130].

Esimerkki 4.12. Matriisi

X

Il
[ e
S = O
[ -
S = O
- o O

on tarkistusmatriisi, koska se siséltdd 2 X 3 -matriisin ja 3 X 3 -identiteettimatriisin.

Lause 4.13. Olkoon e; koodisana, joka sisdltdd yhden bitin 1 koordinaatissa i ja
loput bitit ovat nollia, sekd olkoon matriisi H € M,,x,(Z5). Tdlloin He; on identtinen

matriisin sarakkeen i kanssa. [1, s. 133].

13



Todistus. Selvisti H on r X n -tarkistusmatriisi koodissa C ja vastaanotettu koodisana
e=e1---¢--eyjossae =1 € {l,...,n}), jaloput bitit ovat nollia. Nyt kun

tarkastelemme matriisin tuloa He, niin huomaamme, ettd se on matriisin H i:s sarake.

0
ay -+ dain 0 aii
Hel' = * =
ary - drp 0 Qri
0

O

Lause 4.14. Olkoon H r X n binddrimatriisi. Tdlloin matriisin H nolla-avaruus
paikantaa yksittdisen virheen, jos ja vain jos mikdd matriisin H sarakkeista ei koostu

taysin nollista.

Todistus. [1, s. 133]. (<) Oletetaan ettd Null(H) pystyy paikantamaan yhden vir-
heen. Télloin koodin minimietdisyys on oltava vihintdd 2. Nyt koodisanojen paino
ei voi olla pienempi kuin 2 lukuunottamatta koodisanaa 0. Nyt siis koodisana e;
ei voi kuulua nolla-avaruuteen. Jotta e; kuuluisi nolla-avaruuteen, niin tiytyisi pa-
ted He; = 0, jolloin siis matriisin H taytyisi sisdltdd sarake, joka koostuu pelkistaa
nollista, mika ei siis ole mahdollista.

(=) Oletetaan, ettd mikdin sarakkeista ei koostu pelkéstdin nollista. Nyt siis
lauseen 4.13 perusteella voidaan todeta, ettd He; (missdi € { 1,...,r } on matriisin

H sarake i, mista seuraa, ettd He; # 0. O

Lause 4.15. Olkoon H r X n binddrimatriisi. Tdlloin matriisin H nolla-avaruus
paikantaa ja korjaa yksittdiisen virheen, jos ja vain jos mikdd matriisin H sarakkeista

el koostu tdysin nollista ja mikddn matriisin H sarakkeista eivit ole identtisid.

Todistus. [1,s. 134]. Olkoon e; ja e; koodisanoja, jotka sisdltivit bitit 1 indekseissi
i ja j ja muutoin koostuvat nollista. Kun i # j, niin silloin Hamming-paino on
le; +e;| =2.Koska 0 = H(e; + ej) = He; + He; piitee vain, kun i ja j ovat identtiset,

niin silloin matriisin A nolla-avaruus pystyy korjaamaan yhden virheen. O

14



4.3 Sivuluokkadekoodaus

Miiritelmé 4.16. Olkoon H r X n -matriisi ja x € Z7}. Koodisanan x syndroma on
Hx.[1,s.135].

Lause 4.17. Olkoon r X n lineaarikoodin mddirittelevd matriisi H ja x; vastaanotettu
n-pituinen koodisana. Avataan koodisana x; siten, ettd x; = x +e, jossa x on ldhetetty
koodisana ja e on tiedonsiirrossa tapahtunut virhe. Silloin vastaanotetun koodisanan

x; syndroma H x; on myos virheen e syndroma.
Todistus. [1,s.135]. Hx;, = H(x +e) = Hx+ He =0+ He = He. |

Lause 4.18. Olkoon H € M,x,(Z>), ja oletetaan, etti matriisin H mddrittdmd
lineaarikoodi korjaa yhden virheen. Olkoon x vastaanotettu n-pituinen koodisana,
Jjoka on vdlitetty enintddn yhden virheen kanssa. Jos koodisanan x syndroma on 0,
niin silloin yhtdkddn virhettd ei ole tapahtunut. Jos taas koodisanan x syndroma
vastaa jotakin matriisin H sarakkeista, niin silloin virhe on tapahtunut ja se voidaan
paikantaa ja korjata. Lisdksi jos koodisanan x syndroma ei ole 0 tai identtinen

matriisin H jonkin sarakkeen kanssa, niin silloin virheitd on tapahtunut enemmdn

kuin yksi. [1, s. 136].

Todistus. Koska matriisin H nolla-avaruus Null(H) méérittda lineaarikoodin, niin
siis kaikki koodisanat x;, joilla pidtee Hx; = 0, kuuluu silloin lineaarikoodiin. Siis
kaikki koodisanat syndromalla O kuuluvat lineaarikoodiin. Lauseista 4.13 ja 4.17
seuraa, ettd jos syndroma vastaa jotakin matriisin H sarakkeista, niin yksi virhe on
paikannettu ja korjattavissa. Lauseesta 4.13 voidaan myos péitelld, ettd jos syndroma
ei vastaa mitddn matriisin H sarakkeista, niin virheen on taytynyt tapahtua useam-

massa kuin yhdessi indeksissd i (i € {1,...,n}). O

Esimerkki 4.19. Olkoon matriisi

1 170100
H=1011010
1 01001

ja olkoot vastaanotetut koodisanat x = 111111, y = 101010 ja z = 100101. Silloin
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syndromat ovat

,1_
1
1 10100
T 1
Hx =10 1 1 01 0= .
1 01 0 0 1
1
-l-
1-1+1-14+0-1+1-1+0-1+0-1 1+1+0+1+0+0 1
={0-1+1-1+1-1+0-14+1-14+0-1|1=10+1+14+0+1+01|={11,
1-1+0-1+1-1+0-14+0-1+1-1 1+0+1+0+0+1 1
1 0
HyT:...: O ja HZT:"': O
0 0

Niin ollen voidaan todeta, ettd koodisana x sisédltid useamman kuin yhden virheen,
koodisana y sisdltdd yhden virheen neljdnnessd bitissd ja koodisana z ei sisilla

yhtak&én virhettd.

Miiéritelmi 4.20. Olkoon ryhméd H ryhmén G aliryhmi ja a € G. Silloin ryhmin
H vasen sivuluokka on joukko aH = {ah | h € H} ja oikea sivuluokka on
Ha = { ha | h € H}. Lisidksi aliryhméd H on normaali aliryhmd, jos kaikilla a € G
patee aH = Ha.

Huomautus. Jos ryhmin G laskuoperaatio on yhteenlasku, niin merkintd on a + H

tai H + a. [2, s. 340].

Esimerkki 4.21. Tarkastellaan (2,5) -lineaarikoodia C, joka on mééritelty matriisilla

H =

e e )

1
0
1

[
oS = O
- O O

Selvitetiin koodin C sivuluokat. Sivuluokkia on yhteensd 2°~2 = 23 = 8 ja koo-
disanoja 22 = 4. Olkoon koodisana x = (x1x2x3x4x5). Jotta koodisanan x kuuluisi
sivuluokkaan, sen tidytyy toteuttaa ehto Hx = 0. Ehdon toteuttamiseksi katsotaan

matriisista H rivi kerrallaan ykkoOsten sijainnit indeksittdin ja muodostetaan siten
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yhtéaloryhmait:

x2+x3=0
)C1+)C4=O

x1+x2+x5:0

Yhtalo pitdd paikkansa, kun ykkosid on parillinen maara. Tasti voidaan paitelld seu-
raavat koodisanat: (00000), (10011), (01101) ja (11110). Muodostetaan seuraavaksi

taulukko sivuluokista jossa jokainen rivi on oma sivuluokkansa.

c 00000 01101 10011 11110
00001 + ¢ | 00001 01100 10010 11111
00010 + ¢ | 00010 01111 10001 11100
00100 + ¢ | 00100 01001 10111 11010
01000 + ¢ | 01000 00101 11011 10110
10000 + ¢ | 10000 11101 00011 OI1110
00111+ ¢ | 00111 01010 10100 11001
00110 + ¢ | 00110 01011 10101 11000

Esimerkiksi 00011 + ¢ ja 00101 + ¢ jatettiin vilistd, koska niiden luomat arvot

esiintyvit jo taulukossa.

Esimerkki 4.22. Tarkastellaan esimerkin 4.21 koodia ja sivuluokkataulukkoa. Vas-
taanotetaan koodisanat x;; = 01001 ja x;» = 10110. Loydimme koodisanan x;;
taulukon riviltd 4 jolloin se korjataan koodisanaksi 01101 ja koodisanan x;; riviltd 5

jolloin se korjataan sanaksi 11110.

Koska haluamme saada selville todenndkoisimmén koodisanan, niin otamme

avuksi Hamming-painon.

Maairitelma 4.23. Binddrisen koodin C sivuluokan koodisanaa, jolla on pienin

Hamming-paino (méér. 2.11), kutsutaan sivuluokan johtajaksi. [1, s. 137].

Esimerkki 4.24. Tarkastellaan esimerkin 4.21 koodia ja taulukon sivuluokkia. Vali-
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taan taulukosta sivuluokan johtajat x; ja muutetaan taulukko sen mukaiseksi.

Xj+c sivuluokka
00000 + ¢ | 00000 01101 10011 11110
00001 + ¢ | 00001 01100 10010 11111
00010 + ¢ | 00010 01111 10001 11100
00100 + ¢ | 00100 01001 10111 11010
01000 + ¢ | 01000 00101 11011 10110
10000 + ¢ | 10000 11101 00011 O1110
10100 + ¢ | 10100 11001 00111 01010
00110 + ¢ | 00110 01011 10101 11000

Nyt jos vastaanotamme virheellisen koodisanan x; = 10010, niin pystymme las-
kemaan alkuperdisen koodisanan x sivuluokan johtajan x; avulla. Huomataan, etta
koodisana x; 10ytyy taulukon riviltd 2, jolloin sen johtaja x; on 00001. Nyt siis
x;j +x, = 00001 + 10010 = 10011 = x.

Lause 4.25. Olkoon C matriisin H mddirittelemd (m,n)-lineaarikoodi, ja oletetaan,
ettd koodisanat x,y € B". Koodisanat x ja y ovat samassa koodin C sivuluokassa,
jos javain jos Hx = HYy. Tdstd johtuen koodisanat x ja y ovat samassa sivuluokassa,

Jjos ja vain jos niiden syndroma on sama.

Todistus. [1,s. 138]. Koodisanat x ja y ovat samassa koodin C sivuluokassa tdsmél-
leen silloin kun x — y € C. Toisin sanoen H(x —y) = Hx —-Hy =0 < Hx =

Hy. |

Esimerkki 4.26. Tarkastellaan esimerkin 4.24 mukaista koodia C ja sen sivuluokan

johtajia. Jokaista sivuluokkaa kohden 10ytyy nyt yksilollinen syndroma:

syndroma | johtaja
000 00000
001 00001
010 00010
100 00100
101 01000
011 10000
111 10100
110 00110
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Jos vastaanotamme virheellisen koodisanan x; = 10110, niin nyt voimme selvittaa

alkuperiisen koodisanan x laskemalla syndroman

1
th = 0
1

Silloin meidédn on helppo katsoa taulukosta oikea sivuluokan johtaja ja laskea oikea
koodisana x = 01000 + 10110 = 11110.
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