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1 JOHDANTO

Sir Isaac Newton (1642-1727) ja Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) kehittivat inte-
graalin késitetta yhtaaikaisesti toisistaan riippumatta 1600-luvun loppupuolella lahestyen
asiaa hyvin erilaisista nakokulmista. He oivalsivat, etta integrointi on derivaatan kaénteis-
operaatio ja maarittelivat funktion f maaratyn integraalin yli valin [a,b] juurikin antideri-
vaatan kautta asettamalla:

b
| t@)do=F®) - Fla),

missd F'(z) = f(x) [4]. T&ma on ongelmallinen tapa maarittaa integraali, sillé 1aheskaan
kaikilla funktioilla ei ole olemassa antiderivaattaa. Tastéa esimerkkina ovat funktiot, joilla
on maaérittelyjoukossaan epajatkuvuuskohdassa hyppy. Newtonin ja Leibnizin kehittdman
maaritelman perusteella ei kyetty todistamaan edes jatkuvia funktioita integroituviksi [4].
Lisaksi integraalin maarittely derivaatan kadanteisoperaationa ei anna téysin selkedé ku-
vaa integraalista mittaamisen tyokaluna.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857) maaritteli 1820-luvulla ensimmaisenad maaratyn inte-
graalin funktiolle riippumatta siita, oliko funktiolla antiderivaattaa vai ei. Tama maaritelma
perustui summan

D flwin)(wy —wj)
j=1

raja-arvoon ja se oli voimassa vain jatkuville funktioille. [1, s.121] 1850-luvulla Cauchyn
tyén pohjalta Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) kehitti integroimisteorian,
jonka avulla integroituvuus voidaan maarittaa jokaiselle rajoitetulle funktiolle suljetulla va-
lilla. [4] Tata pidetddn integraalin ensimmaisend tarkkana maaritelmana. Tassd maari-
telmassé integraalia lahestyttin summien rajaprosessin kautta ja se erotti integroinnin
omaksi osakseen derivoinnista. Nain maaritellysta integraalista kaytetdan kehittdjansa
mukaan nimitystd Riemann-integraali.

Myés Riemann-integraalissa on joitakin heikkouksia. Se vaatii funktiolta melko tiukkoja-
kin rajoituksia, silla funktion on oltava méaaritelty ja rajoitettu rajoitetulla ja suljetulla valil-
14, jotta funktio olisi Riemann-integroituva. Mydhemmin on maéritelty ja tutkittu erilaisia
integraaleja, joista I&hes kaikki ovat jonkinlaisia laajennuksia Riemann-integraalista. Nai-
den tarkoituksena on nimenomaan korvata Riemann-integraalin asettamia rajoituksia an-
tamalla joustavampi mééritelmd integraalille. Laajennuksista merkittévin on Henri Lebes-
guen (1875-1941) kehittdma mittateoriaan perustuva Lebesgue-integraali. Laajennuksien
ymmartadmisen kannalta on melkein valttamaténta, etta hallitsee Riemann-integraalin hy-



vin.

Integraalilaskenta muodostaa perustan modernille matematiikalle ja luonnontieteelle yh-
dessa differentiaalilaskennan kanssa. Integraalilaskennalle 16ytyy lukuisia sovelluskohtei-
ta esimerkiksi tekniikan aloilta. [2] Tassa tydssa tarkastellaan Riemann-integraalin maa-
ritelmid. Riemann-integraalin ominaisuuksia tai laajennuksia ei kasitelld tyéssa. Ensiksi
luvussa 2 kaydaan lapi tydn kannalta tarkeat kasitteet supremum ja infimum. Luvussa 3
esitetdan ensiksi Riemann-integraalin maéritelma hyddyntaen Riemannin summia, sitten
ala- ja ylaintegraali ja lopuksi ala- ja ylaporrasfunktioiden integraali. Luvussa 4 todiste-
taan, ettd Riemann-integroituvuus voidaan maéarittda yhtapitéavasti ala- ja ylaintegraalien
avulla ja ettd ala- ja ylaintegraaleissa voidaan kayttda ala- ja yldsumman sijaan ala- ja
ylaporrasfunktioiden integraaleja.



2 SUPREMUM JA INFIMUM

Reaalilukujoukko S on ylh&élta rajoitettu, jos on olemassa reaaliluku b, joka on suurem-
paa tai yhta suurta kuin jokainen joukon S alkio. Talldin sanotaan, etté luku b on joukon S
ylédraja. Liséksi jokainen ylarajaa b suurempi luku on myds joukon S ylaraja reaalilukujen
transitiivisuuden nojalla.

Maaritelma 2.1. Olkoon epatyhja reaalilukujoukko S ylh&élté rajoitettu. Talldin reaaliluku
5 on joukon S supremum, jos luvulla 5 on seuraavat ominaisuudet:

(@) =z < pkaikillaz € S ja
(b) jos e > 0, niin on olemassa xg € 5, jolle xg > B — e.

Joukon S supremumia merkitdan 5 = sup S.

Lause 2.1. Joukon S supremum 3 = sup S on joukon S pienin yléraja.

Todistus. Olkoon (3 joukon S supremum. Talldin supremumin maaritelman 2.1 kohdan
(a) perusteella s on suurempi kuin jokainen joukon S alkio, joten 5 on joukon S ylaraja.
Koska mika tahansa lukua 5 pienempi luku voidaan kirjoittaa muodossa 5—e¢, missé e > 0,
niin supremumin maéritelman kohdan (b) nojalla on olemassa sellainen luku zy € S, jolle
xo > B —e. Toisin sanoen yksikdan lukua g pienempi luku 3 — e ei voi olla joukon S ylaraja,
silla joukossa S on ainakin yksi tatd suurempi alkio zy. Taten luku 8 on joukon S pienin
ylaraja. O

Kunta- ja jarjestysaksioomat eivat takaa, ettd jokaisella ylhaalta rajoitetulla epatyhjalla
joukolla olisi supremum. Esimerkiksi joukolla

P#£S={s:scQjas’<2}CcQ

ei ole supremumia rationaalilukujen joukossa, vaikka joukko onkin ylh&alta rajoitettu. Re-
aalilukujen joukolla on puolestaan tdma ominaisuus, jota sanotaan tdydellisyysaksioo-
maksi. Tama erottaa reaaliluvut muista jarjestetyista kunnista.

Taydellisyysaksiooma. Jos epétyhja reaalilukujoukko on ylh&alta rajoitettu, niin talléin
joukolla on supremum.



Lause 2.2. Ylhdalta rajoitetun epétyhjén joukon S supremum 3 = sup S on yksik&sittei-
nen.

Todistus. Oletetaan, etta luvut 5; ja B2 ovat joukon S supremumeja. Talléin molemmat
naista luvuista ovat joukon S ylarajoja maaritelman 2.1 ehdon (a) nojalla. M&aritelman
2.1 ehdon (b) perusteella yksikaan lukua 5 pienempi luku ei ole ylaraja. Toisin sanoen

ﬁl < ﬁQa

silla 51 on supremum ja g2 on ylaraja. Toisaalta

62 SBI:

silld B2 on supremum ja 1 on ylaraja. Taten on oltava 8, = (., joten supremum on
yksikasitteinen. O

Lause 2.3. Olkoot A ja B epdtyhjia reaalilukujoukkoja. Jos A C B ja joukko B on ylhdalta

rajoitettu, niin talléin sup A < sup B.

Todistus. Olkoot A ja B epatyhjia reaalilukujoukkoja sekd A C B ja olkoon joukko B yl-
haalta rajoitettu. Talléin myds A on ylh&alta rajoitettu, silla jokainen joukon A piste kuuluu
myds joukkoon B. Nyt taydellisyysaksiooman nojalla joukoilla A ja B on supremumit.

Todistetaan lause epasuoralla todistuksella. Oletetaan, ettd sup A > sup B. Lauseen 2.1
nojalla sup A on joukon A pienin yl&raja, joten sup B ei voi olla joukon A ylaraja. Toisaalta
sup B on joukon B ylaraja, joten

b <sup B jokaisella b € B. (2.1)

Koska A C B, niin yhtéld (2.1) on voimassa jokaisella joukon A alkiolla, joten sup B on
oltava joukon A ylaraja, mika on ristiriita. Taten sup A < sup B. O

Reaalilukujoukko on alhaalta rajoitettu, jos on olemassa reaaliluku a, joka on pienempaa
tai yhtd suurta kuin jokainen joukon S alkio. Talldin sanotaan, ettd a on joukon S alara-
ja. Liséksi jokainen alarajaa a pienempi luku on myés joukon S alaraja reaalilukujen tran-
sitiivisuuden nojalla. Joukko S on rajoitettu, jos se on seka ylhaalta etté alhaalta rajoitettu.

Maaritelma 2.2. Olkoon epatyhja reaalilukujoukko S alhaalta rajoitettu. Talléin reaaliluku
a on joukon S infimum, jos luvulla « on seuraavat ominaisuudet:

(2) x > akaikillaz € S ja
(b) jos e > 0, niin on olemassa xy € 5, jolle xg < o + .

Joukon S infimumia merkitddn oo = inf S.

Lause 2.4. Joukon S infinum o = inf S on joukon S suurin alaraja.



Todistus. Todistus menee samaan tapaan kuin lauseen 2.1 todistus. O
Lause 2.5. Jos epdétyhjd joukko S on alhaalta rajoitettu, niin tallbin joukolla S on infimum.

Todistus. Olkoon epatyhja reaalilukujoukko S alhaalta rajoitettu. Talléin on olemassa jo-
kin alaraja m, joka toteuttaa ehdon

m < s jokaisella se€ S.

Tutkitaan nyt joukkoa —S = {—s : s € S}. Joukko —S on ylh&alta rajoitettu, silla
—s < —m jokaisella —se —S.

Joukolla —S on olemassa supremum 5 = sup(—S5) taydellisyysaksiooman nojalla. Supre-
mumin maaritelman 2.1 (a)-kohdan nojalla

—s < (3 jokaisella —se —S5,

mista saadaan, etta
s > —f jokaisella s € S.

Téten luvulla — 5 on infimumin maaritelman 2.2 ominaisuus (a). Olkoon nyt € > 0. Supre-
mumin maaritelmén 2.1 (b)-kohdasta seuraa, ettd on olemassa sellainen luku —sg € -5,
etta

B —e < —sp.

Tasta saadaan, etta joukossa S on jokin alkio s, jolle
—B+€> sp.
Luvulla —g on siis infimumin m&aritelman 2.2 ominaisuus (b). Nain ollen alhaalta rajoite-

tulla epatyhjalla reaalilukujoukolla S on infimum. O

Lause 2.6. Alhaalta rajoitetun epétyhjén joukon S infimum o = inf S on yksik&sitteinen.

Todistus. Todistus menee samaan tapaan kuin lauseen 2.2 todistus. O

Lause 2.7. Olkoot A ja B epétyhjid reaalilukujoukkoja. Jos A C B ja joukko B on alhaalta
rajoitettu, niin talléin inf A > inf B.

Todistus. Todistus menee samaan tapaan kuin lauseen 2.3 todistus. O

Reaalilukujoukon S supremumia ja infimumia pystytdén havainnollistamaan geometrises-
ti reaalilukujanalla, kuten kuva 2.1 osoittaa. Tassa kuvassa joukko S on tummennettujen
janojen yhdiste. Joukon S supremum on luku 8 = sup S ja infimum on luku o = inf S.
Joukon S supremum g ei kuulu joukkoon S toisin kuin joukon S infimum «. Luvun 3 oi-
kealla puolella ei ole yhtdan joukon S pistettd, mutta joukon S pisteistd ainakin yksi on



a o B b

Kuva 2.1. Infimum ja supremum geometrisesti.

oikealla puolella mité tahansa lukua g pienempaa lukua. Vastaavasti luvun o vasemmalla
puolella ei ole yhtdan joukon S pistettdq, mutta minkad tahansa lukua o suuremman luvun
vasemmalla puolella on ainakin yksi joukon S piste. Kuvassa b on jokin joukon S ylaraja
ja a on jokin alaraja.



3 RIEMANN-INTEGRAALI

Alaluvussa 3.1 maéritelladn Riemann-integraali kayttden Riemannin summaa. Tama maa-
ritelma on ymmartamisen kannalta hyva lahtékohta, mutta integraalien tutkiminen tAman
maaritelman avulla on joissain tapauksissa vaikeahkoa. Alaluvussa 3.2 esitetdén vaih-
toehtoinen, teknisesti parempi méaritelma Riemann-integraalin tutkimiseen. Luvun lopuk-
si kasitellaan viela porrasfunktioita ja niiden integraaleja, joiden yhteys ala- ja ylaintegraa-
liin todistetaan luvussa 4.

3.1 Maarittely Riemannin summan avulla

Véli [a, b] voidaan jakaa osavaleihin

[0, z1], [T1, 22, . - ., [Tn—1, ZTn), (3.1)

jossa
a=zr0<x1 < - <xpp =0 (3.2)

Taten milla tahansa joukkolla, jossa on n + 1 kappaletta pisteité ja joka toteuttaa ehdon
(8.2), voidaan maarittda valin [a, b] jako P, jota merkitdan

P ={xp,x1,...,2n}. (3.3)

Joukon P alkioita xg, x1, - . ., z,, Kutsutaan jakopisteiksi. Jaon P normi on pisimman osa-
vélin (3.1) pituus ja sitd merkitédan || P||. TAma voidaan esittda seuraavasti:

1P| = max (2 — xj-1).
Jos P ja P’ ovat valin [a, b] jakoja, niin talléin P’ on hienonnus, jos jokainen jaon P jako-
piste on my6s joukon P’ jakopiste. Toisin sanoen jako P’ on hienonnus jaosta P, jos jako

P’ on muodostettu lisddmalla jakopisteita jakoon P. Jos f on mééritelty valilla [a, b], niin
silloin summa

n

o(f,Pc)=>_ flej)(zj — i),

[y

<

missa



on funktion f Riemannin summa yli jaon P = {xg,x1,...,x,} pistein ¢ = {c1,ca,...,cn}.
Puhuttaessa funktion f Riemannin summasta yli valin [a, b] tarkoitetaan samaa asiaa.
Usein kirjoitetaan lyhyemmin o(f, P,c) = o, jos asiayhteydestd selviavat funktio f, ja-
ko P ja pistejoukko c. Koska pisteet c; voidaan valita mielivaltaisesti jokaiselta osavalilta
[z;—1,x;], niin funktiolla f on &aretén m&aréd Riemannin summia jokaisella jaolla P. [3]

Maaritelma 3.1. Olkoon funktio f maaritelty suljetulla valilla [a, b]. Sanotaan, etta funktio
f on Riemann-integroituva valilla [a, b], jos on olemassa reaaliluku L, jolla on seuraava
ominaisuus. Kaikilla e > 0 on olemassa jokin ¢ > 0, joka toteuttaa ehdon

lo — L| <e,

olipa o mikd tahansa Riemannin summa yli valin [a,b] jaon P, jolla on voimassa ehto
|P|| < o. Talldin sanotaan, etté reaaliluku L on funktion f Riemann-integraali yli valin
[a, b] ja sitd merkitadn

‘[}@szb

Usein puhutaan lyhyemmin integroituvuudesta ja integraalista, kun tarkoitetaan Riemann-
integroituvuutta ja Riemann-integraalia. My6skin, kun sanotaan, etta integraali fab f(z)dx
on olemassa, tarkoittaa se samaa kuin sanottaisiin, ettd f on Riemann-integroituva. [3]

Lause 3.1. Jos funktio f on Riemann-integroituva, niin talléin ff f(z)dx = L on yksik&-
sitteinen.

Todistus. Oletetaan, ettd L, ja Lo toteuttavat méaritelmén 3.1 ehdot. Olkoot ¢ > 0 ja o
mika tahansa jaon P Riemannin summa. Toisin sanoen on olemassa sellaiset luvut 5; > 0
jady >0, ettd

lo — L1] < €/2, jos |P|| < 01 ja

(3.4)
o — Lo| < €/2, jos || P|| < &

Merkitdan § = min{d;,d2}. Jos nyt valitaan jako P, joka toteuttaa ehdon ||P|| < 4, niin
saadaan, etté

|Ly — Lol = |L1 — Ly + 0 — o
=|L1—0— (L2 —0)|
<|Ly —o|+|L2 —o| kolmioepayhtald
<€/2+¢€/2=c¢. yhtalo (3.4)

Oletuksen perusteella tdmé on voimassa kaikilla e > 0, joten on oltava |L; — Ls| = 0.
Taten L; = Ly el ff f(z)dz on yksikasitteinen. O

Kuvassa 3.1 on havainnollistettu integraalia geometrisesti ja kuvassa 3.2 Riemannin sum-
maa. Kuvissa oletetaan, ettd f(x) > 0, jolloin kuvista saadaan selkeampia.



Kuva 3.1. Riemann-integraali geometrisesti.
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Cq4 T4

C3 x3

C2 T2

Zo €1 T1

Kuva 3.2. Riemannin summa geometrisesti.
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Kéyran alla olevan pinta-alan maaritteleminen ja laskeminen on matemaattisessa analyy-
sissd keskeinen ongelma, joka on osaltaan johtanut integraalin k&sitteen kehittymiseen
[4]. Intuitiivisesti ajatellen, kun pienennetdan jaon normia || P||, niin Riemannin summan
avulla laskettu pinta-ala lAhenee ké@yran alla olevaa pinta-alaa, joka on kayrén y = f(z),
z-akselin sekd suorien x = a ja * = b rajaama ala. Taten maéritelmaa 3.1 on jarke-
vaa havainnollistaa geometrisesti kdyran alla olevana pinta-alana, joka nakyy kuvassa
3.1 harmaana alueena. Kayran alla oleva pinta-ala vastaa funktion Riemann-integraalin
arvoa, jos funktio on integroituva valilla [a,b]. Muussa tapauksessa kayréan alla olevaa
pinta-alaa ei voida maérittdd Riemann-integraalin avulla. Jos kuvassa olisi f(z) < 0, niin
pinta-ala olisi integraalin vastaluku eli itse integraalin arvo olisi negatiivinen.

Kuvassa 3.2 jokaisen pylvaan kanta on z-akselilla ja sen leveys on kyseisen osavélin
pituus. Pylvaan korkeus on mielivaltaisessa osavalin pisteessa c; lasketun funktion f ar-
vo f(c;). N&in ollen j:nnen pylvaén pinta-ala on f(c;)(x; — «;—1). Funktion f Riemannin
summa yli valin [a,b] jaon P = {zg,x1,..., x5} pistein ¢ = {c1, ca, ..., c5} on kaikkien nai-
den pylvaiden yhteenlaskettu pinta-ala.

Lause 3.2. Olkoon M > 0 jokin reaaliluku. Jos jokaiselle 6 > 0 on olemassa sellaiset
Riemannin summat o1 ja o2 yli minkd tahansa vélin [a, b] jaon P, jolle || P|| < 9, ettd ehto

’O’ 1 — O 2| Z M
on voimassa, niin talléin funktio f ei ole Riemann-integroituva.

Todistus. Osoitetaan, etta jos f;f(m) dx on olemassa, niin kaikilla ¢ > 0 on olemassa
jokin 6 > 0, jolle |01 — 02| < ¢, jos o1 ja o9 ovat funktion f Riemannin summia yli vélin
[a,b] jakojen P, ja P, tassa jarjestyksessa ja ndiden jakojen normit ovat pienempaé kuin
0. Lause seuraa tasta, kun merkitdan e = M, valitaan sellaiset jaot P, ja I, ettd || 1| =
|P2|| = || P]|, ja otetaan negaatio tasta.

Olkoon € > 0. Talléin on olemassa ¢ > 0, jolla seuraavat ehdot ovat voimassa

oy — L| <€/2,jos |Pi|| <9 ja

_ (3.5)
loa — L| < €/2, jos || P2|| < 6.
Nyt
01— 09| =|o1—o9+ L — L
:|O'1—L—(0'2—L)|
<|o1 — L| 4 |oa — L| kolmioepayhtald
<e€/2+€/2=c¢. yhtald (3.5)
aina, kun || P1|| < d ja || P2 < 9. O

Lause 3.3. Jos funktio f on rajoittamaton suljetulla vélill4 [a, b], niin tdllin funktio f ei ole
Riemann-integroituva vélilld [a, b].
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Todistus. ([3, Theorem 3.1.2]). Naytetaan, etta jos funktio f on rajoittamaton valilla [a, 0],
P on mika tahansa valin [a, b] jako ja M > 0, niin on olemassa Riemannin summat o ja
o’ yli jaon P, jotka toteuttavat ehdon

lo —o'| > M. (3.6)
Talléin lauseen 3.2 nojalla funktio f ei ole integroituva ja ei taten voi toteuttaa maaritelman
3.1 ehtoja.
Olkoon

n

o= flej)(wj—zj-1)

j=1
funktion f Riemannin summa yli valin [a, b] jaon P. T&ll6in on oltava jokin kokonaisluku i
joukossa {1,2,...,n}, joka toteuttaa ehdon

@) — fle)) > —2 (3.7)

Ti—1 — X4

jollain arvolla ¢ € [z;_1, z;], silld jos néin ei olisi, niin saataisiin, etta

|f(z) — fle)| < L, missd z;,_1 <z <z; ja 1<j<n (3.8)
Tj— Tj—-1

Taten hyddyntamalla kolmioepayhtaléa ja yhtaléa (3.8) saadaan, etta
(@) = 1f(cj) + fz) = f(c))]
< |flep)l + [f (@) = fley)

<|f(cj)| + ———,miss&d  z;1<z<z; ja 1<j<n.
Tj —Tj-1

Tasta seuraa, etta

M ..
< , S <z<
[f(@)] < max (If(cy)l+$j_xj1),mlssa a<az<b,

mik& on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, etta f olisi rajoittamaton valilla [a, b].
Nyt oletetaan, etté ¢ toteuttaa yhtalén (3.7) ja tarkastellaan Riemannin summaa

o' =" f(f) (@5 — xj1)
j=1

yli saman jaon P, jossa

) {cj, J#i
G = o

c, j=1.

Riemannin summa ¢’ on siis muuten sama kuin o, mutta piste ¢; on korvattu pisteella c.
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Kayttamalla yhtéléa (3.7) ndhdaan, etta
o —d'| = [f(c) = fle)l(xi — wi-1) > M.
Taten paastiin ehtoon (3.6), joten f ei ole integroituva valilla [a, b]. O

Lauseen 3.3 nojalla ty0ssa kasitelldan jatkossa vain rajoitettuja funktioita, silla rajoitta-
mattomat funktiot eivat ole Riemann-integroituvia. Kaydaan seuraavaksi lapi esimerkki,
josta selviaa, kuinka funktion f(z) = x Riemann-integraalia ja sen olemassaoloa voidaan
tutkia maaritelman 3.1 avulla.

Esimerkki 3.1 Olkoon P = {xg, z1,...,x,} jokin vélin [a, b] jako, jossa jakopisteet toteut-
tavat ehdon a = zp < 1 < -+ < x,, = b, ja olkoon ¢ = {¢y,ca,...,c,} jokin jakoon P
liittyva pistejoukko. Funktion f(z) = = Riemannin summat valilla [a, b] ovat muotoa

n

g = ZC]'(.Z‘]' - :Uj,l). (39)

Jj=1

Koska zj_1 < ¢; < z; ja osavalin [z;_1,z;] keskipiste on (z; — z;_1)/2, niin voidaan
pisteet ¢; kirjoittaa osavalin keskipisteen ja luvun d; summan avulla seuraavasti

¢j = ij, (3.10)
missa p

Kun summan (3.9) pisteet ¢; kirjoitetaan yhtalon (3.10) avulla saadaan, etta

n

(zj —xj1)
0:2]2]x-—le+2d —Tj-1)
! (3.12)

ffzgc—x —i—Zd Tj—Tj—1).

N&hdaan, etté suurin osa summan >~"_, (z7 — 27 _,) termeisté kumoaa toisensa seuraa-
valla tavalla:

j=1
=—a5+ @l —a})+ @3 —ad)+ + (@i —ap )+, (3.13)
=z — x}
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Samaan tapaan voidaan nayttaa, etta

n

Z(xj —zj_1)=b—a. (3.14)

j=1

Nyt summa (3.12) voidaan kirjoittaa uudelleen hyddyntaen yhtaléa (3.13)

b2 — a? -
0="— +) dj(xy - xj). (3.15)
j=1
Taten,
b2 _ CL2 n
- —5—|= > dj(w; —aj-1)|  yhtals (3.15)
j=1

n

<> ldjl(w; — wj-1)
j=1

Yo @)<Y If @)
j=1 j=1

1P|l < N
< 9 Z(ch —xj-1) epayhtalo (3.11)

j=1

= ”2]3”(13 —a). yhtald (3.14)

Nain ollen, jokainen Riemannin summa yli valin [a, b] jaon P pistein c toteuttaa maaritel-

man 3.1 ehdon
2 2

. 2
<€, jos ||P\|<5:b_6 .

o —

Taten funktion f Riemann-integraali yli valin [a, b] on

b 2 2
b* —a

dr = .

/ax:c 5

Esimerkista ilmenee, etta todistaakseen jonkin funktion Riemann-integraalin olemassao-
lon maaritelmén 3.1 avulla, on selvitettédvéa integraalin arvo L tavalla tai toisella. Téman
arvon L ldytdminen voi olla joissain tapauksissa haastavaa [3]. Lisaksi arvon L on to-
teuttava méaaritelman 3.1 ehdot jokaisella jaolla P, jolle ||P| < ¢, ja tdman jaon kaikilla
mahdollisilla pistejoukoilla ¢, miké lisda integraalin késittelyn vaativuutta. Seuraavassa
alaluvussa esitetdan tapa kasitella integraaleja ilman etta tarvitsee tietda integraalin ar-
voa etukateen tai kasitella kaikki mahdolliset pistejoukot c.

3.2 Ala- ja ylaintegraali

Maaritelma 3.2. Olkoon funktio f on rajoitettu suljetulla vélilla [a, b] ja P = {x¢, z1, ..., s}
valin [a, b] jako. M&aritelldén
M;= sup f(x)

zj1<z<x;
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ja

mj = mj,luglﬁng f(zx).

Funktion f yldsumma yli jaon P on
S(P) = ZMj(xj — a:j_l),

ja funktion f yldintegraali yli valin [a, b], jota merkitdan

/jf (z) dz,

on infimum kaikista mahdollisista ylasummista. Funktion f alasumma yli jaon P on
s(P)=>_mj(x; —z-1),
7j—1

ja funktion f alaintegraali yli valin [a, b], jota merkitdén

[ sy

on supremum kaikista mahdollisista alasummista.

Jos funktio f on rajoitettu eli m < f(x) < M jokaisella € [a, b], niin
m(b—a) < s(P)<S(P)<M(b—a) (3.16)
jokaisella jaolla P, silla

m<m; < M; <M jokaisella j e {1,2,...,n}

n

Z(acj - acj_l) =b—a.

j=1
Téten funktion f yldsummien joukko yli kaikkien valin [a, b] jakojen P on rajoitettu, samoin
kuin alasummien joukko. Nain ollen taydellisyysaksiooman seka lauseiden 2.2, 2.5 ja 2.6
nojalla fff(x) dr ja fff(x) dx ovat olemassa ja yksikasitteisia.

Lause 3.4. Olkoon funktio f rajoitettu suljetulla vélilld [a, b] sekd P ja P’ vélin [a, b] jakoja.
Jos P C P!, niin tallGin
s(P) < s(P') ja S(P')<S(P).

Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Olkoon P = {zg,x1,...,zy}. Lisdtdan jakoon P
yksi piste ¢, jolloin saadaan hienonnus P’ = P U {c}. Piste ¢ sijaitsee jollain osavalilla
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[z;—1,x;]. Jaetaan tdmé& osavéli kahteen osaan [z;_1,¢] ja [c, x;]. Nyt voidaan tutkia ja-
kojen P ja P’ ylasummien termeja valill& [z;_1, z;], silla ylasummien S(P) ja S(P’) muut
termit ovat samoja. Lausetta 2.3 hyédyntamalla saadaan, etta

sup  f(2)(zj —zj-1) = sup  flz)(c—=zj—1)+ sup  f(2)(zj —c)
Tj1<z<zT; zj_1<x<x; Tj1<z<T;
> sup f(z)(c—zj-1)+ sup flz)(z; — o).
zj—1<z<c c<z<z;

Nain ollen S(P’) < S(P).

Todistetaan nyt tapaus, jossa pisteité listéén k£ kappaletta. Olkoon P, = PU{cy, ca, ..., ¢}
Toisaalta jakoa P; voidaan merkitd seuraavasti P, = P,_, U {c;}. Edellé todistettiin ta-
paus, jossa jakoon lisattiin yksi piste, joten

S(Pp) < S(Fj—y) < -+ < S(P]) < S(P).
Lause seuraa tasta. Todistus alasummille menee samaan tapaan. O

Lauseen 3.4 mukaan jakoa P hienonnettaessa ylasumma joko pienenee tai sailyy yhta
suurena, ja alasumma vastaavasti joko kasvaa tai sailyy yhté suurena. Seuraava lause
osoittaa, ettd alasumma ei ole koskaan suurempaa kuin ylasumma, vaikka summat olisi
otettu yli eri jakojen P; ja Ps.

Lause 3.5. Olkoon funktio f rajoitettu suljetulla vélilld [a, b] sekd P, ja P, Vélin [a, b] jakoja.
Talléin
S(Pl) S S(PQ)
Todistus. Olkoon P = P, U P, jakojen P; ja P, hienonnus. Nyt lauseen 3.4 ja yhtalén
(3.16) nojalla
s(Py) < s(P) < S(P) < S(P).
]

Lause 3.6. Olkoon funktio f rajoitettu suljetulla vélilld [a,b] ja olkoon P jokin vélin |a,b]
Jjako. Télléin

(a) yldsumma S(P) yli jaon P on kaikkien Riemmannin summien yli jaon P muo-
dostaman joukon supremum.

(b) alasumma s(P) yli jaon P on kaikkien Riemannin summien yli jaon P muodos-
taman joukon infimum.

Todistus. [3, Theorem 3.1.4] Todistetaan aluksi lauseen (a)-kohta. Jos P = {zg, x1,...,2n},
niin ylasumma yli jaon P on

S(P)=> " Mj(x; — xj-1), (3.17)
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missa
M= sup f(x).

Tj_1<T<T;

Mielivaltainen Riemannin summa yli jaon P on muotoa
n
o= flej)(aj— ),
j=1

missd z;_1 < ¢; < z;. Koska f(c;) < M; jokaisella j € {1,2,...,n}, niin o < S(P).
Luvulla S(P) on siis supremumin maaritelmén 2.1 ominaisuus (a).

Olkoon nyt e > 0. Koska luvut A; ovat funktion f supremumeja véleilld [x;_1,z;], niin
supremumin madritelmén 2.1 kohdan (b) nojalla voidaan valita sellaiset pisteet c; véleilta
[a;j_l, (L‘j], etta

€

n(zj —xj-1)

flcj) > M; — , missa 1<j<n. (3.18)

Esitetddn nyt Riemmannin summa naill pisteilld
n
o= flej)(x;—zj-1)
j=1

3 6 1] SR
g ]Z_; [Mj - n(;z:]—:U]l)} (zj —x;j-1) epayhtdld (3.18)

n n €
=Y Mj(z; —wj—1) =) -
j=1 j=1

= S(P) —e.

Luvulla S(P) on siis supremumin maaritelman 2.1 ominaisuus (b). Taten S(P) on kaik-
kien Riemmannin summien yli jaon P muodostaman joukon supremum. Lauseen (b)-
kohdan todistus menee samaan tapaan kuin (a)-kohdan. O

Ala- ja ylasummaa on havainnollistettu geometrisesti kuvassa 3.3. Kuvassa véli [a, b] on
jaettu viiteen osavaliin. Ylasumman pylvaiden korkeus on

My= sup  f(z)

zj1<z<x;

ja pylvaat ovat yhtenaisella viivalla piirrettyna kuvassa. Alasumman pylvéiden korkeus on

my =, f_ f@)

ja pylvéiden korkeus nakyy kuvassa katkoviivalla.

Kuvan perusteella on jarkevad madritelld, ettad kayran alla olevan pinta-alan A toteuttaa

seuraavan ehdon
s(P) <A< S(P) (3.20)
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xo x1 2 €3 X4 T5
Il I

Kuva 3.3. Ala- ja yldsumma geometrisesti.

jokaisella valin [a, b] jaclla P. Taten alan A on oltava kaikkien alasummien muodostaman
joukon ylaraja ja kaikkien ylasummien muodostamien joukon alaraja. Jos

) b
/ f(z)dz :/ f(x) dx, (3.21)
niin on olemassa vain yksi luku A, jolla on tAma ominaisuus [3].

Tama siksi etta ylaintegraali on infimum kaikista ylasummista, joten infimumin mééaritel-
man 2.2 mukaan on olemassa jokin Py, joka toteuttaa ehdon

b
S(P) < / f(x)dx +¢€, jokaisella e > 0. (3.22)

Vastaavasti alaintegraalille saadaan ehto
b
s(Pp) > / f(z)dx — ¢, jokaisellae > 0. (3.23)

Olkoon nyt P = P; U P,. Yhtald (3.20) saadaan lauseen 3.5 seka yhtaldiden (3.22) ja
(3.23) avulla muotoon

/bf(:r) do— e < s(Py) < s(P) < A < S(P) < S(P) < /bf(x) drte  (3.24)

Koska (3.24) on voimassa jokaisella ¢ > 0 ja (3.21), niin luvun A on oltava yl&- ja alainte-
graalin arvo. Jos ehto (3.21) ei ole voimassa, niin lukua A ei ole méaritelty. Seuraavassa
luvussa 4 naytetdan, ettd tama maaritelma on yhtapitava maaritelméan 3.1 kanssa.
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3.3 Ala- ja ylaporrasfunktioiden integraalit

Ala- ja ylaintegraali voidaan maaritella hyddyntaen ala- ja ylaporrasfunktioiden integraa-
leja. Naiden porrasfunktioiden integraalit toimivat samantyylisesti kuin ala- ja ylasummat,
mutta erona on kayttdytyminen jakopisteissa, ja se, ettéd porrasfunktion arvot on mahdol-
lista valita vapaammin.

Maaritelma 3.3. Olkoon funktio ¢ méaritelty valilla [a, b]. Tall6in funktio ¢ on porrasfunk-
tio, jos on olemassa valin [a,b] jako P = {zg,z1,...,2,} ja sellainen luku a; jokaisella
je{l,2,...,n}, ettd

p(x) = a; Kaikilla z €]zj_1, z;].

Porrasfunktion maaritelmé 3.3 vaatii vain, etta porrasfunktio ¢ on maaritelty jakopisteissa
xj, mutta ei aseta arvoille muita vaatimuksia. Porrasfunktion arvot jakopisteissé voidaan
valita siis mielivaltaisesti, kuten kuvasta 3.4 voidaan havaita. Jos kuvan porrasfunktiol-
le valittaisiin jaoksi P’ = P U {c}, missé c on jollain valill4 ]z;_,,z;[, niin porrasfunktion
maéritelman 3.3 ehto ¢(z) = a; olisi edelleen voimassa jokaisella « €]z;_1, z;[. Taten on
selva, ettd porrasfunktio on olemassa mygs jaolla P’. Nain ollen porrasfunktion ¢ valin
[a, b] jako ei ole yksikasitteinen, vaan se voidaan tehdd monella tavalla.

Y
| | °
°* 1
o 1 -
— . I i i x
ro X1 T2 3 T4 L5
[ : ; 1 [
a l l | b
o S |
o

Kuva 3.4. Porrasfunktio geometrisesti.

Maaritelma 3.4. Olkoon funktio f maaritelty ja rajoitettu valilla [a, b]. Jos ¢4 on valin [a, b]
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porrasfunktio ja
valx) < f(x) kaikilla z € [a, b],

niin ¢4 on funktion f alaporrasfunktio. Vastaavasti jos ¢y on vélin [a, b] porrasfunktio ja
ey (x) > f(x) kaikilla z € [a, b],

niin py on funktion f ylaporrasfunktio.

Maaritelma 3.5. Olkoon ¢ porrasfunktio valilla [a, b] ja P jokin valin [a, b] jako, joka toteut-
taa porrasfunktion méaritelmén 3.3 ehdon. Talléin porrasfunktion integraali I(y) yli valin
[a,b] on

I(gp) = Z aj(wj — acj,l).
j=1

Porrasfunktion integraalin arvon kannalta ei ole valia, millaisia arvoja porrasfunktio saa
jakopisteissa. Porrasfunktion integraali ei mydskaan riipu valin [a, b] jaosta P, kuten seu-
raava lause 3.7 osoittaa.

Lause 3.7. Porrasfunktion integraali 1(yp) on hyvin mééritelty. Toisin sanoen se ei rijpu
valitusta jaosta P.

Todistus. Olkoon P porrasfunktion ¢ jako ja olkoon P’ = P U {cy,ca,...,c,} jaon P hie-
nonnus, johon on lisatty k£ kappaletta pisteitd. Aiemmin todettiin, ettd porrasfunktio ¢ on
olemassa my0s jaolla P’.

Tutkitaan aluksi tapausta, jossa jakoon P on lisatty vain yksi piste ¢, jolloin on saatu
hienonnus P; = P U {c;}. Nyt integraalien I(y, P) ja I(y, P|) termit ovat muuten samoja
paitsi valill4 |z;_1, ;[ jolla piste ¢, sijaitsee. Koska talla valilla

aj(cr —xj—1) + aj(z; —c1) = aj(z; — xj-1),
niin
I(p, P) = I(p, P).

Nyt voidaan ajatella, ettd yksittéinen piste ¢; lisatdén k kertaa jakoon P, ;, missd i €
{1,2,...,k} ja Pj = P. Talléin saadaan, ett&

I(@,P)II(QD,P{):---II(QD,P];).

Nain ollen porrasfunktion integraali on sama valitulla jaolla P ja jaon hienonnuksella P’.
Olkoot nyt P; ja P, mita tahansa porrasfunktion maaritelman 3.3 ehdon toteuttavia jakoja
ja P/ = P, U P,. Koska P’ on jaon P; hienonnus, niin aiemman perusteella I(p, P;) =



I(p, P"). P on myds jaon P, hienonnus, joten I(¢, P;) = I(p, P'). Néin ollen
I<$07P1) = I(Savpl) = I(QO7P2)

Té&ten porrasfunktion integraali ei riipu valitusta jaosta.

20
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4 RIEMANN-INTEGROITUVUUS

Jokaiselle rajoitetulle funktiolle f on maaritelty seka alaintegraali f:f(a:) dz etta ylainte-

graali f:f(:r) dz, mutta luku L = fab f(z) dz on maaritelty vain, jos funktio f on Riemann-
integroituva. Alaluvussa 4.1 todistetaan lauseessa 4.3, ettd Riemann-integroituvuus voi-
daan osoittaa maaritelman 3.1 sijaan yhtapitavasti vaatimalla, ettd ala- ja ylaintegraa-
lit ovat yhta suuret. Jos ala- ja ylaintegraalit eivat ole yhtd suuret, niin funktio f ei ole
Riemann-integroituva. Alaluvun 4.1 lauseiden todistukset mukailevat Trenchin kirjan [3]
alaluvun 3.2 vastaavien lauseiden(Theorem) todistuksia. Alaluvussa 4.2 osoitetaan, et-
ta ala- ja ylaintegraalissa voidaan ala- ja yldasummien sijaan kayttda myo6s ala- ja yla-
porrasfunktioiden integraaleja. Taten myds nailld voidaan maarittda funktion Riemann-
integroituvuus, kun tutkitaan ovatko ala- ja ylaintegraalit yhta suuret.

4.1 Ala- ja ylaintegraalien yhteys Riemann-integraaliin
Lause 4.1. Oletetaan, etta
[f(@) <M, a<z<b,

ja olkoon P’ suljetun vdlin [a,b] jaon P = {z¢,x1,...,x,} hienonnus, joka on saatu lisda-
maélléd r kappaletta pisteitd jakoon P. Tallbin

S(P) > S(P') = S(P) —2Mr|[P|

ja
s(P) < s(P') < s(P) +2Mr| P
Todistus. Todistetaan aluksi lause yldsummille. Olkoon = 1ja P’ jaon P = {zg, x1,...,Zn}

hienonnus, joka on saatu lisddmalla piste ¢ jakoon P. Erotuksessa S(P) — S(P’) kaikki
muut termit kumoutuvat paitsi sen valin [z;_1, x;], joka sisaltda pisteen c¢. Nain ollen, jos

My = sup f(z) ja Mp= sup f(x),

zi—1<z<c c<z<z;
niin talldin
S(P)— S(P") = M(x; — xi—1) — My (c — xi—1) — M (x; — c)
= (M; — Mi1)(c — zi—1) + (M; — M;g)(x; — ).



22

Koska |f(z)| < M ja lauseen 2.3 nojalla M; > M, niin
0< M; — My <2M, t=1,2.
Nyt yhtalélle (4.1) saadaan arvio
0<S(P)-S(P) <2M(z; —xi—1) < 2M||PJ. (4.2)

Todistetaan seuraavaksi tapaus, jossa r > 1. Olkoon siis > 1 ja P’ hienonnus, joka on
saatu jaosta P lisaamalla tdhan r kappaletta pisteita ci, cs, . . ., c.. Merkitdan PO = p.
Jokainen hienonnus PU), johon on lisatty j kappaletta pisteitd, saadaan muodostettua
jaosta PU—1) lisaamalla tahan piste ¢;. Nyt yhtalosté (4.2) seuraa, ettd

0<SPUDY—5(PYYy <oM||PUY|, kun1<j<r. (4.3)

Kun yhtélén (4.3) muotoa olevat yhtalét lasketaan yhteen jokaisella 1 < j < r, niin suurin
osa termeista S(PU)) kumoaa toisensa ja saadaan, ettd

0 < SPO) = sP) <2M (| PO + [P + -+ [ PV (4.4)

Koska PO = P, P(") = P'ja |P®)| < ||P*~1D)| jokaisella 1 < k < r — 1, niin epayht&ld
(4.4) saadaan nyt muotoon

0<S(P)—S(P')<2Mr|P|.
Lause ylasummille seuraa tasta. Todistus alasummille menee samaan tapaan. O

Lause 4.1 antaa rajan sille, kuinka paljon ylasumma voi pienentya ja alasumma voi kas-
vaa jakoa hienonnettaessa. Infimumin maaritelmastd saadaan, ettd jokaiselle ¢ > 0 on
olemassa jokin jako P, joka toteuttaa ehdon

T b e
/ F@)de < S(Py) < / F(@)da+e. (4.5)

Seuraava lause osoittaa, ettd voidaan 16ytaa luku § > 0 niin, ettéd tdma yhtalé on voimas-
sa kaikilla jaoilla P, joilla || P|| < ¢. Erityisesti jos jako P toteuttaa yhtalén (4.5), niin jaon
P hienonnus P’ toteuttaa myds yhtélén. Vastaava tulos saadaan alasummille.

Lause 4.2. Jos funktio f rajoitettu suljetulla valilld [a,b] ja e > 0, niin t4ll6in on olemassa
sellainen luku 6 > 0, etta
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ja b b
/a f(@)do > s(P) > / f(@)do — e,

jos || P]| < 4.

Todistus. Todistetaan lause aluksi ylaintegraalille ja ylasummalle. Oletetaan, etta funktio
f on rajoitettu valilla [a, b]. Ehto fabf(a:) dx < S(P) on voimassa kaikilla jaoilla P alainte-
graalin maaritelman 3.2 ja infimumin maaritelman 2.2 kohdan (a) nojalla. Koska funktio f
on rajoitettu, niin |f(x)| < M, kun a < x < b. Maaritelmist4 3.2 ja 2.2 saadaan, etta

b
S(Po)</f(x)d:r—|—; (4.6)

jollakin jaolla Py = {xo,x1,...,zr+1}. Olkoon P mika tahansa valin [a, b] jako. Nyt jakojen
P ja P, yhdiste P’ = P U P, toteuttaa lauseen 3.4 perusteella ehdon

S(P') < S(Py). (4.7)

Koska P’ on jaon P hienonnus, joka on saatu lisddmalla enintdan r kappaletta pisteita
jakoon P, niin lauseesta 4.1 seuraa, etta

S(P") > S(P) —2Mr| P (4.8)
Nyt epayhtaldista (4.6), (4.7) ja (4.8) saadaan, etta

S(P) < S(P') +2Mr| P||
< S(Po) + 2Mr||P||

b
< [ fla)da+ g +2Mr|P|.

Taten

on voimassa, jos

Todistus alaintegraalille ja alasummalle menee samaan tapaan. O
Lause 4.3. Rajoitettu funktio f on Riemann-integroituva suljetulla vélill4 [a, b), jos ja vain

jos

/abf(x) do = /:f(:c) dr = L.

Tallsin L = [° f(x) dz.
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Todistus. Todistetaan ensiksi, etta jos funktio f on integroituva, niin

AVqu:lU@szlﬂmMm

Olkoon P valin [a, b] jako ja o funktion f Riemannin summa yli jaon P. Koska

/:f(az) dx — /abf(x) dz = </abf(x) d:p—S(P)) +(5(P) — o) (a—/ fx dx)

niin kolmioepayhtaldsta seuraa, etta

dm—/f ) da 0—/f

Olkoon nyt, etta € > 0. Maaritelmien 3.2 ja 2.2 nojalla on olemassa sellainen jako Py, jolle

. (4.9)

z)dx — S )‘+|S( )—ol+

) b
/ fz)da < S(Ry) < / f(z)dx + g (4.10)
Mé&éritelman 3.1 mukaan on olemassa ¢ > 0, jolle
€
Ydr — o <3 (4.11)

jos ||P|| < é. Olkoon nyt P jaon P, hienonnus ja || P| < ¢. Lauseen 3.4 nojalla S(P) <
S(Py) ja taten yhtalosta (4.10) seuraa, etta

b b €
[ t@ds <5< [ r@dn+

joten

2)dx — S )’< (4.12)

jos || P|| < d. Nyt yhtal6ista (4.9), (4. 11) ja (4.12) seuraa, etta ehto

b b
(x)dx—/ f(x)dx

on voimassa jokaisella funktion f Riemannin summalla o yli jaon P. Koska lauseen 3.6
kohdan (a) nojalla ylasumma S(P) on Riemannin summien muodostaman joukon supre-
mum, niin supremumin maaritelman 2.1 mukaan on olemassa Riemannin summa o, jolle

< %—HS(P)—J\ (4.13)

1S(P) — o < % (4.14)

Nyt sijoittamalla (4.14) yhtalé6n (4.13) seuraa, etta

/abf(m)d:r—/abf(x)dm

< €.
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Koska ¢ voi olla mielivaltaisen pieni positiivinen luku, niin tésta seuraa, etta

/abf(a:) dx = /abf(:r) dx

Vastaavasti voidaan todistaa, etta

/abf(x)dx:/abf(x)dz

Téten jos funktio f on integroituva, niin

missa L = [ f(z) dz
Todistetaan seuraavaksi lause toiseen suuntaan eli jos funktio f on rajoitettu valilla [a, b]

| ) b
/f(:):)d:r:/f(:r)dx:L, (4.15)

niin funktio f on integroituva valilla [a, b] ja L = f; f(z)dx
Jos € > 0, niin lauseen 4.2 nojalla on olemassa sellainen luku § > 0, ettéa

/f )dr —e < s(P) < S(P /f )dz + e, (4.16)

jos || P|| < d.Jos o on funktion f Riemannin summa yli jaon P, niin suoraan méadritelmasta
3.2 saadaan, etta
s(P) <o < S(P),

joten yhtalbista (4.15) ja (4.16) seuraa, etta

L—e<o<L+e

Slo—Ll<e

jos || P|| < . Luku L toteuttaa siis maaritelman 3.1 ehdon ja taten L = fff(m) dx. O

4.2 Ala- ja ylaporrasfunktioiden integraalien yhteys
Riemann-integraaliin

Alaporrasfunktiossa ¢4 (x) luvut a; ovat alarajoja funktion f arvoilla valeilla |z;_;, z;[.
Alaporrasfunktion arvot jakopisteissa eivat vaikuta alaporrasfunktion integraalin arvoon.
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Jos luvuksi a; valitaan funktion f infimum valill& Jz;_, ;[ eli luku

aj= inf  f(x),

Tj—1<x<T;

niin ndhdaan, etta alaporrasfunktion integraali muistuttaa paljon alasummaa s(P). Ainoa-
na erona on, etta alasummassa infimumia otettaessa huomioidaan valin paatepisteet toi-
sin kuin alaporrasfunktion luvuissa a;. Vastaava havainto voidaan tehda ylaporrasfunktion
integraalille ja yldsummalle. Hy6dynnetdan tata havaintoa seuraavan lauseen 4.4 todis-
tamisessa.

Lause 4.4. Olkoon funktio f rajoitettu suljetulla vélilld [a,b]. T&llbin

/bf(x) dx = inf{S(P) : P on vélin [a, ] jako}

= inf{I(py) : I(vy) on vélin [a, b] yldporrasfunktion integraali}

b
/ f(z) dx = sup{s(P) : Pon vélin [a,b] jako}
=sup{I(¢a) : I(va)on vélin [a, b] alaporrasfunktion integraali}.

Todistus. Todistetaan aluksi alaintegraalin ja alaporrasfunktioiden integraalien vélinen
yhteys. Olkoon P = {xg,z1,...,x,} jokin valin [a,b] jako. Alasumma jaolla P on muo-
toa

Zm] —xj—1), missd m; = inf  f(x).

zj_1<z<zx;

Valitaan alaporrasfunktiossa ¢ 4 luvuiksi a; funktion f infimum valill& J=;_+, 2;, jolloin sen
integraali on muotoa

Tj1<x<T;

n
Zaj —xj_1), missd a; = inf  f(x).
7=1

Lauseen 2.7 nojalla nojalla s(P) < I(ya) kaikilla jaoilla P, silld m; < a; jokaisella j
{1,2,...,n}. Téten

b
/ f(z)dz <sup{I(pa):I(¢a)on Vvalin [a,b] alaporrasfunktion integraali}.  (4.17)

Olkoot nyt ¢4 mik& tahansa alaporrasfunktio valin [a,b] jaolla P = {zg,x1,...,2,} ja
e > 0. Muodostetaan jaon P hienonnus P’ lisdamélla jokaiselle jaon P osavélille [z;_1, z;]
kuvan 4.1 mukaisesti sellaiset pisteet ¢;; ja c;o, etta

€
AnM

€ .
Cji1 —Zj—1 < W ja T —c¢j2 < (418)
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Tutkitaan nyt erotuksen I(p4) — s(P’) termeja yksittéisell& jaon P osavalilla [z;_1,z;].
Talla osavalilla erotus on muotoa

aj(zj — xj—1) — (mj1(cjr — ) + mya(cj2 — ¢j1)
+mjs(z; — cja))
= (a; —mj2)(cj2 — ¢j1)

+ ((aj —mj1)(cj1 — xj) + (a; — mys) (2 — ¢j2))

<0+ (aj — mjl)(le — l‘j) + (aj — mjg)(l‘j — ng) lause 2.7
< 2M(cj1 — xj) + 2M (x5 — ¢;2) |f(2)] < M, [pa] <M
2Me 2Me

< Al + Y yhtal6 4.18

Téllainen arvio voidaan tehda jokaiselle jaon P osavdlille [z;_1, z;]. N&itd osavéleja on n
kappaletta, joten
I(pa) —s(P) < Shp 2o
n n n
N&in ollen alasumma s(P’) saadaan mielivaltaisen lahelle tai yli alaporasfunktion inte-

graalin I(p4), toisin sanoen s(P’) > I(p4). Taten

b
/ f(z)dx > sup{I(pa) : I(¢a)on valin [a,b] alaporrasfunktion integraali}. (4.19)

Lause seuraa yhtaloistad (4.17) ja (4.19). Todistus ylaporrasfunktion integraalille ja yla-

summalle saadaan vastaavasti. O
€ €
< AnM < 4AnM
w w w I T
.Tj_l le ng :L’j

Kuva 4.1. Osavilille [l’jfl, l’j] lisattavat pisteet Cj1 ja Cj2-

Lauseiden 4.3 ja 4.4 nojalla jonkin funktion f Riemann-integroituvuus voidaan todistaa
myds osoittamalla, ettd alaporrasfunktioiden integraalien muodostaman joukon supre-
mum ja yléporrasfunktioiden integraalien muodostaman joukon infimum ovat yhta suu-
ria.
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5 YHTEENVETO

Tassé tydssa tutkittin Riemann-integraalin maaritelmia. Integraali maériteteltiin Rieman-
nin summien raja-arvona, kun jaon normia || P|| pienennetddn. Tassa rajaprosessissa
otetaan kuitenkin huomioon kaikki mahdolliset jaot P ja pisteet c. Riemann-integraalia
havainnollistettiin geometrisesti ja todettiin sen arvon vastaavan kayrén alla olevaa pinta-
alaa, jos funktio on Riemann-integroituva.

Tydssa todistettiin, ettd Riemann-integraalin voi yhtapitavasti maaritelld asettamalla ala-
ja ylaintegraalit yhta suuriksi. Jos ala- ja ylaintegraalit ovat eri suuret, ei funktio ole Rie-
mann-integroituva kyseisella valilla. Riemannin summaan perustuvaa maaritelmaa han-
kaloittavat pisteiden ¢ valinnanvapaus ja se, etta integraalin arvo on |6ydettava etukateen,
mika tuotiin esille esimerkin 3.1 yhteydessa. Nama vaikeudet véltetaan kayttamalla ala-
ja ylaintegraalia Riemann-integraalin tutkimisessa.

Ala- ja ylaintegraaliin liittyvat oleellisesti supremumin eli pienimman ylarajan ja infimu-
min eli suurimman alarajan kasiteet, joita kasiteltiin tyén alkupuolella. Tyéssa maéariteltiin
alaintegraali alasummien supremumina ja ylaintegraali ylasummien infimumina. Ala- ja
ylaintegraaleissa voidaan ala- ja ylasumman sijaan kayttda ala- ja ylaporrasfunktioiden
integraaleja. Tama osoitettiin tydssé yhtéapitavaksi tavaksi maaritella ala- ja ylaintegraali.
Erona alasummalla ja alaporrasfunktiolla on ndiden kayttaytyminen jakopisteissé ja se,
etté alaporrasfunktion arvot on mahdollista valita vapaammin. Ylasumman ja ylaporras-
funktion integraalin ero on vastaava.
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