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Opiskelumaailman yleisesti muuttuessa yha enemman verkkopohjaiseksi ja opintojen siirtyes-
sa sahkoisille alustoille myds matematiikan sédhkoéisia opetus- ja opiskelumenetelmia kehitetédan
nopeasti.

Opiskelutehtavien tekeminen verkossa on useimmille opiskelijoille ainakin jossain maarin tut-
tua. Sahkdiset tehtavat koetaan yleisesti mielekkéaaksi tavaksi suorittaa matematiikankin harjoi-
tustehtavia. Erityisesti mahdollisuus tehda harjoituksia sitoutumatta tiettyyn harjoituspaikkaan ja
aikaan koetaan mielekkaaksi. Sahkoisia harjoituksia on tuotu perinteisten harjoitusmenetelmien
rinnalla ja korvaamaan erityisesti perustehtévien harjoittelua, jolloin harjoitustilaisuuksissa voi-
daan keskittyd enemman ohjausta vaativiin tehtaviin.

Harjoitustehtavien sahkdistyminen avaa mahdollisuuden myds automaattiselle arvioinnille. Au-
tomaattisen arvioinnin edut ovat kiistattomat. Kun harjoitus- ja muiden tehtavien vastauksia voi-
daan arvioida automaattisesti, opetushenkilékunta voi suunnata enemman resursseja varsinai-
seen opetustyéhon.

Téssé tydssa tarkastellaan uudenlaisella, automaattista yksildllistd ohjausta ja matematiikan
tehtévien valivaiheiden kirjoitusmahdollisuutta tarjoavalla MathCheck-kaavatarkastimella tehtya
matematiikan perustaitojen kertauskokonaisuutta. Aineistona kéytettiin Tampereen teknillisen yli-
opiston perustaitotestin yhteydessa syksylla 2017 sahkdisesti tehdyista kertaustehtavista keratty-
ja opiskelijoiden tekemia ratkaisuja. Tarkoituksena on I6ytaa yleisid, toistuvia virheellisia ratkaisu-
ja, jotka voitaisiin arvostella yhdelld kertaa automaattisella palautteella.

Tutkimusaineistoa lajiteltiin ohjelmallisesti. Ohjelmallisen lajittelun tuloksia tarkasteltiin myds
laskemalla virheita k&sin tulosten luotettavuuden varmistamiseksi ja sellaisten virheiden 16ytami-
seksi, joita ohjelmallisesti ei voinut huomata.

Sé&hkodinen matematiikan opiskelu on kehittymisvaiheessa, ja uudenlaisia jarjestelmia ja opis-
kelualustoja kehitetdan jatkuvasti. Tassa tutkimuksessa kaytetty ohjelma oli useimmille uusille
opiskelijoille vield vieras. Uusien ohjelmien kayttéénottoon liittyy aina epavarmuustekijéita, ja tut-
kimuksen toisena mielenkiinnon kohteena on mill& tavalla uudet opiskelijat onnistuivat pelk&stédan
sahkoisessd kertauksessa. Teknisistd nakdkulmasta MathCheckin uusien ominaisuuksien sopi-
vuus laajempaan kayttéon kiinnostaa séhkoéisten opiskelualustojen kehittajia.

Ohjelmallinen lajittelu todettiin tAman tutkimuksen tarpeisiin riittdvan tarkaksi. Virheiden kasin-
laskenta tadydensi lopputulosta ja tarjosi lisAndkemyksen kertaustehtavien kehitystyéhdn. Suurin
osa opiskelijoista selviytyi sdhkdisesta kertauksesta hyvin. Uudenlaisesta ohjelmasta aiheutui tyy-
pillisia, esimerkiksi syntaksista johtuvia virheitd, mutta harjoiteltuaan useimmat saivat tehtavat lo-
pulta oikein. Kertauksessa kaytetty MathCheck-kaavatarkastin todettiin soveltuvaksi ainakin ma-
tematiikan perustehtavien harjoitteluun. Opiskelijat suhtautuivat ohjelman uusiin ominaisuuksiin
padosin positiivisesti. Positiivinen palaute kannustaa jatkamaan kertausohjelman kehitysty6ta.

Avainsanat: Sahkdinen opiskelu, automaattinen arviointi, MathCheck-kaavatarkastin, matematiik-
ka,perustaitotesti

Taman julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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As the academic world becomes more and more web-based incorporating electronic platforms,
electronic learning methods in mathematics are also undergoing rapid development.

Performing learning tasks online is familiar to most students, and such tasks are generally
regarded as a meaningful way of performing math exercises. In particular, the possibility of do-
ing weekly exercises that are not limited to a specific place and time is considered meaningful.
Electronic exercises have been introduced alongside the more traditional training methods, in par-
ticular to replace the performance of basic tasks, which would otherwise require more group work
and individual guidance. Online tasks have also opened up the possibility for automatic assess-
ment. The benefits of automatic evaluation are undeniable. When the answers to basic exercises
and other tasks can be evaluated automatically, teaching staff can devote more of their resources
to their real job of teaching.

This work examines revising basic sets of mathematical skills with a novel MathCheck equation
chain checker that offers automatic individual guidance, and the possibility of writing intermediate
steps and comments into electronic mathematical tasks. The material used in this study consists
of electronically collected solutions made by students at Tampere University of Technology during
the tests of basic mathematical skills held in autumn, 2017. The purpose was to find common,
repetitive, erroneous solutions which could be assessed with automatic feedback in one go. The
results of the software sorting were also backed up by counting the errors manually to ensure the
reliability of the software sorting results, and to find errors that might be ignored by the software
sorting.

The use of electronic systems to study mathematics is still under development, and new types
of systems and study platforms are continuously being developed. The introduction of new soft-
ware is always accompanied with uncertainty, and the program used in this study was unfamiliar
to the majority of the new students. The second point of interest in this study is how well the
new students succeeded in carrying out electronic assignments and revision. The suitability of
MathCheck’s new features is also of interest to technical developers of e-learning platforms for
more widespread use.

The software sorting was found to be accurate enough for the purposes of this study, and
the manual assessment complemented the end results and gave an insight into the development
work needed for revision tasks. Most students did well in the electronic assignments. Although
this novel program caused typical task-specific errors, such as syntax errors, after practice most of
the tasks were finally carried out correctly. Thus, the MathCheck equation chain checker used in
the revision tasks was found to be suitable for this kind on use. The students were mainly positive
about the new features of the program, and such positive feedback indicates that the development
of this revision program should be continued.

Keywords: e-learning, automatic assessment, MathCheck equation chain checker, equation chain
checking, mathematics, mathematics test of basic skills
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1 JOHDANTO

Yhteiskunnan teknologisoituessa nopeasti myés opetusteknologian kehittamiseen kiinni-
tetddn kasvavaa huomiota. Suuri yksittdinen teknologinen muutosvaihe opetusmaailmas-
sa saadaan paatdkseen, kun ylioppilaskokeet muuttuvat kokonaan sahkéisiksi vuoden
2019 kuluessa [100]. Samaan aikaan viimeisimmassa perusopetuksen opetussuunnitel-
mauudistuksessa [55] korostetaan tietoteknisen osaamisen merkitysta. Koko koulujarjes-
telmén uudistuessa etenkin teknillisten alojen yliopisto- ja ammattikorkeakouluopiskelija
voi olettaa opiskelulta ainakin peruskurssien tasolla edistyksellisyytta.

Matematiikan perusopetuksen kehittamisen merkittava tutkimus- ja kehitysalue on ollut
tietotekniikan hyédyntdminen opetuksessa [63]. Yksi esimerkki tehdysta kehitystyésta on
sahkdiset laskuharjoitukset, joita on hyddynnetty jo vuosia ainakin Tampereen teknillisen
yliopiston (TTY) ja Aalto-yliopiston matematiikan peruskurssien yliopisto-opetuksessa.

Sahkoaisilla harjoituksilla on monia etuja. Opiskelijat eivat ole enda sidottuja tiettyyn har-
joitusaikaan tai paikkaan, vaan he voivat tehda opintojakson kulloisenkin viikon tehtavét
verkkoyhteydesséa paikasta ja kellonajasta riippumatta. Opiskeluohjelma voi parhaassa
tapauksessa antaa liséksi vihjeita ja kannustaa opiskelijaa opiskelijan tekeman ratkaisun
perusteella. Ohjelmien uusilla ominaisuuksilla tehtavid voidaan muokata yha monipuoli-
semmiksi. Opettajan kannalta on suuri etu, etté jarjestelma voi tarkastaa ja arvioida au-
tomaattisesti suuren osan peruskurssien rutiininomaisista tehtavista. Liséaksi on havaittu,
ettd sdhkdinen harjoitusjarjestelma aktivoi myés heikoimpia opiskelijoita harjoitusten te-
koon [63, 70, [71].

Matematiikan perustaitojen ja ylipaatdan matemaattisen osaamisen heikentyminen on
Euroopan insindérikoulutusyhteisé SEFI:n raportin mukaan Euroopan- ja maailmanlaa-
juinen ilmid. lImiéén havahduttiin 2000-luvun alussa, ja se on edelleen olemassa. Yliopis-
tot euroopassa ja muualla maailmassa ovat reagoineet tilanteen korjaamiseksi esimerkik-
si mukauttamalla kurssien vaatimuksia opiskelijoiden taitotasoon ja lisdamalla tukitoimia.
Toteutetut toimet eivat kuitenkaan ratkaise perustavanlaatuisista matematiikan perustai-
tojen puutteista johtuvaa ongelmaa. [20, 80|

Insindoritieteiden ja matematiikan suhdetta kuvataan hyvasta syysta symbioosilla. Lahes
kaikki tekniikan alat ovat jollain tavalla riippuvaisia matemaattisesta osaamisesta, ja toi-
saalta matematiikka on usein uudistunut uusien teknologisten sovellusten aiheuttamien
ongelmien kautta.

Matematiikan perustaitojen opettelemiseen ja kertaamiseen onkin kiinnitettdva huomio-



ta jo heti opintojen alkuvaiheessa. Opintojen sujumisen takaamiseksi matematiikan pe-
rustaitotesti on ollut TTY:ll& pakollinen osa ensimmaisen matematiikan kurssin suoritus-
ta [80]. Perustaitotesti tulee nahtévéasti olemaan jossain muodossa osa matematiikan pe-
rusopintojen suoritusta my6s nykyisessa Tampereen yliopiston tekniikan alan koulutuk-
sessa.

Testissa heikosti menestyneet ohjataan Matematiikkajumppa -tukiopetusohjelmaan, jos-
sa opiskelijat kertaavat ja tdydentavat matematiikan perustaitojaan, kunnes ovat saavat
suoritettua perustaitotestin hyvaksytysti. Jumpassa opiskelijat harjoittelevat insinééreil-
le tarkeda proseduraalista sujuvuutta samankaltaisilla tehtavilla kuin perustaitotestissa.
[80]

T&ssa tyossa tarkastellaan TTY:n matematiikan perustaitotestin kertauksen yhteydessa
syksylla 2017 rajatulta opiskelijajoukolta kerattyja sahkoisesti tuotettuja ratkaisuja. Perus-
taitotestin séhkdinen kertaaminen toteutettiin uudenlaisella MathCheck-kaavatarkastimella
ja siihen perustuvalla kertausohjelmalla.

Antti Valmari aloitti Tampereen teknillisessa yliopistossa (TTY) MathCheck-kaavatarkasti-
men kehitystydn 2010-luvun alussa. MathCheck otettiin TTY:ss& kokeilukayttéén syksyl-
Ia 2015. Ohjelma todettiin sopivaksi opetuskayttddn, ja sen kayttd ja kehitystyd jatkuu.
Tekninen kehitystyd siirtyi vuonna 2018 Jyvaskylan yliopistoon.

Merkittdva uudistus verrattuna aiemmin kaytdssa olleisiin matematiikan s&hkdisiin opis-
keluohjelmiin on tehtévén tarjoama valitdén palaute ja mahdollisuus kirjoittaa tehtavaan
vélivaiheita ja muistiinpanoja. Nyt tehtavia voidaan tehda séhkoisesti ilman apuvalineita
ja -ohjelmia. Ohjelma tarkastaa vastauksen koko paattelyketjun oikeellisuuden. Jos teh-
tava on oikein, ohjelma hyvaksyy vastauksen. Jos tehtédvassa on virhe, MathCheck tarjo-
aa opiskelijalle valittéman, ohjaavan palautteen [valmari2016mathcheck]. Opiskelija voi
heti korjata virheen ja jatkaa tehtéavan loppuun.

Tydn aihealue on yliopistomatematiikan perustaitotason tehtavien automaattisen arvioin-
nin kehittdminen ja tydssa tarkastellaan myds uusien opiskelijoiden valmiutta sdhkodisesti
toteutettuun matematiikan opiskeluun.

Tydssé tutkitaan,
e kuinka sahkdisesti annetusta vastausjoukosta pystytdan ohjelmallisesti lajittelemal-
la I6ytamé&én luotettavasti keskendadn samaa tarkoittavat virheelliset vastaukset,
e mink&laisia opiskelijoiden tekemat virheelliset vastaukset ovat,

e kuinka valmiita uudet opiskelijat ovat MathCheck-kaavatarkastimella toteutettuun
matematiikan opiskeluun,

e kuinka opiskelijat onnistuivat s&dhkdisessa kertauksessa.
Tydn luvussa 2 tarkastellaan tydn pedagogista ja matemaattista taustaa ja luvussa 3

MathCheck-kaavatarkastinta ja uuteen sahkodiseen opiskelukokonaisuuteen liittyen kay-
tettdvyyden kasitetta. Luvussa nelja tdydennetdan tydén matemaattista osaa esitteleméalla



tydssa kasiteltdvien tehtavien kertoimien satunnaistamista. Luvussa 5 esitellaan tydssa
tehtavan tutkimuksen kaytanndn toteutus. Tydn tulokset esitellddn luvussa 6. Lopuksi lu-
vussa 7 tehdaan yhteenveto tydn tuloksista ja pohditaan tutkimuksen aikana tehtyja ha-
vaintoja ja esitetdan kehitysehdotuksia.

Tutkimuksessa keratadan matematiikan kertaustehtavista opiskelijoiden tekemia ratkaisu-
ja ja lajitellaan niista ohjelmallisesti keskendan ekvivalentit virheelliset toistuvat ratkaisut.
Tarvittaessa opiskelijoiden tekemia vastauksia tarkastellaan myds laskemalla virheité ka-
sin.

Virhelaskentojen perusteella tehdaan paatelmat eri laskentamenetelmien soveltuvuudes-
ta tydn tarkoituksiin. Seka virhelaskentojen etta kyselytutkimuksen perusteella tehddan
johtopaatdkset opiskelijoiden onnistumisesta sahkdisesti toteutetuissa tehtavissa.



2 TYON TEOREETTINEN TAUSTA

Mitd matematiikka on? Kasitys matematiikan olemuksesta riippuu yleensa vastaajan na-
kdékulmasta. Esimerkiksi didaktikko ja matemaatikko tarkastelevat matematiikkaa eri ta-
valla, samoin matematiikan opettajalla ja opiskelijalla on usein erilainen k&sitys matema-
tiikkasta ja sen merkityksesta.

Matematiikan ja didaktiikan tutkija Pehkonen [59] jakaa matematiikan kéasitteen karkeasti
laskutaitoon ja ymmdértdmiseen. Ymmartaminen lieneekin matematiikan opetuksen kes-
keinen tavoite. Esimerkiksi lukion opetussuunnitelman perusteissa "kannustetaan kehit-
tamaéan luovia ratkaisuja" [54]. Kysymykseen mitd matematiikka on, Pehkonen esittda
kolme keskeista nakdkulmaa matematiikkaan. Pehkosen mukaan matematiikka on seka
tybkalupakki, systeemi ettd prosessi. [59]

Tydkalupakki sisaltda laskusaannét ja kulloinkin tarvittavat toimenpiteet. Systeemikasi-
tys tarkoittaa muodollisia toimintasdantéja, esimerkiksi alkeismerkkien kaytén. Prosessi-
nakékulmasta matematiikka muovautuu toiminnassa, kukin luo oman matematiikkansa
omien tarpeidensa ja mahdollisuuksiensa mukaisesti. [59]

2.1 Matemaattinen tieto ja ajattelu

Yrjénsuuren [101] mukaan matemaattisen tiedon muodollinen rakenne poikkeaa muista
tiedon alueista. Myéhemmin virhetarkastelun yhteydessa matematiikkaa verrataan op-
pilaalle vieraaseen kieleen [67], jolla on oma semantiikkansa. Matematiikalla onkin sille
ominainen rakenne ja oma, riippumaton symboliikka. Matematiikan kéasitteet ja maaritel-
méat ilmaistaan muodollisten rakenteiden ja symbolien avulla. Tarkasta rakenteesta joh-
tuen matematiikan kieli on tdsmallista, luotettavaa, teoreettista ja abstraktia [101].

Symboleilla on keskeinen asema matematiikassa, ja niiden voikin ajatella vastaavan sosi-
aalisten kielten aakkosia. Symboleihin ja niistd muodostuviin merkkijonoihin voi tallentaa
informaatiota tiiviissa ja tasmallisessd muodossa, niiden avulla voidaan ilmaista mate-
maattisia rakenteita, kasitteitd ja luoda uusia kasitteita. [101]

Matematiikan symbolien, rakenteiden ja ilmaisujen tuntemista pidetaan usein matemaat-
tisena tietona. Maéarittelyjen osaaminen yhdessa muiden tietojen kanssa johtaa mate-
matiikan osaamiseen. Matemaattisena tietona pidetdan myds erilaisia oppimista tukevia



toimia, kuten lausekkeen muodostaminen tai yhtalén rakenteen ja ominaisuuksien tun-
nistaminen. [101]

Matemaattinen ajattelu ja tieto usein samaistetaan, vaikka niiden merkitys poikkeaa toi-
sistaan. Matemaattista ajattelua opitaan matemaattisen tiedon avulla. Matemaattisen tie-
don rakenne iimenee matemaattisissa sisalloissa, kuten esimerkiksi yhtaldina, geometri-
sind ominaisuuksina tai matemaattisina malleina. Esimerkiksi rationaaliluvun rakennetta
pidetéan tietona, jonka oppimista uutena asiana voidaan pitdd matemaattisena ajattelu-
na. [101]

Joutsenlahden [28] mukaan tiedon kasite jaetaan usein karkeasti kahteen tyyppiin, taidon
oppimiseen ja tiedon ymmartamiseen [28]. Tiedon tarkempaan maarittelemiseen kayte-
tdan usein konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon kasitteita [21], 24} |28]. Tunnetut tie-
don luonteen tutkijat Hiebert & Lefevre [24] ovat maéaritelleet konseptuaalisen tiedon tie-
doksi riippuvuuksista. Proseduraalinen tieto (matematiikassa) on ensinngkin yksittaisten
symbolien ja niiden syntaktisen kaytén hallintaa ja toisaalta matemaattisten ongelmien
ratkaisemiseksi tarvittavien proseduurien hallintaa [24].

Joutsenlahti toteaa jaon olevan kuitenkin epataydellinen [28]. Kaikkea tietoa ei voi luoki-
tella kahteen luokkaan ja osa tiedosta voi kuulua useampaan luokkaan [28]. Seuraavas-
sa luvussa tarkastellaan kahden suomalaisen tutkijan, Haapasalon [21] ja Ruohotien [75]
maaritelmia konseptuaaliselle ja proseduraaliselle tiedolle.

2.1.1 Konseptuaalinen tieto

Haapasalo [21] on tAdydentanyt ja muokannut modernimmaksi aiempien tutkijoiden kon-
septuaalisen tiedon mallia. Haapasalon mukaan konseptuaalinen tieto on merkityksista
koostuva verkko, jonka solmuja ja yhteyksia loogisesti toimiva yksilé pystyy tulkitsemaan
ja muokkaamaan. Solmujen ja yhteyksien ei tarvitse olla objektiivisia, vaan ne voivat muo-
toutua yksilén subjektiivisten ajatteluprosessien, konstruktioiden, kautta. Ruohotie on ai-
emmin maaritellyt konseptuaalisen tiedon samaan tapaan kuin Haapasalo kéasitteiden ja
asiatietojen linkkien muodostamaksi tietoverkoksi [79].

2.1.2 Proseduraalinen tieto

Proseduraalinen tieto koostuu Haapasalon mukaan sdanndisté ja menetelmista, kuten
esimerkiksi algoritmien suorittamisesta tiettyjen proseduurien mukaan. Tehtavan tai al-
goritmin suorittamisen vaatima proseduuri voi olla sisdistynyt, jolloin eri esitystapoja ei
tarvitse tietoisesti ajatella. [21]

Ruohotien [75] proseduraalisen tiedon maaritelma pitda sisallddn samankaltaisia ele-
mentteja. Hanen mukaansa proseduraalinen tieto yhdistaa tiedot ja taidot, ja muistuttaa
sdant6a tai reseptid, joka on helppo palauttaa mieleen ja soveltaa tilanteen mukaan.



Kéytanndllisesti ja tiiviisti ilimaistuna proseduraalinen tieto siséltdd matemaattiset operaa-
tiot ja algoritmit, joita tarvitaan ongelmien ja laskutoimitusten ratkaisuun. Proseduraalista
tietoa voi harjoittaa kehittamalla laskurutiinia. Konseptuaalinen tieto puolestaan tarkoit-
taa kasitteiden ja periaatteiden ja niiden valisten suhteiden ymmartamista ja taitoa sovel-
taa niitd. Konseptuaalista tietoa voi kehittdé vain kasitteiden merkitysten sisdistamisella
omien ajattelu- ja paattelyprosessien kautta. [85]

2.2 Tyossa kasiteltavia oppimiskasityksia

Tiedon kasittelyn ja oppimisen prosessit ovat monimutkaisia, ja niita tarkastellaan yleen-
sa erilaisten oppimiskasitysten kautta. Pedagoginen tutkimus jakaa perinteisesti oppi-
miskasitykset neljdan paaluokkaan, behavioristiseen, kognitiiviseen, konstruktivistiseen
ja kontekstuaaliseen.

Oppimiskasitykset kuvaavat kulloinkin vallitsevia ké&sityksia tiedon ja henkisten proses-
sien luonteesta ja ne kuvaavat myds yleisia yhteiskunnan koulutukselle ja opetustyélle
asettamia odotuksia. Oppimiskasityksiin vaikuttavat myds pedagogisen tutkimuksen tul-
kintaperinne ja teoriat [73]. Esimerkiksi konstruktivistinen oppimiskasitys edustaa Rauste-
von Wrightin ja von Wrightin mukaan nykyisia oppimiskasityksia ja pedagogisia uudistuk-
sia [73].

2.2.1 Behaviorismi

Behavioristinen oppimiskasitys on kehittynyt E.L Thorndiken (1874-1949) kehittaman ylei-
sen oppimisteorian pohjalta. Teorian mukaan oppiminen tapahtuu tekojen seurasten kaut-
ta ja palkitsemiseen johtavat yritykset opitaan. 1900-luvun alun pedagogiikassa Thorndi-
ken teoriaa sovellettiin yksiléiden valisten erojen mittaamiseen. Yksildiden valisia eroja
pidettiin tuolloin pysyvina ja mitattavina ominaisuuksina. Yksiléiden valisten erojen, esi-
merkiksi koulusuoritusten, mittaaminen oli helpointa tehdéa tehtavilla, joiden tulokset voi-
daan ilmaista objektiivisesti numeroina. [73]

Behavioristinen oppimiskéasitys omaksui ja systematisoi Thorndiken kehittam&a teoriaa
noustessaan pedagogiikan valtasuuntaukseksi 1920-luvulla. behaviorismi katsoi oppimi-
sen tapahtuvan seka elain- ettd ihmiskunnassa samalla tavalla: oppiminen ja kayttayty-
minen voidaan palauttaa yksinkertaisiin osiin ja osista rakentuviin kokonaisuuksiin. [[73]

Behavioristisessa pedagogiikassa opettajan rooli on auktoriteetin asemassa aktiivisesti
valmistella ja jakaa tietoa. Oppiminen on passiivista tiedon vastaanottamista. Behavio-
ristinen oppiminen on pohjimmiltaan reagointia ulkoiseen arsykkeeseen ja drsyke-reaktio
-ketjujen muodostumista [65]. Opiskelijan motivoijana on esimerkiksi oikein suoritetusta
tehtdvéasta seuraava palkkio tai muu positiivinen palaute. Opiskeltavan asian suuremmat
kokonaisuudet on jaettu osatavoitteisiin ja edelleen pilkottu yleensa oppitunnin mittaisiin



palasiin, jotka voidaan opettaa kenelle tahansa [65} [73].

Puhtaasti behavioristisesta nakékulmasta oppimistapahtuma nédhdaan ulkoisena proses-
sina, johon ei liity oppijan sisdisten henkisten prosessien tarkastelua [92]. Behavioristisel-
la lahestymistavalla on kuitenkin opiskelumaailmassa puolustajansa, ja sité pidetaan te-
hokkaana lahestymistapana esimerkiksi pidemmalle edenneissa teknis-luonnontieteelli-
sissa opinnoissa, jos peruskasitteet osataan jo hyvin [40].

2.2.2 Konstruktivismi

Kaikkea oppimista ei kuitenkaan voitu selittdd behaviorismin avulla. 1950-luvulla vasta-
kohtana behaviorismille kehittynyt konstruktivistinen nakékulma korostaa informaation
prosessointindkékulmaa [41] ja antaa opiskelijalle vapautta paattda ja vastata omista
opinnoistaan. Vastuusta seuraavan hallinnan ja itsendisyyden kokemuksen katsotaan li-
sdavan opiskelumotivaatiota [63} |73, 92].

Konstruktivismin tausta on antiikin kreikassa ja niin sanotussa muistitaidon perinteessa,
jossa oppimista ja muistamista tehostetaan systemaattisesti organisoimalla muistettava
aines mielessa oppimisvaiheessa. Kun opittava aines kytketddn mielikuvien verkkoon,
sen muistaminen helpottuu. [73].

Konstruktivistisen ndkemyksen mukaan oppiminen on, vastakohtana behaviorismin pas-
siivisuudelle vastaanottamiselle, aktiivista henkista tydskentelyad ja kasitteiden rakenta-
mista. Opiskelu nahdaan prosessina, jossa opiskelija itse on avainasemassa. Konstruk-
tivistiseen oppimiskasitykseen liittyy myds merkittavina tekijéina oppimaan oppiminen ja
uusiutuminen koko elaméan ajan.

Taulukko 2.1. Behavioristisen ja konstruktivistisen oppimiskésityksen vertailu [37, |46].

Oppimiskasitys Behaviorismi Konstruktivismi
Opetuksen tavoite Tiedon jakaminen Ymmartamisen tukeminen
Opiskelijan rooli Passiivinen Aktiivinen toimija
vastaanottaja
Opettajan rooli Tiedon valmistelija Oppimiseen auttaja ja
ja jakaja ohjaaja
Opetuksen luonne Tiedon valittdminen Oppimisprosessin tukeminen
Opetuksen sisaltd Ennalta annettu tarkka  Maarittyy osin
opetussuunnitelma oppimisprosessissa
Tiedon rakentuminen | Osista rakentuu Opiskelija rakentaa itse
kokonaisuus oman tietonsa

Taulukossa [2.1] on koottuna behavioristisen ja konstruktivistisen opetus- ja oppimiskasi-
tyksen merkittavimpid ominaisuuksia ja eroja [29]. Behavioristisen mallin mukaan oppi-
minen on kokonaisuuksien rakentumista pienista yksityiskohdista. Konstruktivistinen op-
piminen rakentuu kokonaisuuksien hahmottamisen kautta yksityiskohtiin. Kun behavioris-



tinen opetus pyrkii paloittelemaan opiskeltavan aiheen pieniksi aihealueiksi, joista raken-
tuu esimerkiksi matematiikan tietoteorioita, konstruktivistinen opetus puolestaan rakentaa
tietoteorioita pienisté osista [73] luoden linkkeja osien vélille henkisten prosessien avulla.

Kasitys matematiikasta pelkkéna laskutaitona ja mekaanisten sdantdjen ja kaavojen so-
veltamisena on Haapasalon [22] mukaan nykyaan riittdmaton. Konstruktivistinen oppi-
miskasitys on vaikuttanut vahvasti lukion opetussuunnitelmiin jo kymmenid vuosia. Vuo-
den 2015 lukion opetussuunnitelman perusteissa [54] konstruktivistinen ote nakyy esi-
merkiksi lukiokohtaisen opetussuunnitelman laatimista ohjaavassa kappaleessa, jossa
opetussuunnitelma laaditaan yhteistydssé koko henkilékunnan, opiskelijoiden ja heidan
vanhempiensa kanssa [53, 54].

2.3 Matemaattisen osaamisen mallit

Matemaattista osaamista on kutsuttu eri aikakausilla hieman erilaisilla nimityksilla. Ai-
empi matematiikan didaktisen tutkimuksen keskeinen kasite oli ymmartadminen [60], ja
2000-luvulla siirryttiin tutkimaan oppijoiden matemaattista kompetenssia ja taitoa [39].
Matemaattinen kompetenssi tarkoittaa hyvin lyhyesti ilmaistuna matemaattista taitoa tai
osaamista. Kasite esitelladn laajemmin kappaleessa[2.4]

Matemaattinen osaaminen on laaja kéasite. Usein matemaattisen osaamisen ajatellaan
olevan ajattelun ja tiedon yhdistava prosessi. Seuraavaksi tarkastellaan matemaattista
osaamista kahden tunnetun mallin, tehtévien luokitteluun tarkoitetun Wilsonin taksono-
mian [97] ja matemaattisen taitavuuden kuvailemiseen sopivan Kilpatrickin, Swaffordin ja
Findellin mallin [38] kautta.

2.3.1 Kilpatrick, Swafford ja Findellin malli

Matemaattinen osaaminen on kykya kayttdd matematiikkaa monipuolisesti matemaatti-
sen ongelmanratkaisun alueilla. Kilpatrick et al. [38] mukaan matemaattisen osaamisen
malli koostuu viidestd matemaattisen osaamisen ominaisuudesta. Joutsenlahti [28] on
esittanyt ominaisuuksien suomenkieliset nimet.

1. Kasitteellinen ymmartaminen tarkoittaa matematiikan peruskasitteiden, lasken-
taoperaatioiden ja matemaattisten relaatioiden ymmartamista.

2. Proseduraalinen sujuvuus liittyy k&sitteelliseen ymmartamiseen, ja voidaan ym-
martaéa taidoksi kayttaa laskentaproseduureja sujuvasti.

3. Strateginen kompetenssi kasitteend on lahelld matemaattisten ongelmien rat-
kaisukykya ja ongelman ratkaisuun liittyvaa ongelmanmaarittelya ja oikean ratkai-
sustrategian 16ytamista.

4. Mukautuva paattely on kykya loogiseen ajatteluun ja yleisemminkin ongelmien se-
littdmiseen ja ratkaisumenetelmien perusteluun.



5. Yrittelidisyys sisaltdd kokemuksen matematiikan ja matemaattisten taitojen mer-
kityksesta ja voi toimia motivoivana tekijanda matemaattisten taitojen kehittdmisen
suhteen.

Kilpatrick et. al. [38] mukaan mallin viisi osatekijdd muodostavat matemaattisen osaami-
sen perustan, ja usein mallin osa-alueita kuvataan kirjallisuudessa puuta pystyssa pita-
vana juuristona tai viidesta saikeestd muodostuvana kdytena.

2.3.2 Wilsonin taksonomia

Wilson esitteli Wilsonin taksonomiana tunnetun, Bloomin [7] taksonomiaan perustuvan,
pedagogisten tavoitteiden luokittelujarjestelman. Wilsonin taksonomia luokitteli erityisesti
matemaattisen osaamisen alueita. Wilsonin taksonomian jaottelu perustuu neljaan pe-
rustaitotasoon. [97]

1. Laskutaito tarkoittaa operaatioiden muistamista ja laskentaproseduurien hallintaa.

2. Ymmarrys tarkoittaa laskentaperiaatteiden, matemaattisen rakenteen ja ratkaisu-
periaatteiden yleistettavyyden hallintaa.

3. Soveltaminen edellyttda oikeiden tietojen muistamista ja sopivien laskuoperaatioi-
den kayttamista.

4. Analyysi on luovan ja keksivan ongelmanratkaisun taso, joka matematiikassa voi
edistdé asioiden valisten yhteyksien ja yleistysten I16ytamista.

Taksonomia on alun perin elikunnan luokittelujarjestelma [88], ja biologisesta lahtékoh-
dastaan se on yleistynyt tarkoittamaan kaytannén luokittelua yleisesti. Benjamin Bloo-
min kehittdm& Bloomin taksonomia [7] on tunnettu luokitus oppimisen kannalta tarkeiden
tieteellisten tavoitteiden, esimerkiksi osaamistavoitteiden maarittamiseksi [56]. Wilsonin
taksonomiassa [98] arvioidaan opiskelijan ajatteluprosesseja matematiikan osa-alueilla
h&nen suoritustensa pohjalta [28].

2.4 Insinoorikoulutuksen matemaattisen osaamisen
yhteiseurooppalainen viitekehys

Euroopan insinédrikoulutusyhteisé SEFI:n matematiikan tyéryhma Mathematics Working
Group (MWG) on tyéskennellyt vuodesta 1982 [15] luodakseen yhteiseurooppalaisen in-
sindérikoulutuksen opetussuunnitelman suuntaviivat. Ensimmainen koottu opetussuunni-
telmaa kasitellyt julkaisu tehtiin vuonna 1992 [5]. Suunnitelmaa paivitettiin vuonna 2002
[20], ja uusin suunnitelma on julkaistu 2013 [44]. Julkaisuissa maaritellaan matemaatti-
sen kompetenssin késite, keskeiset insinédrimatemaattisen osaamisen osa-alueet, ylei-
set matematiikan opetukseen sopivat menetelmat ja yleisia arvioinnin suuntaviivoja.

Matemaattinen kompetenssi méaritelladn tanskalaisen Competencies and the Learning
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of Mathematics (KOM) -projektin [51] tavoin "kyvyksi ymmartaa, tehda paatelmia ja kayt-
tdd matematiikkaa eri konteksteissa ja tilanteissa, joissa matematiikkaa voidaan sovel-
taa". KOM-projekti maaritteli tarkemmin kahdeksan osakompetenssia, jotka yhdessa muo-
dostavat Matemaattisen kompetenssin kasitteen. SEFI [44] on osin muotoillut ja tarken-
tanut KOM -projektin maaritelmia, alkuperdiset maaritelmat ovat lahteissa [51, [52].

¢ Matemaattinen ajattelu kuvaa kykya ymmartaa ja arvioida, milloin matemaattinen
lahestymistapa on hyddyllinen.

e Matemaattinen paattely on kykya ymmartaa argumentointia ja itse tuottaa mate-
maattisia paattelyketjuja.

o Matemaattinen ongelmanratkaisukyky on kykya muotoilla kysymys matemaatti-
sena ongelmana ja kayttdd matemaattisia tydkaluja ongelman ratkaisemiseen.

o Matemaattinen mallinnustaito tarkoittaa kykya tyéskennella valmiilla malleilla ja
tuottaa itse malleja.

o Matemaattisten kokonaisuuksien hahmottamiskyky on kyky valita sopivat ma-
temaattiset esitystavat ja tarvittaessa vaihtaa toiseen, tilanteeseen paremmin sopi-
vaan esitystapaan.

¢ Matematiikan muotokielen ymmartaminen tarkoittaa kykya ymmartaa ja tuottaa
ilmaisuja matematiikan symbolien ja muodollisten ilmausten avulla.

¢ Matemaattinen kommunikointikyky on sek& suullinen etté kirjallinen kyky ilmaista
itsedan matematiikan ilmaisukeinoilla.

o Kyky kayttaa matematiikan apuvalineita, esimerkiksi ohjelmistoja ja muita tyéka-
luja.

Insinb6rimatemaattisen osaamisen kannalta keskeiset osa-alueet on jaettu neljalle ta-
solle. Tasot ovat core zero, core level 1, core level 2 ja core level 3. Core zero sisaltaa
olennaisimmat esitiedot, joita tarvitaan yliopistotason insinéérimatematiikan opinnoissa.
Suomalaisessa koulujarjestelmassa core zero vastaa paaosin lukion pitkdn matematiikan
oppisisaltda. Tasolle core level 1 kuuluvat tiedot vastaavat Suomessa tekniikan alan yli-
opistokoulutuksessa matematiikan perusopintoja sovellettuna koulutusaloittain. Core le-
vel 2 -tason matematiikan sisallét ovat syvallisempia ja sisaltdvat koulutusalakohtaiset
oleelliset aineopintotasoiset tiedot. Core level 3 opinnot ovat teoreettisempia, syventavia
opintoja, ja niitd opiskellaan yleensé vain sovelluskohtaisesti.

Edeltavissa luvuissa on tarkasteltu matematiikkaa pedagogisesta nédkdkulmasta. Kuten
alussa todettiin, kasitykset matematiikasta riippuvat vastaajan ndkdkulmasta. Vastaavasti
matematiikan opettaminen heijastelee sita kontekstia, missa sité opetetaan.

Pohjolainen et al. [63] korostavat proseduraalisten taitojen merkitystéa insiné6rikoulutuk-
sessa. Proseduraalinen tieto ja siihen liittyvat matemaattiset perustaidot taidot liittyvat
ongelmien ja laskutoimitusten ratkaisussa tarvittavien operaatioiden ja algoritmien hallin-
taan, laskurutiinin kehittdmiseen.
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Toinen tyéssa korostuva pedagoginen osa-alue on konstruktivistinen oppimiskasitys. Kon-
struktivistisen ndkemyksen mukaan oppiminen on opiskelijan aktiivista tydskentelya ja ka-
sitteiden rakentamista. Ty6ssa kaytetyn kertausohjelman, MathCheck-kaavatarkastimen
[4], perusfilosofia on konstruktivistinen, ja sen kehittdjan alkuperainen ajatus [94] oli opis-
kelijoiden matemaattisen ajattelun kehittdminen sahkdisen opetusohjelman avulla.

Tydssé kasitellyt matemaattisen osaamisen mallit ja viitekehykset ovat opettajille tydkalu,
jota vasten matematiikan oppimista, opetusta ja opetuksen suunnittelua voidaan tarkas-
tella.

2.5 Virheet matemaattisten tehtavien ratkaisuissa

Termilla virhe on useita erilaisia merkityksid asiayhteydesta riippuen. Yleensa virhe tar-
koittaa epdonnistumista jonkin asian suhteen tai virheellista toimintaa. Tassa tyéssa virhe
tarkoittaa 1&hinna proseduraalisia virheitd matematiikan tehtavissa.

Virheiden etsimistd ja luokittelua niiden laadun perusteella kutsutaan virhetarkasteluk-
si. Virhetarkastelussa tarkastellaan kohderyhman tekemia virheellisia ratkaisuja ja pyri-
taan I6ytamaan yleisia virheellisia kasityksia ja etsimaan syita virheellisten toimintatapo-
jen taustalla. Virheet pyritdan tunnistamaan tutkimusaineistosta ja tutkimuksen tarkoituk-
sesta riippuen luokittelemaan sopivalla tavalla.

Matematiikan opetuksen tutkimuksessa virhetarkastelulla on pitk& historia. Tutkijat aluksi
Yhdysvalloissa ja Saksassa ovat etsineet matematiikan tehtavissa tehtyja virheita ja ana-
lysoineet virheiden syita 1920-luvulta alkaen [10,[11]67]. Matematiikan tehtavissa tehtyja
virheitd analysoivat tutkimukset keskittyivat etenkin alkuaikoina alempien kouluasteiden
aritmetiikkaan. Vaikka virhetarkastelua matematiikassa tehdaan nykyaan laajalti ja useilla
eri matematiikan osa-alueilla, tutkimuksen painopiste on edelleen ala- ja ylakoulun mate-
matiikassa.

Suomalainen matematiikan virhetarkastelun tutkimusperinne on viela melko nuorta. Suo-
messa virhetarkastelua on tehty ala- ja ylakoulumatematiikan liséksi esimerkiksi neurop-
sykologian [68], ladkelaskennan [25] [90], ja viime aikoina myds yliopistomatematiikan
opinnoissa [77},(89].

Yleinen tapa luokitella virheitd on jakaa ne systemaattisiin virheisiin ja satunnaisiin lipsah-
duksiin [9} 19, 93]. Lahihoitajien matematiikkaa tutkinut Huhtala [25] kuvaa opiskelijoiden
tekemia virheita tahallisiksi ja tahattomiksi. Tahallinen virhe, tai "vaarin osaaminen”, ta-
pahtuu kun oppilas/opiskelija uskoo toimivansa oikein, mutta lopputulos on vaara. Virhe
on tahaton, kun lopputulos ei ole sita mita tarkoitettiin.

Virheitd on perinteisesti keratty paperilla ja lajiteltu kasin. Kasin paperille kirjoitetun ai-
neiston avulla on paasty analysoimaan seka yksittaisia virheita etta virheellisid paattely-
ketjuja. Haittapuolena aineiston k&sin kirjaaminen ja kasittely on varsin tydlasta, ja tutki-
musotos rajautuu kaytanndn syistd melko pieneksi.
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Uudet séhkoiset opiskeluymparistét tarjoavat tutkijoille mahdollisuuden saada vastauksia
melko helposti sdhkdisessd muodossa. Sahkoéisen aineistonkeruun etuja ovat mahdolli-
suus suurempaan aineistoon, késittelyn nopeus ja suuri vastausmaara, jolloin tilastollinen
analyysi ja virheiden yleisten piirteiden I6ytaminen on mahdollista.

Ehka tunnetuin sahkdisissa opiskeluymparistdissa tehtyjen virheiden ja automaattisen
arvioinnin tutkija on Sangwin tutkimuskumppaneineen [77, 78, 79]. Suomessa sahkoi-
sissa jarjestelmissa tehdyissa testeissa |6ytyneita virheitd ja automaattista arviointia on
tutkittu Teknillisess& korkeakoulussa [70], Aalto-yliopistossa [71, 72,89, 91] ja Helsingin
yliopistossa [90].

2.5.1 Virheiden yleisia piirteita

Oppilaiden ajatteluprosessit ja virheellisten paatelmien syyt ovat yleensa nakymattémia.
Siksi matematiikassa opiskelijan ajatusprosesseja tutkitaan usein epasuorasti analysoi-
malla opiskelijan laskutehtavissa ja kokeissa annettujen vastausten virheita. [43]

Virhetarkastelussa pyritdan yleensa I6ytamaan virheiden yleisid piirteitd. Useat tutkijat
ovat etsineet ja tunnistaneet oppilaiden virheiden yleisia syité [14} 16, 43]. Greer ja Mul-
hern [43] ovat artikkeliinsa "Between the Ears" etsineet ja kirjanneet kirjallisuudesta 16y-
dettyja virheiden yleisia piirteita:
¢ Virheet voivat olla yllattévia, jos opettaja ei havaitse niité heti, vaan vasta jonkin ajan
kuluttua.
¢ Virheelliset toimintatavat eivat yleensé korjaannu itsestaan..

e Virheet ovat systemaattisia tai satunnaisia. Satunnaiset virheet kertovat yleensa
huolimattomuudesta tai lipsahduksista, ja niiden merkitys tutkimukselle on pieni.
Eri syistd johtuvat virheet pitéisi pystya tunnistamaan ja erottelemaan toisistaan.

e Usein virheet ovat jarjettémia, eli annettu vastaus ei mitenkaan voi olla mahdollinen
vastaus.

Brousseau [8] on tehnyt nelja edellista listaa tdydentavaa havaintoa:

Virheet johtuvat usein perustavanlaatuisesta vaarinymmarryksesta.

Virheitd syntyy, kun oppilas kayttaa virheellisia proseduureja.

Opiskelijalla on vaikeasti havaittavia virheellisia kasityksia.

Oppilaat muodostavat usein omia, epamuodollisia tapoja ratkaista ongelmia.

Karppinen [34] kutsuu viimeista, epamuodollisia ratkaisutapoja koskevaa havaintoa "vaa-
raksi yleistykseksi" ja Huhtala [25] miniteoriaksi. Miniteorialla Huhtala tarkoittaa laskusaan-
t64a, jonka opiskelijat itse keksivat [25].



13

2.5.2 Nakokulmia virheiden tutkimiseen

Opiskelijan tekema opiskelutyd konkretisoituu esimerkiksi kokeessa tai muussa arvioin-
nissa. Opiskelijan kannalta virheet eivat ole toivottuja, koska virheettémyys kuvaa kul-
loinkin tehdyn opiskelutydn onnistumista. Opettajan kannalta opiskelijan tekemat virheet
kuvaavat opiskelijan ajatusmaailmaa [43}[89]. Virhetarkastelun avulla opettaja oppii opis-
kelijan virheistd ja saa tytkaluja pedagogisesti mielekkdén palautteen antamiseen opis-
kelijoille. Palautteen perusteella opiskelija voi parantaa suoritustaan.

Opiskelijan sisdinen ajatteluprosessi rajautuu taman tydn aihealueen ulkopuolelle. Tydssa
keskitytdan tarkastelemaan opiskelijoille yhteisia virheellisia ratkaisuja, vaikka virheiden
késinkirjauksessa tarkastellaan myds yksittaisen opiskelijan tekemia virheité. Perusidea
on kuitenkin molemmissa tapauksissa samanlainen.

Mulhern ja Greer [43] ovat virheiden yleisten piirteiden liséksi koonneet kirjallisuudesta
nakokulmia virheiden tutkimiseen:

e Suoraviivainen erityyppisissa laskutehtavissa tehtyjen virheiden etsiminen ja kirjaa-
minen. Tata yksinkertaista lahestymistapaa on kaytetty laajalti virhetutkimuksessa.

e Erityyppisten virheiden analysointi, luokittelu, oikeaan vastaukseen vertaaminen ja
virheeseen johtaneiden syiden etsiminen.

e Virhemallin analysointi. Etsitdan systemaattisia, satunnaisia ja/tai tehtavatyypille
tyypillisia virheita.

o Edellisten vaiheiden perusteella tehtavia voidaan rakentaa niin, ettd opiskelijoita
johdatellaan tekem&én virheita. Yksilollisia virhemalleja tutkitaan, ja yritetdan 16y-
taa virheiden taustalla olevat syyt. Edelleen laaditaan ongelmia, joiden ajatellaan
tuottavan samankaltaisia virheita.

Luettelin viimeisessa kohdassa virheisiin johdattaminen voi tarkoittaa kaytannéssa sita,
etta kokenut opettaja tietdd, missa kohdassa opiskelijat kussakin tehtavatyypisséa yleensa
tekevat virheita. Harjoitustehtavat voidaan laatia niin, etté opiskelija johdatellaan virhee-
seen ja kohdistetaan opiskelijan huomio virheeseen. Virheen syitd voidaan kasitelld ja
yrittdd muuttaa virheellista ajatusmallia tai tuottaa kokonaan uusi. [43]

Virheita voi syntyd monista syistd. Edelld olleissa tarkasteluissa virheiden syiden aja-
tellaan olevan opiskelijan ajatteluprosessissa tai epaonnistuneessa suorituksessa. Ra-
datz [66] nakee asian yksil6llisid virheitd laajemmasta ndkdkulmasta ja esittdé virheluo-
kittelun laht6kohdaksi edellisten liséksi opetusprosessiin liittyvat tekijat (opettaja, opetus-
suunnitelma, ymparistd) seka informaation kasittelyn ongelmat.

Informaation k&sittelyyn liittyva ongelma tarkoittaa t&dssa "kielellisia" ongelmia, joissa ma-
tematiikka nahdaan vieraana kielena [1}, [33, 62], hahmotusongelmia [99], puutteellisista
esitiedoista aiheutuvia ongelmia, kaavamaisesta ajattelusta tai asioiden vaarasta yhdis-
telysta aiheutuvia ongelmia [61] ja vaarien teorioiden kayttéa [18]. Vaara teoria tarkoittaa
samaa kuin Huhtalan [25] k&yttama miniteoria.
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Kielellisiin ongelmiin viittaaminen tarkoittaa matematiikan kielta, merkintatapoja, symbo-
leja ja matematiikan erityissanastoa. Hahmotusongelmilla viitataan oppimateriaalin visu-
aalisuuteen, selkeyteen ja esitystapaan. Useissa tutkimuksissa onkin todettu esitystavan
aiheuttavan suurempia vaikeuksia kuin itse matemaattinen ongelma. [66]

Opetusprosessiin liittyvat ongelmat voivat johtua yksittaisista tekijoista tai niiden kom-
binaatioista tai koko opetusprosessin epdonnistumisesta [66]. Myds sahkdiset oppimi-
symparist6t voivat huonosti toteutettuna aiheuttaa ongelmia oppimistuloksissa. Silloin on
kyse kaytettavyydestd, jonka kasitteisiin tutustutaan séhkdisten oppimisymparistdjen yh-
teydessé kappaleessa[3.1]

Edelld on eritelty virheiden yleisia piirteitd, eri ndkékulmia virheiden tutkimiseen ja lopuksi
virheiden syitd. Loydetyista virheista ei ole kuitenkaan pedagogista hyétyd, ellei niista
pystyta rajaamaan hy6dyllisia, opiskelijan ajattelua kuvaavia virheitd mukaan tarkasteluun
ja luokittelemaan niité luotettavasti.

2.5.3 Virheiden analysointi ja luokittelu

Virhetarkastelun keskeinen ongelma on, miten virheita voidaan kategorisoida tai luokitella
luotettavasti. Useimmat virhetarkastelua hyédyntavat tutkimukset ovat kayttaneet erilais-
ta ndkdkulmaa ja erilaista luokittelua [90]. Luokittelun luotettavuuden arviointia vaikeut-
taa liséksi se, etta opiskelijan tekema yksittédinen virhe voi johtua useammasta virheteki-
jasta [58, |66]. Virhetekijalla tarkoitetaan tassa virheen aiheuttavaa yksittaista tekijaa tai
virheeseen johtavaa syyta.

Tella ja Lavonen [87]] maarittelevat tutkimuksen luotettavuuden validiuden, reliaabeliuden
ja stabiiliuden kasitteilla. Samoja kriteereja voidaan kayttaa myds virheluokittelun yhtey-
dessa. Virheluokittelun tulee olla validi. Validius tarkoittaa tassa, etta mittari mittaa oikeita
asioita. Virheluokittelun tulee olla myds reliaabeli. Reliaabeli tulos on pysyvé, mittausme-
netelma ei anna satunnaisia tuloksia. Eri tutkijoiden tulee paatya samanlaiseen luokitte-
luun mallin avulla. Luokittelun tulee olla myds kestaa satunnaisvaihtelua, eli sen tulee olla
stabiili [87].

Radatz [66] on etsinyt kirjallisuudesta virheiden luokittelutapoja ja I6ytanyt niisté yhteisia
piirteitd. Historiallisessa perspektiivissa tutkimuksen mielenkiinto on kohdistunut viiteen
tavoitteeseen [66].

1. Etsitdan ja listataan kaikki mahdolliset virheet.

2. Tutkitaan eri virheiden iimenemisen tiheysjakauma eri ikaryhmissa.

3. Pyritdan tunnistamaan erityisvaikeudet.

4. Yksittéisten virhetekniikoiden tunnistaminen ja niiden pysyvyys.

5.

Tunnistetaan ja luokitellaan virheet.

On olemassa yleisia luokittelumalleja, mutta yleensa luokittelu on aina tapauskohtaista.
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Esimerkiksi murtolukujen ja 1dakelaskennan virheiden luokittelussa on yhteisia piirteita,
mutta samaa luokittelumallia ei yleensé voi suoraan soveltaa erityyppiseen ongelmaan
esimerkiksi virheen merkityksellisyyden takia.

Tietokoneavusteisen arvioinnin yhteydessa on kehitetty sdhkdisen arvioinnin tarpeisiin
luokittelumalleja. Gill ja Greenhow [17] ovat kehittaneet virhetarkastelun pohjalta yleisen
virhetyyppien taksonomian. Taksonomia on esitetty Taulukossa Taksonomia on ke-
hitetty mekaniikan monivalintatehtévien perusteella, mutta se on tehty mahdollisimman
yleiseksi ja monikayttdiseksi. Luokittelun kayttéa voidaan taksonomian yleisyyden takia
soveltaa tapauskohtaisesti ja tarpeen mukaan jattaa pois tai lisata luokkia [17].

Taulukko 2.2. Gill ja Greenhow:n yleinen virheiden luokittelumalli [17)].

Virhetyyppi Luokittelu

Oletus On oletettu jotain, joka ei pida paikkaansa.

Laskuvirhe Ratkaisutapa on oikeanlainen, mutta ratkaisussa on
tehty laskuvirhe.

Kopiointivirhe Tehtavan arvot on kopioitu vaarin.

Méaaritelma Jonkin termin oikeaa maaritelmaé ei tunnettu.

Kaava On kaytetty virheellistéa kaavaa.

Vaarat arvot On kaytetty vaaria arvoja esimerkiksi
sijoitettaessa arvoja kaavaan.

Tieto Tarvittavat tiedot ovat puutteelliset.

Metodi On yritetty ratkaista kayttden vaaraa taktiikkaa.

Mallintaminen Tilannetta ei ole pystytty mallintamaan oikein.

Prosessi On kéaytetty oikeaa metodia, mutta sen kaikkia
vaiheita ei ole osattu.

Tulkinta Kysymys on tulkittu vaarin.

Trigonometrinen | On kaytetty virheellisia sinin, kosinin ja
tangentin perusmaaritelmia.

2.6 Tyon matemaattinen tausta

Kappaleessa esitelldaan tydssa tehtavaan virhetarkasteluun valitut tehtavatyypit ja niiden
matemaattinen tausta. Virhetarkasteluun valittiin itseisarvotehtava, ensimmaisen asteen
yhtélétehtava, toisen asteen yhtélétehtavia ja trigonometristen yhtaldiden tehtava.

Tybsséa kasitellyt tehtavat olivat reaalikertoimisia ja tehtavien ratkaisut kuuluvat reaalilu-
kujen joukkoon.
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2.6.1 ltseisarvotehtavat

Kertaustehtavien itseisarvotehtavat olivat helppoja perustehtavia, joiden ratkaisemiseen

riitti itseisarvon maaritelman hallinta. Itseisarvon méaaritelmét pohjautuvat Iahteeseen [64].

Maaritelma 2.1. Reaaliluvun « itseisarvo on reaaliakselilla luvun « ja origon ei-negatiivinen
etaisyys. Merkitdan |al,

a, josa>0
la| = ,
—a, Josa<0.

Positiivisen reaaliluvun ja nollan itseisarvo on luku itse. Negatiivisen reaaliluvun itseisarvo
on luvun vastaluku eli luku kerrottuna luvulla -1.
Maaritelma 2.2. Kompleksiluvun z = x + iy itseisarvo maaritellaan

2] = |o + iyl = /o> + 2

Kompleksiluvun itseisarvoa kutsutaan myds moduliksi. Se tarkoittaa pisteen etdisyytta
nollasta.

2.6.2 Tehtavat polynomiyhtaldista

Kappaleessa esitetyt maaritelmat pohjautuvat lahteisiin [13} [35] ellei maaritelman yhtey-
dessd muuta mainita. Yhtalé on kahden ilmaisun véalinen yhtdsuuruus, joka siséltda va-
kioita ja yhden tai useampia muuttujia. Yksinkertaisimmat yhtalét koostuvat vain tekijoi-
densa yhteen- ja kertolaskuista.

Taman tydn tutkimusosuudessa kasitelladn yksinkertaisia ensimmaisen ja toisen asteen
yhden muuttujan reaalisia polynomiyhtal6ita. Polynomiyhtélé koostuu summasta, jossa
jokainen termi on vakion ja muuttujan ei-negatiivisen kokonaislukupotenssin tulo. Muut-
tujien arvo pyritdan maardamaan niin, etta yhtalo toteutuu.

Maaritelma 2.3. Astelukua n oleva reaalimuuttujan polynomi on funktio

P : R — R muotoa

P(2) = apa" + an_12" ' + - + agx® + a1z + ao,

jossa kertoimet ag,a1,as,...a, ovat reaalisia vakioita ja a,, # 0. Kompleksimuuttujan
polynomi maaritellddn kuten reaalimuuttujan polynomi, mutta I&htéjoukko ja maalijoukko
ovat kompleksilukujen joukko: P : C — C ja kertoimet ag, a1, as, . .., a, ovat kompleksisia
vakioita.
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Maaritelma 2.4. Kompleksilukujen joukko C koostuu jérjestetyista reaalilukupareista
C={(a,b)lacRjabeR}
Lause 2.1. Imaginaariyksikélle i on voimassai? =i -i = —1.

Todistus. Todistuksessa kaytetdan kompleksilukujen kertolaskun ominaisuutta z12zo =
(a + bi)(c + di) = (ac + bd) + (ad + be)i kun 2 = —1. Tuloksena saadun kompleksilu-
vun reaaliosa voidaan kirjoittaa muotoon a = ¢ = 0 ja imaginaariosa b = d = 1, jolloin
i2=i-i=0+i)0++i)=0-0+0-i)+(0-i+i-i=0+(-1)=—1. O

Kompleksiluvun reaaliosa Re(z) sijoittuu kompleksitason vaakasuuntaiselle reaaliakse-
lille kuten reaaliluvut, ja imaginaarinen osa I'm(z) pystysuuntaiselle imaginaariakselille.
Kompleksilukua (a + bi) kuvataan kompleksitasoon piirretylla lukuparilla (a, b).

Lause 2.2. Algebran peruslause. Kaikilla n > 1 astetta olevilla kompleksimuuttujan po-
lynomeilla on, useampikertaiset nollakohdat huomioiden, n nollakohtaa, jotka voivat olla
kompleksisia tai reaalisia.

Todistus. Algebran peruslauseen todistus lukiolaiselle esitetdan Idhteessa [26]. O

Algebran peruslauseesta seuraa, etta polynomi voidaan jakaa tekijdihin nollakohtiensa
avulla.
Lause 2.3. Polynomi P, joka on astettan > 1, on jaollinen polynomilla (z — z1)

P(Z) = (Z - Zl)Qn—l(Z)ﬂ
jossa z; on polynomin P nollakohta ja QQ onn — 1 asteen polynomi.
Todistus. Lahteessa [35,81] O

Polynomin jaollisuuden ja nollakohtien valilla on yhteys.
Lause 2.4. n. asteen polynomi voidaan esittda nollakohtiensa avulla muodossa

P(z) = an(z — 21)(z — 22) ... (2 — 2n),
jossa luvut 21, zo, . . . , 2, ovat polynomin nollakohtia.

Todistus. Lauseen 2.3 mukaan jakolaskulla P(z)/(z — z1) saadaan polynomi P(z) =
(z—21)Qn—1(z). Algebran peruslauseen mukaan @,,—1:1& on nollakohta z,. Edelleen jaka-
malla Q,,—1/(z — z2) pdadytaén yhtaléon P(z) = (z — z1)(z — 22)@Qn—2(2). Néin jatkamalla
paadytdan yhtaléon P(z) = (z — z1)(z — 22)...(z — z,)Qo(2), jossa polynomin @y asteluku
on nolla ja Qy on potenssin z" kerroin Qu(z) = ay,. O
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Ensimmaisen asteen reaalikertoiminen yhden muuttujan yhtélo

Ensimmaisen asteen polynomi on affiini kuvaus f(x) = a1z + ag. Muuttujan z reaalikertoi-
minen ensimmaisen asteen polynomiyhtalé voidaan aina sieventda muotoon a;z+ag = 0,
missd vakio a; # 0, ja vakiot a; ja ag kuuluvat reaalilukujen joukkoon.

Lause 2.5. Ensimmdisen asteen yhtélélla on ratkaisu x = — 22,

al

Todistus. Maaritelman 2.3 mukaan ensimmaisen asteen polynomin a1z + ag kerroin a; #
0, jolloin ensimmaisen asteen yhtaldé a1z + ag = 0 voidaan aina sieventdd muotoon x =
_a 0

ai”

Koulutehtavissa yhtalét ovat harvoin sievennetyssd muodossa. Usein yhtal6t esitetdan
murtolukumuodossa, tai niissa verrataan kahta polynomia keskendan, esimerkiksi a;z +

as = a2% + a4.

Toisen asteen reaalikertoiminen yhden muuttujan polynomiyhtalo

Maaritelma 2.5. Toisen asteen muuttujan x yhtald on, tai se voidaan sieventdd muotoon
azx® + a1z + ap = 0, az # 0.

Muotoa kutsutaan yhtalén normaalimuodoksi.
Lause 2.6. Toisen asteen yhtdlén ratkaisut saadaan ratkaisukaavalla

—alzt\/a%—élagao 2.1)

2CL2

Todistus. Johdetaan toisen asteen yhtaldn ratkaisukaava nelidksi tdydentamalla O

asz?® + a1z + ag = 0,

& a2x2 + a1 = —ag

& 4ada? + dasarz + af = a? — dasag

= (2&2.7} + a1)2 = a% — 4&2@0

& 2a0x + aq = :i:\/a% — 4dasag

& 2a9 = —ay * \/a% — 4dasay.

Ratkaisemalla tuntemattoman x suhteen saadaan ratkaisut

_ —alzt\/a%—élagao (2.2)

2a2

1,2
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Lause 2.7. Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavassa juurrettava eli diskriminantti D =

a% — dayag maardd yhtalon ratkaisujen lukumdéran ja luonteen,

Jos D > 0, niin yhtalélld on kaksi erisuurta ratkaisua 1 ja xo.
Jos D = 0, niin yhtalélld on kaksinkertainen ratkaisu 1 = x-.

Jos D < 0, niin yht&lén ratkaisut ovat kompleksisia.
Todistus. Osoitetaan, ettd kun D < 0, yhtalén ratkaisut ovat kompleksisia

asz?® + arz + apg=0
ai ao
¥4 —r=—
a2 az

al 4azap — af
s o+ — -
<x 2a2> 4a3
—a2 . “ o
Merkitsemalla 4“22‘22 % > 0 ja soveltamalla yhteyttd i> = —1, saadaan
2

RS B b 4asag — a? _ 4 4asag — a? _ ii\/4a2a0 - a%'
2&2 4a% 4(1% |2a2|

Ratkaisemalla z saadaan

—a1 £ 1/ 4asag — a%

2@2

Lause 2.8. Toisen asteen reaaliselle polynomille P(x) = asx? + a1z + ag, a1 # 0,
jonka juuret ovat x, ja x2, on voimassa

I + Tro = —;,
2
ap
T1T2 = —
az

(2.3)
(2.4)

Todistus. Olkoon z ja x5 toisen asteen yhtaloén P(z) = 0 ratkaisut. Kaavojen (2.2), (2.3)

ja (2.4) mukaan
o = —ay + \/a% — 4dasag ja oy — —a1 — \/a% —4a2a0’ a3 £ 0
2a9 2az
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—a1 — a1 ai
T+ X2 = =
2a2 as
(—a1 + \/a% — 4a2a0) (—a1 — \/a% — 4a2a0>
1T = 2
daj
2 2 2
ay — (V ay — 4a2a0) a3 — (af — 4azay)
B 4a? B 4a3

a% — CL% + 4&2@0 . 4a2a0 . @

4a3 4a3 ay’

2.6.3 Trigonometriset polynomiyhtalot

Trigonometristen yhtaldiden yhteydessa kaytetaan reaalifunktioiden jaksollisuuden ja pa-
rillisuuden maaritelmid seka trigonometristen funktioiden muunnosten ominaisuuksia. Kap-
paleen maéritelmat pohjautuvat lahteeseen [13], ellei m&aritelman yhteydessa muuta ole
mainittu.

Maaritelma 2.6. Reaaliarvoinen funktio f on reaalilukujen joukossa maaritelty funktio,
joka yhdistaa jokaisen lukujoukon z alkion tdsmaélleen yhteen reaalilukuun f(x).
Maaritelma 2.7. Funktio on jaksollinen, jos on olemassa sellainen positiivinen vakio p,
ettd f(x) = f (z + n - p), kaikille kokonaisluvuille n = 1,2,3,.... [96]

Lause 2.9. Trigonometriset funktiot y = sin(x) ja y = cos(x) ovat jaksollisia funktioita ja
niiden jakso on 2r. Jaksollisuus voidaan ilmaista myés seuraavasti

sin(x + n - 27) = sin(z),

cos(z +n - 2m) = cos(x),

kaikille kokonaisluvuille n.
Maaritelma 2.8. Funktiota f kutsutaan parilliseksi, jos kaikilla maarittelyjoukon arvoilla =
on voimassa f(—z) = f(x), ja parittomaksi, jos f(—xz) = —f(x).

Lauseen 2.9 perusteella sinifunktio on parillinen ja kosinifunktio pariton.
Lause 2.10. Jaksollisuuden ja parillisuuden perusteella sini- ja kosinifunktiolle on voi-
massa on voimassa yhtalét

cos (g — :1;) = cos (m — g) = sin (), (2.5)
sin (g - :c) = sin (g + x) = cos (7). (2.6)
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Todistus. Kosinin vahennyslaskukaavasta [96]

cos (x + (—y)) = cos(x) cos(—y) + sin(z) sin(—y)

saadaan, etta

cos (g - ZL‘) = COS (g) cos(—z) + sin (g) sin(—z)
=0-cos(z) + 1 -sin(x)

= sin(x),
joka todistaa lauseen 2.5.

Sijoittamalla yhtaldéén muuttujan z paikalle lauseke (5 — y) saadaan identiteetti

sin (g — y) = cos(y). (2.7)

O]
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3 MATEMATIIKAN SAHKOISET
OPPIMISYMPARISTOT

Sahkoiset oppimisymparistdt ovat oleellinen osa nykyaikaista opiskelua oppilaitoksista ja
opiskelun tasosta riippumatta. Esimerkiksi ylioppilaskokeet [100] ovat muuttuneet koko-
naan sahkoisiksi. Myds monet oppilaitosten paasykokeet ja esivalinnat jarjestetdan vain
sdhkdisesti, eikd esimerkiksi monimuoto-opiskelu olisi mahdollista perinteisin opetusme-
netelmin [6]. Sahkdisten oppimisymparistéjen etuna pidetaan erityisesti joustavuutta ajan
ja paikan suhteen, arvostelun ainakin osittaista automatisointia ja mahdollisuutta jarjes-
taa verkko-opintojaksoja [36].

Nykyisin yliopistomatematiikan perusopinnoissa on yleisesti kdytéssd STACK-jarjestelma.
STACK perustuu alun perin Chris Sangwinin Birminghamin yliopistossa kehittamaan las-
kuharjoitusten tarkastusjarjestelmaan [70]. Uudempana tulokkaana sahkdisten oppimi-
sympéristdjen joukossa on TTY:lIa kehitetty ja kayttéonotettu MathCheck-kaavatarkas-
tin [valmari2016mathcheck, [4].

3.1 Oppimisympariston kaytettavyys

Tutkimuksessa kaytettiin uudenlaista séhkdisen oppimisen ymparistda, joten on perus-
teltua tarkastella lyhyesti kaytettavyyden kasitetta. Kaytettavyyden yhteydessa mainitaan
yleensd kaksi yleistd mallia: ISO 9241-11 [27] ja Nielsenin [48] malli. Vaikka kaytettavyys-
kasitteet voi yleistdd koskemaan suunnitteluty6té yleisestikin, tdssa tydssa kaytettavyytta
tarkastellaan s&hkdisten oppimisymparistdjen nakékulmasta.

ISO 9241-11 -standardin mukaan kaytettavyyden kriteereina on vaikuttavuus, tehokkuus
ja kayttajan tyytyvaisyys [27]. Vaikuttavuus tarkoittaa sitd, miten hyvin kayttaja saavut-
taa tavoitteensa, esimerkiksi onko ohjelman kaytté edistanyt opiskelijan oppimista. Te-
hokkuus tarkoittaa ohjelman parissa kaytetyn ajan ja koetun hyédyn suhdetta, eli oppiiko
opiskelija ohjelman avulla paremmin verrattuna johonkin muuhun menetelmaan. Tyyty-
vdisyys vastaa kayttdjan kokemusta ohjelman kaytdsté yleisesti. ISO 9241-11 mallin pe-
riaatekaavio kuvassa 3.1

Kuvassa [3.1] mallin nuolet kuvaavat vaikuttavuutta ja tehokkuutta. Kayttajatyytyvaisyys
kuvaa onnistumista jarjestelman eri osa-alueiden suunnittelussa.

Useimmissa kaytettavyystutkimuksissa viitataan ISO 9241-11 [27]-mallin liséksi Nielse-
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. Aiotut N
" lopputulokset
Kayttaja
f

Tehtivi Kaytettavyys

Laitteet ja
valineet

Tuloksellisuus
Tehokkuus

Ymparisto

Vuorovaikutuksen

Kayttokonteksti tulos Tyytyvéisyys

Kuva 3.1. ISO 9241-11 kéytettavyysmalli

nin [47] alun perin tietokoneistumisen alkuaikana julkaistuun kaytettavyysteoriaan. Jos-
kus julkaisuissa "Yleiseksi kaytettavyysteoriaksi" tai "Nielsenin sdanndiksi" nimettya teo-
riaa voidaan soveltaa tietotekniikan ohjelmiin ja kayttéliittymiin yleisesti. Nielsenin [47]
mallin periaatekaavio on kuvassa[3.2]

Kaytettavyystekijat vaikuttavat kayttdjan kokemukseen ohjelmasta. Positiiviset kokemuk-
set vaikuttavat kayttajien haluun kayttdd palvelua tai oppimisympéristéd. Jos kayttaja
kokee palvelun helppokayttdiseksi, han todenndkdisesti kayttaa palvelua myéhemmin-
kin [49], ja jos palvelusta etsitty tieto ei ole saatavilla helposti, kayttdja siirtyy toiseen
jarjestelmaan [23]. Rice on tutkinut Moodle-ymparistda ja todennut hyvan kaytettévyy-
den ensivaikutelman vaikuttavan kayttajan oppimiskokemukseen ja motivoivan opiskeli-
jaa, kun taas huono kokemus turhauttaa, jattaa negatiivisen vaikutelman ja oppimisym-
paristdn hyvaksi koetut ominaisuudet voivat jdada l6ytamatta. [74].

Kaaviosta 1 ndhdaan, ettd Nielsenin malli on useampitasoinen. Nielsen madritte-
li kaytettavyyden 1ISO 9241-11 -standardia laajemmin tuotteen hyvéksyttavyytena,
jonka osatekija kaytettavyys on. Nielsenin mallin ensimmainen taso sisaltaa sosiaalisen
ja kdytdnndllisen hyvaksyttavyyden. Sosiaalinen hyvaksyttavyys viittaa esimerkiksi jar-
jestelméan kayttajista kera@miin tietoihin [47].

Kaytannéllinen hyvéksyttavyys sisaltdd mallin toisen tason kasitteet hyddyllisyyden ja
kaytdnnén suunnitteluun liittyvia kasitteitd. Kéaytettdvyys ja kéyttékelpoisuus sisaltyvat
mallin toisen tason késitteeseen hyddyllisyys. Nielsen erottaa kayttdkelpoisuuden kay-
tettdvyydesta, koska kayttokelpoisuus selvida usein vasta jarjestelmaa kaytettaessa [47].
Kéaytettavyyden osatekijéitd Nielsenin [47] mukaan ovat



Kayttokelpoisuus
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Kuva 3.2. Nielsenin kaytettdvyysmalli [47]

Opittavuus tarkoittaa, etta jarjestelman kaytté on helppo oppia.

Tehokkuus viittaa tyéskentelytehokkuuteen kéytdén oppimisen jalkeen.

Muistettavuus ilmaisee, miten kayttaja muistaa tuotteen kaytdn tauon jalkeen.

Virheettomyys havaitaan kayttajan virneiden maarand ja vakavuutena. Myds kéayt-
tajan virheista palautuminen kuuluu virheettdmyyteen.

Tyytyvaisyys kertoo tuotteen kaytdn miellyttavyydesté ja siitd, miten helppo tuotet-
ta on lahestya.

Nielsen kokosi teoksessaan [47] hyvéaksyttavyyden ja kdytettdvyyden kasitteiden liséksi
kaytettavyyden kymmenen periaatetta, joita voidaan soveltaa jarjestelméan kaytettavyytta
suunniteltaessa. Kaytettavyyden suunnitteluperiaatteet esitetdan tassa periaatetasolla,
laajempi kuvaus Nielsenin teoksissa [47, 48].

1. Yksinkertaisuus: ylimaarainen informaatio voi hairitd kokenuttakin kayttajaa.
2. Luonnollinen kieli: kaytetyn kielen pitéda olla ymmarrettavaa.

3. Muistettavan minimointi: tulisi kayttada tiedon valintaa tai muokkausta uuden tie-
don sijaan.

4. Yhdenmukaisuus: kannattaa hyédyntéa kayttajalle tuttuja toiminta- tai merkintata-
poja.

5. Palaute: palautteen nopeus on merkittava tekija.

6. Kontrollin tunteen tukeminen: kayttajan kannalta paras ratkaisu on, jos jokaisen

toiminnon pystyy tarvittaessa perumaan, ja kayttajan tekemien virheiden korjaami-
sen olisi oltava mahdollisimman helppoa.

7. Virheilmoitusten tulisi olla mahdollisimman selkeita: kdyttajaa pitaisi ohjeistaa vir-
heilmoitusten tulkinnassa.

8. Virheiden ennaltaehkaisy: matematiikkaohjelmissa aiheutuu usein virheita siité,
ettd k&yttdja ei hallitse ohjelman syntaksia.
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9. Ohjekirjan tarpeellisuus: jokaiselta sivulta pitéisi paasta selkeisiin ohjeisiin hel-
posti.

10. Heuristinen arviointi: arvioinnin avulla pystytdan kehittam&an ongelmakohdista
kaytettavyyden kannalta toimivampia.

Hyvan kaytettavyyden hyddyt ovat kiistattomat. Vaikka kayttajat yleensa oppivat kaytta-
maan huonostikin suunniteltua ohjelmaa, ohjelman opetteluun kuluva aika on pois oh-
jelman tarkoituksenmukaisesta kaytésta. Kayttajan kannalta hyva kaytettavyys tarkoittaa
kaytén aloittamisen helppoutta ja ohjelman tarkoituksenmukaista kayttéa. Hyva kaytetta-
vyys myds tehostaa tydskentelyd, kun kéayttéja tekee vihemman virheita ja viihtyy tehta-
vansa parissa paremmin. [57]

Lahtékohtaisesti uuden opiskeluympéristén pitaisi edistda opiskelua, eika se saisi aina-
kaan heikentaa oppimistuloksia. Oppimisymparistésta ei saisi mydskaan aiheutua koh-
tuuttomasti lisaty6ta opiskelijalle eikéd opettajalle [89]. Tutkimustulosten perusteella sah-
koisista opetusjarjestelmistd saadut tulokset ovat ainakin samaa tasoa kuin perinteisilla
menetelmilla saadut tulokset [50],[70], joten sahkdisten opetusjarjestelmien kehittdminen
on perusteltua [89].

3.2 MathCheck

Tampereen uuden korkeakouluyhteisdn kaikilla kampuksilla kaytetdan STACK-tehtavia
matematiikan opetuksessa. STACK-jarjestelmalla on yleisimpia sahkoéisten oppimisym-
paristdjen vahvuuksia. Ohjelman kaytto ei ole sidottu paikkaan eika aikaan, siind on inte-
raktiivisia ominaisuuksia, ja automaattisena tarkastusjarjestelmané se vapauttaa resurs-
seja muuhun kayttédn. Aktiivisella STACK-tehtavien tekemisella on todettu olevan myds
positiivinen vaikutus ainakin alkuvaiheen opintomenestykselle [76]. Ohjelmaan voi myés
ohjelmoida valiténtd, henkilékohtaista ja anonyymia palautetta opiskelijalle, ja tehtavia
voi yrittda uudelleen. Vastauskertoja voidaan myds rajoittaa tarvittaessa. [69] Sopivassa
maarin kaytettynd STACK-tehtavat muodostavat mielekk&dan osan opintojaksojen harjoi-
tusmateriaalia.

Monista hyvistd ominaisuuksistaan huolimatta STACK:in ja vastaavien ohjelmien hyvat

puolet ovat samalla niiden heikkouksia. STACK-jarjestelma tarkastaa vain opiskelijan lo-

pullisen vastauksen ennalta valmisteltuihin tehtéviin tai tehtdvasarjoihin [valmari2016mathcheck].
Pelkan vastauksen antaminen ohjelmalliseen tehtavaan houkuttelee ratkaisemaan tehta-

van matemaattisilla tydkaluilla matemaattisten taitojen kehittamisen sijaan [valmari2016mathcheck].

Opettajalle olisi tarkeaa erityisesti tentin yhteydessa nahda opiskelijan koko paattelyket-
ju. Paperilla tehdyissa tehtavissa tdma on tietenkin mahdollista, mutta opintojen sahkdois-
tyessa ja sahkoisten opetusmenetelmien kehittyessa etsitddn ja kehitetdan jatkuvasti te-
hokkaampia, ajasta ja paikasta riippumattomia opiskeluvélineita.

MathCheck-kaavatarkastimeen perustuvia sahkéisia opiskeluohjelmia on ollut TTY:n ma-
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tematiikan opintojaksoilla kdyt6ssa kokeiluluonteisesti vuodesta 2015 I&htien. Syksylla
2017 MathCheck otettiin kokeilukayttéon rajoitetusti uusien opiskelijoiden matematiikan
perusopintojen perustaitotestin kertauksen tehtédvaalustana. Uusin MathCheck-kaavatar-
kastimen sovellus on opintojakson MAT-123 matematiikan perustaitojen kertaus Plussa
-sivustolla [82].

MathCheck—kaavatarkastimen perusfilosofia on erilainen kuin esimerkiksi STACK-jarjes-
telman. Opiskelija voi kirjoittaa nyt samassa ohjelmassa koko vastauksen vélivaiheineen.
MathCheck tarkastaa opiskelijoiden tekemista yksiléllisista valivaiheista koko paattelyket-
jun matemaattisen oikeellisuuden ilman valmista mallia. Ohjelma antaa myds valittémasti
ohjaavaa palautetta opiskelijan ratkaisusta. [valmari2016mathcheck]

MathCheck:in perusideologia on konstruktivistinen ja sen idea on ohjata opiskelijaa tyds-
kentelemaan oikean ratkaisun lI6ytamiseksi [valmari2016mathcheck]. Konstruktivistisen
oppimiskasityksen mukaan opiskelijan aikaisemmat tiedot ja taidot yhdistyvéat ja tuottavat
uutta tietoa [29, |65 |73, (92].

Perinteisissa laskuharjoituksissa opiskelija tekee harjoituksen ja tarkastaa sen harjoitus-
tilanteessa usein eri paivana. MathCheckin avulla on mahdollista parantaa suoritusta va-
littdmasti, kuten assistentin ohjaamissa laskuharjoituksissa. Etuna harjoitustilaisuuteen
verrattuna on, ettd tehtavat voi tehda milloin ja missa tahansa, kunhan kaytéssa on
internet-yhteys. [valmari2016mathcheck]

Toisin kuin esimerkiksi STACK, MathCheck on alun perin tehty opiskelun tukiohjelmaksi
antamaan opiskelijalle pedagogisesti hyédyllista palautetta. Matemaattisen ymmarryksen

on katsottu olevan tarkedmpi tavoite kuin aina tasméalleen oikea vastaus [valmari2016mathcheck].
Perinteisin menetelmin opiskelija voi kysya apua esimerkiksi opintojaksojen yhteyteen pe-
rustetuissa keskusteluryhmissa tai internetin matematiikkapalstoilta, tai vasta seuraavas-

sa kontaktissa harjoitusten ohjaajan tai luennoitsijan kanssa. Parhaassakin tapauksessa
vastaukseen kuluu aina jonkin verran aikaa, ja tehtava saattaa unohtua. MathCheckin

avulla opiskelija saa palautetta ratkaisustaan heti.

Ohjelman merkittdva ominaisuus on mahdollisuus kirjoittaa tehtdvaan valivaiheita, jotka
voidaan l6ytaa ja arvostella. Opiskelija voi myds halutessaan kirjoittaa ohjelmaan muis-
tiinpanoja, jotka nakyvat vastauksessa, mutta joita ohjelma ei tarkasta. Nain opettaja na-
kee, mita opiskelija on tehtavaa tehdesséan ajatellut ja voi arvioida halutessaan opiskeli-
jan osaamista laajemmin kuin vain lyhyen vastauksen perusteella.

Taulukossa [3.1] on eréaén opiskelijan vastaukset esimerkkitehtavaan. Opiskelijan kirjoitta-
ma ratkaisu on kirjoitettu mustalla. MathCheck ottaa palautteeseen opiskelijan vastauk-
sen sellaisenaan virheelliseen kohtaan asti, ja tulostaa virheellisen kohdan ja virheilmoi-
tuksen punaisella. Ellei virheita 16ydy, ohjelma palauttaa opiskelijan vastauksen ja palaut-
teen ("No errors found. Pleace notice that check was not complete") tulostettuna mustalla.
Ohjelman tulostama ladonta on MathJax ja AsciiMath -standardien mukainen. Esimerkki-
tehtavassa ndhdaan, miten MathCheck on antanut opiskelijalle vihjeita lasku- ja syntak-
sivirheista. Ohjelman tarkistus pyséhtyy aina ensimmaiseen virheeseen, ja opiskelija on



korjannut tehtdvaa ohjelman antamien vihjeiden mukaan.

Ensimmaisesséa ratkaisuyrityksessd on monikertaa tarkoittava kirjain n. MathCheck on
tulkinnut kirjaimen yritykseksi esitelld uusi muuttuja, ja merkinnyt virheellisen kohdan huu-
tomerkilla. Toisessa yrityksessa opiskelija on korjannut vastaustaan, mutta nyt vastaus on
vaarin ja ohjelma ilmoittaa, ettad vastaus on vaarin. Kolmaskin vastaus on vaarin, mutta

neljas yritys onnistuu ja ohjelma ilmoittaa, etté virheita ei 16ydetty.

Taulukko 3.1. MathCheck esimerkkivastaus.

Yritys

Opiskelijan vastaus

1.

<=> C0S(8x)=-1 <=> 8x=0+n"2"pi <=> x=(n"pi)/4 <=> x=pi/4.

New variables must not be introduced here.
<=> C0S(8x)=-1 <=> 8x=0+n
|

<=>C08(8X)=-1 <=> 8x=0+2"pi <=> x=(pi)/4 <=> x=pi/4
S cos(8r)=—-1<8r=0+2x*7
A teacher given root was lost here.

<=> COS(8X)=-1 <=> 8x=2"pi <=> X=pi/4 <=> x=pi/4
<=>C0S(8X)=-1 < 8r =2x7
A teacher given root was lost here.

Vaikka MathCheck-kaavatarkastin suunniteltiin alun perin matematiikan harjoitusohjel-
maksi, sitd voidaan kayttdd myds testien tekemiseen. Ohjelmassa itsessaan ei ole ar-
vosteluominaisuuksia eikd kayttajan tunnistusta [valmari2016mathcheck]. MathCheck
—ohjelmaa voidaan kayttaa esimerkiksi opiskeluun ja materiaalien jakamiseen tarkoite-
tussa ymparistdssa, jossa kayttdjakohtainen data voidaan kerata talteen ja kayttajatieto-

<=>COS(8X)=-1 <=> 8X=pi <=> x=pi/8
Scos8r)=—-1e8r=1er=7

No errors found. Please notice that the check was not complete.

jen hallinta on valmiiksi toteutettu.
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4 TYOSSA TARKASTELTAVIEN TEHTAVIEN
KERTOIMIEN SATUNNAISTAMINEN

Taman tydn tarkoitus on virhetarkastelun liséksi kehittaa kertaustehtavia. Tyén laajuus
huomioon ottaen ei ole jarkevdd muuttaa tehtavia muutoin, kuin kehittamalla valittujen
tehtavéatyyppien aitoa satunnaistamista.

Tehtavien aito satunnaistaminen tarkoittaa, etta ohjelma tuottaa satunnaisarvoilla aidosti
satunnaisia mielekkaita tehtavia, joita voidaan generoida samalla ohjelmakoodilla suuria
maaria. Tehtavien tulisi olla my6s tasalaatuisia ja niiden vaativuustason tulisi samassa
tehtévassa olla samalla tasolla. Ohjelma ei saisi mydskaan tuottaa tehtavid, joita ohjel-
moija ei tarkoittanut tai jotka helpottavat tehtavan ratkaisua merkittavasti. Kehitettaviksi
tehtaviksi valittiin ensimmaisen ja toisen asteen yhtalétehtavat ja trigonometrian yhtalo-
tehtava.

Satunnaistaminen aloitetaan esimerkiksi pohtimalla, millaisia ominaisuuksia tehtédvan vas-
taukselta halutaan.

o Mitka tekijat halutaan satunnaistaa?

e Onko vastauksiin odotettavissa tilanteita, jotka halutaan rajata vastauksista pois
(esimerkiksi nollalla jakaminen ja liian yksinkertainen vastaus)?

¢ Mitd muotoa vastauksen halutaan olevan (esimerkiksi kokonaisluku vai murtoluku)?
e Halutaanko kertoimien itseisarvolle asettaa yla- ja alarajat.

e Miten tehtavat pystytdan ohjelmoimaan kaytettavalle kertausohjelmalle?

Seuraavaksi paatetddn satunnaistamisen periaatteista. Matematiikan harjoitustehtavien
satunnaistaminen ei sindnséa ole riippuvainen ohjelma-alustasta, vaan samat periaat-
teet toimivat useimmilla ohjelma-alustoilla. Kun satunnaistamisen periaatteet ovat sel-
villa, tarkastellaan ohjelmointialustakohtaisia toteutusmahdollisuuksia. Esimerkiksi kay-
tettavien funktioiden maarassa voi olla rajoituksia ohjelmakohtaisesti. Ohjelmien toteutta-
minen kaytannossa riippuu kaytettavista ohjelmointitydkaluista, kaikille ohjelmille ei voida
toteuttaa kaikkia ominaisuuksia. Esimerkiksi lukujen suuruuden vertailu ei onnistu sa-
malla tavalla kaikissa ymparistdissa. Tydn esimerkkiohjelmat on toteutettu MathCheck-
kaavatarkastimelle. Ohjelmien kirjoittamiseen tarvittavat tyékalut 16ytyvat lahteesta [2] ja
tehtdvien kirjoittamista voi kokeilla tarkoitukseen tehdylld verkkosivulla [3].
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4.1 Ensimmaisen asteen reaalikertoiminen yhtal6

Tassé kappaleessa on kaytetty lahteind [32, |64]. Ensimmaisen asteen yhtalétehtavan
satunnaistaminen kannattaa tehd& satunnaistamalla yhtalén kertoimia. Satunnaistami-
sen esittelemiseksi ensimmaisen asteen yhtalétehtavassa valittiin ensimmaisen asteen
yhtéald, jonka molemmat puolet ovat ensimmaisen asteen polynomeja

a1x + a3 = asx + aq,

= a1x — ax + a3 —ayq =0,

jossa a; € Rja a; # 0. Tehtavassa etsitdén kertoimia a1, aq, as ja aq.

T
Yhtald voidaan kirjoittaa matriisimuotoon Aa jossa a = [al as as as| >

a
ag
r —x 1 -1 =0.
as

2

Muodostetaan ensin matriisin [A|0] redusoitu riviporrasmuoto [64]

A0 =[o —o 1 -1 o] —ref((aloh)=[1 —1 1 -1 of.z0.

Redusoidun vaakariviporrasmuodon ensimmainen alkio on johtava ykkénen [64]. Valitaan
johtavaksi muuttujaksi a;. Koska muita riveja ei ole, a; voidaan esittdé aq:n, as:n ja aq:n
avulla. a9, as ja a4 voidaan valita vapaasti, ja niitd kutsutaan vapaiksi muuttujiksi [64]. .
Vapaat muuttujat ja ja niiden avulla maéaritetty a, toteuttavat yhtalén

1
ay —az + —az — —ag =0,
X xr

josta

1
a1 = a2 — —asz + —aq.
X X

Jos valitaan parametrit

ag = S,
a3_t>
a4 = u,

ratkaisu voidaan kirjoittaa vektorimuodossa



30

ai s—%t%—%u 1 —% i 1 -1 0
as s 1 0 0 11 .10 , 10
= = s +1 +u =5 +1 +u
as t 0 1 0 0 T 1
| a4 | i U ] _O_ i 0 1 _1_ _O_ i 0 ] _1_

Vapaat muuttujat voidaan maaritella parametrien s', ¢’ ja v/ avulla. Kertoimet ay, as ja as
voidaan nyt ratkaista parametrien s, ¢/, v’ avulla

as =Uu
Tehtavan ratkaisu on
ay — asg
T = , a1 # ao.
al — ag

Koska kyseessa on harjoitustehtava, halutaan etta ratkaisu ei ole nolla. Tama toteutuu,
kun osoittaja ei ole nolla

as # ag

Tehtavan kertoimille voi asettaa erilaisia ehtoja, jotka muuttavat tehtdvan vaikeusastet-
ta, esimerkiksi voidaan etsid murtolukuvastauksia. Tehtavan perusversiossa on jarkevaa,
ettd kertoimet ovat kokonaislukuja. Kertoimia voi asettaa ohjelmoimalla arvot sopivasti
esimerkiksi niin, ettd ohjelman palauttamat satunnaisluvut asetetaan kokonaisluvuiksi ja
suljetaan nolla pois mahdollisten arvojen joukosta.

Tarkastellaan seuraavaksi ehtojen tayttyminen. Koska kertoimet a3 = t'z + v/, ja ay = u/,
niin as — ay = t'z + v’ — v’ = t'z, jolloin ehto a3 # a4 patee.

Toinen ehto toteutuu, kun kertoimet a; = s’ —t,jaas = ¢/, jolloina; —as = ' —t' —s' = —t/
ja ai # ay pétee.

Ehtoja voi asettaa ohjelmoimalla. Kolmas ehto voidaan toteuttaa ohjelmoimalla niin, etta
satunnaisluku ei ole nolla. Tehtavassa edellytetddn, ettd mikdan kertoimista a1, as, as ja
a4 eiole nolla. Koska a; = s'—t/, pitda asettaa ehto |s'| # |¢/|. Lisaksi esimerkiksi tehtavan
kertoimille itseisarvolle voidaan asettaa ala- ja ylaraja. Kun merkitdan suurinta haluttua
kokonaislukukerrointa K:lla, niin annetaan lisdehdot
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la;] < K & —K <a; <K,
|/, ' u| <K & -K<k<K,
|9 —t|<K < -K<d—-t<K,
e +ul/ <K & -K<tr+u<K.

Edella esiteltin ensimmaisen asteen yhtalén kertoimien satunnaistamista. Tehtavan lo-
pullinen toteutus riippuu kaytettavastd ohjelmasta. MathCheck-kaavatarkastimelle kirjoi-
tettu esimerkkiohjelma[4.1] esitellaén sivulla[32]

Esimerkkiohjelman rivilla 8 paatetdén suurin satunnaisluku random(k), jonka perusteella
muuttujat satunnaistetaan. Muuttuja ¢ arvotaan muuttujan s perusteella niin, ettd niiden
itseisarvot eivat ole samat.

Rivilla 12 satunnaistetaan muuttujaa = ohjelmassa kuvaava y ja edellisten etumerkit sa-
tunnaistetaan select-funktiolla riveilld 15—17. Rivilla 13 maaritella&dn apumuuttuja w, jonka
avulla méaritelldén alkuperdisen yhtalén muuttuja as. Rivilla 22 satunnaistetaan muuttuja
w niin, ettd u:n ja w:n itseisarvot eivat ole samat. Tehtavan muuttujat a; = a = s,a2 = b =
s+taz =c=v+ujaas =d=u madritelldan rivilla 24. Tehtavan tulostuksen muotoi-
lu ja tulostus esitetdan riveilld 26-30. Komennolla #hidden piilotetaan tehtavan vastaus
ja equation maarittelee vastauksen rivilla 33. Tehtavan sievennysaste (kompleksisuus)
asetetaan rivilla 35 komennolla f_ nodes (13). Rivilla 37 tehtavan ratkaisuyritysta verra-
taan alkuperédiseen tehtadvanantoon ja lopuksi ohjelma tulostaa vastausruudun #initial ja
mahdolliset ohjelmoijan antamat lisdmerkinnat (esimerkiksi < tai x =).

4.2 Toisen asteen yhtalot

Lauseessa 2.6 sivulla [18| osoitettiin yhteys toisen asteen yhtalon asz? + a1z + ag = 0
juurten summalle ja tulolle

aj
T +x2 =——,
ag

ao
r1- 22 =—, a # 0.
a2

Toisen asteen yhtaldtehtédvan kertoimet kannattaa satunnaistaa valitsemalla ensin juuret
x1, T2 ja toisen asteen termin kerroin a;. Etsittdvéat kertoimet a¢ ja a; ovat

ar = —az(x1 + x2) (4.1)
apg — GQ(xll“Q). (42)

Valttdmatdén ehto kertoimille on ettd a; # 0. Lisdehtoina halutaan, ettd kumpikaan juurista
eiole nolla, jolloin a; # 0 ja ag # 0. Molemmat ehdot toteutuvat valitsemalla ohjelmoitaes-
sa ohjelman palauttamat kertoimet niin, ne ovat erisuuria kuin nolla. Lisdehtona voidaan
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#title Helppo ensimmaisen asteen yhtalo ax + ¢ = bx + d,
jossa muuttuja ja kertoimet ovat kokonaislukuja.
#let
k := 8
// Pédtetddn K
s := random(k)+1
// Arvotaan a=s, (pidet&dn s vield positiivisena.)
t := s +(random(s)
// Arvotaan t s:n perusteella niin, ettd niiden s:n ja t:n
// itseisarvot ovat erisuuret.
y := random(Kk)+1
// Arvotaan muuttuja y positiivisena.
W = txy
// Lasketaan apumuuttuja w.
s = select(random(2),—1,1)xs
t select(random(2), —1,1)xt
y select (random(2),—1,1)xy
// Arvottiin parametrit s , t ja muuttujan y etumerkit.
V o= txy
// t*x = v = txy oikeilla arvotuilla etumerkeills.
u := w+random (w)+1
// Arvotaan u w:n perusteella koska halutaan ettd

//lul on erisuuri kuin |w].
a:=s b:=s+t ¢ =v+u d = u
V = "x"
A := pterm(a, V) B := pterm(b, V) C := Pz(c) D := Pz(d)
// Tehtavdnannon muotoilu.

#question

Ratkaise ‘#A #C = #B #D°.

// Tulostetaan tehtédvidnanto.

#hidden

// Piilotetaan vastaus.

equation #V = #y ends

// Mairitelldsn vastaus.

f nodes 13

// Madritell&ddn kompleksisuusaste.

#A #C = #B #D

#initial <=>#

// Tulostetaan teht&dviin vastausruutu.

Ohjelma 4.1. Ensimmdisen asteen yhtélén esimerkkikood!.
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#title Helppo toisen asteen yhtalo.

#let
k = 6
//Valitaan suurin satunnaisluku k.
x = random(k) +1
y = X +(random(x)+1)

// Valittiin juuret siten, ettd juurten itseisarvot
//eivdt ole yhtd suuret.

x := select(random(2), —1, 1)xXx

y := select(random(2), —1, 1)xy

// Valitaan juurten etumerkki select-funktiolla

z := random(4) + 2
// Valitaan z, jonka avulla muodostetaan kertoimet a, b, c.
a =z b = ax(—x-y) C = axxxy

g = gcd(a,b) g := gecd(g,c)
a :=a/g b :=b/g c :=cl/g
// Kertoimet a, b, ¢ ja sievennys.
V := select( random(1),"x" )
A pterm(a, V+""2")

B

C

= Pterm(b, V)
= Pz(c)
// Tulostetaan kysymys.

#question
Ratkaise ‘#A #B #C = 0°‘.( vastaus #x or #y)
#hidden
equation #V = #x or #V = #y ends
// Vastaus
f nodes 13
#A #B #C = 0

#initial <=>#
Ohjelma 4.2. Toisen asteen yhtélén esimerkkikoodi.

asettaa esimerkiksi toinen tai molemmat juuret murtoluvuiksi. Lisaksi on jarkevaa asettaa
kertoimille ala- ja ylaraja

| <K o —K <z <K,
\a1|§K S -—K<a; <K.

Ohjelman lopullinen toteutus riippuu aina kéytetysta ohjelmasta. Sivulla[33]esitetdan eras
MathCheck-kaavatarkastimelle kirjoitettu esimerkkiohjelma4.2]"Helppo toisen asteen yh-
talé". Muuttujien satunnaistaminen tapahtuu samalla tavalla ja periaatteilla kuin ensim-
maisen asteen yhtéldn yhteydessa. Rivilla 14 muuttujat valitaan kaavojen [4.1]ja 4.2 mu-
kaisesti. Rivilla 15 muuttujat sievennetdan funktiolla gcd (suurin yhteinen tekija). Muut
vaiheet toteutettiin vastaavasti kuin esimerkkiohjelmassa 1.
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4.3 Trigonometriset yhtalot

Trigonometrisia yhtal6ita kasitelladn tehtavasarjassa 10. Satunnaistettaviksi valittiin ker-
taustehtévien kaltainen tehtava. Tehtévan ratkaisu perustuu trigopnometristen funktioiden
palautuskaavoihin [2.5]ja [2.7] sivulla [20], jotka on johdettu reaalifunktioiden jaksollisuuden
ja symmetriaominaisuuksien perusteella.

Kertaustehtavéat pitaisi pystya laskemaan lukiotason perustiedoilla, ilman laskinta paatte-
lemalld ja pelkkien annettujen vihjeiden ja ohjeiden perusteella. Laadukkaita, halutun ta-
soisia ja vaikeusasteeltaan samanlaisia mutta erilaisia tehtavia pitaisi pystya tuottamaan
kuitenkin suurehko maéra.

MathCheck ei tunnista trigopnometristen funktioiden monikertoja, joten tehtédvassa pitaa
rajautua ensimmaiseen kertaluokkaan tai monikerralle on annettava numeroarvo. Satun-
naistaminen aloitetaan esimerkiksi pohtimalla, millaisia ominaisuuksia tehtavan vastauk-
selta halutaan.

Tehtavaan valittiin kriteerit, joissa
e kysymys on muotoa sin(a1x) = cos(azz + ;) tai cos(a1) = sin(azz + ),
e kertoimet a; on satunnaistettu a;, as € Z\{0}, % € [0,27x], a; # 0,
e vastaus ei ole nolla,

e vastaus on muotoa 7 jaettuna kokonaisluvulla,

o tehtdvassa etsitadn ensimmaisen kertaluokan ratkaisua tai kertaluokalle annetaan
numeroarvo,

e vastauksessa ei paadyta jakamaan nollalla.

Satunnaistettava tehtava on muotoa

F(a1z) = G(ag2x + 1), jossa ay,as € Z ja F,G € {sin, cos}, al € [0, 27].
as 3

Tehtavassa etsitddn ensimmaisen kertaluokan ratkaisua.

Teht&vén ratkaisussa kaytetdan sinin ja kosinin palautuskaavoja[2.5)ja 2.7}

. T e T
sin(ayx) = cos (agx + > = sin < — <a2x + >> ,
as 2 as

T T ™ T
:>ala::§—agx—— V alx:§+a2x+f

as az

T T T T

> urt+taxr+—== V a1 —ar— — = —.
as 2 as 2

Trigonometrian polynomiyhtalétehtavia voi satunnaistaa samaan tapaan kuin edelld en-
simmaisen asteen yhtalétehtévien. Yhtéld voidaan kirjoittaa matriisimuotoon ja ratkaista
ratkaisuvektori vapaasti valittavien kerrointen s ja t ja virittajavektorien avulla. Nyt
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Vapaat muuttujat voidaan maaritelld parametrien s ja t avulla. Merkitdén kertoimet a,, as, as
parametrien s ja ¢ avulla

4 —
a; = —8§ — —
! 2x
CLQ—t,
az =tx

jossa kertoimet aq, as ja s, t kuuluvat kokonaislukujen joukkoon.

Tehtavan ratkaisu on

T = a1 # —as.

Halutaan lisaksi, ettd ratkaisu ei ole nolla. TAma toteutuu, kun
as # 2.

Tehtavalle voi asettaa kaytettavasta ohjelmasta riippuen lisdehtoja, esimerkiksi huomioi-
malla kerrannaiset n2x. Tehtavista voi myés muokata yksinkertaisempia versioita esimer-
kiksi valitsemalla tehtdvanannossa yhtalén molemmille puolille joko sin tai cos tai valitse-
malla a3 = 0.

Tehtévassa on jarkevad, ettd kertoimet ovat kokonaislukuja. Kertoimia voi asettaa ohjel-
moimalla arvot sopivasti esimerkiksi niin, ettd ohjelman palauttamat satunnaisluvut ase-
tetaan kokonaisluvuiksi ja suljetaan nolla pois mahdollisten lukujen joukosta.

Tehtavan kertoimille voidaan asettaa ala- ja ylaraja samalla tavalla kuin edellisissé tehta-
vissa

‘CLZ|§K & -K<a <K
[s,t|] <K < —-K<s,t<K,
[sz] < K < —K <szr<K.

Tehtavia voidaan toteuttaa muillakin tavoilla. Esimerkkiné ohjelma [4.3] sivulla [36] Ohjel-
massa on riveilld 3—6 valittu suurin satunnaisluku ja sen perusteella satunnaistettu ker-
toimet s, t ja u. Kerroin ¢ on valittu niin, ettd kerrointen s ja t itseisarvot ovat erisuuret.
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#title Trigonometrinen yhtalo.

#let

k := 4

s := random(Kk)+1

t := s+random(s)+1

u := random(k)+3

// Valittiin K ja kertoimet s, t ja u.

s := select(random(2),—1,1)xs

t := select(random(2),—1,1)«t

// valittiin kertoimien s ja t etumerkit.

v = random(2)

y = select(v,—1,1)*u

// Valitaan y apumuuttujan v avulla. |y|=u, tarvitaan

// vastaukseen, u tarvitaan kysymyksen muotoiluun koska

// pi/u etumerkki valitaan erikseen (= C)

vV = "x"

A := pterm(s,V)

B := pterm(t,V)

C := select(v,"-", "+")

w = random(2)

F := select(w,"sin","cos")

G := select(w,"cos","sin")

// Tulostusasetukset ja arvotaan funktioiden F ja G arvot.

X = y-2

Z = 2xyx(s+t)

// Asetetaan vastausasetukset muuttujien F ja G perusteella.
#question Ratkaise #F(#A)=#G(#B #C pi/#u)"

"Anna_vastauksessasi_pienin_positiivinen_ratkaisu_radiaaneissa.'
// Tehtavananto.
#hidden
equation x=pix#x/#z ends
// Vastaus.
f nodes 8
// Tehtdvdn monimutkaisuusaste
#F(#A)=#G(#B #C pi/#u)
#initial <=>
Ohjelma 4.3. Trigonometrisen yhtélén esimerkkikood!.

Kertoimelle « on lisdksi ehto u # 2, koska haluttiin ettéd alg ei ole yhta suuri kuin 7. Rivil-
l& 11 valitaan apumuuttuja v tehtdvanantoa varten. Apumuuttujan avulla satunnaistetaan
tehtavanannon viimeisen termin = etumerkki. Rivilla 12 esitellaan muuttuja y ratkaisun
muotoilua varten. Riveilld 16—22 maaritellaan kysymyksen tulostusasetukset [2]. Riveilla
24 ja 25 maaritelldan ratkaisussa tarvittavat muuttujat x ja z. Tehtdvananto on rivilla 28.

Esitetty esimerkkiohjelma on vain yksi ratkaisu. Tehtavaa voi kehittaa kulloinkin tarvit-
tavalla tavalla, esimerkiksi laatimalla tehtdvan yhteyteen voi vaikeutuvan tehtavasarjan.
MathCheck-kaavatarkastinta kehitetdan edelleen, ja uudet ominaisuudet lisdavat tulevai-
suudessa tehtavien laadintamahdollisuuksia.
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5 TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

Taman tutkimus pohjautuu TTY:n Matematiikan laboratorion projektiin, jossa tuotettiin ke-
séalla 2017 MathCheck-kaavatarkastimeen [valmari2016mathcheck, |4] perustuva mate-
matiikan perustaitojen kertausohjelma aiemman Math-Bridge [12] -alustalle tehdyn Ma-
tematiikkajumppa [83] -kertausohjelman rinnalle ja korvaajaksi. Tulos tasta projektista oli
uusi Matematiikkajumppa [84] -sivusto.

Kertausohjelman toteutuksen liséksi ohjelmalla tehdyista vastauksista haluttiin etsia sa-
mankaltaisia ratkaisuja, joita voitaisiin hydédyntda automaattisen arvioinnin kehittdmises-
sd. Uudenlaisesta kertausohjelmasta haluttiin myds kerata talteen kayttajien kokemuksia
kertausohjelman jatkokehityst& varten. Taté tarkoitusta varten kayttajille tehtiin tutkimusta
tukeva vapaaehtoinen kyselytutkimus.

5.1 Tutkimuksen kohdejoukko

Uudella ohjelmalla toteutettu matematiikan perustaitojen kertaus tehtiin kahden matema-
tiilkan ensimmaisen opintojakson, Matematiikka 1 (MAT-1) ja Insinéérimatematiikka 123
(IMA-123) perustaitotestin yhteydessa. Harjoitustehtavia oli 80 kappaletta lukiomatema-
tiikkan keskeisilta alueilta [85]. Perustaitotestissé heikosti suoriutuneet opiskelijat kertasi-
vat ohjelmalla perustaitotestin uusintaa varten. Opiskelijoille luvattiin myds opintojakson
lapaistyn tentin pistemaaraan lisattavia, kurssin arvosanaan vaikuttavia, lisépisteita ker-
taustehtavien tekemisesta.

Ryhmét olivat opiskelutaustaltaan hyvin erilaisia. Suurin osa insinddriopiskelijoista suo-
rittaa ensimmaisen vuoden aikana Insin6érimatematiikka (IMA) 1-3 ja Algoritmimatema-
tiikkan kurssin tai kurssit IMA 1-4. MAT-1 opiskelijat tulevat opiskelemaan nimenomaan
luonnontieteita, tai tarvitsevat normaalia laajemmat matematiikan perusopinnot. MAT-123
taas on matematiikan pohjaopintoja AMK-tasolta yliopistomatematiikan tasolle tdydentéa-
véa opintojakso.

Ryhmiin MAT-1 ja IMA-123 hakeutuvat opiskelijat edustavat matematiikan pohjataitojen
osalta lahtbtasoltaan yleensa kaikkien ensimmaisen vuoden insindériopiskelijoiden aa-
ripaitd. Tutkimukseen osallistuneiden opiskelijoiden taustatietoja selvitettiin kyselytutki-
muksella. Opintojakson MAT-1 opiskelijoiden matematiikan perustaidot ovat paremmat
kuin insinddriopiskelijoilla keskimaarin, ja ryhmalaisten edellisistd matematiikan opinnois-
ta on kulunut keskimaarin 1,2 vuotta (mediaani 1). Opintojakson IMA-123 opiskelijoiden
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matematiikan perustaidot ovat yleensd heikommat, ja opiskelijoilla on edellisistd opin-
noista kulunut keskimaarin 3,3 vuotta (vaihteluvali 1-18 vuotta, mediaani 3 vuotta).

5.2 Tutkimusaineisto

Tutkimusaineistona kéaytettiin perustaitotestin kertausohjelmasta saatua vastausdataa.
Uudelta Matematiikkajumppa -sivustolta ei voitu keratéa dataa opiskelijoiden vastauksista,
joten kertausohjelmasta tehtiin toinen versio Jyvéaskylan yliopiston yllapitamalle sahkoi-
sen opiskelun The Interactive Material (TIM) -alustalle [30]. Vastausdatan kerdamisen
lisaksi tietojen sailytys ja varastointi onnistui TIM-alustalla tietoturvavaatimusten mukai-
sesti [31]. Matematiikan perustaitojen kertauksen jalkeen sahkdiset vastaukset kerattiin,
lajiteltiin ja jarjestettiin tutkimustarkoituksiin sopivalla tavalla.

5.2.1 Vastausdata

TIM-alustalle [30] asennetusta Matematiikkajumppa -ohjelmasta saatiin vastausdatana
noin 10000 opiskelijoiden kirjoittamaa ratkaisua kertaustehtaviin. Ensimmaisessa vai-
heessa vastausdatasta kerattiin MATLAB-ohjelmalla [42] kaikki samaa tarkoittavat rat-
kaisut yhteen ja niiden lukumaaréat laskettiin. Tatd ensimmaista ohjelmallista késittelya
kutsutaan tassa tydssa lajitteluksi.

Lajittelussa datassa havaittiin hairibtekijéita. Tulosten joukossa oli esimerkiksi tutkimuk-
sen kohdejoukkoon kuulumattomien vastauksia, jotka vaaristivat lopputulosta jonkin ver-
ran. Vastauksista kuitenkin etsittiin vain keskenaan ekvivalentteja vastauksia, eivatka yli-
maaraiset vastaajat vaikuttaneet juurikaan lajittelun lopputulokseen.

Kertauksen aikana ja sen jalkeen saadun palautteen seurauksena haluttiin tarkastella
lisdksi syntaksivirheiden maaraa ja laatua. Myds ohjelman toimintaan liittyvien tekijdiden,
kuten ohjelman vaatiman vastauksen muodon, aiheuttamia virheitd haluttiin tarkastella.
Siksi valituista tehtavista otettiin listaus, joka puhdistettiin tutkimuksen kohdejoukkoon
kuulumattomista ja vastaajien tunnistetiedoista. Tata puhdistettua listausta tarkasteltiin
kirjaamalla virheitd kasin. Tata laskentaa kutsutaan kdsinkirjaukseksi.

Ero ratkaisuyritysten maarassa johtuu aineiston epatarkkuuden liséksi siitd, etta kaikkia
ratkaisuja ei kasinkirjauksessa huomioitu. Osa ratkaisuista oli epaselvia tai opiskelija oli
tehnyt enemman kuin 10 yritystd samaan tehtavaan. Myds osa oikein tehdyistd ratkai-
suista karsiutui laskennasta koska ohjelman sievennysvaatimus ei hyvaksynyt kaikkia it-
seisarvotehtavien ratkaisuja, vaikka ne oli tehty oikein. Kasinkirjauksessa ndma hylatyt
ratkaisut voitiin hyvaksya, ja virhelaskenta kyseisen vastaajan kohdalla lopettaa siihen.
Ratkaisuyritysten todellinen maaréa jai silloin pienemmaksi kuin alkuperainen yritysten
maara.

Samaa tarkoittavien virheiden etsimisen liséksi TIM-alustasta saatu data jarjestettiin toi-
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sen kerran ohjelmallisesti niin, etta tuloksena saatiin tehtévissa onnistuneiden ja epaon-
nistuneiden maarat tehtadvéakohtaisesti ja opiskelijaryhmittain. Tatd ohjelmallista kasitte-
lya kutsutaan vertailuksi. Vertailuss etsittin MATLAB [42] -ohjelman t-testiin perustuen
tehtavia, joissa eri ryhmien osaamiselle I6ydettiin eroa, jolla on tilastollista merkitysta.

5.2.2 Kyselytutkimus

Kertauksen jalkeen tutkimukseen valittujen ryhmien opiskelijoille tehtiin kyselytutkimus,
jonka tuloksilla kartoitettiin tutkimukseen osallistuneiden ryhmien taustaa ja kayttajako-
kemuksia sahkdisesti toteutetusta matematiikan opiskelusta ja kertausohjelman toimin-
nasta. Vapaaehtoiseen tutkimukseen vastasi 156 opiskelijaa, joista 53 kuului ryhméaén
IMA-123 ja 103 ryhmaéan MAT-1. Kyselytutkimuksessa oli vastaajan taustatietoja kartoit-
tavien kysymysten liséksi kaksi neliportaista Likert-vastausasteikolla (0-1-2-3) arvioitua
opiskelijoiden asenteita mittaavaa kysymysta ja kahdeksan avointa kysymysta (Liite B).
Kysely luotiin Webropol kysely-ja raportointitydkalulla [95]. Likert-véittdmien vastauksia
analysoitiin tilastollisesti ohjelman raportointity6kalulla. Avoimien kysymysten vastauksia
teemoiteltiin aineistoldhtdiselld siséllonanalyysilla.

Kyselytutkimus tehtiin tutkimuksen tuottamien kayttajakokemusten selvittdmiseksi. Kaik-
kea kyselytutkimuksen tuottamaa tietoa ei analysoitu tutkimuksessa. Kyselytutkimuksen
tarkasteltiin valittuja kohtia, joissa opiskelijat ilmaisivat mielipiteensa ohjelman kaytdsta.
Tarkasteluun otettiin mukaan seka likert-asteikollisia kysymyksia etta sanallisia vastauk-
sia.

5.3 TIM-datan analysointi

Lajittelussa lajiteltiin koko kertausohjelmasta saadusta vastausdatasta tehtavakohtaises-
ti opiskelijoiden tekeméat kesken&dan ekvivalentit ratkaisut ja laskettiin niiden lukumaarat.
Kaikkia ratkaisuja ja niiden vastauksia ei lajittelussa huomioitu, koska tavoitteena oli et-
sia toistuvat virhetyypit. Lajittelussa ei myéskaan voitu huomioida erikseen syntaksi- ja
sievennysvirheitd, maarittelemattdmia vastauksia eika keskeytténeita. Virheiden kasinkir-
jauksessa voitiin myds syntaksi- ja sievennysvirheet, maarittelemattémat vastaukset ja
keskeyttdneet huomioida omiksi luokikseen.

Seka lajittelussa etta kasinkirjauksessa ldydettyjen virheiden luokittelussa kaytettiin vir-
heiden luokittelumallia [17], jota on sovellettu tehtdvékohtaisesti. Kaytettyyn luokittelu-
malliin lisattiin luokka médrittelemé&tén, koska opiskelijat tekivat paljon epamaaraisia rat-
kaisuja, joista ei voinut paatella, mité ne tarkoittivat. Luokan vastaukset olisi voitu jattaa
myds kokonaan pois tasta tarkastelusta.

Virheiden kasinkirjauksessa oli mukana myds luokka keskeytynyt. Tehtava on tulkittu kes-
keytyneeksi, jos tehtdvan tekeminen on lopetettu ennen kuin tehtava saatiin oikein tai vir-
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heellisia vastauksia samaan tehtdvaan on tehty yli kymmenen.

Tutkimuksessa virhetarkastelun ensisijaisena tavoitteena oli 16ytaa suuresta vastausjou-
kosta tyypilliset virheelliset ratkaisut, jotka voitaisiin arvioida automaattisesti yhtena era-
na. Toisena virhetarkastelun tavoitteena oli vertailla keskendan eri analyysimenetelmia ja
tehda paatelmia niiden luotettavuudesta [87].

5.4 Aiheen rajaus

Tutkimuksessa kerattiin materiaalia enemman kuin oli tdman tyén yhteydessa jarkevaa
kasitella. Aihepiirin rajauksessa ryhmien vertaamiseksi tehdyn toisen ohjelmallisen las-
kennan kasittely jai tdssé ty0ssa vahaiseksi, sen tuloksiin viitataan lyhyesti tulokset -
osuudessa. Samoin kyselytutkimuksen osuus rajattiin I1ahinna virhetarkastelua ja sah-
kdisen opiskelun onnistumisen arviointia tukevaksi tarkasteluksi. Tyéssa keskityttiin paa-
asiassa virhetarkastelun tuloksiin ja eri laskentamenetelmien vertailuun.
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6 TULOKSET

Tassé luvussa tarkastellaan valituissa kertaustehtéavissa tehtyja virheellisia ratkaisuja. Jo-
kaisesta tehtavatyypista esitelldan ensin kaikki tehtavasarjan tehtavat. Seuraavaksi esi-
telldén tarkasteluun valituista tehtavista ohjelmallisesti lajitellut keskendén ekvivalentit vir-
heelliset ratkaisut. Tarkasteluun valittujen tehtavien virheité on laskettu myés késin, ja eri
menetelmilld I0ydettyja tuloksia verrataan keskendéan ja todetaan eri tarkastelutapojen
edut ja puutteet. Vertailun tulosten ja kasinkirjattujen tulosten perusteella tehdaan paatel-
mat tehtavissa onnistumisesta.

Ohjelmallisissa lajitteluissa ja kasinkirjauksessa saatiin eri maarat tekijéité ja ratkaisuyri-
tyksia. Tarkasteluun valittiin itseisarvotehtavd, tehtavat ensimmdéisen asteen yhtéldista,
toisen asteen yhtélo ja trigonometrinen yhtélétehtava.

6.1 Itseisarvotehtavat

Opiskelijat vastasivat kertaustehtavien itseisarvotehtaviin vaihtelevasti. LAhempaéan tar-
kasteluun valittiin tehtava 2-3 (Katso taulukko [6.1). Toisen ohjelmallisen laskennan mu-
kaan 58 opiskelijaa onnistui tehtavassa. Virheiden kasinkirjauksessa yhteensa 50 opis-
kelijaa teki 265 yritystd, joista 172 huomioitiin virhelaskennassa.

Tehtavasta kolme saatiin kattavasti nakemys opiskelijoiden tekemista virhetyypeistd, eika
muiden tehtavien tarkastelua katsottu tarpeelliseksi. Taulukossa esitelladn kertauk-
sen itseisarvotehtavat.

Taulukko 6.1. Perustaitojen kertauksen itseisarvotehtavét.

2 | Tehtava

2-1 | Ratkaise luvun a — b itseisarvo

2-2 | Ratkaise luvun 5 — 13 itseisarvo

2-3 | Ratkaise luvuny/3 — 6 itseisarvo

2-4 | Ratkaise luvun 6-In(e'?) itseisarvo

2-5 | Ratkaise luvun sin (e”) + 6 — 7V/2 itseisarvo

Itseisarvotehtavissé tehtiin paljon syntaksivirheita. Erityisesti erikoismerkkien kirjoittami-
nen tehtévissa 2-3, 2—4 ja 2-5 tuotti syntaksivirheita ratkaisuihin. Tehtavissa 2—1 ja 2-2
tarkasteltiin pelkkia lukuarvoja ja niissé tehdyt virheet olivat 1&hinna pienia lasku- tai nap-
pailyvirheita.
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Opiskelijat tekivat tehtavassa 2—-3 suuren maaran erilaisia ratkaisuyrityksia. Ohjelmalli-
sessa laskennassa oli yhteensa 25 erilaista ratkaisua, joille 16ytyi samaa tarkoittava rat-
kaisu vastausten joukosta. Oikeita ratkaisuja tehtiin 128.

Varsinaisia virheita aiheutti lukujen suuruuden vertaamisessa esimerkiksi nelidjuuren it-
seisarvon arvioiminen.

Taulukossa esitetdan kaikki ohjelmallisen laskennan keskenenaan ekvivalentit vas-
taukset ja niiden maarat. Vastausten virheet luokiteltiin Gill & Greenhow [17] virhetyyp-
pien mukaan.

Taulukko 6.2. Tehtdvan 2-3 ohjelmallisesti jarjestetyt ja luokitellut [17] vastaukset.

Vastaus Virhetyyppi Luokittelu Maara
6—+/3 Oikea vastaus 128
4.267949 Tulkintavirhe Desimaalilukuvastaus 14
V3—6 Laskuvirhe Etumerkkivirhe 13
32-6=3 Maaritelmavirhe Maaritelmaa ei tunneta

V3+6 Laskuvirhe Etumerkkivirhe

33 Méaéarittelematon

4,26 Tulkintavirhe Desimaalilukuvastaus

4,5 Laskuvirhe Useita, desimaalilukuvastaus

V3 +12-/3—62 Maéritelmavirhe Puutteelliset tiedot

V3 Tieto Puutteelliset tiedot

7,732051 Tulkintavirhe Desimaalukuvastaus

V3+12- V3 467
4,267

Tieto.
Tulkintavirhe

Puutteelliset tiedot
Desimaalilukuvastaus

—4.5 Tulkintavirhe laskuvirhe

7,5 Laskuvirhe Useita, desimaalilukuvastaus
33 + 6 Tieto Puutteelliset tiedot
12-v3+39 Tieto Puutteelliset tiedot
—6v/3 Tieto Puutteelliset tiedot
4,26795 Tulkintavirhe Desimaalilukuvastaus
27 Mé&érittelematon

— (V3+6) Laskuvirhe Etumerkkivirhe
6—-9=-3 Méaéritelmavirhe Puutteelliset tiedot
V-3 Tieto Puutteelliset tiedot
V33 Tieto Puutteelliset tiedot
4,2679 Tulkintavirhe Desimaalilukuvastaus

l\)l\)l\)f\)l\)f\)l\)l\)l\)l\)f\)l\)f\)(ﬂ(«)hhh(ﬂ(ﬂ\ls

Taulukossa[6.2] on ohjelmallisen laskennan kesken&én ekvivalentit ratkaisut, niiden méa-
rat ja virhetyypit. Vaikka ohjelmallisesti tehtyyn laskentaan siséltyy virhetekijéita,

Taulukosta [6.2] saadaan kuitenkin realistinen kuva vastausten jakautumisesta.
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Taulukkoon [6.3] on koottu taulukon [6.2] ohjelmallisesti lajitellut vastaukset niin, etta sa-
mankaltaiset virheelliset vastaukset on luokiteltu samaan luokkaan ja voidaan arvostella
yhteisella palautteella. Luokittelukriteereja on helppo tarkentaa ja lisata tai yhdistaé luok-
kia tarvittavan tarkkuuden mukaan. Kun tieto- ja maéritelmavirheet on tulkittu samaan
luokkaan ja kaytettyyn luokitteluun [17] on lisatty luokka maaritteleméatén, virheet on voitu
luokitella neljaan luokkaan.

Taulukko 6.3. Taulukon 6.2 samankaltaiset virheet koottuna yhteen.

Virhetyyppi Luokittelu Maara
Tulkintavirhe Oikeanlainen, desimaalilukuvastaus 29
Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus, mutta etumerkkivirhe 27
Tieto Puutteelliset tiedot 25
Maarittelematdn 17

Taulukosta[6.3|puuttuvat sievennys- ja syntaksivirheet, koska ohjelma on huomioinut vain
laskennan tuloksena saadun vastauksen.

Taulukossa [6.4] on virheiden kasinkirjauksen tulokset, jossa myds syntaksi- ja sieven-
nysvirheet on voitu luokitella. Samalla huomattiin, etta syntaksivirheiden suuri maara on
tunnusomaista itseisarvotehtaville. Toisaalta syntaksivirheet ovat usein kasaantuneet sa-
moille vastaajille.

Taulukko 6.4. Tehtdvan 2-3 kdsin kirjatut ja luokitellut [17] vastaukset.

Virhetyyppi Luokittelu Maara
Tulkinta Oikeanlainen, desimaalilukuvastaus 37
Tieto Puutteelliset tiedot 31
Syntaksi 27
Maarittelematdn 19
Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus, mutta etumerkkivirhe 13
Laskuvirhe Sievennys kesken 10
Keskeytti 7

Taulukossa esitetdan vastaajien onnistuminen tehtavéassa 2-3 vertailun ja k&sinkir-
jauksen perusteella. Vertailu ei huomioinut tehtyjen vastausyritysten kokonaismaaraa.

Taulukko 6.5. Opiskelijoiden onnistuminen tehtdvédsséd 2-3.

Laskenta Vastaajia Yrityksia Ei onnistunut Onnistui

Vertailu 67 - 19 48
Késinkirjaus 50 157 9 41

Késinkirjauksessa jokainen vastaus voitiin kasitella erikseen ja saadut luvut ovat melko
tarkkoja. Joka tapauksessa molemmat laskennat antavat melko samanlaisen kuvan teh-
tdvasséa onnistumisesta.
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Ohjelman toiminnallisuudesta on aiheutunut jonkin verran virheitd. Esimerkiksi ohjelma
hyvéksyy vastauksen |v/3 — 6|, mutta sen voi rajata pois oikeiden vastausten joukos-
ta sievennysasteen pienentamisellad. Tehtavien ohjelmoijan asettama pienempi sieven-
nysasteen vaatimus (kompleksisuusarvo) ei hylkda vastausta kokonaan, vaan kehottaa
sieventamaan lisda. Samalla myds sinansa oikea vastaus —+/3 + 6 rajautuu pois oikei-
den vastausten joukosta. Naiden tekijéiden merkitys tutkimustuloksen kannalta on hyvin
pieni, mutta ne kannattaa ottaa huomioon tehtavien laadinnassa ja ohjeistuksessa tule-
vaisuudessa.

Vaikka taulukoiden [6.2]ja [6.3| ohjelmallisesti lajiteltuihin tuloksiin sisaltyykin virhetekijéita,
niistd nahdaan kuitenkin tehtavassa tehdyt toistuvat virheet ja virhetyypit. Késinkirjaamal-
la my&s sievennys- ja syntaksivirheet on voitu huomioida. Kokonaisuutena eri laskennat
antoivat realistisen kuvan kaikista virhetyypeista.

6.2 Ensimmaisen asteen yhtalo

Ensimmaisen asteen yhtéldétehtavat ovat helppoja perustehtavia. Taulukossa esitel-
laan kertauksen ensimmaisen asteen yhtalétehtavat.

Taulukko 6.6. Perustaitojen kertauksen ensimmaéisen asteen yhtéldtehtavat.

5 | Ensimmaisen asteen yhtél6tehtavat

5-1 | Ratkaise z yhtalésta = +4 =4

5-2 | Ratkaise x yhtaléstéd z + 5 = 2«

5-3 | Ratkaise x yhtdléstd z +3 =22 +4
5-4 | Ratkaise x yhtalostd 9z + 7 = 5z + 3
5-5 | Ratkaise z yhtalésta ex +6 = wx + 8

Eniten ratkaisuyrityksia tehtiin tehtdvéan 5-5, jossa suurin osa tehtévén virheellisista rat-
kaisuyrityksista aiheutui syntaksivirheita aiheuttavista erikoismerkeista. Esimerkkitehta-
vaksi ja tarkasteluun valittiin tehtava 5-4, koska se edusti virheiltdan keskimaaraista en-
simmaisen asteen yhtalétehtavaa, ja oli toisaalta hyva tehtava tehtavien satunnaistami-
sen esittelyyn. Taulukossa on kaikkien vastaajien ohjelmallisesti lajitellut keskendan
samaa tarkoittavat vastaukset.

Taulukko 6.7. Tehtdvan 5-4 ohjelmallisesti jarjestetyt ja luokitellut [17] vastaukset.

Vastaus Virhetyyppi Luokittelu Maara
x=—1  Oikea vastaus 67
r=1 Laskuvirhe Etumerkkivirhe 2
x=—%  Laskuvirhe

=32 Laskuvirhe Useita

Useimmat (28/37) saivat tehtavan oikein ensi yrittdmalla, ja vain yksi jatti tehtavan kes-
ken. Ohjelma on tulkinnut luvut -1 ja —% oikeiksi vastauksiksi. Tama ei sindnsé ole on-
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gelma, mutta ohjelma olisi tulkinnut esimerkiksi —3 olevan oikein. Sievennysvaatimusta
tulisi pienenentaé yhdella, jolloin ohjelma hyvaksyy vain sievennetyn vastauksen.

Tehtévéssa 5—4 virheité laskettiin my&s kasin. Taulukossa [6.8] esitetdan virheiden kasin-
kirjauksessa |6ydetyt ja luokitellut virheet. Tulokset ovat samansuuntaisia kuin ohjelmalli-
sessa laskennassa. Lisaksi syntaksi- ja sievennysvirheet on voitu huomioida.

Taulukko 6.8. Tehtdvédssad 5—4 kdsinkirjauksessa havaittujen virhetyyppien luokittelu.

Virhetyyppi Luokittelu Maara
Laskuvirhe  Oikein, sievennysvirhe 6
Laskuvirhe  Muuttujalukujen laskuvirhe 3
Laskuvirhe  Etumerkkivirhe 2
Tieto Useita laskuvirheita 2
Syntaksi Oikein, mutta syntaksivirhe 2

Taulukossa koottuna opiskelijoiden onnistuminen tehtédvassa 5—4 vertailun ja k&sin-
kirjauksen perusteella.

Taulukko 6.9. Opiskelijoiden onnistuminen tehtdvédsséd 5—4.

Laskenta Vastaajia Yrityksid Ei onnistunut Onnistui

Vertailu 54 - 2 52
Kasinkirjaus 37 52 1 36

Kaikki ensimmaisen asteen yhtélétehtévat osattiin vertailun mukaan hyvin. Vain tehté-
vassa 5-5 erikoismerkit aiheuttivat ongelmia, ja noin neljannes opiskelijoista ei onnistu-
nut tehtdvéssa.

Tehtavan 5—4 virhetyypit edustavat tyypillisia virheitd ensimmaisen asteen yhtéldtehta-
vissa. Useimmiten virheitd aiheutui muuttujien laskutoimituksissa ja etumerkeissa. Syn-
taksivirheita esiintyi jonkinverran, mutta tehtavét olivat kuitenkin niin yksinkertaisia, etta
useimmat saivat ne lopulta oikein.

6.3 Toisen asteen yhtalo

Toisen asteen yhtal6ita harjoiteltiin tehtavasarjassa 6. Virhetarkasteluun valittiin helppo
tehtava 6-1 ja yleisen toisen asteen yhtaldén ratkaisumenetelméan hallintaa edellyttavat
tehtavat 6-3 ja 6—4. Taulukossa[6.70] esitelldan sarjan tehtavat.

Tehtavat olivat useampivaiheisia, ja erilaisia virhevariaatioita tehtiin enemman kuin edel-
lisissd kahdessa tarkastelussa. Valituissa tehtavissa tehtyja ratkaisuja on lajiteltu ohjel-
mallisesti ja joidenkin tehtavien ratkaisuja on tarkasteltu myés kirjaamalla virheita kasin.

Vaikka ensimmaisen tehtava on helppo, sen mukaan ottaminen tarkasteluun on perustel-
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Taulukko 6.10. Perustaitojen kertauksen toisen asteen yhtalétehtavat.

6 | Toisen asteen yhtilo

6-1 | Ratkaise toisen asteen yhtal6 z? — 9z = 0.

6—2 | Ratkaise toisen asteen yhtalon 222 — 92 + 3 = 0 diskriminantti.
6-3 | Ratkaise z? + 9x + 20 = 0.

6—4 | Ratkaise —922 — 242 — 7 = 0. Kannattaa kaytté3 téssa laskinta
diskriminantin laskemiseen.

6-5 | Ratkaise 822 — 2z — 10 = 0.

tua taulukon perusteella. Taulukosta nahdaan, ettéd yleisimmat virhetyypit ovat puut-
teita tiedoissa ja laskuvirheita.

Taulukko 6.11. Tehtdvédn 6—1 ohjelmallisesti jérjestetyt ja luokitellut [17] vastaukset.

6—1 vastaus Virhetyyppi Luokittelu Maara
r=0vVx=9 Oikea vastaus 106
x=0 Tieto vain toinen juuri 16
x=9 Tieto vain toinen juuri 13
22 =9r <=3 Tieto Puutteelliset tiedot 9
r=0vVx=3 Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 2

T = 9Jr%ﬁ\/

x = =yT Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 8

g = SO0 Tietg Puutteelliset tiedot 2

Taulukko 6.12. Tehtdvédn 6—1 samankaltaiset virheet koottuna yhteen.

Virhetyyppi Luokittelu Maara
Tieto Vain toinen juuri 19
Tieto Puutteelliset tiedot 11

Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 10

Yleisin virhe tehtavassa oli, ettd huomattiin vain toisen asteen yhtalén toinen juuri. Ker-
tausohjelmassa tehtévien yrityskertoja ei ole rajoitettu. Jokainen teki tehtdvassa keski-
maarin 4 yritysté (kasinkirjauksessa laskettiin yhteensd 135 hyvaksyttya yritysta) ennen
kuin onnistuivat. Kasinkirjauksen mukaan lahes kaikki (28/32) kaikki saivat tehtavan lo-
pulta oikein. Keskeyttaneistakin 3 sai tehtavéasta lopulta oikean vastauksen, vaikka yri-
tyksia tehtiin niin paljon, etté tehtava tulkittiin keskeytyneeksi. Tehtavéassa 6-3 (Taulukko
erilaisia virheita esiintyy paljon vahemman.

Kasinkirjauksen perusteella tdssakin tehtavassa tehtiin paljon syntaksivirheitd. Suurin
osa virheellisistad ratkaisuyrityksista oli tdssa tehtédvéassé syntaksivirheitd ja lajittelussa
havaittuja tieto-virhetyypin virheita.

Taulukossa [6.14] esitetdan tehtédvéan 6-3 lajittelun tulokset. Taulukosta ndhdaéan, etté eri-
laisia virheitd on tehty vdhemman verrattuna ensimmaiseen tehtavaan. Nyt suurin osa
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Taulukko 6.13. Opiskelijoiden onnistuminen tehtdvéssé 6—1.

Laskenta Vastaajia Yrityksiéd Ei onnistunut Onnistui

Vertailu 50 - 3 47
Késinkirjaus 32 135 4 28

virheista on sellaisia, jotka voidaan luokitella samaan virheluokkaan.

Taulukko 6.14. Tehtdvdn 6-3 ohjelmallisesti jarjestetyt ja luokitellut [17] vastaukset.

6-3 vastaus Virhetyyppi Luokittelu Maara
xr=—-4V x=-5 Oikea vastaus 76
r=4V =5 Laskuvirhe Etumerkkivirhe 8
x=5 Tieto Vain toinen juuri 4
x=—4 Tieto Vain toinen juuri 4

Tehtavassa 6-3 useimmat hallitsevat tehtdvéan ratkaisutavan. Tehdyt virheet ovat sellai-
sia, ettd tehtdvassa on kaytetty oikeanlaista ratkaisutapaa. Tehtévéatyypin tyypillisimmat
virheet ovat vaara etumerkki tai vastauksena on annettu vain toisen asteen yhtalén toinen
juuri.

Tehtavien kasintarkastelussa huomattiin, ettd edelleen tehtévissé on paljon syntaksi- ja
sievennysvirheitd. Nyt ohjelman sievennysvaatimus oli sopiva, koska keskeneraiset vas-
taukset eivat kelvanneet ohjelmalle. Koska tehtévat vaikeutuivat loppua kohti, tarkastel-
laan vield tehtévia 6—4 ja 6-5. Tehtavat olivat samantyyppisid, mutta nyt tehtavan ratkai-
sut olivat murtolukuja, ja virhetyypit lisdantyivat.

Taulukko 6.15. Opiskelijoiden onnistuminen tehtdvéssa 6-3.

Laskenta Vastaajia Yrityksia Eionnistunut Onnistui

Vertailu 49 - 7 42
Késinkirjaus 27 62 6 21

Tehtavassa 6—4 (Taulukko erilaisia virheita on paljon enemman kuin tehtavasséa 6—
3. Nyt oikean vastauksen murtolukujuuret tuottavat virheina desimaalilukuvastauksia ja
muita virhetyyppeja, joista kuitenkin nékee, ettd vastaus on oikeansuuntainen. Tehtéavan
6—4 samankaltaiset virheet on luokiteltu samaan luokkaan taulukossa[6.17

Tehtavassa 6—1 oli paljon sekalaisia virheita, mutta kolmessa viimeisessa tehtédvassa vir-
heet ovat samantyyppisid. Vastauksista ndkee, etta tehtavia on ratkaistu oikealla tavalla,
mutta selvasti laskurutiini on vield puutteellinen. Yhtal6tehtavia olivatkin ratkoneet lahinng
ryhman MAT-123 opiskelijat. Joka tapauksessa suoritukset ovat parantuneet harjoitelles-
sa. Tehtavassa 6—4 (taulukko on paljon erityyppisia virheita, mutta tehtavassa 6-5
(Taulukko [6.19) esiintyy pelkastaan tehtavatyypille ominaisia virheita.
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Taulukko 6.16. Tehtdvdn 6—4 ohjelmallisesti jarjestetyt ja luokitellut [17] vastaukset.

6—4 vastaus Virhetyyppi Luokittelu Maara
r=-tVe=-3 Oikea vastaus 65
Lo 2 —242_—14;(—9}(—7)\/

x = 24“/(724)721;4'(79)'(77) Laskuvirhe, Useita virheita 5
r=-tvr=1 Laskuvirhe Etumerkkivirhe 5
r=Ive=1 Laskuvirhe Etumerkkivirhe 3
r=-0.3333 Vv =-2.3333 Tulkinta Desimaalivastaus 3
r=—1 Tieto Useita virheita 3
r=2vy=75 Laskuvirhe Sievennys 3
x=-3Vzx=-21 Laskuvirhe Useita 2
x=35V55 Tulkinta Useita virheita 2
z=0 Mé&éarittelematon 2
T = % Tieto Useita virheita 2
z = &8 Tieto Useita virheité 2
r=21Vzx=3 Laskuvirhe Useita virheita 2
r=—-Ive=-2 Laskuvirhe Useita virheita 2

Taulukko 6.17. Tehtdvdn 6—4 samankaltaiset virheet koottuna yhteen.

Virhetyyppi Luokittelu Maara
Tieto Useita virheita 18
Laskuvirhe Etumerkkivirhe 8
Tulkinta Desimaalivastaus 3
Laskuvirhe Sievennys 3
Maarittelematdn 2

6.4 Trigonometrian yhtalotehtavat

Edellisten kertausosioiden tehtavasarjat olivat melko helppoja perustehtavia, eika keski-
verto-opiskelijalla perustaitotestien tilastojen [45] perusteella ole ollut niissd vaikeuksia.
Trigonometrian tehtavat taas ovat perinteisesti olleet opiskelijoille vaikeampia. Trigono-
metria, derivaatta ja logaritmit ovat olleet koko perustaitotestin historian ajan perustaito-
testin heikoiten osattuja aihealueita [49].

Sama ilmidé nahdaan myds tassa tydssa kasitellyssa aineistossa. Vertailun perusteella it-
seisarvoja ja yhtalétehtavia ovat tehneet pddasiassa taustaltaan vahiten matematiikkaa
opiskelleet, ja trigonometrian tehtavia ovat harjoitelleet lahes yksinomaan matemaattises-
ti suuntautuneet opiskelijat. TAman perusteella voi paéatelld, etta trigonometrian tehtavia
pidetdan vaikeampina, ja harjoitustehtavista annettavien lisapisteiden saamiseksi pisteita
on keréatty helpommista tehtavista. Myos opiskelijoille tehdyssa kyselyssa trigonometrian
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Taulukko 6.18. Opiskelijoiden onnistuminen tehtdvdssé 6—4.

Laskenta Vastaajia Yrityksiéd Ei onnistunut Onnistui

Vertailu 47 - 3 44
Késinkirjaus 28 135 3 25

Taulukko 6.19. Tehtdvédn 6-5 ohjelmallisesti jérjestetyt ja luokitellut [17] vastaukset.

6-5 vastaus Vastaus Virhetyyppi %

z=5vz=-1 Oikeavastaus 82,8
r=2vz=1 Laskuvirhe 8,7
r=2ve=-% Laskuvirhe 6,3
Tyhja Maarittamaton 3,1

tehtavia pidettiin vaikeina.

Tasséa kappaleessa tarkastellaan trigonometrian yhtalétehtdvan 10-1 vastauksia. Taulu-
kossa[6.20] listattuna perustaitojen kertauksen trigonometrian tehtévat.

Taulukko 6.20. Perustaitojen kertauksen trigonometrian yhtélétehtavat.

10 \ Trigonometriset yhtalot

10.1 | Laske yhtaldn sin(7x) = cos(x) ratkaisu radiaaneissa?

Olkoon z € 0, 2x. Etsi taulukosta sinin ja kosinin palautuskaavat ja
muunna niin, etta yhtalén molemmat puolet ovat muotoa

sin(a) = sin(b). Anna pienin positiivinen ratkaisu.

10.2 | Laske yhtéldn cos(8x) + 1 = 0 ratkaisu radiaaneissa. Anna jélleen
pienin positiivinen ratkaisu. Vinkki: Milloin cos saa arvon —1 ?

10.3 | Laske lausekkeen 2sin(—%) + cos (%) arvo. Kulmien tarkat arvot
muistikolmioista tai trigonometristen funktioiden taulukosta.
Tassa tehtdvassa kirjoita vastauksesi suoraan yhtédsuuruusmerkin
peraan.

10.4 | Mik& on kulman = suuruus radiaaneissa, kun tan(8x) = 3 — /7 ?
Tangentin arvoja 16ytyy trigonometrian taulukoista.

Anna pienin positiivinen ratkaisu.

10.5 | Laske yhtalon sin(6z) = sin(3z + 72) ratkaisu. Trigonometriset
funktiot ovat jaksollisia, niiden kuvaajat toistuvat samanlaisina
jaksoittain. Esim. sinille ja kosinille sama kulma toistuu 27:n valein.
Anna vastauksessasi pienin positiivinen ratkaisu radiaaneina.

Trigonometriset yhtalét -tehtdvésarjaan saatiin huomattavan paljon seka oikeita ettéd vaa-
rid vastausyrityksia. Kasinkirjauksen mukaan tehtavaa teki kaikkiaan 127 opiskelijaa, sii-
hen tehtiin yhteensa 396 yritysta ja 13 tulkittiin keskeyttédneeksi. Lahes kaikki (124) saivat
tehtavan kuitenkin lopulta oikein, vaikka tehtava tulkittiinkin k&sinkirjauksessa keskeyty-
neeksi. Yrityskertojen maara ennen oikeaa vastausta oli 3,8 ja ensimmaiselld kerralla
tehtavan sai oikein 40 opiskelijaa.
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Taulukko 6.21. Tehtdvdssd 10-1 ohjelmallisesti jarjestetyt ja luokitellut [17] vastaukset.

10-1 vastaus Virhetyyppi Luokittelu Maara
=15 Oikea vastaus 266
=3 Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 15
=12 Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 10
=15 Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 8
=g kT Laskuvirhe Olkeanlainen vastaus 5
=7 Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 4

5 Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 3
=3 Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 3
0 Tieto Puutteelliset tiedot 2
-4 Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 2

r= Tieto Puutteelliset tiedot 2

r=g5+2%m Tieto Puutteelliset tiedot 2
= Ttdem Tieto Puutteelliset tiedot 2

r=,/% Maarittelematén 2

Tehtavassa 10-1 taulukossa [6.21] on paljon oikeanlaisia virheellisia vastauksia, joissa
on vaara kerroin. Ohjelmallisesti lajiteltujen vastausten virheet on helppo jakaa kolmeen
luokkaan, joille voi antaa yhteisen palautteen. Tehtavassa tuli myés paljon vastauksia,
joita ohjelma ei osannut kasitella. Kasinkirjauksessa syntaksivirheiksi tulkittavia oli melko
paljon, n. 20 % kaikista vastauksista.

Taulukko 6.22. Tehtdvédssa 10-1 ohjelmallisesti jérjestetyt ja luokitellut [17] samankaltai-
set vastaukset koottuna yhteen.

10-1 Virhetyyppi Luokittelu Maara
Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus, 45
Tieto Puutteelliset tiedot 8

Maarittelematon

Taulukossa [6.23| tehtavan 10—1 vastaukset luokiteltuna niin, ettd samankaltaiset oikean-
laiset vastaukset on kerétty yhteen. Taulukosta ndhdaan, etta suurin osa (82%) virheista
voidaan luokitella samaan luokkaan.

Tehtévéasséa 10—1 virheiden Kasinkirjaus antaa paremman kokonaiskuvan tehtévéssa teh-
dyista virheistd. Tehtavassa on tehty paljon syntaksi ja sievennysvirheitd. Ohjelmallisen
lajittelun tuloksena on kuitenkin I6ydetty tyypillisimmat tehtavasséa tehdyt virheet. Kun
huomioidaan kasinkirjauksessa ldydetyt syntaksi- ja sievennysvirheet, saadaan realisti-
nen kuva tehtavassé tehdyista virheista.
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Taulukko 6.23. Tehtdvdsséd 10-1 kdsinkirjauksessa havaittujen virhetyyppien luokitellut
|17] samankaltaiset vastaukset koottuna yhteen.

Virhetyyppi Luokittelu Maara
Laskuvirhe Oikeanlainen vastaus 85
Syntaksi 79
Tieto Puutteelliset tiedot 70
Sievennys 46

Maaritteleméaton 2
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6.5 Kyselytutkimuksen tuloksia

Kyselytutkimuksella selvitettiin opiskelijoiden kokemuksia kertausohjelmasta ja sen uusis-
ta ominaisuuksista. Taulukkoon sivulla koottu ohjelman tarkeimpid ominaisuuksia
koskevia neliportaisella Likert-asteikolla arvioituja kysymyksia. Vastausvaihtoehdot ovat
0 = "taysin eri mieltd”, 1 = "jokseenkin eri mieltd”, 2 = "jokseenkin samaa mieltd” ja 3 =
“tdysin samaa mieltd” [86]. Vastaajia Likert-asteikollisiin kysymyksiin oli 156.

Mahdollisuus tehda tehtavia paikasta ja ajasta riippumatta sai suurimman joukon mie-
lestd (87%, 85%) mydnteisimman arvion ja vastausten keskiarvot olivat 2,83 ja 2,81.
Mahdollisuus kirjoittaa valivaiheita oli myds pidetty ominaisuus, ja se sai keskiarvon 2,45.
Kommenttien kirjoittamista ei mielletty yhta tarkeaksi, ja sen keskiarvo oli 1,88.

Taulukko 6.24. Kertausohjelman uusia ominaisuuksia koskevat kysymykset.

Vastaus 0o 1 2 3 Keskiarvo

Oli hyva, etta saatoin tehda

kertaustehtavia milloin vain. 2 1 18 135 2,83
Oli hyva, ettd saatoin tehda
tehtavia missé vain. 2 3 18 133 2,81

Ohjelman mahdollisuus kirjoit-
taa valivaiheita nakyviin on hyva

ominaisuus. 6 7 54 89 2,45
Oli hyva, etta ohjelmassa pystyi
kirjoittamaan kommentteja. 12 42 54 48 1,88

Sain korjattua vastaustani
ohjelman antaman palautteen

perusteella. 11 75 80 27 1,79
Ohjelman antama palaute ol
mielestani riittavaa. 24 68 57 7 1,3

Suurin osa onnistui korjaamaan vastaustaan ohjelman antamien vihjeiden perusteella
ainakin jonkin verran (keskiarvo 1,79), mutta ohjelman antama palaute ei ollut opiskeli-
joiden mielesta riittavaa (Keskiarvo 1,3). Liséksi kertaustehtavat koettiin hyvaksi tavaksi
kerrata matematiikan perustaitoja (Keskiarvo 2,31).

Sanallisilla vastauksilla haluttiin selvittda opiskelijoiden kokemuksia ohjelmasta omin sa-
noin. Sanallisiissa kysymyksissa vastaajia oli kaikkiaan 149. Ohjelma ei pakottanut vas-
taamaan kaikkiin kohtiin, joten vastaajamaara vaihtelee hieman kysymyskohtaisesti.

e Mita hyvaa kertausohjelmassa oli?

e Mitd huonoa kertausohjelmassa oli?

Kysymyksiin tuli suuri maara erilaisia vastauksia. Vastauksista etsittiin yhteisia piirteita
niin, ettd saman luokan vastauksista 16ydettiin yhteinen kuvaava sana. Ensimmaiseen
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kysymykseen, "Mita hyvaa kertausohjelmassa oli", 16ydettiin luokat helppous, monipuoli-
suus, hyéty, joustavuus ja palaute. Naihin luokkiin mahtui 79 % vastauksista.

Taulukko 6.25. Luokitellut vastaukset kysymykseen "Mita hyvda kertausohjelmassa oli?".

Helppous Monipuolisuus Hyo6tynakékulma Joustavuus Palaute
30 29 28 19 11

Taulukossa on viiteen luokkaan luokitellut kyselytutkimuksen sanalliset positiiviset
vastaukset. Liséksi kysymykseen saatiin 18 vastausta, joita ei saatu luokiteltua viiteen
paaryhmaan. Vastaajia oli kaikkiaan 135.

Toiseen kysymykseen, "Mita huonoa kertausohjelmassa oli", saatiin 140 vastausta. Kiel-
teiset mielipiteet luokiteltiin samalla tavalla kuin edellisen kysymyksen vastaukset toistu-
vien kuvaavien sanojen mukaan. Tarkasteluun valittiin viisi useimmin toistuvaa vastaus-
ta. Nyt |6ydettiin luokat syntaksi, epdselvd, vélivaiheet, ohjeistus, ja ei hyvaksy vastausta.
Naihin luokkiin mahtui 76 % vastauksista ja luokittelemattomia vastauksia oli 33. Huo-
noiksi koetut ominaisuudet ominaisuudet luokiteltuna taulukossa [6.26l

Taulukko 6.26. Luokitellut vastaukset kysymykseen "Mitd huonoa kertausohjelmassa
oli?".

Syntaksi Palaute Valivaiheet Ohjeistus Ei hyvaksy vastausta
57 24 11 10 5

Kertausohjelman huonoista puolista selvasti yleisimmin on mainittu syntaksi (41 % kaikis-
ta vastauksista). Késinkirjauksessakin havaittiin, etta syntaksivirheet ovat monille yleisin
virhetyyppi. Toisaalta useimmat saivat tehtavat kuitenkin tehtya. Késinkirjauksessa usei-
den syntaksivirheiden takia keskeytyneiksi merkityt tehtavat saatiin lopulta tehtya oikein,
vaikka yrityskertoja saattoi kertya paljon keskimaaraistd enemman.

Kertausohjelman kehittdjan nakékulmasta erityisesti huonoimmiksi koettujen ominaisuuk-
sien I6ytdminen on hyddyllista. Kertausohjelman toteutuksen kannalta erityisesti syntaksi-
virheisiin liittyvat kommentit, k&sinkirjauksessa havaittu syntaksivirheiden suurehk@ maa-
ra ja kertausohjelman kaytettavyytteen liittyvat kommentit auttavat ohjelman kehittajia pa-
rantamaan ainakin tehtavien ohjeistusta ja muokkaamaan tehtadvanantoja uudelleen.
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7 POHDINTA JA YHTEENVETO

Tassé tydssa tarkasteltiin opiskelijoiden sédhkdisessd muodossa tekemia ratkaisuja ma-
tematiikan tehtaviin ja niiden automaattista arviointia. Tutkimus tehtiin Tampereen tek-
nillisen yliopiston perustaitotestin kertauksen yhteydessa. Tydssé tutkittiin ensisijaises-
ti, kuinka opiskelijoiden vastauksia voidaan lajitella niin, ettd samankaltaiset virheelliset
ratkaisut voitaisiin luotettavasti kerdtd samaan kategoriaan ja arvostella tulevaisuudessa
automaattisesti.

Perustaitojen testin kertauksessa ensimmaista kertaa kaytetty MathCheck-kaavatarkastin
on uudenlainen opiskeluohjelma, joka mahdollistaa vastausten kirjoittamisen kokonaisuu-
dessaan valivaiheineen. Aiemmat ohjelmat eivat ole sallineet opiskelijan kirjoittaa vas-
tausta harjoitus- tai testikysymykseen valivaiheineen yhdella ja samalla ohjelmalla niin,
etta vélivaiheet ovat osa arvioitavaa vastausta. MathCheck osaa my6s antaa palautetta
ja ohjaa opiskelijaa tehtavan ratkaisussa ilman opettajaa.

Toissijaisena tutkimuskohteena oli, kuinka opiskelijat onnistuivat sdhkéisten kertaustehtéa-
vien tekemisessd, ja miten valmiita uudet opiskelijat olivat omaksumaan pelkastaan sah-
kéisen opiskelujarjestelman matematiikan tehtavien yhteydessa. Tutkimuksessa haluttiin
liséksi kerata tietoa uudenlaisen kertausohjelman toiminnasta.

Tutkimusprojektia esiteltdessa yleisolle osalle kuulijoista nousi huoli matematiikan opin-
tojen sahkdistymisen mielekkyydesta. Opintojen s@hkdistyminen on joka tapauksessa
my6s matematiikassa pysyva ja vahvistuva suuntaus. Ty6 ei ole kannanotto opintojen
s@hkodistymisen puolesta tai vastaan, vaan tarkoituksena oli tutkia milla tavalla sdhkoisty-
vid opintoja voitaisiin tehda mielekkdammiksi seka opiskelijoille etté opettajille.

Koska perustaitotestissa on hyvin erityyppisia tehtavia, myés niissa tehtyja virheité tar-
kasteltiin tehtavaalueittain. Léydettyjen virheiden luokitteleminen on yleensa tapauskoh-
taista, ja luokittelumalli kehittyy sitd kaytettdessa. Koska nyt ei ollut aiempaa kokemus-
ta matematiikan tehtéavien virheiden luokittelusta, tdssa tyéssa valittiin kayttédn yleinen
malli [17], jota sovellettiin tehtavatyyppikohtaisesti.

Tydn ensimmaisessa vaiheessa lajiteltiin koko kertausohjelmasta saatu vastausdata teh-
tavittain niin, etta kaikki samaa tarkoittavat ratkaisut kerattiin yhteen ja laskettiin. Kiinnos-
tuksen kohteena oli, kuinka tehtavien lajittelu onnistuu ohjelmallisesti ja ovatko tulokset
luotettavia. Tulosten tarkistamiseksi ja ohjelmallisessa laskennassa piiloon jaavien virhei-
den I6ytamiseksi valituissa tehtavissa tehtyja virheita laskettiin my6s kasin.
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Kyseessa oli kaikille TTY:n opiskelijoille avoin kertausohjelma, ja vastausten joukossa oli
tutkimuksen kohdejoukkoon kuulumattomien vastauksia. Kertausohjelman yrityskertoja
ei ollut rajoitettu, ja vastausdatan joukossa oli myds suuri maara sekalaisia vastauksia,
joilla ei ollut merkitysta tdman tutkimuksen kannalta. Nama tekijat aiheuttivat vastaus-
dataan epatarkkuutta, mutta tarkoituksena oli 16ytaa tyypillisimmat virheet vastausdatan
joukosta, eika ylimaaraisilla vastauksilla ollut merkitystd tdman tyén tavoitteen kannalta.

Ohjelmallisen lajittelun tulosten vertaamiseksi virheita laskettiin tarvittaessa myds kéasin.
Kasinkirjausta varten vastausdata puhdistettiin seka ylimaaraisista vastaajista etta vas-
taajien tunnistetiedoista. Siita saatiin samankaltaisia tuloksia kuin ohjelmallisessa lasken-
nassakin.

Késinkirjaus oli tydlasté, mutta silla oli yksi merkittéava etu. Ohjelmallinen laskenta ei pys-
tynyt erottelemaan esimerkiksi syntaksista aiheutuvia virheita eik& keskeyttaneita. Kasin-
kirjauksessa kaytiin samat tehtavat 1api kuin ohjelmallisestikin, ja kaikki vastaukset voitiin
huomioida. Kaikilla kasinkirjauksen tuloksilla ei ole tadssa yhteydessad merkitysta, mut-
ta ne kertovat esimerkiksi opiskelijoiden valmiudesta vastata tehtaviin sahkdisesti. Myds
ohjelman ohjeistusta voidaan parantaa kasinkirjauksen tulosten perusteella.

ltseisarvoista tarkasteltiin 1dhemmin tehtavaa 2-3 (Katso taulukko ltseisarvotehta-
vissa useimmat virheet (30 %) olivat sindnsé oikeanlaisia, mutta vastaus oli desimaali-
muodossa, kun vastaukseksi odotettiin tarkkaa arvoa. Toiseksi eniten itseisarvotehtavas-
sé tehtiin etumerkkivirheitad (28 %). Loput virheet olivat sekalaisia, maarittelemattémia ja
puutteellisista tiedoista johtuvia virheitd (43 %). Kaikki virheet ovat listattuna taulukossa
Kuvaavaa itseisarvotehtéville oli sekalaisten vastausten suuri maéara. Késinkirjauk-
sessa my0s syntaksivirheet korostuivat.

Ensimmaisen asteen yhtalétehtédvéssa 5—4 tehtiin védhan virheita. Yhtalétehtavissa (Tau-
lukko tehdyt virheet olivat Iahinn& pienia laskuvirheita ja etumerkkivirheitd. Vain teh-
tavassa 5-5 osalle opiskelijoita oudompi neperin luku e luku ja = kertoimena aiheuttivat
ongelmia.

Toisen asteen yhtalétehtévassa (Taulukko [6.10), jossa juuret ovat kokonaislukuja, tyypil-
liset virheet olivat etumerkkivirheita tai oli 16ydetty vain toinen juuri. Jos tehtavasta tuli
vastauksena murtolukujuuria, virhevariaatioiden ja sekalaisten virheiden maara kasvoi,
samoin desimaalilukuvastausten. Erityisesti yhtalétehtavissa havaittiin selvasti, etta opis-
kelijat pystyivat parantamaan suoritustaan mitd enemman harjoittelivat. Useimmat myds
lopulta onnistuivat tehtavissa.

Trigonometrian yhtélétehtavassd 10-1 (Taulukko vastauksena oli 7 jaettuna koko-
naisluvulla. Tyypillinen virheellinen vastaus oli oikeanlainen, mutta nimittaja oli laskettu
vaarin (82 %). Trigonometrian yhtalétehtévissa tuli suhteessa kaikkiin tehtavasarjoihin
eniten epaonnistumisia. Kyselytutkimuksen mukaan opiskelijat pitivat trigonometrian teh-
tavia vaikeina, ja monet mainitsivat syyksi laskinten kaytén aiemmissa opinnoissa.

Opiskelijoiden onnistumista tehtévissa voidaan arvioida toisen ohjelmallisen laskennan
ja kasinkirjauksen perusteella. Toisen ohjelmallisen laskennan perusteella matemaatti-
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semmin suuntautuneella ryhmalld MAT-1 suurin osa epdonnistumisista oli juuri trigono-
metristen yhtaldiden tehtavissa. Toisessa, IMA-123 ryhméassa virheita tuli tasaisemmin.
Selittdvana tekijana on ainakin edeltavistd matematiikan opinnoista kulunut aika.

Ryhmia verrattiin toisessa ohjelmallisessa lajittelussa toisiinsa. Vaikeammissa tehtavissa
I0ydettiin tilastollisesti merkitsevaa eroa ryhmien valilla, mutta samalla huomattiin, etta
vaikeimpia tehtavia olivat tehneet paaasiassa matemaattisesti suuntautuneet opiskelijat.
Sinansa tasoero perustaidoissa jo opiskelutaustan ja opintoihin hakeutumisen perusteel-
la on selva, vaikka poikkeuksiakin yleensa on.

Kasinkirjauksen perusteella suurin osa opiskelijoista osasi korjata vastaustaan melko hy-
vin ohjelman palautteen perusteella. Tehtyjen yritteiden maaréssa oli tehtdvékohtaista
vaihtelua, mutta virheellisid yritteita tuli tyypillisesti muutamia kullekin opiskelijalle. K&-
sinkirjauksessa tehtava merkittiin keskeytyneeksi kymmenen yrityskerran jalkeen, mutta
useimmat saivat tehtévat kuitenkin lopulta oikein. Kertausohjelmana kaytetyn MathCheck-
kaavatarkastimen hyva puoli onkin, ettd se antaa heti palautetta tehtavista, jolloin opiske-
lijat voivat yrittdd tehtdvaa valittémasti uudelleen. Ohjelman antamien ohjeiden ja vihjei-
den huomaaminen ja tulkitseminen tuotti luultavasti aluksi vaikeuksia, koska s&hkdinen
matematiikan tehtavien kirjoittaminen oli monille uutta.

Ohjelmallisen lajittelun todettiin olevan riittdvan tarkka etsittyjen samaa tarkoittavien vas-
tausten lajitteluun. Nyt ongelmana oli erilaisten ja sekalaisten vastausten suuri maara.
Jos tehtavissa olisi ollut esimerkiksi rajoitettu maara vastausmahdollisuuksia, lajittelu oli-
si ollut huomattavasti tarkempi. Taman tyon tarpeisiin ohjelmallisella lajittelulla saatiin kui-
tenkin riittdvan tarkat tulokset. Ohjelmallinen lajittelu 16ysi tehtéavien tyypillisimmét virheet,
ja listasi ne helposti luettavaan muotoon niiden lukum&éran mukaan. Kasinkirjauksessa
saatiin kasitys tyypillisista virheistd, joita ohjelma ei havainnut.

Jos samankaltaista ohjelmaa kaytettaisiin vastaavan kertauksen pitamiseen, hyva vaih-
toehto olisi antaa opiskelijalle muutama korjausmahdollisuus jonka jalkeen tekija voisi 1&-
hettdd vastauksen tarkastettavaksi. Vaihtoehtoisesti ohjelman palauteominaisuuden voi
kytked nakymattdémiin. Opiskelija saisi korjata vastaustaan niin monta kertaa kuin haluaa,
mutta hanella olisi ainoastaan yksi mahdollisuus palauttaa se. Talléin MathCheck taustal-
la joko hyvaksyisi tai hylkaisi vastauksen ja tehtava voitaisiin arvostella automaattisesti.

Ohjelman alkuperaisessa kayttotarkoituksessa matematiikan harjoitusohjelmana ohjelma
toimii sellaisenaan hyvin, kunhan kéyttaja on perehtynyt ohjelman kayttdmaén syntaksiin.
Opiskelijat pitivat vaikeaa syntaksia ohjelman huonoimpana puolena, ja ohjelman kayt-
t66n pitéisi ainakin vdhemman ohjelmistoja kayttaneitéa opiskelijoita perehdyttdd parem-
min. Jonkinlainen pakollinen syntaksin harjoittelutehtava esimerkiksi aina uuden tehtava-
tyypin alussa voisi olla hyva ratkaisu. Vaikeaksi koetusta syntaksista huolimatta useimmat
kuitenkin saivat tehtavat tehtya, vaikka joillekin kertyi kymmenia yrityksia. Toisaalta voi-
si ajatella, etta opiskelijoiden pitdisi ndhda vahan vaivaa ainakin ohjelmien peruskayton
opettelemiseksi, koska useissa matematiikkaohjelmissa syntaksi on samankaltainen.

Edellinen kappale osaltaan vastasi kysymykseen, miten opiskelijat onnistuivat sahkoi-
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sessd kertauksessa. Vaikka jotkut tarvitsivat useita yrityksia onnistuakseen, lahes kaikki
onnistuivat lopulta. Silloin ohjelma toimi niin kuin pitikin.

Myds MathCheck-kaavatarkastimen uusien ominaisuuksien toiminnasta oltiin kiinnostu-
neita. Kyselytutkimuksen perusteella opiskelijat pitivat ohjelman ominaisuuksia hyving,
erityisesti mahdollisuutta tehda tehtavia valitsemassaan paikassa ja silloin kun itselle
sopii. My@s ohjelman ohjaavia ominaisuuksia pidettiin hyvina, vaikka osa opiskelijois-
ta ei kokenut ohjelman antamaa palautetta riittavaksi. Joka tapauksessa MathCheck-
kaavatarkastimen ominaisuuksien hyddyntdmiseen ja kehittdmiseen kannattaa kiinnittaa
huomiota, jotta niité voitaisiin hyddyntda nykyista laajemmin myds yliopistomaailman ul-
kopuolella.

Kehitystehtdvana tulevaisuudessa voisi olla sekd automaattisen arvioinnin kehittdminen
ettd MathCheck-kaavantarkastimen hyddyntadmisessé laajemmin. Tehtavia voisi rakentaa
esimerkiksi niin, etta jos kertaustarvetta on enemman, saman kokonaisen tehtavéan voisi
toteuttaa pienemmissa osissa tehtavasarjana, jonka jalkeen palataan alkuperéiseen teh-
tavaan. Myds tehtévien ohjeistusta voisi liséta jokaisen tehtavatyypin yhteyteen. Harkita
voi myos pitaisikd tehtavasarjassa paasta eteenpain ennen kuin ohjelma on hyvaksynyt
ensimmaiset tehtavat.

Tydssa I0ydettiin vastaukset tutkimuskysymyksiin. Ohjelmallisella lajittelulla |6ydettiin tois-
tuvat virheelliset ratkaisut tehtéavatyypeittain. Opiskelijoiden todettiin myds onnistuvan
sdhkdisesti toteutetuissa matematiikan harjoitustehtévissa padosin hyvin, vaikka ohjel-
man ohjeistuksessa todettiin pienia puutteita. Kertausohjelman ominaisuuksiin suhtau-
duttiin kuitenkin positiivisesti ja se kannustaa kehittdmaan kertausohjelmaa myds tulevai-
suudessa.
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A PERUSTAITOJEN SAHKOISET

KERTAUSTEHTAVAT

Taulukko A.1. Kertaustehtédvien tehtdvésarjojen 1—4 tehtévét

| Tehtavat

1 \Peruslaskutoimitukset

1.1 | Maarita luvun —13 kaanteisluku.
1.2 | Maarita luvun 6 vastaluku.
1.3 | Laske lausekkeen - -z +4arvo,kun d = 4. Anna vastaus
kokonaislukuna, kun a ja b ovat kokonaislukuja
1.4 | Laske lausekkeen z* + 3 arvo, kun z = 3
1.5 | Laske lausekkeen :—i : % arvo murtolukuna
2 | Itseisarvo
2.1 | Ratkaise luvun a — b itseisarvo
2.2 | Ratkaise luvun 5 — 13 itseisarvo
2.3 | Ratkaise luvuny/3 — 6 itseisarvo
2.4 | Ratkaise luvun 6 — In(e'!)
2.5 | Ratkaise luvun sin(e”) + 6 — 7+/2 itseisarvo
3 | Lausekkeiden sieventdminen
3.1 | Sievenna 2002-50)
3.2 | Sievenna cos 3 + cos %”
3.3 | Sievenna (z +y)? — (z — y)? + 22y
3.4 | Sievenna % -z
3.5 | Sievenna % — (x +2). Oletetaan, ettd = > 0
4 | Osamurtokehitelma
4.1 | Maaritd osamurtohajotelman FIEEE) +9) = + 19 kertoimet A ja B. Kirjoita kehitelmén
oikea puoli uudelleen laskemillasi arv0|lla. Oletetaan, ettd x # —9.
4.2 | Maaritd osamurtokehitelman x(%_g) =4 + B kertoimet A ja B. Kirjoita kehitelman
oikea puoli uudelleen laskemillasi arvoilla. Oletetaan etté xr#£0jax #£8.
4.3 | Maaritd osamurtokehitelman (%10)1(”10) = 10 + :v+10 kertoimet A ja B. Kirjoita
kehitelman oikea puoli uudelleen Iaskemilla5| arv0|lla Oletetaan, ettd x # 10 ja x # —10.
4.4 | Maaritd osamurtokehitelman (%3‘";% = 3 + ~Z; kertoimet A ja B. Kirjoita
hajotelman oikea puoli uudelleen laskemillasi arv0|IIa. Oletetaan, ettd « # 3 ja x # 4.
4.5 | Maarita osamurtokehitelman -0+, = £ + Zr + 7 kertoimet A ja B. Kirjoita

kehitelméan oikea puoli uudelleen laskemillasi arvoilla. Oletetaan, ettd « # 0 ja x # 5.
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Taulukko A.2. Kertaustehtévien tehtdvédsarjojen 5-9 tehtdvét

‘ Tehtavat
5 \ Ensimmaisen asteen yhtalo
5.1 | Ratkaise z yhtalésta = + 4 = 4.
5.2 | Ratkaise z yhtalésta = + 5 = 2z.
5.3 | Ratkaise z yhtaldésta = + 3 = 2z + 4.
5.4 | Ratkaise z yhtalésta 9x 4+ 7 = 5z + 3.
5.5 | Ratkaise x yhtalostd ex + 6 = mx + 8.
6 | Toisen asteen yhtald
6.1 | Ratkaise toisen asteen yhtalé 2 — 9z = 0.
6.2 | Ratkaise toisen asteen yhtalén 222 — 9z + 3 = 0 diskriminantti.
6.3 | Ratkaise 22 + 9z + 20 = 0.
6.4 | Ratkaise —9z2 — 24x — 7 = 0. Kannattaa kayttda tassa laskinta diskriminantin
laskemiseen.
6.5 | Ratkaise 822 — 2z — 10 = 0.
7 | Polynomiepéayhtéalot
7.1 | Ratkaise ne muuttujan x arvot, jotka kuuluvat valille [0, 7] ja toteuttavat yhtalén
sin(x) = @ Anna vastaukset radiaaneissa tarkkana arvona.
7.2 | Ratkaise kaikki lukua 7 pienemmat kokonaisluvut, jotka toteuttavat
yhtalon 22 — 5z +4 < 0.
7.3 | Ratkaise kaikki lukua 3 pienemmat kokonaisluvut, jotka toteuttavat
yhtalon 0 < x(2? — 49). Kannattaa piirta& kuva.
7.4 | Ratkaise kaikki lukua 9 pienemmat kokonaisluvut, jotka toteuttavat murtoyhtalén
% < 0. Nyt murtoyhtalén osoittaja ja nimittaja pitéda tarkastella erikseen.
7.5 | Ratkaise kaikki lukua 4 pienemmat kokonaisluvut, jotka toteuttavat
epayhtalon z2 — 1 < 3z + 3.
8 | Epéayhtalot
8.1 | Etsi kokonaislukuarvot, joilla in(x — 5) > 0, kun = < 10.
8.2 | Ratkaise kaikki kokonaisluvut, jotka toteuttavat yhtalén |« + 3| < 4.
8.3 | Ratkaise reaaliluvut, jotka toteuttavat yhtalén z = /z + 2.
8.4 | Ratkaise reaaliluvut, jotka toteuttavat yhtalon e2* = 6e®
8.5 | Ratkaise reaaliluvut, jotka toteuttavat yhtalon e2* = z — 9.
9 | Toisen asteen yhtélé
9.1 | limoita radiaaneina x = 50 astetta.
9.2 | limoita asteina 5 rad.
9.3 | Laske yhtélén sin(z) = ? ratkaisut valilla [0, 2x]. limoita vastaus radiaaneissa.
Vastauksessasi m = pi.
9.4 | Laske yhtélon cos(z) = @ ratkaisut valilla [0, 27] K&yta positiivista kiertosuuntaa
ja ilmoita vastaus radiaaneissa. Vastauksessasi pi = .
9.5 | Milloin tangentti tan(x) saa arvon /3 ? Etsi muistikolmioiden avulla kulmat .

Tangentin arvo toistuu 7 : n valein. Olkoon liséksi = € 0, 2.




Taulukko A.3. Kertaustehtévien tehtdvésarjojen 10—13 tehtévét
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| Tehtavat
10 \ Trigonometriset yhtélot

10.1 | Laske yhtalon sin(7x) = cos(x) ratkaisu radiaaneissa? Olkoon x € 0, 27. Etsi
taulukosta sinin ja kosinin palautuskaavat ja muunna niin, ettd yhtalén molemmat
puolet ovat muotoa sin(a) = sin(b). Anna pienin positiivinen ratkaisu.

10.2 | Laske yhtaldn cos(8z) + 1 = 0 ratkaisu radiaaneissa. Anna jélleen pienin
positiivinen ratkaisu. Vinkki: Milloin cos saa arvon —1 ?

10.3 | Laske lausekkeen 2sin(73) + cos(%) arvo. Kulmien tarkat arvot muistikolmioista
tai trigonometristen funktioiden taulukosta. Tassé tehtdvassa kirjoita vastauksesi
suoraan yhtasuuruusmerkin peraan.

10.4 | Mik& on kulman z suuruus radiaaneissa, kun tan(8z) = +/3? Tangentin arvoja ldytyy
trigonometrian taulukoista. Anna pienin positiivinen ratkaisu.

10.5 | Laske yhtalon sin(6x) = sin(3z + 2) ratkaisu. Trigonomiset funktiot ovat jaksollisia,
niiden kuvaajat toistuvat samanlaisina jaksottain. Esim. sinille ja kosinille sama
kulma toistuu 27:n valein. Anna vastauksessasi pienin positiivinen
ratkaisu radiaaneina.

1 Eksponentti- ja logaritmifunktio

11.1 | Ratkaise logaritmiyhtél6 In(z) = 13. Olkoon x # 0

11.2 | Ratkaise eksponenttiyhtalé 62 = 16.

11.3 | Ratkaise yhtalon e® — 4z = €™ arvo.

11.4 | Ratkaise logaritmiyhtald in(9z) = in(z + 3) + 1.

11.5 | Ratkaise yhtélé e—4x = 5.

12 | Yhtélon ratkaisu

12.1 | Sievenna % Olkoon = # —6

12.2 | Ratkaise muuttujan z suhteen yhtal6 275773 = 4

12.3 | Ratkaise murtoyhtalé muuttujan = suhteen 1% = 2 + —L-_ Jatka tehtavan alkua
ja viimeisen rivin tulee olla muodossa < z = ...

12.4 | Ratkaise sin2(x) + cos(z) = 1. Mieti, miten Pythagoraan lause toteutuu
yksikkdympyrassé (hypotenuusa = 1) niin, etta yhtaléén jaa vain kosinia.

Valitse yhteinen tekija sopivasti... Olkoon = € [0, 7]

12.5 | Ratkaise yhtél6 4z + 6 cos % +2cos® I — Tsing = 0.
Vastaa kokonais- tai murtoluvulla.

13 | Alkeisfunktioiden derivointi

13.1 | Laske funktion f(z) = 42'3 derivaatta.

13.2 | Laske %7005(1’).

13.3 | Laske L6in(5z).

13.4 | Laske funktion f(z) = —2¢** + 2% derivaatta.

13.5 | Laske funktion f(z) = (2 — 3z)® derivaatta.




Taulukko A.4. Kertaustehtédvien tehtdvésarjojen 14—16 tehtavét

| Tehtévat

14 ‘ Derivointi
14.1 | Laske funktion f(z) = 42% — 3z + 7 derivaatta.
14.2 | Laske £ (=%).
14.3 | Laske L (22(2? +6)
14.4 | Laske -L (3sin(z) + 82?).
145 | Laske - (In(9z) 4 2¢2*,

15 | Alkeisfunktioiden integrointi
15.1 | Integroi f(x) = 2% + 3z.
15.2 | Laske [ (6t — 2)dt.
15.3 | Integroi f(z) = 32® — 2z — 3+ 5. Olkoon = # 0.
15.4 | Integroi funktio f(z) = 22° + 4 + cos(x).
15.5 | Integroi f(z) = <. Oletetaan, ettd = > 0.

16 ‘ Integrointi
16.1 | Integroi f(x) = €% + 4 cos(3z).
16.2 | Integroi funktio f(x) = ze®.
16.3 | Integroi funktio f(z) = x2%e®.
16.4 | Integroi funktio f(x) = sin(x) cos(x).
16.5 | Integroi funktio f(z) = ze® + sin(x) + /.
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B KYSELYTUTKIMUKSEN KYSYMYKSET

Kysely matematiikan perustaitojen kertauksesta matematiikkajumpan(MCjumppa)
ja TIM-sivuston avulla. Molempien sivustojen kertaustehtéavit toteutettiin MathCheck-
ohjelmalla.

Kurssi

O MAT-04600 Insinddrimatematiikka 123
O MAT-01160 Matematiikka 1
O MAT-01010 Johdatus yliopistomatematiikkaan

Perustaitotestin suoritustapa ja harjoitteluun kaytetty aika, anna arviosi tunteina.

Lapaisin perustaitotestin kertaamatta.
Olen suorittanut perustaitotestin aiemmin.
En ole suorittanut perustaitotestia.
Kertasin MCjumppa-sivustolla.

Kertasin TIM-sivustolla.

Kertasin laskutuvassa.

OCO0OO0OO0OO0O

3. Missa opiskelit matematiikkaa viimeksi ennen tata syksya?

Lukio, pitkd matematiikka.
Lukio, lyhyt matematiikka.
Ammattikorkeakoulu.
yliopisto.

Muu, mika?

OO00O00O0

Kauanko siita on, kun opiskelit matematiikka viimeksi?
Vuosi tai vahemman

1-2 vuotta.

2-5 vuotta.

5-10 vuotta.

Yli kymmenen vuotta

OO00O00O0O
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Sukupuoli
O Nainen. (O Mies. (O En halua vastata.

Vastauksessasi
0=Taysin eri mieltd 1=Taysin samaa mieltd 2=Osittain samaa mielta 3 Taysin sa-
maa mielta

Osio 1

Oli hyva, etta saatoin tehda kertaustehtavia missa vain.

Oli hyva, ettéd saatoin tehda kertaustehtavia milloin vain.

Tein tehtavét taysin itsendisesti.

En kayttanyt lainkaan apuna matematiikkaohjelmistoja kertaustehtavia
tehdessani (Matematiikkaohjelmistoja ovat esim. Matlab,
WolframAlpha,CAS-laskimet).

MCjumppa ja TIM-sivuston kertaustehtavét oli hyédyllinen tapa kerrata
matematiikan perustaitoja.

Tein kertaustehtavia vain koska perustaitojen testi on pakollinen osa
kurssin suoritusta.

MCjumppa oli mielestani parempi kertaukseen kuin TIM-sivusto.
Ohjelma motivoi minua tekemaan tehtavia.

Halusin oppia lisda kerratessani.

En pystynyt arvioimaan osaamistani kertaustehtéavien avulla.

Olisin halunnut kerrata enemman perinteisesti kynalla ja paperilla
esimerkiksi laskutuvassa.

OO0 e
OO0 =
OOOw~
OO0 w

o O0OO0O00O0 O O
o O0OO0O00O0 O O
O OO0 O O
o O0OO0O0O0O0 O O

Osio 2 o 1 2 3
Ohjelman mahdollisuus kirjoittaa tehtévien véliaiheita nakyviin on
hyédyllinen ominaisuus.

Oli hyva, ettd ohjelmassa pystyi kirjoittamaan kommentteja.

(Kommentit ovat muistiinpanoja tms. valituloksia, joita ohjelma ei tarkista).
En hy6édyntanyt vélivaiheita tehtavissa lainkaan.

Hyddynsin usein kommentteja tehtavissa.

Ohjelman antamasta palautteesta ei ollut minulle hyétya.

Sain korjattua vastauksiani ohjelman antaman palautteen perusteella.

En kokenut oppivani mitdan uutta kerratessani ohjelman avulla.

Ohjelman antama palaute oli mielestani riittavaa.

Vastausten syéttdminen ohjelmaan oli helppoa.

Sain riittavasti ohjeistusta vastausten sy6ttamiseksi ohjelmaan.

En kayttanyt moodlessa olleita tukimateriaaleja lainkaan.

Ohjelma motivoi minua tekemaan tehtavia.

En pystynyt arvioimaan osaamistani kertaustehtavien avulla.

OCOO0OO0OOOOOOOOO O
OCOO0OO0OOOOOOOOO O
OCOO0OO0OOOOOOOOO O
OCOO0OO0OOOO0OOOOOO O

Osio 3. sanalliset vastaukset

Mita hyvaa kertausohjelmassa oli?
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Mit& huonoa kertausohjelmassa oli?.

Kumpiin tehtaviin oli helpompi vastata, MathCheck- vai Stack -tehtéviin ja milla tavalla?

Kuinka monta tehtavaa arvioit tehneesi harjoitellessasi?

Painottuiko jokin osa-alue harjoitellessasi? Jos, niin miksi?

Mita hydtya koit kertaustehtavista?

Mitka kaksi osa-aluetta koit vaikeimmiksi kerratessasi?

Mité kertaustehtavien toteutuksessa voisi parantaa?

Kerro viela mitd mielta olet koko matematiikan perustaitojen kertausprosessista?
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