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Tamai tutkielma kisittelee kombinatorista pelia Chomp, jonka pelialue voidaan ajatella
suklaalevynad, josta alin vasemmanpuoleisin pala on myrkyllinen. Pelaajat poistavat vuorotellen
osioita suklaalevysti ja pelaaja, joka joutuu poistamaan myrkyllisen palan, havidi. Tutkielmassa
kisitellddn sekd kombinatoristen pelien teoriaa ettd erilaisten Chomp-pelien tuloksia.

Tutkielman alkuosa keskittyy kombinatoristen pelien teoriaan. Aluksi méadritelldin dérelli-
nen ja ddreton kombinatorinen peli ja esitetddn ndiden ominaisuuksia. Tamén jialkeen osoitetaan,
miten direllinen peli voidaan laajentaa vastaavaksi aarettomaiksi peliksi. Lisdksi esitetddn pelin
alkaminen keskenerdisestd pelitilanteesta. Kombinatorisiin peleihin liittyen mééritellddn stra-
tegian ja voittostrategian kasitteet sekd kdydddn ldpi ndihin liittyvid tuloksia. Esitetdin myos
strategian soveltaminen keskenerdiseen pelitilanteeseen. Alkuosan loppupuolella todistetaan
yksi kombinatoristen pelien tirked lause, Galen ja Stewartin lause, jonka mukaan jokaisessa
adrettomassd kombinatorisessa pelissd jommalla kummalla pelaajalla on voittostrategia.

Tutkielman loppuosa keskittyy kombinatoriseen peliin Chomp ja sen ominaisuuksiin. Aluksi
madritellddn pelin Chomp perusversio ja osoitetaan miten se voidaan tulkita aiemmin miiritel-
lyksi kombinatoriseksi peliksi. Seuraavaksi osoitetaan, etti Chomp-pelissi aloittavalla pelaajalla
on aina voittostrategia, jos pelialue siséltdd suurimman alkion. Timén jdlkeen esitetddn esimerk-
kejad tavanomaisista kaksiulotteisista Chomp-peleistd ja niiden tilanteista. Niistd kolmerivisen
Chomp-pelin eri tilanteiden voittostrategiat kasitellddn hieman tarkemmin. Perusversion kisit-
telyn jilkeen laajennetaan Chomp moniulotteiseksi, ja esitetddn esimerkkejd kolmiulotteisesta
ja neliulotteisesta pelialueesta. Lopuksi laajennetaan sekid kaksiulotteinen ettd kolmiulotteinen
versio myoOs ddrettomaéksi ja tutkitaan voittostrategioita ndissd pelialueissa.

Avainsanat: kombinatorinen peliteoria, strategia, voittostrategia, Gale-Stewart, Chomp
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1 Johdanto

Kombinatorinen peliteoria on matematiikan ja tietojenkdsittelyn ala, jonka juuret ulottuvat 1900-
luvun alkupuolelle. Nykyisen kombinatorisen peliteorian ajatellaan pohjautuvan J. H. Conwayn
teokseen On Numbers and Games vuodelta 1976 sekd E. R. Berlekampin, J. H. Conwayn ja R.
K. Guyn teokseen Winning Ways for your Mathematical Plays vuodelta 1982. (Ks. [7, s. xiii]).
Kombinatorinen peliteoria tutkii 1ahinnad kahden pelaajan tiydellisen informaation peleji, joissa
ei ole satunnaisuutta. Toisin sanoen kombinatorisissa peleissd molemmat pelaajat tietavit koko
ajan pelin tilan ja mahdolliset seuraavat siirrot. (Ks. [10]).

Kombinatorisen pelin voidaan kaikkein yksinkertaisimmillaan ajatella olevan lista mahdol-
lisia siirtoja, joita pelin kaksi pelaajaa voivat tehdi. Usein kombinatorisen pelin voittaja maéari-
telldin siten, ettd pelaaja, joka ei pysty tekemiin seuraavaa siirtoa, hivida pelin ja toinen pelaaja
on tdlloin voittaja. (Ks. [10]).

Kombinatorisiin peleihin lukeutuva Chomp-peli on kahden pelaajan strateginen peli, jonka
perusversion pelialue on m X n -kokoinen ruudukko, joka kuvataan usein suklaalevyni. Pelaajat
valitsevat vuorotellen palan suklaalevysti, ja kyseinen pala seké kaikki palat sen yldpuolelta ja
oikealta puolelta poistetaan pelialueesta. Viimeisen palan poistava pelaaja hividaa pelin. Alun
perin pelin idean on luonut Frederik Schuh, mutta nykyiseen tunnetumpaan muotoonsa sen on
muotoillut David Gale. Schuhin versiossa pelialue muodostuu jonkin luonnollisen luvun alkulu-
kutekijoiden monikerroista. Tédsséd versiossa pelaajat valitsevat vuorotellen jonkin alkuperdisen
luvun tekijidn. Pelaaja ei voi valita lukua 1 tai aiemmin valitun tekijin monikertaa, tai hdn havida.
Tutummassa versiossa eli Galen versiossa Chompin pelialue on osittain jirjestetty joukko, joka
sisdltdd pienimmin alkion. Schuhin ja Galen versiot ovat ekvivalentteja keskendin. (Ks. [11]).

Tamin tutkielman luvussa 2 kisitelldan kombinatorista peliteoriaa ja luvussa 3 késitelldin
kombinatorisiin peleihin liittyvd Galen ja Stewartin lause. Luvussa 4 kasitellddn kombinatorisen
Chomp-pelin perusversiota, jota luvussa 5 laajennetaan sekd moniulotteiseksi ettd ddrettomaksi.

Kombinatorisen peliteorian sekd Galen ja Stewartin lauseen osuuteen on tidssé tutkielmassa
padsaantoisesti kaytetty ldhteend Y. Khomskiin verkkodokumenttina julkaistua teosta Infinite
Games. Kaksiulotteisen Chomp-pelin osuuteen on padsidiantoisesti kiytetty ldhteend D. Zeilber-
gerin verkkodokumenttina julkaistua teosta Three-Rowed Chomp. Airettomiksi tai moniulot-
teiseksi laajennetusta Chomp-pelistd 1ihdemateriaalia on saatavilla hyvin niukasti, joten tidssa
osiossa on paljon itse tyOstettyd sisdltod.

Lukijalta odotetaan tunnetuksi lukion pitkdn matematiikan oppiméérdaa vastaavat tiedot,
joukko-opin perusteet, lukujonojen perusteet sekd induktiotodistuksen periaate. Lisdksi aikai-
sempi kombinatorisen peliteorian tuntemus on hyodyllistd mutta ei valttimétonta.



2 Kombinatorinen peli

Kombinatoriset pelit ovat kahden pelaajan pelejd, jotka eivit sisdlld sattumanvaraisia tietoja.
Pelit voivat olla direllisid tai ddrettomid ja ne voivat alkaa myos keskeneriisistd tilanteista.
Liséksi peleihin liittyy vahvasti strategian kisite, joka mairda pelaajien tekemii siirtoja.

2.1 Valmistelevia tarkasteluja

Esitelldadn aluksi joitakin hyodyllisid merkint6ji ja madritelmia kombinatoristen pelien késittelyn
tueksi seka tutkielman myohempad sisdltod varten.

Merkinta 2.1. Kiytetddn merkintdd w luonnollisten lukujen joukolle.

Merkinti 2.2. Kombinatoristen pelien miérittelyn apuna kdytetddn merkintdd [m] joukolle
{0,1,2,...,m—1},kun m € w.

Pelien erit kuvataan direllisini tai ddrettomini jonoina, joten seuraavaksi esitetdén jonoihin
liittyvid hyodyllisid merkintojd ja médritelmia.

Miaéritelma 2.3. (Vrt. [5, s. 2]). Olkoon s € |J,,¢,w" ddrellinen jono. Jos jonon s pituus on n,
niin jonon s i:s alkio, kun i < n, merkitién s(i). Vastaavasti ddrettdomén jonon x € w® j:s alkio,
kun j € w, merkitdan x(j).

Esimerkki 2.4. Olkoon ¢ € [m]" dérellinen jono, missd m,n € w. Talloin kaikilla i < n pitee
t(i) € [m] eli jonon t kaikki alkiot kuuluvat joukkoon [m].

Merkinté 2.5. Merkitdidn jonon s pituutta |s| ja tyhjaa jonoa (). Tyhji jono () on siis se yksika-
sitteinen jono, jonka pituus on 0.

Mairitelma 2.6. (Vrt. [5, s. 2]). Olkoon s, ¢ € |J,¢,w" ddrellisid jonoja, joilla |s| = nja |t| = m.
Télloin jonojen konkatenaatio on

st = (s(0),s(1),...,s(n—1),£(0),2(1),...,t(m — 1)).
Jos jono s on kuten edelld ja jono x € w®, niin
s”x = (500),s(1),...,s(n—1),x(0), x(1),...).
Mairitelma 2.7 (Alkusegmentti). (Vrt. [5, s. 2]). Olkoon s € w® jan € w. Télldin

s Tn=(s00),s(1),...,s(n—-1))

on jonon s alkusegmentti pituudella n. Jos a € |J,c, w" ja s € w®, niin a on jonon s alkuseg-
mentti, a < s, jos s | |a| = a.

Luvussa 3 kasiteltdvddn Galen ja Stewartin lauseeseen liittyy avoimen ja suljetun joukon
kisitteet, joiden méadritelmat esitetddn seuraavaksi.

Mairitelmé 2.8 (Avoin joukko). (Vrt. [5, s. 21]). Olkoon A € w®. Joukko A on avoin, jos
kaikilla s € w® pitee
s€A = Ja<sVx(a<x— xeA).
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Toisin sanoen, joukon A sanotaan olevan avoin, jos joukkoon A kuuluvilla jonoilla on ole-
massa alkusegmentti, joka kaikilla mahdollisilla jatkeilla kuuluu joukkoon A. Kuten seuraavassa
madritelmassa todetaan, joukko A on suljettu, jos sen komplementti on avoin joukko.

Miiritelmi 2.9 (Suljettu joukko). Olkoon A € w®. Joukko A on suljettu, jos joukko w® \ A on
avoin.

Esitetddn seuraavaksi osittain jirjestetyn joukon mdiiritelmi, koska kombinatorinen peli
Chomp maiiritelldén sen avulla luvussa 4.

Miaritelma 2.10 (Osittain jarjestetty joukko). (Vrt. [3, s. 2]). Pari (S, <) on osittain jérjestetty
joukko, jos joukon § relaatio < on refleksiivinen, transitiivinen ja antisymmetrinen.

2.2 Adrellinen ja #iireton peli

Kombinatoriset pelit voivat olla darellisen tai ddrettomén pituisia. Lisdksi valittavissa olevien
siirtojen joukko voi olla dédrellinen tai ddreton. Esitetdin muodolliset médritelmét dérelliselle
ja aarettomille kombinatoriselle pelille sekd esitetadan yksinkertainen esimerkki ddrettomésti
kombinatorisesta pelista.

Miiritelmi 2.11 (Airellinen kombinatorinen peli). (Vrt. [5, s. 5]). Olkoon 7 jokin luonnollinen
luku, joka kuvaa pelin pituuden. Olkoon nyt A, C [m]*", missi m € w. Joukkoon A, liittyvi
kombinatorinen peli G,(A,) méairitellddn siten, ettd pelissd on n kierrosta ja pelin kaksi pelaajaa,
pelaaja 1 ja pelaaja 2, vuorottelevat valitsemalla yhden luonnollisen luvun joukosta [m] pelin
jokaisella kierroksella i. Merkitdin pelaajan 1 valintaa x; € [m] ja pelaajan 2 valintaa y; € [m],
joista muodostuu n:n kierroksen jilkeen jono s = (xg, Yo, X1, V1, - - - » Xu—1, Yn—1). Tatd kutsutaan
pelin G,(A,) erdksi. Pelaaja 1 voittaa pelin G,(A;) jos jono s € A, ja pelaaja 2 voittaa muutoin.

Miiritelmi 2.12 (Aireton kombinatorinen peli). (Vrt. [5, s. 11]). Olkoon A C w®. Joukkoon
A liittyva kombinatorinen peli G(A) madritelladn siten, ettd pelin kaksi pelaajaa, pelaaja 1 ja
pelaaja 2, vuorottelevat valitsemalla yhden luonnollisen luvun pelin jokaisella kierroksella i.
Merkitddn pelaajan 1 valintaa x; € w ja pelaajan 2 valintaa y; € w, joista muodostuu jono
s = (x0, Y0, X1, Y1, - - . ). Tatd kutsutaan pelin G(A) eréksi. Pelaaja 1 voittaa pelin G(A) jos jono
s € A ja pelaaja 2 voittaa muutoin.

Huomautus. Y14 olevissa médritelmissd s(0) = xop, s(1) = yo, s(2) = x1, s(3) = y; ja niin
edelleen.

Tissi tutkielmassa kombinatorinen peli méiritelldan siis sekd pelierdn pituuden ettd mahdol-
listen siirtojen joukon avulla. Pelierdn pituus voi itse asiassa olla lyhyempi kuin mééritelméssa,
mutta myohemmin todistetaan, etti pelierd voidaan tdydentdd méériteltyyn pituuteen muuttamat-
ta pelin tulosta. Tama on kuitenkin vain yksi tapa tehdé tismaillinen méaaritelméa kombinatorisesta
pelistd. Kombinatorinen peli voitaisiin my0s madritelld esimerkiksi pelitilanteiden kautta.

Esimerkki 2.13. Tarkastellaan pelid, jossa pelaaja 1 ja pelaaja 2 valitsevat vuorotellen yhden
luonnollisen luvun. Pelaaja, joka valitsee ensin luvun 0, haviad pelin. Lisiksi, jos lukua O ei
valita ollenkaan, pelaaja 2 voittaa. Tilloin

A = {s € w” | s(n) = 0 jollakin parittomalla n ja s(m) # 0 kaikilla m < n}.

Nyt siis selvdsti pelin erd s € A vain silloin, kun pelaaja 2 on valinnut luvun O ensin. Siis
pelaaja 1 voittaa vain silloin, kun pelaaja 2 valitsee luvun 0 ensin, muutoin pelaaja 2 voittaa.
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Kombinatorinen peli voidaan aloittaa myos keskenerdisestd pelitilanteesta, eli tilanteesta,
jossapeliin on jo sovellettu joitakin siirtoja. Esitetdin seuraavaksi timidn muodollinen mééritelma
ja esimerkki tillaisesta pelista.

Miaritelma 2.14 (Peli tilanteesta). (Vrt. [5, s. 19]). Olkoon G(A) ddreton kombinatorinen peli
ja s ddrellinen jono, jonka pituus on parillinen. Jono s on jokin pelin G(A) keskeneridinen tilanne.
Télloin G(A; s) on peli annetusta tilanteesta s alkaen, misséd pelaaja 1 aloittaa pelaamalla xo,
pelaajan 2 siirto on yg ja niin edelleen. Tdlloin pelaaja 1 voittaa pelin G(A; s) jos ja vain jos

57 (X0, Y0, X1, Y1, - . ) € A.

Vastaavasti, jos jonon s pituus on pariton, niin G(A;s) on peli annetusta tilanteesta s alkaen,
missd pelaaja 2 aloittaa pelaamalla yg, pelaajan 1 siirto on xj, pelaajan 2 siirto on y; ja niin
edelleen. Talloin pelaaja 1 voittaa pelin G(A; s) jos ja vain jos

57 (Y0, X1, V1. ..) € A.
Siis G(A; s) on ikiiin kuin peli G(A), jossa on tehty jo jonoa s vastaavat siirrot.

Huomautus. Y11a oleva médritelmd on vastaava myos darellisille kombinatorisille peleille G, (A,,).
Jos jonon s pituus on parillinen ja jonolle s pétee |s| < 2n, niin pelaaja 1 voittaa pelin G,(A,; s),
jos ja vain jos

S~ (X0, Y0, X1, V15 - - - » Xis Vi) € Ay,
missé |s™ (xo, Yo, X1, V15 - - - » Xi» ¥i)| = 2n. Vastaavasti jos jonon s pituus on pariton ja jonolle s
pitee |s| < 2n, niin pelaaja 1 voittaa pelin G,,(A,; s), jos ja vain jos

Sﬁ(y()’xl’y]a' . 'a-xi’yi) E A}’b
missa s~ (0, X1, V1, - - -» X, Vi)| = 2n.

Esimerkki 2.15. Tarkastellaan pelid, jossa pelaaja 1 ja pelaaja 2 valitsevat vuorotellen yhden
luonnollisen luvun. Pelaaja, joka valitsee ensimmaiisend jo aiemmin valitun luvun, hiviii pelin.
Jos kahta samaa lukua ei valita ollenkaan, niin pelaaja 2 voittaa. Téalloin

A = {s € W |s(n) = s(m) jollakin parittomalla n, kun m < n ja

s(n’) # s(m’) kaikilla n’,m’ < n, kunn’ # m'}.

Siis pelin G(A) erd s € A vain silloin, kun pelaaja 2 valitsee ensimmdiiseni jonkin jo valitun
luvun.

Olkoon nyt jono s” = (0, 1,2,3,4,5). Tdlloin peli G(A; s”) on kuin peli G(A), jossa on pelattu
kolme sellaista kierrosta, ettd pelaaja 1 on valinnut luvut 0, 2 ja 4 ja pelaaja 2 on valinnut luvut
1, 3 ja 5. Siis G(A; s”) on muuten sama peli kuin G(A), mutta pelaajat eivit saa valita alkioita
0,1,2,3,4 tai 5. Jos nyt pelissd G(A; s”) pelaaja 1 valitsee ensimmadisella siirrollaan luvun 0, niin
s(0)"b ¢ A, kaikilla jonon jatkeilla b eli pelaaja 1 haviaa pelin G(A; s”).

2.3 Strategia

Kombinatoristen pelien yksi keskeinen késite on strategia. Strategia on funktio, joka maaridi
pelaajan seuraavan siirron riippuen jo pelatuista siirroista. Tédsséd osiossa késitellddn strategian
perusominaisuuksia. Aluksi esitetddn madritelmét strategialle sekd dérellisessd ettd ddrettomissa
pelissa.



Miaritelmé 2.16 (Strategia ddrellisessad pelissd). (Vrt. [5, s. 6]). Olkoon G,(A,) &direllinen
kombinatorinen peli, jonka pituutta merkitizin luvulla n sekid A, C [m]*", missd m € w. Pelaajan
1 strategia on funktio

o {s e U [m]" | |s| on parillinen} - w.
n’<2n
Pelaajan 2 strategia on vastaavasti funktio
T: {s e U [m]" | |s| on pariton} - w.
n’<2n

Miaritelmé 2.17 (Strategia ddrettomassd pelissd). (Vrt. [5, s. 12], [6, s. 54]). Olkoon G(A)
adreton kombinatorinen peli. Pelaajan 1 strategia on funktio

o {s € Udo" | |s| on parillinen} - w.
new

Pelaajan 2 strategia on vastaavasti funktio

T: {s e Ju" | K onpariton} - w.
new

Madritelldin seuraavaksi pelien erit, kun toinen pelaaja tai molemmat pelaajat noudattavat
strategiaa pelissa.

Miaritelmé 2.18. (Vrt. [5, s. 12]). Olkoon o pelaajan 1 strategia ddrettomaissa pelissd G(A).
Mille tahansa jonolle y = (yo, y1,. . . ) midritellddn

o %y = (X0, Y0, X1, Y15 - - )5
missd x; madritelladn induktiivisesti siten, ettd
xo:=0(0) ja
Xix1 = 0 (X0, Y0, X1, Y15 - -« 5 Xi, Yi))-

Vastaavalla tavalla, olkoon 7 pelaajan 2 strategia ddrettomassa pelissa G(A). Mille tahansa jonolle
x = (xo, x1,...) madritelldan
X # T = (X0, Y0, X1, Y15+ - - )s

missd y; midritelldan induktiivisesti siten, etti
yo = 7((x0))  ja
Vit = T((X0, Y0, X1, V15 - -+ 5 Xis Vis Xiw 1))
Talloin o = y ja x * T ovat pelin G(A) erid.

Huomautus. Jos jonot x ja y ovat ddrellisid, niin ylla oleva mééaritelma on edelleen jarkeva.
Olkoon jono y = (yo, y1,- - -, ¥n) ddrellinen ja o pelaajan 1 strategia ddrellisessd pelissd G,(A,).
Talloin pelin erdksi saadaan

g *y = ('XO’yO’xlayl" . -,xn,yn),

missé x;4+1, 1 < n, on midritelty kuten edelld. Olkoon nyt jono x = (xg, Xy, . . ., x,) dédrellinen ja T
pelaajan 2 strategia ddrellisessa pelissda G,(A,). Talloin vastaavasti pelin erdksi saadaan

T % X = (X0, Y0, X15 V1s - - « s Xns V)5

missd y;+1, i < n, on madritelty kuten edella.



Mairitelma 2.19. Olkoon o pelaajan 1 strategia ja T pelaajan 2 strategia darettomaissa pelis-
sd G(A). Talloin, kuten edellisessd madritelmissad, saadaan

x0 = 07(()

yo = 7((())) = 7((x0))

x1 = 0 ((0(0), 7((x0))) = o((x0,y0))

y1 = 1((a(0), 7((x0)), o ((x0, ¥0)))) = 7((x0, Yo, X1))

ja niin edelleen. Niistd termeistd muodostuva jono

O T = (xO,yo,Xl,)’lw )

on pelin G(A) erd, jossa pelaaja 1 noudattaa strategiaa o ja pelaaja 2 noudattaa strategiaa 7.

2.4 Voittostrategia

Jos pelaajan strategia on sellainen, ettd sitd noudattamalla pelaaja voittaa pelin varmasti riip-
pumatta toisen pelaajan siirroista, on tdlldin kyseessd voittostrategia. Midritellaédn seuraavaksi
voittostrategia muodollisesti ja esitetddn esimerkki erdéin yksinkertaisen pelin voittostrategiasta.

Mairitelma 2.20 (Voittostrategia). (Vrt. [5, s. 12-13], [6, s. 54]). Olkoon A C w®. Pelaajan 1
strategia o~ on voittostrategia ddrettomédssd kombinatorisessa pelissd G(A), jos kaikilla y € w®
pitee o * y € A. Vastaavasti pelaajan 2 strategia T on voittostrategia, jos kaikilla x € w® pitee
x*7 & A.

Huomautus. Voittostrategian médritelmé on vastaava ddrellisille kombinatorisille peleille. Pe-
laajan 1 strategia o~ on voittostrategia ddrellisessd kombinatorisessa pelissd G,(A,), jos kaikilla
y € [m]*", missd m € w, pitee o * y € A,. Vastaavasti pelaajan 2 strategia T on voittostrategia,
jos kaikilla x € [m]*", missi m € w, pitee x * T ¢ A,,.

Esimerkki 2.21. Olkoon joukko
A = {s € w” | s(n) = 0 jollakin parittomalla n ja s(m) # 0 kaikilla m < n},

kuten esimerkissa 2.13. Talloin pelaajalla 2 on voittostrategia, nimittdin valita aina jokin muu
luku kuin 0. Olkoon pelaajan 2 strategia siis valita aina luku 1. Jos pelaaja 2 noudattaa kyseisti
strategiaa, niin milld tahansa pelin erdlld s pitee s ¢ A, joten tdméd on selvésti voittostrategia
pelaajalle 2.

2.5 Adrellisen pelin laajentaminen #éirettoméksi

Adrellinen kombinatorinen peli voidaan laajentaa #irettomiksi kombinatoriseksi peliksi siten,
ettd pelit ovat oleellisesti samat. Todistetaan seuraavaksi tdma tulos ja esitetdan esimerkki ky-
seisestd tilanteesta.



Lause 2.22. Jokainen dcrellinen peli G,(A,), missi A, C [m]*" voidaan laajentaa dérettoméiksi
peliksi G(A), missd A C w® siten, ettd pelaajalla I on voittostrategia ddrellisessd pelissi G,(Ap),
Jjos ja vain jos pelaajalla 1 on voittostrategia ddrettomdssd pelissi G(A).

Todistus. Olkoon G,(A,) ddrellinen peli, jossa A, C [m]*" jollakin m € w. Konstruoidaan
ddreton peli G(A) adrellisen pelin G,,(A,) avulla. Mééritellddn A C w®. Oletetaan, ettd jono
s € w* ja asetetaan

sEA & s €A,

missd patee toinen saannoista

2.1) s e[mPjas 2n=ys tai

(2.2) s(i) ¢ [m] jollakin parittomalla i < 2n, jolla s(j) € [m] kaikilla j < i.

Toisin sanoen jos jono s’ kuuluu joukkoon A,, jono s jatkettuna milld tahansa toisella jonolla
kuuluu tdlldin joukkoon A. Lisdksi, jos jonon s jokin alkio s(i) ei kuulu joukkoon [m], eli on
laiton valinta dérellisessd pelissi jollakin pelaajan 2 siirrolla siten, ettd kaikki aiemmat siirrot
ovat laillisia, niin jono s kuuluu joukkoon A.

Osoitetaan, ettd pelaajalla 1 on voittostrategia ddrettomésséd pelissd G(A), jos ja vain jos
pelaajalla 1 on voittostrategia ddrellisessd pelissd G,(A,). Oletetaan ensin, ettd pelaajalla 1
on voittostrategia o pelissi G(A). Olkoon y’ € [m]" &direllinen jono. Laajennetaan jono y’
adrettomaksi jonoksi y siten, ettd y’ = y [ n. Tarkastellaan laajennettua jonoa y. Koska oletettiin,
ettd pelaajalla 1 on voittostrategia o pelissd G(A), niin o = y € A. Merkitddn pelin erdd
s = o *y. Nyt on oletettu, ettd sdantod (2.2) ei ole rikottu, joten ylld olevan miiritelmén nojalla
s'=s52ne A, Siiss’" = (o *y) [ 2n € A,. Médritellddn pelaajalle 1 strategia o,. Asetetaan

an(() = o(()
an((x0, Y0, - - - Xis ¥i)) = (X0, Y0, - - - » Xi Yi))

kaikillai < n. Selvésti " = (o * y) | 2n = 0y, * ¥’ € A, joten pelaajalla 1 on voittostrategia o,
pelissda G, (Ay).

Oletetaan sitten, ettd pelaajalla 1 on voittostrategia o, pelissia G,(A,,). Olkoon jono y € w®.
Tarkastellaan rajoittumaa y’ = y [ n. Koska o, on voittostrategia, niin pelinerd s’ = oy’ € A,,.
Miairitellaan nyt pelaajalle 1 strategia o peliin G(A) siten, ettd pelaaja 1 kayttad strategiaa o,
kunnes pelaaja 2 tekee laittoman siirron tai kunnes on pelattu n kierrosta. Asetetaan

a(() = aa(0)
(X0, Y05 - - > Xi, ¥i)) = 0u((X0, Y0, - - - Xi Vi),

kun i < n, jos kaikilla 0 < j < i pitee y; € [m]. Lisdksi asetetaan

o ((x0, Y0, - -, X, i) = 0

kaikilla i > n, seki kaikillai > j, jos jollakin O < j < i pitee y; ¢ [m]. Tilldin joko ddrettdmén
pelin ensimmiiiset n kierrosta ovat #irellisen pelin laillisia siirtoja eli s’ = s | 2n € [m]*"
tai pelaaja 2 tekee laittoman siirron eli on olemassa pariton indeksi i’, jolla s(i’) ¢ [m] ja
s(j") € [m] kaikilla j* < i’. Siis mééritelmén nojalla pelinerd s = o *y € A. Siis o on pelaajan 1
voittostrategia ddrettoméssi pelissa. O

Lopputulos on, ettd ddrellinen peli sekd aarellisestd pelistd laajennettu dédreton peli ovat
oleellisesti ekvivalentteja. Siis tietyssd mielessd ne ovat sama peli.
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Huomautus. Mairitelmidssd 2.11 pelin pituudeksi midriteltiin n kierrosta, mutta usein kiy-
tannossa tarkastellaan pelejd, joiden erdt ovat eri pituisia. Téllaiset pelit voidaan laajentaa n
kierroksen pituisiksi peleiksi kdyttamalld samaa ideaa kuin ylli olevassa todistuksessa.

Esimerkki 2.23. Tarkastellaan direllistd pelid, jossa on vastaavat sddnnot kuin esimerkissa 2.13.
Siis pelaaja 1 ja pelaaja 2 valitsevat vuorotellen yhden luonnollisen luvun kuuden alkion joukosta
[6] = {0,1,2,3,4,5}. Pelissd pelataan 10 kierrosta. Pelaaja, joka valitsee ensimmaisend luvun 0,
hiviaa pelin. Lisidksi, jos lukua O ei valita ollenkaan, pelaaja 2 voittaa. Talldin

Ao = {s € [6]*° |s(n) = 0 jollakin parittomalla n < 20 ja
s(m) # 0 kaikilla m < n}.

Nyt siis selvisti pelin G1g(Ajg) erd s” € Ajg vain silloin, kun pelaaja 2 on valinnut luvun 0
ensin. Esimerkin 2.21 nojalla pelaajalla 2 on voittostrategia pelissd G19(A}o). Laajennetaan nyt
ddrellinen peli Gjo(Ajo) ddrettoméksi peliksi G(A), joka on oleellisesti ekvivalentti dédrellisen
pelin kanssa. Talloin

A = {s € w” |s(n) = 0 tai s(n) ¢ [6] jollakin parittomalla n < 20 ja
s(m) # 0 ja s(m) € [6] kaikilla m < n}.

Siis jos s € Ay, niin s € A, kun s [ 20 = 5. Lisdksi s € A, jos s(i) ¢ [6] jollakin parittomalla
indeksilldi < 20, jollas(j) € [6], kaikilla j < i.Toisin sanoen, jos pelaaja 1 valitsee ensimmadisen
10 kierroksen aikana ensimmaéisend pelaajana luvun, joka ei kuulu joukkoon [6] tai luvun O,
niin s ¢ A. Jos pelaaja 2 valitsee ensimmdisen 10 kierroksen aikana ensimmadisend pelaajana
luvun, joka ei kuulu joukkoon [6] tai luvun 0, niin s € A. Jos kumpikaan ei valitse ndita lukuja
ensimmadisen 10 kierroksen aikana, niin s ¢ A. Siis pelissd G(A) pelaajien siirrot 10 kierroksen
jéalkeen eivit vaikuta pelin lopputulokseen. Lisidksi pelaajalla 2 on selvésti myos ddrettomassi
pelissd G(A) voittostrategia, nimittdin valita aina luku 1. T4ll6in pétee aina, ettd pelinerd s ¢ A,
koska pelaaja 2 ei valitse lukua 0 ja 1 € [6].

Huomautus. Kuten edellisessi todistuksessa, myos dérellisen pelin voittojoukko voidaan mia-
ritelld siten, ettd voittojoukko rankaisee pelaajan tekemisti niin sanotuista kielletyisti siirroista.
Siis kielletyn siirron ensin tehnyt pelaaja hividi. Eli madritelmén 2.11 joukko A voidaan laa-
jentaa siten, ettd A C w?", kun joukon A madritelmiin lisdtdan ehto kielletyisti siirroista. Esi-
merkiksi pelissi Chomp téllaisia kiellettyja siirtoja ovat poistettavan alkion valinta pelialueen
ulkopuolelta tai jo poistettujen alkioiden joukosta. Téalloin Chomp-pelin voittojoukko hyviksyy
jonot, joiden alkiot voivat olla mitd tahansa siirtoja, mutta mahdollisen ensimmaisen pelialueen
ulkopuolelle kuuluvan siirron indeksi méardd kumpi pelaaja hévidd, eli kuuluuko kyseinen jono
voittojoukkoon vai ei.

Tistd eteenpédin kombinatorisella pelilld viitataan ddrettdémaan kombinatoriseen peliin, koska
edellisen lauseen nojalla direllinen peli voidaan laajentaa darettomaksi peliksi siten, ettd pelin
tulos ei muutu.

2.6 Strategian ominaisuuksia

Téssd osiossa esitetddn joitakin hyodyllisid strategian ja voittostrategian ominaisuuksia kombi-
natorisissa peleissi.
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Lause 2.24. Molemmilla pelaajilla ei voi olla voittostrategiaa kombinatorisessa pelissid G(A),
missd A C w®.

Todistus. Olkoon o pelaajan 1 strategia ja T pelaajan 2 strategia kombinatorisessa pelissd G(A).
Oletetaan vastoin vditettd, ettd molemmilla pelaajilla on voittostrategia, eli sekd strategia o
ettd strategia T ovat voittostrategioita. Olkoon jono x = (xo,xi,...) pelaajan 1 siirrot ja jono
y = (Yo, V1, - - . ) pelaajan 2 siirrot, kun pelaaja 1 noudattaa strategiaa o ja pelaaja 2 noudattaa
strategiaa 7. Huomataan, etti

O*y=0*T=X*T

on tdlloin pelin G(A) erd. Koska strategia o on voittostrategia, niin miéritelmén 2.20 nojalla
o +y € A. Siis 0 * 7 € A. Lisiksi koska strategia 7 on voittostrategia, niin méiiritelmén 2.20
nojalla x * 7 ¢ A. Siis 0 = 7 ¢ A. Tdm4i on ristiriita, joten molemmilla pelaajilla ei voi olla
voittostrategiaa pelissd G(A). O

Koska peli voidaan aloittaa keskenerdisestd tilanteesta, on hyodyllistd mééritelld myos stra-
tegia keskenerdisestd pelitilanteesta.

Mairitelmi 2.25 (Strategia tilanteesta). Olkoon A C w® ja s = (ao, bo, - - - ,an, by) pelin G(A)
tilanne. Olkoon lisédksi jono y = (yo, y1,. . . ) pelaajan 2 seuraavia siirtoja vastaava jono. Talloin
pelaajan 1 strategia pelissd G(A;s) eli strategia tilanteesta s pelissi G(A) merkitddn o ja
madritellaan

o5 %y = (X0, Y0, X1, Y15 - - - )5
missd xg = o(s) ja x; = o5(s™ (x0, y0)) ja niin edelleen. Vastaavasti, jos jono x = (xg, x1,...)on
pelaajan 1 seuraavia siirtoja vastaava jono, niin pelaajan 2 strategia pelissd G(A; s) merkitdén 7
ja midritellddn

X * TS = (XO’)’O,XI,YI’- . ')7

missd yg = T5(s™ (x0)) ja y1 = 75(s™ (x0, yo, X1)) ja niin edelleen. Strategia o5 on voittostrategia
tilanteesta s, jos

s (o *xy) = (aog, bo, . . .,an, by, X0, Y0, X1, V1,...) € A
kaikilla jonoilla y. Vastaavasti strategia 7, on voittostrategia tilanteesta s, jos

s (x = 15) = (ag, bo, . ..,an by, X0, Y0, X1, V1,...) € A
kaikilla jonoilla x. Toisin sanoen ndmi ovat voittostrategioita pelissd G(A; s).

Huomautus. Edellisen médritelmin strategioita o ja 7, ei ole midritelty sellaisille jonoille,
jotka eivit ole jonon s jatkeita.

Todistetaan seuraavaksi tirked aputulos liittyen pelitilanteen voittostrategiaan.

Lemma 2.26. Olkoon s ddrellinen jono. Pelaajalla 1 on voittostrategia tilanteesta s, jos ja vain
jos on olemassa pelaajan 1 siirto xq siten, ettd kaikilla pelaajan 2 siirroilla yo pelaajalla 1
on voittostrategia tilanteesta s~ (xo, yo). Vastaavasti pelaajalla 2 on voittostrategia tilanteesta
s, jos ja vain jos kaikilla pelaajan 1 siirroilla xo on olemassa pelaajan 2 siirto yq siten, ettd
pelaajalla 2 on voittostrategia tilanteesta s~ (xo, yo).
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Todistus. Oletetaan, ettd pelaajalla 1 on voittostrategia o7 tilanteesta s ja ettd pelaaja noudattaa
strategiaa os. Tdlloin madritelmin nojalla

s (oyxy) €A,

kaikilla jonoilla y pelaajan 2 siirtoja. Olkoon pelaajan 1 ensimmadinen siirto strategian oy mu-
kainen. Merkitdéan kyseisti siirtoa o(s) = xo. Talloin kaikilla pelaajan 2 siirroilla yg ja jonoilla
v = (y1,y2,...) pitee

s (o, % Y') € A,

missd s’ = s (x, yo) sekd

O-S//(s/) = o(s")
(5 () )) = (55

janiin edelleen. Siis s~ (0, *y") = s~ (0 * y) eli strategia o7, on muuten sama kuin strategia o,
mutta strategiaa o, ei ole mééritelty jonolle s. Koska 5"~ (07}, * y’) € A kaikilla jonoilla y’, niin
edellisen méiritelmén nojalla o, on pelaajan 1 voittostrategia tilanteesta s’. Siis on olemassa
pelaajan 1 siirto xq siten, ettd kaikilla pelaajan 2 siirroilla yo pelaajalla 1 on voittostrategia
tilanteesta s’

Oletetaan sitten, ettd on olemassa pelaajan 1 siirto xo siten, ettd kaikilla pelaajan 2 siirroil-
la yo pelaajalla 1 on voittostrategia o, tilanteesta s’ = s~ (xo, yo). Konstruoidaan pelaajalle 1
strategia o7 tilanteesta s. Asetetaan

as(s) = xo

os(s”b) =0l (s"D)
kaikilla jonon s parillisilla jatkeilla b, joilla || > 2. Tdlloin kaikilla jonoilla y pétee
s (og*xy) € A.

Siis edellisen mééritelmén nojalla oy on pelaajan 1 voittostrategia tilanteesta s.
Oletetaan seuraavaksi, ettd pelaajalla 2 on voittostrategia 7, tilanteesta s ja ettd pelaaja
noudattaa strategiaa 7. Talloin madritelmin nojalla

s (xxT15) ¢ A,

kaikilla jonoilla x pelaajan 1 siirtoja. Olkoon xy jokin pelaajan 1 ensimmaéinen siirto ja olkoon
pelaajan 2 ensimmadinen siirto strategian 7, mukainen. Merkitéddn tita siirtoa 74(s™ (xp)) = Yo.
Talloin kaikilla pelaajan 1 siirtojen jonoilla x” = (x1, xp, . . . ) pétee

ST x 1)) ¢ A,
missd s’ = s (xg, yo) sekd

T (s (1) = (s (x1))
T (" (1, 7o (7 (1), 22)) = 7o (8" (1, 757 (x1), 42))

ja niin edelleen. Siis 5"~ (x" * 7},) = s~ (x * 7y) eli strategia 7/, on muuten sama kuin strategia 7,
mutta strategiaa 7, ei ole médritelty jonolle s. Koska s"~(x" x 7/,) ¢ A kaikilla jonoilla x", niin
edellisen médritelmin nojalla 7/, on pelaajan 2 voittostrategia tilanteesta s’. Koska ensimméinen
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siirto xp voi olla mikd tahansa pelaajan 1 siirto, niin kaikilla pelaajan 1 siirroilla xop on olemassa
pelaajan 2 siirto yq siten, ettd pelaajalla 2 on voittostrategia tilanteesta s”.

Oletetaan sitten, ettd kaikilla pelaajan 1 siirroilla xo on olemassa pelaajan 2 siirto yq siten,
ettd pelaajalla 2 on voittostrategia 7/, tilanteesta s’ = s~ (xo,yo). Konstruoidaan pelaajalle 2
strategia 7 tilanteesta s. Asetetaan

75(s™ (x0)) = Yo
T3(s”b) = 1,,(s"b)

kaikilla jonon s parittomilla jatkeilla b, joilla || > 3. T4lloin kaikilla jonoilla x pitee
s (xxTy) ¢ A
Siis edellisen médritelmén nojalla 7; on pelaajan 2 voittostrategia tilanteesta s. m|

Voittostrategian lisdksi voidaan mééritelld toinen erityinen strategia, puolustusstrategia. Puo-
lustusstrategiaa noudattamalla pelaaja varmistaa, ettei vastapelaaja piése tilanteeseen, josta vas-
tapelaajalla on voittostrategia. Madritellddn tamad muodollisesti ja todistetaan puolustusstrate-
giaan liittyva tulos, jonka mukaan pelaajalla on puolustusstrategia pelissa silloin, kun toisella
pelaajalla ei ole voittostrategiaa.

Mairitelma 2.27 (Puolustusstrategia). (Vrt. [5, s. 20]). Pelaajan 1 strategia o~ on puolustusstra-
tegia, jos pelaajalla 2 ei ole voittostrategiaa pelissd G(A; o * y) millddn ddrelliselld jonolla y
pelaajan 2 siirtoja. Pelaajan 2 strategia 7 on puolustusstrategia, jos pelaajalla 1 ei ole voittostra-
tegiaa pelissd G(A; x = ) millddn ddrelliselld jonolla x pelaajan 1 siirtoja.

Lemma 2.28. (Vrt. [5, 5. 20]). Olkoon G(A) kombinatorinen peli. Jos pelaajalla 1 ei ole voitto-
strategiaa pelissd G(A), niin pelaajalla 2 on puolustusstrategia pelissi G(A). Jos pelaajalla 2
ei ole voittostrategiaa pelissid G(A), niin pelaajalla 1 on puolustusstrategia pelissid G(A).

Todistus. (Vrt. [5, s. 20-21]). Oletetaan, ettd pelaajalla 1 ei ole voittostrategiaa pelissd G(A).
Mairitetddn pelaajalle 2 rekursiivisesti puolustusstrategia 7.
1) Perusaskel. Lemman 2.26 nojalla kaikilla pelaajan 1 siirroilla xy on olemassa pelaajan 2
siirto yo siten, ettd pelaajalla 1 ei ole voittostrategiaa myoskiin tilanteesta (xg, yo). Olkoon siis
7((x0)) = Yo.
2) Induktioaskel. Oletetaan, ettd on pelattu siirrot s = (x, Yo, - - -, Xn—1, Yu—1)- Oletetaan, ettd
pelaajalla 1 ei ole voittostrategiaa tilanteesta s. Toisin sanoen pelaajalla 1 ei ole voittostrategiaa
pelissd G(A; s). Olkoon pelaajan 1 seuraava siirto x,,. Nyt lemman 2.26 nojalla kaikilla pelaajan 1
siirroilla x, on olemassa pelaajan 2 siirto y, siten, ettd pelaajalla 1 ei ole voittostrategiaa
myoskadn tilanteesta s~ (x,, v,). Asetetaan siis 7(s™(x,)) = y,. Nyt jos pelaaja 2 noudattaa
strategiaa 7 pelissd G(A), niin pelaajalla 1 ei ole voittostrategiaa mistdén tilanteesta x = 7 millddn
adrelliselld jonolla x pelaajan 1 siirtoja. Toisin sanoen pelaajalla 1 ei ole voittostrategiaa pelissi
G(A; x = 7). Siis strategia T on puolustusstrategia pelaajalle 2.

Oletetaan sitten, ettd pelaajalla 2 ei ole voittostrategiaa pelissd G(A). Médritetdaan pelaajal-
le 1 rekursiivisesti puolustusstrategia o.
1) Perusaskel. Lemman 2.26 nojalla on olemassa pelaajan 1 siirto x¢ siten, ettd milld tahansa
pelaajan 2 siirrolla y( pelaajalla 2 ei ole voittostrategiaa tilanteesta (xo, yo). Olkoon siis o7() = xo.
2) Induktioaskel. Oletetaan, ettd on pelattu siirrot s = (xo, yo, - - . , Xs—1, Yn—1)- Oletetaan, ettd pe-
laajalla 2 ei ole voittostrategiaa tilanteesta s. Toisin sanoen pelaajalla 2 ei ole voittostrategiaa
pelissd G(A; s). Talloin lemman 2.26 nojalla on olemassa pelaajan 1 siirto x, siten, ettd milla
tahansa pelaajan 2 siirrolla y, pelaajalla 2 ei ole voittostrategiaa myoskéan tilanteesta s~ (X, yy).
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Asetetaan siis o(s) = x,. Nyt jos pelaaja 1 noudattaa strategiaa o= pelissd G(A), niin pelaa-
jalla 2 ei ole voittostrategiaa mistddn tilanteesta o * y milldén ddrelliselld jonolla y pelaajan 2
siirtoja. Toisin sanoen pelaajalla 2 ei ole voittostrategiaa pelissd G(A; o * y). Siis strategia o on
puolustusstrategia pelaajalle 1. O

Esimerkki 2.29. Tarkastellaan pelid, jossa pelaaja 1 ja pelaaja 2 valitsevat vuorotellen yhden
luonnollisen luvun. Pelaaja 1 voittaa, jos sama luku valitaan vdhintddn nelja kertaa peridkkain,
muuten pelaaja 2 voittaa. Talldin

A={sew’|s(n)=s(n+1)=sn+2)=s(n+3)jollakin n € w}.

Selvisti pelaajalla 1 ei ole voittostrategiaa pelissd G(A). Siis lemman 2.28 nojalla pelaajalla 2
on puolustusstrategia. Olkoon tdma strategia valita aina yhden askeleen suurempi luku kuin
pelaajan 1 edellinen valinta, jolloin esimerkiksi kierroksella i pelaajan 2 valinta on y; = x; + 1.
Taten pelaaja 2 pelaa ikdédn kuin puolustaen rikkomalla aina mahdollisen neljan luvun ketjun,
jotta pelaaja 1 ei voittaisi pelid. Pelaajan 2 strategia on selvisti myOs voittostrategia, koska
kaikilla pelin erilld, joissa pelaaja 2 noudattaa kyseista strategiaa, pitee s ¢ A.
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3 Galen ja Stewartin lause

Tiassd luvussa kasitellddin kombinatoristen pelien tdrked tulos, Galen ja Stewartin lause. To-
distetaan kyseinen lause sekd avointen ettd suljettujen voittojoukkojen peleille. Esitetdan myos
esimerkki pelistd, johon titd lausetta voi soveltaa. Lopuksi osoitetaan, ettd Galen ja Stewartin
lause pitee myos addrellisille kombinatorisille peleille.

Lause 3.1 (Gale-Stewart). (Vrt. [5, s. 22]). Jos joukko A C w® on avoin, niin pelissd G(A) joko
pelaajalla 1 tai pelaajalla 2 on voittostrategia.

Todistus. (Vrt. [5, s. 22]). Olkoon A C w® avoin joukko. Lauseen 2.24 nojalla molemmilla
pelaajilla ei voi olla voittostrategiaa pelissd G(A). Oletetaan, ettd pelaajalla 1 ei ole voittostra-
tegiaa pelissd G(A). Talloin lemman 2.28 nojalla pelaajalla 2 on puolustusstrategia 7 pelissé
G(A). Olkoon s = (xo, Yo, X1, V1, - - - ) pelin erd, jossa pelaaja 2 noudattaa puolustusstrategiaa 7.
Osoitetaan, ettd tidlloin s ¢ A. Oletetaan vastoin viitettd, ettd s € A. Koska joukko A on avoin,
on olemassa jonon s alkusegmentti a = (xg, yo, X1, Y1, - - ., X, V) Siten, ettd kaikilla jonoilla b,
joiden alkusegmentti on a, pitee b € A. Tilloin pelaajalla 1 on triviaali voittostrategia tilan-
teesta a pelissd G(A). Tamai on ristiriita puolustusstrategian madritelmén kanssa. Siis s ¢ A, ja
strategia T on voittostrategia pelaajalle 2. O

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan pelid, jossa pelaaja 1 ja pelaaja 2 valitsevat vuorotellen yhden
luonnollisen luvun. Olkoon

A ={s € w” | s(2n) = 0 jollakin n € w}.

Oletetaan, ettd s € A. Télloin on siis olemassa n’ € w siten, ettd s(2n") = 0. Olkoon jono a
jonon s alkusegmentti siten, ettd a = s [ (2n’ + 1), jolloin a(2n’) = 0. Nyt kaikilla jonoilla
b € w®, joilla on alkusegmentti a, pitee b € A. Siis A on avoin joukko. Téll6in edellisen lauseen
nojalla joukkoon A liittyvéssé pelissd G(A) joko pelaajalla 1 tai pelaajalla 2 on voittostrategia.

Lause 3.3. (Viite vrt. [5, s. 22], todistus itse tyostetty). Jos joukko A C w® on suljettu, niin
pelissd G(A) joko pelaajalla 1 tai pelaajalla 2 on voittostrategia.

Todistus. Olkoon A suljettu joukko, eli w*\ A on avoin joukko. Lauseen 2.24 nojalla molemmilla
pelaajilla ei voi olla voittostrategiaa pelissd G(A). Oletetaan, ettd pelaajalla 2 ei ole voittostra-
tegiaa pelissd G(A). Tilldin lemman 2.28 nojalla pelaajalla 1 on puolustusstrategia o~. Olkoon
s = (X0, Y0, X1, V1, - . ) pelin erd, jossa pelaaja 1 noudattaa puolustusstrategiaa o-. Osoitetaan, etta
s € A. Oletetaan vastoin viitettd, ettd s ¢ A eli s € w” \ A. Tdlloin, koska w® \ A on avoin,
on olemassa jonon s alkusegmentti a = (xg, yo, X1, V1, - - - » X, V) Siten, ettd kaikilla jonoilla b,
joiden alkusegmentti on a, pitee b € w® \ A. Siis kaikilla jonoilla b, joiden alkusegmentti on
a, patee b ¢ A. Talloin pelaajalla 2 on triviaali voittostrategia tilanteesta a pelissa G(A). Tama
on ristiriita puolustusstrategian mairitelmén kanssa. Siis s € A, ja strategia o on voittostrategia
pelaajalle 1. O

Seuraus 3.4. Galen ja Stewartin lause pditee myos ddrellisille peleille. Siis joko pelaajalla 1 tai
pelaajalla 2 on voittostrategia ddrellisessd pelissd G,(A,).

Todistus. Tarkastellaan dérellistd pelid G,(A,). Lauseen 2.22 todistuksen nojalla ddrellinen peli
voidaan laajentaa darettomaksi peliksi G(A) siten, ettad

sEA & s €A,
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missé pitee joko sddanto (2.1): 8" € [m]** ja s | 2n = s tai sdantd (2.2): s(i) ¢ [m] jollakin
parittomalla i < 2n, jolla s(j) € [m] kaikilla j < i. Siis jos jono s’ kuuluu joukkoon A, jono s’
jatkettuna milla tahansa toisella jonolla kuuluu joukkoon A. Lis#ksi, jos jonon s jokin alkio s(i)
on ensimmadinen laiton valinta darellisessd pelissd jollakin pelaajan 2 siirrolla, niin jono s kuuluu
joukkoon A. Osoitetaan, ettd ddrettomaiksi laajennetussa ddrellisessd pelissd Galen ja Stewartin
lauseen nojalla jommalla kummalla pelaajalla on voittostrategia.

Oletetaan, ettd s € A. Tilloin joko sddnto (2.1) tai sddntd (2.2) on voimassa. Sdannon (2.1)
nojalla on olemassa jonon s alkusegmentti s = s | 2n siten, ettd jono s’ jatkettuna milla tahansa
jonolla kuuluu joukkoon A. Sddnnon (2.2) nojalla on olemassa pariton indeksi i < 2n, jolla
pitee s(i) ¢ [m] siten, ettd s(j) € [m] kaikilla j < i. Koska laittoman siirron s(i) jilkeiset jonon
alkiot eivit vaikuta endd pelin tulokseen, niin jonon s alku pelaajan 2 laittomaan siirtoon asti
jatkettuna milld tahansa jonolla kuuluu joukkoon A. Siis on olemassa jonon s alkusegmentti
s” = s I (i + 1) siten, ettd jono s” jatkettuna milld tahansa jonolla kuuluu joukkoon A. Koska
molempien sadntdjen tapauksissa loydettiin alkusegmentit s” ja s”, joiden kaikki jatkeet kuuluvat
joukkoon A, niin mééritelmén 2.8 nojalla joukko A on avoin joukko. Télloin Galen ja Stewartin
lauseen nojalla joko pelaajalla 1 tai pelaajalla 2 on voittostrategia ddrettomassé pelissd G(A).
Nyt lauseen 2.22 nojalla joko pelaajalla 1 tai pelaajalla 2 on voittostrategia myos ddrellisessa
pelissda G, (Ay). O
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4 Chomp-pelin perusteet

Chomp-peli on kombinatorinen peli, jonka eri tilanteiden voittostrategioiden tutkiminen on
hyvin mielenkiintoista. Perusmuotoisen Chomp-pelin voittostrategioiden liséksi tarkastellaan
moniulotteiseksi ja ddrettoméiksi laajennettujen pelien voittostrategioita.

Tassé luvussa itse tyOstettyja osuuksia ovat strategian varastamiseen liittyvian lemman kaésit-
tely sekéd lopuksi esitettdvien 4 x 3 ja 5 x 3 -kokoisten Chomp-pelien esimerkit. Kolmerivisen
Chomp-pelin ensimméisen tuloksen viite on perdisin ldhteestd, mutta myos tdmén todistus on
kisitelty itse.

4.1 Perusmuoto

Esitelldan Chomp-peli aluksi perusmuotoisena eli ddrellisend kaksiulotteisena pelialueena. Li-
saksi kdydiin ldpi, miten Chomp-peli vastaa luvussa 2 esitettyd kombinatorista peli.

Peli Chomp alkaa suklaalevystd, jonka vasemmanpuoleisin, alin pala on myrkyllinen. Pelissd
on kaksi pelaajaa. Jokaisella vuorolla pelaajan on valittava yksi jdljelld olevista paloista, jolloin
levystd poistetaan kaikki ne palat, jotka ovat poistetun palan oikealla puolella tai yldapuolella.
Pelaaja, joka valitsee myrkyllisen palan, hdvidi. Kuvassa 4.1 on esitetty yksinkertainen Chomp-
pelialue ja esimerkki molempien pelaajien ensimmadisisti siirroista.

Kuva 4.1: Esimerkki perusmuotoisesta Chomp-pelistd. Mustalla merkitty pala on myrkyllinen,
punainen rasti kuvaa pelaajan 1 siirtoa ja sininen rasti pelaajan 2 siirtoa.

Mairitelma 4.1 (Chomp). (Vrt. [9, s. 168]). Olkoot p,q € w. Télloin pelialue on osittain
jarjestetty joukko {(i,j) | 0 < i < p,0 < j < g}, missd (i',j') < (i,j), kun i’ < ijaj < j.
Téll6in joukossa on pienin alkio (0, 0) ja suurin alkio (p, ¢). Olkoon pienin alkio (0,0) myrkyllinen
pala. Jos pelaajan siirto on alkion (ip, jo) valinta, niin pelialueesta poistetaan kaikki ne alkiot
(', ), joille pitee (i’,j") = (iy, jo). Pelaajat valitsevat poistettavan alkion vuorotellen jéljelld
olevasta pelialueesta. Pelaaja, joka poistaa alkion (0, 0) tai tekee ensimmaisen laittoman siirron,
eli yrittda poistaa alkion jiljelld olevan pelialueen ulkopuolelta, hividi pelin.

Huomautus. Pelin pituus on vihintdin 1 ja korkeintaan (p + 1) - (¢ + 1) eli pelialueen alkioiden
lukumaari. Pelin pituus on 1, jos pelaaja 1 valitsee alkion (0, 0) poistettavaksi heti ensimmaéiselld
vuorollaan. Myos pituus (p + 1) - (¢ + 1) on mahdollinen, jos molemmat pelaajat poistavat
jokaisella kierroksella ainoastaan yhden pelialueeseen kuuluvan alkion. Jatkossa kisitelldin
myos pelialueita, joissa ei ole suurinta alkiota, jolloin pelin maksimipituutta ei voida maarittaa.

Chomp voidaan tulkita luvussa 2 esitetyksi kombinatoriseksi peliksi. Pelissd on kaksi pe-
laajaa, jotka pelaavat vuorotellen ja vain toinen pelaaja voi voittaa. Jokainen pelaajan siirto
eli poistettavan alkion valinta voidaan ajatella jonkin luonnollisen luvun valinnaksi. Merkitaan
mahdollisten valintojen joukkoa

[m] ={0,1,...,(p+1)-(g+1)—1},
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missim = (p+1)-(q + 1) € w. Télloin on olemassa bijektio

filml = A{G)10<i<p0<j<gq}

joka liittad pelaajan siirtoa vastaavan luonnollisen luvun kyseiseen pelialueen alkioon. Oletetaan

jatkossa, ettd alkion (0, 0) poistoa vastaa luonnollinen luku 0. T&ll6in £(0) = (0,0). Olkoon lisdksi

pelattavien kierrosten maari

(p+1)-(g+1)
2

Huomataan, ettd Chomp-pelin paittyessd ennen kuin on pelattu n kokonaista kierrosta eli en-
nen kuin pelin pituus on 2n, lauseen 2.22 jilkeisen huomautuksen nojalla peli voidaan jatkaa
n kierroksen pituiseksi niin sanotuilla tyhjilld siirroilla ilman, ettd pelin tulos muuttuu. Lisdk-
si huomioidaan voittojoukossa A, ettd kaikki siirrot eivit ole sallittuja. Pelitilanteen sallittujen
siirtojen joukkoon vaikuttaa pelitilanteeseen asti pelattujen siirtojen jono, koska jokaisella vuo-
rolla pelaajan on poistettava alkioita pelialueesta, jolloin sallitut siirrot muuttuvat. Merkitién
jokaisella pelaajan vuorolla i’ sallittujen siirtojen joukkoa B;/(s), missd i’ € {0,...,2n} ja s on
pelattujen siirtojen jono. Madritelldin sallittujen siirtojen joukot rekursiivisesti siten, ettad

n =

Bo(s) = [m]
Bi(s) = Bo(s) \ ' (Co)

Bu(s) = Ban-1(s) \ £ (Con-1),

missa
Cr={(,j) = f(s@)|0<i<p0<j<gq}, kun0<i <2n.

Joukko Cjr sisiltii siis ne alkiot, jotka poistuvat pelialueesta vuoron i’ siirrolla. Funktio £~
muuttaa nama alkiot vastaaviksi pelin siirroiksi. Uusi sallittujen siirtojen joukko saadaan pois-
tamalla edellisten sallittujen siirtojen joukosta néitd joukon C; alkioita vastaavat siirrot. Olkoon
nyt joukko

A= {s € W™ | s(i") = 0 jollakin parittomalla i’ € {0,...,2n} tai
s(i") ¢ By(s) jollakin parittomalla i € {0,...,2n}
siten, ettd kaikilla j* < i’ pitee s(j') # 0 ja s(j') € Bj(s)},

missd s on pelin erd. Tilldin joukkoon A liittyvd kombinatorinen peli G,(A) on Chomp-peli,
silld jos pelaaja 1 valitsee alkion (0, 0) jollakin pelin kierroksella, niin s ¢ A eli pelaaja 2 voittaa.
Jos taas pelaaja 2 valitsee alkion (0, 0) jollakin pelin kierroksella, niin s € A eli pelaaja 1 voittaa.
Lisdksi, jos pelaaja 1 valitsee jonkin alkion pelialueen ulkopuolelta, eli vuorolla i’ joukosta
w \ Bi/(s), ensimmadisend pelaajana, niin s ¢ A ja pelaaja 2 voittaa. Jos pelaaja 2 valitsee jonkin
alkion pelialueen ulkopuolelta ensimmaiseni pelaajana, niin s € A ja pelaaja 1 voittaa.

Huomautus. Jos kahdessa pelissi on pelattu sellaiset siirrot, ettd sallittujen siirtojen joukko on
sama, on pelien tilanne tdlloin sama.

4.2 Voittostrategia

Yksi Chomp-pelin erikoisuus on, ettd pelin tilanteesta on mahdollista tietdd kummalla pelaa-
jalla on voittostrategia, vaikka itse voittostrategiaa ei tunnettaisikaan. Tdhén liittyy strategian
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varastamisen késite. Seuraavan esimerkin jilkeen esitelldédn siis strategian varastaminen ja kéy-
tetdén sitd hyodyksi, kun osoitetaan, ettd vihintdaan kaksi alkiota siséltdvissd perusmuotoisessa
Chomp-pelissi pelaajalla 1 on aina voittostrategia.

Esimerkki 4.2. Olkoot p,g € w siten, ettd p = 0 jag = 0. Jos

{G.)10<i<p0<j<q}

on Chomp-pelin pelialue, niin pelaajalla 2 on triviaali voittostrategia. Pelaajalla 1 on ainoastaan
yksi mahdollinen sallittu siirto, nimittdin poistaa alkio (0,0). Tdlldin pelaaja 1 hividd pelin aina
ensimmadisen siirtonsa jilkeen.

Lemma 4.3 (Strategian varastaminen). Tarkastellaan kahta Chomp-pelin tilannetta, tilannetta 1
Jja tilannetta 2, joissa sallittujen siirtojen joukot ovat samat. Tcilloin vuorossa olevalla pelaajalla
on voittostrategia tilanteesta 1 jos ja vain jos vuorossa olevalla pelaajalla on voittostrategia
tilanteesta 2.

Todistus. Oletetaan, ettd pelaajalla 1 on voittostrategia o pelissd G(A;s;), missd 51 on pelatut
siirrot. Tarkastellaan toista pelierdd, jossa on pelattu siirrot s, ja sallittujen siirtojen joukko on
sama. Oletetaan, etti toisessa tilanteessa on pelaajan 2 vuoro. Mééritellddn pelaajalle 2 strategia T
pelissd G(A; s;) asettamalla

7(s2) = yo = 0°(s1)
7(s5 (v0,x1)) = y1 = o (s7 (yo,x1))

(s (Y0, X15- -, Vi1, X)) = yi = o (] (Y0, X1, - -, Yi-1, %)),

missd x; ovat pelaajan 1 siirtoja ja y; ovat pelaajan 2 siirtoja. Koska o on voittostrategia,
niin pelin erd s = s7 (0 * y) € A kaikilla jonoilla y pelaajan 2 siirtoja. Télloin pelaajan 1
noudattaessa strategiaa o kyseisen pelaajan vuorolla ei tule valittua alkiota (0,0) tai alkiota
pelialueen ulkopuolelta. Siis s(i) = O tai s(i) ¢ B;(s) jollakin parittomalla i siten, ettd kaikilla
J < ipitee s(j) # 0ja s(j) € Bj(s), missd joukko B;(s) on sallittujen siirtojen joukko. Koska
strategia T soveltaa strategiaa o eri pelaajan vuorolle, pelaajan 2 noudattaessa strategiaa
tamin vuorolla ei tule valittua alkiota (0,0) tai alkiota pelialueen ulkopuolelta. Siis s(i) = O tai
s(i) ¢ Bi(s) jollakin parillisella i siten, ettd kaikilla j < i pitee s(j) # 0 ja s(j) € B;(s). Talldin
siis pétee 55 (x * 7) ¢ A kaikilla pelaajan 1 siirroilla x eli pelaajalla 2 on toisessa tilanteessa
voittostrategia 7.

Oletetaan sitten, ettd toisessa tilanteessa on pelaajan 1 vuoro. Télloin pelaaja 1 voi vastaavasti
noudattaa voittostrategiaa o kyseisestd tilanteesta eteenpdin. Y1ld oleva pitee selvisti myos
silloin, kun tilanteet vaihdetaan pdikseen. Siis vuorossa olevalla pelaajalla on voittostrategia
tilanteesta 1 jos ja vain jos vuorossa olevalla pelaajalla on voittostrategia tilanteesta 2. m|

Lause 4.4. (Vrt. [9, 5. 169]). Olkoot p,q € w siten, ettdi p > 0 tai g > 0. Jos
{@.))10<i<p0<j<q}
on Chomp-pelin pelialue, niin pelaajalla 1 on voittostrategia.

Todistus. (Vrt. [9, s. 169]). Oletetaan vastoin vditettd, ettd pelaajalla 1 ei ole voittostrategiaa
Chomp-pelissi. Talloin seurauksen 3.4 nojalla pelaajalla 2 on voittostrategia. Olkoon 7 pelaajan 2
voittostrategia. Olkoon nyt pelaajan 1 ensimmdinen siirto alkion (p, ¢) poistaminen. Merkitidin
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tatd siirtoa xg. Nyt pelaajan 2 siirto yg = 7((xg)) on voittostrategian mukainen. Mutta tidlloin
siirto yo = (i, jo) on sellainen, etti (io, jo) < (p, ), koska alkio (p, ¢) on pelialueen suurin alkio.
Eli pelaajan 2 siirto poistaisi myds suurimman alkion (p, g). Siis pelaaja 1 olisi voinut tehda
kyseisen siirron omalla ensimmdiselld vuorollaan ja sallittujen siirtojen joukko By((xp)) olisi
sama kuin sallittujen siirtojen joukko Bj((xo, yo)) nyt pelaajan 2 siirron jilkeen, mikd ndhdddn
myoOs kuvasta 4.2. Siis pelaaja 1 voi varastaa pelaajan 2 voittostrategian lemman 4.3 nojalla.
Voidaan siis miiritelld pelaajalle 1 voittostrategia o siten, etti

o(0) = 7((x0))

U((XO,yO, L xm}’n)) = T((XO’yO’ L ’yl’l—la xn))

Tama on ristiriita oletuksen kanssa, joten pelaajalla 1 on voittostrategia Chomp-pelissa. O

Kuva 4.2: Strategian varastaminen onnistuu, koska pelaajan 1 on mahdollista paistd ensimmai-
selld vuorollaan suoraan kolmannen kuvan tilanteeseen.

Huomautus. (Vrt. [7, s. 38]). Edellisen todistuksen nojalla tiedetéin, ettid kaksiulotteisessa ylei-
sessd m X n -kokoisessa Chomp-pelissid pelaajalla 1 on voittostrategia, mutta ei ole tiedossa mitd
siirtoja tdhdn yleisen tapauksen voittostrategiaan kuuluu. Jos pelaajan 1 ensimmadinen siirto on
suurimman alkion valinta, mutta se ei ole voittostrategian mukainen siirto, niin pelaajan 2 ensim-
maiinen siirto paljastaa voittostrategian ensimmadisen siirron, jos pelaaja 2 tuntee voittostrategian
ja noudattaa siti.

Huomautus. (Vrt. [3, s. 6]). Ei tunneta tehokasta algoritmia, jolla pystyttiisiin eksplisiittisesti
ratkaisemaan, mika pelaajan 1 voittostrategia on Chomp-pelissd. Algoritmit, joilla voittostra-
tegiaa yritetddn ratkaista, perustuvat siihen, ettd kidydaan ldpi kaikki pelin mahdolliset siirrot.
Niin ollen voittostrategian 10ytiminen Chomp-pelille on monissa tapauksissa hyvin vaikeaa.

4.3 Esimerkkeja

On olemassa tunnettuja tilanteita, joissa on pystytty madrddmaiin pelaajan 1 voittostrategia.
Seuraavaksi esitetddn joitakin tdllaisia tilanteita, ensimmdiiseni nelionmuotoinen ja sitten kak-
sirivinen Chomp-pelin pelialue.

Esimerkki 4.5 (Nelionmuotoinen Chomp-pelialue). (Vrt. [9, s. 170]). Olkoon p € w. Olkoon
nyt

{G.)10<i<p0<j<p}
Chomp-pelin pelialue. Olkoon pelaajan 1 ensimmdinen siirto alkion (1, 1) poisto. Tdlloin pelia-
lueeksi jad symmetrinen L-muotoinen alue. Jos pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (0,0), (0, 1) tai
(1,0), on pelaajalla 1 triviaali voittostrategia. Jos pelaajan 2 siirto on alkion (0, i) poisto jollakin
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0 < ip < p, niin pelaajan 1 seuraava siirto on peilaava siirto eli alkion (ip, 0) poisto. Vastaavasti,
jos pelaajan 2 siirto on alkion (iy, 0) poisto, niin pelaajan 1 seuraava siirto on alkion (0, iy) pois-
to. Télla tavoin pelaten lopulta jiljelle jda ainoastaan alkio (0,0) pelaajan 2 valittavaksi, kuten
nihdéddan myos kuvasta 4.3. Siis kuvattu strategia on pelaajan 1 voittostrategia.

e,

Kuva4.3: Nelionmuotoisen Chomp-pelin kulku lyhyesti, kun pelaaja 1 noudattaa esimerkissd 4.5
kuvattua strategiaa.

Esimerkki 4.6 (Kaksirivinen Chomp-pelialue). (Vrt. [9, s. 170-171]). Olkoon p € w. Olkoon
nyt
{0./))10<i<p0<j<1}

Chomp-pelin pelialue. Tilloin pelaajan 1 tavoite on aina omalla siirrollaan pééstd sellaiseen
tilanteeseen, ettd ylemmassa rivissd on yksi alkio vihemmaén kuin alemmassa rivissd. Osoitetaan,
ettd tima on voittostrategia pelaajalle 1.

Jos p = 0, niin pelialueessa on kaksi alkiota, (0,0) ja (0,1). Pelaajan 1 siirto on tietenkin
alkion (0, 1) poisto, jolloin pelaajan 2 valittavaksi jdi vain alkio (0,0). Jos p = 1, niin pelialue
on nelionmuotoinen, joten pelaaja 1 voi noudattaa edellisen esimerkin strategiaa. Tarkastellaan
siis tilannetta p > 1.

Olkoon pelaajan 1 ensimmdinen siirto alkion (p, 1) poisto. Nyt jos pelaajan 2 siirto on alkion
(i0,0) poisto jollakin iy < p, niin pelitilanne

{G,j))10<i<ip0<j<1}

on kuten alkutilanne ja pelaaja 1 voi edelleen valita alkion (i, 1) poistettavaksi, kuten kuvassa 4.4.
Jos taas pelaajan 2 siirto on alkion (i, 1) jollakin iy < p, niin pelaaja 1 voi valita poistettavaksi
alkion (ip+1,0), jolloin pelialue saadaan vastaavaksi kuin pelaajan 1 ensimmadisen siirron jilkeen.
Tama tilanne on esitetty kuvassa 4.5.

Tilla tavoin pelaten lopulta pdddytéddn tilanteeseen {(0,0),(0,1),(1,0)}, jonkin pelaajan 1
vuoron jilkeen, jolloin edellisen esimerkin nojalla pelaaja 1 voittaa. Siis ylla kuvattu strategia
on voittostrategia pelaajalle 1.

pHHHH WHHHE S W

Kuva 4.4: Kaksirivisessd Chomp-pelissid paadytiin alkutilannetta vastaavaan tilanteeseen, jos
pelaaja 2 valitsee poistettavan alkion alemmalta rivilta.
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Kuva 4.5: Jos pelaaja 2 valitsee poistettavan alkion ylemmalta riviltd kaksirivisessd Chomp-
pelissd, niin pelaaja 1 voi poistaa alkion alemmalta riviltd siten, ettd paddytddn vastaavaan
tilanteeseen kuin pelaajan 1 ensimmadisen siirron jilkeen.

Koska jo kolmerivinen Chomp on paljon monimutkaisempi tapaus, kasitellddn se omana
lukunaan.

4.4 Kolmerivinen Chomp

Kolmerivisen perusversion, eli suorakaiteen mallisen Chomp-pelialueen strategioiden kannalta
on hyodyllistd tarkastella myos keskenerdisid tilanteita. Tarkastellaan siis ensin Chomp-pelin
tilanteita, joissa pelialue koostuu kolmesta mahdollisesti eripituisesta rivista.

Miaritelméa 4.7. (Vrt. [9, s. 173]). Merkitddn kolmerivisti Chomp-pelin tilannetta [a, b, c],
missd a, b ja ¢ ovat rivien pituudet alhaalta yl6s. Talloin Chomp-pelin pelialue on

{(0,0) [0 <ip <a} U{(i1, 1) [0 <y <b}U{(i2,2) [0 < i <c}.
Tarkastellaan ensin tapauksia, joissa ¢ = 1.

Lemma 4.8. (Viite vrt. [9, 5. 173], todistus itse tyostetty). Pelin tilanteissa [3,1,1] ja [2,2,1]
pelaajalla 2 on voittostrategia.

Todistus. Tilanteessa [3, 1, 1] pelaajan 2 voittostrategia on esimerkissd 4.5 kuvattu symmetrinen
alkion poisto. Tilanne on myos esitetty kuvassa 4.6.

i B B s

Kuva 4.6: Pelaajan 2 voittostrategia Chomp-pelin tilanteesta [3, 1, 1].

Tilanteessa [2,2, 1] pelaajan 1 siiirto on poistaa jokin alkio (0,0),(1,0),(0,1),(1,1) tai (0,2).
Alkion (0,0) poisto johtaa suoraan pelaajan 1 hidvioon. Jos pelaaja 1 poistaa alkion (0, 1) tai
(1,0), niin pelaaja 2 voi seuraavalla siirrolla vastaavasti poistaa joko alkion (1,0) tai (0, 1).
Télloin jdljelle jad vain alkio (0,0) eli pelaaja 1 hividi pelin, kuten nihdéédn kuvasta 4.7.

Bi A
] Al

Kuva 4.7: Pelaajan 2 voittostrategia Chomp-pelin tilanteesta [2,2, 1], kun pelaajan 1 siirto on
alkion (0, 1) tai (1,0) poisto.

Jos pelaaja 1 poistaa alkion (0, 2) tai (1, 1), niin pelaaja 2 voi seuraavalla siirrolla vastaavasti
poistaa joko alkion (1, 1) tai (0,2). Talloin molemmissa tapauksissa jaljelle jai tilanne [2,1,0],
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johon pelaaja 2 voi kiyttdd strategiana esimerkissi 4.5 kuvattua symmetrista alkion poistoa. Itse
asiassa pelaaja 2 voi kummankin pelaajan 1 siirron jidlkeen noudattaa esimerkissa 4.6 kuvattua
kaksirivisen Chomp-pelin strategiaa sovellettuna kahteen sarakkeeseen. Siis pelaaja 1 havida
pelin, mika nidhdiin myos kuvasta 4.8. O

uafe cf - -
wc]= - -

Kuva 4.8: Pelaajan 2 voittostrategia Chomp-pelin tilanteesta [2,2, 1], kun pelaajan 1 siirto on
alkion (0,2) tai (1, 1) poisto.

Lemma 4.9. (Vrt. [9, s. 173-174]). Pelaajalla 1 on voittostrategia pelin tilanteista

[3,2,1],

[3,3,1],

[4+a1,1], a=0 ja
2+a2+b1], a>=b>0, a>0.

Todistus. (Vrt. [9, s. 174]). Tilanteista [3,2,1] ja [3,3, 1] saadaan tilanne [3, 1, 1] poistamalla
alkio (1,1). Liséksi tilanteesta [4 + a,1,1], a > 0 saadaan tilanne [3,1, 1] poistamalla alkio
(3,0). Nama siirrot on esitetty kuvassa 4.9. Edellisen lemman nojalla tilanteessa [3, 1, 1] toisena
pelaavalla on voittostrategia eli tdssd tapauksessa pelaajalla 1 on voittostrategia. Nyt lemman
2.26 nojalla pelaajalla 1 on voittostrategia myos tilanteista [3,2,1],[3,3,1]ja [4 + a, 1, 1].

%EI %E H:l:n:n:l

Kuva 4.9: Pelaajan 1 voittostrategian ensimmaéiset siirrot Chomp-pelin tilanteista [3,2,1],[3,3,1]
jal[4+a,1,1],a >0.

Tilanteesta [2+a,2+ b, 1],a > b > 0, a > 0 saadaan tilanne [2,2, 1] poistamalla alkio (2,0),
kuten ndahdéin kuvasta 4.10. Edellisen lemman nojalla tilanteessa [2,2, 1] toisena pelaavalla on
voittostrategia eli tdssd tapauksessa pelaajalla 1 on voittostrategia. Nyt lemman 2.26 nojalla
pelaajalla 1 on voittostrategia myos tilanteesta [2 + a,2 + b, 1]. m|
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Kuva 4.10: Pelaajan 1 voittostrategian ensimmaiinen siirto Chomp-pelin tilanteesta [2+a, 2+b, 1],
missia > b >0,a > 0.

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta ¢ = 2.

Lause 4.10. (Vrt. [9, 5. 174]). Chomp-pelin tilanteessa |a, b,2] pelaajalla 2 on voittostrategia,
josa—b=2.

Todistus. (Vrt. [1, s. 633]). Oletetaan, ettd a — b = 2. Todistetaan induktiolla, ettd pelaajalla 2
on voittostrategia tilanteesta [a, b,2].

1) Perusaskel. Tarkastellaan tilannetta [4,2,2]. Jos pelaajan 1 siirto on alkion (0, 1) tai (1,0)
poisto, niin pelaajan 2 siirto on alkion (1,0) tai (0, 1) poisto, jolloin selvisti pelaajalla 2 on
voittostrategia, kuten nihdaan kuvasta 4.11.

[
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Kuva 4.11: Pelaajan 2 voittostrategiat Chomp-pelin tilanteesta [4,2,2], kun pelaajan 1 siirto on
(0,1) tai (1,0).

Jos pelaajan 1 siirto on alkion (1,2) tai (2,0) poisto, niin pelaaja 2 voi poistaa vastaavasti
alkion (2,0) tai (1,2), jolloin padstdin tilanteeseen [2,2, 1]. Nama siirrot on esitetty kuvassa 4.12.
Lemman 4.8 nojalla pelaajalla 2 on tilanteessa voittostrategia.

Kuva 4.12: Pelaajan 2 voittostrategiat Chomp-pelin tilanteesta [4,2,2], kun pelaajan 1 siirto on
(1,2) tai (2,0).

Jos pelaajan 1 siirto on alkion (1, 1) tai (3,0) poisto, niin pelaaja 2 voi poistaa vastaavasti

alkion (3,0) tai (1, 1), jolloin pééstéddn tilanteeseen [3, 1, 1], mikd ndhdddn myos kuvasta 4.13.
Lemman 4.8 nojalla pelaajalla 2 on tilanteessa voittostrategia.
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Kuva 4.13: Pelaajan 2 voittostrategiat Chomp-pelin tilanteesta [4,2,2], kun pelaajan 1 siirto on
(1, 1) tai (3,0).

Jos pelaajan 1 siirto on alkion (0,2) poisto, niin poistamalla alkion (3,0) saadaan tilanne

[3,2,0], kuten kuvassa 4.14, jossa esimerkin 4.6 nojalla pelaajalla 2 on voittostrategia. Talldin
lemman 2.26 nojalla pelaajalla 2 on voittostrategia tilanteesta [4,2,2].

o e

Kuva 4.14: Pelaajan 2 voittostrategian ensimmaéinen siirto Chomp-pelin tilanteesta [4, 2, 2], kun
pelaajan 1 siirto on (0,2).

2) Induktioaskel. Tehdédédn induktio-oletus, ettd pelaajalla 2 on voittostrategia kaikissa tilan-
teissa [k, k —2,2], missd 4 < k < n. Todistetaan nyt induktiovdite, ettd tilanteessa [n+ 1,n— 1,2]

pelaajalla 2 on voittostrategia. Pelaajalla 2 on triviaalisti voittostrategia, jos pelaaja 1 poistaa
alkion (0, 1) tai alkion (1,0). Nama triviaalit voittostrategiat on esitetty kuvassa 4.15.

ZEEEEE

Kuva 4.15: Tilanteet, joissa pelaajalla 2 on triviaali voittostrategia.

Jos pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (0,2), kuten kuvassa 4.16, niin esimerkin 4.6 nojalla
pelaajalla 2 on voittostrategia kaksirivisesti tilanteesta [n + 1,n — 1,0].

R R

Kuva 4.16: Jos pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (0,2), niin saadaan kaksirivinen pelitilanne.
Jos pelaajan 1 siirto on alkion (1,2) tai (2,0) poisto, niin pelaaja 2 voi poistaa vastaavasti

alkion (2,0) tai (1,2), jolloin padstdin tilanteeseen [2,2, 1]. Nama siirrot on esitetty kuvassa 4.17.
Lemman 4.8 nojalla pelaajalla 2 on tilanteessa voittostrategia.
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Kuva 4.17: Pelaajien siirrot, joilla pdddytdén tilanteeseen [2,2,1].
Jos pelaajan 1 siirto on alkion (1, 1) tai (3,0) poisto, niin pelaaja 2 voi poistaa vastaavasti

alkion (3,0) tai (1, 1), jolloin paidstdin tilanteeseen [3, 1, 1]. Nama siirrot on esitetty kuvassa 4.18.
Lemman 4.8 nojalla pelaajalla 2 on tilanteessa voittostrategia.

R e - R B R

Kuva 4.18: Pelaajien siirrot, joilla pdddytdén tilanteeseen [3, 1, 1].
Nyt, jos pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (0, j), missd4 < j < n+1, niin pelaajan 2 poistaessa

alkion (1, j—2) paddytdin tilanteeseen [ j— 1, j — 3, 2], jossa induktio-oletuksen nojalla pelaajalla 2
on voittostrategia. Tdmi ndhdddn myos kuvasta 4.19.

o P e

Kuva 4.19: Pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (0, j), missd 4 < j < n + 1, jolloin pelaajan 2
siirrolla paddytdén induktio-oletuksen tilanteeseen.

Jos pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (1, j), missd 2 < j < n — 1, niin pelaajan 2 poistaessa
alkion (0, j+2) paadytdin tilanteeseen [ j+ 1, j—1,2], jossa induktio-oletuksen nojalla pelaajalla 2
on voittostrategia. Tima ndhdaan myos kuvasta 4.20.

P W w

Kuva 4.20: Pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (1, ), missd 2 < j < n — 1, jolloin pelaajan 2
siirrolla pdddytddn induktio-oletuksen tilanteeseen.

Nyt kaikki mahdolliset tapaukset on kayty lipi, joten induktioperiaatteen nojalla pelaajalla 2
on voittostrategia tilanteesta [n + 1,n — 1,2]. O

Tarkastellaan seuraavaksi kahta perusmuotoista, 4 x 3 -kokoista ja 5 x 3 -kokoista, Chomp-
pelialuetta.

Esimerkki 4.11. Olkoon joukko

{.)10<i<30<j<2}
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Chomp-pelin pelialue. Olkoon pelaajan 1 ensimmaéinen siirto poistaa alkio (2, 1). Télloin pai-
dytdin tilanteeseen [4,2,2], jossa lauseen 4.10 nojalla toisena pelaavalla on voittostrategia, eli
tissi tapauksessa pelaajalla 1 on voittostrategia. Tama on esitetty myos kuvassa 4.21.

Kuva 4.21: Jos pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (2, 1), pdddytdén tilanteeseen [4,2,2].

Seuraavassa esimerkissé tarkastellaan pelialuetta, jonka koko on 5 x 3. Esimerkissa kdydédéin
lapi kaikki mahdolliset pelaajan 2 siirrot pelaajan 1 ensimmadisen siirron jéalkeen.

Esimerkki 4.12. Olkoon joukko
{G,j)|0<i<40<j<2}

Chomp-pelin pelialue. Olkoon pelaajan 1 siirto poistaa alkio (3,2). Tilldin paddytédén tilantee-
seen [5,5,3]. Jos nyt pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (0, 1) tai (1,0), niin pelaajalla 1 on triviaali
voittostrategia. Jos pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (0,2) tai (4, 1), niin pelaaja 1 padsee kaksi-
rivisen Chomp-pelin voittostrategian tilanteeseen, joka on esitetty esimerkissi 4.6, poistamalla
vastaavasti alkion (4, 1) tai (0,2). Ndma siirrot on esitetty kuvassa 4.22.

Kuva 4.22: Pelaajan 1 siirrot, kun pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (0,2) tai (4, 1).

Jos pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (1,2) tai (2,0), kuten kuvassa 4.23, niin poistamalla vas-
taavasti alkion (2,0) tai (1,2) pelaaja 1 paisee tilanteeseen [2,2, 1]. Tdssé tilanteessa lemman 4.8
nojalla toisena pelaavalla on voittostrategia, eli tdssi tapauksessa pelaajalla 1 on voittostrategia.

Kuva 4.23: Pelaajan 1 siirrot, kun pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (1,2) tai (2,0).

Jos pelaaja 2 poistaa alkion (1, 1) tai (3,0), kuten kuvassa 4.24, niin pelaaja 1 voi vastaa-
vasti poistaa alkion (3,0) tai (1, 1), jolloin pééstdén tilanteeseen [3, 1, 1]. My0s téssi tilanteessa
lemman 4.8 nojalla toisena pelaavalla on voittostrategia, eli tdssid tapauksessa pelaajalla 1 on
voittostrategia.
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Kuva 4.24: Pelaajan 1 siirrot, kun pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (1, 1) tai (3,0).

Jos pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (2,2) tai (3, 1), niin pelaajan 1 siirto voi vastaavasti
olla alkion (3, 1) tai (2,2) poisto, jolloin padstidin tilanteeseen [5, 3,2]. My0s jos pelaajan 2 siirto
on poistaa alkio (2, 1) tai (4,0) ja pelaajan 1 siirto on vastaavasti poistaa alkio (4,0) tai (2, 1),
pédstddn tilanteeseen [4,2,2]. Namad tilanteet on esitetty kuvassa 4.25. Molemmissa tilanteissa
pitee a — b = 2,koska 5 -3 =2 ja4 -2 = 2, joten lauseen 4.10 nojalla toisena pelaavalla on
voittostrategia, eli tdssd tapauksessa pelaajalla 1 on voittostrategia.

Kuva 4.25: Pelaajien siirrot, joilla padadytédan tilanteeseen [a, b,2], missda a — b = 2.

Kaikki tapaukset on kiyty lépi, joten pelaajalla 1 on voittostrategia tissi pelissd, kun ensim-
madinen siirto on poistaa alkio (3, 2).

Huomautus. (Vrt. [9, s. 171-172]). Ei tunneta yleistd ratkaisua n X 3 -kokoiselle Chomp-
pelialueelle.
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S Chomp-pelin laajennukset

Chomp-peli voidaan yleistdd mihin tahansa osittain jirjestettyyn joukkoon, josta l6ytyy pienin
alkio. Talloin pelataan osittain jirjestetylld joukolla, josta alkioita poistamalla saadaan uusi jouk-
ko. Uuden joukon osittainjérjestys on tdlloin alkuperdisen joukon osittainjirjestyksen rajoittuma
uuteen joukkoon. Pelid jatketaan tdlld uudella osittain jéarjestetylld joukolla. My6s yleistetyssa
pelissé pienin alkio on myrkyllinen pala, joten pelaaja, joka poistaa joukon pienimmén alkion,
hivida.

Huomautus. Riittdd, ettd ddrellisessd osittain jirjestetyssd joukossa on suurin alkio, jotta pe-
laajalla 1 on joukkoa vastaavassa Chomp-pelissd voittostrategia. Tami perustuu lauseen 4.4
todistukseen.

Téssd luvussa suurin osa tuloksista on kisitelty kokonaan itse. Kolmiulotteisen 2 X 2 X n
-kokoisen Chomp-pelin kisittelyyn liittyvit vditteet ovat perdisin ldhteistd, mutta niiden todis-
tukset ovat itse tyostettyja. Useampiulotteisen ja ddrettoméan Chomp-pelin tilanteita kdsittelevit
tulokset ovat kaikki tdysin itse tuotettuja tuloksia.

5.1 Kolmiulotteinen Chomp

Eris mielenkiintoinen tapaus on tarkastella osittainjarjestetyksid kolmikoiden joukoissa. Laa-
jennetaan siis Chomp-pelin pelialue tdssd luvussa kolmiulotteiseksi.

Maaritelma 5.1 (Kolmiulotteinen Chomp-pelialue). Olkoot p,q,r € w. Tidlloin Chomp-pelin
pelialue on osittain jirjestetty joukko {(i,j,k) | 0 < i < p,0 < j < ¢,0 < k < r}, missd
@,j,k") < (i,j,k), kun i’ < i, j/ < jjak’ < k. Talloin joukossa on pienin alkio (0,0,0)
ja suurin alkio (p,g,r). Olkoon pienin alkio (0,0,0) myrkyllinen pala. Jos pelaajan siirto on
alkion (i, jo, ko) valinta, niin pelialueesta poistetaan kaikki ne alkiot (i’,’,k’), joille pitee
(@, j’, k") = (io, jo, ko). Kolmiulotteista pelid koskevat samat sddnnét kuin kaksiulotteista pelii.

Tarkastellaan ensin yksinkertaista 2 x 2 x 2 -kokoista Chomp-pelialuetta.

Esimerkki 5.2. Olkoon joukko
{(G,j,k)|0<i<1,0<j<1,0<k<1}

Chomp-pelin pelialue. Olkoon pelaajan 1 ensimmdinen siirto poistaa alkio (1, 1, 1). Jos pelaajan 2
siirto on poistaa alkio (0, 1,0) tai (1,0, 1), niin pelaaja 1 voi vastaavasti poistaa alkion (1,0, 1)
tai (0, 1,0), jolloin jiljelle jda kolme alkiota (0,0,0), (1,0,0) ja (0,0,1). Siis pelialueeksi jaa
kaksiulotteinen symmetrinen L-muotoinen alue, kuten kuvassa 5.1, missa esimerkin 4.5 nojalla
toisena pelaavalla on voittostrategia, eli tissi tapauksessa pelaajalla 1 on voittostrategia.

L. P PEe

Kuva 5.1: Kolmiulotteinen Chomp-peli, kun pelaajan 2 ensimmaéinen siirto on poistaa alkio
(0,1,0) tai (1,0, 1).

Vastaavasti myos muiden pelaajan 2 mahdollisten siirtojen kohdalla pelaaja 1 voi omalla
vuorollaan poistaa peilaavan alkion. Talloin pelialueeseen jadd kolme alkiota siten, ettid pelialue
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on kaksiulotteinen symmetrinen L-muotoinen alue, jossa pelaajalla 1 on voittostrategia. Nami
tilanteet on esitetty kuvissa 5.2 ja 5.3. Siis pelaaja 1 voittaa, jos ensimméiinen siirto on poistaa
suurin alkio (1,1, 1).

BHL B E

Kuva 5.2: Kolmiulotteinen Chomp-peli, kun pelaajan 2 ensimmaéinen siirto on poistaa alkio

(1,1,0) tai (0,0, 1).
ma]e e sl

Kuva 5.3: Kolmiulotteinen Chomp-peli, kun pelaajan 2 ensimmdinen siirto on poistaa alkio
(1,0,0) tai (0,1, 1).

Seuraavaksi esitettidvien tulosten kisittelyn helpottamiseksi méiritelldan kolmiulotteiselle
2 x 2 x n Chomp-pelialueelle oma merkintd, joka hydodyntéda alkioiden lukumairia.

Mairitelma 5.3. (Vrt. [2, s. 3]). Merkitddn kolmiulotteisen 2 X2 xn Chomp-pelialueen keskene-
rdistd tilannetta [p, a, b, c|, missi p, a, b ja ¢ vastaavat jonojen syvyyksia jarjestyksessi alhaalta
vasemmalta oikealle sekd ylhédilta vasemmalta oikealle. Jonot on merkitty kuvaan 5.4.

Kuva 5.4: Kolmiulotteisen Chomp-pelin tilanne [6, 5, 3, 1], jossa siis jonojen syvyydet ovat p = 6,
a=5b=3jac=1.

Esimerkki 5.4. Tarkastellaan tilannetta [3, 1,1, 1], jossa on siis kuusi alkiota (0,0,0), (1,0,0),
(1,1,0), (0,1,0), (0,0,1) ja (0,0,2). Jos pelaaja 1 poistaa minki tahansa alkion lukuunottamatta
alkiota (0,0, 0), pelaaja 2 saa pelialueen kaksiulotteiseen L-muotoiseen symmetriseen tilantee-
seen. Nama pelaajien siirrot voivat olla

(1,0,0) ja (0,0,2)
(0,1,0) ja (0,0,2)
(1,1,0) ja (0,0,1)
0,0,1) ja (1,1,0)
(0,0,2) ja (1,0,0) tai (0,1,0),

joista siirrot (0,0,2) ja (1,0,0) on esitetty kuvassa 5.5. Siis pelaajalla 2 on voittostrategia tilan-
teesta [3,1,1,1].
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Kuva 5.5: Esimerkki kolmiulotteisen Chomp-pelin tilanteen [3, 1, 1, 1] siirroista (0,0,2)ja (1,0, 0)
kuvattuna sivulta.

Seuraavaksi todistetaan, ettd 2 X 2 X n -kokoisessa Chomp-pelialueessa pelaajan 1 voitto-
strategian ensimmadinen siirto on poistaa suurin alkio. Todistukseen liittyvit pelin keskeneriiset
tilanteet

(5.1) [k, k,k,k—1] ja
(5.2) [p.a,b,c],

jossa on voimassa ehdot

(5.3) a+b=p-1 ja
(5.4) ¢ = min(a, b).

Todistetaan ensin, ettd tilanteesta (5.1) pelaajan 1 milld tahansa siirrolla pelaaja 2 saa tilanteen
joko tilanteen (5.1) muotoon tai tilanteen (5.2) muotoon. Vastaavasti tilanteesta (5.2) pelaajan 1
milld tahansa siirrolla pelaaja 2 saa tilanteen joko tilanteen (5.1) muotoon tai tilanteen (5.2)
muotoon. Ndin pelaten piaiddytddn lopulta pelaajan 2 vuoron jilkeen johonkin yksinkertaiseen
pelitilanteeseen, jossa pelaajalla 2 tiedetdédn olevan voittostrategia.

Lemma 5.5. (Vdite vrt. [2, 5. 3], todistus itse tyostetty). Tarkastellaan kolmiulotteisen 2 X2 X n
-kokoisen Chomp-pelialueen keskenerdiisid tilanteita [k, k,k, k — 1] sekd [p,a, b, c], jossa ehdot
(5.3) ja (5.4) pdtevdt. Osoitetaan, ettdi pelaajalla 2 on voittostrategia molemmista tilanteista.

Todistus. Tarkastellaan ensin tilannetta [k, k, k, k—1]. Jos pelaaja 1 poistaa jonkin alkion (0, 0, k),
missd k’ < k, niin pelaaja 2 voi poistaa alkion (1,1,k” — 1), jolloin pelitilanteeksi saadaan
[k', k', k', k" — 1]. Jos pelaaja 1 poistaa jonkin alkion (1,1,%”), missd k¥’ < k — 1, niin pelaaja 2
voi poistaa alkion (0,0, k" + 1). Talloin pelitilanteeksi saadaan [k" + 1,k" + 1,k" + 1,k’]. Nama
siirrot sovellettuna esimerkkitilanteeseen on esitetty kuvassa 5.6.

Y
TR S

Kuva 5.6: Pelaajan 2 siirtoihin (0,0, 5) ja (1, 1,3) sopivat pelaajan 1 vastaukset (1, 1,4) ja (0,0,4)
kuvattuna sivulta.

Jos pelaajan 1 siirto on poistaa jokin alkio (1,0, k") tai (0, 1, k"), missd k" < k, niin pelaaja 2
voi poistaa joko alkion (0,1,k — k" — 1) tai (1,0,k — kK’ — 1). Niiden siirtojen jilkeen saadaan
pelitilanne
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[k, k',(k — k" = 1),min(k’,k — k' — 1)] tai

[k,(k — k" — 1), k',min(k — k" — 1,k")].
Siis saadaan tilanne [p’,a’,b’,¢’], missd p’ = k,a’ = k', b’ = (k—k’'—1)jac = min(k’,k—k’—1)
tai vastaavasti a’ = (k — k" — 1), b’ = k’ seké p’ ja ¢’ ovat kuten edelld. T4lloin pelitilanteelle
patee

a+b=k+k-k-1)=k-1=p"-1

¢’ =min(k’,k — k' = 1) = min(d’, b")

eli tilanteen (5.2) ehdot (5.3) ja (5.4) toteutuvat. Taimin tapauksen siirrot sovellettuna esimerk-
kitilanteeseen on esitetty kuvassa 5.7.

S HHH e

Kuva 5.7: Pelaajien siirrot (1,0,3) ja (0, 1,2), joilla pdéstdén tilanteeseen [6,3,2,2] kuvattuna
sivulta.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta (5.2) eli tilannetta [p, a, b, c], missa

a+b=p-1 ja
¢ = min(a, b).

Jos pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (1, 1, ¢"), missid ¢’ < ¢, niin pelaaja 2 voi poistaa alkion
(0,0,¢” + 1), jolloin pédstdén tilanteeseen [¢” + 1,¢” + 1,¢” + 1,¢’]. Vastaavasti jos pelaajan 1
siirto on poistaa alkio (0,0, ¢”), kun ¢’ < ¢, niin pelaaja 2 voi poistaa alkion (1,1,¢” — 1), jolloin
padstiin tilanteeseen [¢’, ¢/, ¢/, ¢’ — 1]. Nama siirrot sovellettuna esimerkkitilanteeseen on esitetty

kuvassa 5.8.

Kuva 5.8: Esimerkkitilanne [6,3,2,2] kuvattuna sivulta, jossa pelaajien siirrot ovat (1,1,¢’) ja
(0,0,¢" + 1), kun ¢’ < c. Téssd tapauksessa ¢’ = 1 jac = 2.

Jos pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (0,0,¢’), kun ¢’ > ¢, niin pelaaja 2 voi poistaa alkion
joko jonosta a tai b siten, ettd padstddn ehdot (5.3) ja (5.4) tayttidviin tilanteeseen [py, ay, by, c1].
Alkio poistetaan enemmain alkioita siséltidvésti jonosta ja poistettava indeksi lasketaan pelaajan 1
jonosta p poistamien alkioiden lukumiirdn mukaan. Huomataan, ettd a + b = p — 1, joten
p — min(a, b) = max(a,b) + 1 jac’ > celi ¢’ > min(a, b). Talloin

max(a, b) — (p — ¢’) > max(a, b) — (p — min(a, b))
= max(a,b) — (max(a,b) + 1)
=-1
= max(a,b) - (p—-c¢') >0,
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missé siis p — ¢’ on jonosta p poistettujen alkioiden lukuméiira. Siis poistettavan alkion indeksi
voidaan laskea kaavalla max(a, b) — (p — ¢’). Téten, jos max(a,b) = a, niin pelaaja 2 poistaa
alkion (1,0,a — (p — ¢’)) ja jos max(a,b) = b, niin pelaaja 2 poistaa alkion (0,1,b — (p — ¢’)).
Talloin jonojen alkioiden lukuméiriksi saadaan

pr=¢c pr=c
ay = max(a,b) — (p — ¢) tai a, = min(a, b)
by = min(a, b) by = max(a,b) — (p — ¢’)
c1 = min(ay, by) c1 = min(ay, by),
jolloin
ay + by = max(a,b) — (p — ¢’) + min(a, b)
=a+b-(p-<')
=p-1-(p=-¢)
=c-1=p -1

Siis padstadn tilanteeseen [pi,aj, by, c1], jossa ehdot (5.3) ja (5.4) pateviat. Tamin tapauksen
siirrot sovellettuna esimerkkitilanteeseen on esitetty kuvassa 5.9.
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Kuva 5.9: Esimerkkitilanne [6,3,2,2] kuvattuna sivulta, jossa pelaajien siirrot ovat (0,0, ¢’) ja
(1,0,a — (p — ¢’)), kun ¢’ > c. Téssi tapauksessa p = 6, ¢’ =4, a =3 jab = ¢ = 2, eli siirrot
ovat (0,0,4) ja (1,0, 1).

Jos pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (1,0,c¢”), kun ¢’ < a tai (0,1,¢’), kun ¢’ < b, niin
pelaaja 2 voi poistaa alkion jonosta p siten, ettd ehdot (5.3) ja (5.4) pitevit. Jos poistettavan
alkion siséltdvin jonon alkuperidinen pituus on a, niin pelaaja 2 voi poistaa alkion (0,0, p—(a—c")).
Vastaavasti, jos poistettavan alkion sisdltdvin jonon alkuperdinen pituus on b, niin pelaaja 2 voi
poistaa alkion (0,0, p — (b — ¢’)). Téll6in jonojen alkioiden lukumaiériksi saadaan

pr=p-(a-c’) pr=p-(b-c)
a; =c tai ay=a
b1 =b bl = C’
Ccl = min(al,bl) Ccl1 = min(al,bl).

Talloin myos ehto (5.3) pétee uusilla jonojen alkioiden lukuméérilld, silld alkuperiisilld jonojen
pituuksilla piteea+b=p—-lelia=p—-1—-bjab=p—1 - a, jolloin saadaan
ai+b=c"+b
=c+p-1-a
=p-(a=-c)-1=p -1,
jos pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (1,0, ¢”) tai
ai+by=a+c
=p-1-b+(
=p-(b-)-1=p1 -1,
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jos pelaajan 1 siirto on poistaa alkio (0,1,c¢’). Siis pdidstddn tilanteeseen [p;,ay,by,c1], jossa
ehdot (5.3) ja (5.4) piteviat. Tamédn tapauksen siirrot sovellettuna esimerkkitilanteeseen on
esitetty kuvassa 5.10.

o e e

Kuva 5.10: Esimerkkitilanne [6, 3,2, 2] kuvattuna sivulta, jossa pelaajien siirrot ovat (0, 1,¢’) ja
(0,0,p—(b—c')). Tdssé tapauksessa p = 6, ¢’ = 1jab = ¢ = 2, eli siirrot ovat (0, 1, 1) ja (0,0,5).

Siis molemmista tilanteista (5.1) ja (5.2) péastdin pelaajan 2 vuorolla joko tilanteeseen
[k', k", k', k" — 1] tai tilanteeseen [p’,d’, b’, ¢’], jossa ehdot (5.3) ja (5.4) pitevit. Lopulta paady-
tadn tilanteeseen [2,2,2, 1], jossa pelaajalla 2 on esimerkin 5.2 nojalla voittostrategia, tai tilan-
teeseen [3, 1,1, 1], jossa pelaajalla 2 on esimerkin 5.4 nojalla voittostrategia. Siis pelaajalla 2 on
voittostrategia molemmista tilanteista (5.1) ja (5.2). |

Lemma 5.6. (Vrt. [2, s. 3]). Tarkastellaan 2 X 2 X n -kokoista Chomp-pelialuetta. Olkoon siis

Joukko
{(G,J,k) |0<i<1,0<j<1,0<k <n}

Chomp-pelin pelialue. Osoitetaan, ettd pelaajalla 1 on voittostrategia, jonka ensimmdinen siirto
on suurimman alkion poisto.

Todistus. Olkoon pelaajan 1 ensimmdiinen siirto alkion (1,1,n — 1) poisto. Tdlloin saadaan
tilanne [n,n,n,n — 1]. Nyt lemman 5.5 nojalla tilanteessa toisena pelaavalla eli tissi tapauksessa
pelaajalla 1 on voittostrategia. Siis pelaajan 1 voittostrategian ensimmainen siirto on suurimman
alkion poisto. O

Huomautus. (Vrt. [8, s. 1]). Pelaajan 1 voittostrategiaa ei ole pystytty ratkaisemaan yleisessa
kolmiulotteisessa dérellisessid n X n X n -kokoisessa Chomp-pelissi.

5.2 Useampiulotteinen Chomp

Chomp-pelialue voidaan myos laajentaa useampiulotteiseksi kuin kolmiulotteiseksi. Esitetdan
seuraavaksi timédn madritelma.

Mairitelma 5.7 (Useampiulotteinen Chomp-pelialue). Olkoot pg,p1,...,pn-1 € w. Télldin
n-ulotteinen Chomp-pelialue on osittain jirjestetty joukko

{Go, ity -sin-1) |0 <ip < po,0 < i1 < p1y...,0 < iy < ppr}y

missi (i(’),i’l,. sl ) < (io, i1, . - . »in—1), kun i <o,y <iy,...jai_; < ip-1. Tédlloin joukossa
on pienin alkio (0,0,...,0) ja suurin alkio (pg,p1,...,pPn-1)- Olkoon pienin alkio (0,0,...,0)
myrkyllinen pala. Jos pelaajan siirto on alkion (jy, jo,. . ., j,—1) valinta, niin pelialueesta poiste-
taan kaikki ne alkiot (j1,j5,. .., j’_,), joille pitee (j{, /% ..,/ _) = (j1,J2s- - -5 jn-1). Useam-
piulotteista pelid koskevat samat sddannot kuin kaksiulotteista pelii.

Koska useampiulotteinen Chomp on jo erittdiin monimutkainen késitelld, otetaan esimer-
kiksi yksinkertainen neliulotteinen 2 X 2 X 2 X 2 -kokoinen pelialue. Kuvataan pelin tilanteet
eli osittainjarjestykset Hasse-diagrammin avulla, koska pelin havainnollistaminen on muutoin
hankalaa. Alkutilanne 2 X 2 X 2 x 2 -kokoiselle pelialueelle on esitetty kuvassa 5.11.
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Kuva 5.11: Neliulotteisen Chomp-pelin 2 X 2 x 2 X 2 pelialue kuvattuna lahtotilanteessa.

Neliulotteisen 2 X 2 x 2 X 2 -kokoisen Chomp-pelialueen kisittelyn avuksi tarkastellaan ensin
keskenerdistd neliulotteista Chomp-pelin tilannetta.

Lemma 5.8. Jos Chomp-pelin pelialue sisdltdd alkiot (0,0,0,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0)
ja (0,0,0, 1) sekd lisiksi tasan kaksi alkiota seuraavista

(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0, 1,0, 1),(0,0, 1, 1),

niin pelaajalla 2 on tilanteessa voittostrategia.

(1,0,1,0) 0, 0,1,1)
(1, 0,0,0) 0.1,0,0) (0,0,1,0) (0.0.0.1)
(0,0,0,0)

Kuva 5.12: Lemman 5.8 esimerkkitilanne.

Todistus. Alkiot (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) ja (0,0,0,1) ovat osittainjarjestyksen suhteen
tasolla 1 ja ylld olevan listan alkiot ovat osittainjdrjestyksen suhteen tasolla 2. Jos pelaajan 1
ensimmadinen siirto on poistaa jompikumpi tason 2 alkioista, niin pelaaja 2 voi poistaa jiljelle
jaavan tason 2 alkion. Tilloin pelialueeseen jdd pienimmén alkion lisdksi ainoastaan neljé tason 1
alkiota, kuten ndahdddn kuvasta 5.13. Télloin valitsematta pienintd alkiota pelaajat pystyvit
poistamaan vain yhden alkion kerrallaan, jolloin lopulta pelaajalle 1 jiid pienimmén alkion
valinta.

{1,0,0,0) {0, 1,0,0) {0, 0,1, 0) (0,0.0,1)
(0, 0,0,0)

Kuva 5.13: Pelaajan 1 vuorolla jiljelld olevat alkiot, kun tason 2 alkiot on poistettu.
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Jos pelaaja 1 poistaa jonkin tason 1 alkion, niin saadaan kolme erilaista tilannetta. Talloin
joko molemmat tason 2 alkiot poistuvat, kuten kuvassa 5.14, toinen tason 2 alkio poistuu, kuten
kuvassa 5.15, tai kumpikaan tason 2 alkioista ei poistu, kuten kuvassa 5.16. Jos molemmat
tason 2 alkioista poistuvat, jiljelle jad kolme tason 1 alkiota pelaajan 1 vuoron jilkeen, joten
lopulta pienimmén alkion valinta jda pelaajalle 1.

{1,0,0,0) (0,1,0,0) {0,0,0,1)

y

(0, 0,0,0)

Kuva 5.14: Pelin tilanne, kun pelaajan 1 siirrolla poistui yksi tason 1 alkio ja kaksi tason 2
alkiota.

Jos pelaaja 1 valitsee sellaisen tason 1 alkion, ettd toinen tason 2 alkioista poistuu, niin
pelaaja 2 voi vuorollaan valita sellaisen tason 1 alkion, joka poistaa my0s toisen tason 2 alkion.
Télloin jaljelle jaa kaksi tason 1 alkiota pelaajan 2 vuoron jélkeen, eli lopulta pienimmaén alkion
valinta jii pelaajalle 1.

{1, 0,1,0)
(1,0,0,0) (0,1,0,0) {0, 0,1, 0)
(0, 0,0,0)

Kuva 5.15: Pelaajan 1 siirrolla poistui yksi tason 1 alkio ja toinen tason 2 alkio, joten pelaaja 2
voi nyt valita joko alkion (1,0,0,0) tai (0,0, 1,0), jotta toinenkin tason 2 alkio poistuu.

Jos kumpikaan tason 2 alkioista ei poistu pelaajan 1 poistaessa alkion tasolta 1, niin pelaajan 2
valittavaksi jaa kolme tason 1 alkiota ja kaksi tason 2 alkiota. Jokaisen tason 2 alkion poistoon
on kaksi vaihtoehtoista alkiota tasolla 1. Siis kolmesta tason 1 alkiosta yhden on poistettava
molemmat tason 2 alkiot. Talloin pelaaja 2 voi siis valita tason 1 alkion, jolla molemmat tason 2
alkiot poistuvat ja jdljelle jad vain kaksi tason 1 alkiota. Siis lopulta pienimmaén alkion valinta
jaa pelaajalle 1.

(1,0, 1,0 {0,0,1,1)

/ N/ \

(1,0,0,0) (0,0,1,0 (0,0,0,1)

~_1 7

{0,0,0,0)

Kuva 5.16: Pelaaja 2 voi nyt valita alkion (0,0, 1,0), jolloin pelialueelle jaa vain kolme alkiota.

Kaikki tapaukset on kiyty ldpi, joten pelaajalla 2 on tidssi tilanteessa voittostrategia. O
Esimerkki 5.9. Tarkastellaaan 2 X 2 X 2 X 2 -kokoista Chomp-pelialuetta. Olkoon siis joukko

{(.j.k1)|0<i<1,0</j<1,0<k<10<I<1}
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Chomp-pelin pelialue. Osoitetaan, ettd pelaajan 1 voittostrategian ensimmadinen siirto on suu-
rimman alkion poisto. Olkoon pelaajan 1 ensimmdinen siirto siis alkion (1,1, 1,1) poisto. Jos
pelaajan 2 siirto on poistaa jokin alkioista (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1) tai (0, 1, 1, 1), niin pe-
laaja 1 voi poistaa peilaavan alkion (0,0,0, 1) (0,0, 1,0) (0, 1,0,0) tai (1,0,0,0), jolloin pelialue
palautuu kolmiulotteiseen tilanteeseen [2, 2, 2, 1]. Talloin pelialue vastaa 2 X 2 x 2 pelialuetta, jos-
ta suurin alkio on poistettu, mikd ndhddin myos kuvasta 5.17. Esimerkin 5.2 nojalla pelaajalla 1
on tdssi tilanteessa voittostrategia. Vastaavasti kyseiseen tilanteeseen paistddn, jos pelaajan 2
siirto on poistaa jokin alkioista (0,0,0,1) (0,0,1,0) (0,1,0,0) tai (1,0,0,0) ja pelaaja 1 poistaa
peilaavan alkion (1,1, 1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1) tai (0,1, 1, 1).

(1,1,0,0) (1,0,1,0) (0,1, 1, 0)
(1,0,0,0) (0.1, 0,0 {0,0,1,0)
(0, 0,0,0)

Kuva 5.17: Chomp-pelin tilanne kun on tehty siirrot (1,1,1,1), (1,1, 1,0) ja (0,0,0,1).

Tarkastellaan tilannetta, kun pelaaja 2 poistaa alkion (1, 1,0, 0). Téll6in pelaaja 1 voi poistaa
alkion (0,1,0, 1), jolloin padstdian tilanteeseen, jossa pelaajalla 2 on yhdeksén vaihtoehtoista
siirtoa, kun alkiota (0, 0,0, 0) ei oteta huomioon. Tilanne on esitetty myos kuvassa 5.18. Samaan
tilanteeseen padstiin, jos pelaaja 2 poistaa alkion (0, 1,0, 1) ja pelaaja 1 alkion (1, 1,0, 0). Kdyddin
kaikki pelaajan 2 timin tilanteen mahdolliset siirrot lépi.

(1,0,1,1)

{1, 0,1, 0) (1,0,0,1) (0,1,1,0) (0,0,1,1)

(1,0,0,0) (0,1,0,0) (0,0,1,0) (0,0,0,1)
(0, 0,0,0)

Kuva 5.18: Chomp-pelin tilanne kun on tehty siirrot (1,1, 1,1), (1,1,0,0) ja (0, 1,0, 1).
Jos pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (1,0, 1,1) tai (0, 1,0,0), pelaaja 1 voi poistaa vastaavasti

alkion (0, 1,0,0) tai (1,0, 1, 1), jolloin paadytddan kolmiulotteiseen tilanteeseen [2,2,2, 1], kuten
kuvassa 5.19.
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(1,0,1,0) (1.0,0,1) (0,0, 1, 1)

XX

{1, 0,0, 0) (0, 0,1, 0} 00,0, 1)

~_1

(0, 0,0,0)

Kuva 5.19: Chomp-pelin kuvan 5.18 tilanne siirtojen (1,0, 1, 1) ja (0,1,0,0) jilkeen.

Jos pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (1,0, 1,0) tai (0,0, 1, 1), pelaaja 1 voi poistaa vastaavasti
alkion (0,0, 1,1) tai (1,0, 1,0), jolloin paadytédan tilanteeseen, jossa lemman 5.8 nojalla toisena
pelaavalla on voittostrategia. Siis pelaajalla 1 on tdssi tilanteessa voittostrategia. Tilanne on
esitetty kuvassa 5.20.

(L, 0,0, 1) 0,1,1,0)
{1,0,0,0) (o, 1,00 {0,0,1,0) (0,0,0,1)
(0, o, 0, 0)

Kuva 5.20: Chomp-pelin kuvan 5.18 tilanne siirtojen (1,0, 1,0) ja (0,0, 1, 1) jilkeen.

Jos pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (1,0,0, 1) tai (0,1, 1,0), pelaaja 1 voi poistaa vastaavasti
alkion (0,1,1,0) tai (1,0,0, 1), jolloin myos pdddytdén tilanteeseen, jossa lemman 5.8 nojalla
toisena pelaavalla on voittostrategia. Siis pelaajalla 1 on my®0s téssd tilanteessa voittostrategia.
Tama tilanne on esitetty kuvassa 5.21.

{1,0,1,0) {0,0,1,1)
(1,0,0,0) (0,1,0,0) (0,0,1,0) {0,0,0,1)
{0, 0, 0,0)

Kuva 5.21: Chomp-pelin kuvan 5.18 tilanne siirtojen (1,0,0, 1) ja (0,1, 1,0) jilkeen.
Jos pelaajan 2 siirto on poistaa alkio (1,0,0,0), (0,0, 1,0) tai (0,0,0, 1), paadytdaan kolmiu-

lotteiseen Chomp-pelin tilanteeseen [2,1,2,1], [2,2, 1,0] tai [2,2,2,0], jotka on esitetty kuvassa
5.22. Niissa kaikissa tilanteissa pelaajalla 1 on voittostrategia.
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| {0y 1, 1, 0 | | [0,0,1,1) I [.0,0,1) | (L, 0 1, 0) | | (0.1,1,0) |

|:n.1.n.n]| |[u.u. |_u:| |(c,|:-,c-,1;| |tL.o,o.o‘.-| |:D.1.D.DJ| |:n.n.n.1]| Iil.'J.-J.'Jill |Eu.l.u.u}| |.’a.n.l.nj|

| (0. 0, 0. 1) | {0, 0.0, 0} (00, 0, 0)

H B 6

Kuva 5.22: Chomp-pelin kuvan 5.18 tilanne siirtojen (1,0,0,0), (0,0, 1,0) tai (0,0, 0, 1) jilkeen.

Ensimmadisen siirron jilkeen pelattuja siirtoja (1, 1,0,0) ja (0,1,0, 1) vastaavaan tilanteeseen
pédstédn, jos pelaaja 2 poistaa alkion (1,0, 1,0) ja pelaaja 1 alkion (1,0,0, 1) tai pelaaja 2 poistaa
alkion (0,1,1,0) ja pelaaja 1 alkion (0,0, 1, 1) tai ndma4 siirrot pdinvastoin. Ndiden tilanteiden
osittainjdrjestykset ovat isomorfisia, joten pelaaja 1 voi pelata yllid kuvatulla tavalla my6s ndissi
tilanteissa. Nami vaihtoehtoiset tilanteet on myos esitetty kuvassa 5.23. Tilloin kaikki mah-
dolliset pelaajan 2 siirrot on kéyty ldpi, joten pelaaja 1 voittaa poistamalla alkion (1,1,1,1)
ensimmadiselld siirrollaan.

| 0,1,1,1) | (1, 1,0, 1) |

|:1.1.=-.9.1| |c0,a.=-,o:| |:ﬂ.1.ﬂ.11| |-:0.u.:.:3| [u.u.u.ugl |-::.u.:.u]| I“'"‘”'“l ](u,l,u,|:|
|¢’-»°"’»°3'| |l“-1-“-°1| 0010 |{n.n.n.1}| |[l,0,ﬂ,ﬂ:[ |;n.1.n.n][ |;n.n.1.n]| |;n.n.n.11|

Kuva 5.23: Chomp-pelin tilanne siirtojen (1,1,1,1), (1,0,1,0) ja (1,0,0,1) sekd siirtojen
(1,1,1,1), (0,1,1,0) ja (0,0,1,1) jalkeen. Naiden tilanteiden osittainjarjestykset sekd siirtojen
(1,1,1,1), (1,1,0,0) ja (0,1,0,1) jélkeisen tilanteen osittainjarjestys, joka on esitetty kuvas-
sa 5.18, ovat isomorfisia keskenain.

5.3 Laajennus darettomaksi

Tarkastellaan seuraavaksi joitakin ddrettoméksi laajennettuja kaksiulotteisia ja kolmiulotteisia
Chomp-pelialueita. Osittain jarjestetty joukko voidaan laajentaa darettoméksi siten, etti Chomp-
pelin sddnt6jd on mahdollista soveltaa siihen. Talloin joukossa on oltava edelleen pienin alkio,
joten joukkoa voidaan siis laajentaa ddrettoméksi niin moneen positiiviseen suuntaan, kuin
joukossa on ulottuvuuksia. Tarkastellaan ensin yhteen suuntaan dédretontd kaksirivistd Chomp-
pelialuetta.

Esimerkki 5.10 (Kaksirivinen, oikealle d4reton Chomp-pelialue). Olkoon joukko
{(,))|i=0,0<j<1}

Chomp-pelin pelialue. Tdlloin pelaajalla 2 on voittostrategia. Jos pelaajan 1 ensimmadinen siirto
on (0,0), (0,1) tai (1,0), niin pelaajan 2 voittostrategia on triviaali. Olkoon siis pelaajan 1 siirto
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poistaa jokin alkio (j,0) alemmalta riviltd, kuten kuvassa 5.24. Talloin paddytddn ddrelliseen
kaksiriviseen Chomp-pelialueeseen, jossa esimerkin 4.6 nojalla ensimmadisend pelaavalla on
voittostrategia eli tdassd tapauksessa pelaajalla 2 on voittostrategia.

pHHEH W

Kuva 5.24: Kaksirivinen dédreton peli, kun pelaaja 1 valitsee poistettavan alkion alemmalta
rivilta.

Jos pelaajan 1 siirto on poistaa jokin alkio (j, 1) ylemmalti riviltd, kuten kuvassa 5.25, niin
pelaaja 2 voi poistaa alkion (j + 1,0), jolloin paastdidn esimerkissd 4.6 kuvattuun voittostrategian
tilanteeseen. Tassa tilanteessa ensimmadisend pelaavalla on voittostrategia eli tissd tapauksessa
pelaajalla 2 on voittostrategia.

pHHHH W e

Kuva 5.25: Kaksirivinen adreton peli, kun pelaaja 1 valitsee poistettavan alkion ylemmalta

rivilta.

Huomautus. Jos Chomp-pelialueessa on kaksi ddretonti saraketta, voidaan ylli olevaa strategiaa

soveltaa tilanteeseen peilaten. Talloin pelaajalla 2 on voittostrategia myos tdssi pelissa.
Seuraavassa esimerkissd kuvataan kahteen suuntaan ddrettomin kaksiulotteisen Chomp-

pelialueen voittostrategia.

Esimerkki 5.11 (Kaksiulotteisesti dareton Chomp-pelialue). Olkoon joukko

{G.j)1i=0,j=0}

Chomp-pelin pelialue. Osoitetaan, ettd pelaajalla 1 on voittostrategia tdssa pelissid. Olkoon pelaa-
jan 1 siirto poistaa alkio (0, 2), kuten kuvassa 5.26. Tilloin pelialueeksi jad kaksirivinen oikealle
aareton Chomp-pelialue, jossa esimerkin 5.10 nojalla toisena pelaavalla on voittostrategia, eli
tdssd tapauksessa pelaajalla 1 on voittostrategia.

"aaaa:

Kuva 5.26: Pelaajan 1 voittostrategian ensimmainen siirto kaksiulotteisesti ddrettoméssa Chomp-
pelissi.

Huomautus. Y1la kuvattua pelaajan 1 voittostrategiaa voidaan soveltaa kaikkiin w X n tai n X w
Chomp-pelialueisiin, kun n > 2.
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Huomautus. (Vrt. [8, s. 1]). Pelaajan 1 vaihtoehtoinen voittostrategia w X w -kokoisessa Chomp-
pelissd on soveltaa esimerkissi 4.5 esitettyd nelionmuotoisen Chomp-pelialueen voittostrategiaa
adrettomaan pelialueeseen.

Tarkastellaan lopuksi kolmiulotteista yhteen suuntaan ddretontda Chomp-pelialuetta seki kol-
miulotteista kahteen suuntaan diretontd Chomp-pelialuetta yksinkertaisten esimerkkien avulla.

Esimerkki 5.12. Olkoon joukko
{G,j,k)]0<i<1,0<j<1,k>=0}

Chomp-pelin pelialue. Olkoon pelaajan 1 ensimmaéinen siirto alkion (1,0,0) poisto, kuten ku-
vassa 5.27. Talloin pelialueeksi jad kaksirivinen déreton pelialue, jossa esimerkin 5.10 nojalla
toisena pelaavalla on voittostrategia, eli tdssd tapauksessa pelaajalla 1 on voittostrategia. Huo-
mataan, ettd myos alkion (0, 1,0) poistolla padstddn kaksiriviseen ddrettomaén tilanteeseen, joten
pelaajan 1 voittostrategian ensimmaéinen siirto voi olla kumpi tahansa.

Kuva 5.27: Pelaajan 1 voittostrategian ensimmaéinen siirto kolmiulotteisessa yhteen suuntaan
adarettomassad 2 X 2 X w Chomp-pelissa.

Huomautus. Y114 kuvattua voittostrategiaa voi soveltaa myos vastaaviin pelialueisiin 2 X w X 2
ja w x 2 x 2. Lisidksi strategiaa voi soveltaa my0s esimerkiksi alueisiin n X 2 X w ja2 X n X w,
joissa siis n > 2.

Esimerkki 5.13. Olkoon joukko
{G,j,k) |0<i<1,j >0,k >0}

Chomp-pelin pelialue. Olkoon pelaajan 1 ensimmadinen siirto alkion (0, 1,0) poisto. Talldin
pelialueeksi jad kaksirivinen ddreton pelialue, jossa esimerkin 5.10 nojalla toisena pelaavalla on
voittostrategia, eli tissd tapauksessa pelaajalla 1 on voittostrategia. Huomataan, ettd myos alkion
(0,0, 1) poistolla paastddn adretontd kaksirivistd aluetta vastaavaan tilanteeseen, joten pelaajan 1
voittostrategian ensimmaéinen siirto voi olla kumpi tahansa.

Huomautus. Y1la kuvattua voittostrategiaa voi soveltaa my0s vastaaviin pelialueisiin w X 2 X w
jaw X wX?2.

Huomautus. (Vrt. [4,s.482]). Eiole pystytty ratkaisemaan kummalla pelaajalla on voittostrategia
kolmiulotteisessa kolmeen suuntaan ddrettdmaissi w X w X w Chomp-pelissa.
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