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Tiivistelma

Tutkielmassa tarkastellaan Paleyn graafeja ja laajennusaksioomia. Erityisesti osoite-
taan, ettd Paleyn graafit ovat laajennusaksioomien malleja.

Graafien kisittelyd tutkielmassa pohjustetaan esittelemilld tarpeellista késitteis-
tod. Esitellddn satunnaisgraafin kisite, jonka avulla tarkastellaan graafien ominai-
suuksia. Graafien ominaisuuksista tarkastellaan erityisesti laajennusaksioomia. Laa-
jennusaksioomissa yleisesti ottaen vaaditaan, ettd jokaiselle graafin tietyn kaltaiselle
solmujen osajoukolle on olemassa eri solmu, joka on liitetty osajoukon solmui-
hin vaaditulla tavalla. Laajennusaksioomista tutkielmassa erityisesti késitelldin k-
laajennusaksioomia, ja osoitetaan, ettd k-laajennusaksioomien toteuttavia graafeja
on aina olemassa ja ettd timidn ominaisuuden asymptoottinen todennékoisyys on 1.

Paleyn graafien kasittelyd varten miiritelldin nelionjdénnds ja siihen liittyvi
Legendren symboli. Kdydéin ldpi nédihin liittyvii tuloksia ja tarvittavia arvioita. Esi-
tellddin myos karakterin kisite, joka on tarpeellinen paiviittimamme todistuksessa.
Madiritelldadn Paleyn graafit, jonka jilkeen lopuksi todistetaan padvdite, ettd riittdvin
suuret Paleyn graafit toteuttavat k-laajennusaksioomat.
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1 Johdanto

Paleyn graafi miéritellddn seuraavasti: Olkoon ¢ alkuluku, jolle ¢ = 1 (mod 4).
Paleyn graafin P, solmujen joukko on kunta Z, ja sdrmit madrdytyvit siten, ettd
kahden mielivaltaisesti valitun solmun x ja y vililld on sdrmé, mikili x — y on nelio
joukossa Z, [3, s. 315]. Paleyn graafit ovat nimetty englantilaisen matemaatikon
Raymond Paleyn (1907-1933) mukaan. Kuviossa 1.1 on kuvattu Paleyn graafi Py7.

Paleyn graafit ovat siitd erityinen graafien perhe, ettd riittdvan suuret Paleyn graa-
fit toteuttavat graafien ominaisuuden, jota kutsutaan k-laajennusaksioomiksi. Laa-
jennusaksioomissa yleisesti ottaen vaaditaan, ettd jokaiselle graafin tietyn kaltaiselle
solmujen osajoukolle on olemassa eri solmu, joka on liitetty osajoukon solmuihin
vaaditulla tavalla [4]. Laajennusaksioomakisitteen ovat alun perin esitelleet mate-
maatikot Alfréd Rényi ja Paul Erdds.

Erityisesti graafi toteuttaa k-laajennusaksiooman, jos seuraava ehto toteutuu: jo-
kaiselle solmujen osajoukoille X ja Y, joille | X| = |Y| = k, on olemassa eri solmu,
joka on naapuri joukon X solmujen kanssa, mutta ei minkdén joukon Y solmun kanssa
[2]. Edelleen, vaikka k-laajennusaksiooma on yksinkertaista mééritelld, ominaisuu-
den toteuttavia graafeja on todettu olevan vaikeaa konstruoida. Tutkielman tehtdvéana
on todistaa, ettd Paleyn graafit toteuttavat timén ominaisuuden.

Kuvio 1.1: Tutkielman kirjoittajaa on innoittanut
myos Paleyn graafien esteettinen puoli. Paleyn graafi Py7. (Vrt. [17].)

Tutkielman tekninen toteutus ja esittiminen etenevit niin, ettd ensin esitelldin
graafeihin liittyvaa peruskdsitteistod, jonka jalkeen perehdytddn tarkemmin laajen-
nusaksioomiin ja lopulta Paleyn graafeihin. Luvussa 2 esitelldédn graafien peruskasit-
teiston lisdksi kisite satunnaisgraafi. Satunnaisgraafi on reaalista satunnaismuuttujaa



muistuttava kisite, ja timén avulla tarkastellaan graafien ominaisuuksia ja omi-
naisuuksien todennikoisyyksid. Esitellddan my0s asymptoottisen todennidkdisyyden
kisite. Luvun lopuksi perehdytédén erityisesti k-laajennusaksioomiin.

Luvussa 3 osoitetaan satunnaisgraafin kisitteen avulla, ettd k-laajennusaksiooman
toteuttavia graafeja on aina olemassa. Osoitamme myos, ettd k-laajennusaksioomien
asymptoottinen todennikoisyys on 1.

Luvussa 4 perehdytdin tarkemmin Paleyn graafeihin. Aloitetaan kdymalld 13-
pi Paleyn graafien kisittelyssd hyodyllistd késitteistod, kuten nelidnjddnnokset ja
niihin liittyvéd késite Legendren symboli. Esitellddn esimerkki Paleyn graafista ja
osoitetaan lopuksi, ettd Paleyn graafit toteuttavat k-laajennusaksioomat, eli ovat k-
laajennusaksioomien malleja.

Lukijalta edellytetdéin perustietimystd todennikoisyyslaskennasta ja lukuteorias-
ta. Erityisesti lukuteorian osalta tietimystid edellytetdin modulaariaritmetiikasta.
Graafiteorian osalta esitys pohjautuu Diestelin teokseen Graph Theory [5] ja luku-
teorian osalta Rosenin teokseen Elementary number theory and its applications [13].
Pailahteend tutkielmassa toimii Blassin, Exoon ja Hararyn artikkeli Paley Graphs
Satisfy All First-Order Adjacency Axioms [2]. Tutkielmassa esitetyt kuviot ovat saa-
neet innoituksen WolframMathWorld -verkkosivustolta [17]. Esimerkit ja lauseiden
todistukset, joissa ei ole ldhdeviittausta, ovat tutkielman kirjoittajan itsensi kirjoitta-
mia.



2 Graafit

Luvussa 2 kidydiin ldpi graafien peruskésitteistod ja perehdytddn graafeihin liitty-
viin todennékdisyyksiin. Esitellddn satunnaisgraafin kisite, jonka avulla tarkastellaan
graafien ominaisuuksia ja niiden asymptoottista todennikoisyyttd. Lopuksi perehdy-
tadn tarkemmin graafien ominaisuuteen, jota kutsutaan laajennusaksioomiksi.

2.1 Graafien peruskisitteita

Luvussa pééldhteend on kiytetty Diestelin teosta Graph Theory (3, s. 2—13] ja Koi-
viston ja Niemiston luentomonistetta Graafiteoriaa [7]. Aloitetaan méadrittelemalld
graafin késite.

Miaritelma 2.1. Yksinkertainen graafion pari G = (V, E), joka rakentuu ddrellisestd
joukosta V # 0 ja jarjestamittomien parien joukosta E, jolle

Ec{{xytlxyeVijax#y}
Joukon V alkioita kutsutaan solmuiksi ja joukon E alkioita kutsutaan sdrmiksi.

Huomautus. Koska tdssi tutkielmassa tarkastellaan ainoastaan yksinkertaisia graa-
feja, voidaan jatkossa kiyttdd ainoastaan termid graafi.

Madritellddn lisdksi muita tarpeellisia kisitteitd graafeille, ja olkoon sitd varten
G = (V, E) graafi. Graafin G solmujen joukkoa on tapana merkitd V = V(G) ja sir-
mien joukkoa E = E(G). Graafin koko, jota merkitdédn card(G), on graafin solmujen
lukumééri eli card(G) = |V/|.

Jos graafille G piatee E = () eli graafissa ei ole sdrmii, sitd kutsutaan tyhjdksi
graafiksi. Jos taas graafille G pitee E = {{x,y}|x,y € Vjax # y} eli jokainen
solmupari muodostaa sidrmaén, sitd kutsutaan tdydelliseksi graafiksi.

Olkoot sitten x, y € V solmuja. Solmujen x ja y vilinen polku on ddrellinen jono

D = (50, €0, S15 €15 525 « - -5 Sk—15 €k—1> Sk )5

jossa on vuorotellen merkitty solmut s; € V,0 < i < k, joiden kautta polku p kulkee,
jasirmite; € E,0 < j < k — 1, jotka yhdistivit solmuja s; ja s;;. Jos solmujen
vililla on polku, sanotaan, ettd solmut ovat yhdistetyt. Erityisesti mikili solmuille
x,y € V pitee {x,y} € E, niin solmuja x ja y kutsutaan toistensa naapureiksi.
Jos graafin mitkd tahansa kaksi solmua ovat yhdistetyt, sanotaan, ettd graafi on
vhtendinen.

Graafin ominaisuus on sellainen graafien luokka, joka on suljettu isomorfismin
suhteen. Jos siis graafilla G on ominaisuus A, eli G € A, niin my06s kaikilla sen
kanssa isomorfisilla graafeilla on sama ominaisuus.

Esimerkki 2.2. Olkoon G = (V,E) graafi, jolle V = {1,2,3,4} ja
E = {{1,2},{1,3},{3,4},{2,3}}. Graafi G on kuvattu kuviossa 2.1.



Graafin G koko on card(G) = 4 ja se on esimerkki yhtendisesté graafista. Esimer-
kiksi solmut 1 ja 3 ovat naapureita, ja solmut 2 ja 4 ovat yhdistetty polulla

p=(2 {23}, 3, {34}, 4).

Siis, jos merkitidin, ettd ominaisuus A on "graafi on yhtendinen", niin G € A.

05020,
&

Kuvio 2.1: Yksinkertainen graafi G = (V, E), missd V = {1, 2, 3,4}
jaE = {{1,2},{1,3},{3,4},{2,3}}.

Graafi on siis pari G = (V, E), joka koostuu direllisestd solmujen joukosta V' ja
sarmien joukosta E. Merkitddn nyt symbolilla G, sellaista yksinkertaisten ja kokoa
n olevien graafien joukkoa, jossa graafien solmujen joukko on nimettyjen solmujen
joukko V = {vi,vs,...,v,}. Huomattakoon, etti tillaisia graafeja on olemassa 2(2)
kappaletta, silld graafissa, jossa on n solmua, solmupareja on yhteensa (;) kappaletta.

2.2 Satunnaisgraafit

Jatketaan graafien joukon G, tarkastelua. Tavoitteena on pystyid todistamaan graa-
feille erilaisia ominaisuuksia, ja titd varten esitelldin kisite satunnaisgraafi. Ideana
on muodostaa graafien joukolle G, todennikdisyysavaruus ja tarkastella graafien
ominaisuuksia timén avulla. Télloin halutunlaisen graafin olemassaolo voidaan to-
distaa osoittamalla graafin olemassaolon todennékdisyys positiiviseksi. Paédldhteena
luvussa on kéytetty Diestelin teosta Graph Theory [5, s. 294-295].

Tarkastellaan nimettyjen solmujen joukkoa V = {vi,vy,...,v,}. Kiyddin lapi
joukon V solmuparit ja méadritetdéin jokaisen parin kohdalla kolikkoa heittamalla
muodostavatko ne sdrmén; jos tulos on klaava, solmupari muodostaa sirmén. Kolikko
on harhainen, ja klaavan todennikdisyys on p ja kruunan 1—p, misséd p €]0, 1[. Tilloin
todennikoisyys muodostaa kolikkoa heittdmalli kiinted graafi, jossa on N sdrmii, on
pN(1- p)(g)_N , silld mahdolliset sirmien paikat voidaan valita yhteensi (g) eri tavalla.
Intuitiivisella tasolla ndin saadaan liitettyd jokaiseen graafiin G € G, todennédkdisyys,
ja muodostuu todennikdisyysavaruus graafien joukolle G, eli satunnaisgraafin G,
malli. [5, s. 294]

Satunnaisgraafi on reaalista satunnaismuuttujaa muistuttava kisite ja tdmin ta-
paan satunnaisgraafi G, , on kuvaus. Kuvaus G, liittdd jokaiseen perusjoukon G,
alkeistapaukseen eli graafiin arvon, joka tdssd tapauksessa on graafi itse. Alkeista-
pauksien todennédkdisyydet muodostetaan edelld esitellylld tavalla, ja ndin saadaan
satunnaisgraafille G, todennikdisyysjakauma.



Miaritelmé 2.3 (Satunnaisgraafi). Olkoot n > 0 kokonaisluku ja 0 < p < 1
reaaliluku.  Satunnaisgraafi G,, rakentuu nimettyjen solmujen joukosta
V(Gnp) = {vi, v2, ..., Vu}, jossa jokaisen solmuparin vilille muodostuu toisis-
taan riippumatta sirmi todennikoisyydelld p. Satunnaisgraafi G, , on siis kuvaus
Gunp 1 G — Gu, jolle G, ,(G) = G, kun G € G,. Satunnaisgraafin G, , jakauma
madrdytyy todennikoisyysfunktiosta P : P(G,) — [0, 1], jolle

P{G}) = P({G’ € Gy | Gnp(G') = G}) = pV(1 - pDV,

kun G € G, on graafi, jossa on N sdrmii. Jatkossa todennakdisyyttd P merkitdin
lyhyesti P({G}) = P{G}.

Edelld méadriteltyd satunnaisgraafia kutsutaan myos ErdGs-Rényin satunnaisgraa-
fiksi. Satunnaisgraafi on saanut nimensi matemaatikoiden Paul Erdds ja Alfréd Ré-
nyin mukaan, jotka esittelivit satunnaisgraafien mallin ensimmadisen kerran vuonna
1959 artikkelissaan On random graphs I. [18]

Tiassd tutkielmassa tarkastellaan satunnaisgraafista ainoastaan erikoistapausta
p = %, eli satunnaisgraafia G, 1. Téstd seuraa, ettd satunnaisgraafin G, 1 kaikilla
alkeistapauksilla on sama todennikéisyys eli satunnaisgraafin jakauma on symmet-
rinen: mikédli Go € G, on graafi, jossa on N sdrmii, niin graafin todenndkdisyys
on

N\ G- ()
L i

Tdma todennikoisyys riippuu ainoastaan muuttujasta n, joka on graafin koko.
Perusjoukon G, osajoukkoja kutsutaan rapahtumiksi. Koska nyt kaikki alkeista-

paukset ovat toisistaan riippumattomia ja yhté todennékoisii, niin tilloin tapahtuman

A C Gy, todennikdisyys P(A), eli todenndkdisyys, ettéd satunnaisgraafi G, 1 kuuluu

tapahtumaan A, voidaan laskea my0s yksinkertaisella tavalla joukon A osuutena
perusjoukosta G,, (vrt. [15, s. 13]):

P(A) = P{G, € A}

(2.2) =P{G € G, |G € A}
_{G€GiGeA}| _ |4
|Gl 2(5)

Esimerkki 2.4. Tarkastellaan satunnaisgraafia G . Perusjoukossa G3 on nyt yh-

teensi 20) =23 = 8 graafia. Merkitdin néitd graafeja seuraavasti: G| on tyhji graafi,
G,, Gz ja G4 ovat yksisarmiiset graafit, G5, Gg ja G7 ovat kaksisdrmadiset graafit
ja Gg on taydellinen graafi. Graafit ovat kuvattuina kuviossa 2.2. Alkeistapahtuman
{G,} todennékoisyys on kaavan 2.1 nojalla

P{G} = %



Olkoon sitten tapahtuma A = {G1, G2, G3}. Nyt kaavan 2.2 nojalla tapahtuman A

todennikoisyys on

O)0C
©,

(a) Tyhja graafi G.

OS

(d) Graafi Gg4.

(g) Graafi G7.

|Al

P(A) = P{Gsy € A} = % =

O,

(b) Graafi G».

(e) Graafi Gs.

(h) Taydellinen
graafi Gg.

Kuvio 2.2: Joukon G5 graafit.
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)

(c) Graafi G3.

(f) Graafi Gg.

2.3 Graafien ominaisuudet ja asymptoottinen todennakoisyys

Kuten luvussa 2.1 médriteltiin, graafin ominaisuus on sellainen graafien luokka, joka
on suljettu isomorfismin suhteen. Kun tarkastellaan satunnaisgraafia G, 1, graafin
°2

ominaisuus on perusjoukon G, osajoukkona tapahtuman erikoistapaus. Tarkastellaan
nyt ominaisuuksien todenndkoisyyksid ja erityisesti mitd tarkoitetaan ominaisuuden
asymptoottisella todennikoisyydelld. Lahteend luvussa on toiminut Diestelin teos
Graph Theory [5, s. 302] ja Spencerin teos The Strange Logic of Random Graphs

[15,s.3-4, 13].

Olkoon A jokin graafien ominaisuus. Jotta voidaan osoittaa, ettd ominaisuuden A
toteuttavia graafeja on olemassa, voidaan tarkastella ominaisuuden todennékoisyyt-



td, joka on vastaavan tapahtuman A todennékéisyys P(A). Mikéli ominaisuuden A
todennikoisyys on positiivinen, ominaisuuden toteuttavia graafeja on olemassa.

On kiinnostavaa tarkastella, mitd graafin ominaisuuden todennikoisyydelle ta-
pahtuu, kun graafin koon annetaan kasvaa rajatta. Tamén vuoksi on hyodyllisti ottaa
kdyttoon merkintd, jossa graafin koko n on muuttujana. Kun n > 0 on kokonaisluku
ja tarkastellaan satunnaisgraafia G, 1 merkitddn ominaisuuden A todennédkoisyyttd

Py(A) = Pi{G,; € A}.

Seuraavaksi méadritelladn asymptoottisen todennikoisyyden kisite kdyttden edel-
14 esitettyd merkintéd ja lisdksi kdydaéan lapi mité tarkoitetaan silld, ettd graafilla on
asymptoottisesti melkein varmasti jokin ominaisuus.

Midiritelmai 2.5. Tarkastellaan satunnaisgraafia G, 1. Olkoon A jokin graafien omi-
naisuus. Ominaisuuden A asymptoottinen todenndkoisyys on raja-arvo

lim P,(A),
n—oo
mikdli raja-arvo on olemassa. Erityisesti,

(i) jos lim,— P,(A) = 1, niin sanotaan, ettd satunnaisgraafilla on asymptootti-
sesti melkein varmasti ominaisuus A,

(ii) jajoslim,_. P,(A) = 0, niin sanotaan, ettd satunnaisgraafilla asymptoottisesti
melkein varmasti ei ole ominaisuutta A.

Kiydéén lapi konkreettinen esimerkki graafien ominaisuuksista ja asymptootti-
sesta todenndkdisyydesta.

Esimerkki 2.6 (vrt. [15, s. 3-4]). Osoitetaan, ettd satunnaisgraafi Gn, 1 sisaltda
asymptoottisesti melkein varmasti kolmion. Kolmio on sellainen solmujen kolmik-
ko, jossa kaikki solmut ovat keskenédédn naapureita. Merkitidin, etti A on ominaisuus
"graafi sisdltdd kolmion", ja osoitetaan, ettd lim,—,. P,(A) = 1.

Jaetaan graafin G, 1 solmujen joukko V = V(G 1 ) 3 alkion joukkoihin; jos n
ei ole jaollinen luvulla 3, korkeintaan 2 solmua voi jidda ylimaardiseksi. Saadaan
kuitenkin muodostettua véhintiédn s = | 5] kappaletta kolmikoita.

Satunnaisesti valittu solmujen kolmikko {x, y,z} € V muodostaa kolmion to-
dennikoisyydella % . % . % = %, ja ndin ollen todennékdisyys, ettd mikdin solmujen
kolmikoista ei muodosta kolmiota on (%)S Siis todenndkdisyys, ettd yksi valituista
kolmikoista on kolmio on 1 — (Z)’.

Muodostettu jako voitaisiin kuitenkin tehdi lukuisilla eri tavoilla, joten saatu to-
dennikoisyys on alaraja todennédkoisyydelle P, (A), ettd satunnaisgraafi G, 1 sisaltdd
kolmion. Ensinnékin, todennédkdisyys saa aina positiivisia arvoja, joten ominaisuu-
den toteuttavia graafeja on aina olemassa. Toisaalta, kun n — oo, niin s — oo, joten
saadaan

7 S
lim P,(A) > lim (1 - (—) ) =1.
n—oo S§—00 8
Siis mddritelmén 2.5 nojalla satunnaisgraafi G, 1 sisédltdd asymptoottisesti melkein
varmasti kolmion.
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2.4 Laajennusaksioomat

Laajennusaksioomiksi! kutsutut ominaisuudet ovat graafien erityisid ominaisuuksia,
joissa yleisesti ottaen vaaditaan, ettd jokaiselle graafin tietyn kaltaiselle solmujen os-
ajoukolle on olemassa eri solmu, joka on liitetty osajoukon solmuihin vaaditulla taval-
la. Téssa tutkielmassa tarkastellaan erityisesti niin kutsuttuja k-laajennusaksioomia,
mutta aloitetaan madritteleméillad laajennusaksioomat yleisemmalla tasolla. Luvussa
on kiytetty ldhteend Bollobasin teosta Random Graphs [3, s. 41] ja Blassin, Exoon
ja Hararyn artikkelia Paley graphs satisty all first-order adjacency axioms [2].

Maaritelma 2.7 (/, m-Laajennusaksioomat). Olkoot [ ja m sellaisia positiivisia ko-
konaislukuja, joille [ + m > 0, ja olkoon G graafi. Tilloin sanotaan, ettd graafi G
toteuttaa [, m-laajennusaksiooman, mikéli seuraava ehto toteutuu:

Olkoot X,Y c V(G) mielivaltaiset ja erilliset solmujen joukot, joille
|X|] = [ ja |Y| = m. Tilloin on olemassa sellainen solmu
z € V(G)\ (X UY), ettd solmu z on naapuri jokaisen solmun x € X
kanssa, mutta ei yhdenkédin solmun y € Y kanssa.

Merkitddn /, m-laajennusaksioomaa merkinnalla 7, ,.

Huomautus. Laajennusaksiooman toteutumista on luonnollisesti luontevaa tarkas-
tella vain tapauksissa, joissa graafin G koolle card(G) pitee card(G) > [ + m.

Huomautus. Laajennusaksiooma on graafien ominaisuus, joten mikili graafi G to-
teuttaa /, m-laajennusaksiooman 7, niin merkitddn G € ny,.

Huomautus. Mikili jokin graafien perhe toteuttaa /, m-laajennusaksiooman, sité kut-
sutaan [, m-laajennusaksiooman malliksi.

Laajennusaksioomille pétee seuraava tiarked ominaisuus.

Lause 2.8. Olkoot I,I'’,m ja m’ sellaisia kokonaislukuja, joille | > I' > 0 ja
m>m >0jal +m > 0. Olkoon G sellainen graafi, jolle card(G) > | + m ja
Joka toteuttaa 1, m-laajennusaksiooman 1y . Tdlloin graafi G toteuttaa myos l’, m’-

laajennusaksiooman ny: .

Todistus. Olkoot X’,Y" C V(G) sellaisia mielivaltaisia graafin G solmujoukon V(G)
osajoukkoja, ettd | X’| = I’ ja |Y’| = m’. Osoitetaan, ettd on olemassa sellainen solmu
7€ V(G) \ (X" UY’), ettd solmu z on naapuri jokaisen solmun x € X’ kanssa, mutta
ei yhdenkéédn solmun y € Y’ kanssa.

Valitaan nyt sellaiset erilliset joukot X, Y c V(G),ettd X’ € X jaY’ C Y jalisdksi
|X| =1 ja|Y| = m. Téllaiset joukot voidaan 16ytdd, koska card(G) > [ + m ja graafi
G toteuttaa /, m-laajennusaksiooman 17;,.

Edelleen, koska graafi G toteuttaa /, m-laajennusaksiooman, niin on olemassa sel-
lainen solmu z € V(G)\ (X UY), ettd solmu z on naapuri jokaisen solmun x € X kans-
sa, mutta ei yhdenkdin solmun y € Y kanssa. Huomataan, etti solmu z on erityisesti

Laajennusaksioomia kutsutaan englannin kielisissé 1dhteissd usein termeillé extension axioms tai
adjacency properties.
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naapuri jokaisen solmun x € X’ kanssa, mutta ei yhdenkéédn solmun y € Y’ kans-
sa. Siis madritelmédn 2.7 nojalla graafi G toteuttaa myos /’, m’-laajennusaksiooman

nem' - O

Lauseen 2.8 nojalla, mikili graafi G toteuttaa k, k-laajennusaksiooman 7 x, ja
lisdksi / ja m ovat sellaisia kokonaislukuja, joille [, m < k, niin G toteuttaa myos /, m-
laajennusaksiooman 7 ,,. Néin ollen k, k-laajennusaksiooman tarkastelu tutkielmassa
ei ole rajoittava tekija. Tarkastellaan jatkossa ainoastaan k, k-laajennusaksioomaa ja
kutsutaan sitd yksinkertaisesti k-laajennusaksioomaksi.

Esitetdédn seuraavaksi yksinkertainen esimerkki 1-laajennusaksioomasta 7 ;.

EsimerkKi 2.9. Olkoon G graafi, missd solmujen joukko on V(G) = {0, 1,2, 3,4} ja
sarmien joukko on E(G) = {{0, 1}, {1,2},{2,3}, {3,4}, {4,0}}. Graafi G on kuvattu

kuviossa 2.3.

Kuvio 2.3: Graafi G, missda V(G) = {0, 1,2, 3,4} ja
E(G) = {{0,1},{1,2},{2,3},{3,4},{4,0}}. (Vrt. [17].)

Kuviosta 2.3 ndhdéén, ettd graafi G toteuttaa 1-laajennusaksiooman. Valittiinpa
mitki tahansa 2 solmua x ja y, on aina olemassa nidistd eroava solmu z, joka on naapuri
solmun x kanssa, mutta ei naapuri solmuun y kanssa. Esimerkiksi, jos valitaan solmut
0ja 1, 10ydetddn solmu 4, joka on naapuri solmun 0 kanssa, mutta ei solmun 1. Siis
1-laajennusaksiooma pitee eli G € 11 1.

Graafia G kutsutaan myos Paleyn graafiksi Ps. Paleyn graafeja tarkastellaan
tarkemmin luvussa 4.

12



3 Laajennusaksioomat ja satunnaisgraafit

Téssd luvussa tarkastellaan luvussa 2.4 madriteltyihin laajennusaksioomiin liittyen
kahta asiaa. Aloitetaan osoittamalla, ettd k-laajennusaksiooman 7 tdyttdvid graa-
feja on aina olemassa. Tami osoitetaan ndyttamalld, ettd ominaisuuden 7 x toden-
nékoisyys P(nx k) on positiivinen. Toiseksi osoitetaan, ettd satunnaisgraafi toteuttaa
asymptoottisesti melkein varmasti k-laajennusaksiooman. Tdmé osoitetaan niytta-
mill4, ettd ominaisuuden 77; x asymptoottinen todennékdisyys on 1. Lihteend luvussa
on toiminut padasiallisesti Bonaton artikkeli The search for n-e.c. graphs [4].
Aloitetaan todistamalla kaksi tarvittavaa arviota. On osoitettavissa, ettda 2" < nl,
kunhan n > 4, mutta aloitetaan esittelemalld tastd hieman muunneltu versio.

Lemma 3.1. Olkoon n > 4 kokonaisluku. Tdlloin 2" - (1 — %)‘” <nl.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Perusaskeleessa tarkastellaan
tapausta n = 4. Talloin

16 154
<24=4.3.2.1=4,

—4 4
1 1
24-(5) :16-£z20.7

eli viite on selva. Oletetaan sitten, ettd viite pétee luvulle n eli 2" - (1 — zl,,)_” < n!ja

viitetéidn, ettd tdlldin myds 2! - (1 — 517)™! < (n + 1)!. Oletuksen nojalla n > 4

ja induktio-oletusta kayttimailld saadaan

-n—1 -n -1
o] e g
2n+1 2n+1 2n+1
. 1\™" 1\
1 -1
<n!-2-(1—2—n)

2}’1
:n!-2-(2n_1)

<n!-2-2
<n!l-(n+1)
=mn+1).

Siis viite pitee induktioperiaatteen nojalla kaikille luvuille n > 4. O
Toisen tarvittavan arvion todistus sivuutetaan:
Lemma 3.2. Kun x > 0 on reaaliluku, niin 1 + x < e*.

Todistus. Sivuutetaan. m|
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Nyt voidaan osoittaa, ettd k-laajennusaksiooman toteuttavia graafeja on aina
olemassa.

Lause 3.3. Olkoon k > 0 kokonaisluku. Tdlloin on olemassa sellainen graafi G, jolle
card(G) > 8k?2%* ja joka toteuttaa k-laajennusaksiooman.

Todistus (vrt. [4, Theorem 1]). Olkoon n > 8k222K kokonaisluku ja tarkastellaan sa-
tunnaisgraafia G, L. Lauseen viite on nyt yhtipitidvaa sen kanssa, ettéd k-laajennusaksiooman
todennékoisyys on positiivinen, eli

P(ix) = P{G, 1 € i} > 0.

1
»7
Merkitdan V = V(G,, ! )={vi,va,...,v}jaE = E(G, ! ). Tarkastellaan ominaisuu-

,E , todennékdisyyttd IP(;]]E .)» eli todennékdisyyttd, ettd satunnaisgraafi G, 1 ei

toteuta k-laajennusaksioomaa. Télloin tavoitteena on osoittaa, ettd todenndkdisyys

den np

P(UIE ,) on aidosti pienempi kuin 1.

Olkoot X,Y C V sellaiset mielivaltaiset ja erilliset solmujen osajoukot, joille
pitee |X| = |Y| = k. Merkitddn X = {x|,x2,...,xx} jaY = {y,y2 ..., yx}. To-
dennikoisyys, ettd mielivaltaisesti valittu solmu z € V \ (X U Y) on liitetty oikein
joukkoihin X ja Y on (%)2", ja ndin ollen todennikoisyys, ettd solmu z on liitetty
véidrin, on 1 — (3)*. Toisaalta solmu z voidaan valita n — 2k eri tavalla, jotka ovat
toisistaan riippumattomia, joten todennékdisyys, ettd mikdin solmu z € V\ (X UY)
ei ole liitetty oikein joukkoihin X ja Y on (1 — (%)2")”‘2".

Joukko X UY voidaan valita solmujen joukosta V yhteensi (Z"k) eri tavalla, ja tista
joukot X ja Y voidaan muodostaa korkeintaan 2%% eri tavalla. Siispi todennikoisyys,
ettd graafi G ei toteuta k-laajennusaksioomaa on

c n o 1 2k \ n—2k
3.1) P(nk’k)s(zk 2%k (1 - E) .

Kuviossa 3.1 on havainnollistettu k-laajennusaksiooman mukaista tilannetta satun-
naisgraafille G, 1.

Arvioidaan nyt todennédkoisyyttd 3.1, ja osoitetaan lopulta, ettd se saa arvoja,
jotka ovat pienempia kuin 1. Ensinnikin

C n o 1 2k \ n—2k
Pk = () 2 (- (3) )
B ! o 1 2k\n 1 2k \ =2k
= @i =201 '(1‘(5) )'(1_(5) )

2k 1\ 2K\ 2 ! 1126\
~ao (-6) ) w (-l
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Kuvio 3.1: k-Laajennusaksiooman mukainen tilanne satunnaisgraafille G, L
jossa solmujen joukoille X ja Y loydetddn niihin halutulla tavalla liitetty solmu z.

X

Y

jakun k > 2 eli 2k > 4, niin lauseen 3.1 nojalla saadaan

22k 1 2k \ =2k n! 1 2k \n
aar(“‘ﬁ) ) 'm—ﬂm'@_(ﬁ )

n! 1 2k \n
<—|1-1= .
m—2M!( @) )
Toisaalta

n! 1\ 2k \" 1\2k\7
(,1_—'2,()!'(1—(5) ):(n-(n—l) ----- (n—2k+1))-(1—(§) )

o )

jolloin lauseen 3.2 nojalla saadaan arvio

2k \n
nk. (1 - (%) ) <n?k. (e_zﬁ)n

—r_
_ 2k R

_ -2k
— eZkln(n) n2 )

—2k
€2k In(n)—n2

Siis todenndkdisyydelle patee [P’(nl[gk) < . On osoitettavissa, ettd

funktio n +— 2kIn(n) — n2 %% on vihenevi, ja kun oletetaan, ettd n > 8k222k
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saadaan
e2kln(n)—n2*2k < eZk~1n(8k222k)—8k222k2’2"
_ 62k~(1n(8)+21n(k)+2k~1n(2))—8k2
_ 62k~1n(8)+4k41n(k)+4k2~ln(2)—8k2
_ eln(16)k2+4k In(k)+1n(64)k—8k>
< e3k2+4k2+5k—8k2
_ o k5K

Nyt eksponentissa oleva funktio saa negatiivisia arvoja, kunhan k£ > 5. Siis, kun

k > 5, niin ominaisuuden n,E:k todennikoisyydelle pitee [FD(nE W) < e’ = 1. Niin

ollen ominaisuuden 7 todenndkdisyys, eli todennidkoisyys, ettd satunnaisgraafi

G, 1 toteuttaa k-laajennusaksiooman on

P = 1 -Plng,) > 1-1=0.

Siis k-laajennusaksiooman 7 toteuttavia graafeja on aina olemassa, kun k > 5.

Erikoistapauksiksi tarkasteluun jadvit k-laajennusaksiooman tapaukset, joissa
k=1,2,3,4ja5. Luvussa 2 esimerkissd 2.9 esiteltiin erds 1-laajennusaksiooman
toteuttava graafi, ja kilyddin esimerkkind ldpi tapaus k = 2. Aiemmin todistuksessa
todettiin, etta

2 _ QL2
P(U/Ek) < IN(I6)K>+4k In(k)+In(64)k—8K>

kunhan k > 2, ja sijoittamalla tdhidn k = 2, voidaan osoittaa, ettd myos tissa tapauk-
sessa ominaisuuden 777> todennédkoisyys on positiivinen. Nyt

In(16)k? + 4k In(k) + In(64)k — 8k>

=1In(16) -4 + 8 -In(2) + In(64) - 2 — 8 - 4
= 1In(16) - 4 + In(16) - 2 + In(16) - 3 — 32

=1n(16)-9 - 32
<3-9-32
=-5<0,

joten P(ng) < €% = 1. Siis tapauksessa k = 2, ominaisuuden 775> todenniikdisyys on

P(122) = 1 = P(n%,) > 1= 1=0,

joten 2-laajennusaksiooman toteuttavia graafeja on olemassa. Tapaukset k = 3, 4 ja
5 voidaan késitelld samaan tapaan. O

Edelld esitetyn todistuksen avulla on helppo todistaa, ettd satunnaisgraafi toteuttaa
asymptoottisesti melkein varmasti k-laajennusaksiooman.
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Lause 3.4. Olkoon k > 1 kokonaisluku. Tdlloin
nh—>n<}o Pu(ni) = 1.

Todistus (vrt. [4, Theorem 1]). Osoittaaksemme viitteen, osoitetaan, ettd lim,, o, [FDn(nE W) =

C

0. Lauseen 3.3 todistuksessa todettiin, ettd ominaisuuden b

tee

todennékoisyydelle pa-

_ . »-2k
Pn(ngk) < p2kIn(m)-n2 ,

kun k > 2. Tarkastellaan raja-arvoa lim,,_,, e In(n)—n2"%

vaa hitaammin kuin polynominen, joten

. Nyt logaritmifunktio kas-

lim (2k1n(n) - n2_2k) = —oo0.

Siis
lim ( o2k 1n(n)—n2-2’<) -0
n—oo
joten suppiloperiaatteen nojalla lim,_ IPn(nIEk) = 0, ja -edelleen

lim, 00 Py(mrx) = 1. Siis vidite on todistettu, ja médidritelmédn 2.5 nojalla satun-
naisgraafilla on asymptoottisesti melkein varmasti ominaisuus 7y .
O

k-Laajennusaksioomat toteuttavia graafeja on siis aina olemassa, mutta kay-
tannossa niiden konstruointi voi kuitenkin olla hankalaa. [4] Seuraavassa luvussa
kdydadn kuitenkin 1dpi erds tunnettu graafien joukko, jonka riittdvidn suuret graafit
toteuttavat tamin ominaisuuden. Tétd joukkoa kutsutaan Paleyn graafeiksi.
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4 Laajennusaksioomat ja Paleyn graafit

Tunnettuja k-laajennusaksioomien malleja ovat Paleyn graafit. Luvun aluksi kéy-
ddin ldpi Paleyn graafien méadrittelyssa ja kasittelyssa tarvittavia kisitteitd sekd esi-
telldén niihin liittyvid tuloksia. Tdmén jdlkeen maddritellddn Paleyn graafit. Luvun
lopuksi osoitetaan, ettd Paleyn graafit toteuttavat k-laajennusaksioomat, eli ovat k-
laajennusaksioomien malleja.

4.1 Nelionjaannokset

Ensin miiritellaan kasite nelionjainnos ja kiydaan ldpi siihen liittyvid perusominai-
suuksia. Tamin jalkeen méadritellddn késite Legendren symboli, jonka avulla voidaan
merkitd, onko kokonaisluku luvun p nelionjaannos. Todistetaan myds myohemmin
tarvittavia tuloksia liittyen Legendren symboliin. Luvussa pééldhteend toimii Rose-
nin teos Elementary number theory and its applications [13, s. 375-380] ja termiston
tukena Viisildn teos Lukuteorian ja korkeamman algebran alkeet [16].

4.1.1 Perusominaisuuksia

Maaritelma 4.1. Olkoot m ja a kokonaislukuja. Kokonaisluku a on luvun m nelion-
jédnnos, jos a £ 0 (mod m) ja kongruenssiyhtilolld x> = a (mod m) on ratkaisu.
Jos kongruenssiyhtilslld x> = a (mod m) ei ole ratkaisua, luku a on luvun m nelio-
nepdajadannaos.

Esimerkki 4.2 (vrt. [13, s. 376]). Médritetddn luvun 7 nelionjddnnokset. Lasketaan
neliot joukon Z; ={1,2,3,4,5,6} alkioille:

12=1 (mod 7), 22=4 (mod 7), 32=9=2 (mod 7),
42=16=2 (mod7), 5°=25=4 (mod7)ja 6*=36=1 (mod?7).
Siis luvun 7 nelionjddnnoksid ovat 1, 2 ja 4, ja nelionepdjaannoksid ovat 3, 5 ja 6.
Seuraava lause toimii apuna selvitettiessa jatkossa nelionjddnnosten lukuméaraa.

Lause 4.3. Olkoot p > 2 alkuluku ja a kokonaisluku, jolle a # 0 (mod p). Tdlloin
kongruenssiyhtdlolld

4.1) x*=a (mod p)

on joko ei yhtdcdn ratkaisua tai tdsmdilleen kaksi keskendicin ei-kongruenttia ratkaisua
modulo p.

Todistus (vrt. [13, s. 376-377]). Jos kongruenssiyhtalolla (4.1) ei ole ratkaisua, vdite
on selvi. Oletetaan siis, ettd yhtilolld on ainakin yksi ratkaisu x = xg. Koska

(—x0)* = x5 =a (mod p),
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niin selvdsti myos -—xp on kongruenssiyhtdlon ratkaisu. Mikili olisi
xo = —xo (mod p), saataisiin 2xy = 0 (mod p). Tami on kuitenkin ristiriita, sil-
14 muuten olisi voimassa p | 2xo; koska p > 2 ja alkuluku, niin p { 2. Liséksi, koska
a # 0 (mod p) ja xg = a (mod p), niin p { xg. Kongruenssiyhtilolla (4.1) on siis
vahintdin kaksi keskendén ei-kongruenttia ratkaisua.

Osoitetaan sitten, ettd kongruenssiyhtilolla (4.1) on korkeintaan kaksi ratkaisua.
Oletetaan, ettid yhtilolld on ratkaisun x = xg lisdksi my0s toinen ratkaisu, x = xj.
Osoitetaan, ettid nyt ratkaisun x = x1 on oltava kongruentti toisen ratkaisuista x = xg
tai x = —x( kanssa. Nyt xo = x = a (mod p), joten

xg - x% =(xo—x1)(xo+x1) =0 (mod p).

Tastd seuraa p | (xg — x1)(xo + x1) eli edelleen p | (xo — x1) tai p | (xo + x1). Siis

x1 = xo (mod p)taix; = —xo (mod p). Siispi kongruenssiyhtilolld x*> = a (mod p)

ei voi olla kuin kaksi keskendin ei-kongruenttia ratkaisua. O
Seuraavaksi voidaan todistaa lause nelionjaannosten lukumaérasta.

Lause 4.4. Olkoon p > 2 alkuluku. Luvun p suhteen on olemassa tdsmdlleen ;1

nelionjdcnnostd ja %5~ nellonepa]aannosta Lisdksi kaikki luvun p nelionjddnnokset

saadaan mddritettyd laskemalla neliot luvuille 1, 2, . . ., I%l.

Todistus (vrt. [13,s. 378] ja [9]). Ensin huomataan, etti korottamalla luvut 1,2, ...,

op—l y . -1 .
ja pT toiseen potenssiin, saadaan korkeintaan ”T eri lopputulosta:

2z<—1>2=(p—1>2 (mod p)
22 =(-2*=(p-2)* (mod p)

2 2 2
(1%1) = (—1%1) = (1%1) (mod p).

Siis luvun p nelionjddnnoksiad on korkeintaan pT_l kappaletta.

2
Osoitetaan nyt, ettd mitkdin kaksi nelionjadnnoksista 12,22, ..., (;%1) eivit ole

keskendidn kongruentteja. Olkoot a ja b sellaisia kokonaislukuja 0 < a < b < p%],
joille pitee a”> = b* (mod p). TAmi on yhtipitivii sen kanssa, etti
a*-b*=(@-b)a+b)=0 (mod p).

Edelleen tistd seuraa p | (a — b) tai p | (a + b). Jos p | (a + b), seuraa ristiriita, silld
0 <a+b < p-1.Siis on oltava p | (a — b). Koska p | (a—b)jaO <a-b< pgl
on oltava a — b = O eli a = b. Siispi nelidnjidinnoksii on tasan 25~ kappaletta jane

saadaan muodostettua laskemalla 12, 22, . . ., (1%1) . O

Niin saatiin helpompi tapa méairittad nelionjadnnoksia, joka ndhdiin seuraavasta
esimerkista.
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Esimerkki 4.5 (Jatkoa esimerkkiin 4.2). Lauseen 4.4 perusteella esimerkissd 4.2

olisi riittanyt laskea 1%1 = % = 3 pienimmalle jddnnokselle nelidt modulo p, jotta

saadaan madritettyd kaikki luvun 7 nelionjaannokset. Nyt

1°=1 (mod 7),

22=4 (mod7) ja

32=9=2 (mod 7).
Téssd saatiin siis sama lopputulos: luvun 7 nelionjaannoksia ovat 1, 2 ja 4, ja nelio-
nepdjaannoksia ovat 3, 5 ja 6.

Esimerkki 4.6. Luvun 13 nelionjaannokset ovat 1, 3,4, 9, 10 ja 12, silld lauseen 4.4
nojalla laskemalla saadaan

12=1 (mod 13), 42=16=3 (mod 13),
22=4 (mod 13), 52=25=12 (mod 13),
32=9 (mod 13) ja 6> =36=10 (mod 13).

4.1.2 Legendren symboli

Seuraavaksi esitellddn Legendren symboli ja kdydaan 1dpi tahin liittyvid perusomi-
naisuuksia. Aloitetaan maaritelmalla.

Miiritelmé 4.7. Olkoot p > 2 alkuluku ja a kokonaisluku. Legendren symboli (%)
madritellddn seuraavasti:

I,  josaon luvun p nelionjaannds,
a
(—) =40, josa=0 (mod p),ja

—1, jos a on luvun p nelidnepdjaannds.

Esimerkki 4.8 (Jatkoa esimerkkiin 4.2, vrt. [13, s. 378]). Esimerkin 4.2 perusteella
voidaan nyt kirjoittaa seuraavat merkinnét kiyttden Legendren symbolia:

1 2 4
e 1 s = 1 5 = = 1 s
7 7 7
3 5 6
—| = _1’ —| = -1 ja -] =-1.
7 7 7
Todistetaan seuraavaksi apulause, jota tarvitaan Eulerin kriteerin todistuksessa.

Lause 4.9 (Lagrange). Olkoon n > 0 kokonaisluku ja f(x) = c,x" + -+ + c1x +
co, missd c; on kokonaisluku jokaisella i = 0, 1, ..., n. Olkoon lisiksi p > 1
kokonaisluku, jolle pditee p 1 c,. Tdlloin kongruenssiyhtdlolldi

f(x)=0 (mod p)

on korkeintaan n ratkaisua.
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Todistus (vrt. [1, s. 177]). Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Jos n = 0,
niin kongruenssiyhtdlolld cp = 0 (mod p) on O ratkaisua, silld oletuksen mukaan nyt
p 1 co. Siis viite pitee.

Oletetaan sitten, ettd viite pétee funktioille, joiden aste on pienempi kuin 7.
Olkoon sitten g funktio, jonka aste on n. Merkitdin

g(x) = byx" -+ bix + by,

missd p t b,. Jos kongruenssiyhtdlolld g(x) = 0 (mod p) ei ole ratkaisua, viite on
selvi. Oletetaan siis, ettd yhtédlollda on vihintdédn yksi ratkaisu x = xo. Nyt funktio g
voidaan kirjoittaa muodossa

g(x) = (x = x0)f(x) (mod p),

missd f on astetta n — 1 oleva funktio muotoa f(x) = au_1x" ' - + a1x + ay.
Funktiolle f pitee p 1 a,-1, silld on oltava b, = a,_1.

Jos nyt g(x) = 0 (mod p) ja p on alkuluku, niin tulon nollasdédnndn perusteel-
la x = xp (mod p) tai f(x) = 0 (mod p). Induktio-oletuksen mukaan kongruens-
siyhtdlolla f(x) = 0 (mod p) on korkeintaan n — 1 ratkaisua. Nami ovat myos
yhtdlon g(x) = 0 (mod p) ratkaisuja, ja ndin ollen kongruenssiyhtalolla
g(x) =(x = x0)f(x) =0 (mod p) on korkeintaan n ratkaisua. O

Nyt voidaan todistaa Eulerin kriteeri.
Lause 4.10 (Eulerin kriteeri). Olkoot p > 2 alkuluku ja a kokonaisluku. Tdilloin

a

(—) = apT_1 (mod p).
p

p—1

Todistus (vrt. [13, s. 378]). Mikilia =0 (mod p), niin p | a. Talloin myos p | a =,
joten =0 (mod p). Siis (1%) = a5 (mod p) eli viite on selvi.

Oletetaan sitten, ettd a # 0 (mod p). Ensin huomataan, ettdi Fermat’n pienen
lauseen nojalla a”~! = 1 = 0 (mod p), joten saadaan

p—1\2 - _
a’l-1= (alTl) ~12= (alTl - 1) (apT1 + 1) =0 (mod p).

-1 p-1

Siispd luvulle a pitee joko aT =1 (mod p) tai a2 = -1 (mod p). Lisdksi

lauseen 4.9 nojalla kongruenssiyhtéldlle a7 =1 (mod p) on olemassa korkeintaan

-1 )
p_2 ratkaisua.
a

Jos a on luvun p nelionjddnnds eli (1—7) = 1, niin kongruenssiyhtalolla

x> = a (mod p) on ratkaisu x = xo. Tilldin
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ja koska Fermat’n pienen lauseen perusteella xg = (mod p), niin
p—1
az =1 (mod p).
Siis, kun a on luvun p nelidnjddnnos, niin (;’—7) = a7 (mod p).

Saatiin siis, ettd luvun p nelionjadnndoksille a pétee a =1 (mod p). Edellé kui-
tenkin todettiin, ettd kongruenssiyhtalolla a7 =1 (mod p) voi olla korkeintaan ’%1
ratkaisua. Titen, koska lauseen 4.4 todistuksen perusteella luvun p nelionjaannoksia
on tasan ’%1 kappaletta, niin on oltava, ettd luvun p nelionepdjaannoset toteuttavat

n—1
vélttdmattad toisen kongruenssiyhtdlon aT = -1 (mod p). Tilloin saadaan myds

(%) =’ (mod p). Siispd viite pitee. O

Seuraavaksi tarkastellaan Legendren symbolin kéyttdytymistda muutamissa pe-
rustapauksissa.

Lause 4.11. Olkoot p > 2 alkuluku ja a ja b kokonaislukuja. Tdlloin
(i) josa = b (mod p), niin (%) = ().

4 P
(i) (9)(2) = (9.
(iii) jos a % 0 (mod p), niin (£) = 1.

(iv) (%) =1.
Todistus (vrt. [13,.379]). (i) Jos a = 0 = b (mod p), niin suoraan Legendren

symbolin médritelmén mukaan (¢) = 0 = (1%). Oletetaan siis a # 0 # b

p
(mod p). Jos a = b (mod p), niin kongruenssiyhtilslld x> = a (mod p) on

ratkaisu, jos ja vain jos yhtilolld x> = b (mod p) on ratkaisu. Siis, mikili

yhtilolld x> = a (mod p) on ratkaisu, niin (%) =1= (127)’ ja jos €i, niin

ay = _1= (&
G =-1=0)
(ii) Eulerin kriteerin perusteella (lause 4.10)
a

(—) = apT_1 (mod p) ja (é) = b% (mod p).
V4 V4

Yhdistamilla nimé kongruenssin laskusédéntojen perusteella saadaan

(ﬁ) (é) = apT_lpr_l = (ab)% = (a?f)) (mod p),

I -(5) =0 omer

Nyt (%) (,27) - (C;,—b) = 2,0tai —2, mutta koska p > 2 on alkuluku, niin on oltava
(9)(2) - () = 0. Siis (4) (2) = ().

eli
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(iii) Seuraa suoraan maaritelmasta 4.7.

(iv) Kongruenssiyhtilolld x> = 1 (mod p) on aina ratkaisu, nimittdin x = 1 ja

x=-1.
O
Lause 4.12. Olkoon p > 2 alkuluku ja olkoot ay, a, ..., ja a, kokonaislukuja.
Tdlloin

6= ()

Todistus. Todistetaan viite induktiolla luvun r suhteen.
Tapaus r = 1 on triviaalisti tosi, ja tapaus r = 2 on lauseen 4.11 kohta (ii).
Oletetaan sitten, ettd viite patee, kun r = n eli

16 (%)

Kiyttamalld induktio-oletusta saadaan

(G - (5
AV RV I A p J\p /)
ja lauseen 4.11 kohdan (ii) perusteella edelleen

[P e - (B2
p p) \ p [

Niin ollen viite pitee induktioperiaatteen nojalla kaikille positiivisille kokonaislu-
vuille r. O

Todistetaan seuraavaksi lause liittyen yhteen nelionjaanndsten erikoistapaukseen.
Kongruenssiyhtilolld x> = —1 (mod p) ei aina ole ratkaisua, ja niin ollen saadaan
seuraava ehto. TAma on tarpeellinen tieto tarkasteltaessa myohemmin Paleyn graafeja.

Lause 4.13. Olkoon p > 2 alkuluku. Tdlloin

-1\ _J1, josp=1 (mod4)
p) |-1, josp=-1 (mod 4).

Todistus (vrt. [13, s. 380]). Eulerin kriteerin perusteella

(_—1) = (—1)177_l (mod p).
p
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Oletetaan ensin, ettd p = 1 (mod 4). Télloin p voidaan kirjoittaa muodossa
p = 4k+1, missi k on jokin kokonaisluku. Sijoittamalla tima yll4 olevaan kongruens-
siyhtdloon, saadaan

(__1) = (-1D)* (mod p).
p
Nyt (=1)%* = 1, joten
(_—1) =1 (mod p).
p

Timai on yhtipitivii sen kanssa, etti (_71) —1 =0 (mod p). Koska (_71) —1=0tai
-2 ja p > 2 alkuluku, niin tulee olla (S}) =1 = 0. Jos olisi () — 1 = -2, tistd
seuraisi =2 = 0 (mod p) eli p | —2. TAma on ristiriitaista, silld p > 2 alkuluku.
Siis (5}) = 1.

Oletetaan sitten, ettd p = —1 (mod 4) eli p = 3 (mod 4). Tilloin p voidaan
kirjoittaa muodossa p = 4k + 3, missd k on jokin kokonaisluku. Saadaan

(_—1) = (-1D)**!" (mod p).
p

Nyt (=1)%*! = -1, joten

(_—1) =-1 (mod p).
4

Timi on yhtipitivii sen kanssa, etti (_71) +1 = 0 (mod p). Koska (_71) +1=0
tai 2 ja p > 2 alkuluku, niin tulee olla (_71) +1 = 0. Jos olisi (_—1) +1 = 2, tistd
seuraisi 2 = 0 (mod p) eli p | 2. Tama on ristiriitaista, silld p > 2 alkuluku.

Siis (5}) = —1. O

4.1.3 Karakterit

Todistettaessa, ettd Paleyn graafit toteuttavat k-laajennusaksiooman, tarvitaan avuksi
tietoa siitd, ettd Legendren symboli on karakteri. Tassa luvussa kdydadn 1api karakte-
rin kdsite ja osoitetaan, ettd Legendren symboli tayttaad timin vaatimukset. Esitelldin
lopuksi jatkossa tarvittava arvio karakterisummille. Pdildhteend luvussa on kiytetty
Irelandin ja Rosenin teosta A Classical Introduction to Modern Number Theory [6,
s. 88-91].

Miiéritelmé 4.14. Olkoon p > 2 alkuluku. Multiplikatiivinen karakteri kunnassa
Zp onkuvaus y : Z, — C\ {0}, jolle pdtee

(4.2) x(ab) = x(a)x(b) kaikillaa,b € Z,.
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Jatkossa multiplikatiivisia karaktereita tullaan kutsumaan vain karaktereiksi, sil-
14 tédssa tutkielmassa ei kisitelld muunlaisia karaktereita. Triviaaliksi karakteriksi
kutsutaan erityistd karakteria o : Z, — C\ {0}, jolle pdtee xo(a) = 1 kaikilla
ac€ Z;.

Miaritelmi 4.15. Olkoon y karakteri jaolkoon d > 0 pienin sellainen kokonaisluku,
jolle pitee v = yo. Tilloin lukua d kutsutaan karakterin y kertaluvuksi.

Huomattakoon, ettd kun p on alkuluku, niin Fermat'n pienen lauseen nojalla
kaikille luvuille a € Z;, pitee a?~' = 1 (mod p). Siispi kaikille karaktereille y pitee
x”~' = xo, ja niin ollen kaikki kunnan Z » karakterit ovat korkeintaan kertalukua
p—1.

Huomautus. Voi olla hyodyllistd laajentaa karakterin madritelmaa siten, ettd mer-
kitddn y(0) = 0, ja toisaalta triviaalille karakterille merkitdan yo(0) = 1. Talloin
karakteria voidaan tarkastella koko kunnassa Z,,.

Nyt voimme osoittaa, ettd luvussa 4.1.2 miiritelméssd 4.7 esitelty Legendren
symboli on karakteri.

Lause 4.16. Olkoon p > 2 alkuluku ja tarkastellaan kuntaa Z . Tdlloin Legendren
symboli (%) on kunnan Z, ei-triviaali karakteri, jonka kertaluku on 2.

Todistus. Legendren symboli on kuvaus f : Z, — {-1,0, 1}, jolle f(a) = (g) Ku-
vaukselle pitee myOs karakterin mééritelmissd 4.14 esitelty sddnto 4.2:

jos a, b € Z, niin lauseen 4.11 nojalla

o))

Siis karakterin méaritelméan nojalla Legendren symboli on kunnan Z,, karakteri.
Lauseessa 4.4 todettiin, ettd on olemassa tdsmaélleen ”2;1 nelionjaannosti ja )
nelionepdjdanndstd modulo p. Koska p > 2, téstd seuraa, ettd on olemassa b € Z,,
joka on nelionepdjaannos ja ndin ollen (I—Ij) = —1. Siispd Legendren symboli ei ole
triviaali karakteri .
Edellisen perusteella Legendren symbolin kertaluku on suurempi kuin 1. Olkoon

sitten a € Z,,. Télloin lauseen 4.11 nojalla

p p pl
ja koska a valittiin mielivaltaisesti, niin seuraa, ettd Legendren symbolin kertaluku

on oltava 2. O

Schmidtin teoksessa Equations over Finite Fields [14] on todistettu arvio karak-
terisummille.
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Lause4.17. Olkoon y kunnan Z, ei-triviaali karakteri, jonka kertaluku on d. Olkoon
f(x) kunnan Z,, polynomi, jolla on tiismdilleen m erillistd juurta, ja joka ei ole muotoa
c(g(x))?, missd c € Z, ja g(x) on kunnan Z, polynomi. Tilloin

D x(F(x)

X€Z),

< (m—1)4/p.

Todistus. Ks. [14, s. 43, 78-80]. O

4.2 Paleyn graafit

Paleyn graafit midritelldéin nelionjadnnosten avulla. Lihteend Paleyn graafien méé-
ritelméén on toiminut Blassin, Exoon ja Hararyn artikkeli Paley Graphs Satisfy
All First-Order Adjacency Axioms [2] ja tdydentdvdnd materiaalina on toiminut

Bollobasin teos Random graphs [3, s. 315-316].

Miaritelmé 4.18. Olkoon g > 2 alkuluku, jolle pitee ¢ = 1 (mod 4)!. Paleyn
graafi, jota merkitiddn P, on graafi P, = (V, E), jossa solmujen joukkoon V = Z,
ja sdarmien joukko miérdytyy seuraavasti:

E ={{a,b} | a,b € V jaa— b on luvun q nelionjaannos}

={{a,b} |a,beVja (“;b) =1}

Maiiritelméssi 4.18 valitaan luku g siten, ettd ¢ = 1 (mod 4), jolloin lauseen 4.13
nojalla —1 on luvun ¢ nelionjdéannods. Téstd seuraa, ettd madritettdessd Paleyn graafin
P, sirmien joukkoa ei ole vilid miten solmujen arvojen vilinen erotus lasketaan:
kun valitaan solmut a,b € Z, ja miiritetiin muodostavatko ne sdrmin, riittda
tarkastella vain toista erotuksista a — b tai b — a. Nimittdin, mikdli —1 ja ¢ ovat
luvun ¢ nelionjadnnoksid, niin nelionjddnnodsten médritelmén 4.1 nojalla on olemassa
sellaiset x, y € Z, etti—1 = x> (mod g) jac = y* (mod g). Téll6in luvulle —c saadaan

—c=(=1)-c=x*-y*=(xy)* (mod g),

missd xy € Z,, joten myds —c on nelionjddnnos. Mikili oletettaisiin, ettd —c on
nelionjdinnos, niin samalla paittelylld seuraisi, ettd myos ¢ on nelionjaannos. Esi-
merkissd 4.19 on havainnollistettu asiaa.

Esimerkki 4.19. Tarkastellaan alkulukuja 7 ja 13. Niistid luvuista ainoastaan g = 13
toteuttaa yhtdlon ¢ = 1 (mod 4).

Kuten esimerkissd 4.6 todettiin, luvut 1, 3 ja 4 ovat luvun 13 nelidjadnnoksié.
Edelld todetun nojalla nyt myos —1, —3 ja —4 ovat luvun 13 nelidnjdédnnoksii. Tima
saadaan tarkastettua huomaamalla, ettd —1 = 12, -3 = 10 ja —4 = 9 (mod 13), missd
9, 10ja 12 ovat my0s luvun 13 nelionjddnnoksia. Toisaalta esimerkin 4.5 nojalla luku
4 on luvun 7 nelidnjdénnos, mutta —4 = 3 (mod 7) ei ole.

IDirichlet’n lauseen (ks. [13, s. 74]) nojalla tillaisia alkulukuja on ddreton maéra.
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Seuraavassa esimerkki Paleyn graafista.

Esimerkki 4.20 (vrt. [19]). Valitaan edelleen ¢ = 13, jolloin g on alkuluku, jolle
pitee ¢ = 1 (mod 4). Niin ollen voidaan muodostaa maéritelmén 4.18 mukainen
Paleyn graafi Pi3. Nyt P13 = (V, E), jossa solmujen joukko on V on jddnnosluokkien
joukko

Z3=1{0,1,2,3,4,56,7,8,9,10,11, 12}.

Esimerkin 4.6 nojalla luvun ¢ = 13 nelidnjdidnnokset ovat 1,3,4,9, 10 ja 12, joten
sdarmien joukoksi muodostuu joukko

E ={{x,y} | x,y € Z13ja x — y on luvun 13 nelionjaannos}
={{x,y} | x,y € Z13jax — y = a® (mod 13) jollain a € Z;3}
={{x,y} | x,y€e Zizsjax—y=>b(mod13), missa b € {1,3,4,9,10,12}}
={{x,y} | x,y€e Zizjax—y=>b(mod 13), missa b € {+1,+3,+4}}.
Muodostunutta graafia Py3 on kuvattu kuviossa 4.1. Kuten myos kuviosta 4.1 niah-

dddn, Paleyn graafissa Pj3 jokaisesta solmusta lihtee yhteensad 6 sarméi. Solmusta,
jonka arvo on a ldhtee sdrmit solmuihina £ 1, a £ 3 jaa + 4.

Kuvio 4.1: Paleyn graafi Py3. (Vrt. [17].)

4.3 Paleyn graafit toteuttavat k-laajennusaksioomat

Kuten aiemmin luvussa 3 todistettiin, k-laajennusaksiooman toteuttavia graafeja
on aina olemassa ja satunnaisgraafi toteuttaa asymptoottisesti melkein varmasti k-
laajennusaksiooman. Tassd luvussa todistamme, etti Paleyn graafit toteuttavat k-
laajennusaksiooman. Pidilidhteend luvussa on toiminut Blassin, Exoon ja Hararyn
artikkeli Paley Graphs Satisfy All First-Order Adjacency Axioms [2].
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Aloitetaan esittelemailld ensin varsinaisessa todistuksessa tarvittavia arvioita. To-
distetaan ensin, ettd Legendren symboli toteuttaa karakterisummille lauseessa 4.17
esitellyn arvion.

Lause 4.21. Olkoon p > 2 alkuluku ja olkoot yy, y», ..., ja ys € Z, eri jddnnoksid
modulo p. Tidlloin

< (s~ VP

ST

x=0 i=

Todistus. Merkitdin f(x) = [];_,(x—y;). Ensin huomataan, ettd Legendren symbolin
ominaisuuksien nojalla (lause 4.12) voidaan kirjoittaa

iz(l)!j[(x—yl) ”Z(H,‘ (x— )'
5|

Nyt haluttu arvio seuraa suoraan lauseesta 4.17, jossa on esitetty arvio karakterisum-
mille. Lauseen 4.16 mukaan Legendren symboli toteuttaa lauseen 4.17 oletukset:
Legendren symboli on kunnan Z, ei-triviaali karakteri, jonka kertaluku on 2, jo-
ten riittdd todeta, ettd f(x) on sellainen kunnan Z,, polynomi, jolla on tdsmalleen s
erillisti juurta, ja joka ei ole muotoa c(g(x))?, missi ¢ € Z, ja g(x) on kunnan Z,,
polynomi.

Oletuksen mukaan yy, y», ..., ja ys ovat eri jaidnnoksid, joten funktiolla f(x) on
tasmilleen s juurta. Tdstd seuraa myds suoraan, ettd f(x) ei voi olla muotoa c(g(x))>.
Siispd lauseen 4.17 nojalla
>

i1
x=0 p

eli vdite pétee. O

< (s - Dvp,

Lauseet 4.22, 4.23 ja 4.24 ovat tarpeellisia Paleyn graafeja koskevan pédélauseen
4.25 todistamisessa.

Lause 4.22 (Pascalin sdinto). Olkoot n ja k sellaisia kokonaislukuja, joille pditee

1 < k < n. Tdlloin
n+1 n n
= + .
)=
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Todistus (vrt. [10]). Laskemalla saadaan

n noy\_ n! n!
(k)+(k—l)_ -0 \Gk=Din-k+1)!

1 1
=n!

ATy +(k—1)!(n—k+1)!)
_ n—k+1 N k
K-k + 1) kl(n—k+ 1)

n+1

=nl | ——m8m—

k!(n—k+1)!)
_ (n+1)!
Ckl(n—k+ 1)
B n+1
=" )

Siis viite pitee. O

Lause 4.23. Olkoon n > 0 kokonaisluku. Tdlloin
znl (”) = on,
iz \!
Todistus (vrt. [11]). Todistetaan viite induktiolla luvun »n suhteen. Kun n = 0, niin

S()-5()-() 12>

Siis viite pétee, kun n = 0. Muodostetaan sitten induktio-oletus, ettd viite pitee

arvollaneli 3., () = 2". Till6in Pascalin sdénnon nojalla (lause 4.22) ja induktio-

oletusta kayttamallad saadaan

ST

i=0

Il
+

Il
Il s |l
o
~ 3
+
Il ]
o
—_——
~—



Induktioperiaatteen nojalla viite péitee siis kaikille kokonaisluvuille n > 0. O
Lause 4.24. Olkoon n > 0 kokonaisluku. Tdilloin
n
Z (n)z =n2" 1,
i \!
Todistus (vrt. [8]). Laskemalla saadaan

2020 S

i=0 i=1 i=1

:Z&"
£ (i = Dl(n 0!

Nyt lauseen 4.23 nojalla 37 ("7') = 2%, joten 37, (?)i = n2"~! ja nin ollen

vdite pitee. O

Edelld esitettyjen lauseiden avulla voidaan todistaa, ettd riittavdn suuret Paleyn
graafit toteuttavat k-laajennusaksiooman 7y .

Lause 4.25. Olkoon k > 0 kokonaisluku ja olkoon q sellainen alkuluku, jolle q =
1 (mod 4) ja q > k*2*. Tillsin Paleyn graafi P, toteuttaa k-laajennusaksiooman.

Todistus (vrt. [2, Theorem 1]). Tarkastellaan Paleyn graafia P, missid solmujen jouk-
koonV = V(P,) = Z, ja sirmien joukko on

E=EP,)={{ab}|abeVia (“;b) - 1).

Aloitetaan muodostamalla ehto k-laajennusaksiooman toteutumiselle. Olkoot
X,Y c V sellaisia erillisid solmun joukkoja, ettd |X| = |Y| = k, ja merkitddn
X ={x;,x2,...,x¢}jaY ={y1,y2 ..., yi}. Tarkastellaan summaa

(4.3) W%yﬁ(l * (W;Xi))(l } (%))

Summassa 4.3 kiayddin yksitellen 1dpi jokainen solmu w € V' \ (X UY) ja verrataan
miten se on yhdistetty kaikkiin joukkojen X ja Y solmuihin muodostamalla tulo

o )

i=1
Mikili solmu w on yhdistetty k-laajennusaksiooman kannalta ei-halutulla tavalla
joukkojen X ja Y alkioihin, niin tulo 4.4 saa arvon 0, silld joko
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(i) solmu w ei ole naapuri vihintdin yhden solmun x; € X kanssa, 1 < ¢ < k,
jolloin (%) = —1jaedelleen 1 + (*7*) = 1 — 1 = 0, ja niiin ollen tulossa 4.4

esiintyy termi O, tai

(ii) solmu w on naapuri védhintidin yhden solmun y; € Y kanssa, 1 < s < k, jolloin
(W%yv) = 1jaedelleen 1 — (%) = 1-1 =0, jolloin tulossa 4.4 esiintyy myds
termi 0.

Jos taas solmu w on yhdistetty k-laajennusaksiooman kannalta oikealla tavalla jouk-
koihin X ja Y, niin tulo 4.4 saa arvon 22k silla

(i) solmu w on naapuri jokaisen joukon X solmun kanssaeli 1 + (%) =1+1=2
kaikilla 1 <i < k, ja

(ii) solmu w ei ole naapuri yhdenkddn joukon Y solmun kanssa eli
1—(%”):1+1:2kaikilla1 <i<k,

ja ndin ollen saadaan

R R R e R

i=1

Kéymailla siis kaikki joukon V'\ (X UY) solmut ldpi summassa 4.3, summattavat
termit voivat saada arvon O tai 2%¥. Voidaan kirjoittaa seuraava ehto: Paleyn graafi
P, toteuttaa k-laajennusaksiooman joukkojen X ja Y kohdalla eli on olemassa solmu
z € V\(XUY), joka on naapuri jokaisen joukon X solmun kanssa, mutta ei yhdenk&éan
joukon Y solmun kanssa, jos ja vain jos

Z“ [ 1 (52) o

Osoitetaan nyt, ettd Paleyn graafi P, toteuttaa k-laajennusaksiooman kiyttien
edelld muodostettua ehtoa. Tarkastellaan kahta joukkojen X ja Y valinnasta riippu-
vaista funktiota f ja g, joista f on edelld esitetyssd ehdossa olevan epédyhtdlon vasen
puoli

ja funktiossa g summataan kaikkien indeksien w € Z, suhteen eli

=g 1[5 - 2)
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missd X = (x1, x2,...,X¢)jay = (y1, y2, - - -, ¥r). Merkitdén selkeyden vuoksi jatkos-
sa A = X UY. Ensin huomataan, ettd funktio f voidaan kirjoittaa nyt muodossa

f(55) = 8(%.5) - ZH( [ ))(1-(%))

weA i
Arvioidaan funktiota g(%, y) ja osoitetaan sen avulla, ettd f(x,y) > 0. Avaamalla
funktion g(x, y) lauseketta, yleisen osittelulain nojalla saadaan

wwn =S -5)

q-1 g-1 q-1
w—=C w—=C
= 1+ Z 6(;( ) + Ec( )
w=0 w=0 CCA ceC q w=0 CCA ceC q
|IC|=1 IC|>1
q-1 k qg-1 k q-1
W — X; w—y; w—c
AL EOWHCES ecl =),
w=0 i=1 q w=0 i=1 q w=0 CCA ceC q
|C|>1

kun merkitiin ec = (—1)I€7Y1, T%iss'a lausekkeessa kaksi keskimmiistd summatta-
vaa termii va_:lo S (e x’) Za o o (qu i) saavat arvon 0, silld nimé summat
kayvit lapi kaikki solmut w € Z4, jaluvun 4.1 lauseen 4.4 nojalla luvun g nelion-

jaannoksid ja nelionepdjddnnoksid on kumpiakin tasan qT_l kappaletta. Néin ollen
verrattaessa solmuja x; tai y;, 1 < i < k solmuihin w € Z,, puolet erotuksista ovat
nelionjddnnoksid ja puolet eivit, ja nédin ollen arvot 1 ja —1 kumoavat toisensa. Siis
saadaan

=g+ 3 Y [Tec[*=)

w=0 CCA ceC
IC|>1

Nyt kolmioepéyhtédlon nojalla saadaan arvio

en-g=| S Y [Tee[*=)

w=0 CCA ceC
|IC|>1

NI I ey ROy

w=0 CCA ceC w=0 CCA w=0 CCA ceC
|C|=2 |C|=3 |C|=2k
q-1 q-1
w—=C w—=C
(S s e S s e 5 e
w=0 CCA ceC w=0 CCA ceC q w=0 CCA ceC q
|C|=2 |C|=3 |C|=2k
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Olkoon nyt C C A, sellainen, ettd |C| = s ja merkitddn C = {cj,ca, ..., cs}.
Alkiot ¢y, ¢, ..., cs ovat eri alkioita, ja koska osajoukko C € A voidaan valita
joukosta A = X UY yhteensi (**) eri tavalla, niin lauseen 4.21 nojalla nyt

S slSne

CCA ceC CCA [w=0ceC
ICl=s |Cl=s
< > (s-1vg
CCA
|Cl=s

- (ZS") (s~ G

Néin ollen |g(%, 7) — q| < 2, (zsk )(s — 1)4/g. Aiemmin todistettujen lauseiden 4.23
ja 4.24 nojalla kuitenkin

i (ZSk) (5= 1)vg = ﬁ(i (zsk)s ) i (Zsk))
ok k

2
2k\ (2K 2k k) (2k\ (2K
= - -0 - .1 =
al S (5o B -5+ () (1)

=g (2k~22k‘1 —0-2k-2% 1+ 142k

= g (262571 - 202 4

= Vg ((2k—2)-22k‘1 +1).

Siis |g(%, ) — g < vg ((2k —2)-22%=! + 1), eli funktiolle g(%, ¥) saadaan arvio

(4.5) ¢(%5) > q-a ((Zk _2). 2%kl 4 1) .

Huomattakoon, etti kun ¢ > k22* yll4 olevan epiyhtilon oikeanpuoleinen lauseke
on kasvava. Tamin funktiolle g muodostetun arvion avulla voidaan nyt osoittaa, etta
f(x,y) > 0. Tarkastellaan erotusta

(4.6) 8(%¥) - f(%3) = Zﬁ(l+(W;Xi))(l_ (u))

weA i=1 q

Selvisti g(%, 7) — f(X,7) > 0. Jos g(%, %) — f(X,7) = 0 ja valitaan ¢ > k*2%, niin
arvion 4.5 nojalla saadaan
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fE) =gEF)>q-+q ((zk _oy. 02kl 1)
S k204 _ fr204k ((Zk _2). 0% 1, 1)
= k204 _ o2k (k22k 2% 1)
— 204k _ 1204k | otk _ o2k
—k (24k B 22k)
> 0,

kun k& > 0. T4lloin viite on siis selva.

Tarkastellaan sitten tapausta g(x, ¥) — f(X, ¥) > 0. Tall6in on olemassa véhintdian
yksi sellainen wy € A, jolle

w 1 (1 s ))(1 ; (qu-yf)) ~0

Koska wgy € A tuottaa summaan 4.6 nollasta eroavan positiivisen termin, on oltava

(%) =1ja (%) = —1 kaikilla 1 < i < k jawg # x;, y;, silld muutoin tulo 4.7
saisi arvon (. Saadaan kaksi tapausta:

(i) jos wp € X, niin summa 4.6 sievenee summattavaksi indeksien w € X suhteen:
kaikilla y € Y summattava termi eli tulo 4.7 siséltdd tekijan
1+ (=) = 1-1=0, eli summattavan termin arvo on 0, ja

(ii) jos wo € Y, niin summa 4.6 sievenee summattavaksi indeksien w € Y suhteen:

kaikilla x € X summattava termi eli tulo 4.7 sisdltdd tekijin
1- (%) =1 -1 =0, eli summattavan termin arvo on 0.

Voidaan siis olettaa, ettd wy € X, silld seuraavat paittelyt voidaan tehdi tistd valin-
nasta riippumatta. Summalle 4.6 saadaan

- _ - L w — X w =Yy
g(x,y) - f(X,¥) er:i,e] (1+( 7 ))(1 ( 7 ))
- i(1+(W_xi))(1—(W_y"))
weX i=1 q q
k
< [ [2.2
weX i=1
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Siis g(%, §) — f(, 7) < k2%*. Kuten edelld huomattiin, kun valitaan g > k?2* niin
toisaalta g(x, y) > k (2‘”‘ - 22k). Yhdistimailla nama tiedot saadaan

f(E57) > g% 5) — k2%
>k (24k _ 22k) _ 02k

—k (24k _ 22k+1)

> 0,

kun k > 0. Siis vdite on voimassa tissikin tapauksessa.

Saatiin siis osoitettua, ettd todistuksen alussa muodostettu ehto pétee Paleyn
graafille P,. Niin ollen alkuperdinen viite pétee eli Paleyn graafi P, toteuttaa k-
laajennusaksiooman. O

Esitetdin vield lopuksi esimerkki saatuun tulokseen liittyen. Esimerkki osoittaa
kuitenkin my®0s, ettd edelld esitetyn lauseen oletuksissa olisi tarkentamisen varaa.

Esimerkki 4.26 (vrt. [2]). Tarkastellaan ensin 1-laajennusaksioomaa 771 ;. Kun vali-
taan ¢ = 17, niin ¢ = 1 (mod 4) ja ¢ > 1% - 2*! = 16, joten edelli todistetun lauseen
4.25 perusteella Paleyn graafi P;7 toteuttaa 1-laajennusaksiooman. Mikili siis vali-
taan Paleyn graafin Py7 solmujen joukosta Z;7 mitki tahansa 2 solmua x ja y, niin
solmujen joukosta 10ytyy aina eri solmu z, joka on naapuri solmun x kanssa, mutta
ei solmun y kanssa.

Kuitenkin, kuten luvussa 2 esimerkissad 2.9 huomattiin, my0s Paleyn graafi Ps
toteuttaa 1-laajennusaksiooman. Luku ¢ = 5 ei kuitenkaan toteuta lauseen ehtoa
g>12.2%1 = 16.

Jos tarkastellaan 2-laajennusaksioomaa 1752, niin lauseen 4.25 nojalla P33 on
pienin Paleyn graafi, joka toteuttaa tamin. Toisaalta Ronald Readin artikkelissa
Prospects for graph theory algorithms [12] on todettu, ettd my0s Paleyn graafi Pg;
toteuttaa 2-laajennusaksiooman. Kuitenkaan myoskéén luku g = 61 ei toteuta lauseen
4.25 ehtoa g > 22 - 2*? = 1024.

Saatiin siis todistettua seuraavaa: Paleyn graafissa on oltava vihintdin k22
solmua, jotta se toteuttaa k-laajennusaksiooman. Toisaalta luvussa 3 puolestaan to-
distettiin, etti on olemassa kooltaan vihintdin 8k>2%% oleva graafi, joka toteuttaa k-
laajennusaksiooman. Kuten mainittua, ndissa oletuksissa on kuitenkin tarkentamisen
varaa.
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