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Tiivistelma

Tutkielman tavoitteena on antaa lukijalle edellytykset liittofunktorien késitteen ym-
mirtdmiselle. Tatd varten médritellddn ensiksi kategoriateorian peruskasitteitd, kuten
kategoria, funktori ja luonnollinen transformaatio, seki esitelldén joitakin niihin liit-
tyvid tuloksia. Tamin jdlkeen miiritellddn universaalimorfismi, raja, koraja, tulo ja
kotulo, seki esitellddn myos ndiden ominaisuuksia. Seuraavaksi késitelldin joitakin
kategoriateorian joukko-opillisia ongelmakohtia seki esitellddn Grothendieckin uni-
versumit, joiden ndytetdin tarjoavan ratkaisuja moniin niistd ongelmista. Lopuksi
madritellddn liittofunktorit ja tarkastellaan niiden perusominaisuuksia sekd merki-
tystd. Liittofunktorien havaitaan esiintyvén hyvin laajalti matematiikassa.
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1 Johdanto

Tama tutkielma esittelee lukijalle liittofunktorien kisitteen ja niiden perusominai-
suuksia. Ndiden ymmartamiseksi esitelldin myos muuta kategoriateorian kisitteistod
sekd ndihin kasitteisiin liittyvia tuloksia.

Kategoriateoria on matematiikan osa-alueena melko abstrakti. Se yleistid ja toi-
saalta yhdistdi toisiinsa muiden matematiikan osa-alueiden kisitteitd ja tuloksia.
Esimerkiksi joukkojen erillinen yhdiste, modulien suora summa seké osittainjarjes-
tetyn joukon jonkin osajoukon pienin yldraja ovat pohjimmiltaan saman kategoriateo-
reettisen madritelmén erikoistapauksia, kuten tullaan havaitsemaan. Ei olekaan siksi
yllattivaad, ettd kategoriateoriaa voidaan soveltaa monilla muilla matematiikan osa-
alueilla, muun muassa algebrallisessa topologiassa [60], algebrallisessa geometriassa
ja logiikassa [70]. Erityisesti liittofunktorien hyodyllisyydestd kertoo kategoriateo-
rian varhaisen tutkijan Saunders Mac Lanen kommentti: “Liittofunktorit esiintyvét
kaikkialla” [7, s. vii].

Fysiikassa sovelluksia 10ytyy esimerkiksi sdieteoriasta ja kvanttikenttdteoriasta
[7, s. v] ja tietojenkasittelytieteessd muun muassa tyyppiteoriasta [60] ja datainte-
graatiosta [2].

Kategoriateoriaa on jopa ehdotettu matematiikan perustaksi joukko-opin sijaan.
Tamén ndkemyksen mukaan joukko-oppi aksiomatisoitaisiin kayttden kategoriateo-
rian Kisitteitd (ks. [18], [6]). Tatd aihetta ei kisitelld tdssd tutkielmassa, vaan sen
sijaan kategoriateoriaa tarkastellaan kayttden joukko-opin késitteitda. Tavanomainen
Zermelo—Fraenkelin joukko-oppi ei kuitenkaan usein riitd kategoriateorian késitte-
lyyn. Tamén vuoksi tutkielman loppupuolella esitelldin erds, vahvempi aksioomajar-
jestelmd, joka sopii kategoriateorian tarpeisiin paremmin. Tama esitellddn kuitenkin
vain ehdotuksenomaisesti, ja muu sisilto on pyritty muotoilemaan siten, etta lukijan
olisi mahdollisimman helppo tarkastella sitd itse suosimassaan aksioomajarjestel-
massa.

Tadman vuoksi joukko-oppia kidsitellddn tutkielmassa melko intuitiivisella tasolla.
Tédhén intuitiiviseen ndkokulmaan kuuluu kaksi kisitetti: joukot sekd luokat. Jouk-
koja kisitellddn tavanomaiseen tapaan. Luokat voivat olla joukkoja, mutta ne voivat
olla myos aidosti joukkoja suurempia kokoelmia joukkoja tai siséltdd muita luokkia.
Aiheen kannalta tarkednd oletuksena on, ettd voidaan muodostaa “’kaikkien jouk-
kojen luokka”, jossa jokainen joukko on alkiona, sekd “’kaikkien ryhmien luokka”,
“kaikkien topologisten avaruuksien luokka” ja muita vastaavanlaisia matemaattisten
struktuurien luokkia. Oletetaan myos, ettd luokista voidaan muodostaa karteesisia
tuloja, jotka ovat luokkia. Lopuksi usein oletetaan, ettd kahden luokan vilille voi-
daan muodostaa kuvauksia ja ettd kaikki kuvaukset kahden kiinnitetyn luokan vélilla
muodostavat luokan.

On huomattava, ettd jos valitaan jokin joukko-opin aksioomajarjestelma, kaik-
ki nima oletukset eivit vilttamittd ole siind voimassa. Monet esitetyistd tuloksis-
ta voivat kuitenkin olla voimassa soveltuvin osin. Toinen huomioitava seikka on,
ettd tutkielmassa kéytettyjen joukon ja luokan késitteiden ei tarvitse olla samoja



kuin kyseisen aksiomatisoinnin joukon ja luokkien kisitteet. Itse asiassa kyseisen
jarjestelmin ei tarvitse edes sisdltdd luokkia tavanomaisessa mielessd; esimerkiksi
tutkielmassa ehdotettu aksioomajérjestelmé kayttid vain joukkoja.

Lukijalta edellytetdéan hyvit perustiedot joukko-opista, ryhmaéteoriasta, lineaa-
rialgebrasta ja/tai topologiasta. Esimerkiksi kyseisistd aiheista Tampereen yliopiston
kandidaatti- ja maisterivaiheiden kurssit kdyneelld pitdisi olla riittdvit tiedot. Kate-
goriateoria ei suoraan pohjaudu niihin tietoihin, mutta ne helpottavat esimerkkien
ja joukko-opillisten ndkokulmien ymmirtamistd, mikd edelleen tekee koko aiheesta
helpommin ymmarrettivén.

Lukijalla ei kuitenkaan oleteta olevan kaikkia tutkielmassa kiytettyja tietoja nail-
td aloilta. Tamén tutkielman luku 2 tdydentii sitd tietimysti, joka lukijalta edellyte-
tadn. Tarvittavat kategoriateorian peruskasitteet ja -lauseet esimerkkeineen esitellddan
luvuissa 3—6. Niissi luvuissa esiin nousseita joukko-opillisia ongelmia tarkastellaan
lyhyesti luvussa 7, jossa myoOs esitellddn aiemmin mainittu kategoriateoriaan sopi-
va joukko-opin aksioomajdrjestelma. Tamin jidlkeen luvussa 8 paastdin tutkielman
padaiheeseen, liittofunktoreihin. Téssd luvussa esitelldin liittofunktorien késite, joi-
takin esimerkkeja (joista jotkin voivat jo olla lukijalle osittain tuttuja) ja oleellisimpia
tuloksia liittyen liittofunktoreihin seké valaistaan hieman liittofunktorien merkitysta.

Monet tutkielman lauseet ovat muotoa ¢, jos ja vain jos . Usein niissi ta-
pauksissa todistus on jaettu kahteen osaan, joihin viitataan merkinnéilld (=) ja ().
Naistd merkinnoistd ensimmadisen jdlkeen todistetaan viite “jos ¢, niin ¢ ja toi-
sen jdlkeen viite “’jos ¥, niin ¢”. Niiden viitteiden todistukset yhdessi todistavat
alkuperdisen véitteen.

Tutkielmassa kéytetddn usein funktion parametrille tai parametreille merkintaa
—. Esimerkiksi siis merkintd sin(—) cos(—) voi asiayhteydesta riippuen viitata joko
funktioon x +— sin(x)cos(x) tai funktioon (x, y) + sin(x)cos(y). Jos parametrien
mairdd tai jarjestystd halutaan tismentii, voidaan parametrit erottaa toisistaan alain-
dekseilld: merkintd sin(—;) cos(—) viittaa funktioon (x, y) + sin(y) cos(x). Téllais-
ten funktioiden 1dht6joukot joko kerrotaan tai ilmenevit asiayhteydestd. Viivalla on
tutkielmassa myos hieman erilaisia merkityksii, jotka selvidvit aihetta késiteltdessa.

Aihepiirin kirjallisuudessa on kdytossd hieman toisistaan poikkeavia merkinto-
ja. Myos tutkielman merkinnit poikkeavat hieman yleisistd merkintitavoista, paa-
asiassa ala- ja yldindeksimerkintdjen selkeyttimiseksi. Kategoriateoriassa on usein
tapana jattidd laskutoimitusten symbolit merkitsemittd samaan tapaan kuin esimer-
kiksi ryhmiteoriassa, jossa tulo x - y merkitddn yleensd xy. Tdssd tutkielmassa niita
lyhennysmerkintoji ei kdytetd, jotta olisi helpompi lukea, mistd laskutoimituksesta
milloinkin on kyse. Merkintdja mairiteltiessa pyritadn esittimain myos kirjallisuu-
dessa nahtivid vaihtoehtoisia merkintitapoja.

Lahdeteoksista tarkeimpiin kuuluvat Saunders Mac Lanen kirja Categories for
the Working Mathematician [7] seké kategoriateoriaan keskittyvi wiki-tietosanakirja
nLab [9].



2 Esitiedot

Téssd luvussa esitellddn joitakin esitietoja, joiden tunteminen ei ole tutkielman ai-
heen kannalta valttimatontd, mutta auttaa huomattavasti esimerkkien ymmartamista.
Koska ne eivit kuulu suoranaisesti aiheeseen, niité késitelliin melko lyhyesti.

2.1 Joukko-oppia ja jarjestyksia

Lause 2.1 (ks. [33]). Funktio f: b — c oninjektio, jos ja vain jos kaikilla funktioilla
g1,&2: a — b pdtee, ettd g1 = g aina, kun f o gy = f o g.

Lause 2.2 (ks. [20]). Funktio f: b — c on surjektio, jos ja vain jos kaikilla funktioilla
g1,&2: ¢ — d pdtee, ettd g1 = g, aina, kun gy o f = gy o f.

Lause 2.3. Olkoon (s, <) esijdrjestetty joukko. Tdlloin ~€ P(s X s),
a~b & a<bAb<a,
on ekvivalenssirelaatio. Edelleen relaatio <..€ P(s/~ X s/~),
[a] <. [b] &= a < b,

on hyvinmddritelty ja joukon s [~ osittainjdrjestys.

Olkoon vield (s', <) esijdrjestys, ~' ja <’ , mddritelty vastaavasti kuin ylld sekd
f:s — s monotoninen kuvaus. Tdalloin f*: s/~ — s'/~', f*([a]) = [f(a)], on
hyvinmdidritelty ja monotoninen kuvaus.

2.2 Algebraa

Mairitelmé 2.1 (ks. [66]). Struktuuri (G, -) on monoidi, jos se toteuttaa ryhmin
aksioomat mahdollisesti vasta-alkioiden olemassaoloa lukuunottamatta. Jos (G, -¢)
ja (H,-g) ovat monoideja ja f: G — H kuvaus, niin f on monoidihomomorfismi,
jos f(a-g b) = f(a) -y f(b)kaikillaa, b € G ja f(0g) = Og.

Maiéritelma 2.2 (ks. [64]). Olkoon § joukko. Tdlloin joukko

Free(S) = {f: S — Z | supp(f) < oo}

yhdessi kuvausten tavanomaisen pisteittdisen summan kanssa muodostaa joukon S
vapaan Abelin ryhmdn.

Tama struktuuri Free(S) on tunnetusti Abelin ryhmi, jonka neutraalialkio kuvaa
kaiken nollaksi ja jossa (—f)(x) = —(f(x)) kaikilla f € F(S)jax € S. Alkios € S
voidaan samastaa Kroneckerin deltafunktion ¢, kanssa. Kun niin tehddin, voidaan
havaita, ettd S on ryhmén F(S) kanta, kun F(S) mielletddan Z-moduliksi.



Lause 2.4. Olkoot S, T joukkoja, Free(S), Free(T) ndiden vapaat Abelin ryhmdit ja
f: S — T kuvaus. Tidlloin on olemassa sellainen yksikdsitteinen homomorfismi
g: Free(S) — Free(T), ettd g(s) = f(s) kaikilla s € S.

Todistus. Viite seuraa siitd, ettd S on Abelin ryhmén F(S) kanta. O
Lause 2.5. Olkoon f: F — R rengashomomorfismi kunnasta F. Tdlloin f on
injektio.

Todistus. Jos x,y € F jax # v, niin f(x — y) * f((x — y)~!) = 1, joten on voimassa

Jx) = fy) = fx-y) #0. O

Lause 2.6. Olkoot Ry, Ry kokonaisalueita ja f: Ry — Ry injektiivinen rengasho-
momorfismi. Olkoot K| kokonaisalueen R| jakokunta ja K, samoin kokonaisalueen
Ry. Tidlloin on olemassa yksikdisitteinen rengashomomorfismi g : K| — K siten, ettd

g(p) = f(p) kaikilla p € R.

Todistus. Miiritetiiin, etti g(2) = K2 Kaikilla p € Ry, q € Ry \ {0}. Talldin g on
_r

hyvinmédritelty, silld jos g = 7, niin

f@-f@)=fp-4)=rf@ -9 = o) fla.

Kyseessid on rengashomomorfismi, silld selvisti g sdilyttdd arvot O ja 1, ja kaikilla
P1, P2 € Ry jaqgy, g2 € Ry \ {0} pitee

PL P2y _ o (PLP2y fp1-p2) _ f(p1)  f(p2) oMy o2
a1 @ a2 flgr-q92) flq1) f(q2) q1
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ja samoin kdyttien homomorfismin f ominaisuuksia voidaan havaita, ettd on voi-
massa g(5- + 22) = g(51) + g(22).

Siis g on hyvinmaédritelty rengashomomorfismi ja sen maédrityksesti johtuen
g(x) = f(x) kaikilla x € R;. Myos yksikésitteisyys on voimassa, silli ehdosta
g(p) = f(p) seuraa my6s g(¢g~') = f(g)~! ja kaikki alkiot ¢ € K; voidaan esittii
muodossa a = 157 =p-q L. O

2.3 Lineaarialgebraa

Oletetaan kaikilla tdssd alaluvussa késiteltdvilla vektoriavaruuksilla olevan sama
kerroinkunta K. Kéytetiin vektoriavaruuden V duaaliavaruuteen V* = KV liitetylle
bilineaarikuvaukselle V X V* — K, (v, f) — f(v), merkintdd (—, —).

Lause 2.7 (ks. [62]). Olkoon V vektoriavaruus ja V* sen duaaliavaruus. Olkoon
W myos vektoriavaruus ja W* sen duaaliavaruus. Olkoon vield f:V — W lineaa-
rikuvaus. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen lineaarikuvaus f*: W* — V*, jolle
(W), w*y = (v, f*(W")) kaikilla v € V ja w* € W*. Tdtd kuvausta f* kutsutaan
kuvauksen f duaalikuvaukseksi.
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Todistus. Olkoon By C V avaruuden V kanta ja By+ € W* avaruuden W* kanta.
Kaikillaw* € W* on olemassa yksikisitteinen v* € V* siten, ettd (f(v), w*) = (v, v*)
kaikilla v € By. Siis on olemassa yksikisitteinen kuvaus g: By+- — By, jolla
(f),w*y = (v,g(w")) kaikilla v € By ja w* € By-. Tami funktio g indusoi
etsityn funktion f*, jonka voidaan bilineaarisuuden avulla havaita tayttivin annetun
ehdon. O

Lause 2.8 (ks. [62]). OlkoonV vektoriavaruus ja V** sen biduaaliavaruus. Télloin on
olemassa yksikdsitteinen lineaarikuvaus f: V — V** siten, ettd (v,v*) = (v*, f(v))
kaikilla v € V* ja v* € V*. Tamd lineaarikuvaus on isomorfismi, jos V on ddrellis-
ulotteinen.

Todistus. Alkuosa voidaan todistaa samankaltaisin tekniikoin kuin edellisen lauseen
todistuksessa. Jaljelle jad isomorfisuuden todistus.

Oletetaan, ettd V on adrellisulotteinen. Jos v,v' € V siten, ettd v # v/, niin
(v,v*) # (v, v*) jollakin v* € V*. Tall6in selvisti f(v) # f(v’), joten f on injektio.
Koska lisdksi V on didrellisulotteinen ja V = V**, niin f on isomorfismi. |

2.4 Topologiaa

Lause 2.9 (ks. [58]). Olkoon (X, <) esijdrjestetty joukko. Tdlloin T« C P(X),
T.={UePX)|VxelUVyeX(x<y = yelU)},

on joukon X topologia.

Todistus. Selvasti 0, X € 7<. Olkoot U, U, € 1< jaU, € 7< joukkoja kaikilla o € A.
Olkoon x € U; N U, piste. Talloin koska x € U; € 1<, niin kaikilla y > x pitee
y € U,. Vastaava pitee joukolle U,, joten kaikilla y > x pitee y € Uy N Us. Siis
U nU; € <.
Olkoon U = (J,eq Uy. Olkoon x € U piste. Siis jollakin @ € A pitee x € U,.
Siis kaikilla y > x patee y € U, C U, joten U € 7<. O

Lause 2.10 (ks. [58]). Olkoot (X, <) ja (X', <’) esijirjestettyji joukkoja ja olkoon
f: X — X’ monotoninen kuvaus. Varustetaan X edelld mddritellylli topologialla
T< ja X' vastaavasti topologialla t<.. Tdlloin f on jatkuva.

Todistus. Olkoon U € 7/ avoin joukko. Olkoon V = f~'[U]. Jos V = 0, niin
V € 1<; oletetaan, ettd ndin ei ole. Olkoon x € V jay > x. Talloin f(x) <’ f(y). Siis
f(y) € U,joten y € f~'[U] = V. Siis V on avoin. O
Lause 2.11 (ks. [58]). Olkoon (X, 1) topologinen avaruus. Tilloin <;C P(X X X),

x <y &= xecl{y}),

missd cl on (topologinen) sulkeuma, on joukon X esijdrjestys.
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Todistus. Koska X’ C cl(X’) kaikilla X" C X, niin < on refleksiivinen.

Jos y € cl({z}), niin cl({y}) = cl({y}) Nncl({z}) C cl({z}), silld joukon X’
sulkeuma on kaikkien suljettujen joukkojen X” C X, X’ C X”, leikkaus. Siis jos
x ecl{y})jay € cl({z}), niin x € cl({z}). Siis < on my&s transitiivinen. O

Lause 2.12 (ks. [58]). Olkoot (X, 1) ja (X’,7") topologisia avaruuksia ja olkoon
f: X — X’ jatkuva kuvaus. Varustetaan X edelld mddiritellylld esijdrjestykselld <.
ja X' vastaavasti esijdrjestykselld <,. Tdlloin f on monotoninen.

voimassa f(x) € flcl({y}] € cl(f[{y}]) = cl({f(¥)}). Siis f(x) < f(¥). O

Todistus. Olkoot x,y € X pisteitd siten, ettd x < y. Tilloin x € cl({y}), joten on

12



3 Kategoriat

Téssd luvussa esitellddn kategorian kisite sekd muita kategoriateorian yksinker-
taisimpia késitteitd, kuten duaalisuusperiaate ja kommutatiiviset kaaviot. Samalla
tehdéén joitakin alkeellisia huomioita pohjautuen niihin kisitteisiin.

3.1 Kategorian maaritelma

Kuten johdannossa mainittiin, kategoriateoriaa voi ldhestyd kayttdmaéttd joukko-
oppia (ks. my0s [7, s. 7-9]), mutta tdssd tutkielmassa tehddén toisinpdin — kategoriat
mairitellddn joukko-opillisesti matemaattisina struktuureina, joille patevit tietyt eh-
dot.

Miiéritelma 3.1 (ks. [7, s.10], [12]). Olkoot Ob, Mor erillisid luokkia. Olkoot
dom, cod: Mor — Ob funktioita. Madritellddn lisdksi merkintd

hom(c, d) = {f € Mor | dom(f) = ¢ A cod(f) = d}.

Olkoon o osittainen funktio Mor X Mor — Mor, jonka arvo f o g kuuluu luokkaan
hom(dom(g), cod(f)), kun dom(f) = cod(g), ja muulloin ei ole olemassa. Talloin
struktuuri C = (Ob, Mor, dom, cod, o) on kategoria, jos

* kaikilla x,y,z,w € Ob, f € hom(z,w),g € hom(y, z), n € hom(x, y) on voi-
massa assosiatiivisuus (f o g)oh = fo(goh)ja

* kaikille ¢ € Ob on olemassa sellainen id. € hom(c, ¢), etta

— kaikille d € Ob ja f € hom(c, d) pitee f oid. = f ja
— kaikille d € Ob ja g € hom(d, c) pitee id. og = g.

Télloin Ob ovat kategorian C objektit, Mor kategorian C morfismit, dom( f) mor-
fismin f ldhtoobjekti, cod(f) morfismin f maaliobjekti, o morfismien yhdiste ja
id. objektin ¢ identtinen morfismi. Morfismeja f € hom(c, d) voidaan kutsua mor-
fismeiksi c:stid d:hen, ja niille voidaan myos kidyttdd merkintdd f: ¢ — d samaan
tapaan kuin kuvauksille yleensd kaytetdén.

Joskus kirjallisuudessa yhdisteelle kadytetddan myos merkintdd f o g = fg ja
objektin ¢ identtiselle morfismille merkintdd id, = 1..

Huomautus. Se, voidaanko jotakin yhdistettd o yleensd mddritelld, riippuu mor-
fismiluokan Mor koosta sekd kiaytetyistd aksioomista. Tutkielmassa oletetaan, etti
kaikki tarkasteltavat yhdisteet voidaan méaéaritella.

Ilman erillistd mainintaa symboleilla a, b, c, d, e, j viitataan aina joihinkin ob-
jekteihin ja symboleilla f, g, # morfismeihin. Muuttujilla x, y, z voidaan viitata seka
objekteihin ettd morfismeihin. Symboleilla C, D, E, J viitataan kategorioihin. Esi-
merkiksi siis ¢ € C luetaan ”c on objekti kategoriassa C”, kun taas Vx € C luetaan
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“kaikille objekteille ja kaikille morfismeille x kategoriassa C”. Objekteille voidaan
kayttdd myos muille matematiikan aloille tyypillisid symboleita; esimerkiksi jos ob-
jekti on vektoriavaruus, sille voidaan kiyttaa symboleita V tai W.

Jatkossa jos C on kategoria, voidaan merkinndlld C tarkoittaa koko katego-
rian sijasta my0s objektien luokkaa Ob, morfismien luokkaa Mor tai objektien ja
morfismien yhdistettd Ob U Mor. Merkinnan merkityksen oletetaan tadllgin selvidvian
asiayhteydestd. Samoin voidaan kédyttdd merkintdd id identtiselle morfismille id., jos
objektin ¢ voidaan katsoa selvidvin asiayhteydesta.

Esitetiiin seuraavaksi vield muutama huomio kategorian mééritelmésta.

* Se, ettd Ob ja Mor ovat erillisid, ei heikennd madritelmaa; jos kaksi luokkaa X
ja X’ eivit ole erillisid, ne voidaan korvata luokilla X x {0} ja X’ x {1}, jotka
ovat erillisia.

* Luokathom(c, d) muodostavat morfismien osituksen. Kategorian C méérittele-
miseksi ei siis tarvitse eksplisiittisesti madritella luokkaa Mor¢ sekd funktioita
dom¢ ja code, jos niiden sijaan miiritellddn hom(c, d) kaikilla ¢,d € Ob,.
Tasmallisesti ottaen tdlloin pitdisi myOs tarkistaa, ettd kaikki hom-luokat ovat
erillisid, mutta kuten edellisessd kohdassa, timé on vain tekninen yksityiskoh-
ta, jonka voi sivuuttaa.

* Morfismien yhdisteen assosiatiivisuus antaa perusteen sulkujen pois jattimi-
selle.

* Identtinen morfismi id. on yksikisitteinen kaikille ¢ € Ob,, silld jos my0os
f: ¢ — c tiyttdd identtisen morfismin ehdot, niin f = f oid, = id,.

Esimerkki 3.1 (ks. [7, s.10]). Tyhji kategoria 0, jossa ei ole yhtddn objektia tai
morfismia, sekd yhden objektin O ja yhden morfismin idy kategoria 1 ovat selvisti
kategorioita. My0s 2, jossa on kaksi objektia () ja 1, ndiden identtiset morfismit ja
yksi morfismi @ — 1, on kategoria. Kaikissa ndistd on tasan yksi tapa mééritelld
yhdiste.

Esimerkki 3.2 (ks. [7, s.11]). Olkoon X jokin joukko ja < sen esijérjestys. Olkoon
Ob = X jahom(c, d) = {0}, jos ¢ < d, ja muulloin hom(c, d) = 0 kaikille ¢, d € X.
Jos nyt f € hom(d, ¢) ja g € hom(c, d) joillakin ¢, d, e € X, niin ¢ < d jad < e. Siis
¢ < e, joten |hom(c, e)| = 1. Voidaan siis miadrittda yksikasitteisesti yhdiste o, joka
on helppo havaita my0s assosiatiiviseksi, koska |hom(c, d)| < 1 kaikilla ¢,d € X.
Lis#ksi kaikilla ¢ € C pitee ¢ < ¢, joten |hom(c, ¢)| = 1, ja selvisti tdlle morfismille
f € hom(c, c) pitevit identtisen morfismin ehdot. Siis joukot X, hom(c, d). 4ex sekd
yhdiste o muodostavat kategorian. Jokainen esijirjestys voidaan siis samastaa tietyn
kategorian kanssa.

Esimerkki 3.3 (ks. [7, s.11]). Olkoon (G, -) monoidi. T&lloin objektit Ob = {0},
morfismit Mor = G ja yhdiste f o g = f - g muodostavat kategorian. Tima kategoria
voidaan samastaa monoidin G kanssa.
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Esimerkki 3.4 (ks. [40]). Méiritellddn relaatioiden kategoria Rel seuraavasti. Ol-
koon Obge kaikkien joukkojen luokka. Olkoon Morge (X, Y) = P(X X Y) kaikilla
joukoilla X,Y ja oge relaatioiden yhdiste. Tunnetusti kaikille joukoille X on ole-
massa identtinen morfismi idy (nimittdin identtinen kuvaus X — X) ja relaatioiden
yhdiste on assosiatiivinen. Niistd seuraa, ettd Rel on todella kategoria.

Esimerkki 3.5 (ks. [7, s. 12]). Madritellddn joukkojen kategoria Set kuten Rel, mutta
valitaan sen morfismeiksi Morsei(X,Y) = YX kaikilla joukoilla X, Y. Télloin oget on
kuvausten yhdiste, ja Set on selvisti kategoria.

Esimerkki 3.6 (ks. [26]). Ryhmien kategoria Grp muodostuu kaikkien ryhmien
luokasta. Sen morfismit G — H ovat homomorfismit G — H ja sen morfismien
yhdiste on kuvausten yhdiste. Tamé yhdiste on assosiatiivinen. Identtinen kuvaus ja
homomorfismien yhdisteet ovat homomorfismeja, joten vaaditut identtiset morfismit
ja morfismien yhdisteet ovat olemassa. Kyseessa on siis todella kategoria.

Esimerkki 3.7 (ks. [44]). Topologisten avaruuksien kategoria Top muodostuu kaik-
kien topologisten avaruuksien luokasta. Sen morfismit X — Y ovat jatkuvat ku-
vaukset X — Y ja sen morfismien yhdiste on kuvausten yhdiste. Kuten ryhmien
tapauksessa, voidaan havaita, ettid yhdiste on assosiatiivinen ja identtiset morfismit
ja morfismien yhdisteet ovat olemassa.

Muihin edellisten kaltaisiin kategorioihin, joita tdsta tutkielmasta 10ytyy, kuuluvat
muun muassa

* renkaiden kategoria Rng, joka muodostuu renkaiden luokasta, rengashomo-
morfismeista ja kuvausten yhdisteestd (ks. [7, s. 12]),

» K-kertoimisten vektoriavaruuksien kategoria K-Vect, joka muodostuu vekto-
riavaruuksista, joiden kerroinkunta on K, ndiden vélisistd lineaarikuvauksista
sekd kuvausten yhdisteesti (ks. [47]) ja

* esijdrjestettyjen joukkojen kategoria Pre, joka muodostuu esijirjestettyjen
joukkojen luokasta, ndiden vilisistd monotonisista kuvauksista ja kuvausten
yhdisteesti (ks. [59]).

3.2 [Erilaisia kategorioita, objekteja ja morfismeja

Kategorioita, objekteja ja morfismeja voidaan luokitella eri alalajeihin, joista nyt
esitellddn joitakin. Tamin jilkeen tehddin muutamia huomioita liittyen ndihin.

Maiéritelma 3.2. Kategoria C on
* diskreetti, jos sen kaikki morfismit ovat identtisid morfismeja (ks. [7, s.11]),
* ddrellinen, jos Obc ja Morc ovat ddrellisid (ks. [22]),

* pieni, jos Ob¢ ja Morc ovat joukkoja eivitki aitoja luokkia (ks. [41]),
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* suuri, jos se ei ole pieni (ks. [31]) ja
* lokaalisti pieni, jos hom¢(c, d) on joukko kaikilla ¢, d € Ob¢ (ks. [32]).

Téhin asti esitellyistd kategorioista voidaan mainita esimerkkeind, ettd 1 on dis-
kreetti, ddrellinen ja pieni, joukon esijdrjestykset ovat pienid ja Set on suuri ja lo-
kaalisti pieni. Selvisti jos kategoria on pieni, niin se on my0s lokaalisti pieni, mutta
kuten jo kategoriasta Set havaitaan, pdinvastainen ei pade yleisesti.

Mairitelma 3.3. Objekti ¢ on kategorian C

* alkuobjekti, jos kaikilla d € Ob¢ pitee |home(c, d)| = 1 (ks. [29]),

* loppuobjekti, jos kaikilla d € Ob¢ pitee |home(d, ¢)| = 1 (ks. [43]) ja

* nollaobjekti, jos se on seké alku- ettd loppuobjekti (ks. [49]).
Alkuobijektille voidaan kayttdd merkintdé (), loppuobjektille 1 ja nollaobjektille O.

Kategoriassa 1 on vain nollaobjekti. Kategoriassa Set on alkuobjekti (tyhji jouk-
ko, josta on tyhji kuvaus jokaiseen joukkoon) sekd loppuobjekteja (yhden alkion
joukot), mutta ei nollaobjektia (ks. [7, s. 20]). Jos esijirjestykselld on minimi, tama
objekti on my0s sen alkuobjekti; muulloin alkuobjektia ei ole. Vastaavasti esijirjes-
tyksen loppuobjektit ovat tasmélleen sen maksimeja. Kategoriassa Grp on nollaob-
jektina (mika tahansa) triviaali ryhma (ks. [7, s. 20]).

Maiéritelma 3.4. Morfismi f: b — c on

* monomorfismi, jos kaikille g, g’: a — b, joilla fog = fog’, pitee g = g’
(ks. [33]),

* epimorfismi, jos kaikille g,g": ¢ — d, joillag o f = g’ o f, pitee g = g’ (ks.
[20D),

* morfismin g: ¢ — b oikea kdcdinteismorfismi eli sektio, jos g o f = idp (ks. [7,
s.19]),

* morfismin g: ¢ — b vasen kdidnteismorfismi eli retraktio, jos f o g = id. (ks.

[7,s.19)),

* isomorfismi, jos silli on (molemminpuoleinen) kiznteismorfismi f~!: ¢ — b,
jolla fo f~! =idja f~' o f =id (ks. [30]),

* automorfismi, jos se on isomorfismi ja b = ¢ (ks. [19]) ja

* nollamorfismi, jos se on kahden morfisming: b — Ojah: 0 — ¢ yhdiste hog
(ks. [50]).

Jos objektien ¢ ja d vililld on olemassa jokin isomorfismi, niitd voidaan sanoa
isomorfisiksi, mikd merkitddn ¢ = d.
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Esimerkki 3.8. Joukon esijirjestyksessi kaikki morfismit ovat mono- ja epimorfis-
meja, ja automorfismin seki identtisen morfismin maaritelmét ovat tissa kategorias-
sa ekvivalentteja. Ndma johtuvat siitd, ettd |hom(c, d)| € {0, 1} kaikilla kyseisen
joukon alkioilla ¢ ja d.

Esimerkki 3.9. Kategoriassa Set monomorfismin ja injektion méaritelmit ovat ekvi-
valentteja; samoin epimorfismin ja surjektion; isomorfismin ja bijektion; automor-
fismin ja permutaation. Koska nollaobjektia ei ole, ei ole myoskiin nollamorfismeja.

Esimerkki 3.10. Kategorian Grp nollamorfismit ovat tdsmaélleen sen nollakuvauk-
set, silld nollamorfismi on selvésti aina nollakuvaus, ja jos f: ¢ — d on nollakuvaus
ja g: d — d nollamorfismi, niin f = g o f on nollamorfismi. Sama pitee mm.
kategoriassa K-Vect.

Lause 3.1. Identtinen morfismi on automorfismi, silld se on oma kddnteismorfismin-
sa.

Muutamassa seuraavista lauseista todistetaan vain yksi osa viitteestd. Esittimét-
td jatetyt “vastaavien” viitteiden todistukset ovat pitkélti samanlaisia kuin esitetyt.
Todistusten esittamittd jattiminen voidaan perustella myos pian kisiteltdvillda duaa-
lisuusperiaatteella.

Lause 3.2. Sektiot ovat monomorfismeja. Vastaavasti retraktiot ovat epimorfismeja.

Todistus. Olkoon f morfismin g sektio ja &, i’ sellaisia morfismeja, ettd on voimassa
foh=foh Tillgin

h=idoh=go foh=go foh =idoh' =,
mika todistaa viitteen sektioille. m|

Seuraus 3.3. Isomorfismit ovat mono- ja epimorfismeja, ja niiden kddnteismorfismit
ovat siten yksikdsitteisid.

Huomautus. Sektiot ja retraktiot eivit yleisesti ottaen ole yksikdsitteisid. Esimer-
kiksi kaikki funktiot {#} — Z ovat funktion Z — {0} sektioita kategoriassa Set.

Lause 3.4. Morfismit alkuobjektiin ovat selvisti epimorfismeja, ja morfismit lop-
puobjektista ovat selvdsti monomorfismeja.

Lause 3.5. Olkoon C kategoria, jossa on alkuobjekti 0. Tcilloin objekti ¢ € Ob¢ on
alkuobjekti, jos ja vain jos se on isomorfinen objektin ) kanssa (ks. [65]). Vastaava
pdtee loppu- ja nollaobjekteille.

Todistus. Oletetaan, ettd ¢ on alkuobjekti. On olemassa yksikdisitteiset morfismit
fic — 0jag: 0 — c. Lisdksi hom(c,c¢) = {id.} ja hom(0,0) = {idy}. Siis
fog=idpjago f=id.,joten c = 0.

Oletetaan, ettd ¢ = 0, ja olkoon f: ¢ — 0 isomorfismi. Olkoon d € Ob¢
objekti ja g: @ — d morfismi. Nyt g o f € hom(c, d), joten hom(c, d) on epityhja.
Olkoot g, g": ¢ — d morfismeja. Tilloin g o f~! = g’ o 7!, silld f~! on morfismi
alkuobjektista. Siis g = g’, joten pitee |hom(c, d)| = 1. Siis ¢ on alkuobjekti. O
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Lause 3.6. Jos f: b — ¢ ja g: a — b ovat monomorfismeja, niin myos f o g
on monomorfismi. Vastaava pdtee epi-, iso- ja automorfismeille. Jos f tai g on
nollamorfismi, niin myos f o g on.

Todistus. Nollamorfismeille vdite seuraa suoraan méiiritelméstd. Todistetaan vdite
mono- ja isomorfismeille. Loput tapaukset voidaan johtaa ndista.

Olkoot f, g monomorfismeja ja h, A’ morfismeja siten, ettd fogoh = fogoh'.
Télloin g o h = g o W', joten h = I’. Siis f o g on monomorfismi.

Olkoot f, g sellaisia isomorfismeja, ettd f o g on médritelty. Tdlloin

fogoglof=foidof! = fof'=id
jasamoin g~' o f~1 o f o g = id, joten f o g on isomorfismi. O

Lause 3.7. Jos kategoriassa C on nollaobjekti, niin siind on kaikille c,d € C tasan
yksi nollamorfismi ¢ — d. Erityisesti silli ei ole vdlid, minkd nollaobjektin kautta
morfismi muodostetaan.

Todistus. Olkoot 0, 0" nollaobjekteja. Olkoot f o g, f’ o g’ nollamorfismeja, missi
morfismien muodot ovat f: 0 — d,f": 0/ — d,g: ¢ — 0,g": ¢ — (. Olkoon
h: 0 — O/ morfismi. Talloin

fog=(foho(hog)=fog,

mik3 todistaa viitteen. O

3.3 Vastakkainen kategoria, alikategoria ja tulokategoria

Esitetddn seuraavaksi kolme tapaa konstruoida uusia kategorioita ennestdédn tunne-
tuista kategorioista.

Miaritelma 3.5 (ks. [35]). Olkoon C kategoria. Olkoon D kategoria, jonka objektit
ja morfismit ovat samat kuin kategorian C, mutta jossa domp = codc, codp = domc¢
ja fopg=goc f kaikilla f, g, joilla g oc f on méadritelty. Téalloin D on kategorian
C vastakkainen kategoria, jolle voidaan myos kayttda merkintaa CP.

Selvisti vastakkainen kategoria on kategoria ja (C°P)°P = C. Liséksi C on dis-
kreetti, ddrellinen, pieni, suuri, ja/tai lokaalisti pieni, jos ja vain jos kategorialla C°P
on ndma samat ominaisuudet.

Miiéritelmé 3.6 (ks. [7, s.31]). Olkoon ¢ lause, joka kayttdd loogista aakkostoa,
muuttujasymboleja co, c1, . . . ja fo, f1, ... sekd atomilauseita

* fii ¢t = Cms
* ¢ = dom(f;) ja cx = cod(f)),

b fk = idcl ja
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* fe=fio fo

Télloin lause ¢°P, joka saadaan lauseesta ¢ korvaamalla jokainen atomilause
* fir: ¢ — ¢, atomilauseella fi: ¢, — ¢,
* ¢ = dom(f;) atomilauseella c; = cod(f;),

* ¢ = cod(f7) atomilauseella ¢, = dom( f;) ja

° fk = ﬁ [e) fm atomilauseella fk = fm o ﬁ’

on lauseen ¢ duaalilause.

Niami lauseet voidaan luontevasti tulkita jossakin kategoriassa C — symbolit
co, C1, . . . Ovat sen objekteja, symbolit fy, f1, ... sen morfismeja ja esimerkiksi ato-
milause f;: ¢; — ¢, merkitsee, ettd f; on morfismi objektista ¢; objektiin ¢,,. On
helppo havaita induktiolla lauseen pituuden suhteen, etti kaikille tillaisille lauseille
¢ pitee, ettd ¢ on tosi kategoriassa C, jos ja vain jos ¢°P on tosi kategoriassa C°P.

Esimerkiksi viite “kategoriassa on alkuobjekti” voidaan esittdd lauseena

AeoVer3fo(fo: co = 1 AVSi(fii co =1 = fo=f)),

ja sen duaalilause on tilloin

eoVe13fo(fo: c1 = co AVfilfizer = co = fo=f))s

eli "kategoriassa on loppuobjekti”. Siis jos kategoriassa C on alkuobjekti, kategorias-
sa C°P tulee olla loppuobjekti. Jos jokin lause pitee kaikissa kategorioissa, myds sen
duaalilauseen tulee pited kaikissa kategorioissa. Tamin vuoksi jos todistetaan vaik-
kapa viite “kaikki sektiot ovat monomorfismeja”, on oikeastaan samalla jo todistettu
véite “’kaikki retraktiot ovat epimorfismeja”’. (ks. [7, s.31-33])

Havaitaan my0s, ettd osa madritelmissa 3.3 ja 3.4 esitetyistd kasitteistd jakautuvat
pareiksi nk. duaalikésitteitd. Esimerkiksi objekti ¢ € C on alkuobjekti tdasmaélleen
silloin, kun se on kategorian C°P loppuobjekti. Toisena esimerkkind morfismin f
sektiot kategoriassa C ovat morfismin f retraktioita kategoriassa C°P. Toisaalta osa
esitetyistd kdsitteistd ovat omia duaalejaan; esimerkiksi kategorian C nollaobjektit
ovat samoja kuin kategorian C°P ja kategorian C isomorfismit samoja kuin kategorian
C°P,

Edella esiteltiin esimerkkind tasméllinen, logiikkaan pohjautuva ldhestymistapa
yhti kategoriaa koskeviin duaalilauseisiin ja -késitteisiin. Samanlaista duaalisuuden
periaatetta voi kiyttdd myos kisiteltdessd useita kategorioita sekd ndiden vilisiad
kuvauksia, mutta tillaisia tapauksia varten ei esitetd tasméllistd loogisten lauseiden
muotoilua ja tulkintoja; edelliselld esimerkilld vain havainnollistettiin tatd periaatetta.

Miaritelma 3.7 (ks. [42]). Olkoon C kategoria. Olkoot Obp C Ob¢ jaMorp € Mor¢
luokkia. Olkoon domp = dom¢ [Mor,, cOdp = codc Morp ja ©D = ¢ 'Morp x Morp -
Téllin (Obp, Morp, domp, codp, op) on kategorian C alikategoria, jos
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* kaikille f € Morp pitee domp(f), codp(f) € Obp,
* kun f, g € Morp ja domp(f) = codp(g), niin f o g € Morp, ja
e kun ¢ € Obp, niin id, € Morp.

Jos hom¢(dy, d) = homp(dy, d,) kaikilla dy, d, € D, niin kyseessé on tdysi alikate-
goria.

Selvisti kategorian miki tahansa alikategoria on aina kategoria.

Esimerkki 3.11 (ks. [7, s. 12]). Abelin ryhmien kategoria Ab on se kategorian
Grp tdysi alikategoria, johon kuuluvat tismilleen Abelin ryhmit ja nédiden viliset
homomorfismit. Seuraa suoraan timin kategorian madritelmasti, ettd kyseessid on
todella kategorian Grp alikategoria.

Esimerkki 3.12 (ks. [47]). Adrellisulotteisten K-kertoimisten vektoriavaruuksien
kategoria K-FinVect on se kategorian K-Vect taysi alikategoria, johon kuuluvat tas-
mailleen &drellisulotteiset K-kertoimiset vektoriavaruudet ja nididen viliset lineaari-
kuvaukset.

Esimerkki 3.13. Osittainjirjestettyjen joukkojen kategoria Pos on se kategorian
Pre tiysi alikategoria, johon kuuluvat tasmaélleen osittainjérjestetyt joukot ja ndiden
viliset monotoniset kuvaukset.

Esimerkki 3.14. Nyt havaitaan, ettd kategoria Set madriteltiin aiemmin kategorian
Rel alikategoriaksi, silld kuvaukset ovat relaatioita.

Esimerkki 3.15. Mairitelldin ddrellisten joukkojen kategoria FinSet siksi katego-
rian Set tidydeksi alikategoriaksi, jonka objekteina ovat tdsmélleen dérelliset ryhmiit.

Miaritelma 3.8 (ks. [37]). Olkoot C ja D kategorioita. Olkoon Obcxp = Obe X Obp
ja hOIIlCXD ((Cl, d] ), (Cz, dz)) = homc(cl, C2) X hOI‘IlD(dl, dz) kaikilla C1,C2 € C ja
di,dy € D. Olkoon vield (fc, fp) ocxp (8¢, gp) = (fc oc gc. fp °p gp) kaikilla
morfismeilla fc, gc € Morc ja fp, gp € Morp, joilla pitevit dom( f¢) = cod(gc) ja
dom(fp) = cod(gp). Nama juuri miéritellyt objektit, morfismit ja yhdiste muodos-
tavat kategorioiden C ja D tulokategorian C X D.

Lause 3.8. Tulokategoria on kategoria.

Todistus. Viite seuraa suoraan madritelmistd. Identtisille morfismeille pitee yhti-
suuruus id. 4) = (id., idg). O

3.4 Kaaviot

Usein on hyodyllista havainnollistaa méaaritelmié ja lauseita kaavioilla. Kaavio on
graafinen esitystapa objekteille ja morfismeille. Se muistuttaa suunnattujen graafien
yleistd esitystapaa; siind objektit on piirretty tasolle (kuten graafin solmut) ja mor-
fismit esitetddn nuolena ldhtoobjektistaan maaliobjektiinsa (kuten graafin sarmdt).
Esimerkiksi kaaviolla
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20— 12

voidaan esittdd koko kategoria 2.

Koska kategoriassa on tirkedd erottaa eri morfismit samojen objektien vililla,
jokaiseen nuoleen yleensd yhdistetddn kyseisen morfismin symboli. Jos esimerkiksi
S on joukko ja 7y ja m, kanoniset projektiot § X S — S, voidaan kaaviolla

SxS —=% s
2

havainnollistaa nditd morfismeja.

Erityisen hyodyllisid kaavioita ovat kommutoivat kaaviot. Intuitiivisesti kommu-
toivat kaaviot ovat seuraavanlaisia: jos kaavion nuolia pitkin voidaan kulkea kahta
reittid, joilla on sama alku- ja paitepiste, niin ndistd kahdesta reitistd muodostuvat
morfismien yhdisteet ovat samat. Yleensd edellinen kaavio ei siis kommutoi, silld
tavallisesti w1 # m,. Toisaalta kaavio

Sl gxs s g

kommutoi kaikilla S. Tami kaavio havainnollistaa my0s sitd, ettd sama objekti voi
esiintyd yhdessd kaaviossa useaan kertaan eri “rooleissa”.

Joitakin méadritelmi ja lauseita havainnollistettaessa voidaan myos kéyttdaa nuol-
ta, jonka varsi on katkonainen. Talld tarkoitetaan, ettd on olemassa morfismi, jonka
laht6- ja maaliobjektit ovat samat kuin tdmén nuolen. Jos kaavion sanotaan kom-
mutoivan, voidaan tdmi morfismi valita siten, ettid sen lisdiminen kaavioon pitda
kaavion kommutoivana. Jos nuoli vield varustetaan huutomerkilld, timéa morfismi on
yksikaésitteinen. Esimerkiksi kaavio

c--t3d

kommutoi kaikilla kyseisen kategorian objekteilla d, jos ja vain jos ¢ on alkuobjekti.
Esitetddn vield muutama esimerkki kommutoivista kaavioista. Kaavio

8

kommutoi tasan silloin, kun g on morfismin f vasen kdinteismorfismi. Sama ehto
voidaan esittdd myos kommutoivana kaaviona
A
ide é C

<~
8

d.
Kaavio
/fN
id. & ¢ - d Didg

kommutoi tdsmaélleen silloin, kun f on isomorfismi, jolloin huutomerkilld merkitty
yksikisitteinen morfismi on f~1.
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4 Funktorit

Téssd luvussa esitellddn funktorin késite ja tarkastellaan erilaisia funktoreita ja niiden
ominaisuuksia.

Tésséd tutkielmassa puhuttaessa jostakin kuvauksesta F': C — D, missd C ja
D ovat kategorioita, tédlld tarkoitetaan tarkalleen ottaen sellaista kuvausta muotoa
Obc UMorc — Obp U Morp, joka kuvaa objektit objekteiksi ja morfismit morfis-
meiksi. Kaytetadn lisdaksi merkint6jd Fop = F Tobe ja Fmor = F IMore-

4.1 Funktorin maaritelma

Madritellddn aluksi funktorit. Tarkastellaan myos joitakin esimerkkeji ja perustulok-
sia.

Mairitelma 4.1 (ks. [7, s.13]). Olkoot C ja D kategorioita ja F: C — D kuvaus.
Talloin F on (kovariantti) funktori kategoriasta C kategoriaan D, jos

1. kun f € homc(c, d), niin F(f) € homp(F(c), F(d)) kaikilla ¢, d € Obc,
2. kaikilla ¢ € Obc pitee F(id.) = idr() ja
3. kaikilla f, g € Morc, dom(f) = cod(g), pitee F(f o g) = F(f) o F(g).

Edelliset ehdot voi kuvailla my0s niin, ettd aina kun ¢, d, e, f, g, h € C ja kaavio

c L} d
N
e
kommutoi, niin myos
F(e) =2 F(a)
i (2 F(c) 2D Fd) ja LT

F(e)

ovat kommutoivia kaavioita.

Kategoriaa C voidaan kutsua funktorin F' Idihtokategoriaksi ja kategoriaa D
vastaavasti maalikategoriaksi.

Usein kirjallisuudessa kdytetdan myos merkintoja F(c) = Fcja F(f) = Ff.

Funktoreille kiytetddn tdssd tutkielmassa useimmiten symboleita F, G ja H.

Miaritelmi 4.2 (ks. [15]). Olkoot C ja D kategorioita. Jos F': C°® — D on funktori,
sitd voidaan kutsua kontravariantiksi funktoriksi kategoriasta C kategoriaan D.
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Kontravariantti funktori on siis funktori, joka kidintid morfismien suunnan —
jokainen morfismi a — b kuvautuu morfismiksi F(b) — F(a).

Esimerkki 4.1. Selvisti kategorian C identtinen funktori Idc: C — C, Id¢(x) = x
kaikilla x € Obc U Morc, on funktori kaikilla kategorioilla C. My0s identtisen funk-
torin Id¢ rajoittuma mihin tahansa kategorian C alikategoriaan on selvisti funktori.

Joskus kirjallisuudessa kategorian C identtiselle funktorille voidaan kéyttdd myos
merkintoja Ide = Ic = 1¢.

Esimerkki 4.2. Olkoot C ja D kategorioita ja d € Obp objekti. Talloin kuvaus
F: C — D, Fou(c) = d kaikilla ¢ € C, Fypor(f) = idg kaikilla f € C, on selvisti
funktori. Tatd kutsutaan vakiofunktoriksi, ja sille voi kayttdd merkintada A, (ks. [14]).

Esimerkki 4.3. Olkoot C ja D esijérjestyksii (ks. esimerkki 3.2). Kuvaus F: C — D
on télloin funktori, jos ja vain jos

f € home(a, b)) = F(f) € homp(F(a), F(b));

koska esijdrjestyksissd on enintddn yksi morfismi minki tahansa objektiparin vililla,
loput funktorin miiritelman ehdot seuraavat tistd. Siis F on funktori, jos ja vain jos

a<b = F(a) < F(b)

ja F(f)on muotoa F(a) — F(b) kaikilla f: a — b. Esijérjestysten viliset funktorit
voidaan siis samastaa monotonisten kuvausten kanssa.

Esimerkki 4.4. Olkoot C ja D monoideja (ks. esimerkki 3.3) ja F: C — D ku-
vaus. Koska molemmissa kategorioissa on tasan yksi objekti, funktorin méiritel-
min ensimmdinen ehto pitee tille kuvaukselle. Toinen ehto on tosi, jos ja vain jos
Fumor(1¢) = 1p, ja kolmas on tosi, jos ja vain jos F(f-cg) = F(f)-pF(g) kaikilla
f,g € C. Siis funktorit monoidien vililld voidaan samastaa monoidihomomorfis-
mien kanssa.

Esimerkki 4.5. Olkoot C, D, E kategorioita. Talloin kuvaus F: C X D — D X C,
F(x,y) = (y, x), on funktori. Samoin kuvaukset G: (C X D) X E — C X (D X E),
G((x,y)2) = (x(1,2)),jaG": CX(DXE) = (CXxD)XE,G'(x,(y,2)) = ((x,y), 2),
ovat funktoreita.

Esimerkki 4.6. Midritelladn kuvaus F: Ab — Ab seuraavasti. Olkoon kaikilla
Abelin ryhmilld ¢ ryhmi F(c) joukko {x € ¢ | x> = 0} varustettuna ryhmin
¢ laskutoimituksella. Tami on Abelin ryhmén ¢ aliryhmi. Olkoon myos kaikilla
homomorfismeilla f: ¢ — d ja alkioilla x € F(c) voimassa F(f)(x) = f(x). Koska
0= £(0) = f(x*) = f(x)? kun x> = 0, niin F(f) on tosiaan kuvaus F(c) — F(d) ja
homomorfismin rajoittumana aliryhméin homomorfismi. Lisdksi F selvésti sailyttaa
identtiset morfismit ja morfismien yhdisteet, joten F' on funktori.

Esimerkki 4.7 (vrt. [7, s.14]). Kuvaus F': Ab — Set, joka kuvaa Abelin ryhmén
(¢, -c) joukoksi ¢ ja homomorfismin f kuvaukseksi f, on selvisti funktori. Tata
kutsutaan unohdusfunktoriksi Abelin ryhmien kategoriasta joukkojen kategoriaan.
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Voidaan maééritelld myos unohdusfunktori Ab — Grp, joka kuvaa Abelin ryh-
mén (c, -c) ryhmiksi (c, -¢) ja homomorfismin f homomorfismiksi f. Vastaavalla
tavalla voidaan méiiritelld monia muitakin unohdusfunktoreita, jotka “unohtavat”
jonkin ominaisuuden, mm. unohdusfunktorit renkaista ryhmiin, ryhmistd joukkoi-
hin, topologisista avaruuksista joukkoihin ja K-vektoriavaruuksista Abelin ryhmiin.
Monella unohdusfunktorilla on tietynlainen suhde tiettyyn nk. vapaaseen funktoriin,
jollainen esitelldin seuraavassa esimerkissd. Tama suhde liittyy liittofunktoreihin.

Esimerkki 4.8 (ks. [7, s. 87]). Kuvaus F': Set — Ab, joka kuvaa joukon X timén
joukon vapaaksi Abelin ryhmaéksi ja kuvauksen f: A — B siksi yksikdsitteiseksi
homomorfismiksi F(f): F(A) — F(B), jolla F(f)(x) = f(x) kaikilla x € A, on
funktori. Todistetaan tdma. Selvésti funktorin mairitelméan ensimmaéinen ehto pitee.
Todistetaan, ettéd toinen ja kolmas ehto ovat voimassa.

Kaikilla joukoilla X ja alkioilla x € X pitee, ettd F(idy)(x) = idx(x) = idrx)(x).
Koska tami ehto méadrittad morfismin F(idy) yksikésitteisesti, voidaan todeta, etti
F(idx) = idp(x).

Kaikilla f, g € Morset, joilla dom(f) = cod(g), ja x € dom(g) pitee, ettd

(F(f) o F(8))(x) = F(f)(F(g)(x)) = F(f)(g(x)) = f(g(x)) = F(f © g)(x).

Koska on olemassa tasan yksi morfismi 4: F(dom(g)) — F(cod(f)), jolla pitee,
ettd h(x) = f(g(x)) kaikilla x € dom(g), havaitaan, ettd F(f)o F(g) = h = F(fog).

F on siis funktori. Kuten aiemmin mainittiin, kyseessd on vapaa funktori jouk-
kojen kategoriasta Abelin ryhmien kategoriaan.

Esimerkki 4.9 (ks. [3, s. 242-243]). Tiedetéén, ettd milld tahansa kuvausten yhdis-
teelld f o g ja osajoukolla A C dom(g) pitee, ettd (f o g)[A] = f [g[A]]. Lisaksi
idx[A] = A kaikilla joukoilla X ja A C X. Siispd voidaan muodostaa funktori
P*:. Set — Set, joka kuvaa joukon S joukoksi P(S) ja kuvauksen f kuvaukseksi
A f[A]

Toisaalta voidaan kayttda kuvauksen a +— f[a], joka kuvaa jokaisen joukon
timin joukon kuvaksi, sijasta kuvausta a — f~![a], joka kuvaa jokaisen joukon
tamén joukon alkukuvaksi. Jokaisella kuvauksella f o g ja osajoukolla A C cod(f)
pitee, ettid (f o g)"'[A] = g '[f[A]]. Lisiksi idx '[A] = A kaikilla A C X,
joten kuvaus £~ : Set — Set, joka kuvaa joukon S joukoksi P(S) ja kuvauksen f
kuvaukseksi a — f~![a], on kontravariantti funktori.

Esimerkki 4.10 (ks. [7, s. 33-34]). Miiritellddn kontravariantti duaaliavaruusfunk-
tori —*: K-Vect — K-Vect siten, ettd se kuvaa jokaisen vektoriavaruuden V duaali-
avaruudeksi V* ja lineaarikuvauksen f duaalikuvaukseksi f*. Talloin id}. = id.-. Jos
f og:V — W on maddritelty, niin

(. (fog)' ) =((f o)), w") = (g), £ W) = (v.(g" o )W)

kaikilla v € V jaw € W*, mistd seuraa (f o g)* = g* o f*, joten —* todella on
kontravariantti funktori.
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Esimerkki 4.11 (ks. [28]). Olkoon C lokaalisti pieni kategoria ja ¢ € C objekti.
Talloin kuvaus home(c, —): C — Set,

homc¢(c, =)ob(c’) = homc(c, ),
homc(c, =)mor(f)(g) = fo g,

on funktori. Samalla tavoin voidaan méaritelld kontravariantti funktori hom¢(—, c),
jolla

hom¢(—, ¢)op(c’) = home(c’, ¢) ja
homc(=, c)mor(f)(g) = g o f.

Lause 4.1. Olkoon C lokaalisti pieni kategoria ja ¢ € C objekti. Tilloin pdtee
vhtdasuuruus home(c, —) = homeop(—, ¢).

Todistus. Funktori homcop(—, ¢) on kontravariantti, siis muotoa (C°P)°P — Set. Siis
funktorien ldhto- ja maalikategoriat tismaavit. Lisaksi

homeor(—, ¢)(d) = homcor(d, ¢) = home(c, d) = home(c, —)(d)
ja
homcer(—, ¢)(f)(g) = g o f = f o g = homc(c, -)(f)(g)

mika todistaa vaitteen. O

Lause 4.2. Funktorit sdilyttivit retraktiot: jos f on morfismin g retraktio, niin F(f)
on morfismin F(g) retraktio. Vastaava pdtee sektioille ja isomorfismeille.

Todistus. Jos f o g =id, niin F(f)o F(g) = F(f o g) = F(id) = id. O

4.2 Funktorikonstruktioita

Yhdiste ja rajoittuma ovat tuttuja esimerkkeja keinoista, joilla uusia kuvauksia voi-
daan konstruoida ennestddn tunnetuista kuvauksista. Esitelldin nyt ndméa ja muita
vastaavanlaisia konstruktioita sovellettuna funktoreihin.

Miaritelmé 4.3. Funktorin F: C — D rajoittuma kategorian C alikategoriaan C’
on kuvaus F'[¢: C' — D, jolla F[¢:/(x) = F(x) kaikilla x € C’.

Miiritelmé 4.4 (ks. [7, s. 14]). Olkoot C, D, E kategorioita ja F: D — E sekid

G: C — D funktoreita. Talloin funktorien F ja G yhdiste, F o G, on kuvausten F' ja

G yhdiste. Tama tarkoittaa siis sitd, ettd F' o G = (Fop © Gop) U (Fyor © GMor)-
Yhdisteelle kdytetddn usein myos merkintdd F' o G = FG.

Miaritelméa 4.5 (ks. [36, 37]). Olkoot Fy: C — C’ ja F,: D — D’ funktoreita.
Télloin Fi X F,: Cx D — C'x D', (F| X Fz)(x, y) = (F] (x), Fz(y)) kaikilla objek-
tipareilla ja morfismipareilla (x, y), on funktorien F; ja F, tulo. Tdllaiselle tulolle
voidaan téssd tutkielmassa kayttdd myos merkintdad (Fi, Fy).
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Miaritelma 4.6 (ks. [39]). Olkoot Cy, C; kategorioita. Tilldin projektio tulokatego-
riasta C X C; kategoriaan Cy on kuvaus 711 : C; XCy — Cy, jollam(x, y) = x kaikilla
objektipareilla ja morfismipareilla (x, y). Vastaavasti voidaan mééritelld funktori 5.

Maaritelma 4.7 (ks. [17]). Olkoon C kategoria. Talloin kuvaus C — C X C, jolla
x — (x, x) kaikilla objekteilla ja morfismeilla x, on diagonaalifunktori.

Lause 4.3. Funktorien rajoittumat, yhdisteet ja tulot sekd projektio- ja diagonaali-
funktorit ovat selvdisti funktoreita.

Lause 4.4 (ks. [7, s. 33]). Olkoon F: C — D funktori. Télloin kuvaus F on myos
funktori muotoa C°® — D°P.

Todistus. Morfismin f lahtoobjektille pitee

domco (F(f)) = codc (F(f)) = F(codc(f)) = F(domeor(f)),

ja vastaava piatee maaliobjektille. Lisdksi identtiset morfismit ovat samat kategoriassa
ja vastakkaisessa kategoriassa ja

F(fo®g)=F(go f)=F(g)o F(f)=F(f)o® F(g),
joten vdite on todistettu. O

Jos F: C — D on funktori, kutsutaan sen méaardaméai funktoria C°? — D°P sen
vastakkaiseksi funktoriksi. Kiytetdin tille merkintda F°P. Vastakkainen funktori F°P
on duaalinen funktorille F. Esimerkiksi jos F(c) on alkuobjekti, on F°P(c) loppuob-
jekti. On kuitenkin huomattava, ettd duaalisuutta soveltaessa funktorien yhdisteiden
jarjestys ei muutu, toisin kuin morfismien yhdisteiden jirjestys (ks. [7, s. 32]). Jos
nimittdin yhdiste F o G on olemassa, niin (F o G)°? = F°P o G°P, eikd yhdistettd
G°P o FP vilttamattad edes ole olemassa.

Miiritelmé 4.8 (ks. [3, s. 245]). Olkoot Cy, >, D kategorioita. Olkoon ¢; € C;
objekti ja F': C; X C; — D kuvaus. Madritellddn tdlloin kuvaus F(cy,—): C; —» D
siten, ettd se kuvaa objektin ¢, objektiksi F(cy,c2) ja morfismin f morfismiksi
F(id,,, f). Vastaavasti voidaan midritelld kuvaus F(—, c;). Nimid kuvaukset ovat
selvisti funktoreita, jos F on.

Lause 4.5 (ks. [7, s. 37]). Olkoot F,: C; — D ja G.,: C; — D funktoreita kaikilla
c1 € Cy ja ey € G siten, etti Fe,(c1) = G (c2). Tdlloin on olemassa funktori
H: C; x C; — D siten, etti H(c1,—) = G, ja H(—, c2) = F, kaikilla ¢; € C ja
¢ € Cy, jos ja vain jos

Fcé(f) 0 G (g) = Gc{(g) o Fe,(f)

kaikilla f: ¢y — | jag: ca — ).
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Todistus. (=) Oletetaan, ettd on olemassa funktori H siten, ettd H(c;, —) = G, ja
H(—, C2) = FC2 kaikilla c1 €y ja c € . Talloin

Fes(f) 0 Ge(8) = H(= c3)(f) o H(c1, —)(g)
= H(f,id;) o H(id,,, )
= H(f o id,,ide; 0g)
= H(id¢; of, g 0 id,,)
= H(idyy.g) o H(f.ids,)
= H(c}, -)(g) © H(= c2)(f)
= Gi(g) © Fop(f)

kaikilla f: ¢ — ¢} jag: ca — ).

(<) Oletetaan, ettd Fcé(f) o G (g) = Ge(g) o Fo,(f) kaikilla f: ¢y — ¢} ja
g: ca — c;,. Mairitetddn kuvaus H: C; X C; — D siten, ettd H(cy, c2) = Fe,(c1)
kaikilla ¢; € Ci, 2 € G ja H(f,8) = Fy(f) o G, (g) kaikilla f: ¢1 — ¢] ja
g: c2 — ¢}. Yhdiste Fcé(f) o G,(g) on ehdon Fcé(cl) = G,(c}) nojalla olemassa
ja on muotoa G, (c2) — Fcé(c;), eli muotoa H(cy, c2) — H(cy, ¢5). Siis H siilyttda
morfismien 1dhto- ja maaliobjektit. Selvasti H sailyttdd myos identtiset morfismit.
Lisiksi

H(f' o f,g 0g)=Fy(f of)oG.(g' og)
= Fey(f") o Fep(f) 0 G (') 0 Gy (8)
= Fey(f') 0 Gey(g') 0 Fes () © Gey(8)
=H(f',g") o H(f.g)

kaikilla f: ¢y — ¢}, f': ¢ = ¢, g: c2 >} jag': ¢, — ¢, joten H on funktori.

On my®os ilmeistd, ettd H(cy, —) = G, ja H(—, ¢2) = F,. O

Esimerkki 4.12. Olkoon C lokaalisti pieni kategoria. Aiemmin médriteltiin funktorit
hom¢(cy, —) ja home(—, ¢;). Koska

hom¢(cy, —)(c2) = homc(cy, ¢2) = home(—, ¢2)(c1)
ja

(homc(c}, =)(g) o home(—, e2)(f))(h) =g o ho f
= (homc(—, ¢5)(f) o homc(cy, —)(g)) (h)

kaikilla c¢;, ¢, € C, f:c; — c;, g:cr — c; ja h: c{ — ¢, on edellisen lauseen
nojalla olemassa funktori F': C°? x C — Set siten, ettd F(c,—) = hom(c, —) ja
F(—, ¢) = hom(—, c) kaikilla ¢ € C. Merkitdin titd funktoria tistd lahtien symbolilla
hom¢ = F.
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Téhén asti on kdytetty muotoa F'(c, —) olevien funktorien arvolle pisteessad x mer-
kintdd F(c, —)(x). Télld tavalla merkinnét ovat pysyneet tietylld tavalla yhtendisina —
merkintd F(c, —) on toiminut funktorin nimeni siind missd muutkin, ja argumentit
ovat aina olleet sen jidlkeen. Lisdksi timé on kenties hieman helpottanut sen hahmot-
tamista, mistd funktorista milloinkin on ollut kyse. Kéytetédan tistd ldhtien kuitenkin
aiheen parissa usein kadytettyd merkintda F(c, x) = F(c, —)(x), missi siis x voi olla
joko objekti tai morfismi.

Téssd alaluvussa funktoreista tehdyt havainnot johtavat vield siihen epdmuo-
dolliseen havaintoon, ettd funktoreita voidaan yhdistelld uusiksi funktoreiksi hyvin
samaan tapaan kuin funktioita voidaan yhdistelld uusiksi funktioiksi. Esimerkiksi
jos F: (C; X C) x C3 — D ja G: C3 x C; — (C; ovat funktoreita, myos kuvaus
H: Cy — D, x; — F(x1,G(c3, x1), c3), missd ¢3 € C3, on funktori. Ndin siksi, ettid

H=Fo (( Ide, X(G o (Ac, x I, ) 0 Diag)) x AC3) o (Diag  Id¢,) o Diag,

missd Diag on diagonaalifunktori C; — C; X Cj.

4.3 Kategorioiden isomorfisuus

Kuten mm. ryhmaéteoriassa, jossa on mééritelty isomorfisuuden ominaisuus kahden
ryhman vililld, my6s kategoriateoriassa voidaan méiritellda kategorioiden isomorfi-
suus.

Mairitelméa 4.9 (ks. [21]). Olkoot C ja D kategorioita. Jos on olemassa funktorit
F:C—-DjaG: D — Csiten, ettd F o G = Id¢ ja G o F = Idp, niin kategoriat C
ja D ovat isomorfisia ja nama funktorit ovat isomorfismeja.

Esimerkki 4.13. Olkoot C, D ja E kategorioita. Tilloin

* kuvaus ¢ — (0,¢), f — (idy, f), on isomorfismi kategoriasta C kategoriaan
1xC,

* kuvaus (x, y) — (y, x) on isomorfismi kategoriasta C X D kategoriaan D X C
ja

« kuvaus ((x,y),z) — (x, (y, z)) on isomorfismi kategoriasta (C X D) X E Kate-
goriaan C X (D X E).

Ensimmadisessd tapauksessa kidnteisfunktori on kanoninen projektio 1 X C — C,
joka on tunnetusti funktori. Toisessa ja kolmannessa tapauksessa kéddnteisfunktori on
ilmeinen.

Kategorioiden tulo on siis isomorfiaa vaille assosiatiivinen. On siksi perusteltua
jattdd sulut pois useamman kuin kahden kategorian tulosta. Lisdksi kategorioiden
tulolla on neutraalialkio 1, joten on mielekastd miéritelld kategorian C potenssi C"
kaikilla n € N siten, etti C* = 1ja C"*! = C" x C.
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Nyt on maédritelty kaksi eri isomorfismia: objektien vélinen isomorfismi, joka
on morfismi, sekd kategorioiden vilinen isomorfismi, joka on funktori. Niiti ei ole
kuitenkaan tarpeen pitdd toisistaan tdysin erillisini kasitteind. Jokaisella funktorilla
on 1dht6- ja maalikategoria, ja funktorien F: C; — C,jaG: Dy — D; yhdiste Go F
on maidritelty tasmilleen silloin, kun C, = Dj. Lisdksi jokaisella kategorialla C on
identtinen funktori Idc, joka on funktorien yhdisteen kannalta neutraali, ja funkto-
rien yhdiste on kuvausten yhdisteend assosiatiivinen. Kategorioilla ja funktoreilla on
siis samanlaisia ominaisuuksia kuin kategorian objekteilla ja morfismeilla. Jos voi-
taisiin muodostaa “kaikkien kategorioiden kategoria”, jossa objekteina ovat kaikki
kategoriat ja morfismeina C — D kaikki funktorit C — D, voitaisiin isomorfis-
mifunktorit samastaa timén kategorian isomorfismien kanssa. Téllaisen kategorian
muodostaminen on tietysti joukko-opillisesti ongelmallista. Monissa joukko-opin ak-
sioomajérjestelmissid voidaan kuitenkin muodostaa kaikkien pienten kategorioiden
kategoria.

Maaritelma 4.10 (ks. [13]). Olkoon Ob pienten kategorioiden luokka. Olkoon
hom(c, d) kaikkien funktorien ¢ — d joukko kaikilla ¢,d € Ob. Ndaméi varustet-
tuna funktorien yhdisteelli muodostavat pienten kategorioiden kategorian Cat, joka
on todella edelld havaitun perusteella kategoria.

Lause 4.6. Olkoot C ja D pienid kategorioitaja F: C — D funktori. Tdlloin suoraan
mddritelmien nojalla F on kategorioiden C ja D vilinen isomorfismi, jos ja vain jos
se on objektien C ja D vilinen isomorfismi kategoriassa Cat.
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5 Luonnolliset transformaatiot

Jotta liittofunktorit voitaisiin myohemmin maéiritelld, pitdd vield méadritelld luonnol-
lisen transformaation késite. Tama on yksi oleellisimpia kategoriateorian kasitteita.
Oikeastaan kategorian ja funktorin kisitteet on alunperin maidiritelty, jotta voitaisiin
kisitelld luonnollisia transformaatioita (ks. [7, s.18]).

5.1 Luonnollisen transformaation maaritelma

Madritellddn aluksi luonnolliset transformaatiot seké esitetdédn joitakin esimerkkeja
ja pienempid lauseita niihin liittyen.

On monia kuvauksia, ryhmdahomomorfismeja, lineaarikuvauksia ynnd muita (ylei-
sesti ottaen morfismeja), joita voidaan luonnehtia luonnollisiksi”. Esimerkiksi jo-
kaisesta joukosta S voidaan helposti 10ytdd kaksi tédllaista luonnollista kuvausta po-
tenssijoukkoon P(S), nimittdin kuvaukset x — @ ja x — {x}. Samoin jokaisesta
vektoriavaruudesta V on olemassa luonnollinen lineaarikuvaus biduaaliavaruuteen
V**, nimittdin se yksikésitteinen lineaarikuvaus f, jolla (v,v*) = (v*, f(v)) kaikilla
v € V,v* € V*. Téllainen luonnollisuus ymmarretdin intuitiivisesti — sitd ei ole maa-
ritelty. Luonnolliset transformaatiot tuovat tismaillisen merkityksen sanalle “luon-
nollinen”. Tama maédritelty luonnollisuus vastaa usein edelld tarkasteltua intuitiivista
luonnollisuutta.

Maaritelma 5.1 (ks. [7, s. 16]). Olkoot C ja D kategorioita ja F,G: C — D
funktoreita. Olkoon 17: Obc — Morp kuvaus. Jos

* kaikilla ¢ € C morfismi n(c) on muotoa F(c) — G(c) ja

* kaikilla cj, c; € Cja f € home(cy, ¢p) pétee luonnollisuusehto

n(c2) o F(f) = G(f) o n(cy),

eli kaavio
F(f)
F(c1) — F(c2)
lﬂ(m) lﬂ(m)
G(f)
G(c1) — G(c2)
kommutoi,

niin 17 on luonnollinen transformaatio funktorista F' funktoriin G ja luokan ran(z) al-
kiot ovat timén luonnollisen transformaation komponentteja. Merkinnillan: F = G
tarkoitetaan, ettd 7 on luonnollinen transformaatio funktorista F funktoriin G. Jos
kaikki komponentit ovat isomorfismeja, voidaan puhua luonnollisesta isomorfismis-
ta.

30



Tavanomaisesti alan kirjallisuudessa luonnollisen transformaation 7 komponen-
tille pisteessi ¢ kdytetdin merkintdd .. Tissa tutkielmassa kiytetddan merkintda n(c)
joidenkin ala- ja yldindeksimerkintGjen selkeyttamiseksi.

Luonnollisille transformaatioille kéytetdén tdssd tutkielmassa tavanomaisesti sym-
boleita n, € ja e.

Esimerkki 5.1. Olkoon F: C — D funktori. Tdlloin kuvaus idg: Obes — Morp,
¢ + idF() on selvisti luonnollinen isomorfismi F = F.

Esimerkki 5.2. Olkoon D kategoria, jossa on nollaobjekti. Olkoot F,G: C — D
funktoreita. Olkoon 1: Obc — Morp kuvaus, jonka arvo n(c) on nollamorfismi
F(c) — G(c) kaikilla ¢ € C. Télloin 7 on luonnollinen transformaatio F = G, silld
luonnollisuusehto on sille voimassa nollamorfismien tunnettujen ominaisuuksien
nojalla.

Esimerkki 5.3. Tarkastellaan kuvauksian(S): S — P(S), x — {x}, missd parametri
S on joukko. Ndméa muodostavat luonnollisen transformaation n7: Idgey = P, silld
luonnollisuusehto

(n(8") 0 £)(x) = {f(x)} = f[{x}] = (P*(f) o n(S))(x)

on voimassa kaikille f: § — $" ja x € S. Samoin kuvaukset £(S): § — P(S),
x +— (0, muodostavat luonnollisen transformaation &: Idge = P, silld

(6(8) 0 f)(x) =0 = £[0] = (P*(f) 0 &(5))(x)

kaikilla f: § — S’ jax € S.

Toisaalta kuvaukset €(S): S — P(S), x — S, eiviat muodosta luonnollista trans-
formaatiota Idget = P+, vaikka niitd voikin ehka pitad intuitiivisesti luonnollisina.
Jos nimittdin |S| > 2, x € Sja f: § — S on vakiofunktio, niin

(€(S) o f)(x) = 8 # fIS] = (PT(f) o €(8))(x),
eli luonnollisuusehto ei ole yleisesti voimassa.

Esimerkki 5.4 (ks. [3, s. 232-233], [62]). Aiemmin maédriteltiin kontravariant-
ti duaaliavaruusfunktori —*: K-Vect — K-Vect. Se on siis kovariantti funktori
K-Vect®® — K-Vect, joten yhdiste —** = —* o (=*)°P: K-Vect — K-Vect on olemas-
sa. Késitellaan tata.

Olkoon 7(V) kaikilla vektoriavaruuksilla V € K-Vect se yksikésitteinen lineaa-
rikuvaus V. — V** jolla (v,v*) = (v*, n(V)(v)> kaikilla v € V jav* € V*. Olkoon
f:V — W mielivaltainen lineaarikuvaus. Talloin

(w', (W) 2 1d(N))) = (W, (n(W) o 1)) = (£ w)

kaikillav € V,w* € W*. Toisaalta myos

(w', (£ o)) = (06 V)W) = (v, 70w = (£ w')

kaikilla v € V,w* € W*. Siis (n(W) o 1d(f))(v) = (f** o n(V))(v) kaikilla v € V, eli
n(W)old(f) = f* on(V). Siis n: Id = —** on luonnollinen transformaatio.
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Esimerkki 5.5. Olkoot C, D esijérjestyksia ja F,G: C — D funktoreita. Millaisia
ovat luonnolliset transformaatiot p: F = G? Niitd luonnollisia transformaatioita on
enintdén yksi kappale, silld myos morfismeja F'(c) — G(c) on enintdédn yksi kappale
kaikilla ¢ € C. Tama yksikésitteinen luonnollinen transformaatio on olemassa, jos
ja vain jos morfismi F(c¢) — G(c) on olemassa, eli F(c) < G(c), kaikilla c € C. Jos
nama morfismit nimittdin ovat olemassa, niin luonnollisuusehto seuraa suoraan esi-
jarjestyksen rakenteesta — kaksi morfismia samojen objektien vililld ovat véistaimatta
samat.

Esimerkki 5.6. Esimerkissd 4.6 tarkasteltiin funktoria F': Ab — Ab, joka “valit-
see” jokaisesta ryhmaésté niiden alkioiden aliryhmin, joiden nelio on neutraalialkio.
Olkoon kaikilla Abelin ryhmilld ¢ kuvaus 7n(c): F(c) — ¢ kanoninen upotus. Tal-
I6in ((c’) o F(f))(x) = n(c)(f() = £(x) = f(1()x) = (f ©n(c))(x) kaikilla

f:c— c"jax e F(c), joten n on luonnollinen transformaatio F = Id.

Maaritelma 5.2. Olkoon F': Cy x C; — D funktori ja cy, c’1 € C objekteja. Olkoon
fit e1 = ¢] morfismi. Mééritellddn télloin kuvaus F(fi, —): Obc, — Morp siten,
ettd kaikilla ¢, € C, pitee F(f,—)(c2) = F(f,cz). Samalla tavoin mééritelldan
kuvaus F(—, f»), missd f, € C; on morfismi.

Lause 5.1. Edellisen mdcdritelmdn merkinnoin kuvaus F( f, —) on luonnollinen trans-
formaatio F(cy, —) = F(c|, —). Vastaava piitee kuvaukselle F(-, f>).

Todistus. Luonnollisuusehto saattaa tuoda mieleen aiemmin esitetyn lauseen 4.5.
Viite seuraakin suoraan tistd ja madritelmista. |

Lause 5.2. Olkoon C diskreetti kategoria ja D kategoria. Olkoot F,G: C — D
funktoreita. Tdlloin mikd tahansa kuvaus n: Obe — Morp, jolla n(c) on muotoa
F(c) — G(c) kaikilla ¢ € C, on luonnollinen transformaatio F = G.

Todistus. Kategoriassa C on ainoastaan identtisid morfismeja, ja milld tahansa mor-
fismilla n(c): F(c) — G(c) patee n(c) o F(id.) = n(c) = G(id.) o n(c) . O

5.2 Luonnollisten transformaatioiden konstruoinnista

Kuten funktoreista, myos luonnollisista transformaatioista voidaan muodostaa yh-
disteitd, rajoittumia ynnd muita konstruktioita. Mééritelldén ja tarkastellaan joitakin
tallaisia konstruktioita.

Miaritelmé 5.3. Olkoon C kategoria ja C’ sen alikategoria. Olkoon D kategoria
ja olkoot F,G: C — D funktoreita. Olkoon n: F = G luonnollinen transformaa-
tio. Télloin kuvaus nlc = nTop., on luonnollisen transformaation n rajoittuma
kategoriaan C.

Lause 5.3. Edellisen mddiritelmdn merkinnéin n ¢ on luonnollinen transformaatio
Fler = Gl
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Todistus. Koska n(c) on muotoa F(c) — G(c) kaikilla ¢ € C, niin tietysti (¢”) on
muotoa F [¢/(c’) — G[¢:(c’) kaikilla ¢ € C’. Samoin luonnollisuusehto on selvésti
voimassa. O

Esimerkki 5.7. Olkoon 77: Idg.veet = —** esimerkin 5.4 luonnollinen transformaa-
tio. Télloin 7 [ x-Finvect ON luonnollinen transformaatio; tunnetusti kyseessa on vieldpa
luonnollinen isomorfismi.

Maaritelma 5.4 (ks. [34]). Olkoot F,G,H: C — D funktoreita jan: F = G ja
e: G = H luonnollisia transformaatioita. Tdlloin kuvaus € o n: Obe — Morp,
(e on)(c) = &(c) o n(c), on luonnollisten transformaatioiden € ja n yhdiste.

Lause 5.4. Edellisen mddritelmdn merkinnoin € o n on luonnollinen transformaatio
F=H.
Todistus. Kaikilla cy,c; € Cja f: ¢y — ¢ pitee, ettd

* (g on)(c1) = &(c1) o n(cr) on morfismi F(c) — H(cy) ja

¢ &(c2) onlc2) o F(f) = &(c2) o G(f) o nlcr) = H(f) o &(cr) o n(c),
joten € o i on todella luonnollinen transformaatio F' = H. Havainnollistetaan asiaa

toteamalla, ettd kaavio

F(cy) ICIN F(c2)

i’l(q) U(Cz)l/

G
eonien| Gler) 22 Gies) | eonien

i«S(Cl) S(Cz)l/

H(cy) iEIN H(cz)

kommutoi. o

Mairitelma 5.5. Olkoot F,G: C; X C; — D funktoreita, : Obc,xc, — Morp
kuvaus ja ¢; € C; objekti. Médritellddn télloin kuvaus n(cy, —): Obe, — Morp
siten, ettd n(cy, —)(cz2) = n(cy, c2). Vastaavalla tavalla madritelladan kuvaus n(—, c;).

Lause 5.5. Olkoot F,G: C| X C; — D funktoreita jan: Obc,xc, — Morp kuvaus.
Tdlloin n on luonnollinen transformaatio F — G, jos ja vain jos n(cy, —) on luonnol-
linen transformaatio F(cy, —) = G(c1, —) ja n(—, c2) on luonnollinen transformaatio
F(—, 02) = G(—, C2) kaikilla ¢ € C4 ja cy € Cy.

Todistus. Suunta (=) seuraa melko suoraan madritelmistd. Todistetaan suunta (<).
Oletetaan, ettd 1n(cy, —) on luonnollinen transformaatio F(cj,—) = G(cy, -) ja
n(—, ¢2) luonnollinen transformaatio F(—, c;) = G(—, ¢p) kaikillac; € Cyjac; € C;.
Talloin n(cy, ¢2) on muotoa F(cy, ¢3) — G(cy, ¢). Lisdksi
n(cy, c5) o F(f, g) = n(cy, c5) o F(c}, g) o F(f, c2)
= G(c, g) onlcy, e2) o F(f, c2)
= G(cy, 8) © G(f, e2) o (e, ¢2)
= G(f,g) on(cr, c2)
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kaikilla f: ¢y — ¢| jag: c2 — ¢}, joten 17 on luonnollinen transformaatio. O

Lause 5.6. Olkoot F,F': D — E, G,G’: C — D funktoreita jang: F = F’ ja
ne: G = G’ luonnollisia transformaatioita. Tdlloin €. Obe — Morg,

&(c) = nr(G'(c)) o F(nc(c)) = F'(ng(c)) o nr(G(c)),

on luonnollinen transformaatio F o G = F' o G’. Tdmd on luonnollinen isomorfismi,
jos N ja ng ovat.

Todistus. Olkoon ¢ € C objekti. Tilldin F (ng(c)) on muotoa F(G(c)) — F(G'(c)).
Edelleen n77(G’(c)) on muotoa F(G’(c)) — F’(G’(c)). Siis &(c) on haluttua muotoa
F(G(c)) - F'(G'(¢)), ja

&(c2) o (F o G)(f) = nr(G'(c2)) © F(n6(c3) o F(G(f))
= 11r(G'(c2)) o F(ng(c2) o G(f))
=1r(G'(c2)) o F(G'(f) o ng(cr))
=1r(G'(c2)) o F(G'(f)) o F(ng(c1))
= F'(G'(f)) o nr(G'(c1)) © F(ng(cr))
= (F o G')(f) o &lcr)
kaikilla f: ¢; — ¢, joten & on luonnollinen transformaatio F o G = F’ o G'.

Lauseen loppuosa seuraa lauseista 3.6 ja 4.2.
Lausetta voidaan selventdd myos kaaviolla

(F o G)er) L2 (F o GYe)

lF (nG(c1)) \LF (n6(c2))

(F o G')er) B9 (F o 67 (e)

\LUF(G/(CI ) \LHF(G'(Cz))

’ ’ (F7oG")(f) ’ ’
(F' o G')(c1) (F" o G')(c2),
joka on siis havaittu kommutoivaksi kaikilla f: ¢; — . O

Erityisesti jos edellisessa lauseessa F = F’ janr = idp, niin £(c) yksinkertaistuu
muotoon F (ng(c)). Vastaavasti jos G = G’ ja ng = idg, niin &(c) = nr(G(c)).

Seuraus 5.7. Jos Fy, F l’: Ci— C,....F, F,: C, = Cyy ovat funktoreita ja kaikil-
lak € {1,...,n} on olemassa luonnollinen isomorfismi Fy = F], niin on olemassa
luonnollinen isomorfismi Fy o --- o0 F = F,o---0F].

Miaritelma 5.6 (ks. [25]). Lauseessa 5.6 esiteltyd luonnollista transformaatiota &
kutsutaan luonnollisten transformaatioiden nr ja ng Godementin tuloksi. Kiytetaan
tialle merkintdd ng * ng. Jos nr = idp, voidaan kidyttdd myos merkintdd F * ng, ja
vastaavasti jos n7g = idg, voidaan kiyttad merkintdd nr * G.

Kirjallisuudessa kdytetddn usein myos merkintdjd F «ng = Fngjanr+*G = nrG.
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Yleisesti ottaen Godementin tulojen yhdistettd (1 = £1) o ( * &;) ei ole olemassa,
vaikka kyseiset Godementin tulot ja yhdiste &1 o &, olisivat. Jos kuitenkin lisdksi
dom(n(c)) = cod(n(c)) kaikilla ¢ € dom(n), niin tdimd Godementin tulojen yhdiste
on olemassa. Vastaava pitee yhdisteelle (e; * 17) o (€ * n). Erityisesti jos n = id,
saadaan seuraavat yksinkertaiset laskusdiannot.

Apulause 5.8. Olkoot Fy, F», F3: C — D funktoreita jan: F| = F», €: F) = F3
luonnollisia transformaatioita. Tdlloin

e kaikilla funktoreilla G: D — E pditee, etti (G xg)o(G*n) =G *(g0on)ja
e kaikilla funktoreilla G: E — C pditee, etti (¢ * G) o (n*G) = (e on) x G.

Todistus. Ensimmadinen kohta todistetaan havaitsemalla, ettd

(G =) o (G *n))(c) = G(e(c)) o G(n(c))
= G(&(c) o n(c))
= (G *(gom)(c)

kaikilla ¢ € C. Toinen kohta taas havaitaan siité, ettd

(e % G) o (n * G))(e) = £(G(e)) 0 (G(e))
= (e o 1)(G(¢))
= ((eom) * G)(@)

kaikillae € E. O

Apulause 5.9. Olkoon F: C — C funktorijan: 1dc = F luonnollinen isomorfismi.
Tilloinn « F = Fxnjan™' « F = F«n~\. Jos lisiksi F(c) = c kaikilla ¢ € C, niin
Fxn=njaFs«n'=n"

Todistus. Koska kaikilla c € C

F(n7'(e)) o F(n(c) = F(n™'(c) o (<))
= F(id.)
= idp(
=n(c)on'(c)
= F(77'(¢)) o n(F(c))
ja F =7~ on luonnollinen isomorfismi, niin F((c)) = n(F(c)) kaikilla ¢ € C.

Samankaltaisella perustelulla F +n~! = 5=! « F. Jos nyt F(c) = c kaikilla ¢ € C, niin

pétevit (n = F)(c) = n(F(c)) = n(c) ja (n™' * F)(c) = 71 (F(c)) = n7'(c) kaikilla
¢ € C, mika lauseen alkuosan kanssa todistaa viimeisen viitteen. O

Lause 5.10. Olkoot F,G: C — D funktoreita jan: F = G luonnollinen transfor-
maatio. Tdlloin n on myos luonnollinen transformaatio G® = F°P.
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Todistus. Morfismi n(c) on kategoriassa D°° muotoa G°P(c) — F°P(c) kaikilla
¢ € C°. Lisiksi kaikilla f: ¢ — ¢’ kategoriassa C pitee

n(c’) o F(f) = G(f) o nc),

joten myos
FP(f) on(c’) = n(c) o GP(f).

kaikilla morfismeilla f: ¢ — ¢ kategoriassa C°P. O

Jos n: F = G on luonnollinen transformaatio, kutsutaan sen miirdimaa luon-
nollista transformaatiota G°°? = F°P sen vastakkaiseksi luonnolliseksi transformaa-
tioksi. Kaytetdin tille merkintdd °P. Vastakkainen luonnollinen transformaatio r°?
on duaalinen luonnolliselle transformaatiolle 1. Samoin kuin morfismien tapauk-
sessa, mutta toisin kuin funktorien tapauksessa, duaalisuuden soveltaminen luon-
nollisten transformaatioiden yhdisteisiin kdintid niiden jarjestyksen: jos o € on
madritelty, niin (17 o £)°P = &°P o n°P.

5.3 Funktorikategoria

Aiemmin havaittiin, ettd funktorien voi ajatella olevan kategorioiden vilisid morfis-
meja. Toisaalta seuraavan madritelmén valossa luonnollisten transformaatioiden voi
ajatella olevan funktorien vilisid morfismeja.

Maaéritelma 5.7 (ks. [24]). Olkoot C, D kategorioita. Olkoon Ob kovarianttien funk-
torien C — D luokka ja hom(F, G) luonnollisten transformaatioiden F = G luokka
kaikilla F, G € Ob. Olkoon vield o luonnollisten transformaatioiden yhdiste. Ndma
magriavit yhdessi funktorikategorian D€ .

Huomautus. Riippuu kategorioista C ja D sekd kaytetyistda aksioomista, onko ole-
massa funktorien C — D luokkaa. Siksi mys funktorikategorian D¢ olemassaolo
riippuu néistd seikoista. Tdssa tutkielmassa oletetaan, ettd kaikki kasiteltavit funktori-
kategoriat on olemassa kaytetyssi aksioomajérjestelmissa. Taté aihetta tarkastellaan
tarkemmin luvussa 7.

Lause 5.11. Funktorikategoria on kategoria.

Todistus. Luonnollisten transformaatioiden yhdiste on méadritelty komponenteittain,
ja komponenttien yhdiste on assosiatiivinen, joten luonnollisten transformaatioiden
yhdiste on my0s assosiatiivinen. Lisédksi identtinen luonnollinen transformaatio idr
on olemassa kaikilla funktoreilla F. O

Tassé tutkielmassa funktorikategorioita késiteltdessa niitd symboleita, joilla ta-
vanomaisesti viitataan funktoreihin, kdytetdan kyseisten kategorioiden objekteille.
Vastaavasti luonnollisiin transformaatioihin liitetyilld symboleilla viitataan morfis-
meihin. Esimerkiksi siis F € D¢ luetaan ”F on objekti funktorikategoriassa D", ja
Iy € D€ luetaan on olemassa morfismi 77 funktorikategoriassa D¢”.
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Esimerkki 5.8. Olkoon J diskreetti kategoria, jossa on k € N objektia jy, . .., ji.
Tarkastellaan kategorioita C¥ ja C/.

Mairitelldin ensiksi kuvaus F: CK — C7 siten, ettd F(cy,...,ct)(jn) = Cns
F(ci,...,c0)(ddj,) = ide, ja F(f1,..., fi)(Jn) = fu kaikilla 1 < n < k. Ensiksi ha-
vaitaan, ettd F(cy,...,cy) on todella funktori / — C ja F(fi,..., fx) luonnollinen
transformaatio F(cy, ..., cx) = F(c},...,c;) kaikilla fi: ¢; — ¢. Lisdksi mééritel-
mistd seuraa melko suoraan, ettd F(id.) = idp() ja F(f o g) = F(f) o F(g) kaikilla
c=(ci,...,cr) €Cjaf=(fi,.... fi)h g =(g1....8) € C.

Miiritelldén sitten G : C? — C* siten, etti kaikilla funktoreilla H: J — C pitee
G(H) = (H(j1), ..., H(jx)) ja kaikillan: H = H’ pitee G(17) = (n(j1), - - -, n(jx))-
Luonnollisen transformaation midritelmaistd seuraa, ettd tdlloin G(n) on muotoa
G(H) — G(H') kaikilla n: H = H’. Lisiksi G(idy) = id(u(j,),...a(,)) kaikilla
H:J — CjaG(noe)=G(n) o Ge) kaikilla n, & € C’, joilla n o & on midritelty,
joten myos G on funktori.

Lopuksi havaitaan, etti G(F(c)) = ¢, G(F(f)) = f,kun ¢ = (c1,...,cx) € CF
jaf=(fi...., fi) € C*. Samoin F(G(H)) = H ja F(G(n)) = n kaikilla H € C’ ja
nec’.

Siis F ja G ovat isomorfismeja ja C’ = Ck.

Luonnollisen transformaation mééritelma saattoi tuoda lukijan mieleen ketjuku-
vaukset. Seuraavassa esimerkissi havaitaankin, ettd ketjukompleksit voidaan esittaa
tietynlaisina funktoreina ja ketjukuvaukset ndiden vilisind morfismeina.

Esimerkki 5.9. Renkaan R modulit ja ndiden viliset lineaarikuvaukset muodostavat
tavanomaisen yhdisteen kanssa kategorian R-Mod. Olkoon Z> luonnollisten luku-
jen joukko kiifinteisesti jirjestettyni. Tarkastellaan sitd kategorian R-Mod?Z> tiytti
alikategoriaa C, johon kuuluvat tdsmilleen ne objektit F, joilla F(f o g) = 0 kaikilla
fin+1—>njag:n+2— n+1,missd 0 on nollamorfismi F(n + 2) — F(n).

Induktioperiaatteella voidaan havaita, ettd kaikilla F € C,n € Z, k > 2 ja
f:n+k — npitee, ettd F(f) = 0. Siis jos F(f) # 0, niin vdistamitti joko f = id tai
fonmuotoan+1 — njollakinn € Z. Siispi jokainen F' € C voidaan samastaa parin
(M,, do) kanssa, missd M, on jono R-moduleja (M,),cz, M, = F(n) ja ds on jono
lineaarikuvauksia (d,)uez, dn = F(fy): M, — M,_;, missd f, on yksikisitteinen
morfismi : n — n — 1 kaikilla n € Z. Niille kuvauksille d, pitee, ettd d, o d,4+1 = 0
kaikillan € Z. Siis jokainen objekti F' € C on ketjukompleksi. Toisaalta jos (M,, de)
on ketjukompleksi, saadaan siitd objekti F' € C asettamalla F(n) = M,,, F(f,1) = d,
ja F(far) = 0 kaikilla n € Z ja k > 2, missd f.4 on yksikésitteinen morfismi
¢ — ¢ —d. Siispd kategorian C objektit voidaan samastaa ketjukompleksien kanssa.

Kategorian C morfismit /' — G ovat luonnollisia transformaatioita F* = G.
Koska F(f) # 0 vain, jos f on muotoa n + 1 — n jollakin n € Z, ja nollamorfismin
yhdiste minké tahansa morfismin kanssa on nollamorfismi, niin luonnollisuusehto
on tdssd tapauksessa yhtipitdavd sen kanssa, ettd n(n) o F(f,) = G(f,) o n(n + 1)
kaikillan € Z, missi f, on yksikisitteinen morfismi n + 1 — n. Siispé kategorian C
morfismit voidaan samastaa ketjukuvausten kanssa.

Sivuhuomautuksena todetaan vield, ettd kaikilla k € Z tunnettu kuvaus ketju-
komplekseista niiden k. homologiaryhmiin muodostaa funktorin Hy: C — R-Mod.
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Lause 5.12. Kategorian D€ isomorfismit ovat tismdlleen luonnolliset isomorfismit
muotoa C — D olevien funktorien vdlilld.

Todistus. Olkoot F, G: C — D funktoreita jan: FF = G luonnollinen transformaa-
tio.

Oletetaan ensiksi, ettdi  on luonnollinen isomorfismi. Kéytetddn merkintda
n7c) = (n(c))_1 kaikilla ¢ € C. Tilloin 57 '(c) on muotoa G(c) — F(c) kai-
killa c € C ja

17 (c2) 0 G(f) = 7" (c2) 0 G(f) o m(cr) o~ (c1)
=n""(c2) o n(c2) o F(f) o' (c1)
= F(f)on ' (c1)

kaikilla ¢, ¢2 € C, f: ¢; = ¢3. Siis 7! on luonnollinen transformaatio G = F. Se
on lisdksi luonnollisen transformaation n kdanteismorfismi, joten 1 on isomorfismi
kategoriassa DC.

Oletetaan sitten, ettd n ei ole luonnollinen isomorfismi. TAlléin on olemassa
¢ € C, jolla n(c) ei ole isomorfismi. Téllda morfismilla ei siis ole kddnteismorfismia.
Ei siis voi olla luonnollista transformaatioita ™! : G = F, jollan(c)on~'(c) = idja
n~1(c) o n(c) = id. Siis 7 ei ole isomorfismi kategoriassa D€ O

Tésta ldhtien jos merkitddn F = G funktoreille F, G: C — D, tilli tarkoitetaan,
ettid F ja G ovat isomorfisia kategoriassa D€, toisin sanoen luonnollisesti isomorfisia.

Lause 5.13. Olkoot C ja D kategorioita. Tdlloin kaikilla objekteilla ¢ € C kuvaus
—(¢): D¢ — D, joka kuvaa funktorin F objektiksi F(c) ja luonnollisen transformaa-
tionn: F = G morfismiksi n(c), on funktori.

Todistus. Tulos seuraa suoraan madaritelmista. O

Lause 5.14. Olkoot C, D kategorioita. Olkoon —(c) kuten edellisessd lauseessa.
Tilloin on olemassa funktori $: D€ x C — D, jolle piitee, etti $(G,-) = G ja
$(—, ¢) = —(c¢) kaikilla G € D€ ja c € C.

Todistus. Luonnollisuusehdon nojalla

—(c)m) o G(f) = n(c’) 0 G(f) = G'(f) e n(c) = G'(f) o =(c)(n)

kaikilla f: ¢ — ¢’ jan: G = G’. Siis lauseen 4.5 nojalla timé funktori $ on
olemassa. |

Apulause 5.15. Olkoot C, D, E kategorioita ja F: C X D — E funktori. Tdlloin
kuvaus G: C — EP, G(x) = F(x, ), on funktori. Vastaavasti tietysti y — F(—, y)
on funktori.

Todistus. Tunnetusti F(f,—) on muotoa F(cy,—) = F(cp, —) kaikilla f: ¢; — c».
Olkoon d € D objekti. Talloin selvisti F(f,d)oF(g,d) = F(fog, d),ainakun yhdiste
f o g on olemassa, ja F(id., d) = id(. 4) kaikilla ¢ € C. Siis G on funktori. O
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5.4 Luonnolliset transformaatiot ja hom-funktorit

Osa tutkielman myohemmasta sisillostd pohjautuu vahvasti hom-funktoreihin ja nii-
den vilisiin luonnollisiin transformaatioihin, joten on hyodyllisti tarkastella néiti tar-
kemmin. Esitelldédn tdhan liittyen erds kategoriateorian keskeisistd lauseista, Yonedan
lemma, sekd tdmin seurauksia.

Jotta olisi selkeampid, milloin on kyse kovariantista, kontravariantista tai kaksi-
paikkaisesta hom-funktorista ja mitkd muuttujat missdkin kontekstissa ovat vapaita
ja mitka sidottuja, kiytetiin tdassd alaluvussa merkintoji

hy: C — Set”, hy(x) = hy = home(—, x),
n': CP — Set€, hT(x) = h* = hom¢(x, —), ja
Nat = homgc : (Set©)P x (Set®) — Set .
Kiytetizn lisiksi merkintid $': C x Set® — Set, $/(x, y) = $(y, x), missi $ on kuten
lauseessa 5.14. Kuvausta h| voidaan kutsua Yonedan upotukseksi (ks. [48]). Tietysti
my6s /' on vastakkaisessa kategoriassa Yonedan upotus. Niissd merkinnoissi kate-

goria C voidaan korvata myos jollakin muulla kategorialla, kun se erikseen mainitaan
esimerkiksi alaindeksissd. Esimerkiksi siis Natp = homg,n.

Apulause 5.16. Olkoon C lokaalisti pieni kategoria, F: C — Set funktorija c € C
objekti. Olkoot n, & : h = F luonnollisia transformaatioita. Jos tdilloin on voimassa

n(c)(id.) = &(c)(id,), niin n = .

Todistus (ks. [48]). Oletetaan, ettd n(c)(id;) = &(c)(id;). Kuvauksen n luonnolli-
suusehdon nojalla kaikilla morfismeilla f: ¢ — ¢’ pitee

n(c’) o hom(c, f) = F(f) o n(c).
Siis erityisesti
n(c)(f) =n(c)(f oide)
= ((c”) o hom(e, f))(id.)

= (F(f) o n(c))(id.)
= F(f)(n(c)(id.))

kaikilla ¢’ € C ja f: ¢ — (. Toisaalta myos kuvaukselle € pétee vastaavasti

&(c')(f) = F(f)(e(c)(id.)). Siis
n(c)(f) = F(f)(n(c)(ide)) = F(f)(e(e)(ide)) = e(c’)(f)

kaikilla ¢’ € C ja f: ¢ — ¢/, jasiten n(c’) = &(c’) kaikilla ¢’ € C, ja edelleen
e=1. O

Apulause 5.17. Olkoon C lokaalisti pieni kategoria, F: C — Set funktori ja c € C
objekti. Olkoon s € F(c) alkio. Tdlloin on olemassa luonnollinen transformaatio
n: h¢ = F, jolla n(c)(id.) = s.
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Todistus (ks. [48]). Maiiritdan kuvaukset n(c’): hom(c, ¢’) — F(c’) kaikilla ¢’ € C
siten, ettd n(c’)(f) = F(f)(s). Talloin kaikilla f: ¢’ — ¢” jag: ¢ — ¢’ pitee

(n(c”) o hom(c, f))(g) = n(c”)(f o g)
= F(f o g)(s)
= F(f)(F(g)(s))
= F(f)(n(c")(g))
= (F(f) on(c)(g),

joten kuvaukset 7(c) muodostavat luonnollisen transformaation 7: hom(c, —) = F.
Lisidksi

n(c)(ide) = F(id:)(s) = s,

joten kuvauksella n7 on vditetyt ominaisuudet. O

Apulause 5.18. Olkoon C lokaalisti pieni kategoria, F: C — Set funktorija c € C
objekti. Télloin kuvaus £(c, F): hom(h(c,-), F) — F(c), (¢, F)(n7) = n(c)(id.), on
bijektio.

Todistus. Kahden edellisen apulauseen nojalla &(c, F') on injektio ja surjektio. O

Lause 5.19 (Yonedan lemma, kovariantti versio). Ytimekkdidisti ilmaistuna kaikilla
lokaalisti pienilld kategorioilla C on olemassa isomorfismi

hom(hom(c, ), F) = F(c),

Jjoka on luonnollinen objektin ¢ € C ja funktorin F: C — Set suhteen.

Jotta lauseen todistaminen ja kdyttaminen olisi mahdollisimman selkeditd ja tdis-
madllistd, muotoillaan tdmd lauseen alkuosa vield uudestaan kdyttien aiemmin mai-
nittuja merkintojd. Olkoon C lokaalisti pieni kategoria. Tdlloin on olemassa luon-
nollinen isomorfismi Nat 0((hT)°p, Idgc ) = ¥

Lisdksi erityisesti edellisen apulauseen kuvaukset &(c, F), ¢ € C, F: C — Set,
muodostavat tdllaisen luonnollisen isomorfismin.

Todistus (ks. [48]). Todistetaan, ettd kuvaukset &(c, F) muodostavat tillaisen luon-
nollisen isomorfismin. Edellisen apulauseen nojalla namé kuvaukset ovat bijektioita.

Olkoot ¢, ¢’ € C objekteja, F, F': C — Set funktoreita, f: ¢ — ¢’ morfismi ja
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€: F — F’ luonnollinen transformaatio. Tall6in kaikilla 7 : h(c)=F pitee

(s(c', F’) o Nat ((hT)Op, Idg,.c ) (fs e))(n) = (8(0’, F')o hom(hT(f), e))(n)
= £(c’, F')(e on o H1(f))
= (eomo h(f))()(ide)
= (e om)(c")(idr of)
= (e on)(c")(f oid,)
= (e(¢’) o m(c) o h(e)(f)) (id,)
= (e(¢") o F(f) o m(c))(id,)
= (e¢)) 0 F() (n(0)(id,)
= ($'(c’, &) o $'(f, F)) (m(c)(id,))
= $'(f, e)(n(c)(idc))
= ($'(f,€) 0 s(c, F))(m),

joten & on todella luonnollinen isomorfismi Nat o ((47)°P, Idgc ) = §'. O

Seuraus 5.20 (Yonedan lemma, kontravariantti versio, ks. [48]). Olkoon C lokaa-
listi pieni kategoria. Soveltamalla Yonedan lemmaa vastakkaiseen kategoriaan C°P
havaitaan, ettd tdilloin on olemassa objektien ¢ € C ja funktorien F: C°? — Set
suhteen luonnollinen isomorfismi

Natcor (home(—, ¢), F) = Natcor (homeo(c, =), F) = F(c),
eli aiemmilla merkinnoilld on olemassa luonnollinen isomorfismi
Natcop O((hl)()p, Idsetcop ) = $,Cop.

Seuraus 5.21 (ks. [48]). Olkoon C lokaalisti pieni kategoria. Soveltamalla Yone-
dan lemmaa funktoreihin F = h| tai F = W havaitaan, etti tilloin on olemassa
parametrien c1, ¢y € C suhteen luonnolliset isomorfismit

Nat (hom(cy, —), hom(cz, —)) = hom(cy, ¢1)
ja
Natcor (hom(—, ¢1), hom(—, ¢2)) = hom(cy, ),

eli aiemmilla merkinnoilld on olemassa luonnollinen isomorfismi
Nat o((hT)Op, nl) = $ o (ldc, hom') = homcop
Jja luonnollinen isomorfismi
Natcop o((/2))*, hy) = $70p © (Idcor, hom|) = hom.

Lause 5.22 (ks. [48]). Pienen kategorian C Yonedan upotus h|: C — Set®” on
niin sanotusti tdysin uskollinen funktori: kaikilla c, ¢’ € C kuvauksen h| rajoittuma
h| Mhome(c,c’y on bijektio homc(c, ¢’) — hom(A€, h¢"). Erityisesti tillaisen rajoittuman
kéidinteiskuvaus on kuvaus g: hom(h¢, i) — home(c, ¢’), g(n) = n(c)(ide).
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Todistus. Olkoon f: ¢ — ¢’ morfismi. Koska

(go hl)(f) = hf(c)(idc) = hom(c, f)(id.) = foid. = f
ja g on tunnetusti bijektio, niin myos 4| Mhome(c,c’) = g~ ! on bijektio. O

Seuraus 5.23. Jokainen luonnollinen transformaatio hom(—, ¢) = hom(—, ¢’), missd
¢, ¢’ € C jaC on lokaalisti pieni kategoria, on funktori hom(—, f) jollakin f: ¢ — ¢’

Lause 5.24. Olkoon C pieni kategoria ja h|: C — Set®” Yonedan upotus. Tdlloin
h| niin sanotusti heijastaa isomorfismit: jos f: ¢ — ¢’ on morfismi ja h|(f) on
isomorfismi, niin myos f on isomorfismi.

Todistus. Oletetaan, ettd h|(f) on isomorfismi. On siis olemassa sellainen morfis-
mi g’: hom(c’, —) = hom(c, —), jolla h|(f) o g’ = id ja g’ o h(f) = id. Koska h
on tdysin uskollinen funktori, niin on olemassa yksikésitteinen f’: ¢’ — ¢, jolla
h(f’) = g’. Lisdksi samasta syystd i kuvaa ainoastaan identtiset morfismit identti-
siksi morfismeiksi. Siispa koska A|(f o f’) = hy(f) o h)(f’) = id, niin f o f’" = id.
Vastaavasti f o f = id. Siis f on isomorfismi. O

Apulause 5.25. Olkoot C ja D lokaalisti pienid kategorioita. Olkoot Fi, F,: C — D
funktoreita. Olkoon €: Obc — Morg,pov sellainen kuvaus, eitd €(c) on muotoa
hom(—, Fi(c)) = hom(—, Fy(c)) kaikilla ¢ € C. Olkoon kaikilla ¢ € C morfismi
n(c) se yksikdsitteinen morfismi Fi(c) — F(c), jolla hom(—,n(c)) = €(c). Tdalloin
€ on luonnollinen transformaatio hy o F\ = h| o I, missi h| on Yonedan upotus
kategoriassa D, jos ja vain jos 1 on luonnollinen transformaatio Fy = F,. Edelleen
€ on luonnollinen isomorfismi, jos ja vain jos myos n on.

Todistus. Oletetaan, ettd n on luonnollinen transformaatio Fy = F;. Tilloin € = h*n
on tunnetusti luonnollinen transformaatio 4y o Fy = hj o F,.

Oletetaan sitten, ettd € on luonnollinen transformaatio 4| o Fy = h o F,. Olkoot
¢, ¢’ € C objekteja ja f: ¢ — ¢’ morfismi. Talloin

n(c’) o Fi(f) = hom(=,n(c")) (Fi(c)) (F1(f))
= e(c)(F1(0)) (F1(f))

= (e(e)(Fi()) o hom(Fi(e), Fy(£) )(idr o)
= (€(e’) o hom (= Fy(f) ) (Fi() idrye)
= (hom(~, () © () (Fi(€)) idry0)
= (hom(Fi(c), F2(f) o () (Fi(©)) )idry0)

= hom(Fi(c), Fa(f)) (hom(Fl(c), n(c))(idr, (c>))

= hom(Fi(c), Fo(f)) (n(c))
= F2(f) o nlc),
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joten 17 on luonnollinen transformaatio F| = F.

Jos 17 on isomorfismi, niin myos € = A * i on. Jos taas € on isomorfismi, niin
koska Yonedan upotus heijastaa isomorfismit, on jokaisen komponentin 7(c) oltava
isomorfismi, ja edelleen r on luonnollinen isomorfismi. O

Seuraus 5.26. Olkoot C ja D lokaalisti pienid kategorioita. Olkoot Fi, Fp: C — D
funktoreita. Tdlloin F\ = F,, jos ja vain jos h| o F\ = h| o F,, missd h| on Yonedan
upotus kategoriassa D.

5.5 Kategorioiden ekvivalenssi

Kategorioiden ekvivalenssi on kahden kategorian vilinen ominaisuus, joka tekee
niistd “oleellisesti saman” kategorian kategoriateorian nakdkulmasta. Kategorioiden
isomorfisuuttakin voisi luonnehtia samalla tavoin. Isomorfisuus on kuitenkin kate-
goriateorian ndkokulmasta usein turhan vahva ominaisuus. Ekvivalenssi on isomor-
fisuutta heikompi ominaisuus, miké pian havaitaan, mutta kuitenkin tarpeeksi vahva
kategoriateorialle. Esitetddn ekvivalenssin méaéaritelma ja tarkastellaan lyhyesti sen
ominaisuuksia. (Ks. [63])

Mairitelma 5.8 (ks. [21]). Olkoot C ja D kategorioita. Jos on olemassa funktorit
F:C— DjaG: D — Csiten, ettd Go F = Idc ja F o G = Idp, niin kategoriat
C ja D ovat ekvivalentteja ja nami funktorit ovat ekvivalensseja. Kédytetddn tassd
tutkielmassa merkintdd C ~ D tarkoittamaan, ettd C ja D ovat ekvivalentteja.

Lause 5.27. Selvisti kategorioiden isomorfisuus on ekvivalenssin erikoistapaus.

Esimerkki 5.10. Olkoon C jonkin epityhjin joukon téysi relaatio. Olkoon F: 1 — C
jokin funktori ja G yksikésitteinen funktori C — 1. Koska C on téysi relaatio, on
olemassa yksikisitteinen luonnollinen transformaation: FoG = Id¢, joka on lisdksi
luonnollinen isomorfismi. Lisdksi G o F' = Idy. Siis C ~ 1.

Lause 5.28. Kategorioiden ekvivalenssi on refleksiivinen, symmetrinen ja transitii-
vinen ominaisuus. Lisdksi jos F: C — D ja G: D — C ovat ekvivalensseja, kuten
myos F': D — E jaG': E — D, niin F’ o F ja G o G’ ovat ekvivalensseja.

Todistus. Koska F"oFoGoG' = F'oG' =21ldgjaGoG ' oF' oF = Go F = Id,
niin F’ o F ja G o G’ ovat ekvivalenssifunktoreita.

Selvisti Idc on ekvivalenssi milléd tahansa kategorialla C. Symmetrisyys seuraa
suoraan méiiritelmaistd, ja transitiivisuus juuri todistetusta lauseen loppuosasta. O

Madéritelmi 5.9 (ks. [1, s. 51]). Olkoon C kategoria ja C’ timin sellainen tdysi
alikategoria, ettd kaikille ¢ € C on olemassa yksikisitteinen ¢’ € C’, jolla ¢ = ¢’
kategoriassa C. Tdlloin C” on kategorian C luuranko.

Huomautus. Riippuu kiytetyistd aksioomista, onko kaikilla kategorioilla luuran-
ko. Pienilla kategorioilla luurangon olemassaolo seuraa tavanomaisesta valinta-
aksioomasta.
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Esimerkki 5.11. Olkoon C jokin téysi, epityhji relaatio. Tdlloin mikéa tahansa kate-
gorian C alikategoria, jossa on tasan yksi objekti, on kategorian C luuranko.

Esimerkki 5.12 (ks. [1, s. 51]). Kardinaalilukujen luokka ja niiden véliset funktiot
ovat kategorian Set luuranko.

Lause 5.29 (ks. [1, s. 51]). Jokainen kategoria, jolla on luuranko, on ekvivalentti
luurankonsa kanssa.

Todistus. Olkoon C kategoria, C’ sen luuranko ja F': C’ — C kanoninen upotus.
Madritetddn funktori G: C — C’ siten, ettd kaikilla ¢ € C on G(c) se yksikisitteinen
¢’ € C',jollac = ¢’. Valitaan jokaiselle ¢ € C jokin isomorfismin(c): ¢ — F(G(c));
yksinkertaisuuden vuoksi valitaan r7(¢’) = id. kaikilla ¢’ € C’. Miéritetdédn nyt, ettd
kaikilla f: ¢; = ¢ on G(f) =n(cp) o f o (n(cl))_l. On helppo havaita, ettd tidlloin
G on funktori. Lisiksi n(c2) o f = 57(c2) o f on(cr) ™' on(cr) = G(f) o n(cy) kaikilla
f:c1 — ¢, joten 1 on luonnollinen isomorfismi Idc = F o G. Toisaalta myos
Ider = G o F, sillda G konstruoitiin siten, ettd G o F' = Id¢s. Taten C ja C” ovat
ekvivalentteja. O

Lause 5.30 (ks. [1, s. 51]). Olkoon C kategoria ja C' sen luuranko. Olkoon D
kategoria ja D’ sen luuranko. Tdlloin C’ ja D’ ovat isomorfisia, jos ja vain jos C ja
D ovat ekvivalentteja.

Todistus. (=) Oletetaan, ettd C” ja D’ ovat isomorfisia. Téalloin C ~ C" = D’ ~ D,
joten C =~ D.

(&) Oletetaan, ettd C ja D ovat ekvivalentteja. Tdlloin C’ ja D’ ovat ekvivalent-
teja, silli C’ ~ C ~ D ~ D’. On siis olemassa funktorit F: C’ — D" jaG: D" — C’
ja luonnolliset isomorfiat 7: Idps = F o Gjae: Ider = G o F. Koska nimé luon-
nolliset isomorfiat ovat olemassa ja C’ ja D" ovat luurankoja, pitee néille funktoreille
F(G()) = d ja G(F(c)) = ¢.

Madritellddn nyt funktori F’: C’ — D’ siten, ettd F'(¢’) = F(c) ja

F'(f)=n"Y(F(c})) o F(f) o n(F(c}))

kaikilla ¢” € C’ ja f": ¢| — c¢}. On helppo havaita, ettd kyseessi todella on funktori.
Liséksi

F/(G@) = (F(G(@)) o F(G(@) o n(F(Glay))
=n"'(d5) 0 F(G(g)) o n(d})
=n"'(d5)on(d)og
=g
kaikilla g: df — d). Siis F’ o G = 1dpr.

Mairitellddn toisaalta funktori F”: C’ — D’ siten, ettd F”’(¢’) = F(c) ja

F'(f)=F(e7'(c}) o f o &(c)))
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kaikillac” € Cja f: ¢| — c). Tamikin on selvisti funktori, ja apulauseen 5.9 nojalla

G(F"(f)) = G(F(s_l(cé) ofo 8(6‘1)))
e7'(ch) o G(F(f)) o &(c))
el (ch)oe(ch)o f

=f
kaikilla f: ¢} — ¢}. Siis Go F” = Idc.

Nyt F/ = F' oG o F” = F”, joten myés G o F’' = Id¢. Siis F’ ja G ovat
isomorfismeja ja C’ = D’. O

Isomorfisia ryhmia ym. struktuureja voidaan kuvailla "alkioiden nimeidmista vail-
le samoiksi”. Vastaava pitee kategorioille. Edellinen lause tarjoaa intuitiivisen niako-
kulman my6s kategorioiden ekvivalenssille: ekvivalentit kategoriat ovat “keskenédén
isomorfisten objektien maaridd vaille isomorfisia” kategorioita. Ekvivalenssifunkto-
reiden taas voidaan ajatella olevan ”luonnollista isomorfiaa vaille toistensa kadanteis-
funktioita” (ks. [63]).
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6 Rajat ja korajat

Téssd luvussa esitellddn universaalimorfismien, rajojen ja korajojen sekd tulojen ja
kotulojen késitteet. Pddpaino on rajoilla ja korajoilla; ne mairitelldén universaali-
morfismien avulla, ja tulot ja kotulot ovat niiden erikoistapauksia.

Monet muiden matematiikan alojen méaaritelmét ovat ndiden késitteiden erikois-
tapauksia, ja lukija todennikdisesti jo tunteekin joitakin tdllaisia médéritelmid. Ndiden
kisitteiden tunteminen on siksi yleisesti hyodyksi. Toisaalta niilld tullaan myohem-
min my0s valaisemaan joitakin liittofunktorien ominaisuuksia.

6.1 Mairitelmia

Madritellddn luvun alussa mainitut kisitteet ja tarkastellaan esimerkkeja niista. Esi-
tetddn myoOs yksi universaalimorfismien (ja siten myos rajojen, korajojen, tulojen
ja kotulojen) merkittdvd ominaisuus: se, ettd ne ovat niin sanotusti yksikisitteista
isomorfismia vaille yksikasitteisii.

Miiéritelma 6.1 (ks. [7, s. 55]). Olkoon F: J — C funktorija c € C objekti. Olkoon
r € J objekti ja u: ¢ — F(r) morfismi. Talloin pari (r, u) on universaalimorfismi
objektista c funktoriin F, jos kaikilla objekteilla j € J ja morfismeilla f: ¢ — F(j)
on olemassa yksikésitteinen morfismi f”: r — j, jolla F(f") ou = f, eli kaavio

c —= F(r)
|
) LR
F(j)

kommutoi milld tahansa f: ¢ — F(j).

Tamin duaalikdsite on universaalimorfismi funktorista F objektiin ¢ (ks. [7, s.
58]). Universaalimorfismille (7, #) funktorista F' objektiin ¢ pitee siis, ettd kaikilla
objekteilla j € J jamorfismeilla f: F(j) — ¢ on olemassa yksikisitteinen morfismi
f'ij—>r,jollauoc F(f") = f.Jos edelld esitetystd kaaviosta jokaisen nuolen suunta
vaihdetaan, saadaan tillaista universaalimorfismia kuvaava kommutoiva kaavio.

Pari (7, u) on siis universaalimorfismi objektista ¢ funktoriin F, jos ja vain jos se
on universaalimorfismi funktorista F°P objektiin c.

Esimerkki 6.1. Olkoon C ryhmi ja ¢ tdmén ainoa objekti. Tédlloin mikd tahansa
pari (c,u), u € C, on universaalimorfismi objektista ¢ funktoriin Id. Timéa johtuu
siitd, ettd kaikilla f € C on yksikisitteinen f” € C, jolla Id(f’) o u = f, nimittdin
fr=fou.

Esimerkki 6.2. Olkoon V vektoriavaruus ja B sen kanta. Olkoon F': K-Vect — Set
unohdusfunktori. Olkoon u: B — F(V) kannan upotus. Olkoon W vektoriavaruus
ja f: B — F(W) kuvaus. Tunnetusti on olemassa yksikisitteinen lineaarikuvaus
[V — W, jolla f'(b) = f(b) jokaisella b € B. Siis (V, u) on universaalimorfismi
objektista B funktoriin F.
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Esimerkki 6.3. Olkoot S ja T esijérjestettyjd joukkojaja F: S — T funktori. Olkoot
s € Sjar e T joitakin alkioita. Oletetaan, ettd on olemassa u € T siten, etté (s, u)
on universaalimorfismi objektista ¢ funktoriin F. Talloin (ja vain tdlloin) pitee, ettd
s on sellainen alkio, jollat < F(s),ja s < s" aina, kun t < F(s’).

Esimerkki 6.4. Tarkennetaan edelld esitettyd esimerkkid esijdrjestyksistd. Olkoon
(X, 7) topologinen avaruus. Esijérjestetiddn joukot 7 ja P (X) sisdltyvyyden suhteen.
Olkoon F': 7 — P(X) avoimien joukkojen upotus. Télloin kaikille U € P(X) on
yksikisitteiset U’ € 7 ja u: F(U’") — U siten, ettd (U’, u) on universaalimorfismi
funktorista F' objektiin u. Sisdpisteiden joukko int(U) on nimittdin suurin avoin
joukko, joka sisiltyy joukkoon U, joten (int(U), u), missd u: F(int(U)) — U on
yksikésitteinen, on timéa universaalimorfismi.

Universaalimorfismin (r, u) objektista ¢ € C funktoriin F: J — C, jos se on
olemassa, voi usein ajatella olevan optimaalisin ratkaisu tietylle objektin ¢ ja funk-
torin F avulla ilmaistulle ongelmalle (ks. [72]) tai paras approksimaatio objektille ¢
kategoriassa J funktorin F suhteen (vrt. [54]). Jalkimmadistd nikokulmaa valaisevat
erityisesti esijdrjestyksid koskeneet esimerkit — esimerkiksi joukon U sisdpisteiden
joukko on intuitiivisesti ajatellen joukon U paras avoin approksimaatio.

My0s unohdusfunktoria F: K-Vect — Set koskevassa esimerkissd on kyse tie-
tynlaisesta approksimaatiosta. Jos nimittdin (V, u) on universaalimorfismi joukos-
ta B funktoriin F, jokaisella kuvauksella f: B — F(W) tulee olla lineaarikuvaus
f'V — W, jolla F(f') ou = f. Tami asettaa alarajan vektoriavaruuden V di-
mensiolle, silld jos f on injektio ja f[B] lineaarisesti riippumaton joukko, tiytyy
vektoriavaruuden V olla dimensioltaan vihintdén | f[ B]| = | B|. Toisaalta timin line-
aarikuvauksen f’ tulee olla lisdksi yksikésitteinen. TAma taas asettaa yldrajan ava-
ruuden B dimensiolle, silld jos dim(V) > |B|, niin lineaarikuvaus f’ voidaan valita
usealla tavalla. Vektoriavaruus V on siis “tarpeeksi suuri”, jotta joukon B voi upottaa
siihen lineaarialgebran kannalta mielekkiilla tavalla, mutta ei kuitenkaan “tarpeet-
toman suuri”’. Tédssd suhteessa avaruuden V voi ajatella olevan my6s optimaalinen
ratkaisu.

Kun kisitellddn esijarjestyksid, kategoriaa Set tai kategoriaa K-Vect, on help-
po puhua jonkin objektin ”suuruudesta’. Kategorian méaritelmé on kuitenkin hyvin
yleisluontoinen, eikd ”suuruudella” tai “pienuudella” ole tillaista selvda intuitiivista
merkitystd kaikissa kategorioissa (ks. [53]). Voi siksi olla joskus hankala hahmot-
taa, millaisesta approksimaatiosta tai millaisesta ongelmasta ja optimaalisuudesta
milloinkin on intuitiivisesti ajatellen kyse. Koska liittofunktorit liittyvit ldheises-
ti universaalimorfismeihin, voi myos liittofunktorien tarkastelu luvussa 8 helpottaa
universaalimorfismien ymmaértamista.

Lause 6.1. Olkoon (r,u) universaalimorfismi objektista c¢ funktoriin F: J — C.
Tdlloin (r',u’) on myds tillainen universaalimorfismi, jos ja vain jos on olemassa
vksikdsitteinen isomorfismi f: r’" — r, jollau = F(f)ou'.

Todistus. Ensiksi havaitaan, ettd jos f: r — r on morfismi ja u = F(f) o u, niin
universaalimorfismin mééritelmén nojalla f = id.
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(=) Oletetaan, ettd (r/,u’) on mainitunlainen universaalimorfismi. Universaa-
limorfismin méiéritelmén nojalla tdlloin on olemassa yksikisitteiset f: r’ — r ja
flir—rjoillau = F(f)ou jau = F(f’) o u. Tallin

u=F(f)o F(f)ou=F(fof)ou

joten f o f” =id. Vastaavasti f’ o f = id. Siis f on isomorfismi.

(&) Oletetaan, ettd on olemassa yksikisitteinen isomorfismi f: r* — r, jolla
piateeu = F(f)ou’. Olkoon g: ¢ — F(j)jollakin j € J. Téll6in on olemassa yksika-
sitteinen h: r — j, jolla g = F(h) o u. Osoitetaan, ettd on olemassa yksikésitteinen
h:r — j,jollag = F(h') ou’, jaettd timidn arvoon i’ = ho f.

Ensiksi 4 o f toteuttaa edelld mainitun ehdon, silld

F(ho fyou' =F(h)o F(f)ou = F(h)ou =g.

Oletetaan sitten, ettd on myds toinen morfismi i: ¥’ — j, h # h o f, joka toteuttaa
saman ehdon. Tilloin koska f~! on isomorfismina epimorfismi, niin on voimassa
hof_l qﬁ/’lofof_1 = h, mutta

g=F(hyou' =F(h)o F(f You=F(hofYou.

Tama on ristiriita, silld morfismi 4 oli se yksikésitteinen morfismi, jolla F'(h)ou = g.
Siis (r’, u”) on universaalimorfismi. O

Lause 6.2. Olkoon (r,u) universaalimorfismi objektista c funktoriin F: J — C ja
f:r — 1’ isomorfismi. Tdlloin (r', F(f) o u) on universaalimorfismi objektista c¢
funktoriin F.

Todistus. Universaalisuuden nojalla F(g) o F(f) o u = u, jos ja vain jos g = f~\.
Siis lauseen 6.1 nojalla viite pitee. O

Universaalimorfismi objektista ¢ funktoriin F ei ole valttamattd yksikasitteinen.
Esimerkiksi vektoriavaruudella on yleensd useita eri kantoja. Havaittiin kuitenkin,
ettd universaalimorfismi on isomorfiaa vaille yksikésitteinen ja ettd timéa isomor-
fismi voidaan aina valita edelld esitellylld yksikisitteiselld tavalla. Tamin vuoksi
universaalimorfismeja voidaan usein késitelld ikdan kuin ne olisivat yksikasitteisia.

Maaritelma 6.2 (ks. [7, s. 67]). Olkoot C ja J kategorioita. Miiritellddn diagonaa-
lifunktori A: C — C’ siten, ettd se kuvaa jokaisen

* objektin ¢ vakiofunktoriksi A.: J — C ja

* morfismin f: ¢ — ¢’ siksi luonnolliseksi transformaatioksi A, = A/, jonka
jokainen komponentti on f.

Selkeyden vuoksi tdssd tutkielmassa voidaan kdyttdd myOs merkintdd Aé = A tés-
mentdméin diagonaalifunktorin 1aht6- ja maalikategorioita.
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Lause 6.3. Diagonaalifunktori A: C — C’ on funktori. Diagonaalifunktoreille
pdteviit A(c) o G = A(c) ja A(f) * G = A(f) kaikilla c, f € C jaG: J' = J. Lisdksi
(AL, oF)c)=Fo Aé(c) kaikilla F: C — C’ jac € C.

Todistus. Diagonaalifunktorin médritelman mukaan A(f) on muotoa A(c) — A(c’)
kaikilla ¢,c” € C ja f: ¢ — ¢’. Selvisti A kuvaa identtisen morfismin identtiseksi
luonnolliseksi transformaatioksi ja morfismin f o g luonnolliseksi transformaatioksi
A(f) o A(g). Siis diagonaalifunktori on funktori.

Yhtéasuuruudet A(c) o G = A(c) ja A(f) * G = A(f) seuraavat siitd, ettd A(c) ja
A(f) ovat vakiokuvauksia kaikilla c,c’ € Cja f: ¢ — ¢’.

Olkoon lopuksi F: C — C’ funktori. Koska funktori A, kuvaa kaikki objektit
samaksi objektiksi ¢ ja kaikki morfismit samaksi morfismiksi id, kaikilla ¢ € C, niin
F o A. = Ap(). Timén seurauksena

(AL, o F)(c) = AL/(F(c)) = Apey = F o Ac = F o Al(c)
kaikilla ¢ € C. O

Huomautus. Aiemminkin esitettiin mairitelmé diagonaalifunktorille, joka silloin
oli muotoa C — C x C. Tatd aikaisempaa diagonaalifunktoria voi pitda timén uuden
maiiritelmén erikoistapauksena, silld jos J on kahden objektin diskreetti kategoria,
F: CxC — C’ onesimerkissi 5.8 mainittu isomorfismi ja Diag aiemmin méiritelty
diagonaalifunktori, niin F' o Diag = A.

Miaritelma 6.3 (ks. [7, s. 67]). Olkoot C ja J kategorioita. Talloin universaalimor-
fismi objektista F € C’ funktoriin A: C — C’ on funktorin F koraja. Korajaan
(7, u) kuuluvalle objektille » € C voidaan kdyttdd merkintdéd colim(F'), ja my0s tétd
pelkkidd objektia voidaan toisinaan kutsua korajaksi. Jos J on suuri, niin myos kora-
jaa colim(F) voi kutsua suureksi. Vastaavasti voidaan puhua pienistd ja dédrellisistd
korajoista.

Morfismit F — A(c), missd ¢ € C, ovat luonnollisia transformaatioita. Olkoon n
tillainen. Talloin kaikilla morfismeilla f: j; — j, kategoriassa J pitee, ettd

n(j2) o F(f) = Ale)(f) o n(jr),
eli
n(j2) o F(f) = n(jr).
Jos nyt (¢, 7) on universaalimorfismi objektista F' funktoriin A, niin kaikille (¢’, "),

missd 1’ on luonnollinen transformaatio F = A(c’), pétee, ettd on yksikasitteinen
f:c—c, jollan’ = A(f) on, eli kaikilla j € J pitee °(j) = f o n(j).

Esimerkki 6.5. Olkoon C kategoria. Milloin koraja funktorille : 0 — C on ole-
massa, ja millainen se on? Triviaalisti kaikille ¢ € C on olemassa luonnollinen
transformaatio F = A(c), nimittdin tyhja kuvaus. Triviaalisti myos mille tahansa
morfismille f € C pitee, ettd A(f) o @ = 0, missd (0 ovat tyhjid luonnollisia trans-
formaatioita. Siispd funktorin F' koraja on tyhjdlld luonnollisella transformaatiolla
varustettu objekti c, jolle pitee, ettd kaikille d € C on olemassa yksikisitteinen mor-
fismi ¢ — d. Funktorin F koraja on siis alkuobjekti kategoriassa C, jos tima on
olemassa; muutoin korajaa ei ole olemassa.
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Esimerkki 6.6. Olkoon C kategoria. Télloin mielivaltaisen funktorin F': 1 — C
koraja on (F(0), j + idp() ), silld jos n: F = A(c) on luonnollinen transformaatio,
niin on olemassa yksikisitteinen f: F(0) — c, jolla 7(0) = f o idp(), nimittdin

f=n(0).

Esimerkki 6.7. Olkoon C esijdrjestys ja J # 0. Talloin funktorin F korajan mééritel-
ma on ekvivalentti objektien F'(j), j € J, pienimmén yldrajan miéritelmén kanssa.

Korajat kdynevit kommutatiivisten kaavioiden kautta entistd selvemmaksi. Esi-
merkiksi jos J on kahden objektin j; ja j, diskreetti kategoria, F': J — C funktori,
¢ € Cobjektijan: F = A(c) luonnollinen transformaatio, niin néistd voidaan esittaa
seuraava (triviaalisti kommutoiva) kaavio.

F(ir) 2% A = ¢ = Ae)(ja) <21 F(jy)

Jos lisidksi (¢, n7) on funktorin koraja, niin kaavion

F(j1) n(j1) \ f ¢ 1(j2) F(j2)
[N
3

&(j1) <5 £(j2)

A(d)(j1) = d = A(d)()2)

on kommutoitava kaikilla objekteilla d € C ja kaikilla luonnollisilla transformaa-
tioilla : F = A(d).

Edelld kuvailtua korajaa voidaan kutsua myos kahden objektin kotuloksi. Kotulot
ovat erityisen intuitiivinen ja yleisesti kdytetty korajojen erikoistapaus. Esitetddn
seuraavaksi kotulon yleinen maaritelma.

Miiéritelmé 6.4 (ks. [16]). Olkoon C kategoria ja J diskreetti kategoria. Tall6in
funktorin F: J — C koraja, jos se on olemassa, on objektien F(j), j € J, kotulo ja
tdahén korajaan liitetyn luonnollisen transformaation ¢: F = A(colim F') komponentit
ovat koprojektioita. My06s pelkkii korajaobjektia colim F' voidaan kutsua kotuloksi.
Kuten korajoja, myos kotuloja voidaan kutsua kategoriasta J riippuen ddrellisiksi,
pieniksi tai suuriksi.

Esimerkki 6.8 (ks. [7, s. 63]). Tarkastellaan pienid kotuloja joukkojen kategoriassa.
Olkoon J pieni, diskreetti kategoria ja F': J — Set funktori. Todistetaan, ettd seu-
raava vdite pitdd paikkansa: funktorin F koraja on olemassa, ja se on joukkojen F(j),
J € J, erillinen yhdiste (ks. [16]) varustettuna luonnollisella transformaatiolla, joka
muodostuu kanonisista injektioista ¢;: F(j) — |jes F(j)-

Olkoon § joukko ja €: F = A(S) luonnollinen transformaatio. Médritetdan
kuvaus f: | ]jc; F(j) — S seuraavasti. Jokainen x € | |;c; F(j) kuuluu tésmilleen
yhteen joukkoon ran(;); annetaan funktion f arvoksi tissi pisteessé (£(j) o L]TI)(x).
Tilloin £(j) = f o, kaikilla objekteilla j € J, eli e = A(f) o ¢.

Jos taas g: | ]je; F(j) — S on eri funktio, on olemassa j € J ja x € F(j), jolla
g(tj(x)) # f(t;(x)). Siis g o ¢; # &(j), joten & # A(g) o ¢. Siispd ehto & = A(f) o ¢
madrdd kuvauksen f yksikésitteisesti; siispd | |;e; F(j) on objektien F(j), j € J,
kotulo.
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Edellisessd esimerkissd on perusteltua sanoa, ettd mainittu koraja on erillinen
yhdiste varustettuna kanonisilla injektioilla — vaikka useimmiten on olemassa myos
muita kotuloja, niin nimad muut kotulot ovat vdistimattd yksikisitteistd isomorfiaa
vaille sama kotulo kuin esitetty. TAima on hyvi pitdda mielessd myos tulevien esimerk-
kien kohdalla.

Esimerkki 6.9 (ks. [7, s. 63]). Pienet kotulot kategoriassa R-Mod ovat suoria sum-
mia varustettuna koprojektioilla, jotka ovat kanonisia injektioita, mikad havaitaan
seuraavasti.

Olkoon J pieni, diskreetti kategoria ja F': J — R-Mod jokin funktori. Olkoon
S=66 jer F (j) suora summa ja ¢: F = A(S) kanonisten injektioiden muodostama
luonnollinen transformaatio. Olkoon M R-moduli ja €: F = A(M) luonnollinen
transformaatio. Médritetdén télloin kuvaus f: (Jje; F(j) — M siten, etté kaikilla
s € F(j), j € J, pitee f(s) = &(j). Koska &(j) on lineaarikuvaus kaikilla j € J ja
summa S on suora, niin tdméa kuvaus laajenee yksikasitteisesti lineaarikuvaukseksi
f: 8 — M. Se on selvisti ainoa lineaarikuvaus, jolla f ;) = &(j) kaikilla j € J.
Se on siis ainoa lineaarikuvaus, jolla € = A(f) o «. Suora summa S on titen objektien
F(j), j € J, kotulo.

Kotuloja 10ytyy monista muistakin kategorioista. Esimerkiksi kategoriassa Ab
niiden voi osoittaa olevan suoria summia, kategoriassa Grp vapaita tuloja ja katego-
riassa Top topologisten avaruuksien erillisid yhdisteita (ks. [16], [7, s. 63]).

Mairitelma 6.5 (ks. [7, s. 68]). Funktorin F' raja on duaalikésite funktorin F kora-
jalle, eli universaalimorfismi funktorista A: C — C J objektiin F € C /. Funktorin F
rajalle voidaan kayttad merkintda lim F.

Korajoille on esitetty joitakin tuloksia; rajoille pitevit ndiden duaalilauseet. Esi-
merkiksi funktorin F': 0 — C raja on kategorian C loppuobjekti, jos se on olemassa,
jafunktorin G: 1 — C raja on objekti G(0). Funktorin F raja on olemassa, jos ja vain
jos funktorin F°P koraja on olemassa; jos se on olemassa, niin lim F = colim F°P.

Miiritelmé 6.6 (ks. [39]). Olkoon J diskreetti kategoria ja F: J — C funktori.
Tilloin objektien F(j), j € J, tulo on ndiden objektien kotulon duaalikésite, eli funk-
torin F raja, jos timi raja on olemassa. Rajaan kuuluvan luonnollisen transformaation
nm: A(lim F) = F komponentteja voidaan kutsua projektioiksi.

Esimerkki 6.10 (ks. [39]). Tarkastellaan pienié tuloja joukkojen kategoriassa. Ol-
koon J pieni, diskreetti kategoria ja F': J — Set funktori. Todistetaan, etti seuraava
viite pitdd paikkansa: funktorin F raja on olemassa, ja se on joukkojen F(j), j € J,
karteesinen tulo varustettuna luonnollisella transformaatiolla, joka muodostuu kano-
nisista projektioista 7r;: [[;e; F(j) — F(j).

Olkoon S joukko ja &: A(S) = F luonnollinen transformaatio. Maéritetdian
kuvaus f: S — [];c; F(j) siten, ettd f(x)(j) = &(j)(x) kaikilla j € J ja x € §.
Koska f(x)(j) = (n(j) o f)(x), yhtdsuuruus 7(j) o f = &(j) on voimassa kaikilla
jeJ.
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Toisaalta jos g: S — [[;e; F(j) on eri funktio, niin on olemassa jokin x € S,
jolla g(x) # f(x). Téllin taas on j € J, jolla (n(j)og)(x) # (x(j)o f)(x), joten ehto
& = mo A(f) miidraa kuvauksen f yksikisitteisesti. Siis karteesinen tulo varustettuna
kanonisilla projektioilla on todella raja.

Esimerkki 6.11 (ks. [69]). Pienet tulot kategoriassa R-Mod ovat suoria tuloja va-
rustettuna kanonisilla projektioilla, mikd havaitaan seuraavasti.

Olkoon J pieni, diskreetti kategoria ja F': A(j) — R-Mod funktori. Olkoon
P = []je; F(j) modulien F(j), j € J, tulomoduli ja 7: A(P) = F kanonis-
ten projektioiden muodostama luonnollinen transformaatio. Olkoon M moduli ja
&: A(M) = F luonnollinen transformaatio. Méaritetddn jilleen kuvaus f: M — P
siten, ettd f(v)(j) = €(j)(v) kaikilla j € J, v € M. Edellisen esimerkin perusteella
tadma on ainoa kuvaus f: M — P, jolla n(j) o f = &(j) kaikilla j € J. Liséksi

Frv)(j) = &(j)rv) = re(j)(v) = rf(v)(j)
ja
JO+w)(j) =N +w) =e(j)v) +e(j)w) = fF)() + fwW)())
kaikilla j € J,r € Rjav,w € M, eli f(rv) =rf(v)ja f(v+w) = f(v)+ f(w).

Siis f on ainoa lineaarikuvaus, jolla 7 o A(f) = &, ja P varustettuna kanonisilla
projektioilla on havaittu tuloksi.

Kotulojen tapaan my0s tuloja on monissa muissakin merkittivissi kategorioissa;
esimerkiksi kategoriassa Top niiden voi osoittaa olevan tuloavaruuksia ja katego-
riassa Grp suoria tuloja (ks. [7, s. 69]).

Objektien F(j), j € J, kotulo-objektille voidaan kayttdd merkintdd [[;c; F(j).
Samojen objektien tulolle voidaan kayttdd merkintéé [];c; F(j). Kahden objektin ¢
ja d kotulolle voidaan kiyttdd myos merkintidd ¢ + d ja tulolle merkintéda ¢ X d.

6.2 Rajojen ja korajojen ominaisuuksia

Esitellddn seuraavaksi joitakin lauseita liittyen rajoihin ja niiden olemassaoloon. Tul-
laan my0s havaitsemaan, etti tuloilla on samanlaisia ominaisuuksia kuin niistd an-
netuilla esimerkeilld, karteesisilla tuloilla ja suorilla tuloilla. Esitetyistd havainnoista
saadaan toki duaalisia tuloksia myos korajoille ja kotuloille.

Lause 6.4. Olkoon F: J — C funktori, jolla on raja (lim F,n). Olkoon G: J — J
isomorfismi. Tdlloin (lim F, n = G) on funktorin F o G raja.

Todistus. Aluksi huomataan, ettd 7 « G: A(lim F) o G = F o G on my0s vaadittua
muotoa A(lim F) = F o G.

Olkoon &: A(c) = F oG luonnollinen transformaatio. Se on tidlloin myds muotoa
A(c) o G = F o G. Olkoon f: ¢ — lim F morfismi. Tilloin & * G™' = n o A(f),
jos ja vain jos € = (7 o A(f)) * G = (n = G) o A(f). Siis koska on rajan (lim F, n7)
ominaisuuksien nojalla yksikisitteinen f, jolla & * G™! = 7 o A(f), niin timi f on
my0s ainoa morfismi, jolla & = (17 % G) o A(f). Siis (lim F,  * G) on funktorin F o G
raja. O
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Lause 6.5. Olkoon F: J — C funktori, jolla on raja (lim F, ). Olkoon F': J — C
funktori ja €: F = F’ luonnollinen isomorfismi. Tdlloin (lim F, € o n) on funktorin
F’ raja.

Todistus. Huomataan ensiksi, ettd £ o n on vaadittua muotoa A(lim F) = F’.
Olkoon €: A(c¢) = F’ luonnollinen transformaatio ja f: ¢ — lim F morfismi.
Tilldin € = s o o A(f), jos ja vain jos ™! o € = i o A(f). Siis koska rajan (lim F, 17)
ominaisuuksien nojalla on yksikisitteinen f, jolla ™! o € = 17 0 A(f), niin havaitaan,
kuten edellisen lauseen todistuksessa, ettd (lim F, € o n7) on funktorin F” raja. O

Lause 6.6. Olkoon J kategoria ja J' sen alikategoria. Olkoon F: J — C funktori,
jolla on raja lim F ja n tdhdn liitetty luonnollinen transformaatio. Jos raja lim F |y,
on olemassa ja n’ on siihen liitetty luonnollinen transformaatio, niin on olemassa
vksikdisitteinen morfismi f: imF — lim F 1y, jolla n’'(j') = f o n(j’) kaikilla
jel.

Todistus. Koska nT;, on luonnollinen transformaatio A(lim F)[;» = F |, timi
yksikésitteinen morfismi on rajan méaritelmén nojalla olemassa. O

Miiritelma 6.7. Olkoon C kategoria. Jos jokaisella funktorilla F: J — C on raja,
voidaan kategorian C sanoa sisdltdvin kaikki rajat. Jos taas jokaisella funktorilla
F: J — C, missd J on pieni, on raja, voidaan kategorian C sanoa sisdltavin kaik-
ki pienet rajat. Vastaavasti voidaan sanoa kategorian sisdltdvin esimerkiksi kaikki
ddgrelliset rajat, kaikki tulot, kaikki ddrelliset korajat ja niin edelleen.

Esimerkki 6.12. Kategorian Set on aiemmin havaittu sisdltdvén kaikki pienet tulot
ja pienet kotulot.

Esimerkki 6.13. Yleisesti ottaen esijirjestys ei sisdlld kaikkia ddrellisid rajoja tai
korajoja; esimerkiksi joukko N\ {0, 1} jdrjestettyné jaollisuuden suhteen ei sisélld
rajaa eli suurinta alarajaa (tai alarajaa ollenkaan) luvuille 2 ja 3. Toisaalta jaollisuuden
suhteen jdrjestetty joukko N \ {0} siséltdd kaikki ddrelliset rajat (suurin yhteinen
tekijd) ja ddrelliset korajat (pienin yhteinen monikerta). Se sisdltdd kaikki pienet
rajat, mutta ei kaikkia pienid korajoja (esimerkiksi koko joukon N \ {0} kotuloa).
Tavanomainen reaalilukujen jérjestys vililla [0, 1] sisaltdd kaikki rajat ja korajat.

Apulause 6.7. Olkoon S joukko ja cg, s € S, sen indeksoima joukko objekteja kate-
goriassa C. Olkoon x € § alkio tistd joukosta. Oletetaan, ettd tulot p = [] e\ (5} Cx
ja q = p X cs ovat olemassa. Tdlloin tulo [] cs cx on olemassa, ja q on timd tulo.

Todistus. Olkoot m,(x) projektiot p — c,, missd x € S\ {s}, jam,(j1): ¢ — p sekd
ng(j2): g — ¢, projektiot objektista g. Méiritetdin projektiot p(x): g — ¢, kaikille
x € S seuraavasti: jos x = s, niin p(x) = m4(j2), ja muulloin p(x) = m,(x) o m,(j1).
Osoitetaan, ettd g varustettuna projektioilla p(x) on etsitty tulo.

Olkoon F': S — C funktorijan: A(c) — F luonnollinen transformaatio. Tall6in
on tulon p midritelmédn nojalla oltava olemassa yksikésitteinen f: ¢ — p, jolla
n(x) = mp(x) o f kaikilla x € S\ {s}. Objektista ¢ on siis morfismit f: c — p
jan(s): ¢ — c,. Siispd on tulon ¢ méiritelmén nojalla olemassa yksikisitteinen
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morfismi g: ¢ — ¢, jolla n(s) = 7 (jo) o g = p(s) o g ja f = my(j1) o g. Télloin
kaikilla x € S\ {s} pitee

n(x) = mp(x) o f = mp(x) 0 me(j1) 0 g = p(x) 0 g,

joten kaikilla x € S pitee n(x) = p(x) o g. Tamd g oli lisdksi yksikésitteinen.
Havainnollistetaan lausetta vield kommutoivalla kaaviolla; esitetdin kaavio, joka
havainnollistaa sitd, ettd kolmen objektin a, b, ¢ erikoistapauksessa tulo (a X b) X ¢
on terndédrinen tuloa X b X c.

Tp Tp
a$——axb—>»b
A~ Y

N

Téten g todella on tulo [],cg Cx. O

Seuraus 6.8. Kategoriassa C on kaikki ddrelliset, epdityhjdt tulot, jos ja vain jos
siind on kaikki binddriset tulot. Kategoriassa C on kaikki ddrelliset tulot, jos ja vain
Jjos siind on kaikki bindidriset tulot ja loppuobjekti (ks. [7, s. 73]).

Lause 6.9 (ks. [69]). Jos tulo a X b on olemassa, niin myos bXaonjaaxXb =bXxa
siind mielessd, ettd objekti p on tulo ax b, jos ja vain jos se on tulo bx a. Yleisestikddn
tulon tekijdobjektien permutointi ei vaikuta tulo-objektin olemassaoloon tai arvoon.

Todistus. Viite seuraa suoraan lauseesta 6.4. O
Lause 6.10 (ks. [69]). Jos tulot a X b, b X ¢, (a X b) X ¢ ja a X (b X ¢) ovat olemassa,
niin (a X b) X ¢ = a X (b X ¢) siind mielessd, ettd objekti p on tulo (a X b) X c, jos ja
vain jos se on tulo a X (b X c).

Todistus. Muodostetaan ekvivalenssiketju kdyttiden edellisid lauseita:

objekti p on tulo (a X b) X ¢
& pontuloaxbxc
= pontulobXcXa
< pontulo(bXxc)Xa
&= pontuloaxX(bXc).

Tassa siis tulot ilman sulkeita ovat terndarisia. m|
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Huomautus. Edellisessa lauseessa oletettiin, ettd kaikki mainitut tulot ovat olemas-
sa. Tamai oletus on vilttamaton, silld tulo (axb)Xx ¢ voi olla olemassa, vaikka ax(bxc)
ei olisi. Tamin voi havaita esimerkiksi tarkastelemalla joukon Z, \ {6} jarjestystd
jaollisuuden suhteen seki objekteja a = 1, b = 12, ¢ = 18. Téssa kategoriassa tulot
ovat suurimpia alarajoja jaollisuuden suhteen. Havaitaan, etti tuloa b X ¢ ei ole, joten
myOskédn tuloa a X (b X ¢) ei ole; toisaalta tulot a X b = 1 ja (a X b) X ¢ = 1 ovat
olemassa.

6.3 Rajat, korajat ja funktorit

Tassd alaluvussa esitelladn kaksi rajojen ja funktorien vélistd suhdetta. Ensiksi ha-
vaitaan, ettd kuvaus funktoreista niiden rajoihin, F' — lim F', voidaan sopivissa kate-
gorioissa tdydentda luontevasti funktoriksi. Toiseksi kisitellddn rajojen sédilyvyytta,
kun niitd kuvataan jonkin funktorin kautta.

Esitellyt tulokset yleistyvit duaalisesti myos korajoille.

Apulause 6.11. Olkoot C ja J kategorioita. Olkoon Fy: J — C funktori, jolla on
raja (Li,m), ja olkoon Fy: J — C myds funktori, jolla on raja (L, 1,). Olkoon
vield €: F| = F; luonnollinen transformaatio. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen
morfismi f: Ly — Ly, jollan, o A(f) = € on;.

Todistus. Huomataan, ettid & o n7; on luonnollinen transformaatio A(L;) = F,. Mor-
fismin f olemassaolo ja yksikdsitteisyys seuraavat siis rajan L, ominaisuuksista. O

Lause 6.12. Olkoot C ja J kategorioita. Oletetaan, ettd kaikille F: J — C voidaan
kéiytetyilli aksioomilla valita jokin raja (L, ef). Mddritetéicin kuvaus L: C? — C
siten, ettd

o L(F) = Lp kaikilla funktoreilla F: J — C ja
e L(n) on kaikilla luonnollisilla transformaatioillan: F — G se yksikdsitteinen
morfismi Ly — Lg, jolla g o A(L(n)) = n o &F.

Télloin kuvaus L on funktori. Lisdksi silld, miten rajat valitaan, ei ole vdlid; kaikki
tdllaiset funktorit ovat keskendicin luonnollisesti isomorfisia.

Todistus. Koska er o A(id,) = idr ogr, on L(idr) = idy, kaikilla F: J — C.
Olkoot nyt F,G,H: J — C funktoreita ja n;: F = G,12: G = H luonnollisia
transformaatioita. Talloin

enoA(L(m) o L(m)) = enoA(L(72)) o A(L(m1)) = moegoA(L(m)) = momnioer,
joten L(m2) o L(n1) = L(1 o 171). Siis L on funktori.

Olkoon nyt L’: CY — C toinen tillainen funktori eri tavalla valituilla rajoilla
(L}, €%). Olkoon €(F) se yksikisitteinen isomorfismi L(F) — L’(F), jolla pitee
&), o A(e(F)) = &, kaikilla F € C’. Tillgin
s0A(e(G)oL(n) = soA(L(n) = nosr = nosyoA(e(F)) = e0A(L'(n)oe(F))

kaikilla : F = G, joten on oltava voimassa €(G) o L(n) = L'(n) o €(F) kaikilla
n: F = G. Siis € on luonnollinen isomorfismi L = L’. O
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Merkinnilld lim: C/ — C voidaan viitata mihin tahansa edelli esitellyn funkto-
rin L kaltaiseen funktoriin. Jos J on diskreetti, voidaan kayttdd my0s tulomerkintéa,
esimerkiksi - X —: C X C — C.

Miaritelma 6.8 (ks. [38]). Olkoot C, D, J kategorioita ja F': J — C funktori, jolla
onraja. Olkoon G: C — D funktori. Talloin G sdilyttdd funktorin F rajan (im F, n),
jos (G(lim F), G xn) on funktorin G o F raja. Tdmin voi kuvailla myds kommutoivilla
kaavioilla: jos kaavio

AL(limF) == F

Aé(!)ﬁ /

AL (c)
kommutoi kaikilla €: Al(c) = F, niin myds kaavio

A (G(lim F)) =L G o F

shel] /

Ap(d)

kommutoi kaikilla & Aé(d) = GoF.

Samoin jos (colim F,77) ja (G(colim F), G = n) ovat korajoja, niin G sdilyttdci
funktorin F korajan (colim F, ).

Jos G sdilyttdd kaikkien funktorien F: J — C olemassaolevat rajat, niin se
sailyttaa kaikki rajat. Jos G sidilyttdd kaikkien funktorien F: J — C, missd J on
pieni, olemassaolevat rajat, niin se siilyttda kaikki pienet rajat. Vastaavasti voidaan
funktorin sanoa sdilyttavin esimerkiksi dérelliset rajat, tulot, ddrelliset kotulot ja niin
edelleen.

Edellisessd miidritelmissd mainittu luonnollinen transformaatio G * n on muo-
toa G o Aé(lim F) = G o F. Toisaalta rajan méadritelmidn mukaan sen tulisi olla
muotoa A{)(d) = G o F jollakin d € D, jotta se voisi olla osa jotakin funktorin
G o F rajaa. Tdma ei kuitenkaan ole ongelma, silld G o Aé(lim F) = A{) (G(lim F))
diagonaalifunktorin ominaisuuksien perusteella.

Havaitaan myos, etté rajan ja korajan sdilyminen ovat duaalisia ehtoja: G séilyttaa
rajan (lim F, ), jos ja vain jos G°P sdilyttad korajan (lim F, °P) = (colim F°P, n°P).

Lause 6.13. Jos funktori G: C — D sdilyttdid funktorin F: J — C jonkin rajan,
niin se sdilyttdd funktorin F minkd tahansa rajan. Duaalisesti vastaava pdtee myos
korajoille.

Todistus. Olkoot (L, n)ja(L’,n") funktorin F rajoja, ja oletetaan ettd G siilyttii rajan

(L, n).
Hyoddynnetdin lausetta 6.1. On yksikisitteinen isomorfia f: L — L', jolla pitee
A(f) onp = n’. Siis on isomorfia g: G(L) — G(L’), jolla A(g)o (G xn) =G =17’
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nimittdin g = G(f). Jos J = 0, niin tdma g on yksikdsitteinen ja G(L’) on siten funk-
torin G o F raja, silld G(L’) = G(L) ja G(L) on funktorin G o F rajana loppuobjekti.
Oletetaan nyt, ettd J # 0.

Olkoon g’: G(L) — G(L’) isomorfia, ja oletetaan, ettd my0s sille pitee ehto
A(g) o (G*n) =G *1'. Selvisti A(g~!) o (G * 1) = G * 1. Koska siis on voimassa
Ag o Ag)o(G=xn)=G=n ja (G(L),G *n) on oletusten mukaan raja, niin
g log = idg(L), joten g = g’. Siis (G(L"), G =) on funktorin G o F raja. O

Lause 6.14 (ks. [28]). Olkoon C lokaalisti pieni kategoria ja ¢ € C objekti. Tdlloin
molemmat funktorit home(c,—): C — Set ja hom¢(—,c): CP — Set sdilyttiviit
kaikki rajat.

Todistus. Osoitetaan ensiksi, ettd homc(c, —) sdilyttad kaikki rajat.

Olkoon F': J — C funktori, jolla on raja (lim F,n). Olkoon toisaalta d € Set
objekti ja g: A(d) = hom(c, —) o F luonnollinen transformaatio. Osoitetaan, ettd on
olemassa yksikdsitteinen f : d — homc(c, lim F), jolla e = (homc(c, —) *17) o A(f).

Mairitetddn kaikille x € d kuvaus g,: Ob; — Morge siten, ettd g,(j) = &(j)(x)
kaikilla j € J. Tall6in g,(;j) on morfismi ¢ — F(j) kaikilla j € J ja

8:(j") = 2(7)(x) = (home (e, F(h)) © 5(7))(x) = F(h) o £()(x) = F(h) 0 g.())

kaikilla #: j — j’, joten kuvaukset g, ovat luonnollisia transformaatioita A(c) = F.
Koska funktorilla F on raja (lim F, n7), niin voidaan asettaa arvoksi f(x) se yksika-
sitteinen morfismi ¢ — lim F, jolla g, = n o A(f(x)). Télldin

£()) = g:())
= (10 A(f)) )

=n(j) e f(x)
=n(j) o AS)(H)(x)

= ((homc(e, -) 1) o ACH) ()

kaikilla j € J ja x € d, joten & = (homc(c, —) = 17) o A(f). Toisaalta jos jollakin
f’: d > home(c, lim F) pitee & = (home(c, =) #17) o A(f”), niin seuraamalla vastaa-
vanlaista yhtisuuruusketjua toiseen suuntaan havaitaan, ettd no A(f”(x)) = g.(j) kai-
killa j € J, joten morfismia f(x) koskevan yksikésitteisyyden nojalla f/(x) = f(x).
Siis (homc(c, lim F), homc(c, —)*7) on funktorin hom¢ o F raja, joten homc(c, —)
sdilyttdd kaikki rajat. Koska tima pitee mielivaltaisessa lokaalisti pienessd katego-

riassa C, niin myos home(—, ¢) = homcor(c, —) sdilyttdd kaikki rajat.
O
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7 Joukko-opillisesta perustasta

Luodaan ennen tutkielman pédaiheeseen, liittofunktoreihin, siirtymistid lyhyt kat-
saus erilaisiin kategoriateoriaa koskettaviin joukko-opillisiin ongelmiin sekd ndiden
mahdollisiin ratkaisuihin.

Tahdn mennessd on selvisti havaittu, ettd tavanomaiset Zermelo—Fraenkelin
joukko-opin kisitteet ja aksioomat eivit riitd kategoriateorian tarpeisiin. Jirjestel-
missd ZFC ei esimerkiksi tunneta luokan késitettd, eiké se tista syystd sovellu muiden
kuin pienten kategorioiden tarkasteluun. Kuitenkin monet suuret kategoriat, katego-
riateorian ndkokulmasta erityisesti Set, ovat hyvin hyodyllisii, ja sen vuoksi olisikin
jarkevdd valita sellainen joukko-oppi, jossa voidaan kisitelld vaivatta myds suuria
kategorioita, jos jokin joukko-opillinen aksiomatisointi halutaan valita kdytt6on.

On midritelty joitakin jirjestelmédn ZFC laajennuksia, jotka sisiltdvit myos luo-
kan késitteen. Néitd ovat muunmuassa von Neumann—Bernays—Godelin jirjestelma
NBG (ks. [68]) ja Morse—Kelleyn jarjestelmd MK (ks. [67]). Nédissd voidaan muo-
dostaa kaikkien joukkojen luokka sekd tdmén osaluokkia, kuten kaikkien ryhmien
luokka. Luokat eivit kuitenkaan voi siséltidd luokkia, miké rajoittaa niiden hyodylli-
syyttid. Esimerkiksi tavanomaista konstruktiota kuvausten s — ¢ joukolle, missi s ja
t ovat joukkoja, ei voi yleistdda koskemaan kuvauksia C — D, missd C ja D ovat aito-
ja luokkia. Timi kuvausten joukkohan yleensd méiritelldén tietyksi joukon P(s X t)
osajoukoksi, mutta "potenssiluokkaa” P (C x D) ei ole olemassa, sill se olisi luokka,
joka sisiltii luokkia. Funktorikategoriaa D€, missd C on suuri, ei voida miéritelld
ndissd aksioomajirjestelmissi (ks. [31], [4, s. 154, 155]).

Luokkien sijasta voidaan aihetta lahestyd myds nk. Grothendieckin universumien
kautta. Tassd lahestymistavassa kiytetddn jarjestelmédn ZFC aksioomia tiydennetty-
nd erddlld lisdaksioomalla. Madritellddn ensiksi Grothendieckin universumi ja esi-
tellddn joitakin sen perusominaisuuksia (kdyttden jarjestelmdd ZFC). Tamaén jalkeen
esitellddn mainittu lisdaksiooma.

Maaéritelma 7.1 (vrt. [27], [7, s. 22-24]). Olkoon U joukko. Se on Grothendieckin
universumi, jos sille patevit seuraavat ehdot:

e NeU,

ekunxeUjaye€ x,niiny € U,

* kun x € U, niin P(x) € U ja

* kun x € U on joukko ja f: x — U funktio, niin U,¢, f(y) € U.

Grothendieckin universumia voi kutsua lyhyemmin my6s universumiksi. Joukon U
alkioita voi kutsua U-joukoiksi ja joukon U osajoukkoja U-luokiksi. Jos jokin U-
luokka ei ole U-joukko, sitd voidaan kutsua aidoksi U-luokaksi. Kaikki U-joukot
ovat U-luokkia, silld U-joukon alkiot ovat myos universumin U alkioita.

On huomattava, ettd universumi voidaan joskus mddritelld myos ilman ehtoa
N e U tai korvaamalla tdmi ehdolla @ € U. Nimi maédritelmét eivit ole esitetyn
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kanssa yhtipitdvid; esimerkiksi ilman kyseistd ehtoa () on universumi ja korvaavalla
ehdolla perinnollisesti dérellisten joukkojen joukko V,, on universumi. Kumpikaan
ei sisdlld ddretontd joukkoa N.

Apulause 7.1. Olkoon U universumi. Tdlloin
® kaikilla ® # a € U on sellainent € a, ettiit Na =0 ja
o kaikilla a,b € U piteea=b < VteU(tea < t € b).

Todistus. Ensimmdiinen kohta seuraa suoraan saannollisyysaksioomasta. Toinen koh-
ta seuraa ekstensionaalisuusaksioomasta sekd siité, ettd jost € atait € b, niint € U,
kuna, b € U. O

Apulause 7.2 (vrt. [7, s. 22]). Olkoon U universumi. Tdlloin
® on voimassa () € U,
® kaikilla a € U ja a’ C a pdtee a’ € U,
® kaikilla a, b € U pdtee {a, b} € U,
e kaikilla a € U pdtee Ua € U ja
® kaikillaa € U, c C U ja f: a — c pditee Im(f) € U.

Todistus (ks. [27]). Koska N € U, niin n € U kaikilla n € N. Erityisesti 0 = 0 € U
ja2={0,1} € U . Olkoot nyt a, b € U ja ¢ C U joukkoja ja f: a — c funktio.

Josa’ C a,niina’ € P(a) € U, jasitena’ € U.

Koska a € U, niin {a} C P(a) € U, ja siten {a} € U. Samoin {b} € U.
Maéritetddn nyt funktio g: 2 — U siten, ettd g(0) = {a} ja g(1) = {b}. TillGin
{a,b} = Uye28(y) € U.

Koska kaikilla @ € a pitee @ € U, niin midrittdd yhtasuuruus g(«) = a kuvauk-
sen g: a — U. Siispd Ua = Uy e, @ = Uyeq g(@) € U.

Lopuksi koska kaikilla @ € a pitee f(a) € U ja edelleen {f(a)} € U, niin
madrittdd yhtasuuruus g(a) = {f(@)} kuvauksen g: a — U. On siis voimassa

Im(f) = Use{f(@)} € U.

Nyt kaikki véitetyt universumin ominaisuudet on todistettu. O

Lause 7.3 (vrt. [7, s. 22-23]). Olkoon U universumi. Tdlloin U varustettuna ta-
vanomaisella alkiorelaatiolla € on jdrjestelmdn ZFC malli (itse asiassa voitaisiin
osoittaa, ettd U-joukot ja U-luokat muodostavat jdrjestelmin NBG mallin).

Todistus. Lauseen 7.1 perusteella U toteuttaa ekstensionaalisuus- ja sddnnollisyy-
saksioomat. Lauseen 7.2 perusteella U toteuttaa erotteluaksioomat, silli minka ta-
hansa U-joukon kaikki osajoukot ovat U-joukkoja. My0s tyhjan joukon, parien ja
yhdisteiden aksioomat toteutuvat lauseen 7.2 perusteella. Adrettomyys- ja potenssi-
joukkoaksioomat seuraavat universumin mairitelmaista.
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Olkoon ¢ logiikan kaava, jolla on vapaat muuttujat x,y, wy, ..., w,. Olkoot
a,wi, ...,w, € U joukkoja. Oletetaan, ettd kaikilla x € a on yksikésitteinen y € U,
jolla ¢(x, y, wy, ..., wy,) pitee. Tilloin on olemassa kuvaus f: a — U,

f(x):y — ¢(x,y,W1,--~,Wn)

kaikilla x € a ja y € U. Nyt lauseen 7.2 perusteella Im(f) € U. Koska a, wy, ..., w,
olivat mielivaltaisia, toteuttaa U korvausaksioomat.

Valinta-aksiooman kanssa ekvivalentti vidite on (kun muut aksioomat ovat voi-
massa), ettd minka tahansa joukon voi hyvinjarjestdd. Koska minki tahansa joukon
voi hyvinjarjestdd, voi myos minkd tahansa U-joukon u hyvinjirjestdd. Olkoon R
joukon u hyvinjdrjestys. Télléin R on joukon P (u X u) alkio. Koska u € U, myo0s
uxu C P*(u) € U, jasiten u X u € U. Edelleen P(u x u) € U, jasiten R € U. Siis
U toteuttaa my0s valinta-aksiooman.

Siis U toteuttaa kaikki jarjestelméan ZFC aksioomat ja on timén malli. O

Seuraus 7.4 (ks. [7, s. 22]). Minkd tahansa universumin U ”sisdlld” voidaan kdyttdici
vapaasti tunnettuja jérjestelmdn ZFC ominaisuuksia; esimerkiksi U sisdltdd kaikki
U-joukkojen karteesiset tulot, yhdisteet ja leikkaukset (kunhan myés indeksijoukkoina
kéytetddn U-joukkoja) sekd kuvaukset u — v ja funktiojoukot u”, missd u ja v ovat
mielivaltaisia U-joukkoja.

Lause 7.5. Olkoon U universumi ja u € U. Tidlloin U on aidosti suurempi kuin u: ei
ole olemassa surjektiota u — U (ekvivalentisti ei ole olemassa injektiota U — u).

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa surjektio f: u — U. Talloin U = Im(f) € U,
mikd on tunnetusti ristiriita. O

Lause 7.6. Olkoon U universumi ja u C U. Tdlloin u on aito U-luokka, jos u ~ U.

Todistus. Jos u = U, niin edellisen lauseen nojalla u ei voi olla U-joukko ja on siis
aito U-luokka. O

Nyt on kategoriateorian kannalta kadytinnollista lisdtd aksioomaksi oletus, jonka
mukaan kaikilla joukoilla # on universumi U siten, ettd u € U (ks. [7, s. 24]). Tal-
16in voidaan tarkastella joukkojen kategorian Set sijasta U-joukkojen kategorioita
U- Set, missd U on mikd tahansa universumi. Téllaisen kategorian objekteina ovat
U-joukkojen U-luokka U, morfismeina kaikki kuvaukset U-joukkojen vililld ja yh-
disteend tavanomainen kuvausten yhdiste. Koska joukko #" on U-joukko kaikilla
joukoilla u,v € U, tillaisen kategorian morfismit muodostavat U-luokan. Samal-
la tavoin voidaan maédritelld universumiin U sisidltyvien Abelin ryhmien kategoria
U- Ab ja muita vastaavanlaisia kategorioita. (Ks. [27])

Niiden kategorioiden vilille voidaan edelleen mééritelld entiseen tapaan vapaita
funktoreita, unohdusfunktoreita ynnda muita. Lisdksi jos kiinnitetddn jokin univer-
sumi U, niin voidaan edelleen puhua U-pienistd, U-suurista ja lokaalisti U-pienistd
kategorioista korvaamalla tavanomaisista suuren, pienen ja lokaalisti pienen katego-
rian méairitelmisti joukot U-joukoilla ja aidot luokat aidoilla U-luokilla. Koska U ei
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ole U-joukko, on U- Set tilloin U-suuri kategoria. Koska u#" on U-joukko kaikilla
u,v € U, on U-Set my0s lokaalisti U-pieni. Koska vapaa funktori U- Set — U- Ab
on objektien suhteen injektio, on oltava voimassa U ~ Oby._ap C U, ja myos U- Ab
on U-suuri. Selvisti myos U- Ab on lokaalisti U-pieni. On kuitenkin huomattava U-
pienuudesta ja U-suuruudesta puhuttaessa, ettd on olemassa kategorioita, jotka eivit
ole U-pienii eivitkd U-suuria (ks. [27]). Jos esimerkiksi U ja U’ ovat universumeja
ja U € U’, niin kategoria U’- Set on liian “suuri” ollakseen edes U-suuri. Toinen
huomion arvoinen seikka on, ettd “suuruus” ei viittaa pelkistddn joukon kokoon.
Esimerkiksi jos jilleen U € U’, niin joukko {U’}, vaikka se koostuukin vain yhdesté
alkiosta, ei kuulu mihinkédin U-joukkoon tai U-luokkaan (ks. [7, s. 24])

Jos kdytetiddn vain téllaisia universumin sisdlld madriteltyjd kategorioita, jotka siis
koostuvat joukoista (eikd luokista) objekteja ja morfismeja, viltetdin monet aiemmin
mainitut joukko-opilliset ongelmat. Oletetaan esimerkiksi, ettd on kiinnitetty jokin
universumi U seki U-suuret kategoriat C ja D, ja halutaan tarkastella kategoriaa D€
Tall6in voidaan siirtyd suurempaan universumiin U’, jolla U € U’, ja havaita, ettid
koska C ja D ovat U’-pienid, on kategoria D¢ myds U’-pieni. Tdssd suuremmassa
universumissa kategorian D¢ kisittely on siis joukko-opillisesti helppoa.

Talla tavalla universumit mahdollistavat monien mielenkiintoisten kategorioiden
kdyton. On kuitenkin huomattava, ettd esimerkiksi kaikkien joukkojen (eikéd vain
kaikkien U-joukkojen) kategoriaa Set ei voida edelleenkéén tutkia ongelmattomasti.
Sama koskee “kaikkien kategorioiden kategoriaa”, vaikka kaikkien U-pienten ka-
tegorioiden kategoria voidaankin muodostaa milld tahansa universumilla U. Usein
kuitenkin riittda, ettd implisiittisesti rajoitutaan johonkin universumiin, ja uudel-
leenmadiritellddn kaikki suuret kategoriat niiden U-suuriksi vastineiksi — esimerkiksi
kategorian Set ymmairretdén tdlloin olevan sama kuin U- Set, missd U on silld het-
kelld kdytossd oleva universumi. Intuitiivisesti ajatellenhan U- Set on tarpeeksi suuri
kaikkiin kdytannon tarpeisiin, koska U on jarjestelmidn ZFC malli. (Ks. [27])

Télla 1dhestymistavalla voidaan ratkaista my0s alaluvussa 4.3 esiin tuotu ongelma
kategorioiden vilisen isomorfismin samastamisesta jonkin kategorian sisilld olevan
isomorfismin kanssa. Jos nimittdin kategoriat C ja D mééritelladn kdyttdaen joukkoja,
niin C on U-pieni ja D on U’-pieni joillakin universumeilla U ja U’. Edelleen on
universumi U”, jolla {U,U’} € U” ja joka siten sisdltdd alkioina universumit U
ja U’. Siten C ja D ovat molemmat U”-pienid. Jos nyt F: C — D on funktori,
niin se on isomorfismifunktori tisméilleen silloin, kun se on isomorfismi U”-pienten
kategorioiden kategoriassa U”- Cat.

Samoin esimerkiksi kategorian luurangon seké rajafunktorin arvojen valinta on-
nistuu helposti universumeja ja tavanomaista valinta-aksioomaa kéyttamalla.
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8 Liittofunktorit

Téssd luvussa tarkastellaan tutkielman pédaihetta, liittofunktoreita. Ensiksi maaritel-
laén liittofunktorit. Tamén jalkeen tarkastellaan joitakin liittofunktorien merkittivia
ominaisuuksia sekd vaihtoehtoisia médrittelytapoja. Lopuksi esitelldédn viela lisdesi-
merkkeja liittofunktoreista seka tarkastellaan liittofunktorien merkitysta.

8.1 Liittofunktorien maaritelma

Madritellddn aluksi liittofunktorit ja esitellddn joitakin esimerkkejd niistd. Kuten
edelld mainittiin, osaa tutkielmassa esiteltavista liittofunktorien esimerkeisti ei kui-
tenkaan kdyda ldpi nyt, vaan ne jitetddn alalukuun 8.4. Niin tehdédn, jotta kyseisessa
alaluvussa voidaan esimerkkeji késiteltdessd soveltaa siihen asti l0ydettyji tuloksia
ja havainnollistaa siten my0s niiden kiyttdmistd. Lukija voi halutessaan silmdilla
nditdkin esimerkkejd jo tdmén alaluvun esimerkkien ohessa, vaikka vield ei ehka
kiykadn selviksi, miksi niissd esitellyt liittofunktorit ovat todella liittofunktoreita.

Maaéritelma 8.1 (ks. [7, s. 80-81]). Olkoot C, D lokaalisti pienid kategorioita,
F:C — D, G: D — C funktoreita ja ¢: homp(F(-1),—2) = homc(—1, G(—2))
luonnollinen isomorfismi. Tdlloin kolmikko (F, G, ¢) on liitos kategoriasta C katego-
riaan D, F on funktorin G vasen liittofunktori ja G on funktorin F oikea liittofunktori.
Jatkossa ilmauksen " F ja G ovat liittofunktoreita” ymmarretdén tarkoittavan, ettd na-
mad funktorit ovat liittofunktoreita nimenomaan téssi jirjestyksessd: F' on funktorin
G vasen liittofunktori. Tama voidaan esittdid my0s notaatiolla F 4 G.

Edellisen méiritelméin kuvauksen ¢ luonnollisuusehto voidaan esittda kommu-
toivina kaavioina

$(c.d)

c hom(F(c),d) —— hom(c, G(d))
lf Thom(F( £)d) Thom( £,G(d))
¢ hom(F(c’), d) e hom(¢’, G(d))
ja
#(c.d)
d hom(F(c),d) —— hom(c, G(d))
lg \Lhom(F(c),g) lhom(c,G(g))
d hom (F(c). d’) 22X hom(c, G(d")).
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missd ¢,c’ € C,d,d" € Dja f: c — ¢’ sekid g: d — d’ ovat mielivaltaisia. Tastd
ehdosta saadaan my0s yhtidsuuruudet

o, d)(h o F(P) = (#(c d) o hom(F (1), ) ) (k)
= (nom(£. G(@)  4(c'.)) )
= g(c'.d)(h) o f
ja
8, d)(g o ) = (9(c', ') o hom(F(c'), g) ) ()
= (hom(¢’, G(g)) ° #(c'.) ()
= G(g) 0 9(c’. d)(h)

kaikilla ¢,¢’ € C,d,d" € D, f:¢c — ', g:d — d"jah: F(¢') — d (ks. [7, s.
80-81]). Vastaavasti kiinteiselle luonnolliselle transformaatiolle ¢! saadaan yhti-
suuruudet

¢~ (c.d)(ho f) = ¢~ (/. d)(h) o F(f)
ja

¢~ (!, d')(G(g) o h) =g o ¢~ (!, d)(h)
kaikillac,c’ e C,d,d" € D, f:c —> ', g: d = d"jah: ¢’ — G(d).

Esimerkki 8.1. Kolmikko (Idc, Idc, idpom.) on liitos kaikissa lokaalisti pienissi
kategorioissa C.

Esimerkki 8.2. Olkoot C, D esijérjestyksid ja F: C — D jaG: D — C funktoreita.
On olemassa isomorfia ¢(c, d): hom(F(c), d) — hom(c, G(d)), jos ja vain jos

F(c) £d < c <G(d).

Oletetaan vield, ettd tdllainen isomorfia ¢(c, d) on olemassa kaikilla c € Cjad € D.
T&lloin ¢ on luonnollinen, jos ja vain jos

¢(c’,d") o hom(F(f), g) = hom(f, G(g)) o ¢(c,d)

kaikilla morfismeilla f: ¢ — ¢’, g: d — d’. Yhtdsuuruuden molemmilla puolilla
on funktiot muotoa hom(F(c), d) — hom(c’, G(d’)). Koska joukossa hom(c’, G(d"))
on enintddn yksi alkio, kyseisten funktioiden on oltava sama funktio. Siis F' ja G
ovat liittofunktoreita tasmilleen silloin, kun F(c) < d ja ¢ < G(d) ovat yhtapitidvia
kaikillac € C,d € D.

Edellisessa esimerkissid kuvailtiin nk. Galois’n vastaavuus (ks. [57]) kahden mo-
notonisen funktion vililld. Mainitaan pari esimerkkia tédllaisesta vastaavuudesta. Tar-
kastellaan ensiksi reaalilukujen pyoristimistd ylospiin ja alaspdin, eli funktioita [—]
ja |—] (ks. [54]). Kaikille x € R jan € Z pitevit

[x]<zn & x<gn
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ja
n<gpx < n<z|x|,

joten upotus Z — R on funktorin [—] oikea ja funktorin | —| vasen liittofunktori.

Toisena esimerkkini tarkastellaan kunnan F polynomirenkaan F[xy, ..., x;,] ide-
aaleja Ir ja avaruuden F" varistoja Vr. Kuvaukset V: Ir — Vg, joka kuvaa ideaalin
sen madraamaiksi varistoksi, ja I: Vp — IF, joka kuvaa variston sen maaraamaksi
ideaaliksi, ovat tunnetusti funktoreita, kun I jirjestetddn relaatiolla C ja Vg relaatiol-
la 2. Koska V(I(v)) = v kaikilla varistoilla v € V jai C I(V(i)) kaikilla ideaaleilla
i € I, niin implikaatiot

iCI(v) = Vi) 2V(IW) =v

ja
Vi)2v = i cI(V()) € I(v)

ovat voimassa, ja siten V ja I ovat liittofunktoreita.

Esimerkki 8.3 (ks. [7, s. 88]). Olkoon C kategoria, jossa on alkuobjekti. Olkoon
G funktori muotoa C — 1ja F: 1 — C sellainen funktori, ettd F(0) = 0. T&lloin
|hom(F(0), ¢)| = 1 = |hom(0, G(c))| kaikilla ¢ € C, joten on olemassa (yksikisittei-
nen) bijektio ¢(0, ¢): hom(F(0), ¢) = hom(0, G(c)) kaikilla ¢ € C. Liséksi edellisen
esimerkin tapaan luonnollisuusehdon tulee olla néille bijektioille voimassa, koska
lhom(0, G(c))| = 1 kaikilla ¢ € C.

Esimerkki 8.4 (ks. [58]). Muodostetaan kiyttiden esitietojen alaluvun 2.4 merkintoja
kaksi funktoria F': Pos — Top ja G: Top — Pos siten, ettd F(c,<) = (¢, 1<),
G(c,7) = (¢, <7)ja F(f) = f = G(f). Osoitetaan, ettd F ja G ovat liittofunktoreita.

Olkoon ¢ € Pos esijdrjestetty joukko ja d € Top topologinen avaruus. Osoitetaan
ensiksi, ettd hom(F(c), d) = hom(c, G(d)).

Olkoon f: F(c) — d jatkuva kuvaus. Olkoot x, y € ¢ alkioita siten, ettd x < y.
Siis jos U C F(c) on avoin ja x € U, niin y € U; kédéntden jos U C F(c) on suljettu
jay € U, niin x € U. Olkoon nyt U C d sellainen suljettu joukko, ettd f(y) € U.
Télloin V = f~1[U] on suljettu ja y € V, joten x € V, joten f(x) € U. Siis f(x)
kuuluu kaikkiin suljettuihin joukkoihin, joihin f(y) kuuluu; siispd f(x) € cl({y}),
joten esijdrjestetyssd joukossa G(d) pitee f(x) < f(y). Siis f on myds monotoninen
kuvaus ¢ — G(d).

Olkoon toisaalta g: ¢ — G(d) monotoninen kuvaus. Olkoon U C d avoin ja
V = f7UU]. Jos V = 0, niin V on avoin; oletetaan, etti V # 0, jolloin my0s
U # 0. Olkoot x € V, y € c alkioita siten, ettdi x < y. Talldin f(x) < f(y),
joten f(x) € cl({f(y)}). Siis kaikilla suljetuilla U’ C d pitee, ettd jos f(y) € U’,
niin f(x) € U’; kdédntden kaikilla avoimilla U” C d pitee, ettd jos f(x) € U’, niin
f(y) € U’. Erityisesti siis f(y) € U. Siis y € V. Siis V on avoin. Siis f on myos
jatkuva kuvaus F(c) — d.

Siis hom(F(c), d) = hom(c, G(d)), missi ¢ ja d ovat mielivaltaisia. Koska lisiik-
si F(f) = f ja G(f) = f, niin on selvdi, ettd luonnollisuusehto pitee kuvauksille
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¢(c,d): hom(F(c),d) — hom(c, G(d)), ¢(c,d)(f) = f. Nami kuvaukset siis muo-
dostavat luonnollisen isomorfismin hom(F(—1), —2) = hom(-y, G(—2)). Siis F ja G
ovat todella liittofunktoreita.

Esimerkki 8.5. Olkoon F: Set — Ab vapaa funktori ja G: Ab — Set unohdus-
funktori. Osoitetaan, ettd on olemassa liitos (F, G, ¢).

Konstruoidaan timé ¢. Taman tulee kuvata joukko S ja Abelin ryhmin H funk-
tioksi hom(F(S), H) — hom(S, G(H)). Tamé funktio taas kuvaa ryhméhomomor-
fismin f: F(S) — H kuvaukseksi S — G(H). Viimein tima kuvaus kuvaa alkion
s € S joukon G(H) alkioksi.

Jos f: F(S) — H on ryhmdhomomorfismi, niin f g on kuvaus S — G(H), silld
S C F(S) ja H on joukkona G(H). Asetetaan siis

(S H)(f) = [fls

kaikilla S € Set, H € Ab, f € hom(F(S), H) ja s € S ja tarkistetaan, ettd kyseessd
on todella luonnollinen isomorfismi.

Jokainen kuvaus ¢(S, H)(f) on bijektio, koska tunnetusti jokaisella funktiolla
g: S — G(H) on yksikésitteinen homomorfismi 4: F(S) — H,jolla hlg = g. My0s
vaadittu luonnollisuusehto on voimassa, silla

(¢(5. H') o hom(F().8) ) ) = 9(S. H') (hom(F (). ) (1))

= ¢(S,H')(g o h o F(f))
=(gohoF(f))Is
=go(hls)of

= hom(f, G(g))(hls)

= hom(f, G(g)) (#(S", H)(h))

= (hom (£, G(g)) o #(5", ) (h)

kaikilla f: S — ', g: H —» H’ ja h: F(S8’) — H. On siis havaittu, ettid (F, G, ¢) on
liitos.

Monilla muillakin unohdusfunktoreilla on vasempana liittofunktorina jokin funk-
tori, jota tavanomaisesti kutsutaan vapaaksi funktoriksi. Toisaalta joillakin unohdus-
funktoreilla on oikea liittofunktori, nk. kovapaa funktori. (Ks. [23])

8.2 Liittofunktorien perusominaisuuksia

Esitellddn seuraavaksi muutama liittofunktorien perusominaisuus liittyen duaalisuu-
teen, isomorfiaan seki rajojen ja korajojen sdilymiseen.

Lause 8.1. Olkoot F: C — D, G: D — C funktoreita ja (F, G, ¢) liitos. Tdlloin
(G°P, F°P, §), missi ¢(d, c) = ¢~'(c, d) kaikilla ¢ € C, d € D, on liitos.
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Todistus. Kuvaukset ¢(d, c) ovat muotoa hom¢(c, G(d)) — homp(F(c), d) kaikilla
¢ € Cjad € D jaovat siten myés muotoa homeo(G°P(d), ¢) — homper(d, F°P(c)).
Ne ovat my0s isomorfismeja. Lisdksi

é(d, ¢’) o homeon(GP(g), ) = ¢~ (c’, d) o hom¢(f, G(g))
= homp(F(f),g) o ¢ '(c,d)
= homper(g, FP(f)) o ¢(d, ")

kaikilla ¢,¢’ € C°?, d,d’ € D, f: ¢ — ¢’ jag:d — d’, joten é on luonnolli-
nen isomorfismi homcop(G(—1), —2) = homper(—1, F°P(—»)). Siis (G°P, F°P, ¢) on
liitos. O

Lause 8.2 (ks. [7, s. 85], [11], [55]). Olkoon (F,G, ¢) liitos. Tilloin kolmikko
(F,G',¢), missi ¢ : hom(F(—1), —2) = hom(—1, G’(=2)) on luonnollinen transfor-
maatio, on liitos, jos ja vain jos on olemassa yksikdsitteinen isomorfismie: G = G,
jolla ¢'(—1,—2) = hom(—1, &(—2)) © (-1, —2).

Duaalisesti (F', G, ¢) on liitos, jos ja vain jos on olemassa yksikdsitteinen iso-
morfismi e: F = F’, jolla ¢’ (-1, —2) = ¢(—1, —2) o hom(&°P(—1), —2).

Todistus. Todistetaan ensimmadinen viite. Duaalinen viite seuraa tésti sekd lauseesta
8.1.

Kolmikko (F, G’, ¢’) on liitos, jos ja vain jos ¢” o ¢~! on luonnollinen isomorfismi
hom(-1, G(—2)) = hom(—y, G’(—2)). Tdmén kanssa on apulauseen 5.25 nojalla yh-
tapitidvia se, ettd on olemassa luonnollinen isomorfismi £: G = G’, jolle on voimas-
sa hom(—1,&(—2)) = (¢’ 0 ¢7)(=1, —2), eli ¢'(—1, —2) = hom(—y, &(=2)) © ¢(-1, —2).
Toisaalta jos on voimassa hom(—l, e(—2)) = ¢'(-1,—2) 0 ¢~ (=1, —»), niin tunnetusti
€ on yksikdsitteinen. Nami havainnot yhdessé todistavat ensimmadisen viitteen. O

Lause 8.3. Olkoot F: C — D ja G: D — C liittofunktoreita. Tdlloin G sdilyttdd
kaikki rajat. Duaalisesti F sdilyttdd kaikki korajat.

Todistus (ks. [11], [56]). Osoitetaan ensiksi, ettd G sdilyttdd kaikki rajat. Olkoon
(F, G, ¢) liitos ja H: J — D funktori, jolla on raja (lim H, &).

Koska yksipaikkaiset hom-funktorit séilyttévit kaikki rajat, niin hom(F (c), lim H)
varustettuna luonnollisella transformaatiolla hom(F(c), &(=)) on kaikilla ¢ € C
funktorin hom(F(c), H(-)) raja. Koska taas ¢(c, H(=)) on luonnollinen isomor-
fismi hom(F(c), H(-)) = hom(c, (G o H)(-)), niin hom(F(c), lim H) varustettuna
luonnollisella transformaatiolla

¢(c, H(=)) o hom(F(c), &(-)) = hom(c, (G * &)(=)) o ¢(c, lim H)
on lauseen 6.5 nojalla kaikilla ¢ € C funktorin hom(c, (G o H)(-)) raja. Edelleen
¢(c,lim H) (hom(F(c), lim H)) = hom(c, G(lim H))
varustettuna luonnollisella transformaatiolla hom(c, (G * £)(—)) on saman funktorin

raja.
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Olkoon nyt I: J — Set, I(x) = hom(—, (G o H)(x)), funktori ja ¢ € C objekti.
Olkoon €: A(hom(—, c)) = I luonnollinen transformaatio. Tilloin edellisen perus-
teella on jokaisella ¢/ € C yksikisitteinen f. : hom(c’,c¢) — hom(c’, G(lim H)),
jolla €(j)(¢) = hom(c’, (G *&)(j)) o A(f-)(j) kaikilla j € J. Osoitetaan, ettd kuvaus
¢’ — f. on luonnollinen transformaatio hom(c’, ¢) — hom(c’, G(lim H)).

Koska €(j) on luonnollinen transformaatio hom(—, ¢) = hom(—, (G o H)(j)),
niin

hom(c’, (G * £)(j)) o A(fer o hom(g, ¢))(/)
= hom(c', (G * £)(j)) © A(f/)(j) o hom(g, )
=hom(g, (G o H)(j)) o hom(c”, (G * &)()) o A(fe)(j)
= hom(c’, (G * €)(j)) o hom(g, G(lim H)) o A(fe)(j)
( )

:hmndJG*@U)oA@mM&GmmH»oﬁJU)
kaikilla ¢/, ¢” € C, g: ¢’ — ¢”, jarajan ominaisuuksien nojalla edelleen
fer o hom(g, ¢) = hom (g, G(lim H)) o f.r.

Siis ¢’ — f. on todella viitetynlainen luonnollinen transformaatio.

Olkoon nyt €’: A(c) = G o H luonnollinen transformaatio. Talloin hom(—, €’)
on luonnollinen transformaatio A(hom(—, ¢)) = hom(—, (G o H)). Siis edelld havai-
tun sekd Yonedan lemman seurausten nojalla on olemassa yksikisitteinen morfismi
f:c— G(im H), jolla

hom(—, €') = hom(—, G * &) o A(hom(—, f)) = hom(—, G * &) o hom(—, A(f)).

Edelleen Yonedan lemmasta seuraa, ettd € = (G * &) o A(f) ja ettd morfismin f
mainitun yksikisitteisyyden johdosta f on my0s ainoa morfismi, jolla timi yhtalo
patee. Siis (G(lim H), G = &) on todella raja.
Lauseen 8.1 nojalla myos F°P siilyttdd kaikki rajat, joten F sdilyttdd kaikki
korajat.
O

8.3 Vaihtoehtoisia nakokulmia liittofunktoreihin

Liittofunktorit méériteltiin luvun alussa hom-joukkojen avulla. Tarkastellaan nyt
kahta vaihtoehtoista liittofunktorien méiritelmééd sekd kaikkien niiden eri mééari-
telmien suhdetta toisiinsa. Nami madaritelmat tullaan havaitsemaan ekvivalenteiksi,
kun kisitellddn lokaalisti pienid kategorioita.

Lause 8.4 (ks. [11, 46]). Olkoot C ja D lokaalisti pienid kategorioita ja F: C — D
ja G: D — C funktoreita. Olkootn: Idc = G o F jae: F o G = 1dp luonnollisia
transformaatioita, joilla (¢ x F) o (F *n) = idg ja (G % &) o (n *« G) = idg ovat
voimassa, eli kaaviot

67



FoGoF GoFoG
F idr > F G idg > G

kommutoivat. Tdlloin kolmikko (F, G, ¢), missd ¢(c,d)(h) = G(h) o n(c), on liitos.
Toisaalta myos kolmikko (F, G, ¢'~1), missi ¢'(c, d)(h) = (d) o F(h), on timdi sama
liitos.

Todistus. Ensiksi havaitaan, ettd timid ¢ on todella luonnollinen transformaatio
hom(F(-1), —2) = hom(—1, G(—2)), silld

(6(c. ') o hom (F(f). 8) ) () = d(c.d)(g o h o F(f)

=G(gohoF(f)) one)

= G(g) © G(h) o G(F(f)) o n(c)
=G(g)oG(h)on(c)o f

= G(g) o ¢(c’, d)(h) o f

= (hom(£. G(2)) o ¢(c’, ) 1)

kaikilla f: c > ¢’, g: d > d' jah: F(¢’) - d.
Samalla tavoin kuvaukset ¢’(c, d), ¢'(c, d)(g) = &(d) o F(g), muodostavat luon-
nollisen transformaation hom(—1, G(—2)) = hom(F(-;), —2). Koska

(¢(c,d) o ¢(c,d))(g) = G(e(d) o F(g)) o nlc)
= G(e(d)) o G(F(g)) o n(c)
= G(e(d)) on(G(d)) o g
=((Gxe)o(m=G))(d)og
=idg(d)o g
=g
kaikilla g: ¢ — G(d), eli ¢ o ¢’ = id, ja vastaavasti ¢’ o ¢ = id, niin ¢ = ¢'"! on
luonnollinen isomorfismi. Siis (F, G, ¢) = (F, G, ¢'"!) on liitos. O

Lause 8.5 (ks. [7, s. 82]). Olkoot C ja D lokaalisti pienid kategorioita, F: C — D
ja G: D — C funktoreita ja olkoon (F,G, ¢) liitos. Tdlloin jokainen morfismi
n(c): ¢ = (G o F)(c), n(c) = ¢(c, F(c))(idr()), on universaalimorfismi objek-
tista c¢ funktoriin G ja kaikki ndmd morfismit muodostavat yhdessd luonnollisen
transformaationn: Ildc = Go F.

Duaalisesti morfismit ¢~ (G(d), d )(idG(a)) ovat universaalimorfismeja funktoris-
ta F objektiin d ja muodostavat luonnollisen transformaation €: F o G = Idp.

Todistus. Jokainen morfismi n(c) on muotoa ¢ — (G o F)(c), silld ¢(—1, F(—2))

on luonnollinen transformaatio hom(F(—), F(—2)) = hom(—l, G(F (—2))). Tami
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kuvaus 77 on my6s luonnollinen, silld

n(c) o f = ¢(c, F(c))(idpr) o f

¢(c, F(c")) (idp ) oF(f))
¢(c, F())(F(f) o idr(c))
G(F(f)) o ¢(c, F(c))(idp(c))
G(F(f)) onlc)

kaikilla f: ¢ — ¢’.

Osoitetaan nyt, ettd jokainen komponentti 77(¢) on universaalimorfismi objektista
¢ funktoriin G. Olkoot ¢ € C ja d € D objekteja ja f: ¢ — G(d) morfismi. Talloin
g = ¢~ (¢, d)(f) on morfismi muotoa F(c) — d, ja

G(g) on(c) = G(g) o ¢(c, F(c))(idr () = ¢(c, d)(g) = (¢(c,d) 0 ¢~ (¢, d))(f) = .

Lis#ksi koska ¢(c, d) on bijektio, ei voi olla morfismia g’: F(c) — d, g’ # g, jolla
myo6s G(g’) on(c) = f. Siis n(c) on universaalimorfismi objektista ¢ funktoriin G.

Duaalinen tulos seuraa siiti, ettd (G°P, F°P, §), missi ¢(d, c) = ¢~ !(c, d) kaikilla
c € C,d € D, on liitos. Siis lauseen alkuosan perusteella

&(d) = ¢~ (G(d). d)(idg(a)) = ¢(d. GP(d)) (idgor(a))

on universaalimorfismi objektista d funktoriin F°P, eli duaalisesti universaalimorfis-
mi funktorista F' objektiin d, kaikilla d € D. Lisiksi kaikki morfismit (d), d € D,
muodostavat luonnollisen transformaation Idpe = F°P o G°P, eli duaalisesti luon-
nollisen transformaation F o G = Idp. O

Lause 8.6 (ks. [7, s. 83]). Olkoot C ja D lokaalisti pienid kategorioita, F: C — D ja
G: D — C funktoreita sekin: 1dc = G o F sellainen luonnollinen transformaatio,
ettd n(c) on universaalimorfismi objektista c funktoriin G kaikilla ¢ € C. Tdlloin on
olemassa yksikdsitteinen €. F o G = Idp, jolle pditee, ettd (G * €) o (n * G) = idg
ja(gxF)o(F*n) =idp.

Duaalisesti jos luonnollisen transformaation €: F o G = Idp jokainen kom-
ponentti £(d) on universaalimorfismi funktorista F objektiin d, niin on olemassa
vksikdsitteinen luonnollinen transformaatio n: ldc = G o F, jolle edelld mainitut
kaksi yhtdlod pditevit.

Todistus. Koska n(G(d)) ovat universaalisia, kaikilla d € D on olemassa yksikdsit-
teinen g;: (F o G)(d) — d, jolla G(g4) o n(G(d)) = idg(s). Médritetddn nyt, ettd
&(d) = gq kaikilla d € D, ja osoitetaan, ettd kyseesséd on luonnollinen transformaatio
F o G = 1dp. Koska nimi morfismit g4, d € D, olivat yksikdsitteisid, ei voi olla
toista luonnollista transformaatiota &’, jolla (G * £") o (n * G) = idg.

Olkoon g: d — d’ morfismi. Tdlloin luonnollisuusehdon nojalla

(n+ G)(d") 0 G(g) = (G o F o G)(g) o (n * G)(d).
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Koska & madritettiin siten, ettd (G = €) o (n * G) = idg, niin

G(e(d)) o (G o F 2 G)(g) o (7 G)d) = (G(e(d) o (0 + G)e)) o Gilg)
=G(g)
=G(g)o (G(S(d)) o (1 * G)(d))’

ja edelleen koska komponentit 7(G(d)) ovat universaalisia, saadaan edellisestd yhti-
suuruudesta tulos
e(d’) o (F o G)(g) = g o &(d).

Siis & on luonnollinen transformaatio F oG = Idp. Osoitetaan vield, ettd on voimassa
yhtasuuruus (& = F) o (F *n) = idp.

Edelli havaitun perusteella ((G = &) o (7 * G)) = F = idgor. Toisaalta kuvauksen
i luonnollisuuden nojalla

G(idr(c)) o n(c) = G(&(F(c)) ) o n(G(F(e)) ) o nle)
= G(&(F(©))) o G(F(n(e))) o n(e)
= G(((&+ Fyo (F +m)(©)) o n(c),
ja edelleen sen komponenttien universaalisuuden vuoksi

e(F(c)) o F(n(c)) = idp) -

Lauseen alkuosa on siis todistettu. Duaalinen loppuosa todistetaan soveltamalla al-
kuosaa luonnolliseen transformaatioon £°P. O

Edellisissd kolmessa lauseessa siis havaittiin, ettd jokainen liitos (F, G, ¢) liit-
tyy ldheisesti tiettyihin luonnollisiin transformaatioihin €: Idc = G o F sekd
€: F oG = Idp, joiden komponentit ovat universaalisia tai jotka tdyttavit tietyt
yhtédlot. Nimetddan ndma luonnolliset transformaatiot ja yhtalot.

Miaritelma 8.2 (ks. [7, s. 83]). Olkoot F': C — D ja G: D — C funktoreita ja
n: Idc = G o F luonnollinen transformaatio, jonka jokainen komponentti 7(c) on
universaalimorfismi objektista ¢ funktoriin G. Tallin 7 on liitoksen F 4 G yksikko.
Luonnollinen transformaatio €: F o G = Idp, jonka jokainen komponentti &(d) on
universaalimorfismi funktorista F objektiin d, on liitoksen F' 4 G koyksikko.

Edelld mainitut luonnolliset transformaatiot n ja & nimettiin liitoksen F 4 G
yksikoksi ja koyksikoksi, vaikka oletuksiin ei kuulunut, ettd F ja G ovat liittofunk-
toreita. Havaittiin jo, etti liittofunktoreilla on aina yksikko ja koyksikko, mutta pian
todetaan myos, ettd jos yksikko tai koyksikko on olemassa, niin F ja G todella ovat
liittofunktoreita, mikéli C ja D ovat lokaalisti pienid. Nimitykset ovat siksi sopivia.

Lause 8.7. Yksikko ja koyksikko ovat duaalikdsitteitd: suoraan niiden mddritelmien
sekd tunnettujen duaalisuuksien nojalla n on liittofunktorien F ja G yksikko, jos ja
vain jos n°P on liittofunktorien G ja F°P koyksikko.
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Miaritelmé 8.3 (ks. [45]). Olkoot F: C — D ja G: D — C funktoreita. Olkoot
n: Idc = GoFjae: FoG = Idp luonnollisia transformaatioita. Téalldin yhtiloita

(G*8)o(n+G)=idg
ja

(exF)o(Fxn)=idr
voidaan kutsua kolmioyhtdloiksi.

Funktorien F' ja G madriteltiin olevan liittofunktoreita, jos on olemassa liitos
(F, G, ¢). Seuraava lause tarjoaa vaihtoehtoisia madritelmii liittofunktoreille.

Lause 8.8 (ks. [7, s. 83]). Olkoot C ja D lokaalisti pienid kategorioita ja olkoot
F: C — DjaG: D — C funktoreita. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid.

® On olemassa liitos (F, G, ¢).
® On olemassa liitoksen F 4 G yksikko 1.
® On olemassa liitoksen F 4 G koyksikko €.

® On olemassa luonnolliset transformaatiotn: Id¢ = GoF jae: FoG = Idp,
Jjoille pditeviit ehdot (G * €) o (n * G) = Idg ja (¢ *x F) o (F *n) = Idp.

Lisciksi lauseissa 8.4, 8.5 ja 8.6 esitetyt keinot muuntaa liitoksia, yksikoitd, koyksikoi-
td ja kolmioyhtdlot tdyttdvid luonnollisten transformaatioiden pareja toisikseen ovat
kddntyvid. Erityisesti jos liitos muunnetaan joksikin muuksi ndistd ja takaisin lii-
tokseksi esitetyilld keinoilla, niin saadaan alkuperdinen liitos. Vastaava pditee myos
vksikoille, koyksikoille ja kolmioyhtdlot tiyttdville luonnollisille transformaatioille.

Todistus. Olemassaoloa koskeva viite seuraa suoraan mainituista lauseista: liitos
voidaan muuntaa (ko)yksikoksi, (ko)yksikolle voidaan konstruoida sen kanssa kol-
mioyhtilot toteuttava luonnollinen transformaatio ja viimein kolmiyhtdlot tayttavis-
td luonnollisten transformaatioiden parista saadaan liitos. Todistetaan vield lauseen
loppuosa.

Olkoon @ niiden luonnollisten transformaatioiden ¢ joukko, joilla (F, G, ¢) on
liitos. Olkoon H liittofunktorien F 4 G yksikdiden joukko ja E liittofunktorien
F 4 G koyksikoiden joukko. Olkoon vield X niiden parien (7, &) joukko, missd
n: Idec = Go F jae: FoG = Idp ovat luonnollisia transformaatioita, joilla
kolmioyhtdlot (G = €) o (n * G) = idg ja (¢ = F) o (F =) = idp ovat voimassa.
Tarkoitus on siis todistaa, ettd kaavio

iddH E ;)id
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kommutoi, missd nuolet ovat niihin merkittyjen lauseiden mukaisia kuvauksia niista
joukoista toisiinsa. Toisin sanoen nuoli 8.4 kuvaa parin (7, £) luonnolliseksi transfor-
maatioksi ¢, missa

¢(c.d)(h) = G(h) o 1(c) = &(d) o F(h),

nuolet 8.5 kuvaavat luonnollisen transformaation ¢ € ® kaavion vasemmalla puolella
yksikoksi ¢ — ¢(c, F(c))(idF()) ja oikealla koyksikoksi d — ¢~ (G(d), d)(idg(a))
ja nuolet 8.6 kuvaavat yksikon n € H tai koyksikon € € E siksi yksikdsitteiseksi
pariksi (n, £) € X, jolla kolmioyhtdlot ovat voimassa.

Keskitytddn kdsittelemddn vain edelld mainittuja kuvauksia ja niiden yhdisteita.
Kaytetddn edelld mainituille kuvauksille merkintdd A; — Aj, missd A; on kyseisen
kuvauksen ldhtojoukko ja A, maalijoukko. Kiytetddn kuvausten A,-1 — A, ...,
A| — A yhdisteelle merkintdd A} — --- — A,.

Ensiksi havaitaan, ettd jos pari (17, €) € X kuvataan kuvauksella X — ® luonnol-
liseksi isomorfismiksi ¢ ja siitd edelleen kuvauksella ® — H yksikoksi 7/, niin

1'(c) = ¢(c, F(o))(idr(e)) = G(idr()) o n(c) = n(c)

kaikilla ¢ € C. Siis kuvaus X — ® — H kuvaa tdamén parin yksikoksi 7. Vastaavasti
kuvaus X — ® — E kuvaa tdmin parin koyksikoksi €.

Kaikilla yksikoilld n € H on yksikdsitteinen pari (1, €) € X, joksi kuvaus H — X
yksikon kuvaa. Siispd edelld havaitun nojalla kuvaus X — ® — H — X on
identtinen kuvaus. Vastaavasti myos kuvaus X — ® — E — X on identtinen.
Toisaalta selvésti myos kuvaukset H > X - ® > HjaE — X — ® — FE ovat
identtisia.

Olkoon lopuksi ¢ € @ luonnollinen transformaatio. Jos tamé kuvataan kuvauk-
sella ® — H ensiksi yksikoksi 7 ja siitd kuvauksella H — X — ® luonnolliseksi
transformaatioksi ¢’ € @, niin

¢'(c, d)(h) = G(h) o 5(c) = G(h) o ¢(c, F(c))(ide) = ¢(c, d)(h)

kaikillac € C,d € Djah: F(c) — d. Siis yhdiste ® - H — X — ® on identtinen

kuvaus. Vastaavasti havaitaan, ettd kuvaus ® — E — X — ® on my0s identtinen.
Nyt on havaittu, ettd kaikki kaavion nuolista muodostettavat silmukat vastaavat

identtisid kuvauksia. Siispa kaavio kommutoi. O

Jatkossa voidaan siis sanoa, ettd funktorit lokaalisti pienten kategorioiden vililld
ovat liittofunktoreita, jos niilli on yksikko, koyksikko tai kolmioyhtélot toteuttava
pari luonnollisia transformaatioita. Nama vaihtoehtoiset madritelmét voitaisiin toki
helposti yleistdd myos kategorioihin, jotka eivit ole lokaalisti pienii.

Esitetiin vield pari yksinkertaista seurausta edelliselle lauseelle.

Seuraus 8.9. Lauseessa 8.6 funktorien F ja G sekd yksikon n mdcdrddmd luonnollinen
transformaatio € on koyksikko, duaalisesti funktorit ja koyksikko mdcdirdcdvdt samalla
tavalla yksikon. Jos kolmioyhtdlot ovat voimassa luonnollisille transformaatioille
e: lde = GoFjae: F oG = Idp, niin € on yksikko ja € koyksikko.
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Seuraus 8.10. Jos (F, G, ¢) on liitos, niin kolmioyhtdilét ovat voimassa yksikolle
¢ ¢(c, F(c))(idp()) ja koyksikolle d — ¢! (G(d), d)(idg(a)).

Lauseen 8.2 perusteella tiedetdin, ettd kun F 4 G, niin F’ 4 G, jos ja vain jos
F = F’. Lisdksi jos (F, G, ¢) ja (F’, G, ¢) ovat liitoksia, niin on olemassa yksikasit-
teinen isomorfismi F' = F’, joka on ”yhteensopiva” luonnollisten transformaatioiden
¢ ja ¢’ kanssa. Vastaava piti myos isomorfismeille G = G’. Tamai herittdd kysymyk-
sen: ovatko téillaiset isomorfismit jossakin mielessd ’yhteensopivia” my6s yksikoiden
ja koyksikoiden kanssa?

Lause 8.11. Olkoot (F,G, ¢) ja (F',G’,¢’) liitoksia, missd F,F': C — D se-
ki G,G’: D — C ovat funktoreita lokaalisti pienten kategorioiden vililld. Olkoon
n: ldc = G o F, n(c) = ¢(c, F(c))(idp() liittofunktorien F ja G yksikki sekd
g: F oG = Idp, e(d) = ¢~ (G(d), d)(idg(a)) saman liitoksen koyksikké. Olkoot i’
ja & vastaavalla tavalla mddritetyt liittofunktorien F’' ja G’ yksikko ja koyksikko.
Olkoot vield A: F = F’ ja u: G = G’ luonnollisia isomorfismeja. Télloin ehdot

® ¢'(—1,—2) = hom(~1, u(=2)) © ¢(~1, —2) 0 hom(A°P(~1), —2),
o =(uxA)onja
es'=go(d s p )

ovat yhtdpitdavid.

Todistus. Osoitetaan ensiksi, ettd ensimmaiinen ja toinen ehto ovat yhtépitavia.
Oletetaan, ettd ¢'(—1, —2) = hom(—1, u(—2)) o ¢(—1, —2) © hom(A°P(—), —3). Til-
16in
¢ (. F(0))(idpro) = 1(F'(0)) © 8. F'(0)) (idpre) 0A(c))
= u(F'(c)) 0 G(A(c)) © ¢(c, F(c))(idp(c)
= (1 * () 0 ¢(c, F(0)) (idr(o)

kaikillac € C,elin’ = (ux 1) on.
Oletetaan sitten, ettd ” = (u * 1) o n. Talloin kaikilla 4: F'(c) — d pitee

¢'(c,d)(h) = G'(h) o17'(c)
= G'(h) o (u* 2)(c) o n(c)
= G'(h) o u(F’(c)) o G(A(c)) o n(c)
= u(d) o G(h) 0 G(A(c)) o n(c)
= u(d) o G(h o A(c)) o n(c)
= u(d) o ¢(c,d)(h o A(c))

= (hom(—l, p(=2)) © ¢(—1, —2) o hom(A%P(—y), —2))(0, d)(h),

joten ¢’(—1, —2) = hom(—1, u(—2)) o ¢(—1, —2) hom(A°P(—1), —2). Siis ensimméinen
ja toinen ehto ovat yhtépitavii.
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Ehto ¢'(—1, —2) = hom(—1, u(—2)) o¢p(—1, —2)ohom(A°P(—}), —) on voimassa, jos
ja vain jos ¢'~!(—1, —2) = hom((2°P)"!(=), —2) 0 ¢71(~1,—2) o hom(~1, u~'(-2)).
Tdmén perusteella ja duaalisesti jo todistetulle ekvivalenssille myos ensimméinen
ehto seki ehto &’ = £ o (1 * u)~! ovat yhtipitivid. Koska A # u = (1% G’) o (F * u),
niin

@xp = (Fsp o xG) = wp .

Talla perusteella ensimmdiinen ja kolmas ehto ovat yhtépitivid. Siis kaikki kolme
ehtoa ovat yhtépitavii. O

Lause 8.12. Olkoot F: C — D ja G: D — C liittofunktoreita jan: Idc = Go F
ja g: F oG = Idp sellaisia luonnollisia transformaatioita, ettd kolmioyhtdlot ovat
ndille voimassa. Olkoot myés F': C — D, F' = F, ja G": D — C liittofunktoreita.
Olkoon n’: Id¢ = G’ o F’ yksikké ja A: F = F’ sekd u: G = G’ luonnollisia
isomorfismeja, joille pitee n” = (u+ A) on. Tdlloin kolmioyhtdlot pdtevdt funktoreille
F’ ja G’ sekd luonnollisille transformaatioille i’ ja & = € o (A1« u™1).

Todistus. Koska kolmioyhtélot patevit luonnollisille transformaatioille 1 ja &, niin
ne saadaan samasta liitoksesta (F, G, ¢) lauseen 8.8 kuvauksilla. Myos 1" saadaan
jostakin liitoksesta (F’, G’, ¢’), ja edellisen lauseen nojalla &’ saadaan myos tdsti lii-
toksesta. Tdmédn seurauksena kolmioyhtilot patevit luonnollisille transformaatioille
n jag'. O

Tastakddn ndkokulmasta ei siis ole vilid, madritelldinko liittofunktorit kayttden
hom-funktoreita, yksikoitd ja koyksikoité tai kolmioyhtiloitd — jos F ja G ovat liit-
tofunktoreita, niin kumpikin niistd on jokaisen kolmen méiéritelmdn mukaan yksi-
késitteistd isomorfiaa vaille yksikisitteisid, ja tima isomorfia maardytyy kaikissa
tapauksissa samalla tavalla.

On hyodyllistd tuntea kaikki ndméa vaihtoehtoiset mééritelmat, koska jokainen
niistd (sekid joitakin muitakin miiritelmid, ks. [11]) esiintyy alan kirjallisuudessa.
Jokainen niistd tarjoaa myos omat nakokulmansa ja omat tyokalunsa liittofunktorien
kisittelyyn, mikd havaitaan seuraavassa alaluvussa ja sitd ennen myOs seuraavassa
lauseessa, joka mahdollistaa vasemman liittofunktorin konstruoinnin oikeasta liitto-
funktorista ja yksikostid. Tamén duaalilauseella voidaan tietysti konstruoida vasem-
masta liittofunktorista ja koyksikosti oikea liittofunktori.

Lause 8.13 ([7, s. 83]). Olkoot C, D lokaalisti pienid kategorioita, G: D — C
funktori ja n: Obc — Morp sellainen kuvaus, ettd n(c) on universaalimorfismi
objektista c funktoriin G kaikilla ¢ € C. Tdlloin on olemassa sellainen funktori
F: C — D, etti F ja G ovat liittofunktoreita ja n on niiden yksikko.

Todistus. Konstruoidaan F seuraavasti. Universaalisuuden nojalla kaikilla ¢ € C on
jokin d. € D, jolla n(c) on muotoa ¢ — G(d.). Asetetaan F(c) = d, kaikilla ¢ € C.
Kaikilla ¢, ¢’ € Cja f: ¢ — ¢’ onn(c’) o f morfismi ¢ — G(F(c’)), ja morfismin
n(c) universaalisuuden nojalla on kaikille f talloin olemassa yksikésitteinen morfismi
gr: F(c) = F(c’),jollan(c")o f = G(gr)on(c). Asetetaan F(f) = gy kaikilla f € C.
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Mainitusta yksikasitteisyydesté johtuen kaikilla ¢ € C on viistamaittd voimassa
F(id.) = idF(). Samoin yksikdsitteisyyden nojalla F(f" o f) = F(f’) o F(f) kaikilla
cc,c”eCjaf:c—oc, fl:c—c”,silla
G(F(f o f))on(c) = n(c")o(f o f) = G(F(f"))on(c")o f = G(F(f')oF(f))on(c).
Siispd F on todella funktori. Se konstruoitiin siten, ettd n7 on luonnollinen transfor-

maatio Idc = G o F. Liséksi oletusten mukaan 77(¢) on universaalinen kaikilla c € C,
joten 1 on yksikko. Siis F ja G ovat liittofunktoreita. O

8.4 Lisdesimerkkeja liittofunktoreista

Kolmioyhtdlot seka liittofunktorien yksikko ja koyksikko valaisevat kenties hieman
hom-funktoreita kiyttaviid madritelmii selkeammin liittofunktorien luonnetta. My0s
lisdesimerkit auttanevat ymmartdméén liittofunktoreita. Esitelldédn siksi nyt lisdé esi-
merkkeji liittofunktoreista ja havainnollistetaan samalla edelli esiteltyjen vaihtoeh-
toisten médritelmien kayttod funktoriparien todistamisessa liittofunktoreiksi.

Lause 8.14. Olkoot C ja D lokaalisti pienid kategorioita. Olkoot F: C — D ja
G: D — C toisiaan vastaavia ekvivalenssifunktoreita. Toisin sanoen olkoot ne sel-
laisia funktoreita, ettd G o F = Id¢ ja F o G = Idp. Tdlloin ne ovat liittofunktoreita.

Todistus (ks. [10]). On siis olemassa luonnolliset isomorfismit 7: Idc = G o F ja
g: F o G = Idp. Kolmioyhtdlot eivit kuitenkaan vilttamittd pade niille, silld jos
toinen ndistd isomorfismeista kiinnitetdin, voidaan toinen edelleen valita vapaasti;
toisaalta kolmioyhtilon tiedetddn aina mairdédvan jiljelle jadvin isomorfismin yksi-
kisitteisesti.

Mairitellddan timan vuoksi luonnollinen isomorfismi &’: F o G = Idp siten, ettd
g =go(Fxn'%G)o (FoG)x g! ). Tdmi on vaadittua muotoa oleva luonnollinen
transformaatio. Lisdksi Godementin tulon tunnettujen ominaisuuksien nojalla

(e« F)o(Fxn)=(e+«F)o(Fxn ' «(GoF))o((FoG)x&™'«F)o(Fxn)
=(exF)o((FoGoF)«n ') o (e «(FoGoF))o(Fxn)
=(exF)o((FoGoF)sn')o((FoGoF)xn)o(e' *F)
=(exF)o(s «F)
= idp

ja

(Gx&)o*G)=(Gx&)o((GoF)sn '+G)o((GoFoG)x& ) o(n*G)
=(Gx&)o(n'«(GoFoG))o((GoFoG)xe ) o(nxG)
=(Gx&)o( ' % (GoFoG))o(n*(GoFoG))o(Gxe")
=(Gxe)o(Gre™)
= idg,

joten kolmioyhtélot pitevit luonnollisille isomorfismeille : Idc = G o F sekd
g1 F oG = Idp. Siis F ja G ovat liittofunktoreita. O
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Lause 8.15 (ks. [57], [7, s. 88]). Olkoot C ja J sellaisia kategorioita, ettii C ja C’ ovat
lokaalisti pienid ja kaikilla funktoreilla J — C on raja. Olkoon G = lim: C/ — C
(jokin) rajafunktori ja F = A: C — C’ diagonaalifunktori. Tilloin F ja G ovat
liittofunktoreita.

Duaalisesti jos H on korajafunktori ja F vastaava diagonaalifunktori, niin H ja
F ovat liittofunktoreita.

Todistus. Rajafunktori madriteltiin lauseessa 6.12 siten, ettd jos valittua funktorin
H € C’ rajaa merkitéén (lim H, e ), niin ey o F (G(f)) = f oey kaikilla H, H' € C’
jaf: H= H' Siispikuvaus H — &g onluonnollinen transformaatio FoG = Id,».
Liséksi rajan méiritelmén nojalla €5 on universaalimorfismi funktorista F' objektiin
H kaikilla H € C’. Nytkuvaus H +— gy on havaittu liitoksen F 4 G koyksikoksi. O

Vielid edellistd esimerkkii tarkentaen voidaan mainita, ettd esimerkiksi diago-
naalifunktorille A: Set — Set x Set, karteesiselle tulolle x: Set x Set — Set seki
erilliselle yhdisteelle +: Set x Set — Set patevit A 4 X ja + 4 A (ks. [7, s. 87]).

Esimerkki 8.6 (ks. [51, s. 13], [71]). Olkoon F: Top — Set unohdusfunktori, joka
siis kuvaa jokaisen avaruuden X sen pisteiden joukoksi ja jokaisen jatkuvan kuvauk-
sen f kuvaukseksi f. Olkoot lisiksi 7', D: Set — Top sellaisia funktoreita, ettd 7(X)
on joukko X varustettuna triviaalilla topologialla, D(X) on joukko X varustettuna
diskreetilld topologialla ja T(f) = D(f) = f kaikilla kuvauksilla f. Koska T'(f)
on kuvaus triviaaliin topologiaan ja D(f) kuvaus diskreetistd topologiasta, nama
kuvaukset ovat todella jatkuvia.

Nyt FoT = Idget. Siispi g, £(s) = id, on luonnollinen isomorfismi FoT = Idget.
Olkoon f: T(s) — ¢ jatkuva kuvaus. Tilldin F(f) on kuvaus F(T(s)) — F(z),
eli s — F(r). Siispd on olemassa kuvaus g: s — F(z), jolla &(s) o T(g) = f,
nimittdin g = F(f), ja timd kuvaus on selvisti yksikésitteinen. Taten F ja T ovat
liittofunktoreita, silld £ on niiden koyksikk®o.

Toisaalta F o D = Idget, joten £ on my6s luonnollinen isomorfismi Idget = F o D.
Olkoon nyt f: s — F(t) kuvaus. Télloin D(f) on jatkuva kuvaus D(s) — t. On siis
olemassa yksikdsitteinen jatkuva kuvaus g: D(s) — ¢,jolla F(g)oe(s) = f, nimittdin
g = D(f). Siis D ja F ovat liittofunktoreita, silld &£ on niiden yksikko.

Esimerkki 8.7 (ks. [61]). Olkoon s joukko. Miiritetdadn kaikilla joukoilla x, y kuvaus
#(x,y): hom(x X 5,y) — hom(x,hom(s, y)) siten, ettd ¢(x,y)(f)(a)(?) = f(a,1)
kaikilla kuvauksilla f: x X s — yjaalkioillaa € x,t € s. Tilloin ¢(x, y) on bijektio,
silld sen kadnteiskuvaus on ¢~ !(x, y), ¢~ '(x, y)(f)(a, 1) = f(a)(t), kaikilla joukoilla
x, y. Lisédksi

(#(x,y") o hom(f X 5, ) (1)@)(1) = 9(x, ¥)(g o ko (£, i) (@)(1)
= g(n(f(@.1))
(s o n(r@),-))@)
= (hom(s,g) 0 (x', Y)(h) o £)(@)(0)
= (hom (/. hom(s, £)) © $(x', ») ()@)(?)
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kaikilla joukoilla x, x’, y, y’, kuvauksilla f: x — x",g:y = Yy, h: X' Xs — y ja
alkioilla a € x,t € s. Siis ¢ on luonnollinen isomorfismi ja — X s: Set — Set sekd
hom(s, —): Set — Set ovat liittofunktoreita.

Esimerkki 8.8. Tarkastellaan esijirjestysten kategoriaa Pre ja osittainjdrjestysten
kategoriaa Pos. Konstruoidaan aluksi funktori F': Pre — Pos. Olkoon (s, <) mieli-
valtainen esijdrjestys. Talloin relaatio ~e¢ P(s X s),a ~b & a <bAb < a,on
ekvivalenssi ja relaatio <.e P(s/~ X s/~), [a] <~ [b] & a < b, on hyvinmidri-
telty ja osittainjdrjestys. Asetetaan tilloin F(s, <) = (s/~, <.).

otoninen kuvaus. Médritetddn, ettd F(f): F(s;) — F(sz) on télloin tunnetusti hyvin-
maédritelty ja monotoninen kuvaus [x] — [f(x)]. Koska F(id)([x]) = [id(x)] = [x]
ja F(f o g)[x]) = [f(g()] = F()e)]) = (F(f) o F(g))([x]), on F todella

funktori.

Olkoon vield G: Pos — Pre kanoninen upotus. Méiritetdin luonnolliset trans-
formaatiot n7: Idpre = G o F ja €: F o G = Idpys siten, ettd n(s)(x) = [x] ja
&(s)([x]) = x. Koska osittainjérjestyksessd a ~ b, jos ja vain jos a = b, niin &(s) on
hyvinméidritelty kaikilla s € Pos. Selvisti molempien luonnollisten transformaatioi-
den komponentit ovat monotonisia. Lisdksi

(n(s") 0 f)(x) = n(s")(f(x))
= [f(x)]
= F(/)([x])
= ((G o F)(f) o n(s))(x)

kaikilla s, s € Pre, f: s — 5" jax € s ja
(£(s") o (F 0 G)(N))([x]) = e(s")([f(x)])

= f(x)
= (f o &(9)([x])

kaikilla s, s” € Pos, f: s — s'ja[x] € (FoG)(s), jotenn ja & ovat todella luonnollisia
transformaatioita.
Niami F ja G ovat liittofunktoreita, silld kaikilla s € Pos ja x € G(s) pitee

(G x&)o(n*G))(s)(x) = (G *e&)s)([x]) = x

jakaikilla s € Pre ja x € s pitee

(e + F) o (F + ) (s)(x]) = &(F(s)) (F (n(s)) (1)
(F&) (In(s)(0))

(F(s)([1x1])

=[x},

eli kolmioyhtél6t (G = €) o (n * G) = idpes ja (& * F) o (F * 1) = idpre Ovat voimassa.

=&
&
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Madritelldin seuraavaa esimerkkii varten kaksi kategorian Rng alikategoriaa.
Ensimmainen on se tdysi alikategoria Fld, johon kuuluvat tasmaélleen kaikki kunnat.
Toinen alikategoria, Dom,,, on se, johon kuuluvat tismilleen kokonaisalueet ja
ndiden viliset monomorfismit (ks. [7, s. 56]). Tiedetddn, ettd jos f: ¢ — d on
rengashomomorfismi kuntien vililld, niin se on injektio. Siispa myos Fld sisiltaa
vain monomorfismeja ollen siten kategorian Dom,, alikategoria.

Esimerkki 8.9 (ks. [7, s. 87]). Olkoon G: Fld — Dom,, kuntien upotus kokonaisa-
lueisiin. Olkoon F: Dom,, — FIld sellainen funktori, ettd F(c) on kokonaisalueen
¢ jakokunta kaikilla ¢ € Dom,, ja F(f) on kaikilla f € Dom,,, f: ¢ — ¢/, se yk-
sikdsitteinen rengashomomorfismi F(c) — F(c’), jolla F(f)([x]) = [f(x)] kaikilla
x € c. Kayttdmalld mainittua yksikésitteisyysominaisuutta on helppo havaita, ettd
F(id.) on véistamittd idp(.) kaikilla ¢ € Dom,, ja F(f o g) = F(f) o F(g) kaikilla
f. g € Dom,,, joilla yhdiste f o g on olemassa. Siis F on todella funktori.

Tunnetusti kunnan ¢ jakokunta F(G(c)) on isomorfinen kunnan ¢ kanssa, ja
tillainen isomorfia saadaan kuvaamalla jokainen jakokunnan ekvivalenssiluokka
[x] € F(G(c)) vastaavaksi kunnan ¢ alkioksi x. Olkoon nyt &: F o G = Idpyg til-
laisten isomorfioiden muodostama luonnollinen transformaatio. Luonnollisuusehto
on tdlle voimassa, silla

(e(c") o (F 0 G)(N))([x]) = () ([f(x)])
= f(x)
= (f e &(e)([x])

kaikilla c,¢’ € FId, f: ¢ — ¢’ jax € c.

Olkoon c¢ kunta, d kokonaisalue ja f: F(d) — c¢ rengashomomorfismi. Olkoon
f':d - G(e), f' = G(f) o €4, morfismi, missi €;: d — G(F(d)), on kanoninen
upotus jakokuntaan. Talloin

e(c) o F(f') = e(c)o F(G(f) o ea) = f o &(F(d)) o Flea) = f,

silld F(e;z) on isomorfismi F(d) — (F o G o F)(d), joka kuvaa jokaisen jakokunnan
alkion x € F(d) vastaavaksi ekvivalenssiluokaksi [x]. Tiedetddn myos, ettd £(c) on
isomorfismi ja ettd F ei kuvaa kahta eri morfismia samaksi morfismiksi, joten f” on
ainoa morfismi, jolla f = &(c) o F(f’). Siis &(c) on universaalimorfismi funktorista
F objektiin c. Siis F ja G ovat liittofunktoreita, silld € on niiden koyksikko.

Esimerkki 8.10. Olkoon G: Fld = Set unohdusfunktori. Onko G jonkin funktorin
F: Set = FIld oikea liittofunktori?

Oletetaan, ettd on. Talloin F sdilyttad kaikki korajat. Erityisesti se sdilyttdd tyh-
jan korajan eli alkuobjektin (). Siispd myos kategoriassa Fld on alkuobjekti. Koska
kategorian Fld morfismit ovat injektioita, niin kategorian Fld alkuobjektin on oltava
alkioiden mééréltiin pienin kunta, eli Z,. Tama on ristiriita, koska ei ole rengasho-
momorfismia Z, — Z3. Ei siis ole olemassa liitosta /' + G, missd G on mainittu
unohdusfunktori.

78



8.5 Liittofunktorien merkitys

Koska yksikon ja koyksikon komponentit ovat universaalisia, voidaan luvussa 6 kisi-
teltyjd ndkokulmia universaalimorfismeihin soveltaa myos liittofunktoreihin. Liitto-
funktorit voidaan siis mieltéda toistensa approksimaatioiksi. Toisaalta liitoksen F' 4 G
vasemman liittofunktorin F': C — D voi ajatella olevan optimaalisin ratkaisu funk-
torin G ilmaisemaan ongelmaan. Universaalimorfismi objektista ¢ € C funktoriin G
antaa yhden ratkaisun tillaiseen ongelmaan; koska F ja yksikkd Idc = G o F on
maiiritelty kaikille objekteille ¢ € C, ne antavat ratkaisut tillaiseen ongelmaan kaikil-
la ¢ € C. Esimerkiksi siis unohdusfunktorin G: Ab — Set avulla voidaan ilmaista
ongelma, jossa haetaan jollekin joukolle ¢ sellaista Abelin ryhméi d, ettd ¢ voidaan
upottaa joukkoon G(d) universaalisella tavalla. Vapaa funktori F': Set — Ab antaa
tdmén objektin d = F(c) ja yksikko & timén upotuksen &(c): ¢ — G(F(c)) kaikilla
c € C. (Ks. [57], [54])

Naiissd nidkokulmissa on tosin sama ongelma, joka havaittiin luvussa 6: koska
“pienuudella” ja “suuruudella” ei vilttimattd ole kisiteltidvissd kategoriassa aina
kovin intuitiivista merkitystd, voi olla vaikea hahmottaa, missd mielessi liittofunk-
torit approksimoivat toisiaan tai mitd optimaalisuus tai monimutkaisuus milloinkin
merkitsevit.

Toisaalta liittofunktoreiden voi usein ajatella olevan toistensa kisitteellisid vas-
takohtia (ks. [8]). Tatda nakokulmaa voidaan havainnollistaa esimerkiksi jakokunta-
funktorilla Dom,, — FIld, joka laajentaa kokonaisalueen intuitiivisesti suoraviivai-
simmalla tavalla kunnaksi, ja sen liittofunktorilla, joka taas kuvaa kunnan suoravii-
vaisesti kokonaisalueeksi.

Joka tapauksessa on havaittu, ettd liittofunktoreita I0ytyy hyvin monilta matema-
tiikan aloilta. Loydetyt esimerkit liittofunktoreista eivit olleet kovin abstrakteja ja
keinotekoisia, vaan pdinvastoin hyvin intuitiivisia ja monet niistd tunnetaan laajalti.
Esimerkiksi vapaat Abelin ryhmit olivat lukijalle todennikéisesti jo tuttuja. Niitd
koskeva esimerkki voidaan helposti yleistdd koskemaan vapaita R-moduleja, missa
R voi olla mikd tahansa rengas. Kun R kiinnitetédn, télld tavoin saatu vapaa funktori
F: Set — R-Mod ja unohdusfunktori G: R-Mod — Set voidaan jélleen helposti
havaita liittofunktoreiksi (ks. [7, s. 87]). Vapaat modulit ovat tunnetusti hyodyllisid
esimerkiksi tensori- ja ulkotuloavaruuksien sekd simpleksisen homologian kannalta,
ja on siksi hyodyllistd tuntea niiden ominaisuudet tarkasti.

Myos Galois’n vastaavuudet esiintyvit monissa asiayhteyksissa sitd koskevassa
esimerkissd mainittujen lisdksi, muun muassa kuntalaajennoksia kisiteltdessd. Raja-
ja diagonaalifunktoria koskeva esimerkki on relevantti hyvin monilla matematiikan
aloilla, silld monista matemaattisista struktuureista voidaan muodostaa esimerkiksi
tuloja ja/tai kotuloja.

Kuten johdannossa mainittiin, kategoriateoria on erityisen hyodyllinen algebral-
lisen topologian, algebrallisen geometrian ja (kategorisen) logiikan kannalta. Koska
tutkielma ei kuitenkaan koske suoraan néiti aihepiirejd ja erityisesti kaksi ensimmadis-
td niistd ovat lukijalta edellytettyihin esitietoihin verrattuna jokseenkin mutkikkaita,
tatd seikkaa ei valaistu muilla esimerkeilld kuin varistoja koskevalla esimerkilla.

Funktoreita — X s, hom(s, —): Set — Set koskeva esimerkki liittyy keskeises-
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ti funktionaalisesta ohjelmoinnista tuttuun kisitteeseen currying” (ks. [61]). Muun
muassa Haskell-ohjelmointikielen (jonka tyyppijérjestelma ja kisitteistd pohjautuvat
jossain méirin kategoriateoriaan, ks. [5]) kayttijille lienevit tuttuja funktiot curry
jauncurry, jotka ovat verrattavissa aiemmin esitettyyn luonnolliseen isomorfismiin
— X 5§ = hom(s, —) ja timén kddnteismorfismiin. Toisena esimerkkini tietojenkasit-
telytieteestd kategorioita on myos ehdotettu korvaamaan relaatiot tietokantajirjestel-
mien keskeisend kisitteend. Erddssi tillaisessa ldhestymistavassa voidaan mééritella
join- ja union-operaatiot projektio-operaation liittofunktoreina (ks. [52]).

Koska liittofunktoreita todella esiintyy ndin monilla aloilla, on mielekésté erottaa
ne omaksi kisitteekseen ja tarkastella niita.
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