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Tiivistelma

Tutkielmassa perehdytédén dérellisten ryhmien teoriaan erityisesti Sylowin lauseiden
nidkokulmasta. Sylowin lauseet tismentivit ddrellisten ryhmien rakennetta ja ovat
perustavaa laatua oleva tulos ddrellisten ryhmien luokittelun taustalla. Niiden avulla
voidaan hahmottaa, minké&laisia tietyn kertaluvun omaavat darelliset ryhmit ovat. Sy-
lowin lauseet kertovat, ettd alkuluvulla p jaollista kertalukua olevat ryhmit sisdltavit
kaikki Lagrangen lauseen perusteella mahdolliset p-aliryhmit. Toisaalta niiden mu-
kaan kaikki ryhmén Sylowin p-aliryhmit ovat konjugaatteja keskenédédn. Jos ryhmin
kertaluku on muotoa p”m, missé p on alkuluku, p ja m ovat keskenéén jaottomia, ja
r ja m ovat positiivisia kokonaislukuja, niin lauseiden perusteella ryhméin Sylowin
p-aliryhmien lukumaééra jakaa luvun m ja on luvun m kanssa kongruentti modulo p.

Adrellisten ryhmien teoriaan tullaan johdattelemaan tuomalla aluksi esiin joukko-
opillisia perusmairitelmid, kuten relaatio ja kuvaus. Miiritellddan ryhma ja tutkiel-
massa keskeisessd osassa olevan kertaluvun kisite. Tutustutaan permutaatioryhmiin
ja kdydaan lapi aliryhmén, syklisen ryhmén, normaalin aliryhmén ja yksinkertai-
sen ryhmin kisitteet. Todistetaan my0s alternoivan ryhmén yksinkertaisuus. Koh-
distetaan tarkastelu edelleen kuvauksiin, joita ovat ryhmien viliset isomorfiat, ja
todistetaan kolme isomorfialausetta.

Tutkielman keskiOssd ovat ryhmétoiminnat, joiden avulla tullaan todistamaan
Sylowin lauseet. Midritelldén erityisen hyodyllinen ryhmén toiminta, konjugaatio,
jota kdytetddn Sylowin lauseiden todistukseen ja sen avulla mééritellddn joukon nor-
malisoijan ja keskittdjan késitteet. Todistetaan lisdksi Cauchyn lause ja miiritellaan
p-ryhmain ja Sylowin p-aliryhmin kasitteet.

Sylowin lauseiden hyodyllisyyttéd tutkitaan tarkastelemalla direllisten ryhmien
yksinkertaisuutta. Osoitetaan, ettd ryhmét kertaluvuilla 1-100 eivit ole yksinkertai-
sia tai ovat vaihdannaisia kertalukua 60 lukuun ottamatta. Todistetaan my®0s, ettd
alternoiva ryhmi As on isomorfiaa vaille ainoa ryhmd, jonka kertaluku 60. Edelleen
Sylowin lauseita kdytetdan ryhmien luokittelussa. Tullaan luokittelemaan isomorfiaa
vaille erilaiset ryhmat kertaluvuilla 1-10 ja osoittamaan, ettd kertaluvun pgr omaava
ryhma, missi p, g ja r ovat eri alkulukuja, on syklinen alkuluvuille asetetuin tietyin
jaollisuusehdoin.
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Johdanto

Adrellisten ryhmien teoria on abstraktin algebran osa-alue, joka tarkastelee #rel-
lisid ryhmié eli sellaisia ryhmid, joilla on &dérellinen maird alkioita. Ryhmit ovat
algebrallisia struktuureita, jonka muodostavat joukko ja joukossa maddritelty lasku-
toimitus. Sylowin lauseet tdsmentavit ddrellisten ryhmien rakennetta ja auttavat luo-
kittelemaan #rellisid ryhmii isomorfian perusteella. Airellisten ryhmien esityksiin
erikoistunut matemaatikko Geoffrey Robinson onkin sanonut, ettd ryhméteoreetikol-
le Sylowin lauseet ovat perustyoviline, joita kdytetdin melkein ajettelematta, aivan
kuin ne olisivat osa hengitysta (ks. [2, s. 1]).

Sylowin lauseita on kokonaisuudessaan kolme. Ensimmaéisen mukaan jokaisel-
la alkuluvulla p jaollisella ryhmélld on olemassa kaikki Lagrangen lauseen pe-
rusteella mahdolliset p-aliryhmait. Toisen Sylowin lauseen nojalla ryhmén Sylowin
p-aliryhmit muodostavat tdsmélleen yhden konjugaattiluokan. Ryhmén Sylowin p-
aliryhmi on kyseisen ryhmédn maksimaalinen p-aliryhmé. Kolmas lause méérittda
puolestaan kayttoon hyodyllisen kongruenssin, joka auttaa tismentiméin sitd, kuinka
monta Sylowin p-aliryhmii dérellisessd ryhmassi on.

Sylowin lauseet on nimetty norjalaisen matemaatikon Peter Ludvig Mejdell Sy-
lowin mukaan. Hin julkaisi tulokset artikkelissaan Théorems sur les groupes de
substitution [20] vuonna 1872. Myohemmin Sylowin kolmatta lausetta ovat yleista-
neet vield Ferdinand G. Frobenius vuonna 1895 ja Louis Weisner vuonna 1935 (ks.

[3D.

Luvussa 1 kiydiin ldpi joukko-opin ja ryhmien peruskaisitteitd, joista tarkeimpid
ovat relaatio, kuvaus, ryhma ja kertaluku. Lisiksi tdssd luvussa osoitetaan joukon las-
kutoimitukselle yleinen liitdntdlaki. Luku 2 késittelee permutaatioryhmii, erityisesti
sellaista permutaatioryhmaa, joka sisiltdd kaikki joukon permutaatiot eli symmet-
riaryhmii. Osoitetaan, ettd jokainen symmetriaryhmén permutaatio voidaan esittda
yksikasitteisesti syklien tulona. Edelleen todistetaan vaihtojen lukuméirin olevan
jokaisessa permutaatiossa joko parillinen tai pariton. Luvun 3 sisilto rakentuu ali-
ryhmin, syklisen ryhmin, normaalin aliryhmin ja yksinkertaisen ryhmin kisitteiden
ympdrille. Tassd luvussa lukijan oletetaan tietdvin ndama ryhméiteorian peruskisitteet,
minkd vuoksi monet tulokset esiintyvit ilman todistusta. Timén luvun paituloksena
voidaan pitdd alternoivan ryhmén yksinkertaisuutta tarkastelevaa tulosta. Luvussa 4
osoitetaan yhtd mahtavien ryhmien vilisten ominaisuuksien sdilyttdvin kuvauksen
eli isomorfismin avulla Cayleyn lause, jonka mukaan jokainen ryhmé voidaan ndhda
permutaatioryhména. Liséksi todistetaan kolme isomorfialausetta.

Tutkielman keskiossd ovat ryhmétoiminnat, silld niiden avulla todistetaan Sy-
lowin lauseet. Nditd kdsitellddn luvussa 5. Téssd luvussa esitetdén ja todistetaan ryh-
matoimintojen luokkayhtdld, joka nidyttdd erittdin hyodyllisen esitystavan ryhmén
toimintaan liittyville dérelliselle ja epityhjélle joukolle, erityisesti siis kyseisen jou-
kon alkioiden lukumaarille. Ryhmitoimintojen kautta tullaan my0s osoittamaan, et-
td ddrellisen indeksin omaavan aliryhmin keskion muodostama tekijaryhma voidaan



upottaa sellaiseen symmetriaryhméén, jonka joukon kertaluku vastaa tétd indeksia.
Luvussa 6 todistetaan ensin Caychyn lause ja esitetddn p-ryhmén késite. Caychyn
lauseen ja ryhmitoimintojen avulla todistetaan Sylowin lauseet ja miairitelldén yksi
tutkielman tirkeimmisti késitteistd eli Sylowin p-aliryhma. Lopulta, luku 7 késitte-
lee Sylowin lauseiden sovelluksia dérellisten yksinkertaisten ryhmien seka aarellisten
ryhmien luokittelun ndkdkulmasta.

Lukijan oletetaan tuntevan lukuteorian perusteet, eikd siihen liittyvid kisittei-
td ja tuloksia esitelld tidssé tutkielmassa. Suurin osa tutkielman havainnollistavista
esimerkeistd on joko lihdeteosten harjoitustehtédvii tai tekijan itsensd kehittamia.
Lihdeviittauksettomat todistukset ovat tekijan todistamia, eiké niihin néin ollen ole
suoraa ldhdeviittausta. Tutkielman paildhteind on kiytetty D. S. Malikin, John M.
Mordesonin ja M. K. Senin sekd John S. Rosen teoksia Fundamentals of Abstract
Algebra [11] ja A Course on Group Theory [18].
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1 Esitietoja

Luvussa 1 tarkoituksena on luoda lukijalle riittdvd joukko-opillinen ja ryhméteo-
reettinen pohjatieto jatkossa esille tulevien tulosten todistamista varten. Esitetdin
joukko-opillisia perusldhtokohtia ryhmiteorialle ja méaéaritelldin ryhma seki tutkiel-
massa keskiossd olevan kertaluvun késite. Lihtokohtana joukko-opissa on ZFC:n
mukainen aksiomaattinen ldhestymistapa. Joukko-opillisesti oleellisimpia méadritel-
tavid kisitteitd ovat relaatio, ositus, ekivivalenssirelaatio, kuvaus ja karteesinen tulo.
Luvun tirkeimpind tuloksina pidetdédn lauseita 1.13, 1.21 ja 1.29, joista jalkimmai-
seen annetaan my0s tasmaéllinen todistus.

Useisiin esitettyihin tuloksiin ei esiteta tdassd luvussa todistuksia, vaan ne sivuu-
tetaan tunnetuiksi oletettuina tuloksina. Tamén luvun rakenne noudattaa pédosin, ja
erityisesti alaluvun 1.1 osalta, Scottin teoksen Group Theory [19, s. 1-4] rakennetta.

1.1 Joukko-oppia ja tarvittavia peruskisitteita

Tarkasti ottaen joukot voidaan miiritelld aksiomaattisesti Zermelo-Fraenkelin (mu-
kaan luettuna valinta-aksiooma) joukko-opin eli lyhyesti ZFC:n mukaan (ks. [7, s.
8—12]). Perusajatus on, ettd joukot midrdyvit alkioistaan. Kaikille joukoille A ja B
pitee tilloin, ettd A = B, jos ja vain jos x € A & x € B kaikilla joukoilla x.
Tamin ekstensionaalisuusaksiooman lisdksi on muitakin aksioomia, joita ei tdssa
kuitenkaan esiteti.

Téssd tutkielmassa késitellddn pddasiassa vain ddrellisid joukkoja, ja myohemmin
samaten ddrellisid ryhmii. Joukkoa kutsutaan ddrelliseksi, kun se sisédltdd ddrellisen
madrin alkioita.

Miiritelmé 1.1. Adrellisen joukon A alkioiden lukuméirdi kutsutaan joukon A
kertaluvuksi, ja sitd merkitddn symbolilla |A|. Joukon A sanotaan olevan yksio, jos
|A] = 1.

Huomautus. Yleisesti joukko-opissa puhutaan mieluummin joukkojen mahtavuuk-
sista ja kardinaaleista kuin kertaluvuista. Joukkoa sanotaan ddrettoméksi, kun se ei
ole ddrellinen.

Tunnetuksi oletetaan perinteisen (intuitiivisen) joukko-oppin yhdisteen, leikkauk-
sen ja erotuksen maiidritelmit. Seuraavaksi esitetddn yhdisteen ja leikkauksen ylei-
semmait versiot. Mairitelldédn lisdksi, mitéd tarkoitetaan perheen maksimaalisella al-
kiolla.

Miiritelma 1.2. Perheen A yhdiste on | JA = {x | dA € A(x € A) }. Perheen A
leikkaus on A ={x | VA € A(x € A) }, kunhan A # 0.

Maaritelma 1.3. Joukko M on epityhjian perheen A maksimaalinen alkio, jos M on
sisdltyvyyden suhteen maksimaalinen. Toisin sanoen, jos M C A € A, niin M = A.



Huomautus. Joukko-opillisesti perheet ja alkiot ovat myos joukkoja. Tyypillisesti
nditd nimityksid kdytetddn vain joukkojen kategorisoimiseksi. Perheiden alkioina
ajatellaan olevan joukkoja, jotka sisdltdvit alkioita. Joukot taas sisdltivit alkioita,
joiden mahdollisilla alkioiden alkioilla ei ajatella olevan merkitysta.

Huomautus. Tasmadllisesti ottaen, muotoa { x | p(x) } olevan joukon, eli ns. jouk-
koabstraktion, esitys on ongelmallinen, miki voidaan osoittaa Russelin paradoksilla
(ks. esim. [14, s. 51-52]). Kaikkien téllaista muotoa olevien joukkojen olemasso-
lo tulisi perustella ZFC:n aksioomien kautta. Tdssd tutkielmassa tdtd perustelua ei
esitetd, mutta lukijan on hyva tiedostaa kyseinen fakta.

Relaation ja jirjestetyn parin kisitteet kulkevat kisi kidessd.

Miiritelma 1.4. Joukkojen a ja b jdrjestetty pari on (a, b) = {{a}, {a, b}}. Relaatio
on joukko jarjestettyjd pareja.

Jarjestetyn parin mairitelmén avulla voidaan osoittaa, ettd seuraava oleellinen
ominaisuus pétee:

Lause 1.5. (a, b) = (¢, d), jos ja vain jos a = c jab = d.
Todistus. Sivuutetaan. Todistuksen idean voi katsoa lahteestd [11, s. 4]. O

Seuraavaksi esitetddn madrittely- ja arvojoukon sekd kentén kisitteet. Midritel-
ladan myos yhdistetty relaatio ja kdinteisrelaatio seki relaation rajoittuma ja joukon
kuva relaatiossa.

Maaéritelma 1.6. Relaation R mddrittelyjoukko ondom(R) = {a | Ab ((a,b) € R) },
arvojoukko on ran(R) = {b | da ((a,b) € R) }, ja kenttd on fld(R) = dom(R) U
ran(R).

Miairitelmé 1.7. Relaatioiden R ja S yhdistetty relaatio on
RoS={(x2)|Iy((x,y) €S, (».2) €R)}.
Relaation R kddinteisrelaatioon R™' = {(b,a) | (a,b) € R}.
Miaritelma 1.8. Relaation R rajoittuma joukkoon A on
RITA={(a,b)eR|acAl.
Joukon A kuva relaatiossa R on
R[A]=ran(R [ A) = {b|Ja € A((a,b) € R) }.

Relaatioiden yhdistaminen on liitinndinen operaatio. Esitetdin lisidksi karteesisen
tulon ja ekvalenssirelaation méaaritelmat.

Lause 1.9. Olkoot R, S ja T relaatioita. Tdilloin Ro (SoT) =(RoS)oT.

Todistus. Ks. [19, s. 2]. O
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Maaritelmi 1.10. Joukkoa A X B = {(a, b) | a € A, b € B} kutsutaan joukkojen A
ja B karteesiseksi tuloksi.

Miairitelmé 1.11. Relaatio E on ekvivalenssirelaatio joukossa A, jos se on reflek-
siivinen joukossa A, symmetrinen ja transitiivinen. Jos E on joukon A ekvivalenssi-
relaatio, niin joukko [x] = {y € A | (y, x) € E} on alkion x midrddma ekvivalenssi-
luokka.

Ekvivalenssirelaation liittyy oleellisesti joukon osituksen eli luokkajaon kisit-
teeseen. Seuraavaksi ndytetddn perustavaa laatua oleva tulos, jonka mukaan joukon
ekvivalenssiluokat osittavat kyseisen joukon. Jos joukolla A on siis ekvivalenssi-
relaatio E, niin joukko A voidaan muodostaa relaation E madrddmistd erillisisti
ekvivalenssiluokista.

Miiritelmé 1.12. Olkoon A joukko ja P perhe, joka koostuu joukon A epityhjista
osajoukoista. Tilloin perheen $ sanotaan olevan joukon A ositus eli luokkajako, jos
seuraavat ehdot ovat voimassa:

(i) Kaikilla B, C € P pitee joko B=Ctai BN C = 0.
(i) A=U®P.

Lause 1.13. Olkoon E joukon A ekvivalenssirelaatio. Tidlloin ekvivalenssirelaation
E mddrddamdit joukon A ekvivalenssiluokat osittavat joukon A. Toisin sanoen, perhe
P = {[x] | x € A} on joukon A ositus.

Todistus. Ks. [7, s. 30]. O
Madritellddn nyt yksi tirkeimmistéd joukko-opillisista kisitteistd eli kuvaus.

Miiritelmé 1.14. Joukko f on kuvaus eli funktio, jos f on relaatio, joka toteuttaa
funktionaalisuusehdon:

Jos (x,y) € fja(x,y") € f, niiny =y’

Huomautus. Kuvaukselle f merkintd f: A — B (eli f on kuvaus joukosta A jouk-
koon B) tarkoittaa, ettd dom(f) = A ja ran(f) € B. Tilloin f € A X B. Usein
kuvaukselle f merkinnin (x,y) € f sijasta kdytetdin merkintdd f(x) = y. Lisdksi
kuvauksen f kiinteisrelaatio ! ei ole vilttamittd kuvaus.

Miairitelméa 1.15. Olkoon f: A — B’ kuvaus ja B C B’. Joukon B alkukuva,
f~'[B], on joukko, joka koostuu niisti joukon A alkioista, jotka kuvautuvat joukolle
Beli

f[Bl:={ac Al f(a) € B}.

Merkinta 1.16. Joukon A identtistd kuvausta merkitddan symbolillaid 4, toisin sanoen
idg: A — A ida(x) = x.

Seuraavassa lauseessa néytetdin muutamia relaatioiden ja kuvausten perusomi-
naisuuksia.
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Lause 1.17. Olkoot R ja S relaatioita sekd f, g ja h kuvauksia. Tdlloin
(a) dom(R™') = ran(R) jaran(R™') = dom(R).

() (RH™ =R

©) (RoS)'=85"ToR L

(d) f o g on kuvaus.

(e) Jokaisella x € dom(f o g) pdtee (f o g)(x) = f(g(x)).

(f) fo(goh)=(fog)oh

Todistus. Sivuutetaan. Osaan kohdista 10ytyy todistukset ldhteistd [19, s. 3] ja [11,
s. 44]. i

Madritelldin sitten, mité tarkoitetaan kuvauksen surjektiivisuudella ja injektiivi-
syydelld. Bijektio, joka on surjektio ja injektio, on kuvaus, joka muodostaa kahden
joukon alkioiden viilille yksi-yhteen-vastaavuuden.

Mairitelmé 1.18. Olkoon f: A — B kuvaus joukolta A joukkoon B. Kuvaus f on
injektio, jos kaikilla x, y € A, x # y, pitee f(x) # f(y). Kuvaus f on surjektio, jos
ran(f) = B. Kuvaus f on bijektio, jos se on injektio ja surjektio.

Miiritelma 1.19. Joukot A ja B ovat yhtidmahtavat, A ~ B, jos on olemassa bijektio
f:A— B.

Huomautus. On helppoa osoittaa, ettd yhtimahtavuudella on ekvivalenssirelaation
ominaisuudet, mutta se ei kuitenkaan ole ekvivalenssirelaatio, koska se ei ole joukko.
Kun A ~ B, niin usein kirjoitetaan |A| = |B|. On viliton seuraus, ettd ddrellisille
joukoille A ja B pitee: |A| = |B|, jos ja vain jos kyseisilla joukoilla on sama maara
alkioita. Tassd mielessd alussa annettu méaéritelma 1.1 dédrellisen joukon kertaluvusta
on mielekis.

Maiéritelma 1.20. Olkoon f: A — B kuvaus. Kuvauksen f sanotaan olevan vasem-
malta kddintyvd, jos on olemassa sellainen kuvaus g: B — A, ettd go f = id4. Kuvaus
f on puolestaan oikealta kicintyvd, jos on olemassa sellainen kuvaus 4: B — A, ettd
f o h = idg. Tillaista kuvausta g sanotaan vasemman puoleiseksi kdcinteiskuvauk-
seksi, ja vastaavasti kuvaus h on oikean puoleinen kdcnteiskuvaus. Kuvaus f on
kdcntyvd, jos se on sekd vasemmalta ettd oikealta kddntyva.

Seuraava lause mahdollistaa kuvauksen f kéanteiskuvauksen olemassaolon ja
yksikésitteisyyden. Lauseen tasmaéllinen todistus vaatisi ZFC:n valinta-aksiooman
kayttod, joten todistuksen tdsmadllinen tarkastelu jitetddn lukijalle.

Lause 1.21. Olkoot A ja B joukkoja, A # 0, ja f: A — B. Tilloin

(i) f onm injektio, jos ja vain jos f on vasemmalta kddntyvd.
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(ii) f on surjektio, jos ja vain jos f on oikealta kdidintyva.
(iii) f on bijektio, jos ja vain jos [ on kddntyvad.
Todistus. Ks. [7,s. 25]. O

Seuraus 1.22. Olkoon f: A — B kddntyvd kuvaus. Tdlloin kuvauksella f on olemas-
sa yksikdsitteinen kdcnteiskuvaus f~': B — A, jolle f 1o f =idaja fo f~' =idp.

Todistus (vrt. [11, s. 46]). Kiidntyvd kuvaus f on bijektio, joka on surjektio ja in-
jektio. Edellisen lauseen nojalla on siis olemassa kuvauksen f vasemman puoleinen
kédanteiskuvaus g ja oikean puoleinen kéinteiskuvaus h. Télloin g o f = idy ja
foh =1idp. Siis g = goidp =go(foh) =(gof)oh =idgoh = h. Taten
merkitsemilld g = 1 := f~! viite on todistettu. O

Seurauksen 1.22 nojalla jokaisella bijektiolla on siis olemassa yksikésitteinen
kaanteiskuvaus. Seuraavaksi esitetddn laskutoimuksen kisite kuvauksen avulla. Li-
sdksi laskutoimitukselle nimetién liitinndisyys- ja vaihdannaisuusominaisuudet.

Maaritelma 1.23. Joukon A laskutoimitus on kuvaus x: A X A — A.

Huomautus. Joukon A laskutoimitukselle kuvauksille tyypillisen merkinnén *((a, b)),
missi (a, b) € AX A, sijasta kdytetddan merkintdd a = b. Laskutoimituksen hyvin maa-

riteltdvyyden tarkistamiseksi osoitetaan, ettd jokaisella (a, b) € A X A on olemassa

tasmilleen yksi sellainen ¢ € A, ettd x = y = z. Riittdd siis osoittaa, ettd kaikilla

(a,b), (a’,b") € A X A pitee implikaatio: (a,b) = (a’,b') > axb=a" xD'.

Miaritelmé 1.24. Joukon A laskutoimitus * on liitdnndinen, jos
(a+b)*c=a=(bx*c)kaikilla a, b, c € A.
Laskutoimitus on puolestaan vaihdannainen, jos
ax*xb=>bxakaikillaa, b € A.

Miairitelmé 1.25. Olkoon * joukon A laskutoimitus, ja olkoot joukot B ja C joukon
A osajoukkoja. Tilloin joukkojen B jaC tuloon B+ C ={bxc | b € B,c € C}.

Niytetddn nyt, ettd liitinndisyyden méiritelmistd seuraa itse asiassa yleinen lii-
tanndisyys. Tavoitteena on siis osoittaa, ettd liitdnndisyys yleistyy kolmen alkion
tapauksesta n:n alkion tapaukseen. Tétd varten on kuitenkin yleistettivd madritelman
1.10 karteesinen tulo koskemaan kahden joukon sijasta kokonaista joukkoperhettd,
ja jarjestetyt parit yleistetdédn dérellisen pituisiksi jonoiksi. Tarkastellaan indeksoitya
joukkoperhettd A = {A; | i € I}, missid I on indeksijoukko.

Maaritelma 1.26. Indeksoity jono (x;)ie; onkuvaus f, jolle dom( f) = I jajokaisella
i € I pitee f(i) = x;.
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Indeksdityjen jonojen avulla voidaan miiritelld hyvin myos yhdisteitd ja leik-
kauksia. Olkoon A = {A; | i € I} indeksoity joukkoperhe, missd I on indeksijoukko.
Tarkastellaan indeksoityd jonoa (A;)ies. Nyt | JA = Uie; Ai = Uran((A))ier). Jos
perhe A on lisdksi epityhjd, niin (A = (s Ai = (ran((A;)ier). Nyt voidaan
madritelld yleinen karteesinen tulo.

Mairitelma 1.27. Joukkoperheen A = {A; | i € I} yleinen karteesinen tulo on

XA = Xier A= {f | f: 1| JAjafi) € A kaikillai € I}=
{(ai)ier | Vi € I(a; € Aj)}.

Merkintia 1.28. Olkoon I = {1,2, ..., n} éddrellinen indeksijoukko. Télloin kartee-
sista tuloa I1;c;A; merkitdadn termien Ay, ..., A, tulona A; X Ay X ... X A,. Joukon
Al X Ay X ... X A, alkiota merkitdin jonolla (ay, ay, .. ., a,), missid a; € A; kaikilla
iel. JosA = A, =...=A, = A, niin karteesista tuloa merkitdén symbolilla A",
jatilloin a; € A, kuni € I.

Olkoon nyt = joukon A laskutoimitus. Olkoon fi: A — P(A), fi(a1) = {a1}.
Madritellddn rekursiolla luvun n > 2 suhteen kuvaus f,,: A" — P(A),

(L) falar,..va) = | U@ @) fap(apen,. . oan) 10 <7 <n).

Induktiolla voidaan osoittaa, ettd f,(ay,...,a,) # 0, kun (ay,...,a,) € A". Li-
sdksi havaitaan, ettd mééritelmén 1.24 nojalla f3(ai, a, az) on yksio, jos ja vain jos
% on liitdnndinen laskutoimitus, kun (aj, as, az) € A3, Nyt ollaan valmiita todista-
maan yleinen liitintélaki.

Lause 1.29. Olkoon * joukon A liitdnndinen laskutoimitus ja (ay,...,a,) € A",
missdn € Z.. Tdlloin f,(ay,...,a,) on yksio.

Todistus (vrt. [19, s. 4]). Todistetaan lause induktiolla luvun n suhteen. Viite on
selvd, kun n = 1 jan = 2. Olkoon n > 2. Oletetaan, ettd viite pitee kaikille lukua
n pienemmille luvuille. Olkoon z € fy,(ay,...,a,)jaz € fu(ay,...,a,). Tilloin on
olemassa sellaiset alkiot x, y, x’, y' € A (fu(ay,...,a,) € P(A) = fu(ay,...,a,) C
A) ja luonnolliset luvut r ja ¢, ettd

z=xxyjaz =x"*y, missd x € f,(ar,...,a,),y € fur(@rs1,...,a),
X/efl‘(ala~-"al)’ylEfn—l(at+1"",an)-

Oletetaan ensin, ettd r = . Nytinduktio-oletuksennojalla f,(ay, ..., a,) = fi(ay, ...,
ar) ja fuo-r(@rsts - - o> an) = fu—t(@rs1, ..., a,) ovat yksioitd, joten x = x" jay = y’.
Siisz=xxy=x"xy =7.

Oletetaan sitten, ettd r < t. Induktio-oletuksen perusteella f;_,(a;+1,...,4a;) on
yksio {v}. Edelleen induktio-oletuksen mukaan myos f,—,(a,+1, ..., a,) ja
Sn-t(as1, - . ., ay) ovat yksioitd {y} ja {y’}. Nyt kuvauksen (1.1) mééritelmin no-
jalla fip(ars1s ..o ar) * fai(aists ... an) S fuor(@rits ... ay) eli {v xy'} C {y},
joten itse asiassa {v * y’} = {y} (yksioon voi sisdltyd vain tyhjd joukko tai yksio
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itse, ja aiemmin todettiin, ettd kisiteltdvit joukot muotoa f,(ay,...,a,) ovat epa-
tyhjid). Siis y = v * y’. Vastaavasti induktio-oletuksesta seuraa, etti f;(ay,...,a;) ja
fr(ay, ..., a,) ovatyksioitd {x’} ja {x}. Edelleen f,(ay,...,a;)* fi—r(ars1,...,a,) C
fi(ars1, ..., ap) eli {x v} C {x’}, joten {x * v} = {x}. Taten x" = x = v. Nyt liitdn-
ndisyyden vuoksi

z=xxy=xxWxy)=(xxv)xy =x"xy =7

Téaysin symmetrisesti késitelladn tapaus r > ¢. Siis induktiolla ollaan osoitettu, ettd
fa(ai, ..., ay) on yksio. o

Lauseen 1.29 joukon f,(ay,...,a,) yksiotd merkitdan symbolilla a; * - - - * a,,.
Jos laskutoimitus * olisi lisdksi vaihdannainen, voitaisiin osoittaa, ettei tekijoiden
ai, . . .,ay keskindiselld jirjestykselld ole vilid esityksessd ajy * - - - * ay,.

1.2 Ryhmin mairitelma

Alaluvussa 1.2 esitetddn ryhmén méadritelmé seki joitakin ryhmien perusominai-
suuksia ilman todistusta.

Miiritelma 1.30. Olkoon * joukon G laskutoimitus. Télloin jérjestetty pari (G, *)
on ryhmd, jos seuraavat ehdot patevit:

1. Laskutoimitus * on liitdnnéinen joukossa G.
2. On olemassa sellainen alkio e € G, ettd kaikille g € G pitee
gre=e*xg=g.
Tallaista alkiota e kutsutaan neutraalialkioksi.

3. Jokaisella alkiolla g € G on olemassa sellainen g~! € G, etti
g*g_l :g_l*gze.
Alkiota g~! kutsutaan alkion g kdcinteisalkioksi.

Liséksi, jos laskutoimitus * on vaihdannainen, sanotaan ryhmin (G, =) olevan Abelin!
ryhmd.

Huomautus. Mikili ryhmén laskutoimitus * on asiayhteyden perusteella tunnettu,
kaytetddn perinteisen ryhmin méadritelmén merkinnén (G, *) sijaan ryhmaélle yksin-
kertaisesti merkintdd G. Vastaavasti, jos laskutoimituksen * merkitysti ei ole tarpeen
erikseen korostaa voidaan alkiota g; * g, merkitd yksinkertaisesti symbolilla g;g»,
kun g1, 82 € G.

'Niels Henrik Abel (1802—-1829) oli norjalainen matemaatikko, joka todisti, ettei viidennen tai sitd
korkeamman asteen yhtélod voida ratkaista algebrallisesti. Abel mullisti mys elliptisten funktioiden
teorian. [11, s. 82]
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Jos (G, ) on ryhmi ja g1, 82,...,8, € G ryhmin alkioita, niin lauseen 1.29
perusteella seuraavassa madritelméassi niiden avulla esitettdva tulo on yksikisitteinen
joukon G alkio. Lauseessa 1.32 esitetddn ryhmin perusominaisuuksia.

Miaéritelmé 1.31. Olkoon (G, *) ryhmd ja H sen &dérellinen osajoukko, jonka kerta-
luku on n. Merkitddn A = {(ay,...,a,) € H" | a; # aj,kuni # j}. Tarkastellaan
kuvausta f: A — G,

f(al""’an):al*"'*an.

Kuvajoukon f[A] alkioita kutsutaan joukon H tuloiksi. Jos f[A] on yksio, niin joukon
H tuloa merkitddn symbolilla [| H.
Jos hy, hy, ..., h, ovat joukon H alkiot, niin joukon G alkiota hy * hy * --- % hy,
kutsutaan alkioiden hy, . . ., h, tuloksi, jota merkitddn myoOs lausekkeella [[;<;<, Ai.
Mairitellddn lisdksi erikseen, ettd tyhjin joukon tulo on ryhmén G neutraalialkio,
eli toisin sanoen [0 = e.

Huomautus. Médritelmisséd 1.31 joukon H tulo on yksikésitteinen vain, jos f[A] on
yksio. Talloin merkintd [[ H on mielekds. On hyvd huomata myos, ettd vain Abelin
ryhmassé kaikki tulot ovat médriteltyja.

Lause 1.32. Olkoon (G, %) ryhmd. Olkoot g, x,y,z € G ja g1,...,8, € G. Tidlloin
seuraavat ehdot pditeviit.

(a) Ryhmdn G neutraalialkio ja jokaisen ryhmdn G alkion kdcdnteisalkio ovat yksi-
kdsitteisidi.

b) gH™' =g

(c) Josxsxz=yx*ztaiz*x =27y, nin x = y.

(d) On olemassa sellaiset yksikdsitteiset alkiot u,v € G, ettdi x *u =y jav = x = y.
(@) (g1 xgn) =gy wongrl.

Todistus. Sivuutetaan. Ks. [11, s. 63]ja [19, s. 7]. O

Madritellddn sitten rekursiivisesti ryhmén alkion positiivinen potenssi. Tastd
madritelmastd seuraa myos lause 1.34.

Miaritelmé 1.33. Olkoon (G, %) ryhmd, g € G ryhmin alkio ja n € N. Mééritelldén

n+l

2. 8" =g"xg.

Edelleen kaikilla n € Z, maaritelldan
3. g7 ="

Lause 1.34. Olkoon (G, %) ryhmd, x,y € G jam,n € Z. Tidlloin

16



(a) " =e,

(b) x™ % x™ = X" = x"M % x",

(c) (™)™ =x"",

(d) (x=y)" =x"*y" jos G on Abelin ryhmd.

Todistus. Sivuutetaan. Todistus perustuu induktioon ja madritelméin 1.33. Kohta
(a) on hyvin yksinkertainen yhden muuttujan induktiotodistus ja kohtien (b) ja (c)
todistuksen ideaa voi katsoa ldhteestd [19, s. 7-8]. Kohta (d) todistetaan melko
suoraviivaisesti induktiolla luvun n suhteen. O

Tehdddn nyt ryhmien Gy, Go, ..., G, karteesisesta tulosta G| X Gy X - -+ X G,
ryhmi maéérittelemalld sille sopiva laskutoimitus.

Lause 1.35. Olkoot (G, x1), (G2, %2), . . ., (G, *,) ryhmid. Merkitddn
G = Gl XGQ,XXG}’! :{(gl’gZa-~-9gl’l) |gl EGiaie {1,...,1’1}}.
Moddiritellddin laskutoimitus * joukossa G asettamalla

(ar,az,...,ay) * (b1,by, ..., by) = (a1 *1 by, a2 %2 by, . . ., ap %, by) aina, kun
(al, a, ..., an), (bl, bz, Ceey bn) e G.

Talloin (G, *) on ryhmdi.

Todistus. Suoraviivainen todistus, joka voidaan todistaa suoraan ryhmén maééritel-
min avulla. Ks. [11, s. 181-183]. O

1.3 Kertaluvun Kisite

Téssd alaluvussa méadritelladn kertaluvun késite sekd ryhmélle ettd ryhmén alkiolle.
Tama kasite esiintyy jatkossa hyvin monessa kohtaa tutkielmaa. Ryhmén kertaluvun
mairitelma palautuu joukon kertaluvun mééritelméén 1.1.

Miiritelmé 1.36. Ryhmén (G, ) sanotaan olevan ddrellinen ryhmd, jos joukossa
G on adrellisen monta alkioita. Ryhmi (G, %) on puolestaan ddreton, jos se ei ole
ddrellinen. Adrellisen ryhmin (G, =) kertaluku on joukon G alkioiden lukuméri.
Ryhmin G kertalukua merkitidan symbolilla |G|.

Miiritelméa 1.37. Olkoon G ryhmad ja g tdmén ryhmén alkio. Jos on olemassa
sellainen positiivinen kokonaisluku n, etti g" = e, niin pienintd tdllaista lukua
sanotaan alkion g kertaluvuksi. Alkion g kertaluvulle kdytetdin merkintda ord(g).
Télloin alkion kertaluvun sanotaan olevan liséksi ddrellinen. Jos tillaista positiivista
kokonaislukua ei ole olemassa, alkion kertaluku on ddreton.
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Huomautus. Ryhmin alkion kertaluvun maédritelméd on mielekis, silla darelliselle
ryhmille G voidaan osoittaa, ettd on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku
n, ettd g = e kaikilla g € G (ks. [11, s. 68]). Jos ryhmid G on ddreton, niin on toki
mahdollista 10ytda tillainen positiivinen kokonaisluku. Tasséd tapauksessa sellaista
kokonaislukua ei kuitenkaan aina 16ydy.

Seuraava lause 1.38 madrittda ryhmaén alkion kertaluvun hyodyllisid ominaisuuk-
sia. Seuraus 1.39 voidaan johtaa suoraviivaisesti lauseesta 1.38.

Lause 1.38. Olkoon a sellainen ryhmdn G alkio, jolla on ddrellinen kertaluku.
Merkitdcdn ord(a) = n. Tidlloin seuraavat ehdot pditeviit.

(i) Jos a™ = e, missd m € Z., niin n jakaa luvun m.

(ii) Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla t pditee, ettd

n
d(a') = .
ord(a’) syt(t, n)

Todistus. Todistus pohjautuu jakoyhtdloon. Ks. [11, s. 69]. |

Seuraus 1.39. Olkoon x1 = e, missd x on ryhmdn G alkio, p on alkuluku, k € 7
ja q = p*. Tilloin x = e tai ord(x) = p" jollakin kokonaisluvullan, 1 < n < k.

Todistus. Lauseen 1.38 kohdan (i) perusteella ord(x) | pk, joten ord(x) = p", missa
n € {0, ..., k}. Erityisesti, jos n = 0, niin ord(x) = 1, jolloin x = e. Siis ord(x) = p",
missd 1 <n < k,tai x = e. O
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2 Permutaatioryhmat

Téssd luvussa kisitelldin permaatioryhmié. Historiallisesti permutaatioryhmait nih-
dddn usein abstraktin ryhmaéteorian kulmakiveni (ks. [11, s. 83]), ja ne muodosta-
vatkin tarkedn erikoistyypin ryhmistd. Myohemmin tullaan nimittdin osoittamaan,
ettd kaikki ryhmit ovat isomorfisia sopivasti méadritellyn permutaatioryhmén kanssa.
Tamai luku noudattaa suurilta osin kirjan Fundamentals of Abstract Algebra [11, s.
83-96] rakennetta, ja osin my0s ldhteen [4, Conrad] sisaltoa.

Luvun péituloksia ovat lauseet 2.13 ja 2.15, joista ensimmdisen mukaan jokai-
nen symmetriaryhmin permutaatio voidaan esittdd yksikésitteisesti syklien tulona.
Jalkimmadinen lause taas sanoo, ettd kun permutaatio esitetdin vaihtojen tulona, niin
vaihtojen lukumaééri on joko parillinen tai pariton.

2.1 Permutaatioryhmiit, syklit ja symmetriaryhmat
Madritellddn ensin, miti tarkoitetaan permutaatiolla ja permutaatioryhmélla.

Miaritelma 2.1. Olkoon X epityhjd joukko. Joukon X permutaatio on bijektio
joukolta X itseensi.

Maadritelmi 2.2. Ryhméi (G, o) kutsutaan permutaatioryhmdiksi epityhjissa jou-
kossa X, jos ryhmén G alkiot ovat joukon X permutaatioita, missd laskutoimitus o
on kuvausten yhdistdminen.

Mairitelméssda 2.2 ryhmd G koostuu siis vain joistakin joukon X permutaa-
tioista. Madritelldin seuraavaksi symmetriaryhmad, joka koostuu kaikista joukon X
permutaatioista. Madritelméssa 2.3 oletetaan jo symmetriaryhmén neutraalialkion
olemassaolo, mika seuraa heti lauseesta 2.4.

Mairitelma 2.3. Olkoon X epityhja joukko ja Sy joukko, joka sisdltdd kaikki joukon
X permutaatiot. Paria (S, o) kutsutaan joukon X symmetriaryhmdiksi.

Seuraava lause kertookin, miksi symmetriaryhméi voidaan ylipdatidén kutsua
ryhmiksi.

Lause 2.4. Symmetriaryhmd (Sx, o) on ryhmd.

Todistus. Sivuutetaan. Todistuksessa kasitelldén kuvausten tyypillisid ominaisuuk-
sia. Ks. [19, s. 9]. O

Huomautus. Symmetriaryhmén Sy, ja jokaisen joukon X permutaatioryhmin, neut-
raalialkio on tietysti identtinen kuvaus idy.

Otetaan nyt kayttoon hyodyllinen merkintdtapa, jossa symmetriaryhméiin Sy
liittyvad joukkoa X tarkastellaan luonnollisten lukujen N dérellisend osa-joukkona.
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Merkinta 2.5. Olkoon [, = {1,2,...,n}, missd n € Z,. Télloin symbolilla S,
merkitdin joukon /,, symmetriaryhméa. Symmetriaryhmén S, neutraalialkiolle kéy-
tetddn identtisen kuvauksen merkinnén id;, sijasta merkintdd (1). S, on siis ryh-
mi, joka koostuu kaikista joukon I, permutaatioista. Olkoon @ € S,. Tilloin @ =
{(1,a(1)),(2,a(2)),...,(n,a(n))}. Usein joukon I, mielivaltaiselle permutaatiolle
a € S, kdytetddn myOs seuraavaa kaksirivistd merkintitapaa:

o= 1 2 3 e n
e a) aB) ... a@) |’
Jos a(i) =i jollakin i € I,,, niin saraketta z,) ei tarvitse merkita.
a(i

Huomautus. Lauseen 2.4 nojalla S,, on ryhma.

Seuraava lause kertoo kaksi symmetriaryhmin S, perusominaisuutta.

Lause 2.6.

(i) Jos n > 3, niin symmetriaryhmd S,, ei ole vaihdannainen.
@ii) |S,| = n.

Todistus. (i) Ks. [11, s. 87]. Olkoon n > 3. Tarkastellaan symmetriaryhméan S,
seuraavia permutaatioita « ja [:

123 123
“:(1 3 2)’ﬁ:(3 2 1)'

040,8:(1 2 3),,80a:(1 2 3),

Nyt

2 31 31 2

jolloin (o B)(1) =2 # 3 = (Boa)(l).Siisa o B # B oa,jandin ollen S, ei ole
vaihdannainen.

(i) Symmetriaryhmd S, koostuu kaikista bijektioista dédrelliseltd joukolta I, it-
seensd. Olkoon @ € S, jokin permutaatio eli bijektio a: I, — I,. Tilloin jokai-
sella i € I, on olemassa sellainen yksikdsitteinen j € I, ettd (i,j) € «a. Per-
mutaatio @ on siis joukko, joka koostuu jdrjestetyistd pareista seuraavasti: @ =
{(La(l)),(2,a(2)),...,(n,a(n))}, missd a(i) # a(j), kun i # j. Lisdksi, per-
mutaation surjektiivisuudesta seuraa, ettd I, = ran(a) = {a(1),...,a(n)}, missd
injektiviisyyden vuoksi (1), ..., a(n) € I, ovat eri lukuja. Tastd seuraakin suoraan,
ettd symmetriaryhmin mielivaltaisella permutaatiolla voi olla n! kappaletta erilaisia
esityksid. Siis |S,| = n!. |

Mairitellddn seuraavaksi syklin ja vaihdon kasitteet. Syklit ovat erittdin kaytto-
kelpoinen merkintitapa symmetriaryhmén permutaatioille.
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Miairitelma 2.7. Permutaatio @ € S, on k-sykli (k > 1), jos on olemassa sellaiset
eri luvutiy,...,i; € I,, ettd

( i1 I ... dp—1 g )

a = . . . . ,

1 13 ... L 11

eli toisin ilmaisten, a(i;) = ij+1 ja a(ix) = iy, kun j € {1,2,...,k — 1}, ja lisdksi

a(j) = j aina, kun j ¢ {iy, ..., ix}. Talloin merkitddn a = (i; i --- ix). 2-syklejd
kutsutaan vaihdoiksi tai transpositioksi. k-syklin pituus on yksinkertaisesti k.

Symmetriaryhmén permutaatiossa, joka on sykli, luvut siis kuvautuvat syklimai-
sesti aina toiselta toiselle (i1 = iy = i3...ik—1 > iy = 11), kunnes sykli paittyy, ja
alkaa alusta. Vaihto on taas permutaatio (i; i), joka kuvaa kaksi lukua toisikseen,
ja jattdd muut luvut itsekseen. Midritellddn nyt, mitéd tarkoitetaan silld, ettd kaksi
permutaatiota ovat konjugaatteja.

Miiritelmé 2.8. Symmetriaryhmin S, permutaatioita « ja 8 kutsutaan konjugaa-
teiksi, jos on olemassa sellainen y € Sy, etti yoa oy~ = B.

Seuraava lause néyttidd, miten voidaan maarittad minka tahansa syklin konjugaatti.

Lause 2.9. Olkoon B = (iy iy --- i;) € S, sykli. Tdlloin kaikilla a € S, pdtee, ettd
@oBoal = (ali) ali) - al)).

Todistus (ks. [11, s. 88—89]). Olkoon a € S,,. Ensinnikin, kuten lauseen 2.6 todis-
tuksessa todettiin [, = {a(1), @(2),...,a(n)}, missd a(1),...,a(n) € I, ovat eri
alkioita. Olkoon r sellainen kokonaisluku, ettd 1 < r < [. Talloin

(@o Boa () = a(Bla@ " (ai)))) = a(Bi,)) = alir).

Vastaavasti saadaan, etti (ao S o a M (a(@i))) = a(i;). Olkoon sitten a € I, sellainen
luku, ettd @ # a(i;) aina, kun 1 < j < I. Nyt koska a on bijektio, niin @™ (a) # i;
aina, kun 1 < j <[, jalisiksi a~'(a) € I,. Titen B(a"'(a)) = a~!(a). Edelleen

(@oBoa)a)=a(Bl@ () =aa () =a.
Siisao Boa™! = (a(i)) a@i) - al))). O

Voisiko kaikki symmetriaryhmin permutaatiot esittdd sykleind? Intuition mu-
kaan voi, erityisesti syklien tulona, missé tulolla viitataan kuvausten yhdistimiseen.
Kyseinen viite ei ole kuitenkaan ldheskéén triviaali. Ennen kun voidaan alkaa tar-
kastella kyseistd perustavaa laatua olevaa tulosta, on méairiteltdavi, mité tarkoitetaan
erillisilld permutaatioilla.

Miiritelma 2.10. Permutaation @ € S, sanotaan litkuttavan lukua a € I, jos
a(a) # a. Permutaatio a € S, taas kiinnittdd luvun a € I,, jos a(a) = a.
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Mairitelmé 2.11. Symmetriaryhmén S,, permutaatioiden @ ja  sanotaan olevan
erillisid, jos B kiinnittdd kaikki ne joukon [, luvut, joita « liikuttaa. Permutaatiot
ay, @y, ..., a € S, ovat puolestaan keskendén erillisid, jos ne ovat pareittain erillisii.
Formaalisti ilmaistuna timi on yhtdpitdvidi seuraavan ehdon kanssa:

Jos aj(a) # a, niin aj(a) = a aina, kuna € I, jai # j, missdi,j € {1,...,k}.

Oletetaan, ettd symmetriaryhmin permutaatiot a1, @, . . ., @y ovat erillisid. Tal-
16in jos jokin permutaatioista liikuttaa lukua a € I,;, niin méiiritelmén 2.11 mukaan
kaikki muut permutaatiot kiinnittivit sen. Tdstd seuraa myoOs se, ettd jos symmetria-
ryhmaén syklit ovat erillisid, niin niissi ei voi esiintyd samoja lukuja. Toisin sanoen,
jos syklit (ay ... ay) ja (by ... by) ovaterillisid, niin a; # bj kaikillai € {1, ..., k} ja
jell,... l}elifay,...,ar} N{by,.... b1} =0.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd erilliset permutaatiot kommutoivat.

Lause 2.12. Symmetriaryhmdin erillisille permutaatioille a, B € S, pditee

aof=pfoa.

Todistus (vrt. [11, s. 89]). Olkoot a ja B8 ryhmin S, erillisid permutaatiota. Olkoon
a € I,. Oletetaan, ettd permutaatio « liikuttaa lukua a eli @(a) # a. Télloin koska «
ja B ovat erillisid, niin permutaatio § kiinnittda luvun a eli S(a) = a. Merkitiin b =
a(a). Télloin (a o B)(a) = a(B(a)) = a(a) = b,ja (B o a)(a) = B(a(a)) = B(D).
Jos olisi @(b) = b, niin a(b) = b = a(a), jolloin permutaation « injektiivisyydesta
seuraa a = b. Mutta silloinhan a(a) = b = a, mikd on ristiriidassa aiemmin
oletetun kanssa. Siis a(b) # b, joten B(b) = b, silld a ja B ovat erillisid. Silloin
(Beoa)(a) = Bla(a)) = B(b) = b, joten (a o B)(a) = (B oa)(a).

Oletetaan toisaalta, ettd permutaatio « kiinnittdd luvun a eli a(a) = a. Tilloin
(@opB)(a) =a=(Boa)(a),jos B(a) = a. Oletetaan siis, ettd S(a) # a. Merkitdin
¢ = B(a).Jos olisi B(c) = ¢, niin B(a) = ¢ = B(c), joten a = c. Siis B(a) = ¢ = a,
mikd on ristiriita. Taten B(c) # c, jolloin a(c) = c. Tastd seuraa, ettd (@ o B)(a) =
a(B(a)) = a(c) =c = B(a) = Bla(a)) = (Boa)(a).

Ollaan siis osoitettu, ettd (@ o 8)(a) = (B o a)(a) kaikilla a € I,,. Siis @ o 8 =
Boa. O

Lauseesta 2.12 seuraa, ettd jos aj o - - - o @y on erillisten symmetriaryhmén per-
mutaatioiden tulo, niin se voidaan esittdd permutaatioiden ay, ..., @ keskindisen
jarjestyksen suhteen missd tahansa muodossa. Todistetaan nyt timén aliluvun péétu-
los, jonka mukaan jokainen symmetriaryhmédn permutaatio voidaan esittdd yksika-
sitteisesti erillisten syklien tulona.

Lause 2.13. Jokainen symmetriaryhmdn S,(n > 2) permutaatio voidaan esittdid
Jjdrjestystd vaille yksikdsitteisesti erillisten syklien tulona.

Todistus (vrt. [11, s. 89-90]). Miiritelmin 1.31 mukaan neutraalialkio (1) on tyhjan
joukon tulo. Voidaan siis ajatella, ettd neutraalialkio on tavallaan nollan erillisen
syklin tulo. Olkoon @ € §,,@ # (1). Todistetaan lause induktiolla luvun n (n >
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2) suhteen. Olkoon n = 2. Téll6in |$2| = 2, jaa = (1 2), joten @ on sykli.
Lause on siis tosi, kun n = 2. Olkoon n > 2, ja oletetaan, ettd viite pitee kaikille
symmetriaryhmille Si, missd2 < k < n. Toisin sanoen, viite patee kaikille joukkojen
I cI,dcl, = |l <|I,|) permutaatioille. Nyt a/(1) € I, kaikilla i € Z,, joten
{a’(1) | i € Z,} C I,. Koska I, on #irellinen, on olemassa sellaiset kokonaisluvut
jam,l>m > 1,joille &' (1) = a™(1), eli @'~ (1) = 1. Merkitidn p = [ — m. Titen
a?(1) = 1 jollakin p > 0. On siis osoitettu, ettd on olemassa sellainen positiivinen
kokonaisluku p, jolle @”(1) = 1. Olkoon nyt j pienin tillainen kokonaisluku. Olkoon
A= {1 a(l),a?(1),...,a’"1(1)}, missi kaikki joukon A alkiot ovat eri lukuja, silld
a on kuvaus (jos patisi a“(1) = al(1) joillakin a, b € {1,...,j — 1}, niin @ ei olisi
kuvaus). Olkoon 7 = (1 a(1) a?(1) --- a/~!(1)) € S, joukon A C I, sykli.
Merkitddan B = I,\A. Jos B = 0, niin I,, = A, joten a on sykli. Oletetaan siis, etté
B # 0. Olkoon 0 = a@ | B.Jos o = (1), niin a(a) = a kaikilla a € B, joten «
on sykli. Oletetaan, ettd o # (1). Nyt induktio-oletuksen nojalla o~ on tulo joukon
B c I, erillisii syklejd. Olkoon o = 0y 0 03 o - - - 0 o, téllainen tulo. Miiritelldan
jokaiselle i € {1,...,r} sellainen kuvaus «;: I,, — I, ettd

ai(a) = oi(a), kuna € B
' ) q kuna ¢ B.

Selvisti @; on permutaatio kaikilla i € {1,...,r}. Olkoon a € B. Tilloin «a;(a) =
oi(a) kaikilla i € {1,...,r}, joten kaikki permutaatiot «; , i € {1,...,r}, ovat
keskendin erillisid sykleji. Toisaalta 7(a) = a, silld a ¢ A. Taten mééritelmén 2.11
ehto on aina tosi. Siis permutaatiot a1, . . ., @, ja T ovat erillisid syklejd. Lisdksi

(@yo---oarot)(a)=(010---00,)(1(a)) =0(a) = (a | B)(a) =ala).

Oletetaan sitten, ettd a ¢ B. Tilloin ;(a) = a kaikillai € {1,...,r}. Taten permu-
taatiot ay, . . ., @, ja T ovat selvisti keskeniin erillisid. Saadaan edelleen, ettid

(1o --oa,o7)(a)=(toajo---oa,)(a) =

(D@ 0---oay)(a)) =1(a) = ala).

Ollaan siis saatu, ettd a, @y, . . ., @, ja T ovat ryhmin S,, erillisid syklejajaajo---o
a, o T = . Permutaatio « on néin ollen erillisten syklien tulo.
Yksikdsitteisyyden osoittamiseksi, olkoon

@=qaroay0---oa,=f10fro---0f

jolloin permutaatio @ € S, on esitetty kahdella eri tavalla erillisten syklien tulona.
Osoitetaan, ettd jokainen a;,7 € {1,...,r}, onjokin B}, j € {1, ..., s}, ja vastaavasti,
ettd jokainen By, k € {I,...,s} on yhtd suuri jonkin syklin 8, t € {1,...,r},
kanssa. Kiinnitetddn «; jollakin i € {1,...,r}. Olkoon a; = (i; iy --- i;), jolloin
permutaatio « liikuttaa lukua i1. Edelleen koska @ = 8] o - - - o By, niin jokin sykli
Bj, j € {1,...,s}, liikkuttaa myos lukua i;. Koska erityisesti syklit ovat erillisid,
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niin timé B; on lisdksi yksikisitteinen. Titen voidaan kirjoittaa syklille 3; esitys:
Bj=(1 c1 ¢ -+ cm). Nyt

i = a;(iy) = a(iy) = B;(i1) = ¢,
i3 = a(i2) = a(iz) = a(cy) = Bj(c2) = c3,

i = a(ij-1) = alij—1) = alc-1) = Bjc-1) = ¢.

Siis i, = ¢, kaikilla x € {2,...,1}. Jos | < m, niin i} = ;(i;) = a(i;) = a(c) =
Bj(c)) = ci41. Jos taas [ > m, niin vastaavasti i = i,,4+1. Molemmissa tapauksissa
paddytadn niin ollen ristiriitaan. Siis / = m. Taten ollaan saatu, ettid a; = ;. Tdysin
vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd jokaisella B, k € {1, ..., s}, on olemassa
sellainen ay, t € {1,...,r}, ettd By = «,;. Yksikdsitteisyys on myoOs nidin ollen
todistettu. O

Seuraus 2.14. Olkoon n > 2. Jokainen symmetriaryhmdn S, permutaatio voidaan
esittdd vaihtojen tulona.

Todistus (vrt. [11, s. 90]). Edeltivin lauseen nojalla riittdd osoittaa, ettd jokainen
sykli voidaan esittdd vaihtojen tulona. Ensinnékin

(I)y=(1 2)o(1 2).

Olkoon sitten (iy iy --- ix), k > 2, symmetriaryhmin S, sykli, jolloin {iy,...,ix} C
I,. Olkoon i; € {iy,...,i}. Télloin

(i1 i) o (ip i3)o---0(ix1 ix))(ij) =

((1 ip)o -0 (ijoy ij)o(ij ij41) 00 (ixo1 ix))(ij) =

((i1 ip)o---0(ij-1 ij)o(ij ij+1))(((ij+1 [j+2) © -0 (ig-1 ik))(ij)) =
((G1 ip)o---0(ijoy ij) o (ij ij41))(ij) =

((1 i) o -0 (ij1 i) ij+1)()) =

(Gy ip) o0 (ijoy ij))jr1) =djyr = (i1 dp -+ @ Qjo1 - i) ().
Siis (i1 ip --- ix) = (i1 i2) o (i2 i3) 00 (ig-1 ix). O

Esimerkki 2.1 (vrt. [11], tehtdvit 17 ja 18, s. 97). Tarkastellaan symmetriaryhmén
S, (n > 2) syklin « kertalukua ord(«). Koska S, on direllinen, tiedetéén, ettd ord(«)
on adrellinen. Hyvin nopeasti havaitaan, ettd jos @ on k-sykli, niin ord(a) = k.
Kyseinen viite pitee sykleille itseasiassa myos kidédntden. Osoitetaan siis, ettd @ on
k-sykli, jos ja vain jos ord(a) = k.

Oletetaan ensin, ettd a on k-sykli. Olkoon @ = (ij i - - - ix). On osoitettava, ettd
k on pienin positiivinen kokonaisluku, jolle pitee ak = (1). Valitaani; € {iy, ..., ik},
jolloin 1 < j < k. Nyt

ok (i) = o/ (@ (i) = &/ (ix) = &/ (i1) = i}, joten @F = (1).
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Jos olisi olemassa m < k, jolle @™ = (1), niin iy = @™ (i) = ") =iy # g,
mika on ristiriita. Siis ord(a) = k.

Jos kiintden pitee, ettd ord(@) = k ja @ on sykli, niin @ on r-sykli (r > 2),
jolloin edelld osoitetun nojalla k = ord(e) = r. Siis @ on k-sykli.

Tarkastellaan sitten symmetriaryhméin S, (n > 2) permutaatiota o~. Ensinna-
kin lauseen 2.13 mukaan permutaatio o~ voidaan esittdd erillisten syklien tulona:
o = o010 --- o o,. Esitetddn kitevd tapa miirittdd minkd tahansa permutaation
kertaluku siitd muodostettujen erillisten syklien kertalukujen avulla. Kun nimittdin
tiedetddin jokaisen erillisen syklin kertaluku, joka on siis aiemmin osoitetun perusteel-
la syklin pituus, on permutaation kertaluku pienin yhteinen jaettava néisti syklien
kertaluvuista. Todistetaan tami. Merkitddn ord(o;) = n; kaikillai € {1,...,r} ja
d = ord(o). On osoitettava, ettd d = pyj(ny, ..., n,). Osoitetaan ensin, ettd n; | d
kaikillai € {1,...,r}. Tarkastellaan syklid o, i € {1,...,r}. Aiemmin saadun pe-
rusteella o; on n;-sykli, joten voidaan olettaa, ettd o; = (i1 iz --- i,,). Merkitdédn
A ={iy,...,ip}. Koska syklit oy, ..., o ovat erillisid, niin o (i;) = 07;(i;) kaikilla
ij € A. Titen o?(i;) = o¥(i;) = (1)(i;) = ij kaikilla i; € A, joten o = (1). Siis
lauseen 1.38 nojalla n; | d.

Oletetaan viela, ettd n; | ¢ kaikillai € {1,...,r}, missd ¢ € Z.. On osoitettava,
ettd tilloin d | c. Tarkastellaan taas jotakin tiettyd syklid o, i € {1,...,r}. Olkoon
o= (i1 iy --- ip,;). Nytkoska n; | ¢, niin ¢ = mn; jollakin m € Z,. Vastaavasti kuin
aiemmin, syklien erillisyydestd seuraa

O'C(ij) = O'ic(ij) = O'mn[(ij) = ij kaikillaij S {il,...,inl}.

Titen o¢ = (1), joten lauseesta 1.38 seuraa, ettd d | c. On siis osoitettu, ettd
ord(o) =d = pyj(ny,...,n.).

2.2 Permutaation merkki ja alternoiva ryhma

Toisin kuin erillisten syklien tapauksessa, symmetriaryhmin permutaation esitys
vaihtojen tulona ei ole yksikésitteinen. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd mielival-
tainen permutaatio voidaan kirjoittaa joko parillisena tai parittomana lukuméaérana
vaihdoista, mutta ei yhtd aikaa molempina. Tarkastellaan permutaatiota @ € S, ja
oletetaan, etti silld on kaksi erilaista esitystd vaihtojen tulona: ensimméiisessd esi-
tyksessd permutaatioita on r kappaletta, ja toisessa s kappaletta. Jos pystytddn osoit-
tamaan, etti tdlloin r ja s ovat kongruentteja modulo 2, niin luvun r parillisuudesta
seuraa luvun s parittomuus ja pdinvastoin. Talloin haluttu viite siis patisi. Tastd
seuraakin nyt esitettivi lause.

Lause 2.15. Olkoon «a € S, vaihtojen tulo kahdella eri tavalla:
Q=T 0OTO:-+0T, =0|0020+:-00%.

Tdlloinr = s (mod 2).
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Todistus (vrt. [4, s. 2-3]). Nyt

()=aoca'=10no---or,00,00, 0---007.
Identiteettipermutaatio on siis vaihtojen tulo, missd vaihtojen lukumééra on r +
s. Taten riittdd osoittaa, ettd identiteettipermutaatio voidaan esittdd vain sellaisten
vaihtojen tulona, joita on parillinen lukumaéaérid. Talloinhdn r + s olisi parillinen,
misti seuraisi 7 = s (mod 2).

Olkoon symmetriaryhmin S, identiteettipermutaatio seuraava mielivaltainen
vaihtojen tulo:

2.1 (1) = (a1 D)o (az by)o---o(an by),

missin > 1jaa; # b; kaikillai € {1, ..., n}. Merkitddan p = (a; by)o---o(a, by).
Esityksessd (2.1) n # 1, silld muuten p ei olisi (1). Jos n = 2, niin p = (a; by) o
(az by), joten (1) on kahden vaihdon tulo. Oletetaan nyt, ettd n > 3, ja todistetaan
véite induktiolla luvun n suhteen. Oletetaan, ettd identiteettipermutaatiolla, jolla on
vihemman kuin n vaihtoa tuloesityksessd, on parillinen maara vaihtoja.

Esityksessé (2.1) on olemassa sellainen vaihto (aj, b;), missd j > 1, ettd vaihdot
(a1, by) ja (aj, bj) ovat epderillisid, silli muuten p ei olisi identiteettipermutaatio.
Olkoon i > 1 pienin joukon {2,...,n} luvuista, jolla (a; by) ja (a; b;) eivit ole
erillisid. Nyt voidaan olettaa, ettd a; = q;, silld tdima on vain merkint6jen kiinnitta-
misestid kiinni (yhtd hyvin voitaisiin olettaa, ettd by = b;, a; = b; tai b; = a;, mutta
talloin tarkastelu jatkuisi tiysin vastaavasti). Nyt (¢ d) o (a b) = (a b) o (¢ d) ja
(b ¢c)o(a b)=1(a c)o (b c)eriluvuilla a, b, c,d € I,. Ndin ollen vaihto (a; b;)
voidaan siirtda esityksessd (2.1) vaihdon (a; bp) viereen:

(ay by)o---o(ay by)=(ay by)o---o(a; bj)o---o(a, by) =
(a1 by)o(a; bp)o(ay by)o---o(a;_; b_;)o (a1 bix1)o---o(ay by),

missd a;, b} € {a;, b; | i € I} kaikilla k € {3,...,i—1}. Titen voidaan hyvin olettaa,
ettd esityksessd (2.1) a; = a».

Jos by = by, niin (a; by) o (a1 by) on identiteettipermutaatio, jolloin p on enaa
n — 2 vaihtoa sisiltava tulo. Talloin induktio-oletuksen nojalla n — 2 on parillinen, ja
siis n on parillinen.

Jos taas by # by, niin (a; by) o (a; by) = (a; by) o (by by). Siis p = (a; by) o
(b1 by)o---o(a, b,).Nytpermutaatio p on edelleen n vaihtoa sisdltiva tulo, mutta
vaihtoja, jotka voivat liikuttaa lukua a; on yksi vihemmain, silld (b; by) ei liikuta
lukua a; (jos se liikuttaisi, olisi oltava b, = aj, mistd seuraisi, ettd permutaatiossa
p olisi yksi vaihto vihemmén. Téall6in haluttu tulos seuraisi induktio-oletuksesta).
Edelleen jonkin toisen vaihdon kuin (a; b,) on liikutettava lukua ay, silli muuten p ei
olisi identiteettipermutaatio. Tédten vastaavalla tavalla kuin edelld voidaan olettaa, ettd
seuraavaksi (a3 b3) liikuttaa lukua ay, jolloin siis a3 = a; ja vaihtojen lukumiarda
voidaan vidhentdd kahdella ja todeta, ettd viite pitee induktio-oletuksen nojalla tai
niiden vaihtojen lukuméira, jotka voivat liikuttaa lukua a;, laskee yhdella.

Jatketaan tdtd niin kauan, kunnes voidaan olettaa, ettid vain (a, b,) liikuttaa
lukua ay, jolloin a, = a;. Télléin p = (ay by-1) o (a1 by) o (by— by_1)o0---o0
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(by b3) o (b; by), missd mikddn muu vaihto (vaihdon (a; b,_1) lisdksi) kuin
(a1 by) eiendi liikuta lukua a;. Jos b,,_| = b, niin tulos seuraa induktio-oletuksesta
kuten aiemmin. Jos taas b,_; # by, niin p = (a; b,) o (by—1 by) o---0(by by),
jolloin mikddn permutaatioista, paitsi (a; b,), ei enaa liikuta lukua a;. Tami on
ristiriita, silld p oli identiteettipermutaatio. On siis oltava lopulta b,_1 = b, ja viite
seuraa joka tapauksessa induktio-oletuksesta. Taten induktiolla on osoitettu, ettd n
on parillinen. O

Lauseen 2.15 perusteella voidaan mééritelld permutaation merkki. Permutaation
parillisuus voidaan edelleen mééritelld sen mukaan, onko tuloesityksessi parillinen
vai pariton madra vaihtoja. Ndin on mielekéstd mééritelld, silli lauseen 2.15 nojalla
siitd, ettd symmetriaryhmén permutaatiolla on parillinen miira vaihtoja, seuraa, etti
sen kaikki muut mahdolliset esitykset vaihtojen tuloina siséltivit edelleen parillisen
madrdn vaihtoja. Vastaavasti kiy parittomille permutaatioille.

Mairitelmé 2.16. Olkoon o € S, permutaatio, jonka tuloesityksessd on r vaihtoa.
Télloin lukua (—1)" kutsutaan permutaation & merkiksi, ja sitd merkitddan symbolilla
e(a).

Miaéritelma 2.17. Parillisen lukumééridn vaihtoja tuloesityksessédén sisdltiviad per-
mutaatiota @ € S, kutsutaan parilliseksi. Muuten permutaatiota a kutsutaan paritto-
maksi.

Huomautus. Edeltivistd miiritelmistad seuraa, ettd jos @ € Sy, niin permutaatio @ on
parillinen, jos ja vain jos e(a) = 1, ja pariton, jos ja vain jos e(a) = —1.

Lause 2.18. Olkoot a, 8 € S,,. Tdlloin e(a o B) = e(a)e(B).

Todistus (ks. [4,s.4]). €e(do B) = (=1)" = (=1)"(-1)° = e(@)e(B), kun r ja s
ovat vaihtojen lukumaérat permutaatioissa « ja . O

Madritelldin seuraavaksi symmetriaryhmén tirkein erikoistapaus eli alternoiva
ryhma.

Maiéritelma 2.19. Alternoiva ryhmd (A,, o) on pari, missd joukko A, on symmet-
riaryhmin S, osajoukko, joka koostuu kaikista sen parillisista permutaatiosta. Taten
voidaan merkita, ettd A, := {a@ € S, | e(a@) = 1}.

Lause 2.20. Kun n > 2, niin pari (A, o) on ryhmd.

Todistus (vrt. [11, s. 94]). Koska A, on joukon S,, osajoukko, riittdd ryhméan mééri-
telmén nojalla osoittaa, ettd A, on suljettu laskutoimituksen o suhteen ja ettd jokaisen
alternoivan ryhmin permutaation kédédnteiskuvaus on alkiona alternoivassa ryhmés-
sd. Ensinnékin A,, # 0, silld (1) = (1 2) o (1 2). Olkoot a, 8 € A,. Télléin lauseen
2.18 perusteella e(a o B) = e(w)e(B) =1-1=1,jotenao f € A,.Jos T € A,, niin
l=€e((1) =e(rort™h) = e(r)e(r™!) = e(r7), joten =1 € A,. On siis osoitettu,
ettd (A, o) on ryhma. O

Seuraava lause kertoo alternoivan ryhmén perusominaisuuksista.
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Lause 2.21.

(i) Jos n > 3, niin alternoivan ryhmdn A,, jokainen alkio voidaan esittdic 3-syklien
tulona.

(i) 1A, =%

Todistus. (i) Ks.[11,s.94]. Olkoon @ € A,,. TAlldina@ = ajoaz0--- o a,, missi a;
on vaihto kaikillai € {1, ...r}jar onparillinen. Nyt mille tahansa symmetriaryhmén
vaihdolle (a b), missd 1 ¢ {a, b}, pitee:

(a b)=(1 a)o(l b)o(l a).
Titen
a=(li)o(l ip)o---o(l in),
missd m on parillinen ja iy € I, kaikilla k € {1,...,m}. Koska (1 ij) o (1 i) =

(1 ip i1), niin @ on todellakin 3-syklien tulo.

(ii) Vrt. [4, s. 7]. Tarkastellaan vaihtoa 7 = (1 2). Nyt A,7 = {@ o7 | @ € A,}.
Olkoon o symmetriaryhmén §,, permutaatio, jolle o ¢ A,,. Tdten

e(cor)=€(0)e(r) = (=D - (=D =1,

joten o o T € A,. Merkitisin p = cor. Nyt ¢ = pot! = port € A,T.

Symmetriaryhmé voidaan néin ollen esittdid kahden sen osajoukkonsa yhdisteend:

S, =A,UA,T.
Nyt A,NA,7 =0,silldjosolisia € A,NA,7,niin 1 = e(a) = —1, miki on ristiriita.
Edelleen kuvaus f: A, — A,7, f(@) = @ o7 on selvisti bijektio, joten |A,| = |A,T]|.
Siis n! = |S,| = |A,l + |A,T] = 2|A,]. O
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3 Lagrangen lause ja normaalit aliryhmat

Luvun 3 tarkoituksena on esitelld sellaisia ryhmateorian perustuloksia ja -kisitteita,
kuten aliryhmad, diedriryhmd, syklinen ryhmi, sivuluokka, Lagrangen! lause, nor-
maali aliryhmi, tekijdryhmai ja yksinkertainen ryhmé. Useat timén luvun tuloksista,
kuten Lagrangen lause, oletetaan tunnetuiksi, eikd niille siten esiteti todistusta. Sen
sijaan alternoivan ryhmén A, yksinkertaisuus, kun n > 5, tullaan osoittamaan tés-
millisesti luvun 2 tietojen perusteella. Tutkielmassa jatkossa useasti kiytetty lause
3.27, jota kutsutaan tulokaavaksi, tullaan myos todistamaan. Lukija voi tarvittaessa
syventdd timin luvun tietoja teoksen Fundamentals of Abstract Algebra [11, s. 99 —

136] pohjalta.

3.1 Aliryhman méaritelma

Edellisessé luvussa tarkasteltiin symmetriaryhmiai, ja erityisesti sen erikoistapausta
eli alternoivaa ryhméa, missd A, on joukon S, osajoukko. Lauseessa 2.20 osoitettiin,
ettd pari (A,, o) on ryhmi. Onkin mielekéstd médritelld timén perusteella ryhmén
aliryhma seuraavalla luonnollisella tavalla. Lisdksi madritellddn triviaalin ryhmén ja
aliryhmin kasitteet.

Miiritelma 3.1. Olkoon (G, ) ryhmi ja H joukon G epityhjd osajoukko. Télldin
paria (H, ) kutsutaan ryhmén (G, ) aliryhmdksi, jos (H,*) on ryhmd. Kun H on
ryhmin G aliryhmi, merkitdin toisinaan lyhyemmin H < G. Jos H on erityisesti
ryhmién G aito osajoukko, merkitdin H < G.

Huomautus. Ryhmin (G, %) ja sen aliryhmédn (H, %) laskutoimituksille kiytetdin
tavanomaisesti samaa symbolia #, vaikka oikeastaan aliryhmén H laskutoimitus on

rajoittuma ryhmén G vastaavasta laskutoimituksesta eli * [ (H X H).

Miiritelmé 3.2. Ryhmi G on triviaali, jos G = {e}, ja epdtriviaali, jos G # {e}.
Ryhmin G aliryhmii {e} ja G sanotaan triviaaleiksi aliryhmiksi.

Seuraavassa lauseessa esitetddn kaksi yhtépitdvaa ehtoa ryhmén aliryhmalle. Vii-
meisintd ndistd kutsutaan toisinaan myos aliryhmékriteeriksi.

Lause 3.3. Olkoon G ryhmd ja H joukon G epdtyhji osajoukko. Seuraavat kohdat
ovat tdlloin yhtdpitdavid.

(i) H on ryhmdn G aliryhmd.

Joseph Louis Lagrange (1736-1813), syntyméinimeltdin Giuseppe Lodovico Lagrangia, oli
italialais-ranskalainen matemaatikko ja astronomi, joka tydskenteli ryhméteorian lisdksi muun muassa
lukuteorian, differentiaaliyhtdloiden, taivaanmekaniikan ja virtausmekaniikan parissa. Vuonna 1770
Lagrange todisti kuuluisan Lagrangen lauseen. [11, s. 139], [22]
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(ii) Seuraavat kolme ehtoa toteutuvat:
l.eeH.
2. Josh e H, niinh™' € H.
3. Jos x,y € H, niin xy € H.

(ili) xy~' € H kaikilla x,y € H.

Todistus. Sivuutetaan. Kohtien (i) ja (ii) yhtidpitdvyys seuraa ryhmén méaaritelmésta.
Kohtien (i) ja (iii) yhtapitavyydelle ks. [11, s. 100]. O

Entd jos tarkastellaankin perhettd, joka koostuu ryhmén G aliryhmistd? Lause
3.4 osoittaa, etti tillaisen perheen leikkaus on myos ryhmén G aliryhma.

Lause 3.4. Olkoon G ryhmd ja H epdtyhjdi perhe, joka on kokoelma ryhmdn G
aliryhmid. Télloin (\ H on ryhmdn G aliryhma.

Todistus (vrt. [11, s. 101]). Kiytetddn aliryhmékriteerid. Kaikilla H € H pitee, ettd
e € H, silld jokainen perheen H alkio on ryhmédn G aliryhma. Titen e € (\H,
joten " H # 0. Olkoot nyt x, y € () H. Olkoon H € H. Tilloin x, y € H. Edelleen
aliryhmékriteerin nojalla xy™' € H, silli H on ryhmin G aliryhmi. Siis xy™!' €
(N H . On siis osoitettu, ettd (| H on ryhmin G aliryhma. O

Maiéritelma 3.5. Olkoon G ryhma ja S joukon G osajoukko. Olkoon

A ={H | H onryhmin G aliryhmid ja § C H}.

(S) := ﬂﬂ.

Tallaista ryhmén G aliryhmaa (S) kutsutaan joukon S virittdmdksi aliryhmdksi. Jos
G = (S), niin joukkoa S kutsutaan ryhmin G virittdjdjoukoksi ja sanotaan, ettd
joukko S virittdd ryhmén G. Erityisesti joukon S ollessa ddrellinen sanotaan, ettd sen
alkiot virittdvit ryhmén G.

Merkitdan

Huomautus. Télla tavoin midritelty pari ((S), %), misséd = on ryhmin G laskutoimitus,
on ryhmén G aliryhmi lauseen 3.4 nojalla. Jos S = 0 tai S = {e}, niin (S) = {e}.
Lisdksi, (G) = G.

Seuraava lause tdsmentdad joukon virittimén aliryhmén rakennetta. Sitd ennen
todistetaan lauseessa tarpeellinen lemma.

Lemma 3.6. Olkoon S ryhmdn G epdityhjd osajoukko. Télloin (S) on pienin joukon
G aliryhmd, joka sisdltdd joukon S.

Todistus. Olkoon A = {H | H onryhmin G aliryhmi ja § € H}. On osoitettava,
ettd kaikilla H € A pitee (S) € H. Olkoon H € A. Olkoon h € (S). Koska
(8) = (A, niin kaikilla A € A pitee, ettd h € A. Nyt erityisesti H € A, joten
h e H.Siis (S) € H. O
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Lause 3.7. Olkoon S ryhmdin G epdityhjd osajoukko. Tidlloin

(S) = {ST] coesin | s;p€ S, e ef{l,—-1),i€{l,...,n},n€Z,}.
Todistus (vrt. [11, s. 102]). Merkitdan

A={s]"---sy" |si€See{l,-1}ief{l,....,n},neZ,).
Olkoon A = {H | H onryhmin G aliryhmé ja § C H}. Osoitetaan ensin, ettd
A C (S). Olkoon 57" - - - 5" € A. Olkoon H € A eli H on ryhmin G aliryhmd, jolle
S C H.Nytsy,...s, € S C H, joten koska H on ryhmd, niin s - --s;" € H. Siis
st o8yt € VA =(S). Siten A C (S).

Osoitetaan sitten, ettd (§) € A. Lemman 3.6 nojalla riittda osoittaa, ettd A on
ryhmin G aliryhmé, joka sisiltidd joukon S. Kaikilla s € S pitee, ettid s = s' € A,

joten S C A. Olkoot sitten s{' - - - 5,", t{' - tIm e AL Tillsin

(s ...S;n)(t{I capdmyl 2 5 --~sf,"t,;fm~~-tl_f‘ c A.

Siis aliryhmikriteerin nojalla A on ryhmén G aliryhma. Titen (S) C A. O

Merkinta 3.8. Kun g, ..., g, ovat ryhmin G alkioita, niin joukon {g, . . ., g,} virit-
tamalle aliryhmille kdytetddn merkintaa (g, . .., g,) matemaattisesti johdonmukai-
semman merkinnin {{gy, ..., g,}) sijasta.

Nyt esitettidva tulos seuraa suoraan lauseesta 3.7.
Seuraus 3.9. Olkoon g ryhmdin G alkio. Tdlloin (g) = {g" | n € Z}.
Todistus. Ks. [11,s. 102]. O

Tarkastellaan seuraavaksi tirkedd sovellusta kahden alkion muodostaman joukon
virittimastd ryhmistd, jota kutsutaan diedriryhmaksi.

Miairitelmé 3.10. Ryhmié G kutsutaan asteen n > 3 diedriryhmdiksi, jos ryhmin G
virittdd kaksi sen eri alkioita a ja b niin, ettd ord(a) = n, ord(b) = 2 ja ba = a'b.
Asteen n diedriryhmié merkitdan symbolilla D,,.

Huomautus. Diedriryhmin olemassaolo ja yksikdsitteisyys eivit ole triviaaleja fak-
toja. Kombinatorisen ryhmaéteorian avulla voidaan kuitenkin osoittaa, ettd diedriryh-
mat ovat olemassa ja yksikasitteisid. Luvussa 4 kisitelldan konkreettinen esimerkki
diedriryhmistd, miké osoittaa myOs sen olemassaolon.

Diedriryhmé on tirked esimerkki direllisestd ja epédvaihdannaisesta ryhmast,
jolla on parillinen kertaluku. Osoitetaan, ettd ndin todellakin on.

Lause 3.11. Olkoon n > 3. Tdlloin diedriryhmdn D, kertaluku on 2n ja D,, ei ole
Abelin ryhmd.
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Todistus (vrt. [11, s. 167]). Méiritelman mukaan D, = {(a, b), missi ord(a) = n,
ord(b) = 2 ja ba = a~'b. Nyt lauseen 3.7 perusteella
D, ={s]"---sy" | si € {a,ble; € (1, -1}, i € {l,...,n},n € Z,}.
Lisiksi tiedetiin, etti b> = eelib = b™!, ba = a”'b ja a" = e, jolloin b~'a =
ba = a'bjabla! = ba! = a=™Vba™ = ab (viimeisin voidaan osoittaa
induktiolla). Siis kaikki diedriryhmiin alkiot ovat muotoa a'b’, missi 0 < i < n ja
0 < j < 2. Edelleen koska ord(a) = n, niin e, a, a2, ...,a"" ! ovat eri alkioita, ja
my6s b, ab, a’b, . .., a" 'b ovat eri alkioita. Oletetaan, etti ¢’ = a/b joillakin i, j €
{1,...,n). Talloin b = a'~/. Josi = j, niin b = e, miki on ristiriita. Jos taas i # j, niin
voidaan merkiti m = i — j # 0. Silloin kuitenkin a”a = ba = a~'b = a~'a™, joten
a = a! eli a® = e, miki on ristiriita. Ndin ollen a' # a/b kaikilla i,jel{l,...,n},
joten
{e,a, a’,....a"Yn{b,ab,a’b,...,a" 'b} =0

Siis D, = {e,a,d?,...,a"" ', b,ab,a’b, . ..,a""'b}, joten |D,| = 2n.

Osoitetaan vield, ettd D, ei ole Abelin ryhmé. Jos D, nimittdin olisi Abelin
ryhmé, niin ab = ba. Mutta tilldin ab = ba = a~'b, joten a = a~!, miki on
ristiriita. m|

Tarkastellaan seuraavaksi ryhmén aliryhmien tuloa.

Miaritelma 3.12. Olkoot H ja K ryhmin G epityhjid osajoukkoja. Joukkojen H ja
K tulo on joukko
HK =1{hk | he H,k € K}.

Jos Hy, H, . .., H, ovat ryhmin G epityhjid osajoukkoja, niin ndiden joukkojen
tulo on vastaavasti joukko

HHy,---H,={hhy---h, | h e H,i=1,2,...,n}.

Huomautus. Jos yksio {g} ja H ovat ryhmén G osajoukkoja, niin niiden tuloa mer-
kitadn médritelmén 3.12 mukaisen merkinnin {g}H sijaan yksinkertaisemmin sym-
bolilla g H. Vastaavasti, jos {x} on edelleen ryhmin G yksi0, niin osajoukkojen {g},
H ja {x} tuloa vastaava merkintd on gHx. Yksioiden {g} ja {x} tulo on kuitenkin
madritelman mukaisesti yksio {gx}, ei alkio gx.

Jos médritelméssa 3.12 H ja K olisivatkin ryhmén G aliryhmid, niin olisiko tilloin
aliryhmien H ja K tulo HK tilloin my6s ryhmén G aliryhmd? Ndin ei valttamatta
ole (ks. esim [11, s. 103]), mutta seuraava lause antaa kaksikin ehtoa sille, milloin
HK on ryhmén G aliryhma.

Lause 3.13. Olkoot H ja K ryhmdn G aliryhmid. Tdlloin aliryhmien H ja K tulo HK
on ryhmdn G aliryhmdi, jos ja vain jos HK = KH, jos ja vain jos HK = (H U K).

Todistus. Sivuutetaan. Todistus on melko rutiininomainen. Ks. [11,s. 103-104]. O
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3.2 Sykliset ryhmiit

Nytesitelladn syklisen ryhmaén késite ja siihen liittyvit perustulokset ilman todistusta.
Oleellisena tuloksena voidaan pitdd lausetta 3.17, joka samaistaa syklisen aliryhmén
kertaluvun ja ryhmin alkion kertaluvun késitteet.

Miairitelmé 3.14. Ryhméa G on syklinen ryhmd, jos on olemassa sellainen g € G,
ettd

G ={(g).

On helppoa todeta, ettd jokainen syklinen ryhmé on Abelin ryhmai. Jos nimittdin
a ja b ovat syklisen ryhmidn G = (g) alkioita, niin seurauksen 3.9 perusteella on
olemassa sellaiset kokonaisluvut n ja m, etti a = g" ja b = g™. Siis ab = g"g" =
gn+m - gm+n - gmgn — ba.
Lause 3.15. Jos G on ryhmd ja g € G, niin {g) on suppein ryhmdn G aliryhmd,
jonka alkiona on g.

Todistus. Ks. [21, s. 28]. O

Seuraava lause tdsmentid ddrellisen syklisen ryhmin rakennetta. Timén lauseen
todistuksessa tarvitaan jakoyhtdlod (ks. [21, s. 1]) ja kéytetddan samoja perusteluja
kuin kertaluvun méadritelméan mielekkyyden perustelussa.

Lause 3.16. Olkoon (g) ddrellinen syklinen ryhmd, jonka kertaluku on n. Tdlloin
(&) ={e.gg%....e" ")

Todistus. Todistus perustuu seuraukseen 3.9 ja jakoyhtédloon. Ks. [11,s. 111]. O
Lause 3.17. Olkoon g ddrellisen ryhmdn G alkio. Tdlloin ord(g) = |{(g)|.

Todistus. Ks. [21, s. 29-30]. Tulos seuraa my0s suoraan edellisesti lauseesta. O

Lauseesta 3.17 seuraakin suoraan tirked ehto sille, milloin ddrellinen ryhma
on syklinen. Lisdksi voidaan osoittaa, ettd jokaisen syklisen ryhmén aliryhmé on
syklinen (ks. esim. [21, s. 30]).

Seuraus 3.18. Olkoon G ddrellinen ryhmad. Tdlloin G on syklinen ryhmd, jos ja vain
jos on olemassa sellainen ryhmdn G alkio g, ettd ord(g) = |G|.

Todistus. Vilttamaton ehto ryhmin G syklisyydelle seuraa lauseesta 3.17 ja siitd,
ettd ryhmén G alkion virittima ryhma on sen aliryhmd. Riittidvid ehto saadaan taas
suoraan lauseesta 3.16. O
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3.3 Lagrangen lause

Téassd alaluvussa esitetddn yksi ddrellisen ryhmiteorian perustavaa laatua olevista
tuloksista, jota kutsutaan Lagrangen lauseeksi, jonka mukaan &drellisen ryhmén
aliryhmén kertaluku jakaa ryhminsd kertaluvun. Lauseen todistuksessa kiytetddn
sivuluokan kisitetta.

Maaritelma 3.19. Olkoon H ryhmin G aliryhmi ja g € G. Joukkoja
gH ={gh|heH}jaHg ={hg|he H}

kutsutaan alkion g médraamaéksi aliryhmédn H vasemmaksi ja oikeaksi sivuluokak-
si. Kaikkien aliryhmidn H vasempien sivuluokkien joukkoa ryhméissd G merkitdin
symbolilla G/H. Toisin sanoen, G/H := {gH | g € G}.

Merkinta 3.20. Kun tarkastellaan ryhméé G ja sen aliryhmien H ja K muodostamaa
leikkausta H N K, niin leikkauksen vasempien sivuluokkien joukkoa G/(H N K)
merkitddn lyhyemmin ilman sulkeita joukkona G/H N K. Ndin ollen kasiteltdessa
joukkoa (G/H) N K sulkeita ei jétetd kirjoittamatta.

Tarkastellaan nyt ryhméa G ja sen aliryhmaa H. Madritellaéan relaatio E asetta-
malla
E={(x,y) e GXG | x=yhjollain h € H}.

Siis (x,y) € E, jos ja vain jos x = yh jollain 4 € H. On helppoa osoittaa, ettd
ndin mairiteltynd E on ekvivalenssirelaatio joukossa G. Havaitaan itseasiassa, ettd
ryhmin G alkion g méddraama relaation E ekvivalenssiluokka on aliryhmén H vasen
sivuluokka:

[gl={xeG|(x,g) e E}={xeG|x=ghjollainhe H} ={gh|he H} =gH.

Silloinhan kaikkien aliryhmin H vasempien sivuluokkien joukko G/H maariy-
tyy vain relaation E kaikista ekvivalenssiluokista, eli G/H = {[g] | g € G}. Tasta
seuraakin nyt esitettivi lause.

Lause 3.21. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Tdlloin seuraavat ehdot ovat voimassa.
(i) 6 =UG/H = Uec 8H.

(ii) Kaikilla x,y € G pditee, ettd joko xH = yH tai xH (\ yH = 0.

(iii) xH = yH, jos ja vain jos x = yh jollakin h € H, jos ja vain jos y~'x € H.

Todistus. Kuten aiemmin todettiin, niin sivuluokat g H, missd g € H, ovat relaation
E ekvivalenssiluokkia ja G/H = {[g] | g € G}. Téten lauseen 1.13 perusteella G/H
on joukon G ositus, mistd seuraa joukon osituksen madritelmidn mukaan suoraan
kohdat (i) ja (ii). Kohdan (iii) todistus on hyvin suoraviivainen; ks. esim [11, s.
118]. O
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Téysin vastaavalla tavalla voitaisiin muodostaa ekvivalenssirelaatio myos oikean
sivuluokan kautta. Yleensi kuitenkin kasitelldén 1dhinna vasempia sivuluokkia, silld
jos g on ryhmin G alkio ja H sen aliryhmi, niin alkion g miiraama vasen ja oikea
sivuluokka ovat yhtamahtavat. Seuraava lause paketoikin timén viitteen.

Lause 3.22. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Olkoon R = {Hg | g € G} kaikkien
aliryhmdn H oikeiden sivuluokkien joukko joukossa G. Tilloin

|H| = |gH| = |Hg| ja |G/H| = |R|.
Todistus. Lause todistetaan konstruoimalla sopivat bijektiot. Ks. [11, s. 119]. |

Maaritelma 3.23. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmi. Aliryhmén H vasemmanpuo-
listen sivuluokkien lukuméiirdd |G/H| ryhméssda G merkitddn symbolilla (G : H).
Tata kutsutaan aliryhmén H indeksiksi ryhméssa G.

Aiempien tulosten pohjalta voidaan todistaa Lagrangen lause. Lauseen todistus
jatetddn tdssd kuitenkin lukijalle.

Lause 3.24 (Lagrangen lause). Olkoon G ddrellinen ryhmdi ja H ryhmdn G aliryhmdi.
Tdlloin aliryhmdn H kertaluku jakaa ryhmdn G kertaluvun. Erityisesti,

|G| =(G: H)I|H]|.
Todistus. Sivuutetaan. Ks. [11, s. 120]. O

Seuraavaksi esitettavan seurauksen 3.25 mukaan ryhmén kertaluku on jaollinen
ryhmén minké tahansa alkion kertaluvulla. Seuraus 3.26 kertoo puolestaan, etti kaik-
ki ryhmit, joiden kertaluku on alkuluku, ovat syklisid. Ndmid molemmat seuraavat
hyvin suoraviivaisesti Lagrangen lauseesta.

Seuraus 3.25. Olkoon G ddrellinen ryhmd. Tilloin ord(g) | |G| aina, kun g € G.
Todistus. Ks. [11,s. 121]. O

Seuraus 3.26. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on alkuluku, ja g € G\ {e}. Tdlloin
G = (g). G on siis syklinen ryhmd, jonka virittdvdt kaikki sen alkiot neutraalialkiota
lukuun ottamatta.

Todistus. Ks. [11,s. 121]. O

Tarkastellaan ryhmin G aérellisid aliryhmid H ja K. Aiemmin ollaan havaittu,
ettd tulo HK ei ole vilttamattd ryhmédn G aliryhmd, joten sen kertaluku ei viltta-
mittd jaa ryhmédn G kertalukua. Lauseessa 3.27 madritetdan kuitenkin tulon HK
kertaluvulle hyodyllinen kaava Lagrangen lauseen avulla. Tatd kaavaa kutsutaan sen
tarkeyden vuoksi jatkossa lyhyesti tulokaavaksi. Lauseen todistus perustuu hyvin
pitkélti samoihin periaatteisiin kuin Lagrangen lauseen todistus.

Lause 3.27 (Tulokaava). Olkoot H ja K ryhmdn G ddrellisid aliryhmid. Tdlloin

|H| K|
|[HNK|

|HK| =
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Todistus (vrt. [11, s. 122]). Merkitdan A = H N K. Lauseen 3.4 nojalla A on ryhmén
G aliryhmi jakoska A € H, niin A on my0s aliryhmén H aliryhmi. Taten Lagrangen
lauseen nojalla |H| = (H : A) |A|. Merkitiddn n = (H : A). Kaikkien aliryhmén
A vasempien sivuluokkien joukossa H/A on siis n eri alkiota. Olkoon H/A =
{Xx1A, 024, ..., x,A}. Tdllsin H = | JH/A = J, x;A.

Osoitetaan nyt, ettd (|J_, x;A)K = |J:_, x;K. Olkoon x € (|J_, x;A)K. Téll6in
x = bk joillakin b € |J!_, x;A ja k € K. Edelleen on olemassa sellaiset x; € H,i €
{1,...,n},jaa € A, ettd b = x;a. Siis x = bk = (x;a)k = x;(ak), missd ak € K,
silli A € K. Titen x € [J!, x;K. Oletetaan toisaalta, ettd x € [J!_, x;K. Silloin
x = x;k, missd x; € H,i € {1,...,n},jak € K. Nyt x = x;k = (xje)k, e € A
ja xje € UL, x;A. Siis x € (J_, x;A. Yhtisuuruus on ndin ollen osoitettu. Tastd
seuraakin, ettd HK = (U, x;A)K = U, x;K.

Osoitetaan sitten, ettd x;K N x;K = () aina, kun i # j. Oletetaan vastoin téita
vditettd, ettd x; K N x;K # 0 joillakin i # j. Télloin lauseen 3.21 nojalla x;K = x;K,
joten xl._'xj € K. Koska myos xl._lxj € H(x;,x; € H), niin xl.‘lxj € A, jolloin x;A =
xjA. Mutta tim on ristiriidassa sen kanssa, ettd x| A, . . ., x,A ovat eri sivuluokkia.
Titen siis x;K N x;K = 0 kaikilla i # j eli x1K,...,x,K ovat aliryhmin K eri
sivuluokkia. Lisaksi lauseen 3.22 mukaan |K| = |x; K| kaikillai = 1,2, ..., n. Titen
|HK| = |x1K|+ ...+ |x,K|=|K|+...+|K|=n|K| = 11K = H]IK] .

—_— |Al |H N K|

n kertaa

Huomautus. Lauseesta 3.27 havaitaan hyvin nopeasti, ettd se supistuu muotoon
|HK| = |H| |K],
jos aliryhmilld H ja K ei ole muuta yhteisté alkiota kuin neutraalialkio.

Esimerkki 3.1 (vrt. [19, s. 20] 2). Todistetaan Poincarén lause sen yleisessd muo-
dossa. Olkoon A &drellinen perhe, joka koostuu ryhmédn G aliryhmistd, joilla on
ddrellinen indeksi. Osoitetaan, ettd tdlloin myOs ndiden aliryhmien leikkauksen in-
deksi on &érellinen. Olkoon nyt A = {Hy, ..., H,}. Merkitidn R = {G/H; | i € I,}
ja K = () A. Tarkastellaan kuvausta

f:G/K = XR, f(xK) =g,

missd g € X R on kuvaus g: I, = |JA, g(i) = xH,. Osoitetaan, ettd f on niin
madriteltyni injektio. Olkoon f(xK) = f(yK), missd xK, yK € G/K. Télldin on
olemassa sellaiset g, g’ € X R, ettd g = g’, missd g(i) = xH,; ja g’(i) = yH, kaikilla
i € I,. Siis xH; = yH; kaikilla i € I, joten xK = yK. Taten f on injektio. Ndin
ollen

(G:K) < |XR|= H(G:Hi).

1<i<n

Siis (G : K) on aéarellinen, silld indeksit (G : H;) ovat ddrellisid kaikilla i € I,,.

2Scott esittdd Poincarén lauseelle pelkin relaation, mutta ei tdsmillistd todistusta.
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Tarkastellaan nyt kahta syklisiin ryhmiin liittyvii tulosta, joita tullaan hyodynta-
main jatkossa. Esitetddn ensin ndissa tuloksissa tarvittava lukuteoriaan liittyva lem-
ma. Lukuteorian perustulokset, kuten Eukleiden algoritmin mukainen esitys kahden
luvun suurimmalle yhteiselle tekijille, oletetaan tunnetuksi.

Lemma 3.28. Olkoot a, b ja c sellaisia kokonaislukuja, etti a | c ja b | c. Oletetaan
lisciksi, ettd a ja b ovat keskendidn jaottomia. Tdlloin ab | c.

Todistus. Nyt koska syt(a,b) = 1, niin on olemassa sellaiset 4, u € Z, ettd 1 =
Ada + ub. Siis ¢ = cda + cub. Koska lisdksi a | ¢ ja b | ¢, niin ¢ = kja ja
¢ = kob joillakin ky, k € Z. Télloin ¢ = (kob)da + (kya)ub = (koA + ki p)ab, joten
ab | c. O

Tarkastellaan ryhmééa G, jolla on kaksi eri alkioita, joilla on direlliset kertaluvut.
Osoitetaan syklisten ryhmien ominaisuuksien sekd Lagrangen lauseen seurausten
avulla, ettd tdlloin ndiden kertalukujen keskindisesti jaottomuudesta ja kahden alkion
vaihdannaisuudesta seuraa, ettd kertalukujen tulo vastaa alkioiden tulon kertalukua.

Lause 3.29. Olkoon G ryhmd, ja a ja b sen alkioita, joiden dcdrelliset kertaluvut ovat
ord(a) = n ja ord(b) = m. Oletetaan lisdksi, etti syt(m,n) = 1 ja ab = ba. Tilloin
ord(ab) = ord(a) ord(b).

Todistus (vrt. [18], tehtédva 6, s. 5). Merkitiddn ord(ab) = k. Ensinnikin koska a ja
b ovat keskendin vaihdannaisia, niin (ab)™" = a"™b™ = (a")"™(b™)" = e. Siis
lauseen 1.38 kohdan (i) perusteella k | mn.

Toisaalta (ab)* = e, joten a* = b™* = ¢ € (a) N (b). Nyt {a)| = ord(a) = n ja
|[(b)| = ord(b) = m lauseen 3.17 perusteella, joten seurauksen 3.25 nojalla ord(c) | n
jaord(c) | m. Taten ord(c) | syt(m, n). Mutta koska syt(m, n) = 1, niin ord(c) = 1,
joten ¢ = e. Siis a® = e = b*, misti lauseen 1.38 kohdan (i) nojallam | k jan | k.
Koska edelleen syt(m, n) = 1, niin lemmasta 3.28 seuraa, ettd mn | k.

Téten ollaan saatu, ettd k | mn ja mn | k. Nidin ollen ord(ab) = k = mn =
ord(a) ord(b).

Tarkastellaan sitten kahden &érellisen syklisen ryhmén karteesista tuloa. Osoi-
tetaan, ettd tima karteesinen tulo on myos syklinen ryhmd, kun syklisten ryhmien
kertaluvut ovat keskenédén jaottomia.

Lause 3.30. Olkoot G ja H alkioiden g ja h virittdmid ddrellisid syklisicd ryhmid
kertaluvuilla n ja m. Oletetaan, ettd syt(m, n) = 1. Tdalloin G X H on syklinen ryhmdi.

Todistus (vrt. [17]). Tarkastellaan ryhmin G x H alkiota (g, h). Nyt

(8, en)(eg, h) = (8, h) = (eg, h)(g, en),ord((g, en)) = n ja ord((eg, h)) = m.

Téten lauseen 3.29 nojalla

ord((g, h)) = ord((g, en)(eg, h)) = ord((g, en)) ord((eg, h))
=nm = |G| |H| =|G X H|.

Siis seurauksen 3.18 nojalla G X H on syklinen ryhmi. O
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Havaitaan, ettd lauseen 3.30 tulos yleistyy toki koskemaan my6s useamman kuin
kahden direllisen syklisen ryhmén karteesista tuloa.

Lause 3.31. Olkoot Gy, G», . . ., Gy ddrellisid syklisid ryhmid, joiden kertaluvut ovat
ni, o, . . ., ng. Oletetaan, ettd kaikki ndmd kertaluvut ovat keskendicin jaottomia. Tail-
l6in ryhmien muodostama karteesinen tulo Gy X G X - - - X Gy on syklinen ryhmdi.

Todistus. Tasmillinen todistus sivuutetaan. Lause voidaan todistaa vastaavasti edel-
lisen lauseen kanssa. Tulos seuraa induktiivisesti myos edeltivisti lauseesta. O

3.4 Normaalit aliryhmit ja tekijaryhmiit

Téssd alaluvussa perehdytddn normaalin aliryhmén késitteeseen, ja muodostetaan
sen avulla ryhmin G aliryhmén H kaikkien vasempien sivuluokkien joukosta G/H
tekijaryhmi. Normaalit aliryhmit muodostavat aliryhmille erikoistapauksen, jossa
niiden vasemmat ja oikeat sivuluokat yhtyvit. TallGin ei siis tarvitse puhua erikseen
oikeista tai vasemmista sivuluokista. Normaali aliryhmi onkin yksi ryhméteorian
keskeisistd kasitteista.

Maiéritelma 3.32. Ryhmén G aliryhmén H sanotaan olevan normaali, jos xH = Hx
kaikilla x € G. Télloin merkitddn H < G.Jos H onryhmén G aito normaali aliryhma,
merkitdan H < G.

Kannattaa huomata, ettd normaalin aliryhmidn H maéritelméstd ei kuitenkaan
seuraa se, ettd xh = hx kaikilla 7 € H. Miaritelmastd seuraa ennemminkin, etta
kaikilla &7 € H on olemassa sellainen i’ € H, ettid xh = h’x. Seuraava lause antaa
kayttokelpoisen ehdon aliryhmin normaaliuudelle.

Lause 3.33. Olkoon H ryhmdin G aliryhmd. Tidlloéin H on ryhmdn G normaali
aliryhmdi, jos ja vain jos gHg™' C H aina, kun g € G.

Todistus. Ks. [11,s. 128-129]. O

Edeltivaa lausetta kiytetddn sellaisenaan, kun on osoitettava jonkin aliryhmén
normaalius. On hyvi todeta kuitenkin, ettd aliryhmén normaaliudesta seuraa myos
joukkojen gHg~! ja H yhtisuuruus kaikilla g € G. Titi varten riittid4 enid osoittaa
osajoukkous toiseen suuntaan: Oletetaan ettda H < G. Jos g € G ja h € H, niin on
olemassa sellainen /' € H, etti hg = gh’ (H < G). Titen h = gh’g™! € gHg™ .
Siis H € gHg™', ja niin ollen lauseessa 3.33 osajoukkouden lisiksi pitee myos
joukkojen vilinen yhtdsuuruus.

On melko suoraviivaista havaita, ettd jokaisen Abelin ryhmin aliryhméa on nor-
maali.

Lause 3.34. Jokaisen Abelin ryhmdn aliryhmd on normaali.

Todistus. Olkoon H Abelin ryhmin G aliryhma. On osoitettava, ettd xH = Hx aina,
kun x € G. Valitaan siis mielivaltainen x € G. Oletetaan ensin, ettd a € xH. Talloin
a = xh jollakin 4 € H. Koska G on Abelin ryhmi, niin @ = xh = hx € Hx. Siis
xH C Hx. Tdysin vastaavasti saadaan Hx C xH. Tiaten xH = Hx. O
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Tiedetdan, ettd sellaisen perheen leikkaus, joka koostuu ryhméin G aliryhmistd
on my0s aliryhmd. Osoitetaan nyt, ettd sama patee my0s normaaleille aliryhmille.

Lause 3.35. Olkoon ‘H epdtyhjdi perhe, joka koostuu ryhmdn G normaaleista ali-
ryhmistd. Talloin (\‘H on ryhmdn G normaali aliryhmd.

Todistus. Olkoon g € G. Tarkastellaan joukon g((H)g~' alkiota ghg™', missi
h € N‘H. Olkoon H € H. Tilloin h € H. Tarkastellaan sitten termid gh. Koska
h on alkiona normaalissa aliryhméssd H, niin normaalin aliryhmidn miiritelman
perusteella on olemassa sellainen h’ € H, etti gh = h'g. Siis ghg™' = h’ € H,
jolloin ghg™! € M. Nin ollen gHg~' € (H. Lauseen 3.33 nojalla " H on
ryhmin G normaali aliryhma. |

Jos ryhmién G ja sen normaalin aliryhmén K vilissd on olemassa sellainen ryhma
H, jokaonryhmin G aliryhmi ja jonka aliryhmi on K, niin K on ryhmén H normaali
aliryhma. Télloin H ei kuitenkaan vilttdmattd ole ryhmidn G normaali aliryhma.

Lause 3.36. Olkoon G ryhmd. Oletetaan, ettdi K < G ja K < H < G. Tidlloin
K < H, mutta H ei ole vilttamdittd ryhmdn G normaali aliryhmdi.

Todistus (ks. [18, s. 37 ja 39]). Ensimmdinen viite seuraa suoraan normaalin aliryh-
man méadritelméastd. Toisen viitteen osoittamiseksi voidaan valita G = S3, H =

{(1), (1 2)}jaK = {(D}. O

Aiemmin todettiin, ettd pelkdstddn kahden aliryhmén tulo ei ole vilttamatta
aliryhméa. Havaitaan kuitenkin, ettd toisen aliryhmén normaalius riittdd tekemaian
aliryhmien tulosta aliryhmén. Edelleen jos molemmat aliryhmét ovat normaaleja,
niin niiden tulokin on normaali aliryhma.

Lause 3.37. Jos H < G ja K < G, niin HK < G.
Todistus. Ks. [18, s. 55] O

Lause 3.38. Olkoot H ja K ryhmdn G normaaleja aliryhmid. Tdlloin

(i) HK = KH on ryhmdn G normaali aliryhmd,

(i) (HUK) = HK.

Todistus. (i) Vrt. [11,s.129]ja [18,s.55-56].Jos hk € HK, missi h € Hjak € K,
niin hk € hK = Kh C KH(K < G), joten HK C KH. Vastaavasti KH C HK. Siis
HK = KH.

Edellisen lauseen nojalla HK < G.Olkootg € G,he€ H, k € K. Koska H <4 G
ja K < G, niin ghg™! € H ja gkg™! € K. Siis ghkg™" = (ghg ") (gkg™!) € HK.
Taten HK < G.

Kohta (ii) seuraa suoran kohdasta (i) seki lauseesta 3.13. O
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Milla tavalla saataisiin sitten muodostettua ryhmén G aliryhméin H vasempien
sivuluokkien joukosta G/H ryhma? Madritellddn joukon G/H laskutoimitus * aset-
tamalla

3.1 *: G/HXG/H — G/H,(xH) = (YH) = (xy)H.

Onko kyseinen laskutoimitus sitten hyvinmadritelty? Ei vélttdmattd; esimerkiksi
symmetriaryhmén S3 avulla voidaan tehdd vastaesimerkki, joka osoittaa, ettd las-
kutoimitus ei ole hyvinmadritelty (ks. [11, s. 130]). Jos taas aliryhmid H on ryhmén
G normaali aliryhma, laskutoimitus * on hyvinmaaritelty (ks. [21, s. 37]). Seuraavak-
si onkin luonnollista todistaa, ettd pari (G/H, *) on ryhmi, jota kutsutaan erityisesti
tekijaryhmaiksi.

Lause 3.39. Olkoon H ryhmdn G normaali aliryhmd. Tidlloin (G/H, ) on ryhmd,
missd laskutoimitus on mddritelty lausekkeen (3.1) mukaisesti.

Todistus. Ks. [11,s. 131]. O

Miiritelmé 3.40. Olkoon H ryhmén G normaali aliryhmi. Ryhméa G/H kutsutaan
talloin ryhmén G tekijdryhmdiksi.

Tarkastellaan ryhméa G ja sen aliryhmdd H. Havaitaan, ettd jos aliryhméan H
indeksi on 2, niin H on ryhmén G normaali aliryhmad.

Lause 3.41. Olkoon H ryhmdn G aliryhmai.
(i) Oletetaan, etti x*> € H kaikilla x € G. Talloin H < G.
(ii) Jos (G : H) =2, niin H 4 G.
Todistus (vrt. [11, s. 135]). (i). Olkoon g € G ja h € H. Havaitaan, ettd

ghg™ = ghgh(gh)'g™' = (gh)*h g™

Nyt h~! € H ja oletuksen nojalla (gh)?, g2 € H. Tistd seuraa, ettd ghg™' € H,
joten gHg™! € H. Siis H < G.

(ii). Olkoon (G : H) = 2. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen x € G, ettd
x% ¢ H. Tilloin x ¢ H, joten H # xH jasiis HNxH = (. Koska (G : H) = 2,
niin G/H = {H,xH}, jaG = H U xH. Tasti seuraa, etti x? € H U xH. Toisaalta
koska x> ¢ H, on oltava x*> € xH. Siis x> = xh jollakin h € H. Mutta silloinhan
x = h € H, miki on ristiriita. Ndin ollen x? € H kaikilla x € G. Titen kohdan @)
nojalla H < G. O

3.5 Alternoivan ryhmin A, yksinkertaisuus

Yksinkertaiset ryhmit ovat ryhmien tirked erikoistapaus, jotka auttavat méaérittamaén
tarkemmin ryhmien rakenteita. Erityisesti myohemmin tullaan havaitsemaan, etta
yksinkertaiset ryhmit ovat oleellinen osa ddrellisten ryhmien kertalukujen luokittelua
ja madrittelya.
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Mairitelmé 3.42. Epitriviaalin ryhmin G sanotaan olevan yksinkertainen, jos sen
ainoat normaalit aliryhmit ovat G ja {e}.

Yksinkertaisimmillaan havaitaan, ettd Lagrangen lauseen perusteella kaikki ryh-
miit, joiden kertaluku on alkuluku, ovat yksinkertaisia.

Pyritddn seuraavaksi osoittamaan, ettd alternoiva ryhméd A, on yksinkertainen,
kun n > 5. Niin saadaan kasattua jo iso joukko yksinkertaisia ryhmii. Todistetaan
ensin, ettd kaikkien 3-syklien joukko virittda alternoivan ryhméin.

Lause 3.43. Olkoon n > 3. Tilloin kaikkien 3-syklien joukko virittdd alternoivan
ryhmdn A,,.

Todistus (vrt. [11, s. 103]). Olkoon S kaikkien 3-syklien joukko. Jokainen joukon
S virittdmin aliryhmén (S) alkio on selvisti lauseen 3.7 perusteella 3-syklien tulo.
Edelleen koska jokainen 3-sykli on parillinen ja A, on ryhmé, niin selvésti (S) C A,,.
Toisaalta lauseen 2.21 nojalla A, C (S). O

Seuraava lemma antaa avaimet alternoivan ryhmin yksinkertaisuuden osoittami-
seksi.

Lemma 3.44. Olkoon H alternoivan ryhmdn A, normaali aliryhmd, kun n > 5. Jos
H sisdltdd 3-syklin, niin H = A,,.

Todistus (vrt. [11, s. 133]). Oletetaan, ettd H sisdltdd 3-syklin (a b c¢). Olkoon
(u v w) symmetriaryhmén S, mielivaltainen 3-sykli, jolloin myos (u v w) € A,,.
Olkoon a € S, permutaatio, jolle @(a) = u, @(b) = v jaa(c) = w. Oletetaan lisiksi,
ettd  kiinnittdd muut luvut. Nythdn (u v w) = (a(a) a(b) a(c)), jolloin lauseen
29 nojallaao(a b c)o a ' = v w).Jos a € A,, niin lauseen 3.33 mukaan
wv wy=ao(a bc)oa!eH.

Oletetaan sitten, ettd @ ¢ A,. Tilloin @ on pariton permutaato. Koska n > 5,
niin on olemassa kokonaisluvut d, f € I, jotka ovat eri lukuja kuin a, b ja c. Nyt
e(do(d f)) =€(@)e((d f))=—-1-(-1)=1,jotenao (d f) e A,. Edelleen

uv w)y=ao(abc)oa

=ao(abc)o(d flo(d f) oa”!
=ao(d flo(abcyo(d il oa™
=(@o(d f))o(abc)o(ao(d f)),
joten lauseen 3.33 perusteella (v v w) € H.
Siis H siséltdd kaikki 3-syklit. Olkoon S kaikkien 3-syklien joukko, jolloin § €

H. Nyt lauseesta 3.43 seuraa, ettd (S) = A, ja toisaalta lemman 3.6 perusteella
(S) € H, jolloin A, C H. Tietysti piatee myos H C A,, silli H on alternoivan

ryhmin aliryhmd. Siis H = A,,. |

Lause 3.45. A, on yksinkertainen, kun n > 5.
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Todistus (vrt. [11, s. 133—134]). Olkoon H alternoivan ryhmén A, normaali aliryh-
mija H # {e}. Olkoona € H, @ # e, permutaatio, joka liikuttaa pienintd mahdollista
madrdd lukuja. Asetetaan ndiden lukujen miiriksi m. Koska vaihdot eivit ole pa-
rillisia permutaatioita, niin m > 3. Pyritddn osoittamaan, etti m = 3, jolloin a on
3-sykli ja tulos seuraa suoraan lemmasta 3.44.

Oletetaan, ettd m > 3. Olkoon @ = @] o @3 o --- o @ erillisten syklien tulo.
Oletetaan, ettd a; on vaihto kaikillai € {1,...,k}. Koska m > 3, on oltava k > 2.
Olkoot a1 = (a b) jaay = (¢ d). Valitaan f € I,\{a, b, c,d} ja merkitidn o =
(c d f).Nyto € A, ja H on alternoivan ryhmén normaali aliryhmi, joten lauseen
3.33nojallacoaoo™! € H.Lisiksia™! € H,jolloina’ =a'ocoaoo™ € H.
Selvisti @’ kiinnittad luvut a ja b. Jos on a(u) = u, missd u € I,\{a, b, ¢, d, f}, niin
a’'(u) = u. Koska @’(f) = ¢, niin o’ # e. Ndin ollen @’ € H,a’ # e ja o’ liikuttaa
vihemmin lukuja kuin « (o’ liikuttaa korkeintaan kolmea lukua, kun « liikuttaa
vihintdédn neljad lukua), mikéa on ristiriita.

Taten jollakin luvulla i € {1,...,k} a; on sykli, jonka pituus on vihintdin
3. Koska erilliset syklit kommutoivat, voidaan olettaa, ettd i = 1. Olkoon a; =
(a b c¢ ---) sykli, jonka pituus on vihintddn 3. Jos m = 4, niin @« = @] on

sykli, jonka pituus on 4, joten se on pariton permutaatio, miké on ristiriita. On siis
oltava m > 5, jolloin « liikuttaa vidhintdédn viittd lukua. Olkoot d, f € I,\{a, b, c}
permutaation « liikuttamia lukujaja o = (¢ d f). Vastaavalla tavalla kuten aiemmin
voidaan osoittaa, etti tilloin o’ = @ ' occoa oo™ € H Nyta'(b) = '(d) £ b
silld @~ '(c) = b), joten @’ # e. Jos on a(u) = u, missd u € I,\{a, b, c,d, f}, niin
a’(u) = u. Selvisti myds a’(a) = a. Niin ollen «’ liikuttaa vihemmin lukuja kuin
a (o’ liikuttaa korkeintaan neljda lukua), miké on jdlleen ristiriita. Siis m = 3. O
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4 Ryhmihomomorfismit ja isomorfialauseet

Tassd luvussa tullaan kdsitteleméin ryhmien vilisid kuvauksia, joille annettaan tietty-
ja lisiominaisuuksia. Tarkasteltavat kuvaukset voidaan mééritella homomorfismeik-
si, jos ne sdilyttidvit ryhmien laskutoimituksen kuvauksessa. Edelleen homomorfis-
mista saadaan isomorfismi, kun oletetaan kuvauksen bijektiivisyys.

Isomorfian avulla tullaan todistamaan ensin Cayleyn! lause, jonka kautta jokainen
ryhma voidaan itse asiassa ndhdd permutaatioryhména. Edelleen tullaan todistamaan
kolme isomorfialausetta, joista erityisesti kahta ensimmadistéd tullaan hyodyntimiin
usein tdssd tutkielmassa. Léhteind tissd luvussa on kéytetty kirjoja A Course on
Group Theory [18, s. 12-60] ja Fundamentals of Abstract Algebra [11, s. 140-164].

4.1 Ryhmiahomomorfismit ja Cayleyn lause

Eri ryhmilli voi olla algebrallisesti hyvinkin samanlainen rakenne sen suhteen, miten
ryhmaén alkiot jarjestiytyvit niiden laskutoimituksen suhteen. Esimerkiksi ryhmien
H={(1),(1 32),(1 2 3)}(voidaan helposti osoittaa, etti H on symmetriaryhméin
S3 normaali aliryhmé) ja Z3 kertotaulut ovat (alkioiden nimedmisti vaille) tdsmél-
leen samat. Vastaavalla tavalla keskendin yhteydessd ovat myos diedriryhmi D3 ja
symmetriaryhmi S3. Ne kiyttidytyvit laskutoimituksensa suhteen siis identtisesti.
Tallaisia rakenteeltaan samanlaisia ryhmié kutsutaan keskendin isomorfisiksi. Iso-
morfisuus vaatii selvésti siis ryhmien bijektiivisyyden. Havaitaan, ettd isomorfisuus
vaatii my0s, ettd ryhmien véliset laskutoimitukset sdilyvét jonkin kuvauksen avulla.
Téllaista kuvausta taas sanotaan homomorfismiksi.

Mairitelmi 4.1. Olkoot G = (G, ) ja G’ = (G’,+’) ryhmii ja f: G — G’ kuvaus.
Télloin kuvausta f kutsutaan homomorfismiksi ryhmiltd G ryhmille G, jos kaikilla
x,y € G pitee:

fxy) = fx)« f(y).

Kuvausta g, joka on ryhmien G ja G’ vilinen bijektio ja homomorfismi, kutsutaan
isomorfismiksi. Talloin sanotaan, ettd ryhmét G ja G’ ovat isomorfiset, ja merkitdan
G = G’'. Jos halutaan erityisesti tdsmentéd, ettd kuvaus g on isomorfismi nididen
ryhmien vililld, merkitdan g: G = G’. Isomorfismia ryhmastd G itseensd kutsutaan
automorfismiksi. Homomorfismia kutsutaan epimorfismiksi, jos se on surjektio, ja
monomorfismiksi, jos se on injektio.

Huomautus. Tdssa tutkielmassa G’ ei ole ryhmédn G kommutaattorialiryhmin mer-
kintd, vaan yksi yleismerkinti ryhmille.

'Arthur Cayley (1821-1895) oli englantilainen matemaatikko ja juristi, joka otti ensimméisené
kayttoon ryhmaén kisitteen modernissa mielessé: joukko laskutoimituksen kanssa, joka toteuttaa tietyt
lait. Aiemmin ryhmii oli késitelty vain permutaatioryhmini. Cayleya pidetdédnkin yleisesti abstraktin
ryhmiteorian perustajana. [11, s. 180]
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Ryhmiteoreettisesti on mahdotonta erotella ryhmié, jotka ovat isomorfisia, mutta
joilla ei ole samoja alkioita. Joissakin ldhteissd sanotaankin, ettd kaksi keskendén
isomorfisista ryhmii ovat samaa tyyppii tai jopa samoja, kun ollaan kiinnostuttu
vain ryhmien vilisestd isomorfisuudesta. Joukko-opillisesti taas on mielekkddmpaa
erotella keskenididn yhtdmahtavia joukkoja.

Kaikki sellaiset symmetriaryhmit ovat isomorfisia keskendin, joiden epatyhjat
joukot ovat keskendédn yhtidmahtavia. Todetaan myos, ettd jokainen ddrellinen sykli-
nen ryhmi, jonka kertaluku on n, on isomorfinen vastaavan kertaluvun omaavan
ryhmin Z,, kanssa.

Lause 4.2. Jos epdtyhjit joukot X ja Y ovat yhtdmahtavia, niin Sx = Sy.

Todistus (ks. [18, s. 15-16]). Koska on olemassa bijektio ¢ : X — Y, niin voidaan
osoittaa, ettd kuvaus f: Sx — Sy, f(@) = ¢ o @ o ¢! on isomorfismi. O

Lause 4.3. Jokainen kertalukua n oleva ddrellinen syklinen ryhmd on isomorfinen
ryhmdn Z, kanssa.

Todistus (ks. [11, s. 147]). O.lkoop G = (a) jollakin a € G. Silloin voidaan osoittaa,
ettd kuvaus f: G — Z,, f(a') =i on isomorfismi. Ks. myos [21, s. 42-43]. O

Lauseesta 4.3 seuraakin suoraan, ettd kaksi syklistd ryhmaa, joilla on sama ker-
taluku, ovat keskenéén isomorfiset. Ndin ollen isomorfisuuden ndakokulmasta onkin
olemassa vain yksi syklinen ryhmd, jolla on tietty kertaluku. Edelleen lauseen 3.30
perusteella havaitaan, ettd, jos m ja n ovat keskeniin jaottomia, niin Z,, X Z,, = Z ..

Seuraavassa esimerkissid osoitetaan diedriryhmén olemassaolo konstruoimalla
konkreettinen ryhmi, joka toteuttaa diedriryhman maééritelmén oletukset.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan seuraavaa joukkoa
D = {RO’ R19 e Rn—l’ SO’ Sla ceey Sn—l }’
missd n > 3, ja Ry ja Si ovat seuraavia kuvauksia:

Ri: C — C, Ry(z) = e nkz,
Si:C—>C, Si(2) = eiz?ﬂki,

kun k € Z. Tilloin havaitaan, ettd Ry on itse asiassa kierto kompleksitasossa kulman
k%” verran ja Sy on vastaavasti peilaus suuntaan k7 kulkevan suoran suhteen. Osoi-
tetaan, ettd D on ndin médriteltynd symmetriaryhmén Sc aliryhmd. Ensinnikin ha-
vaitaan, ettd R, = Ropja S, = Soja,jos k > 0,niin R_; = R,— ja S_x = S,—. Selvasti
idc = Ry € D. Tarkastellaan joukon D kuvauksia Ry ja Sy, missd k € {0,...,n—1}.
Havaitaan, ettd R;' = Ry = Ry—x € D ja S;' = St = S, € D. Olkoot R, ja S
joukon D kuvauksia, missd a, b € {0, ...,n — 1}. Olkoon z € C. Nyt

P27 2, 2 ;2 _
(Ry 0 Sp)(2) = Ru(Sp(2)) = Ru(e'n77) = &/ w ez = @7 = 5,1 (2),
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joten R, 0S8, = S,4p € D. Vastaavasti osoitetaan, ettd S, o R, € D. Taten on osoitettu,
ettd D < Sc.

Edelleen havaitaan, etti Sy = Ry o Sp, silld jos z € C, niin (Rg o Sp)(z) =
Re(So(2)) = Ri(Z) = €757 = Si(z). Selvisti myds R = (R))¥. Merkitiin R = R,
ja S =S, jolloin

D={ide,RR* ..., R" S, RoS,R*0S,....R" oS}

Mutta nythén huomataan, ettd (R, S) = D, ord(S) = 2, ord(R) =njaSoR = R loS.
Niin ollen aliryhmd D tiyttdd diedriryhmén oletukset. Jokainen astetta n oleva
diedriryhmd voidaan siis samaistaa timén sadnnollisen n-kulmion symmetriaryhmén
kanssa. Tasmallisesti ottaen voidaan osoittaa, ettd kuvaus

f:Dy—> D, f(d'b))=R oS (iel0,....n-1},j€{0,1})
on ryhmien D, ja D vilinen isomorfismieli f: D, = D.

Aiemmin luvussa 3 todettiin, ettd kombinatorisen ryhmaéteorian avulla voidaan
osoittaa diedriryhmén olemassaolo ja yksikisitteisyys. Tasmaéllisesti ottaen ryhmén
voi aina méadritelld relaatioiden avulla, joten on olemassa (homomorfismien suhteen)
maksimaalinen ryhmi, jonka virittdvit alkiot a ja b ja joka toteuttaa relaatiot a” = e,
b? = e ja ba = a~'b. Voidaankin itse asiassa osoittaa, ettd jos G on nimi relaatiot
toteuttava ryhmi, missda n > 3, niin on olemassa epimorfismi D, — G. Tami
epimorfismi on edelleen isomorfismi, jos ryhmit G ja D,, ovat yhtamahtavat. Ndin
ollen diedriryhmédn D, kanssa samaa kertalukua oleva ryhmid G on sen kanssa
isomorfinen, kun ryhmille G toteutuu ndméd madritelmén 3.10 ehtoja ord(a) = n
ja ord(b) = 2 lievemmiit relaatiot a” = e ja b" = e. Tarkemman todistuksen tille
isomorfialle voi katsoa ldhteesta [5, s. 1-2].

Madritelldin seuraavaksi homomorfismin ydin ja kuva.

Mairitelmé 4.4. Olkoot G ja G’ ryhmiid ja f: G — G’ homomorfismi. Talloin
homomorfismin f ydin, Ker(f), on joukko, joka koostuu niistd ryhmén G alkioista,
jotka kuvautuvat ryhmén G’ neutraalialkiolle e’ eli

Ker(f):={g e G| f(g) =¢},

Homomorfismin f kuva, Im(f), on taas yksinkertaisesti joukon G kuva kuvauksessa
feli
Im(f) := fIG] = {f(g) | g € G}.

YI1Id olevassa madritelmédssd homomorfismin f kuva on itse asiassa my0s sen
arvojoukko. Ryhmien vilisten homomorfismien arvojoukoille halutaan tdsséd yhtey-
dessi kuitenkin kéyttdd omaa merkintdéansa.

Kasitelldidn seuraavaksi joitakin homomorfismin ja isomorfismin perusominai-
suuksia.

Lause 4.5. Olkoon f homomorfismi ryhmdlti G ryhmdille G’. Olkoon g: H — H’
isomorfismi. Tdlloin seuraavat ehdot ovat voimassa.
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(@) f(e)=e¢"
®) f(g™H = f(g) ! kaikilla g € G.
(c) Ker(f) < G.Jos H< G, niin f[H] < G'.

(d) Jos H < G, niin f~'[H'] < G. Jos H' on lisiiksi normaali, niin on sen
alkukuvakin.

(e) f on injektio, jos ja vain jos Ker(f) = {e}.
() g~': H' — H on isomorfismi.
(g) ord(a) = ord(g(a)) kaikilla a € H.

Todistus. Kohdat (a), (b) ja (e): ks. [21, s. 33-34]. Kohdat (c), (d), (f) ja (g): ks. [11,
s. 141, 143 ja 145]. O

Miaritelmé 4.6. Jos on olemassa monomorfismi ryhmistd G ryhméian G, sanotaan,
ettd ryhma G voidaan upottaa ryhmééan G’.

Lause 4.7. Jos ¢: G — G’ on monomorfismi, niin G = Im(), ja jokaiselle ryhmdn
G aliryhmdille H pditee, etti H = ¢[H]. Ryhmd G voidaan lisdksi upottaa ryhmddn
G’, jos ja vain jos G on isomorfinen jonkin ryhmdn G’ aliryhmdn kanssa.

Todistus. Lause seuraa melko suoraan edeltidvistd lauseesta, mutta esitetddn tassa
isomorfismiin vaadittavat kuvaukset. Olkoon ¢: G — G’ monomorfismi ja H < G.
Lauseen 4.5 perusteella Im(y) ja ¢[ H] ovat ryhmin G’ aliryhmii. Néin ollen kuvaus
¢ G - Im(p), ¢'(x) = p(x) on selvisti isomorfismi, joten G = Im(y). Vastaavasti
kuvaus ¢”: H — ¢[H], ¢”(x) = ¢(x) on selvisti isomorfismi, ja ndin ollen H =
wlH].

Oletetaan sitten, ettd ryhmi G voidaan upottaa ryhméin G, jolloin on olemassa
monomorfismi f: G — G’. Jo ailemmin osoitetun nojalla tilloin G = Im(f), missi
Im(f) on ryhmin G’ aliryhmi. Oletetaan toisaalta, ettd G on isomorfinen jonkin
H < G’ kanssa. Tilloin on olemassa isomorfismi g: G — H, jolloinkuvausg’: G —
G’, g’ (x) = g(x) on selvisti monomorfismi. O

Tarkastellaan sitten tiettyd mielenkiintoista ryhmin G automorfismia. Kyseisen
automorfismin avulla mééritelldin, mita tarkoitetaan ryhmén alkioiden viliselld kon-
jugoinnilla. On suhteellisen suoraviivaista osoittaa, ettd kyseinen kuvaus on todella-
kin ryhmén G automorfismi (ks. [18, s. 22]).

Maaritelmi 4.8. Madritelldan kaikille ryhmin G alkioille g sellainenkuvaus 7, : G —
G, etta

To(x) = gxg~!.

Téllaista alkion g synnyttdmid automorfismia kutsutaan ryhmén G sisdiseksi auto-
morfismiksi.
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Jos g € G, niin alkiota gxg~! kutsutaan ryhmin alkion g mésrdamaiksi alkion x
konjugaatiksi ryhméssd G. [lman sisdistd automorfismia voidaan madritella yleisesti,
ettd alkio b € G on alkion a € G konjugaatti, jos on olemassa sellainen ¢ € G, etti
b= cac™'.

Merkinti 4.9. Kaikkien ryhmédn G automorfismien joukkoa merkitddn symbolilla
Aut(G). Symbolilla Inn(G) tarkoitetaan taas joukkoa kaikista ryhmén G sisdisista
automorfismeista.

Olkoon g ryhmén G alkio. Lauseen 4.7 mukaan sisdinen automorfismi 7, kuvaa
jokaisen ryhmin G aliryhmén H sen kuvalle 7,[H] < Im(7g) = G niin, ettd

H=1,[Hl={ghg™' |he H)=gHg™".
Niin ollen saadaan suoraan seuraava lause.

Lause 4.10. Jokaiselle H < G ja g € G piitee, etti gHg™" on ryhmdin G aliryhmdi,
joka on isomorfinen aliryhmdn H kanssa.

Tarkastellaan vield ryhmén G symmetriaryhméd Sg. Havaitaan, ettd ryhmiltd G
saadaan muodostettua sisdisen automorfismin avulla kuvaus 7 symmetriaryhmille
SG, joka on homomorfismi (ks [18, s. 22]):

“4.1) 7:G—> 86, 7(8) = 75.

Edelleen Im(7) = {1, | g € G} = Inn(G) < Aut(G), ja myos selvisti Aut(G) < Sg,
joten
Inn(G) < Aut(G) < Sg.

On lisédksi osoitettavissa, ettd kaikkien sisdisten automorfismien ryhmé on myos
normaali aliryhmi kaikkien automorfismien ryhmalle:
Lause 4.11. Kun G on ryhmd, niin Inn(G) < Aut(G).
Todistus. Ks. [11,s. 161] O

Esimerkki 4.2. Kaikkien sisdisten automorfismien ryhma on siis aliryhma kaikkien
automorfismien ryhmalle. Mutta milloin Inn(G) on ryhmin Aut(G) aito aliryhma,
kun G on ryhma? Onko siis olemassa automorfismia, joka ei ole sisdinen automor-
fismi? Vastaus tidhén ei ole tdysin triviaali, joten tarkastellaan kahta eri tapausta.

Havaitaan, ettd yleisesti Abelin ryhmélle G automorfismi, joka ei ole identtinen
kuvaus, ei ole sisdinen automorfismi. Tarkastellaan tdllaista automorfismia f: G —
G. Olkoon b € G. Koska f ei ole identtinen kuvaus, on olemassa sellainen a € G,
ettd f(a) # a. Talloin

mp(a) = bab™' = bb~'a = a £ f(a),

joten 7, # f. Siis f ¢ Inn(G), ja Inn(G) < Aut(G). Konkreettinen esimerkki
tdllaisesta automorfismista on kuvaus

f: R* — R*,f(X) :x3a
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missd ryhmi R* on pari (R \ {0}, -) eli reaaliluvut nolla pois lukien, varustettuna
kertolaskulla.

Entd jos G ei olekaan Abelin ryhmi? Tarkastellaan alternoivaa ryhméa Ay ja sen
kaikkien sisdisten automorfismien ryhmia Inn(A4) = {75 | B € A4}, jonka alkiot
ovat siis kuvauksia muotoa 75: A4 — A4, 78(a) = Boao B!, Tissi kohtaa lukijan
on hyvi huomata, ettd jokainen alternoivan ryhmén sisdinen automorfismi saadaan
symmetriaryhmin sisdisesti automorfismista rajoittamalla, mutta kaikki téllaiset ku-
vaukset eivit toki ole sisdisid automorfismeja. Miiritellddan seuraavaksi esimerkki
tallaisesta kuvauksesta.

Tarkastellaan erityisesti vaihdon (1 2) konjugoimalla kiinnittimaa vastaavaa
kuvausta

T 2): Ag— A1 2y(@) = (1 2)oao(l 2)7L.

Nythén (1 2) ¢ A4. Seuraava taulukko kuitenkin osoittaa, ettd 7(; 2) on bijektii-
vinen kuvaus (bijektiivisyys voidaan osoittaa lyhyemminkin, mutta jatkotarkastelun
kannalta taulukko on tarpeellinen). Taulukossa on esitetty alternoivan ryhmén Ay
permutaatiot sekd niiden kuvat tdssid kuvauksessa.

a 71 2)(@)
(1) (1)
234 (134
24 3) (1423
12)o@B34 (1 2)o(3 4
(123 (132
(124 (142
(132 (123)
(134 234
(13)c24 |1 4023
(142 (124
(1423 24 3)
14)0@23)|(13)o2 4

YlI4 olevan taulukon oikeellisuuden voi todeta hyodyntdmalla lausetta 2.9. On help-
poa osoittaa, ettd 7(; 2) on myos homomorfismi. Titen 7(; 2) € Aut(A4). Nyt

To(@) =aoao al=a# 71 2)(@) kaikilla @ € A4\ {(1),(1 2) o (3 4)},
T1 203 H((1 34) =2 43)#2 3 4) =71 (1 3 4))ja
(23 4)=234) #0034 =11 2023 4)).

Niin ollen 7(; ) # 7 kaikilla B € A4. Siis 7(; ) ¢ Inn(A4). Téten ollaan osoitettu,
ettd on olemassa automorfismi, joka ei ole sisdinen eikd vaihdannainen.

Paitetdadn tami alaluku todistamalla Cayleyn lause, jonka mukaan mikd tahansa
ryhmi voidaan késittad permutaatioryhméni. Olkoon a ryhmén G alkio. Méairitelldin
sellainen kuvaus f,: G — G, ettd f,(b) = ab. On helppoa osoittaa, ettd ndin
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madritelty kuvaus on bijektio. Ndin ollen f, on ryhmidn G permutaatio. Olkoon
F(G) ={f.| a € G}, jolloin F(G) on ryhmin G symmetriaryhmén S; osajoukko.

Cayleyn lause kertoo tasmallisesti, ettd jokainen ryhma G on isomorfinen sellai-
sen permutaatioryhmén kanssa, joka koostuu sen omista permutaatioista. Osoitetaan,
ettd tillainen ryhmi on F(G).

Lause 4.12 (Cayleyn lause). Olkoon G ryhmd. Tdlloin F(G) on ryhmd ja G = F(G).

Todistus (ks. [11, s. 149]). Osoitetaan ensin, ettd F'(G) on symmetriaryhméin Sg ali-
ryhmé. Ensinndkin symmetriaryhmén Sg neutraalialkio idg on alkiona joukossa
F(G), silld idg(a) = a = ea = f.(a) kaikilla a € G. Olkoot a,b € G. Koska
fa(a™'b) = b, niin (f,)"1(b) = a~'b. Talloin f,-1(b) = a'b = (f,)~'(b), joten
(fo)~' = f,-1 € F(G). Valitaan joukosta F(G) kaksi permutaatiota f, ja f3. Tillin

(fa © fo)(©) = fa(fp()) = fa(bc) = a(bc) = (ab)c = fap(c)

kaikilla c € G, joten f o fp = fap € F(G). Taten F(G) < Sg. Miiritelldédn sellainen
kuvaus g: G — F(G), ettd g(a) = f,. Olkoot a, b € G. Seuraava ekvivalenssiketju
osoittaa, ettd f on injektiivinen kuvaus:

a=b& ac =bckaikillac € G © f,(c) = fp(c) kaikillac € G
& fa=fp e gla) =gb).

Lisiksi g on selvisti surjektio. Siis g on bijektio. Edelleen kaikilla ¢ € G pitee:

(g(ab))(c) = fap(c) = (ab)c = a(bc) = fa(bc)
= fa(fb(c)) = (fa o fp)(c) = (g(a) o (g(D))(c).
Siis g(ab) = g(a) o g(b), joten g on homomorfismi. Ndin ollen G = F(G). O

Itse asiassa lauseen 4.7 mukaan Cayleyn lause siis kertoo, ettd jokainen ryhma G
voidaan upottaa omaan symmetriaryhmaénsa Sg.

4.2 Isomorfialauseet

Téssd alaluvussa tarkastellaan homomorfismien ja tekijaryhmien vilistd suhdetta.
Tavoitteena on todistaa kolme isomorfialausetta, joiden avulla voidaan méérittaa
isomorfioita erilaisten tekijairyhmien vilille.

Havaitaan, ettd ryhmén G miki tahansa normaali aliryhmé H synnyttdd epimor-
fismin f ryhmaéstd G tekijiryhmiin G/H, missd Ker(f) = H. Maiiritellddn tama
kuvaus.

Mairitelmi 4.13. Olkoon H < G. Tilloin kuvaustan: G —» G/H,

n(g) = gH,

kutsutaan luonnolliseksi homomorfismiksi (tai kanoniseksi surjektioksi) ryhmélti G
tekijaryhmille G/H.

49



Lause 4.14. Olkoon H < G. Tidlloin luonnollinen homomorfismi n ryhmdltd G
ryhmdille G/H on epimorfismi, ja Ker(r) = H.

Todistus. Ks. [21, s. 40] i

Nyt voidaan esittdd yksi ryhmaéteorian perustuloksista, jota kutsutaan homomor-
fismien peruslauseeksi (the fundamental theorem of homomorphisms). Kyseinen
lause on tdmén luvun kolmesta isomorfialauseesta ensimmaéinen. Lause todistetaan
ilman konstruoitavan kuvauksen monomorfisuuden perustelua.

Lause 4.15 (Ensimmadinen isomorfialause). Olkoon ¢: G — H homomorfismi, ja
merkitddn K = Ker(yp), jolloin K 4 G (lause 4.5). Olkoon n luonnollinen homo-
morfismi ryhmdltd G ryhmdlle G/K. Tdlloin on olemassa sellainen monomorfismi
V: G/K — H, ettd ¢ = o m. Erityisesti Im(¢) = G/ Ker(¢).

Todistus (ks. [18, s. 45]). Maiiritellddn sellainen kuvaus ¢ : G/K — H, ettd
U (gK) = p(x).
Voidaan osoittaa, ettd iy on hyvin mééritelty kuvaus, joka on monomorfismi. Nyt
(Y o m)(x) = ¥ (xK) = ¢(x) kaikilla x € G,

joten ¢ =y om.
Selvisti Im(¢) = Im(y). Lauseen 4.7 perusteella myos G/K = Im(y). Siis
G/K = Im(yp). O

Ensimmiinen isomorfialause on kaytinnollinen, kun tarvitsee todistaa tekija-
ryhmédn G/H isomorfisuus jonkin toisen ryhmin K kanssa. Télloin taytyy loytda
sellainen homomorfismi f: G — G’, jolle Ker(f) = H ja Im(f) = K. Seuraavan
lauseen todistuksessa titd ideaa tullaankin hyodyntamaéan.

Tarkastellaan nyt epimorfismia ryhméltd G ryhmille G’. Havaitaan, ettd tillai-
sen epimorfismin avulla voidaan synnyttia vaastaavuus kahden perheen vilille, jotka
koostuvat ndiden ryhmien kaikista aliryhmistd; ts. epimorfismin avulla voidaan méaa-
ritelld bijektio kyseisten perheiden vilille. Talloin siis ryhmén G aliryhmit (jotka
sisédltdvat epimorfismin ytimen) ovat yksi-yhteen-vastaavuudessa ryhmin G’ aliryh-
mien kanssa. Lisédksi havaitaan, ettd ryhmien G ja G’ aliryhmien normaalius siilyy
luodun bijektion kautta. Seuraava lause tunnetaankin joissain lahteissd vastaavuus-
lauseena (correspondence theorem) (ks. [11, s. 158]).

Lause 4.16 (Vastaavuuslause). Olkoon f: G — G’ epimorfismi. Olkoon H perhe,
Joka koostuu kaikista niistid ryhmdn G aliryhmistd, jotka sisdltdvit ytimen Ker(f),
ja olkoon K perhe ryhmdin G’ kaikista aliryhmistd. Tdlloin on olemassa bijektio
[ H — K. Lisiksi jos H ja K ovat perheiden H ja K sellaisia joukkoja, ettdi
f*(H) =K, niin H 4 G, josjavainjos K < G'. Jos ndiin on, niinmyos G/H = G’ /K.
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Todistus (vrt. [18, s. 48—49]). Madritelldan kuvaus f*: H — K niin, ettd

f7(H) = fIH].

Nyt lauseen 4.5 perusteella f*(H) = f[H] € K kaikilla H € H ja lisdksi f on
kuvaus, joten f* on hyvinmiiritelty. On melko rutiininomaista osoittaa, etti f* on
bijektio (ks. [11, s. 158—159] tai [18, s. 49]).

Olkoon H € H. Valitaan nyt sellainen K € K, ettd f*(H) = K. Oletetaan ensin,
ettd H < G. Silloin lauseen 4.5 nojalla K = f[H] < G’. Olkoot x € G’ jak € K.
Koska f on surjektio, niin on olemassa sellaiset g € Gjah € H, ettd x = f(g) ja
k = f(h). Titen

xkx™ = f(@) f(f(e)™ = f(ghg™) € fIH] = K,

silli ghg™' € H (H on normaali) ja f on homomorfismi. Siis K < G’.

Oletetaan kaantden, etti K < G’. Olkoon n: G’ — G’/K luonnollinen homo-
morfismi. Nyt 7 o f: G — G’/K on kahden epimorfismin yhdistettynd kuvauksena
epimorfismi. Edelleen

Ker(mo f) ={g € G |n(f(g)) =e'K}={geCG| f(g)K =K}
g€G| f(g € fIH]}

geGlgeH} (Ker(f)CH)

=H.

={
=

Tiaten H < G. On siis osoitettu, ettd H < G, jos ja vain jos K < G’. Nyt
ensimmadisen isomorfialauseen nojalla

G'/K =Im(rwo f) = G/H.
O

Vastaavuuslauseen erikoistapauksena voidaan johtaa toinen isomorfialause. Ta-
mi isomorfialause onkin erityisen tirked, silli sen mukaan jokaisen tekijaryhmén
aliryhmé on samanlaista muotoa eli se koostuu vasemmista sivuluokista. Lisdksi sen
avulla saadaan tdrked isomorfia tekijaryhmin G/H ja kahdesta tekijiryhmastd G/ K
ja H/K muodostetun tekijaryhmin vilille (kun K < H < G).

Lause 4.17 (Toinen isomorfialause). Olkoon K < G. Tdlloin jokainen tekijéiiryhmdn
G/K aliryhmd on muotoa H/K, missi K < H < G. Edelleen, H < G, jos ja vain
jos HIK 2 G/K. Jos ndin on, niin (G/K)/(H/K) = G/H.

Todistus (vrt. [18, s. 50]). Tarkastellaan luonnollista homomorfismia 7 ryhméltd G
tekijiryhmille G/K yhtenevyyslauseen epimorfismin f sijasta, jolloin Ker(r) = K.
Olkoot H ja ‘K vastaavat perheet ryhmien G ja G/K aliryhmille. Téll6in vastaavuus-
lauseen nojalla kuvaus f*: H — K, f*(H) = n[H] on bijektio. Jos nyt H € H eli
K < H < G, niin

ff(H)y=n[H]={n(h) |he HY ={hK | he H} = H/K.
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Koska f* on surjektio, niin
K=fHI={f"(H) |HeH}={H/K|K<H<G).

Niin ollen kaikki tekijiryhmédn G/K aliryhmit ovat todellakin muotoa H /K, missa
K < H < G. Edelleen, koska osoitettiin, ettd f*(H) = H/K, niin vastaavuuslauseen
perusteella H < G, josjavainjos H/K < G/K.Jos ndin on, niin vastaavuuslauseesta
seuraa myos suoraan, etta

(G/K)/(H/K) = G/H.
O

Tarkastellaan vield viimeistd eli kolmatta isomorfialausetta, jossa kahdesta ryh-
min G aliryhmisti, joista toinen on normaali, saadaan muodostettua tekijaryhmiait.
Niiden tekijaryhmien vilinen isomorfisuus tullaan todistamaan.

Lause 4.18 (Kolmas isomorfialause). Olkoon H < Gja K < G. Tdlloin HNK < H,
K < HK ja
H/HNK = HK/K.

Todistus (vrt. [18, s. 56]). Tarkastellaan luonnollista homomorfismian: G —» G/K.
Merkitddn my = n | H. Tilloin 11 : H — G/K on homomorfismi ja

Ker(m) ={he H| mi(h)=eK}={he H| n(h) = eK}
=lheH|hK=¢eK}={he H|heK}=HnNK.

Téten lauseen 4.5 ja ensimmadisen isomorfialauseen nojalla
HNK <HjaH/HNK = Im(m).

Nyt lauseesta 3.37 seuraa, etti HK < G. Koska HK < G, K < Gja K C HK, niin
K < HK.Olkoon hk € HK, missi h € H jak € K, ja k' € K. Télloin

(hk)K'(hk)™" = h(kk'k"Yh™! € K,

silli K < G. Siis K < HK. Edelleen jokaiselle h € H, m{(h) = hK € HK/K(H C
HK), joten Im(m) € HK/K. Toisaalta tekijaryhmin HK /K mielivaltainen alkio
on muotoa (hk)K = h(kK) = hK = n;(h) € Im(rr;), missda h € H ja k € K. Taten
HK/K C Im(7my). Néin ollen Im(r;) = HK /K, ja lause on todistettu. O

Tarkastellaan vield lopuksi tiettyd hyodyllistd isomorfiaa, jolla saadaan kahden
aliryhmin tulo ja karteesinen tulo osoitettua isomorfisiksi. Osoitetaan, ettd jos kaksi
normaalia aliryhmaa siséltivit yhteiseni alkioina vain neutraalialkion, niin kyseinen
isomorfia pitee.

Lause 4.19. Olkoot H ja K ryhmdn G normaaleja aliryhmid, ja HNK = {e}. Tdlloin
HK = HXK.
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Todistus (vrt. [18, s. 33-34 jas. 59-60]). Tiedetddn, ettdi HK <4 G, silla H 2 G
ja K 2 G. Osoitetaan ensin, ettd aliryhmien H ja K alkiot ovat vaihdannaisia
keskendén. Olkoot & € H ja k € K. Ensinnékin aliryhmien normaaliuudesta seuraa,
etti kh 'k~ € H ja hkh™' € K. Siis h(kh™'k~') € H ja (hkh™")k™! € K, joten
hkh™'k~!' € H n K. Edelleen koska H N K = {e}, niin hkh™'k~' = e, jolloin
hk = kh.

Seuraavaksi havaitaan, ettd jokainen ryhmédn HK alkio on ilmaistavissa yksika-
sitteisesti aliryhmien H ja K alkioiden tulona: Oletetaan siis, ettd g € HK niin, ettd
g =hk=nk' missih, i’ € Hjak, k' € K. Tilloin (W) 'h = k’k™' e HNK = {e},
joten h =h jak =k’

Niin ollen voidaan maédritelld sellainen kuvaus f: HK — H X K, ettd f(hk) =
(h, k). Havaitaan, ettd f on selvisti bijektio. Lisdksi aliryhmien H ja K alkioiden
vaihdannaisuudesta seuraa, ettd f on homomorfismi: Olkoot h, i’ € H ja k, k' € K.
Télloin

Fi) f(R'K') = (h k)(H', k') = (hR', kK') = f((hh")(kk")) = f((hk)(R'K")).

Siis HK = H X K. O
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S Ryhmatoiminnat

Ryhmitoiminnat luovat tédssa tutkielmassa pohjan Sylowin lauseiden todistamiselle.
Ryhmin toiminta on yksinkertaisesti sopivasti madritelty kuvaus, jossa mukana ovat
jokin ryhmi ja epityhja joukko. Ryhmétoimintojen avulla tullaan médrittelemééin
useita tutkielman ydinkésitteita, joita ovat muun muassa permutaatioesitys, rata,
stabilisaattori, keskio, keskus, konjugaatio, keskittdjd ja normalisoija.

Luvun 5 keskeisin sisdlto on rakennettu teoksen A Course on Group Theory [18,
s. 68-87] pohjalta. Luvun keskeisimpind tuloksina pidetddn lauseita 5.11, 5.16 ja
5.23, joista jalkimmaistd kutsutaan ryhmétoimintojen luokkayhtaloksi.

5.1 Ryhmén toiminnan maaritelma ja ryhmin radat

Miaritelmé 5.1. Olkoon (G, *) ryhmi ja X epityhjd joukko. Ryhmén G (vasem-
manpuoleinen) toiminta joukossa X on kuvaus -: G X X — X, jolle

(i) e x = x, missd e on ryhmin G neutraalialkio,
(i) (g1*g2)-x=g1"-(82x)

aina, kun x € X ja g1,22 € G.

Ehtojen (i) ja (ii) pitiessd sanotaan, ettd ryhmd G toimii (vasemmalta) joukossa
X jajoukko X on G-joukko. Lisidksi tdlloin ryhmén G ja joukon X alkioiden sanotaan
toimivan keskenaan.

Huomautus. Selvissi tilanteissa merkitddn lyhyemmin: g - x = gx.

Esimerkki 5.1 (vrt. [11,s. 172] ja[18, s. 69]). Olkoon X epityhji joukko ja G < Sy.
Mairitellddn permutaatioryhmédn G toiminta joukossa X siten, ettd se on kuvaus
-t GX X — X, missd

(%) o-x=0(x)

aina, kun o € G, x € X. Osoitetaan nyt, ettd X on G-joukko.

Olkoon x € X.Nytidy - x = idyx(x) = x. Titen médritelmén 5.1 ehto (i) toteutuu.

Olkoot sitten 071, 0> € G. Télloin yhdistetyn kuvauksen méiritelmén ja kuvauk-
sen () nojalla (o71002)-x = (071002)(x) = 01(02(x)) = 01+ (02(x)) = 071-(02-%).
Mairitelmén 5.1 ehto (ii) siis pétee.

Tastd seuraa, ettd X on G-joukko. Tillaista ryhmén toimintaa kutsutaan ryhmin
G luonnolliseksi toiminnaksi joukossa X .

Tarkastellaan nyt joukossa X tapahtuvan ryhmén toiminnan ja symmetriaryhmén
Sx vilistd yhteytta.
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Lause 5.2. Toimikoon ryhmd G epdtyhjdssd joukossa X. Tilloin jokaista g € G
vastaa kuvaus pg: X — X, po(x) = gx, joka on joukon X permutaatio. Edelleen,
kuvaus

p: G = Sx.p(8) = pg

on homomorfismi.

Todistus (ks. [18, s. 69]). Olkoon g € G. Nyt kuvaus p,: X — X, p,(x) = gx on
selvisti hyvin mééiritelty. Osoitetaan, ettd se on bijektio. Olkoot g1, g» € G ja x € X.
Talloin ryhmén toiminnan méiritelmén ehdon (ii) nojalla

Pgrgr (X)) = (g182)x = g1(g2x) = g1(pg, (X)) = g, (Pg, (X)) = (pg, © Pg,) (%),

joten

(5.1) Pgig: = Pgi © Pgs-

Edelleen médritelmén ehdon (i) perusteella saadaan, etta
Pe(x) = ex = x,

jolloin

(5.2) pe =idx € Sx.

Yhtiloiden (5.1) ja (5.2) nojalla siis pitee, ettd

Pg © Pg-1 = Pge-t =1dx = Pg-1, = Pg-1 0 Pg.

Tasté seuraa, ettd kuvaus p, on kédintyvi, joten se on bijektio, ja erityisesti siis joukon
X permutaatio. Yhtilostd (5.1) seuraa myos suoraan, ettd kuvaus p: G — Sy, p(g) =
pg on homomorfismi. O

Mairitelmé 5.3. Lauseen 5.2 homomorfismia p kutsutaan ryhméin G toimintaa
vastaavaksi permutaatioesitykseksi.

Lause 5.4 madrittdd konkreettisen ryhmén G toiminnan joukossa X sitd vastaavan
permutaatioesityksen avulla. Tassa lauseessa ndytetdén, ettd mikad tahansa homomor-
fismi ryhmaéstd G symmetriaryhmiin Sy on ryhmén G permutaatioesitys, kun itse
toiminta méadritelldin sopivasti.

Lause 5.4. Olkoon o : G — Sy homomorfismi, missd X on epdtyhjd joukko. Tdlloin
kuvaus

2 GxX—>X,g-x=(0(g)(x)

mddirittdd ryhmdn G toiminnan joukossa X eli X on G-joukko, ja ryhmdn G permu-
taatioesitys tdlle toiminnalle on o .
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Todistus (ks. [18, s. 69-70]). Olkoot g1,g> € G ja x € X. Talloin yhdistetyn ku-
vauksen madritelmén sekid kuvauksen oo homomorfisuuden vuoksi

g1 (g2-x)=g1 (0(g2)(x))= (g1 (0 (g2)(x)) = ((0(g1) 0 77(g2)) (x)
= (0(g182)(x) = (g182) - x

ja

e-x=o0(e)(x) =idyx(x) = x.

Asetettu kuvaus siis midrittdd ryhmédn G toiminnan joukossa X. Olkoon ryhmédn G
toimintaa vastaava permutaatioesitys p. Olkoon g € G. Nyt p(g)(x) = pg(x) =

gx =0(g)(x),joten p(g) = o(g). Siis p=o0. O

Pyritddn seuraavassa luomaan sellainen ekvivalenssirelaatio, jossa kéytetdidn
madritelmaa 5.1. Tamidn mairitelmin avulla pystytdan konstruoimaan kyseisen ekvi-
valenssirelaation ekvivalenssiluokat, joita kutsutaan radoiksi.

Miiritelma 5.5. Olkoon X G-joukko, missd G on ryhmd, X on epityhji joukko ja
x,y € X. Méiritellaan relaatio ~ joukossa X siten, ettd

X ~ ¥, jos ja vain jos gx = y jollain g € G.
Tilloin relaatiota ~ kutsutaan G-ekvivalenssiksi.

Lause 5.6. Olkoon X G-joukko, missdi (G, *) on ryhmd ja X on epdtyhjd joukko.
Tdlloin G-ekvivalenssi on ekvivalenssirelaatio.

Todistus (vrt. [9, s. 215]). Osoitetaan ensin, ettd maaritelmén 5.5 relaatio ~ on reflek-
siivinen. Olkoon x € X. Télloin ex = x, joten x ~ x.

Osoitetaan sitten, ettd ~ on symmetrinen. Olkoot x, y € X. Oletetaan, ettd
x ~ y. Télloin on olemassa g € G siten, ettd gx = y. Nyt mééritelmén 5.1 nojalla
gh-y=g"(g-x)=(g'¥g) - x=ex=xjoteny ~ x.

Osoitetaan vield lopuksi, ettd ~ on transitiivinen. Olkoot x, y, z € X. Oletetaan,
ettd x ~ y jay ~ z. Taten on olemassa g, g» € G siten, ettd g;x = y ja g2y = 2.
Edelleen (g2 % g1) - x = g2 - (g1 - x) = g2y = z,joten x ~ z.

Taten relaatio ~ on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen. Tall6in se on
siis ekvivalenssirelaatio. O

Miiritelmi 5.7. Olkoon X G-joukko, missd G onryhmi ja X on epétyhji joukko. G-
ekvivalenssin madraamid ekvivalenssiluokkia kutsutaan ryhmén G radoiksi joukossa
X. Kun x € X, niin alkion x méddradmai rataa merkitdan symbolilla O,.

Alkion x € X méidraamai rata on siis osajoukko
Or={yeX|x~y}={yeX|gx=yjollaking e G} ={gx[ge G},

eli se koostuu niistd joukon X alkioista, jotka muodostuvat kaikkien ryhmin G
alkioiden toimiessa alkion x kanssa.

Tarkastellaan edelleen epityhjaa joukkoa X, joka on G-joukko, missd G on ryh-
mad. Pyritadn madrittelemaidn ryhmaélle G aliryhmd, jonka avulla voidaan samaistaa
kyseisen aliryhmén indeksi ryhméssd G joukon X kaikkien alkioiden ratojen koon
kanssa.
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Mairitelmé 5.8. Olkoon G ryhmi, joka toimii epétyhjdsséd joukossa X, ja x € X.
Joukkoa
Stabg(x) :={ge G| gx=x}

kutsutaan alkion x stabilisaattoriksi.

Lause 5.9. Olkoon (G, ) ryhmd, joka toimii epdtyhjdissd joukossa X. Tdlloin alkion
x € X stabilisaattori on ryhmdn G aliryhmd.

Todistus (ks. [11, s. 173]). Tarkastellaan alkion x € X stabilisaattoria Stabg(x).
Osoitetaan ensin neutraalialkion olemassaolo. Nyt ex = x, joten e € Stabg(x).
Osoitetaan sitten ryhmin G, laskutoimituksen sulkeutuvuus. Olkoot f, g € G,.
Talloin fx = xjagx = x,joten (f*xg)-x = f-(g-x) = fx = x. Siis fg € Stabg(x).
Osoitetaan viela kddnteisalkion olemassaolo. Olkoon i € Stabg(x). Taten hx = x
jah'x=h'-(h-x)=(h' % h)-x =ex = x,joten h~! € Stabg(x).
Saadaan siis, ettd Stabg(x) on ryhmin G aliryhma. O

Lause 5.10. Toimikoon ryhmd G epdtyhjdissd joukossa X, ja olkoon ryhmdn G
toimintaa vastaava permutaatioesitys p. Tdalloin

Ker(p) = m Stabg (x).

xeX

Todistus. Tarkastellaan joukon X kaikkien alkioiden stabilisaattorien perhettd A =
{Stabs(x) | x € X}. Olkoon g € Ker(p). Koska g € Ker(p), niin p, = p(g) = idy.
Titen kaikilla x € X pitee gx = pg(x) = idy(x) = x, joten g € Stabg(x) kaikilla
x € X.Siis g e N A.

Oletetaan sitten, ettd g € (| A. Silloin g € Stabg(x) kaikilla x € X, jolloin
x = gx = pg(x) = p(g)(x) kaikilla x € X. Siis p(g) = idy, joten g € Ker(p). O

Seuraavaksi esitettdvi lause on yksi ryhmétoimintojen perustavaa laatua olevista
tuloksista. Sen mukaan epétyhjidn joukon X kaikkien alkioiden radat ovat yhtimah-
tavia ndiden alkioiden stabilisaattorien indeksin kanssa.

Lause 5.11. Olkoon (G, %) ryhmd, joka toimii epdtyhjdssd joukossa X. Tilloin kai-
killa x € X pdtee, ettd
(G : Stabg(x)) = |Oy] .

Todistus (vrt. [11, s. 173—174]). Olkoon x € X. Merkitddan H = Stabg(x). NytO, =
{gx|geG}l.

Osoitamme seuraavaksi, ettd on olemassa bijektio stabilisaattorin vasempien si-
vuluokkien joukosta G/H joukkoon O,. Tarkastellaan kuvausta f: G/H — O,
f(gH) = gx.

Osoitetaan ensin, ettd kuvaus f on hyvinmddritelty. Olkoon g H = g>H joillain
g1, &2 € G. Lauseen 3.21 nojalla g| = goh jollakin h € H. Nyt hx = x, silla h € H.
Taten g1x = (gaxh)-x =g+ (h-x) = gox. Siis f(g1H) = f(g2H). Kuvaus f on
taten hyvinmairitelty.

Osoitetaan nyt kuvauksen f injektiivisyys. Olkoon f(giH) = f(g2H), missd
g1, & € G. Silloin g;x = gy x. Edelleen (gz‘1 *g1) X = gz‘1 (g1-x) = gz_l (g2-x) =
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(gz_l * gr) - X = ex = X, joten gz_lgl € H. Silloin lauseen 3.21 mukaan g1 H = g, H.
Kuvaus f on siis injektio.

Osoitetaan sitten, ettd kuvaus f on surjektio. Valitaan mielivaltainen y € O.
Talloin on olemassa g € G siten, ettd gx = y. Nyt f(gH) = gx = y. Siis f on

surjektio.
Koska kuvaus f on injektio ja surjektio, niin se on bijektio. Téstd seuraa, ettd
halutut joukot ovat yhtimahtavia eli (G : H) = |O,/. O

Esimerkki 5.2 (vrt. [18], tehtava 189, s. 73). Tarkastellaan symmetriaryhméi Sy ja
sen aliryhmén G luonnollista toimintaa joukossa X = {1, 2, 3, 4}. Nyt siis

O, ={a(x) | @ € G} ja Stabg(x) = {a € G | a(x) = x}

kaikilla x € X. Tutkitaan seuraavaksi edellisen lauseen kaavan toimivuutta kahdelle
esimerkkitapaukselle.

Tarkastellaan ensin erityisesti aliryhmad G = ((1 2 3)) = {(1),(1 2 3),(1 3 2)}.
Havaitaan, ettd O; = O, = Oz = {1,2,3} ja O4 = {4}. Edelleen Stabg(x) = {(1)}
kaikilla x € {1,2,3} ja Stabg(4) = G. Siis
|G| 3

—=3=104l,

(G . StabG(.X)) = m = 1

kun x € {1,2,3},ja (G : Stabg(4)) = 1 = |O4|.
Tarkastellaan sitten aliryhména G alternoivaa ryhmii A,4. Luetellaan alternoivan
ryhmin alkiot:

Ag={(1),(2 3 4),(2 4 3),(12)o3 4),(1 23),(1 24),(032),034),
(1 3)o(2 4),(1 42),(143),(14)0o(2 3)}.

Nyt O, = X kaikilla x € X. Edelleen

Stabg (1) = {(1),(2 3 4),(2 4 3)},
Stabg(2) = {(1), (1 3 4),(1 4 3)},
Stabg(3) = {(1),(1 2 4),(1 4 2)}ja
Stabg(4) = {(1), (1 2 3),(1 3 2)}.

Siis kaikilla x € X pitee, ettad

G 12
Gl __B_ 4o,

(G : Stabg(x)) = Stabe ()] =3

Mairitelmé 5.12. Toimikoon ryhmé G epityhjissa joukossa X. Ryhmén toiminnan
sanotaan olevan transitiivinen, jos ryhmaélld G on vain yksi rata.

Ryhmien toimintoja sovelletaan paljon tilanteissa, jossa ryhmi toimii jossain
siihen liittyvéssd ryhmadssi tai siihen liittyvien ryhmien muodostamassa joukossa.
Kisitelladn seuraavaksi tirked esimerkki tillaisesta tilanteesta. Olkoon H ryhmén
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G aliryhmd, ja olkoon joukko X nyt aliryhmén H kaikkien vasempien sivuluokkien
joukko G/H. Havaitaan, ettd kuvaus

- GXX - X,g-(xH)=(gx)H

madrittdd ryhmin G toiminnan joukossa X (ks. [18, s. 73]). Huomataan my®os, etta
ryhmén toiminta on transitiivinen: Jos relaatio ~ on G-ekvivalenssi ja xH, yH € X,
niin (yx‘l) -(xH) = yH, joten xH ~ yH (yx‘l € (). Tarkastellaan vasenta sivu-
luokkaa xH € X.Nytryhmin toiminnan transitiivisuuden ja lauseen 1.13 perusteella

X = U{OxH} = OxHaja

Stabg(xH) ={g € G| (gx)H =xH} ={g | x 'gxe H} ={g | x 'gx =h h € H}
={glg= xhx~ ! he H} = xHx L.

Téten sivuluokkien stabilisaattorit ovat niiden méadraamia aliryhmén H konjugaatteja.
Edelleen lauseen 5.11 nojalla

(G:xHx ") =10:y| = 1X| = (G : H).

Olkoon pf! titi ryhmin G toimintaa vastaava permutaatioesitys, jolloin lauseesta
5.10 seuraa, etti
Ker(pH) = ﬂ xHx L.
xeG

Jos tdssd valittaisiin H = {e}, niin X = G/{e} = G, ja ryhmin toiminta olisi
kuvaus -: G X G — G, g - x = gx. Titd vastaava permutaatioesitys olisi p': G —
86, p(g) = pg, missdl pg: G — G, pg(x) = gx. Tastéd seuraa itse asiassa Cayleyn
lause 4.12, silli sen lauseen merkinndilld permutaatioesityksen kuva Im(p') = F(G)
jap': G = Im(p'), missd Im(p') < Sg. Edelli esitettyd ryhmin toimintaa joukossa
G/ H voidaan siis pitdd Cayleyn lauseen laajennuksena.

Myohemmin havaitaan, ettid tdmi kyseinen ryhmén toiminta osoittautuu erittiin
hyodylliseksi. Annetaan timén vuoksi tille ryhmén toiminnalle erillinen méaaritelma,
jossa kyseinen toiminta nimetdén tehdyn havainnon perusteella Cayleyn toiminnaksi.

Miairitelmé 5.13. Olkoon H ryhmin G aliryhmd, ja merkitdin X := G/H. Talloin
seuraavaa ryhmén G toimintaa joukossa X, missi toiminta on kuvaus

- GxX - X,g-(xH) =(gx)H,
kutsutaan Cayleyn toiminnaksi.

Tarkastellaan nyt erityisesti kaikkien ryhmén G alkioiden aliryhmidn H konju-
gaattien leikkausta (),cg xHx~! ja sen ominaisuuksia.

Maaritelma 5.14. Olkoon H < G. Tilloin joukkoa

Hg = ﬂ xHx™!
xeG

kutsutaan aliryhmén H keskioksi ryhméssi G.
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Huomautus. Tutkielmassa kaytetty terminologia ei ole viélttimétti kovinkaan vakiin-
tunutta. Useat englanninkielisten ldhteiden nimitykset ovat yksinkertaisesti tekijin
itsensd suomentamia. Yksi esimerkki tdstd on madritelmén 5.14 englanninkielisen
termin core suomennos keskioksi.

Lause 5.15. Oletetaan, ettdi H < G. Tdlloin H; < G ja Hg < H. Edelleen, jos K
on sellainen aliryhmdn H aliryhmd, etti K < G, niin K < Hg.

Todistus. Keskion normaalius seuraa suoraan siitd, ettd se on aiemmin méiéritellyn
ryhmiin G toimintaa vastaavan permutaatioesityksen p’’, joka on homomorfismi,
ydin. Vaihtoehtoisesti normaaliuuden voi todistaa muutoinkin: ks. esim. [11, s. 134].
Muiden kohtien todistaminen on suoraviivaista (vrt. [18], s. 38, tehtidva 90). O

Aliryhmin H keskio ryhmassd G on siis maksimaalinen ryhmén G normaali ali-
ryhmi, joka sisdltyy aliryhméén H. Nyt voidaan todistaa yksinkertainen, mutta tirkea
tulos, jonka todistamisessa hyodynnetddn Cayleyn toimintaa. Lauseen todistuksessa
patevit samat merkinnit kuin edella.

Lause 5.16. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd, jolla on ddrellinen indeksi. Tdlloin
G/Hg voidaan upottaa symmetriaryhmddn S(G:m).

Todistus (vrt. [18, s. 74]). Merkitddn n = (G : H). Talloin lauseen 4.2 nojalla
Sx = S,(I,| = (G : H) = |X]|). Olkoon o: Sx — §, ndiden symmetriaryhmien
vilinen isomorfismi. Merkitiin @ = o o pf’, jolloin @ on homomorfismi ryhmisti
G symmetriaryhméén S,,. Nyt

Ker(a) = Ker(p") = Hg,

silli o on bijektio, joten ensimmdiisen isomorfialauseen nojalla G/Hg = Im(a),
missd Im(a) < §,. Viite seuraa siis lauseesta 4.7. O

Lauseesta 5.16 voidaan johtaa mielenkiintoisia seurauksia, joista esitetdin nyt
nelja.

Seuraus 5.17. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd, jolla on ddrellinen indeksi. Tdlloin
on olemassa sellainen ryhmdn G normaali aliryhmd K, joka on ryhmdn H aliryhmdi
ja jonka indeksi ryhmdissd G on ddrellinen.

Todistus. Valitaan K = Hg ja tulos seuraa suoraan lauseesta 5.16. O

Seuraus 5.18. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja H sen aito aliryhmdi, jolla on didrellinen
indeksi n. Oletetaan, ettd |G| ei jaa lukua n!. Tdalloin ryhmdlld G on epditriviaali ja
normaali aliryhmd.

Todistus (vrt. [11,s. 175]). Koska H < G, niin H; < G.Lauseen 5.16 nojalla G/Hg
on isomorfinen jonkin symmetriaryhméin S, aliryhmén kanssa. Niin ollen Lagrangen
lauseen perusteella (G : Hg) jakaa luvun n!. Mutta koska |G| ei jaa lukua n!, niin
Lagrangen lauseesta seuraa, ettd |Hg| # 1, joten keskio Hg on haluttu ryhméin G
epétriviaali normaali aliryhma. |
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Seuraus 5.19. Olkoon G didrellinen ryhmd, jonka kertaluku on pn, missid p on
alkuluku ja p > n. Jos H on ryhmdn G aliryhmd, jonka kertaluku on p, niin H on
ryhmdn G normaali aliryhmd.

Todistus (vrt. [11,s. 177]). Olkoon H < Gja |H| = p. Nyt (G : H) = % = % =
n. Tarkastellaan aliryhmédn H keskiotd Hg. Nyt koska Hg < H, niin Lagrangen
lauseesta seuraa, ettd joko Hg = {e} tai Hg = H. Jos olisi Hg = {e}, niin lauseen
5.16 perusteella G/{e} = G on isomorfinen jonkin symmetriaryhmén S, aliryhmén
kanssa. Siis ryhmédn G kertaluku jakaa symmetriaryhmén S, kertaluvun, jolloin
pn | n!. Taten p | (n — 1)!, joten p | (n —1i) jollakin i € {1,...,n — 1}. Silloin
n>n—-1i=kp>p, missd k € Z,. Tami on kuitenkin ristiriidassa oletuksen p > n
kanssa. Néin ollen H = Hg, joten H < G. O

Seuraus 5.20. Oletetaan, etti G on ddrellinen ryhmd ja p on ryhmdn G kertaluvun
pienin alkutekiji. Jos H on ryhmdin G aliryhmdi, jonka indeksi on p, niin H < G.

Todistus (vrt. [18, s. 75]). Oletetaan, ettd H < G ja (G : H) = p. Télloin Lagrangen
lauseen perusteella (G : Hg) = p(H : Hg). Oletetaan, ettd (H : Hg) > 1. Télloin
on olemassa alkuluku ¢, joka jakaa indeksin (H : Hg). Télloin g jakaa my6s ker-
taluvun |G|, joten oletuksesta seuraa, ettd g > p. Nyt lauseen 5.16 mukaan G/Hg
voidaan upottaa symmetriaryhmién S,, joten on olemassa sellainen K < S, etté
G/Hg = K, jolloin (G : Hg) = |K|. Lisdksi Lagrangen lauseen nojalla | K| jakaa
symmetriaryhmin S, kertaluvun, joka on p!. Siis indeksi (G : Hg) jakaa luvun p!.
Edelleen koska g | (H : Hg), (G : H) = pja(G: Hg) = (G : H)(H : Hg), niin
pq | (G : Hg). Siis pq | p!, joten g | (p — 1)!. Ndin ollen, koska g on alkuluku, niin
q jakaa luvun p —ijollakin 1 <i < p.Siisp > p—i = kq > g, missd k € Z,. Tami
on ristiriita, joten on oltava (H : Hg) = 1. Siis H = Hg < G, silli H < Hg. O

Lauseen 5.16 seurauksista erityisesti seuraus 5.18 osoittautuu hyodylliseksi myo-
hemmin, kun tarkastellaan dérellisten ryhmien yksinkertaisuutta luvussa 7.

5.2 Luokkayhtilot ja konjugaattiluokat

Tarkastellaan yleisesti ryhmédn G toimintaa epityhjassd, ja erityisesti ddrellisessa,
joukossa X. Pyritddn johtamaan joukon X kertaluvulle hyodyllinen lauseke, jota kut-
sutaan ryhmitoimintojen luokkayhtdloksi. Tastd yleisestd luokkayhtélostd voidaan
myOhemmin johtaa erikoistapauksena enemman kéytetty luokkayhtilo dérellisille
ryhmille, kun tarkastellaan direllisen ryhmén G toimintaa itseensi. Ensiksi esitetta-
vi lause 5.21 on seurausta lauseesta 5.11.

Lause 5.21. Olkoon G ryhmd, joka toimii epdtyhjdssd ja ddrellisessd joukossa X.
Tdlloin
X = ) (G : Stabg(a)),

acA

missd A on joukon X osajoukko, joka sisdltdd tdasmdlleen yhden alkion jokaiselta
ryhmdn G radalta.
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Todistus (vrt. [11, s. 174]). Oletetaan, ettd joukko X on direllinen. Lauseen 5.6 pe-
rusteella G-ekvivalenssi on ekvivalenssirelaatio joukossa X, jolloin lauseen 1.13
nojalla joukko X voidaan osittaa ryhmén G erillisiin ratoihin. Néin ollen

X:UOa.

acA

Edelleen lauseen 5.11 nojalla (G : Stabg(x)) = |O,| kaikilla x € X, jolloin saadaan,
ettd

X = > 104l = ) (G : Stabg(a)),

acA acA
silld X on airellinen. |

Madritelldin nyt, mité tarkoitetaan joukon X alkion seki itse joukon kiinnittdmi-
selld.

Maaritelma 5.22. Olkoon G ryhmi ja X G-joukko. Olkoon x € X ja g € G. Tilloin
alkion g sanotaan kiinnittdvdn alkion x, jos gx = x. Jos gx = x kaikilla g € G,
niin ryhma G kiinnittdad alkion x. Kaikkien niiden joukon X alkioiden joukkoa, jotka
ryhmé G kiinnittad, merkitaan symbolilla Fixx (G). Toisin sanoen,

Fixx(G) := {x € X | gx = x kaikilla g € G}.
Tatd joukon X osajoukkoa kutsutaan ryhmdn G kiinnittimdksi osajoukoksi.

Havaitaan, ettd Stabg(x) = G kaikilla x € Fixx(G). Ryhmén G kiinnittimén
osajoukon Fixy(G) alkiot muodostavat siis kukin oman ratansa, joka on yksio:
x € Fixx(G), jos ja vain jos O, = {x}. Tastd mairitelmistd ja lauseesta 5.21
seuraakin ryhmatoimintojen luokkayhtilo:

Lause 5.23 (Ryhmaétoimintojen luokkayhtéld). Olkoon X ddrellinen G-joukko. Mer-
kitddn Xy = Fixx (G). Tdalloin

X = Xol + )] (G : Stabg(a)),
acA\ Xy

missd A on joukon X osajoukko, joka koostuu joukon X G-ekvivalenssin kaikista eri
edustajista.

Todistus (vrt. [15]). Nytjosx # y, missd x, y € Xo,niin {x} # {y}eli Oy # O,. Titen
ryhmin G kiinnittdmin osajoukon X, jokainen alkio maédrittelee yksikasitteisesti
oman ratansa. Lisdksi |Oy] = 1 kaikilla x € Xj. Osajoukossa A on puolestaan
tasmaélleen yksi edustaja jokaisesta radasta, joten Xy C A. Siis lauseesta 5.21 seuraa
suoraan haluttu luokkayhtalo:

X = ) (G:Stabg(a) = Y, 10+ D, 10a=1Xol+ ) (G: Stabg(a)).

acA acANXy acA\ Xy acA\Xy

O
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Huomautus. Oletetaan, etta edeltavian lauseen oletukset ovat voimassa. Huomataan,
ettd jos X # Fixy(G), niin A \ Fixy(G) # 0. Tami voidaan perustella silld, ettd on
olemassa x € X\ Fixx (G), jolloin on tietysti olemassa sellainen a € A, etti O, = O,.
Jos olisi a € Fixx (G), niin pétisi a = x, mika on ristiriita. Siis a € A \ Fixx (G).

Tarkastellaan sitten kahta tirkedd ryhmén G aliryhmaa: keskusta ja keskittdjaa.
Madritellddn lisaksi tarkedt ekvivalenssiluokat, joita kutsutaan konjugaattiluokiksi.

Mairitelmé 5.24. Ryhmin G kaikkien vaihdannaisten alkioiden joukkoa merkitdédn
symbolilla Z(G). Toisin sanoen,

Z(G):={ge G| xg=gxkaikillax € G}.
Joukkoa Z(G) kutsutaan ryhmin G keskukseksi.

Lause 5.25. Ryhmdn G keskus Z(G) on ryhmdn G vaihdannainen ja normaali
aliryhmd.

Todistus (vrt. [18], s. 47, tehtdvd 117). Tarkastellaan alaluvun 4.1 lausekkeen (4.1)
mukaista homomorfismia 7: G — Sg, missd jokainen ryhmin G alkio kuvautuu
alkion médrddmaksi sisdiseksi automorfismiksi. Nyt

Ker(t) ={g € G| 17, = (1)} = {g € G | 7,(x) = x kaikilla x € G}
={g € G| xg = gx kaikilla x € G} = Z(G).

Téten lauseen 4.5 nojalla Z(G) < G. Keskuksen vaihdannaisuus seuraa suoraan sen
madritelmasta. O

Miairitelmé 5.26. Olkoon G ryhmi ja x € G. Alkion x keskittdjid ryhmissid G,
Ci(x), on joukko
Co(x) ={g € G| xg =gx}.

Ryhmin G alkion x keskittdja on siis kaikkien niiden ryhmén G alkioiden joukko,
jotka ovat vaihdannaisia alkion x kanssa. Se on myos ryhmén G aliryhma.

Lause 5.27. Olkoon a ryhmdn G alkio. Tdlloin Cg(a) on ryhmdn G aliryhmd.
Todistus. Ks. [11,s. 191] ja vertaa lauseen 5.9 todistukseen. O

Ryhmin G sisdisen automorfismin kautta méériteltiin (ks. madritelma 4.8), mita
tarkoitettiin silld, ettd ryhmin G alkiot ovat konjugaatteja keskenddn. Tamin avulla
voidaankin méiiritelld ekvivalenssirelaatio, ja edelleen ekvivalenssiluokat eli tdssa
tapauksessa konjugaattiluokat.

Mairitelmé 5.28. Maidritellddn sellainen relaatio ~ ryhmissi G, ettd kaikilla x, y €
G
X ~ y,jos ja vain jos y on alkion x konjugaatti.

Relaatiota ~ kutsutaan konjugoinniksi ryhmissi G.
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Lause 5.29. Konjugointi ryhmdssd G on ekvivalenssirelaatio.
Todistus. Ks. [11,s. 191] ja vertaa lauseen 5.6 todistukseen. O

Mairitelmé 5.30. Ryhmin G konjugoinnin madrddmid ekvivalenssiluokkia kutsu-
taan konjugaattiluokiksi. Alkion x € G midraamid konjugaattiluokkaa merkitidn
symbolilla C;(x).

Havaitaan, ettd alkion ryhmén G alkion x miirdama konjugaattiluokka on joukko

C(x)={yeGlx~yl={yeG|y=gxg 'jollaking € G} = (gxg~' | g € G}
={tg(x) | g € G} ={a(x) | @ € Inn(G)}

eli kaikkien ryhmin G sisdisten automorfismien kuvat pisteessa x.

Aiemmin tutkittiin ryhmén G Cayleyn toimintaa joukossa G/H, missi H < G.
Tarkastellaan nyt toista tdrkedd ryhmin toimintaa, jossa ryhmid G toimii itsensa
kanssa.

Miiritelma 5.31. Olkoon G ryhmi. Kuvaus
GxG—G,g-x=gxg .

madrittdd ryhmén G toiminnan itseensa (ks. [18, s. 78]). Tallaista ryhmiin toimintaa
kutsutaan ryhmén G konjugaatioksi itseensd, ja sanotaan, ettd ryhma G toimii itsensa
kanssa konjugoimalla.

Huomautus. Jos H < G, niin ryhmin G konjugaatio sen aliryhmidin H on myos
ryhmin toiminta. Téalloin ryhmén toiminnan méérittivd kuvaus olisi -: G X H —
H,g-x = gxg~'. Oleellistd tdssd on nimenomaan se, etti aliryhmid H on normaali,
jolloin gxg~! € H, kun x € H ja g € G. T4mi varmistaa sen, etti kuvaus on hyvin
madritelty. Muutoin mééritelmén 5.1 ehtojen toteaminen onnistuu tdysin vastaavasti.

Havaitaan, ettd ryhmin G konjugaation itseensd madrittimét radat ja stabilisaat-
torit yhtyvit jo aiemmin méiiriteltyihin kasitteisiin. Olkoon nimittdin x € G. Nyt
alkion x midrdma rata on joukko

0. ={gx|g € G} ={gxg™" | g € G} = Ci(x),
eli alkion x konjugaattiluokka. Edelleen alkion x stabilisaattori on
Stabg(x) = {g € G | gxg™' = x} = (g € G | xg = gx} = Co(x),

eli alkion x keskittdjd. Tarkastellaan vield ryhmin G kiinnittimdd ryhmin G osajouk-
koa Fixg(G). Havaitaan, ettéd se on itse asiassa ryhmén G keskus:
Fixg(G) ={x € G| gx = xkaikillag € G} = {x € G | gxg_1 = x kaikilla g € G}
={x € G| gx = xg kaikilla g € G} = Z(G).
Niin ollen lauseen 5.11 erikoistapauksena saadaan tulos, jossa kaikkien ryh-

min G alkioiden konjugaattiluokat ovat yhtamahtavia nididen alkioiden keskittdjien
indeksien kanssa.
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Lause 5.32. Olkoon x ryhmdn G alkio. Tilloin
ICi(0)] = (G : Cg(x)).

Edelleen, kun tarkasteltavana ryhmén G toimintana on ryhmédn G konjugaatio
itseensd, niin ryhmitoimintojen luokkayhtidlon eli lauseen 5.23 erikoistapauksena
saadaan tirked ja vastaava tulos ryhmille, jota kutsutaan yksinkertaisesti luokkayh-
taloksi.

Lause 5.33 (Luokkayhtéld). Olkoon G ddrellinen ryhmd, ja A joukko, joka sisdltdid
tasmdlleen yhden alkion jokaiselta konjugaattiluokalta. Tdlloin

|Gl = 1Z(G)| + Z (G : Cg(a)).

acA\Z(G)

Huomautus. Suoraan madritelmaéstd 5.24 havaitaan, ettd G on Abelin ryhma, jos ja
vain jos G = Z(G). Kiinnostavia ryhmia luokkayhtédlon kannalta ovat siis direlliset
ryhmiit, jotka eivit ole vaihdannaisia.

Esimerkki 5.3 (vrt. [16], tehtdva 3, s. 152). Tarkastellaan ryhmia (Z; X S3, %), missi
ryhmin laskutoimitus on mééritelty kuten lauseessa 1.35. Merkitddn G := Z5 X S3.
Pyritddn médrittdméin ryhmén G konjugaattiluokat, ja sen kertaluku luokkayhtélon
mukaisesti. Olkoot a, b € Z5 ja A, u € S3. Télldin
@) * (b * @A™ =@+bdop+(-aa") =
@+b+(-a),(lowod™y=(B,Aouod™.
Riittaa titen, ettd tarkastellaan symmetriaryhmén S3 konjugaattiluokkia, silld ryhma

Z, on Abelin ryhma (ja sille pétee siis, ettd Z(Z,) = Z;). Merkitddn ryhmin S3
alkiota seuraavasti:

Sz ={(),(1 3 2),( 23),( 2),(1 3),23)}:={),app0dT]

Madritetdin ensin, mitkd ryhmaén S5 alkiot ovat alkion @ konjugaatteja. Muodostetaan
ryhmin Sz kertotaulu timén tarkastelun avuksi:

Taulukko 5.1: Ryhmén S3 kertotaulu.

o) p 6 T @ B
M p 6 v a B
plp () a B 6 7
6|6 B (1) a 1 p
T |1t a B (1) p o
ala T p o6 B (1)
BB o6 = p () «
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Nyt
,80a0ﬁ_1:a,poozo/o_l:,B,éoozocS_l:ﬁja Toaotr ! = 8.

Siis alkion « konjugaatti on S eli @« ~ B. Vastaavasti tutkimalla ryhmin S3 loput
alkiot taulukkoa 5.1 hyodyntimalld saadaan, etti 8 ~ @ ja p ~ § ~ 7. Ryhmédn G
konjugaattiluokat ovat siis

{0, (1))}, {(0, @), (0, B}, 1(0, p), (0,6), (0, D)}, {(1, (1N} {(1, @), (1, B)),
(1, p), (1,6), (1, 7)}.

Valitsemalla edustaja jokaisesta konjugaattiluokasta voidaan muodostaa ryhméin G
kertaluku luokkayhtidlon mukaan:

G| =1Z(G) + (G : C((0.)) + (G : C((0.p)) + (G : C((1.a)))+
(G : (T, ) = |{© (1)), T, AN + |G (O )| + |G (O, p))| + |G (T, )| +
(T p)|=2+2+3+2+3=12.

5.3 Ryhmain konjugaation yleistys

Tarkastellaan nyt ryhmén G toimintaa, jota voidaan pitdd madritelmén 5.31 mukaisen
ryhmin G konjugaation laajennuksena.

Maaritelma 5.34. Olkoon G ryhmad ja £(G) kaikkien ryhmén G epityhjien osajouk-
kojen perhe. Olkoon U ryhmin G epityhja osajoukko, ja g € G. Tilloin joukkoa

gUg ' ={gug™' lueU)

kutsutaan alkion g maédrdaamaiksi joukon U konjugaatiksi. Joukko U € L(G) on
joukon T € L(G) konjugaatti eli joukot U ja T ovat konjugaatteja keskenéén, jos on
olemassa sellainen g € G, etti U = gTg .

Merkinta 5.35. Olkoon U ryhmén G osajoukko ja x ryhmin G alkio. Olkoon g € G.
Jatkossa useissa tilanteissa kéytetddn alkion g mééraamille joukon U ja alkion x
konjugaateille gUg ™! ja gxg~! lyhyempid merkintoji US ja x8.

Kun ryhmién G osajoukko U on yksio, midritelmi 5.34 palautuu mééritelméin
4.8. Ryhmille G voidaan nyt mééritelld toiminta perheessd £(G).

Lause 5.36. Olkoon G ryhmd. Kuvaus
- GxX L(G) - L(G),g-U=U®

maddrittdd ryhmdn G toiminnan perheessda L(G).
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Todistus. Kuvaus on selvisti hyvin médritelty. Olkoot g1,g2 € G ja U € L(G).
Télloin

g1 (g2-U) = g1 - (U) = (U = g1(22Ug Mg

= (9182)U(g182) ' = U8 = (g192) - U

ja
e-U=U°=U.

Ryhmi G siis toimii perheessda L(G). |

Maiéritelméa 5.37. Lauseen 5.36 kuvauksen miirittamid ryhmén G toimintaa per-
heessd £(G) kutsutaan ryhmén G konjugaatioksi perheessda £ (G). Talloin sanotaan,
ettd ryhmé G toimii perheessd L(G) konjugoimalla.

Néin médritelty ryhmén toiminta palautuu mééritelmin 5.31 ryhmin toiminnaksi,
jos rajoitetaan tdma toiminta koskemaan perhetti sellaisista ryhmén G osajoukoista,
jotka ovat yksioitd. Tallainen rajoittuma voidaan itse asiassa yleistaa.

Lause 5.38. Toimikoon ryhmd G joukossa X, ja olkoon -: G X X — X tdmdn
toiminnan mddrittdvd kuvaus. Olkoon H < G. Tidlloin kuvauksen - rajoittuma

T (H xX)

mddrittdd aliryhmdn H toiminnan joukossa X. Tdlloin sanotaan, ettd aliryhmd H
toimii joukossa X ryhmdn G toiminnan rajoittumana.

Todistus. Viite seuraa suoraan siitd, ettd X on G-joukko ja kuvauksen f: A — B
rajoittuma johonkin joukon A osajoukkoon on myos kuvaus. O

Yleistetddn nyt aiemmin maaritelméssa 5.30 esitetty konjugaattiluokan késite.

Mairitelmé 5.39. Olkoon G ryhmd. Midritellddn relaatio ¢ perheessd £(G) seu-
raavasti:

¢ ={(H,K) € L(G) X L(G) | H on joukon K konjugaatti}.
Relaatiota ¢ kutsutaan konjugoinniksi perheessda L(G).
Lause 5.40. Konjugointi perheessi L(G) on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Sivuutetaan. Todistus perustuu suoraan ekvivalenssirelaation maéadritel-
maan. O

Madiritelmé 5.41. Perheen £(G) konjugoinnin midradamid ekvivalenssiluokkia kut-
sutaan konjugaattiluokiksi. Joukon U € L(G) ekvivalenssiluokkaa merkitddn sym-
bolilla C;(U).
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Tarkastellaan ryhmén G konjugaatiota perheessi L(G). Olkoon U € L(G).
Havaitaan, ettid joukon U konjugaattiluokka on tdlloin kyseisen joukon rata:

GU) ={T € L(G) | (U,T) € ¢} ={T € L(G) | (T,U) € ¢}
={T € L(G) | T = U¥ jollakin g € G} = {U? | g € G} = Oy.

Edelleen sen stabilisaattori on Stabg(U) = {g € G | U¢ = U}. Kyseinen joukon U
stabilisaattori on erityisen tarked, joten sille annetaan oma mairitelménsa.

Maaritelméa 5.42. Olkoon U ryhmén G epityhji osajoukko. Joukkoa
Neg(U):={geG|Us=U}
kutsutaan joukon U normalisoijaksi ryhméssd G.

Suoraan lauseen 5.11 erikoistapauksena saadaankin nyt tulos, joka yleistdd lauseen
5.32:

Lause 5.43. Olkoon U € L(G). Tilloin |C;(U)| = (G : Ng(U)).

Huomautus. Tissi kasitelty konjugaatio ja konjugaattiluokka ovat kdytdnnossa tiy-
dellisessd analogiassa puhuttiinpa sitten niistd pelkéstidin ryhmén G tai sen muodos-
taman perheen £ (G) yhteydessd. Puhuttaessa ryhmistd G tarkastellaan sen alkioita,
ja niiden madrddmid konjugaattiluokkia tai ratoja. Késiteltaessd perhettd £(G) tar-
kastellaan taas ryhmén G osajoukkoja sen alkioina, ja niiden maérittamid vastaavia
késitteitd. Asiayhteyden perusteella on helppoa tunnistaa, kummasta kulloinkin pu-
hutaan, pelkistd ryhmin konjugaatiosta vai sen yleistyksesta.

Lauseen 5.9 nojalla Ng(U) < G. Normalisoijan kisite on erityisen kiinnosta-
va, kun tarkastellaan ryhmén G aliryhmia. Oletetaan, etti H, K < G. Nyt joukko
Nx(H) ={k e K| H* = H} on aliryhmén H normalisoija aliryhméssd K. Voidaan
osoittaa, ettd se on aliryhmén K aliryhma.

Lause 5.44. Olkoot H ja K ryhmdn G aliryhmid. Tdlloin Nx(H) < K.

Todistus (vrt. [11, s. 193]). Havaitaan, ettd Ny (H) = Ng(H)NK,joten Nx(H) < G,
silli Ng(H) ja K ovat ryhmén G aliryhmié. Lisdksi Ng(H) C K, joten Nx(H) <
K. O

Selvisti Ng(H) = G, kun H on ryhmidn G normaali aliryhmi tai kun G on
Abelin ryhmi. Todistetaan sitten hyddyllinen tulos, jonka avulla voidaan mééritella
tekijairyhmi Ng(H)/H, kun H < G.

Lause 5.45. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmd. Tdlloin H on ryhmdn Ng(H)
normaali aliryhmdi.

Todistus. Olkoon h € H. Selvisti H = hHh™!, joten H C Ng(H). Koska oletuksen
ja lauseen 5.44 nojalla H ja Ng(H) ovat ryhmin G aliryhmid, ja H € Ng(H), niin
triviaalisti H on aliryhmén Ng (H) aliryhmi (tilloinhdn H € Ng(H) C G, joten viite
seuraa suoraan aliryhmin méiritelmistd). Midritelmin 5.42 mukaan aHa™' = H
aina, kun a € Ng(H). Taten lauseen 3.33 nojalla H on ryhmén Ng(H) normaali
aliryhmad. |
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Laajennettaan nyt ryhmidn G alkion keskittdjan késite koskemaan ryhméan G
epatyhjan osajoukon keskittdjaa.

Miiéritelmé 5.46. Olkoon U ryhmin G epityhji osajoukko. Télloin joukkoa
Co(U) :={g € G| ug = gukaikillau € U}
kutsutaan joukon U keskittdjciksi ryhmissa G.

Ryhmiin G epityhjin joukon U keskittdjd koostuu siis niistd ryhmin G alkioista,
jotka ovat vaihdannaisia joukon U alkioiden kanssa. Joukon U normalisoija sisdltaa
taas ne ryhmén G alkiot, joilla niiden médraamat joukon U konjugaatit vastaavat tata
joukkoa.

Merkinta 5.47. Ryhmin G epityhjian osajoukon U normalisoijan ja keskittdjin tyyp-
pillisten merkintdjen Ng(U) ja Cg(U) sijaan kéytetdédn jatkossa lyhyempid merkin-
toja N(U) ja C(U), kun sekaannuksen varaa ei ole ja nditd joukkoja tarkastellaan
erityisesti ryhmén G osajoukkoina. Vastaavasti ryhmén G alkion x keskittdjalle kéy-
tetddn merkintdd C(x).

Maiiritelméstd 5.46 nihdiin, ettd C(U) = (,ecy C(u),joten C(U) < G (C(g) <
G kaikilla g € G). Edelleen jos U on ryhmén G epityhjd osajoukko, niin voidaan
osoittaa, ettd C(U) < N(U) (ks. [18], s. 86, tehtavda 233). Lisdksi havaitaan, ettid
Cs(G) = Z(G). Kun U = H on ryhmin G aliryhmi, voidaan todistaa hyddyllinen
tulos, jonka mukaan aliryhmidn H normalisoijan ja keskittdjin muodostama tekija-
ryhmé voidaan upottaa kaikkien aliryhmén H automorfismien ryhméaén. Kyseistd
tulosta kutsutaan joissakin lahteissd N /C-lauseeksi (ks. [19, s. 50]).

Lause 5.48. Olkoon H < G. Tdlloin C(H) < N(H) ja N(H)/C(H) voidaan upottaa
ryhmdidn Aut(H).

Todistus (vrt. [18, s. 84]). Lauseen 5.45 nojalla H < N(H), joten on selvaa, ettd
N(H) toimii aliryhméssd H konjugoimalla (ks. méairitelmén 5.31 jilkeinen huo-
mautus). Olkoon p titd ryhmén N (H) toimintaa vastaava permutaatioesitys. Talldin
kaikilla g € N(H)

p(g): H — H, p(g)(h) = h®.

Siis

Ker(p) ={g € N(H) | p(g) = idu}
={g e N(H) | h® = hkaikilla h € H}
={g € N(H) | hg = ghkaikilla h € H}
=C(H). (C(H)C N(H))

Niin ollen lauseen 4.5 perusteella C(H) < N(H), ja ensimmdiisen isomorfialauseen

nojalla
Im(p) = N(H)/C(H).
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Olkoon g € N(H). Havaitaan, ettd tdlloin permutaatio p(g) on itse asiassa alkion g
synnyttdmd ryhmin G sisdisen automorfismin rajoittuma, joten se on automorfismi.
Siis Im(p) < Aut(H) (Im(p) < Sy jaIm(p) C Aut(H)). Titen lauseen 4.7 nojalla
N(H)/C(H) voidaan upottaa ryhmééin Aut(H). O

Seuraus 5.49. Olkoon G ryhmad. Tidlloin
G/Z(G) = Inn(G).

Todistus (ks. [11, s. 161]). Asetetetaan H = G lauseessa 5.48, ja edetddn todistuk-
sessa vastaavalla tavalla. O
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6 Sylowin lauseet

Luvussa 6 todistetaan ensin Cauchyn! lause ja médritellddn p-aliryhmait, jonka jal-
keen Cauchyn lauseen ja ryhmitoimintojen avulla todistetaan Sylowin? lauseet. Kes-
kiossd tdssd luvussa on kolmen Sylowin lauseen todistus, ja niiden ympirilla oleva
teoria. Tarkeitd kisitteita tdssi luvussa ovat p-ryhma ja Sylowin p-aliryhma. Ryhma-
toimintojen merkitys tdssa tutkielmassa korostuu silld, ettd jokaisen Sylowin lauseen
todistus pohjautuu tadssi tutkielmassa ryhmitoimintoihin - tdsméllisemmin siis lem-
maan, joka nimetidin Sylowin lemmaksi. Tdmén luvun sisélto rakentuu kirjojen Fun-
damentals of Abstract Algebra [11, s. 190-206] ja A Course on Group Theory [18,
s. 88—109] teorioiden varaan, joskin muitakin ldhteitd on kiytetty.

6.1 Cauchyn lause ja p-ryhmat

Téassd alaluvussa todistetaan tirked lause, joka antaa osittaisen kddnteisen muodon
Lagrangen lauseelle nimenomaan siind tapauksessa, kun alkuluku p jakaa direllisen
ryhmin kertaluvun. Tatd lausetta kutsutaan Cauchyn lauseeksi. Todistetaan ensin
seuraava lemma, jota voidaan kutsua Cauchyn lauseeksi Abelin ryhmille.

Lemma 6.1 (Cauchyn lause Abelin ryhmille). Oletetaan, etti G on ddrellinen Abelin
ryhmdi, jonka kertaluku on n. Oletetaan lisdiksi, ettd alkuluku p jakaa luvun n. Tdlloin
ryhmd G sisdltdd alkion, jonka kertaluku on p.

Todistus (vrt. [11, s. 196]). Todistetaan lemma induktiolla ryhmin G kertaluvun n
suhteen. Jos |G| = p, missd p on alkuluku, niin seurauksen 3.26 nojalla G on syklinen
ryhma. Siis G = (g) jollakin g € G. Edelleen lauseen 3.17 mukaan ord(g) = [{g)| =
|G| = p eli G sisiltaa alkion, jonka kertaluku on p. Erityisesti vdite on siis tosi, kun
n=2.

Tehddin nyt induktio-oletus, ettd lemman vdite on tosi kaikille ryhmille, jotka
ovat kertalukua r, missd 2 < r < n. Oletetaan, ettd a € G, missd a # e, ja merkitdan
m = ord(a). Tarkastelemme erikseen tapaukset, joissa alkuluku p jakaa luvun m ja
p ei jaa lukua m.

Oletetaan ensin, ettd p | m. Téalloin m = pk jollakin k € Z .. Tarkastellaan alkiota
ak eG. Nyt (ab)P = a™ = e, joten ak # e, silld jos patisi a* = e, niin m ei olisikaan
pienin positiivinen kokonaisluku, jolle a™ = e, vaan luku k olisi tdtd pienempi (silld
m = pk > k). Tama olisi ristiriita, silld merkitsimme, etti m = ord(a). Edelleen

! Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) oli ranskalainen matematiikko, joka tuli tunnetuksi usealla
matematiikan alalla, kuten kompleksianalyysissa, differentiaali- ja integraalilaskennassa, algebrassa
ja geometriassa. Nykypdivin késite funktion jatkuvuudesta on muun muassa Cauchyn késialaa. [11,
s. 98]

2Peter Ludvig Mejdell Sylow (1832-1918) oli norjalainen matemaatikko, joka on kehittinyt
erityisesti dérellisten ryhmien teoriaa. Han laajensi Cauchyn lauseena tunnetun tuloksen vuonna 1872
julkaisuksi, joka tunnetaan nykypiivind Sylowin lauseina. [11, s. 222]

71



lauseen 1.38 kohdan (ii) nojalla

k pk
d k = mn = p = — = p.
ord(a”) syt(k,m)  syt(k, pk) k P

Titen on olemassa ryhmin G alkio, tissi tapauksessa aX, joka on kertalukua p.
Lemman viite siis pitee.

Oletetaan sitten, ettd p £+ m. Koska G on Abelin ryhmad, niin lauseen 3.34 nojalla
ryhmén G syklinen aliryhmi (a) on normaali. Merkitian H = (a). Koska H on
normaali, niin G/H on tekijaryhmé. Nyt tiedimme lauseen 3.17 perusteella, ettd
m = |{a)| = |H|. Tiaten Lagrangen lauseen nojalla |G| = m (G : H). Nyt koska
oletuksennojallap | |G|jap + m,niinp | (G : H).Edelleen (G : H) = % = <n,
jolloin induktio-oletuksen nojalla tekijiryhmaillda G/H on olemassa sellainen alkio
bH € G/H,ettiord(bH) = p. Taten b H = (bH)? = eH,joten lauseen 3.21 mukaan
e 'b? € Heli b’ € H. Nythin H = {a), jolloin b” = a’ jollakin r € Z. Till6in
B"P = (bP)" = (a")" = (a™)" = €" = e, silld m = ord(a), joten seurauksen
1.39 perusteella pitee, ettd joko " = e tai ord(b™) = p. Jos olisi b = e, niin
(bH)™ = b"H = eH = H. Nyt kuitenkin ord(bH) = p, joten lauseen 1.38 kohdan
(i) nojalla p | m, missé on ristiriita. Siis " # e ja p on todellakin ryhmin G alkion
b™ kertaluku, mika siis todistaa vaitteen. O

Seuraavaksi yleistetddn lemma 6.1 koskemaan kaikkia darellisid ryhmid hoydyn-
tamalld luokkayhtidlod. Todistetaan siis Cauchyn lause.

Lause 6.2 (Cauchyn lause). Oletetaan, etti G on ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku
on n, ja alkuluku p jakaa luvun n. Tdilloin ryhmd G sisdltdd alkion, jonka kertaluku
on p. Ryhmdilld G on siis aliryhmd, jonka kertaluku on p.

Todistus (vrt. [11, s. 196-197]). Todistetaan viite jdlleen induktiolla ryhmén G ker-
taluvun n suhteen. Jos n = 2, niin G on Abelin ryhmd ja viite seuraa apulauseesta 6.1.
Tehdédédn induktio-oletus, ettd viite on tosi kaikille kertalukua m oleville ryhmille,
missd 2 < m < n. Tarkastellaan ryhmén G luokkayhtiloa (ks. lause 5.33):

(¥) Gl =12@)+ D (G:C(a)),
acA\Z(G)

missd A on joukko ryhmén G konjugaattiluokkien kaikista eri edustajista. Jos G =
Z(G), niin G on Abelin ryhmd, joten apulauseen 6.1 nojalla viite pitee.

Oletetaan nyt siis, ettd G # Z(G). Silloin A \ Z(G) # 0. Tarkastellaan alkiota
ac€A\Z(G).NytC(a) # G,sillia ¢ Z(G). Titen C(a) < G, jolloin |G| > |C(a)|
eli |C(a)| < n.

Jos nyt p | |C(a)|, niin induktio-oletuksen nojalla aliryhmélld C(a), ja titen siis
my0s ryhmdlld G, on olemassa alkio, jonka kertaluku on p.

Oletetaan sitten, ettd p 1 |C(a)| kaikillaa € A\ Z(G). Koska Lagrangen lauseen
nojalla |G| = (G : C(a)) |C(a)| kaikillaa € A\ Z(G) jap | |G|, niin p | (G : C(a))
kaikillaa € A\ Z(G). Niin ollen luokkayhtdlossi () p jakaa jokaisen summattavan
termin ja p | |G|, jolloin p | |Z(G)|. Nythdn Z(G) on Abelin ryhmé, mistd lemman
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6.1 nojalla saadaan, ettd on olemassa ryhmén G keskuksen alkio g, joka on tietysti
my0s ryhmén G alkio, jolle ord(g) = p. Ryhmilld G on siis alkio, jonka kertaluku
on p.

Osoitetaan vield, ettd G sisdltda nimenomaan aliryhmén, jonka kertaluku p. Nyt
on siis olemassa g € G, jolle ord(g) = p. Edelleen lauseen 3.15 nojalla H := (g) on
ryhmén G aliryhma. Siis lauseen 3.17 perusteella |H| = ord(g) = p. Tdma todistaa
lauseen kokonaisuudessaan. O

Cauchyn lauseesta seuraa, ettd erityisesti dérellisten ja yksinkertaisten Abelin
ryhmien kertaluku on alkuluku.

Seuraus 6.3. Olkoon G epditriviaali ja ddrellinen Abelin ryhmad. Tidlloin pditee, ettd
jos ryhmd G on yksinkertainen, niin ryhmdn G kertaluku on alkuluku.

Todistus. Oletetaan, ettd G on yksinkertainen. Nyt ryhmin G ainoat normaalit ali-
ryhmit ovat {e} ja G. Koska G on lisdksi Abelin ryhmad, niin lauseen 3.34 nojalla
ryhmén G ainoat aliryhmit ovat {e} ja G. Jos ryhmin G kertaluku olisi jokin po-
sitiivinen kokonaisluku m, joka ei ole alkuluku, niin Cauchyn lauseen perusteella
ryhmilld G olisi aito epitriviaali aliryhma, miké on ristiriita. Ndin ollen ryhmin G
kertaluvun on oltava alkuluku. O

Seurauksen 6.3 perusteella voidaankin todeta, ettd ddrellisille Abelin ryhmille
pitee, ettd ryhmai on yksinkertainen, jos ja vain jos sen kertaluku on alkuluku.

Esimerkki 6.1 (vrt. [11], s. 178). Olkoon G é&érellinen ryhmé, jonka kertaluku on
2m, missd luku m on pariton. Tilloin Cauchyn lauseen avulla voidaan osoittaa, ettid
ryhmilld G on normaali aliryhma, jonka kertaluku on m.

Tarkastellaan ryhmén G toimintaa -: G X G — G, g - x = gx ja erityisesti titd
vastaavaa permutaatioesitystd p: G — Sg, p(g) = pg, missd pg: G = G, pg(x) =
gx. Merkitddan H = Im(p). Nyt Cayleyn lauseen nojalla p: G = H (Cayleyn lauseen
merkinnoilld F(G) = H). Koska |G| on parillinen, niin Cauchyn lauseen nojalla on
olemassa sellainen g € G, ettd ord(g) = 2. Olkoon a € G. Silloin

pe(a) = gaja pg(pe(a)) = ga = a,

joten p, on erillisten vaihtojen tulo. Edelleen ryhmidn G kertaluvun tekijand on
pariton luku, jolloin on oltava erityisesti pariton alkuluku p, joka jakaa ryhméin G
kertaluvun. Tdlloin Cauchyn lauseen perusteella on olemassa sellainen & € G, ettid
ord(h) = p. Taten pp(a) = ha ja pﬁ(a) = h’a = a, joten py, on erillisten p-syklien
tulo. Siis p, on pariton ja pj, parillinen permutaatio. Mééritellaéin sellainen kuvaus
f: H— {1,-1}, ettad

fla) = e(@).

Nidin mddritelty kuvaus f on epimorfismi, silld p,, p, € H. Titen ensimmdisen
isomorfialauseen nojalla H/ Ker(f) = {1, —1}. Siis

|H  2m
Ker(f) — Ker(f)’

2={L-1}| = (H : Ker(f)) =
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joten |Ker(f)| = m. Ndin H sisdltdd normaalin aliryhmin, jonka kertaluku on m,
joten koska G = H, niin my0s G sisiltdd normaalin aliryhmén, jonka kertaluku on
m (joka on tietysti p~![Ker(f)]).

Osoitetaan nyt Cauchyn lausetta hyodyntamalld, ettd nimenomaan aarellisille
Abelin ryhmille Lagrangen lause pitee kdédntien.

Lause 6.4. Olkoon G ddrellinen Abelin ryhmd, jonka kertaluku on n. Jos m on
sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd m | n, niin ryhmdlld G on aliryhmd, jonka
kertaluku on m.

Todistus (vrt. [11, s. 197]). Oletetaan, etti m € Z,, jolle m | n. Jos m = 1, niin {e}
on ryhmién G aliryhmi, jonka kertaluku on m. Jos n = 1, niin m = 1 ja viite seuraa
vastaavasti kuten edelld. Oletetaan nyt, ettd m, n > 1, ja osoitetaan viite induktiolla
luvun 7 suhteen. Jos n = 2, niin m = 1 tai m = 2, jolloin molemmissa tapauksissa
ryhmilld G on aliryhmi kertalukua m: jos m = 1, niin aliryhmé on {e}, ja jos
m = 2 = n, niin aliryhmi on ryhmi G itse. Tehddin nyt induktio-oletus, ettd viite
patee kaikille Abelin ryhmille, jotka ovat kertalukua k, missd 2 < k < n.

Olkoon p sellainen alkuluku, ettd p | m. Tilloin on olemassa sellainen m; €
Zy, etta m = pmy. Nyt koska m | n, niin myos p | n, jolloin Cauchyn lauseen
6.2 perusteella ryhmilla G on aliryhmd H, joka on kertalukua p. Koska G on
Abelin ryhmad, niin lauseen 3.34 nojalla H on normaali aliryhmai ja titen G/H on
tekijaryhma.

Nyt Lagrangen lauseen nojalla

G
1§|G/H|:%:g<n

Koska m | n, niin n = mm, jollakin m, € Z,. Taten

mmy _ pmim;
p p

n
|G/H| = - = = mymy,
P

joten m; | |G/H]|. Télloin induktio-oletuksesta seuraa, ettd tekijiryhmilla G/H on
aliryhmé H’, jolle |H’| = m;. Erityisesti nyt toisen isomorfialauseen nojalla aliryhmi
H’ onmuotoa K /H, missd K onryhmin G aliryhma. Tédten Lagrangen lauseen nojalla

pitee, etta
|K|=(K: H)|H|=mp=m.

Siis K on ryhmén G aliryhm4, jonka kertaluku on m, miki todistaa viitteen. |

Lukijan on tidssd kohtaa hyva huomata, etti lause 6.4 ei kuitenkaan pade kaikille
adrellisille ryhmille. Tastd voidaan mainita esimerkkind ryhmén S4 alternoiva aliryh-
mi Ay4. Luku 6 nimittdin jakaa aliryhmin A4 kertaluvun (|A4| = 4!/2 = 12), mutta
aliryhmaélld A4 ei ole aliryhmaéd, jonka kertaluku on 6 (ks. [11], tehtdva 19, s. 138).

Seuraavaksi mééritellddn p-ryhmén ja p-aliryhmén késitteet.
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Maaritelméa 6.5. Olkoon p alkuluku. Ryhmédn G sanotaan olevan p-ryhmdi, jos
ryhmin G jokaisen alkion kertaluku, neutraalialkiota lukuun ottamatta, on alkuluvun
p potenssi eli muotoa p”, missd n € Z,. Ryhmin G aliryhmidi H kutsutaan p-
aliryhmdiksi, jos H on p-ryhmi. Myo6s ryhmén G triviaali aliryhmé {e} miiritellaan
p-aliryhmaiksi.

Mairitelméssd 6.5 on mielekéstid asettaa triviaali aliryhmi {e} ryhmidn G p-
aliryhmiiksi, koska ord(e) = 1 = p°. Seuraava lause antaa vilttimittomin ja riittivin
ehdon sille, ettd ddrellinen ryhmé on p-ryhma.

Lause 6.6. Olkoon G epdtriviaali ryhmd. Tdlloin G on ddrellinen p-ryhmd, jos ja
vain jos |G| = p" jollakinn € Z,.

Todistus (vrt. [11, s. 198]). Olkoon |G| = p", missi n € Z,. Olkoon g € G. Nyt
seuraus 3.25 sanoo, ettd ddrellisen ryhmén jokaisen alkion kertaluku jakaa ryhmén
kertaluvun, jolloin

p" = |G| =k - ord(g), jollakin k € Z,.

Talloin ord(g) = p™, missd 0 < m < n (sillda alkuluvun voi jakaa vain alkuluku itse
tai luku 1), joten G on direllinen p-ryhma.

Oletetaan sitten toiseen suuntaan, ettd G on direllinen p-ryhmé. Tehddidn vas-
taoletus, ettd on olemassa jokin toinen alkuluku g # p siten, ettd ¢ | |G|. Tadlloin
Cauchyn lauseen nojalla ryhmilld G on olemassa alkio, jonka kertaluku on g, missa
on ristiriita, sillda G on p-ryhma. Titen |G| = p” jollakinn € Z,. O

Ryhmin p-aliryhmin olemassaolo saadaan suoraan Cauchyn lauseesta yhdessi
lauseen 6.6 kanssa. Tama olemassaolo on toki kiinnostavaa vain, kun tarkastellaan
epdtriviaalien aliryhmien olemassaoloa. Lauseesta 6.6 seuraa suoraan, ettd kaikkien
adrellisen ryhmén G p-aliryhmien konjugaatit ovat myos p-aliryhmia.

Seuraus 6.7. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja p alkuluku. Tdlloin ryhmdlld G on
olemassa p-aliryhmd. Erityisesti, jos ryhmdn G kertaluku on jaollinen alkuluvulla
p, niin ryhmdlld G on olemassa epdtriviaali p-aliryhmd. Jos lisiiksi P on ryhmdn G
p-aliryhmd, niin kaikki aliryhmdn P konjugaatit ovat ryhmdn G p-aliryhmidi.

Todistus (vrt. [11, s. 203]). Voidaan olettaa, ettd G on epitriviaali. Jos p ei jaa ryh-
min G kertalukua, niin triviaali aliryhma {e} on p-aliryhmai. Jos taas p jakaa ryhmén
G kertaluvun, niin Cauchyn lauseen ja lauseen 6.6 nojalla ryhmilld G on olemassa
epétriviaali p-aliryhma.

Olkoon P ryhmin G p-aliryhmi. Jos p ei jaa ryhmén G kertalukua, niin P on
triviaali aliryhma. Oletetaan siis, ettd p jakaa ryhmén G kertaluvun. Olkoon g € G.
Lauseen 6.6 nojalla aliryhmén P kertaluku on alkuluvun p potenssi. Koska aliryhmait
P% ja P ovat yhtamahtavia eli niiden kertaluvut ovat samat lauseen 4.10 perusteella,
niin myos P$ on p-ryhma. |

Osoitetaan nyt luokkayhtdlon perusteella, ettd epétriviaalin p-ryhmén keskus on
epatriviaali.
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Lause 6.8. Olkoon G ddrellinen ja epditriviaali p-ryhmd. Tdlloin ryhmdn G keskus
Z(G) on epdtriviaali.

Todistus (vrt. [11, s. 198]). Olkoon A C G kaikkien eri konjugaattiluokkien edusta-
jien joukko. Tarkastellaan ryhmén G luokkayhtéloa:

Gl =1Z@)1+ ) (G:Cla)).

aeA\Z(G)

Jos G = Z(G), niin viite seuraa suoraan oletuksesta. Oletetaan, ettd Z(G) C G.
Olkoon a € G\ Z(G). Silloin C(a) < G. Koska G on lisiksi p-ryhmi, niin
Lagrangen lauseen perusteella p | (G : C(a)). Ndin ollen p jakaa myos sum-
man e zG)(G : C(a)). Koska p jakoi myos ryhmén G kertaluvun, niin p ja-
kaa kirjoitetun luokkayhtidlon perusteella myos keskuksen Z(G) kertaluvun. Siis
|Z(G)| > 1. O

Lauseen 6.8 avulla voidaan osoittaa, ettd mikdén sellainen ryhmi, jonka kertaluku
on alkuluvun p potenssi, ei ole yksinkertainen. Lisiksi keskuksen epétriviaalisuu-
desta seuraa, ettd ryhmit, joiden kertaluku on alkuluvun nelio, ovat vaihdannaisia.

Seuraus 6.9. Olkoon p alkuluku ja n > 1 jokin kokonaisluku. Tdlloin ryhmd, jonka
kertaluku on p", ei ole yksinkertainen.

Todistus (vrt. [11,s. 211]). Olkoon G ryhma, jonka kertaluku on p”, jolloin G on
p-ryhma. Tarkastellaan ryhmén G keskusta Z(G). Lauseen 6.8 perusteella tiedetdan
nyt, ettd Z(G) on epitriviaali.

Jos G = Z(G), niin G on Abelin ryhmi. Jos G olisi myos yksinkertainen, niin
seurauksen 6.3 nojalla ryhmén G kertaluku on alkuluku, mika on ristiriidassa sen
kanssa, ettd |G| = p". Téten G ei ole yksinkertainen.

Jos taas G # Z(G), niin keskus Z(G) on ryhmén G epitriviaali normaali aliryh-
mi. Siis G ei ole yksinkertainen. O

Seuraus 6.10. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on p*, missd p on alkuluku. Télloin
G on Abelin ryhmd.

Todistus (ks. [11, s. 198]). Koska G on p-ryhmd, sen keskus on epitriviaali. Lagran-
gen lauseen perusteella | Z(G)| jakaa luvun pz. Titen |Z(G)| = p tai pz. Oletetaan,
ettd |Z(G)| = p. Talloin Z(G) # G, joten on olemassa sellainen a € G, ettd
a ¢ Z(G). Nyt C(a) < Gjaa € C(a). Koska Z(G) c C(a) ja |Z(G)| = p, niin
IC(a)| = p?, jolloin itse asiassa G = C(a). Mutta téstdhdn seuraa, ettd koko ryh-
mi G koostuu sellaisista alkioista, jotka ovat vaihdannaisia alkion a kanssa, jolloin
a € Z(G), miki on ristiriita. Niin ollen Z(G) = p?, joten G = Z(G). Ryhmi G on
siis vaihdannainen. O

Cauchyn lauseen ja lauseen 6.8 avulla voidaan todistaa myos p-ryhmid koske-
va hyodyllinen tulos, jonka avulla voidaan sanoa, etti kertaluvun p”, missd n on
positiivinen kokonaisluku, omaavilla ryhmilld on normaali aliryhmi kertaluvulla

pn—I.
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Lause 6.11. Olkoon G ryhmdi, jonka kertaluku on p", missd p on alkuluku jan € 7.
Télloin miké tahansa ryhmén G aliryhmd, jonka kertaluku on p"~', on normaali.

Todistus (vrt. [11, s. 199-200]). Todistetaan tam4i viite induktiolla luvun » suhteen.
Jos n = 1, niin |G| = p ja {e} on tietysti ryhmédn G normaali aliryhmi. Oletetaan,
ettd viite on tosi kaikille ryhmille, joiden kertaluku on p™, missda 1 < m < n.
Olkoon H ryhmin G aliryhmi, jonka kertaluku on p"~!. Tarkastellaan aliryhmin
H normalisoijaa N(H). Jos H # N(H), niin H < N(H), joten [N(H)| > p"!.
Téten on oltava |[N(H)| = p", jolloin G = N(H). Ndin ollen lauseen 5.45 perusteella
H 2G.

Oletetaan sitten, ettd H = N(H). Talloin H® = H kaikilla g € Z(G), silla
keskuksen Z(G) alkiot ovat vaihdannaisia kaikkien ryhmén G alkioiden kanssa. Siis
Z(G) < H jalauseen 6.8 perusteella Z(G) # {e}. Taten Cauchyn lauseen nojalla
keskuksella Z(G) on aliryhmi K, jonka kertaluku on p. Aliryhmi K on siis erityisesti
syklinen, eli on olemassa a € Z(G), jolle {(a) = K. Nytsiitd, ettd a kuuluu ryhmén G
keskukseen ja virittdd aliryhmin K, seuraa suoraan, etti K < Z(G). Titen on selvia,
ettd K < G. Tietysti patee myos, ettd K < H. Nyt Lagrangen lauseen perusteella
(H : K) = p"?ja(G: K) = p*'. Niin ollen induktio-oletuksesta seuraa, etti
H/K < G/K, joten toisen isomorfialauseen perusteella H < G. O

Esimerkki 6.2. Tarkastellaan ryhméa (Ze, +), Ze = {0,1,2,3,4,5}. Midritetddn
ryhmén (Zg, +) kaikki p-aliryhmit. Nyt

+1+1=6=0,3-2=6=0,2-3=0,

—I

6-1= 1+
3.4 = 5=

ol

1+
jab6-

|
(=T
+

Havaitaan titen, etti ord(1) = ord(5) = 6 = 2.3, ord(i)_:_ ord(4) = 3ja ord(_§)_:_2.
Siis ryhmilld Zg on kaksi p-aliryhmaa: 2-aliryhmi { 0,3} ja 3-aliryhmi {0,2,4 }.
Itse asiassa muita aliryhmii, kuin triviaalit aliryhmit ndiden kahden lisdksi, ryhmalla

Zg ei ole.

Tarkastellaan seuraavaksi ryhméii (Z,, +). Askeisessi tapauksessa méiritettiin
ryhmin kaikki p-aliryhmait pitkélti suoraan mééritelméén 6.5 pohjautuen. Méérite-
tadn nyt ryhméin Zoq kaikki p-aliryhméit lauseen 6.6 avulla. Nyt | Z»| = 20 = 22-5, jo-
ten Lagrangen lauseen mukaan ainoat mahdolliset ryhmén Z5 aliryhmien kertaluvut
ovat 1,2,4,5,10ja 20. Kertalukuja 1 ja 20 vastaavat tietysti triviaalit aliryhmit { 0 } ja
7. Kertaluvun 2 ainoa aliryhmi on { 0, 10 }, joka on lauseen 6.6 nojalla 2-aliryhmé.

Toinen 2-aliryhma on puolestaan kertaluvun 4( = 22) aliryhma { 0, 5, 10, 15 }. Kerta-
lukua 5 vastaava aliryhmaé on taas { 6, é_l, §, ﬁ, 16 }, joka on 5-aliryhma. Ryhmin Z5
ainoa aliryhmi, joka ei ole p-aliryhma, on puolestaan {2n | n € Zy¢ } eli kertalu-
kua 10 vastaava aliryhmé. Muita aliryhmiad ryhmalld Z ei ole, joten ryhmilld Z5g
on aiemmin mainitut kaksi kappaletta epétriviaaleja 2-aliryhmii ja yksi epatriviaali
S-aliryhma.
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6.2 Sylowin lauseet

Sylowin lauseiden avulla voidaan ymmartaa dérellisten ryhmien rakenteita. Ne laa-
jentavat Cauchyn lausetta ja auttavat darellisten ryhmien yksinkertaisuuksien tarkas-
telussa. Esitetddn ensin kolmesta Sylowin lauseesta ensimmdiinen, jossa &dérellisen
ryhmén kertaluku on jaollinen alkuluvun p potenssilla. Osoitetaan, ettd silloin ky-
seiselld ryhmalld on aliryhmad, joka on itse asiassa epdtriviaali p-aliryhmi. Ennen
Sylowin ensimmadisté lausetta todistetaan kuitenkin seuraava tirked lemma, joka joh-
detaan ryhmétoiminnoista, erityisesti ryhmatoimintojen luokkayhtélostd ja Cayleyn
toiminnasta. Tatd lemmaa tullaan hyodyntimiin jokaisen Sylowin lauseen todistuk-
sessa. Kyseinen lemma nimetdén tidssé sen tarkeyden vuoksi Sylowin lemmaksi.

Lemma 6.12 (Sylowin lemma). Olkoon G ddrellinen ryhmdi.

(i) Oletetaan, etti G on p-ryhmd, joka toimii ddrellisessd joukossa X. Tdlloin
|Fixx(G)| = [X] (mod p).
(ii) Olkoon H ryhmdn G p-aliryhmd. Oletetaan, ettd p jakaa indeksin (G : H).
Tdlloin p jakaa indeksin (N(H) : H).

Todistus (vrt. [18, s. 88—-89] ja [11, s. 176-177]). (i). Merkitddn Xy = Fixx(G). Ol-
koon A joukon X osajoukko, joka siséltidd taismilleen yhden alkion jokaiselta ryhmén
G radalta O,, x € X. Nyt ryhmétoimintojen luokkayhtédlon perusteella.

XI=1Xol + > (G:Stabg(a)).
acA\ Xy

Tiedetddn, ettd (G : Stabg(a)) = |0, = 1 kaikilla a € Xp. On myos selvii,
ettd (G : Stabg(a)) jakaa ryhmén G kertaluvun kaikilla a € A\ Xo. Koska G on
lisdksi p-ryhmd, niin sen kertaluku on alkuluvun p potenssi. Néin ollen indeksin
(G : Stabg(a)) tekijanid on alkuluku p kaikilla a € A\ Xj. Siis

> (G : Stabg(a)) = pk,

aeA\X
missd k on jokin positiivinen kokonaisluku. Téaten
|X| = |Xol + pk, joten

[Fixx (G)| = |X]  (mod p).

(ii). Tarkastellaan Cayleyn toimintaa
- GxXxX - X,g-(xH) = (gx)H,

missd X = G/H. Lauseen 5.38 perusteella timén kuvauksen - rajoittuma - | (H X X)
madrittdd aliryhmén H toiminnan joukossa X. Nyt kohdan (i) nojalla

[Fixx(H)| = (G : H) (mod p),
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silli H on p-ryhmi. Edelleen xH € Fixx(H), joss h(xH) = xH kaikilla h € H, joss
x~'hx € H kaikilla h € H, joss x 'Hx C H. Koska H on #irellinen ja |x~'Hx| =
|H|, niin x"'Hx C H, joss x 'Hx = H, joss x € N(H). Siis xH € Fixx(H), joss
x € N(H), joten |Fixx(H)| = (N(H) : H). Siis (N(H) : H) = (G : H) (mod p),
ja koska oletuksen mukaan p | (G : H), niin p | (N(H) : H). O

Nyt voidaan todistaa Sylowin ensimmadinen lause, jonka todistus perustuu tassa
induktioon ja Sylowin lemmaan.

Lause 6.13 (Sylowin ensimmadinen lause). Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka ker-
taluku on p"m, missd p on alkuluku, r,m € Z ja p ja m ovat keskendicin jaottomia.
TéllGin ryhmdlld G on aliryhmd, jonka kertaluku on p*, aina, kun 0 < k < r.

Todistus (vrt. [11, s. 202]). Todistetaan lause kiyttden induktiota luvun k suhteen.
Tarkastellaan ensin muutamia induktion perusaskeleita. Havaitaan aluksi, ettd ryh-
milld G on aina triviaali aliryhmi {e}, joten lause on tosi, kun k = 0. Oletetaan
sitten, ettd k = 1. Nyt p | |G|, joten Cauchyn lauseen nojalla ryhmilld G on aliryh-
mi, jonka kertaluku on p = p!' = pk. Lause on titen tosi, kun k = 1. Oletetaan, etti
r > 1. Tehdain induktio-oletus, ettd ryhmalld G on aliryhmi H, jonka kertaluku on
pk, missd 1 < k < r. Téalloin H on ryhmén G aito p-aliryhmi (silld |G| > |H|).
Lauseen 5.44 nojalla N (H) on ryhmén G aliryhmd, ja Lagrangen lauseen ja induktio-
oletuksen perusteella (G : H) = % = "%,Zr, missd 1 < k < r,joten p | (G : H).
Siis Sylowin lemman kohdan (ii) nojalla p | (N(H) : H). Lauseen 5.45 nojalla H
on aliryhmén N (H) normaali aliryhmd, joten tekijaryhmi N (H)/H voidaan maéri-
telld. Nythén siis p | [N(H)/H|, joten tekijaryhmilld N(H)/H on Cauchyn lauseen
mukaan aliryhmd, jonka kertaluku on p. Tdma aliryhmé on toisen isomorfialauseen
nojalla muotoa K/H, missda K on ryhmén N (H) aliryhmé. Nyt Lagrangen lauseen
perusteella
K| = (K : H) [H| = pp* = p*'.

Siis aliryhmélla N(H), ja titen myos ryhmilld G, on aliryhmad, jonka kertaluku on
p**1, aina, kun 1 < k < r. Titen induktioperiaatteesta seuraa, etti ryhmilli G on
aliryhmad, jonka kertaluku on pk, aina, kun 1 < k£ < r, mikd riittda osoittamaan
vditteen. O

Toinen tapa todistaa Sylowin ensimmaéinen lause olisi kéyttdd induktiota ryhmén
G kertaluvun suhteen, jolloin tarvitaan ryhmien luokkayhtdloa 5.33. Tassi todistuk-
sessa ei tarvita Sylowin lemmaa, mutta itse lauseen todistus on jonkin verran pidempi
ja hankalampi kuin aiemmin esitetty (vrt. [11, s. 201]). Molemmat todistukset poh-
jautuvat kuitenkin Cauchyn lauseeseen. Sylowin ensimmdiinen voidaan tosin todistaa
my0s ilman Cauchyn lausetta (ks. esim. [18, s. 91-92]; tdssi todistetaan ns. lievempi
muoto: ryhmilld G on aliryhma, jonka kertaluku on p").

Sylowin ensimmadisestd lauseesta seuraa vélittomaisti dédrellisen ryhmén p-aliryh-
mén olemassaolo kaikilla mahdollisilla kertaluvuilla. Sylowin ensimmaéisesta lausees-
ta seuraa myOs lidhes suoraan, ettd jos ddrellisen ryhmin kertaluku on jaollinen al-
kuluvun potenssilla, niin silld on saman alkuluvun potenssin kertaluvun omaava
aliryhmad.
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Seuraus 6.14. Olkoon G ddrellinen ryhmd, p alkuluku ja n € Z.. Jos p" jakaa
ryhmdn G kertaluvun, niin ryhmdlld G on aliryhmd, jonka kertaluku on p".

Todistus. Oletetaan, ettd p" | |G|. Télloin ryhmédn G kertaluku voidaan kirjoittaa
seuraavasti: |G| = p"m, missim € Z,,0 < n < r jasyt(p, m) = 1. Viite seuraa nyt
Sylowin ensimmadisestd lauseesta. O

Otetaan nyt kdyttoon tirked maéritelma Sylowin p-aliryhmista.

Maaritelma 6.15. Olkoon G &arellinen ryhma ja p alkuluku. Ryhmén G aliryhmaa
P kutsutaan Sylowin p-aliryhmdiksi, jos P on ryhmédn G p-aliryhmad ja se ei sisélly
aidosti mihinkdan muuhun ryhmin G p-aliryhmaéén, eli toisin sanoen: jos P on
ryhmin G maksimaalinen p-aliryhmé. Puhuttaessa suoraan Sylowin p-aliryhmasté
oletetaan aina, ettid p on alkuluku.

Merkinta 6.16. Symbolilla Syl,(G) merkitdédn perhettd, joka koostuu ryhmin G kai-
kista Sylowin p-aliryhmisté. n,(G) on taas kaikkien ryhmin G Sylowin p-aliryhmien
lukuméird eli |Syl,(G)|. Kun asiayhteydestd on selvdd, mitd ryhmdi tarkoitetaan,
merkitddn titd lukumairad lyhemmin lukuna 7,,.

Selvennettidin vield hieman Sylowin p-aliryhmén kasitettd maaritelmén 1.3 avul-
la. Olkoon # perhe, joka koostuu kaikista ryhmidn G p-aliryhmistd, missd p on al-
kuluku. Télloin ryhmédn G maksimaalisella p-aliryhmalla eli Sylowin p-aliryhmalla
tarkoitetaan sellaista perheen # alkiota P, joka toteuttaa kaikille H € ¥ seuraavan
ehdon: Jos P C H, niin P = H.

Kayttokelpoinen tapa todeta, milloin jokin ryhmi on Sylowin p-aliryhma, pe-
rustuu sithen, milloin aliryhmén kertaluku vastaa ryhmén kertaluvun alkuluvun p
suurinta mahdollista potenssia. Useissa ldhteissd lausetta 6.17 kédytetddnkin suoraan
Sylowin p-aliryhmin méiritelméni (ks. esim. [2], [12] ja [18]).

Lause 6.17. Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku on p"m, missd p on alku-
luku, r,m € Z, ja syt(p,m) = 1, ja olkoon H ryhmdin G aliryhmd. Tidlloin H on
ryhmdn G Sylowin p-aliryhmd, jos ja vain jos |H| = p’.

Todistus (vrt. [11, s. 203]). Oletetaan ensin, ettd H € Sylp(G). Talloin H on ryhmén
G p-aliryhmi, joten |H| = p¥ jollakin k € Z,. Oletetaan, etti k # . Nytp | (G : H),
joten Sylowin lemman kohdan (ii) nojalla p | (N(H) : H). Taten tekijiryhmalla
N(H)/H on aliryhmi muotoa K/H, jonka kertaluku on p, missda H < K < N(H),
Cauchyn lauseen ja toisen isomorfialauseen nojalla. Siis |K| = |H| (K : H) = pk“.
Koska H < N(H), K € N(H) ja |H| < |K|, niin H < K. Mutta tilloinhén H ei ole
maksimaalinen p-aliryhma, miki on ristiriita. Tdten k = r.

Oletetaan sitten, ettd |H| = p”. Olkoon P ryhmin G p-aliryhmd, jolle H C P.
Josolisi H C P, niin p” = |H| < |P|, miki on ristiriita ryhmin G kertaluvun vuoksi.
Siis H = P, joten H € Syl ,(G). O

Lauseesta 6.17 seuraa yhdessda Sylowin ensimmadisen lauseen kanssa, aivan ku-
ten p-aliryhmien kohdalla seurauksessa 6.7, darellisen ryhmén Sylowin p-aliryhmien
olemassaolo sekd se, ettd mika tahansa ryhmad, joka on Sylowin p-aliryhmén konju-
gaatti, on myos Sylowin p-aliryhma.
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Seuraus 6.18. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja p alkuluku. Tdlloin ryhmdlld G on
olemassa Sylowin p-aliryhmd. Jos lisdksi P on ryhmdn G Sylowin p-aliryhmd, niin
kaikki aliryhmdn P konjugaatit ovat ryhmdn G Sylowin p-aliryhmid.

Todistus (vrt. [11, s. 202-203]). Jos p ei jaaryhmin G kertalukua, niin {e¢} on haluttu
Sylowin p-aliryhma. Jos p jakaa kertaluvun |G|, niin olemassaolo seuraa suoraan
Sylowin ensimmadisesté lauseesta ja lauseesta 6.17.

Olkoon P € Sylp(G),jag € G. Voidaan olettaa, ettd |G| = p"m, missar,m € Z..
ja syt(p,m) = 1. Talloin |P| = p” lauseen 6.17 nojalla. Edelleen |P8| = |P| = p”
lauseen 4.10 perusteella. Siis P¢ € Syl ,(G). O

Tutkitaan seuraavassa esimerkissi alkuluvulla p jaollisen ryhmin G aliryhmaa
P N K ja tekijiryhmén G/K aliryhmédd PK/K, missd P € Syl,(G) ja K 2 G.
Osoitetaan nididen ryhmien olevan Sylowin p-aliryhmia.

Esimerkki 6.3 (vrt. [13], s. 364). Tarkastellaan dérellistd ryhmii G, jonka kertaluvun
jakaa alkuluku p. Olkoon K ryhmén G normaali aliryhmé. Olkoon P lisdksi ryhmén
G Sylowin p-aliryhmd. Osoitetaan, ettd tdlloin P N K on aliryhmin K Sylowin
p-aliryhmi. Todistetaan my0s, ettd téstd seuraa, ettd PK/K on tekijiryhmidn G/K
Sylowin p-aliryhma.

Ryhmin G kertaluku on muotoa |G| = p"m, missd r,m € Z, ja syt(p,m) = 1.
Ensinnékin lauseiden 3.36 ja 3.37 perusteella K < PK < G, jolloin PK/K on
tekijaryhmd, ja erityisesti tekijaryhmidn G/K aliryhmé. Koska P € Syl (G), niin
|P| = p". Nyt PN K < K, jolloin Lagrangen lauseen perusteella |[P N K| = p',
missd i < r. Aliryhmin K kertaluku on muotoa |K| = p®t, missd s, € Z,, s < rja
syt(p,t) = 1. Oletetaan, ettd s > i. Nyt tulokaavan (lause 3.27) perusteella

IPLHKL _ PPt i,

PK| = === .
|PK| POK| v p

missd r+s—i > r,jolloin |PK| 1 |G|, mikéd on ristiriita. Siis s = 7, joten |P N K| = p°.
Niin ollen PN K € Sylp(K).
Edelleen Lagrangen lauseen ja tulokaavan nojalla

G r
G/K| = Gl pm s
K| pt t
ja
PK P|IK P '
|PK/K|:| | _ _IPIIK] P P s,

K| _|KI[PNK| [PNK| p°
Siis PK/K € Sylp(G/K).

Nyt voidaan todistaa Sylowin toinen lause, jonka mukaan ryhmén G Sylowin
p-aliryhmit muodostavat tdsméilleen yhden konjugaattiluokan.

Lause 6.19 (Sylowin toinen lause). Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku on
p'm, missd p on alkuluku, r,m € Z, ja syt(p,m) = 1. Tdalloin ryhmdin G Sylowin
p-aliryhmdit ovat konjugaatteja keskenddn. Erityisesti n, = (G : N(P)) kaikilla
P € Syl,(G).
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Todistus (vrt. [11, 5. 205] ja [18, s. 92]). Olkoot H, K € Sylp(G). Tarkastellaan jal-
leen seuraavaa Cayleyn toimintaa:

- GxX - X,g-(xH) =(gx)H,

missd X = G/H. Edelleen K toimii timén toiminnan rajoittumana joukossa X ja K
on p-ryhmd, jolloin Sylowin lemman kohdan (i) nojalla

IFixx(K)| = (G : H) (mod p).

Nyt p + (G : H), silld (G : H) = % = ’;—,m = m ja syt(p,m) = 1, jolloin
|Fixy (K)| # 0, joten voidaan valita xH € Fixx(K). Olkoon k € K. Silloin k(xH) =
xH, joten x 'kx € H, misti seuraa x ' Kx C H. Koska |x"'Kx| = |K| = |H]|, niin
H = x~'Kx. Niin ollen H ja K ovat konjugaatteja keskenain.

Koska on osoitettu, ettd ryhmidn G Sylowin p-aliryhmét muodostavat yhden kon-
jugaattiluokan, niin lauseen 1.13 perusteella C;(P) = Syl,(G) kaikilla P € Syl (G).
Edelleen siis lauseen 5.43 nojalla kaikilla P € Syl (G) pitee n, = [Syl,(G)| =

ICi(P)| = (G : N(P)). O

Sylowin toisesta lauseesta seuraa ldhes suoraan ehto ddrellisen ryhméin G Sy-
lowin p-aliryhmén normaaliudelle. Kyseinen ehto on kéytinndllinen yhdessd Sy-
lowin kolmannen lauseen kanssa, kun halutaan selvittidd, mitkd ryhméan G Sylowin
p-aliryhmistéd ovat normaaleja. Sen mukaan normaali Sylowin p-aliryhmé on ryhmén
G ainoa Sylowin p-aliryhmi. Seurauksena on myos tulos, jonka mukaan kaikkien
ryhmin G Sylowin p-aliryhmien lukumaédéri ei ole jaollinen alkuluvulla p.

Seuraus 6.20. Olkoon H didrellisen ryhmdn G Sylowin p-aliryhmd. Tdlloin H on
ryhmdn G normaali aliryhmd, jos ja vain jos n, = 1.

Todistus. Nyt Sylowin toisen lauseen perusteella (G : N(H)) = n,. Siis H 2 G, jos
javain jos N(H) = G, jos ja vain jos (G : N(H)) = 1, jos ja vain jos n, = 1. |

Seuraus 6.21. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja p alkuluku. Tdllin alkuluku p ei jaa
lukua n,,.

Todistus (vrt. [12, s. 3—4]). Jos p ei jaa ryhmidn G kertalukua, vdite on selva, silld
n, = 1. Oletetaan, ettd p | |G|. Olkoon |G| = p"m, missd r ja m ovat positiivisia
kokonaislukuja ja p ja m ovat keskenddn jaottomia. Olkoon P € Syl,(G). Merkitddn
k = |N(P)|. Sylowin toisen lauseen perusteella n, = (G : N(P)), joten Lagrangen
lauseen perusteella

r

pm
k.

n, = (G: N(P)) =

Nyt P < N(P) < G, jolloin p" | k ja k | p"m, mistd seuraa, ettd luvulla n, ei ole
tekijana alkuluvun p potenssia. Siis p 1 n,,. O

Ennen viimeistd eli kolmatta Sylowin lausetta todistetaan kyseisessd lauseessa
tarvittava lemma.
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Lemma 6.22. Olkoon H ddrellisen ryhmdn G Sylowin p-aliryhmd, ja H < K < G.
Tdlloin

(i) H on aliryhmdn K Sylowin p-aliryhmd, ja

(ii) H on normalisoijan N (H) yksikdsitteinen Sylowin p-aliryhmdi.

Todistus. (i). Vrt [18], s. 93, tehtdvd 252. Olkoon |G| = p"m, misséd r ja m ovat
positiivisia kokonaislukuja ja p ja m ovat keskenddn jaottomia. Koska H € Syl,(G),
niin |H| = p". Nyt Lagrangen lauseen nojalla aliryhmin K kertaluku jakaa ryhmédn G
kertaluvun, jolloin aliryhmén K kertaluku on muotoa |K| = p’t, missdt € Z,,s <r
jasyt(p,t) = 1. Oletetaan, ettd s < r. Mutta silloinhan |H| 1 | K|, miki on ristiriita.
Siis r = s, joten H € Syl ,(K).

(ii). Ks. [18, s. 93]. Kohdasta (i) seuraa erityisesti, ettd H on normalisoijan
N (H) Sylowin p-aliryhmd. Olkoon K € Syl ,(N(H)). Téll6in Sylowin toisen lauseen
perusteella on olemassa sellainen g € N(H), ettd K = HS&. Toisaalta, koska g €
N(H), niin H® = H. Siis H = K, mistd seuraa aliryhmin H yksikésitteisyys. O

Nyt voidaan todistaa Sylowin kolmas lause, joka antaa kdyttoon erittdin hyo-
dyllisen kongruenssin, minkd avulla pystytddn tehokkaasti rajaamaan mahdollisia
Sylowin p-aliryhmien lukumiirid darellisessd ryhmassd G.

Lause 6.23 (Sylowin kolmas lause). Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku
on p"m, missd p on alkuluku, r,m € Z, ja syt(p,m) = 1. Tdlloin n, jakaa luvun m,
ja

n,=1 (mod p).
Todistus (ks. [18, s. 93]). Olkoon H € Sylp(G). Nyt Sylowin toisesta lauseesta seu-
raa, etta

m=(G:H)=(G:N(H))(N(H):H)=n,(N(H) : H),

joten n;, | m. Toimikoon ryhmé G perheessd Syl,(G) konjugoimalla. Tdlloin myds
H toimii perheessd Syl,(G) tdmén ryhmén toiminnan rajoittumana, joten Sylowin
lemman kohdan (i) perusteella

[Fixsyi,)(H)| = np (mod p).

Olkoon K € Syl,(G). Tilldin K € Fixsy (g)(H), joss K" = K kaikilla h € H,
joss H < N(K). Nyt kuitenkin lemman 6.22 nojalla H < N(K), joss H = K. Siis
Fixsylp(c) (H) = {H}, joten |Fixsy1p(c) (H)| = 1. Nédin ollen n, = 1 (mod p). O

Kisitellaan nyt esimerkki, jossa osoitetaan Sylowin toisen lauseen avulla tulos,
jota kutsutaan usein Frattinin argumentiksi. Frattinin argumentista voidaan muka-
vasti osoittaa myo0s tiettyja seurauksia. Yksi mielenkiintoinen seuraus osoittaa eri-
koistapauksen tilanteelle, jossa toteutuu normaaliuden transitiivisuus: Ryhméan G
normaalin aliryhméin Sylowin normaali p-aliryhmi on my6s ryhmidn G normaali
aliryhmi. Yleisestihén siis siitd, ettd K < H ja H < G ei vilttimittd seuraa, ettd
K < G. Tihén vastaesimerkiksi kelpaavat ryhmidt G = S3 X S3, H = A3 X Az ja
K ={((1),(1)),((1 2 3),(1 2 3)),((1 3 2),(1 32))}(ks.[18,s.39-40]).
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Esimerkki 6.4 (vrt. [2, s. 13] ja [18, s. 96]). Olkoon K ryhmin G #irellinen ja
normaali aliryhma. Olkoon P aliryhmén K Sylowin p-aliryhmd. Frattinin argumentti
sanoo, etti talloin G = KN (P). Todistetaan seuraavassa tdmai tulos.

Olkoon g € G. Nyt K < G, joten K¢ = K. Koska lisiksi P < K, niin P8 < K¢.
Siis P¢ < K. Lisdksi lauseen 4.10 nojalla |P¢| = |P|, joten P& € Sylp(K). Nyt
Sylowin toisen lauseen perusteella P$ ja P ovat konjugaatteja keskenién, jolloin siis
on olemassa sellainen k € K, etta

Pé = Pk eli
klgP(k ')t = P.

Titen k! g € N(P),jasiis g € KN(P). Niin ollen Frattinin argumentti on todistettu.

Frattinin argumentista seuraa edelleen, etté jos P on liséksi aliryhmén K normaali
aliryhmd, niin se on my6s ryhmédn G normaali aliryhma. Jos nimittdin P < K, niin
K C N(P). Niin ollen KN(P) = N(P), joten Frattinin argumentin perusteella
G = N(P). Titen P < G.

Olkoon P’ € Syl ,(G) ja H sellainen ryhmén G aliryhmd, joka siséltdd normali-
soijan N(P’). Frattinin argumentista voidaan osoittaa télloin, ettd N(H) = H. Nyt
P’ 4 N(P’), joten P < H < N(H). Titen lemman 6.22 kohdan (i) perusteella
P’ € Sylp(N (H)). Télloin Frattinin argumentin nojalla

N(H) = HNyy(P).
Edelleen Ny (P') < N(P') < H,joten N(H) = H.

Conrad ja Mann (ks. [2] ja [12]) pitdvit yhtend osana Sylowin lauseita tulos-
ta, jonka mukaan mikd tahansa ryhmén G p-aliryhma sisiltyy johonkin ryhmin G
Sylowin p-aliryhmisté. Kyseinen viite ei seuraa kuitenkaan suoraan aiemmin todis-
tetuista Sylowin kolmesta lauseesta. Pyritddn seuraavassa osoittamaan tdmaé tulos.
Aloitetaan lemmalla.

Lemma 6.24. Olkoon P ddrellisen ryhmdn G Sylowin p-aliryhmd, ja olkoon Q
ryhmdn G p-aliryhmd. Télloin Q NP = Q N N(P).

Todistus (vrt. [12, s. 5]). Koska P C N(P),niin QNP C QN N(P). Riittdi osoittaa,
etti Q N N(P) € O N P. Merkitddn H = Q N N(P). Nyt siis H < Q ja Q on
p-aliryhmi, joten Lagrangen lauseen perusteella H on p-aliryhma.

Nyt P 4 N(P) ja P € Syl,(G), joten p ei voi jakaa tekijiryhmédn N(P)/P
kertalukua. Télloin seurauksen 3.25 perusteella tekijaryhméilld N (P)/P ei ole yhtdédn
sellaisia alkioita, joiden kertaluku olisi alkuluvun p potenssi.

Olkoon x € H \ {e}, jolloin ord(x) = p¥ jollakin k € Z,. Merkitiin g = p*.
Nyt (xP)4 = x9P = eP, joten seurauksen 1.39 mukaan xP = eP tai tekijaryhmin
N (P)/P alkion x P kertaluku on alkuluvun p potenssi. Niistd viitteistd jilkimmédinen
johtaa ristiriitaan. Siis xP = eP, joten x € P. Siis H C P. Koska lisdksi H C Q, niin
HcCcQOnNnP. O

Lause 6.25. Olkoon H ddrellisen ryhmdn G p-aliryhmad. Tilloin H sisdltyy johonkin
ryhmdn G Sylowin p-aliryhmdidn.

84



Todistus (vrt. [12, s. 6]). Toimikoon aliryhmi H perheessi Sylp(G) konjugoimalla
ryhmén G vastaavan toiminnan rajoittumana. Merkitdin Xy = Fixsy]p(c)(H ). Nyt
Sylowin lemman kohdan (i) nojalla

|Xol =n, (mod p).

Koska liséksi seurauksen 6.21 mukaan p t n,, niin | Xo| # 0. Olkoon Py € Xj. Nyt
lauseen 5.11 nojalla

1 =|Op,| = (H : Staby (Py)) = (H : Ny(Py)) = (H : H N N(Py)).

Niin ollen Lagrangen lauseesta seuraa, ettda H = H NN (Py). Koska H on p-ryhmad ja
Py e Sylp(G), niin lemman 6.24 perusteella H N N (Py) = H N Py. Siis H = HN Py,
joten H < Py. O

Conradin (ks. [2]) mukaan Sylowin ensimmadisen lause kertookin, ettd ryhmin G
Sylowin p-aliryhmé on olemassa ja sisidltyy johonkin timéin ryhmén p-aliryhmian
(lause 6.25 ja seuraus 6.18 siis yhdistettynd). Mann (ks. [12]) puolestaan pitidi seu-
rausta 6.18 Sylowin ensimmadisend ja lausetta 6.25 Sylowin kolmantena lauseena.
Tamin tutkielman Sylowin kolmannen lauseen Mann laskee vield erikseen Sylowin
neljanneksi lauseeksi. Myos Rose (ks. [18]) kasittdd Sylowin ensimmaéisen lauseen
Sylowin p-aliryhmin olemassaolona, mutta muut kaksi lausetta tutkielman kanssa
vastaavasti. Malik ym. (ks. [11]) tulkitsevat Sylowin lauseet samalla tavalla kuten
tutkielmassa.

85



7 Sylowin lauseiden sovelluksia

Tiivistetddn timin luvun alkuun Sylowin kaikki kolme lausetta vield yhdeksi lauseek-
si. 1

Lause 7.1 (Sylowin lauseet). Olkoon G ddrellinen ryhmdi, jonka kertaluku on p"m,
missd p on alkuluku, r,m € Z, ja syt(p, m) = 1. Tidlloin seuraavat ehdot pditeviit.

(1) Ryhmiilld G on jokaisella k € {0, . . ., r} aliryhmd, jonka kertaluku on p*.

(2) Ryhmdn G Sylowin p-aliryhmdit ovat konjugaatteja keskenddn. Erityisesti n, =
(G : N(P)) kaikilla P € Syl ,(G).

(3) np jakaa luvun m, jan, =1 (mod p).

Mihin Sylowin lauseita voidaan sitten dérellisessd ryhmaéteoriassa hyodyntidi?
Sylowin lauseiden avulla pystytdidn tutkimaan, millaisia tietyn kertaluvun omaa-
vat ryhmat ylipddnsa ovat. Ovatko tutkittavat ryhmaét esimerkiksi yksinkertaisia tai
syklisid? Voiko jokin ryhmi vaihtoehtoisesti olla syklinen tai diedriryhmi? Miten
ryhmén vaihdannaisuus vaikuttaa siihen, millaisia ryhmat voivat olla? Ja saadaanko
talloin ndille tapauksille esitettyd joitakin konkreettisia esimerkkiryhmid? Luvussa 7
pyritddn antamaan joitakin vastauksia niihin kysymyksiin.

Tutkielmassa on tdhidn mennessd méairitetty jo muutamia tuloksia, jotka kerto-
vat jotakin siitd, millainen tietyn kertaluvun omaava ryhmai on. Seuraukset 5.18, 6.9
ja esimerkki 6.1 kertovat nimittdin jo jonkin verran dérellisen ryhmén yksinkertai-
suudesta. Alaluvussa 7.1 keskitytddn tarkastelemaan pelkistadn darellisten ryhmien
yksinkertaisuutta, ja alaluku 7.2 tarkastelee yksinkertaisella tasolla sitd, milla taval-
la ryhmid voidaan luokitella isomorfisuuden perusteella. Luvun 7 sisdlto on kasattu
useasta eri ldhteesti.

ISylow itse todisti Sylowin lauseet seuraavassa muodossa (eri merkinnoilla ja kisitteilld toki):

(1) Sylowin p-aliryhmi on aina olemassa ja (G : N(P)) =1 (mod p) kaikilla P € Sylp (G).

(2) Olkoon P € Syl,(G). Télloin nj, = (G : N(P)) jakaikki Sylowin p-aliryhmiit ovat konjugaatteja
keskeniin.

(3) Jokainen direllinen p-ryhma sisiltdd seuraavan kasvavan sarjan aliryhmia
fe}=GopcGicGyc...cGyg CQG,
missi |G;| = p’ kaikilla i.

Kun tétd Sylowin omaa kolmatta lausetta sovelletaan dérellisen ryhmin Sylowin p-aliryhmiin, saa-
daan itse asiassa Sylowin ensimmaéinen lause. [3, s. 4]
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7.1 Adrellisten ryhmien yksinkertaisuudesta

Téssd alaluvussa on tarkoituksena pohtia, miten Sylowin lauseiden avulla voidaan
tarkastella dérellisten ryhmien yksinkertaisuutta. Eli yksinkertaisesti sitd, ettid onko
tietyn kertaluvun omaava ryhmi yksinkertainen vai ei. Lahdetddn tutkimaan nyt
yleisid tuloksia ryhmisti, joilla on kohtuullisen yksinkertainen kertaluku alkulukujen
tuloista.

Perusstrategiana on edetd ryhmin kertaluvun alkutekijoiden lukuméédran mu-
kaan: Ensinnikin alkulukukokoiset ryhmiit ovat syklisid ja yksinkertaisia, jonka jal-
keen havaitaan, ettd kahden alkuluvun tulon kokoinen ryhma ei tuota yksinkertaisia
ryhmié. Edelleen siirrytddn kertalukuun, jonka alkulukujen tulossa esiintyy alku-
vun nelio kerrottuna toisella alkuluvulla, ja lopuksi osoitetaan kolmen eri alkuluvun
tulon muodostaman kertaluvun omaavan ryhmén epiyksinkertaisuus.

Lause 7.2. Olkoot p ja q eri alkulukuja. Tdlloin ryhmd, jonka kertaluku on pq, ei
ole yksinkertainen.

Todistus (ks. [11, s. 211]). Olkoon G ryhma, jolle |G| = pg. Voidaan olettaa, ettd
p > q. Nyt Sylowin kolmannen lauseen nojalla n, = 1 (mod p) ja n, | g. Siis
n, = 1+ kp jollakin k € N. Edelleen 1 + kp = n, < g < p, joten on oltava k = 0.
Niin ollen n,, = 1, joten ryhmilld G on vain yksi Sylowin p-aliryhmd, olkoon se H.
Nyt kuitenkin seurauksen 6.20 perusteella H on normaali, ja lisdksi |H| = p, joten
H < G. Tasti seuraa, ettd G ei ole yksinkertainen. O

Jatketaan vield kahden vastaavan yleisen tapauksen tarkastelua. Todistetaan nditd
tuloksia varten kuitenkin ensin hyddyllinen lemma.

Lemma 7.3. Olkoon p alkuluku ja m sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd
syt(p,m) = 1. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on pm ja oletetaan, ettdi n, > 1.
Tdlloin ryhmdlld G on n,(p — 1) eri alkiota, joiden kertaluku on p.

Todistus. Nyt n, > 1, joten voidaan valita kaksi ryhmin G eri Sylowin p-aliryhméa
P ja P’. Nyt PN P’ < P, joten Lagrangen lauseesta seuraa, etti P N P’ = {e}.
Lisdksi kaikkien ryhmédn G Sylowin p-aliryhmien alkioiden kertaluvut vastaavat,
neutraalialkioita lukuunottamatta, alkulukua p. Niin ollen ryhmilld G on n,(p — 1)
eri alkioita, joiden kertaluku on p. O

Lause 7.4. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on p*q, missd p ja q ovat eri alkulukuja.
Télloin ryhmd G ei ole yksinkertainen.

Todistus (vrt. [18, s. 97-98]). Olkoot n, ja n, ryhmin G Sylowin p- ja g-aliryhmien
lukumaadrit. Oletetaan vastoin viitettd, ettd G on yksinkertainen. Téalldin seurauksen
6.20 perusteella n, > 1 ja n, > 1. Nyt Sylowin kolmannen lauseen nojalla n,, | g,
ja koska g on alkuluku ja n, > 1, niin n, = ¢q. Lisidksi n, = 1 (mod p), joten
n, = 1+ kp jollakin k € Z, (k # 0, silld n, > 1). Siis ¢ = 1 + kp, joten g > p.
Toisaalta Sylowin kolmannen lauseen mukaan n,, | p?, joten ng = ptaing = p?. Nyt
lemman 7.3 nojalla ryhmilla G on n,(q— 1) eri alkioita, joiden kertaluku on g. Téten,
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josng = p?, niin ryhmilld G on p?q — p*(¢ — 1) = p? alkioita, joiden kertaluku ei ole
q. Toisaalta, jos P € Syl (G), niin |P| = p? jaaliryhmilli P ei tietenkiin ole alkioita,
joiden kertaluku on ¢. Téaten Sylowin p-aliryhmi P on itse asiassa yksikésitteinen,
joten n, = 1, miki on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. Niin ollen n, = p. Mutta
koska ny, =1 (mod g), niin p = n, = 1 + k’q, missd k" € Z, jolloin p > ¢, mikd
on taas ristiriita, silld aiemmin paiteltiin, ettd p < g. O

Lause 7.5. Olkoot p, q ja r eri alkulukuja. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on
pqr. Tdlloin ryhmd G ei ole yksinkertainen.

Todistus (ks. [18, s. 98]). Voidaan olettaa, ettd p > g > r. Oletetaan vastoin viitetta,
ettd G on yksinkertainen. Koska G on yksinkertainen, niin silld ei ole aitoja normaa-
leja Sylowin p-, g- ja r-aliryhmii. Téten seurauksen 6.20 perusteellan, > 1, n, > 1
jan, > 1. Nytlemman 7.3 nojalla ryhmilla G on n,(p — 1) alkioita, joiden kertaluku
on p, ny(q — 1) alkioita, joiden kertaluku on g ja n,(r — 1) alkioita, joiden kertaluku
on r. Siis

|Gl =pgr 21 +n,(p—1)+ny(qg—1)+n,(r—1).

Sylowin kolmannen lauseen nojalla n,, | gr jan, = 1 (mod p). Koska n, > 1, niin
n, >p>gq>r,jotenn, = qr. Toisaalta n, | pr jan, =1 (mod q), jolloin n, = p
tai n, = pr, silld n, > g > r. Siis n, > p. Edelleen n, > 1 ja n, | pq, joten n, > q.
Téten saadaan:

pqrz1+qr(p—1) +plg—1+4q@-1),

mista seuraa, etti
0=(p-D(g-1),

mika on tietysti mahdotonta. O

Kaisitelladn nyt perustavaa laatua oleva esimerkki, joka késittelee alhaisten kerta-
lukujen omaavien ryhmien yksinkertaisuutta. Tassd esimerkissi tulee hyvin ilmi, ettd
kaikkien yksinkertaisten ryhmien 16ytdminen on varsin tyolds tehtidvi. Esimerkissa
kéytetddn useita aiemmissa luvuissa olleita tuloksia.

Esimerkki 7.1 (vrt. [11, s. 211-212; 217], [18, 5. 99-100] ja [2, s. 6-7]). Osoitetaan
tiassad esimerkissd aiempien tulosten pohjalta, ettd kaikki ryhmadt, joiden alkuluvu-
ton kertaluku on lukujen 1 ja 100 vililld eivit ole yksinkertaisia lukua 60 lukuun
ottamatta.

Olkoon G tarkasteltava dédrellinen ryhma. Tapaus |G| = 1 on triviaali. Jos ryhmén
kertaluku on alkuluku, niin ryhma on yksinkertainen. Niin ollen kertaluvun 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 tai
97 omaavat ryhmit ovat yksinkertaisia. Kun |G| on 6 (= 2-3),10 (= 2-5),12 (=
2,14 (=2-7),15(=3-5),18 (= 2-3%),20 (= 2%2-5),21 (= 3-7),22 (=
211),26 (=2-13),28 (=22-7),30(=2-3-5),33(=3-11),34(=2-17),35 (=
7),38(=2-19),(=3-13),42(=2-3-7),44 (= 2% -11),45 (= 3> -5),46 (=
-23),50 (=2-5%),51(=3-17),52 (= 2% - 13),55 (= 5 - 11),57 (= 3 - 19),58 (=
:29),62 (=2-31),63 (=3%2-7),65(=5-13),66 (=2-3-11),68 (= 22-17),69 (=
-23),70 (=2-5-7),74 (=2-37),75(=3-5%),76 (=22-19),77 (=7 11),78 (=

W NN LW
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2-3-13),82(=2-41),85(=5-17),86 (=2-43),87 (=3-29),91 (=7-13),92 (=
22.23),93 (= 3-31),94 (= 2-47),95 (= 5-19),97 (= 3-29),98 (= 2-7?) tai
99 (= 32 11), niin lauseiden 7.2, 7.4 ja 7.5 nojalla G ei ole yksinkertainen. Jos taas
|Gl on 4 (= 22),8 (= 2%),9 (= 32),16 (= 2%),25 (= 5%),27 (= 3%),32 (= 25),49 (=
7%), 64 (= 2°) tai 81 (= 3*), niin seurauksen 6.9 perusteella G ei ole yksinkertainen.

Tarkastellaan ryhmii G kertaluvulla 24 = 23 - 3. Nyt ryhmilld G on Sylowin
2-aliryhmi H, jonka kertaluku on 23, Tillsin (G : H) = 3, mutta |G| 1 3!. Niin
ollen seurauksen 5.18 nojalla G ei ole yksinkertainen. Tédysin vastaavasti saadaan,
ettd ryhmit, joiden kertaluku on 36, 48, 80, 96 tai 100, eivit ole yksinkertaisia. Esi-
merkistd 6.1 seuraa puolestaan, ettd kertaluvun 54 (= 2-27) tai 90 (= 2-45) omaavat
ryhmiit eivit ole yksinkertaisia. Kootaan tdhin asti saadut tulokset taulukkoon, josta
voidaan lukea nopeasti, mika tulos johtaa siihen, etta tietyn kertaluvun omaava ryh-
mi ei ole yksinkertainen. Taulukkoon 7.1 on lueteltu kaikki ryhmin G kertaluvut
numerosta 1 numeroon 100 saakka. Alkuluvuttomia kertalukuja vastaavat tdssi tau-
lukossa ne tulokset, jotka osoittavat, ettd niilla kertaluvuilla varustetut ryhmét eivit
ole yksinkertaisia.
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Taulukko 7.1: Aérellisen ryhmiin kertaluvut numerosta 1 numeroon 100 asti. Kerta-
lukuja vastaavat tulokset osoittavat, ettd ryhma ei ole yksinkertainen tai on Abelin
ryhma. Alkuluvullisen kertaluvun omaavat ryhmét ovat tietysti Abelin ryhmia.

1 triviaali 26 lause 7.2 51 lause 7.2 76 lause 7.4

2 alkuluku 27 seuraus 6.9 |52 lause 7.4 77 lause 7.2

3 alkuluku 28 lause 7.4 53 alkuluku 78 lause 7.5

4 seuraus 6.9 |29 alkuluku 54 esim. 6.1 79 alkuluku

5 alkuluku 30 lause 7.5 55 lause 7.2 80 seuraus 5.18
6 lause 7.2 31 alkuluku 56 — 81 seuraus 6.9
7  alkuluku 32 seuraus 6.9 |57 lause 7.2 82 lause 7.2

8 seuraus 6.9 | 33 lause 7.2 58 lause 7.2 83 alkuluku

9 seuraus 6.9 |34 lause 7.2 59 alkuluku 84 -

10 lause 7.2 35 lause 7.2 60 - 85 lause 7.2

11 alkuluku 36 seuraus 5.18 | 61 alkuluku 86 lause 7.2

12 lause 7.4 37 alkuluku 62 lause 7.2 87 lause 7.2

13 alkuluku 38 lause 7.2 63 lause 7.4 88 —

14 lause 7.2 39 lause 7.2 64 seuraus 6.9 | 89 alkuluku

15 lause 7.2 40 - 65 lause 7.2 90 esim. 6.1

16 seuraus 6.9 |41 alkuluku 66 lause 7.5 91 lause 7.2

17 alkuluku 42 lause 7.5 67 alkuluku 92 lause 7.4

18 lause 7.4 43 alkuluku 68 lause 7.4 93 lause 7.2

19 alkuluku 44 lause 7.4 69 lause 7.2 94  lause 7.2
20 lause 7.4 45 lause 7.4 70 lause 7.5 95 lause 7.2
21 lause 7.2 46 lause 7.2 71 alkuluku 96 seuraus 5.18
22 lause 7.2 47 alkuluku 72 - 97 alkuluku
23 alkuluku 48 seuraus 5.18 | 73 alkuluku 98 lause 7.4
24 seuraus 5.18 | 49 seuraus 6.9 |74 lause 7.2 99 lause 7.4
25 seuraus 6.9 |50 lause 7.4 75 lause 7.4 100 seuraus 5.18

Kuten taulukosta 7.1 havaitaan, selvittamattd on viela kertaluvun 40, 56, 60, 72,
84 ja 88 omaavien ryhmien yksinkertaisuus. Lauseen 3.45 perusteella on olemassa
sellainen ryhmd, joka on yksinkertainen ja jonka kertaluku on 60, nimittdin alternoiva
ryhmi As. Tarkastellaan sitten ryhmii G, jonka kertaluku on 40 = 2° - 5. Sylowin
kolmannen lauseen perusteella ns = 1 (mod 5) ja ns | 8. Téstd seuraa, ettd n5 = 1,
joten ryhmilld G on vain yksi Sylowin 5-aliryhmi, joka seurauksen 6.20 nojalla on
normaali. Tdten G ei ole yksinkertainen. Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd
kertaluvuilla 84 tai 88 varustetut ryhmit eivit ole yksinkertaisia.
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Olkoon |G| = 56 = 23 - 7. Jilleen hyddyntimilli Sylowin kolmatta lausetta
saadaan, ettd n7 = 1 (mod 7) ja ny | 8 sekd np = 1 (mod 2) ja np | 7. Tastd
vaihtoehdoiksi jdi, ettd n; = 1 tai n; = 8 janp, = 1 tai np = 7. Oletetaan, ettd
G on yksinkertainen. Ryhmin G yksinkertaisuudesta voidaan piitelld seurauksen
6.20 nojalla, ettd n; = 8 ja np = 7. Nyt lemman 7.3 perusteella ryhmélld G on
48 (= 8- (7 — 1)) alkioita, joiden kertaluku on 7. Tiedetdédn lisédksi, ettd ryhmalla
G on 7 Sylowin 2-aliryhmii, olkoot ne By, ..., B;. Koska |B;| = 23 = 8 kaikilla
i € {l,...,7} ja By # B, niin ryhmélld G on vihintdan 9 eri alkioita, joiden
kertaluku ei ole 7. Siis |G| > 48 + 9 = 57, miki on ristiriita. Nédin ollen ryhmi G ei
ole yksinkertainen.

Enii jiljelld tarkasteltavana on tapaus |G| = 72 = 23-32. Nyt Sylowin kolmannen
lauseen nojalla n3 = 1 (mod 3) ja n3 | 8, joten n3 = 1 tai n3 = 2% Jos n3 = 1,
niin G ei ole yksinkertainen. Oletetaan siis, ettd n3 = 22. Olkoot Hy, Hy, H; ja Hy
tarkastelevat Sylowin 3-aliryhmit. Nyt H; N H, < Hj, Hy. Koska |H{| = 9, niin
|Hy N Hy| =1,3tai 9. Jos |H; N Hy| =9, niin H; = H,, miki on ristiriita. Jos taas
|Hy N Hy| = 1, niin tulokaavan perusteella

_ IHlIH| _9-9
|Hy N H,| 1

|H1H| = 81,

mikd on ristiriita, silld ryhméssd G on 72 alkioita. Siis |H; N Hy| = 3. Merkitddn B =
N(H{NH;).Nytlauseen 6.11 nojalla H{NH, < Hy, H,, jolloin Hy, Hy < B.Edelleen
vastaavasti tulokaavan nojalla |H; H,| = 27, joten | B| > 27. Taten Lagrangen lauseen
perusteella |B| = 36 tai |B| = 72. Jos |B| = 36, niin (G : B) = 2 ja |G| 1 2!, joten
seurauksen 5.18 perusteella G ei ole yksinkertainen. Jos taas |B| = 72, niin B = G.
Talloin lauseen 5.45 perusteella H; N H> on ryhmin G normaali aliryhmi, joten G
ei ole talloinkdin yksinkertainen.

Kaisitellddn vield seuraavassa esimerkissi erds vaihtoehtoinen menetelma darelli-
sen ryhmin yksinkertaisuuden tarkasteluun. Otetaan tarkasteluun ryhmai kertaluvulla
1568.

Esimerkki 7.2 (vrt. [10, s. 13—14] 2). Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 1568 =
2°.7%. Osoitetaan, ettd ryhmi G ei ole tilldin yksinkertainen. Nyt Sylowin kolmannen
lauseen avulla saadaan, ettd n, on 1, 7 tai 72 janyon 1 tai 8. Oletetaan vastoin viitetta,
etti G on yksinkertainen, jolloin 7o on 7 tai 72 ja ny; = 8. Toimikoon G perheessi
X = Syl;(G) konjugoimalla, jolloin toiminta on

2 GxX—>X,g-5=5%.
Tarkastellaan titd toimintaa vastaavaa permutaatioesitysta

p: G — Sx, p(g) = pg

2Ldhteessd [10] Ling ja Miller vain toteavat kertaluvun 1568 omaavan ryhmin yksinkertaisuuden
vetoamalla yleisempéén tunnettuun tulokseen, joka perustuu ryhmien ratkeavuuteen (engl. soluble tai
solvable) tapauksessa, jossa ryhmin kertaluku esitetddn kahden eri alkuluvun potenssien tulona.
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missa
pe: X = X, pg(S) = S5.

Nyt | X| = n7 = 8, joten Sy = Sg. Niin ollen on olemassa isomorfismi f: Sy — Sg,
jasiis

¢p=fop:G— S
on homomorfismi. Oletetaan nyt, ettd ¢ ei ole injektio. Talloin Ker(¢) # {idx},
ja lisidksi Ker(¢) < G. Edelleen, jos olisi Ker(¢) = G, niin pitisi toki myos, ettd
Ker(p) = G, silld f on bijektio. Tilloin kaikilla g € G pitisi p, = idx. Olkoon
S € X jag € G. Nyt siis

S8 = pg(S) = idx(S) = S.

Téstd tosin seuraa, ettd S on normaali, jolloin seurauksen 6.20 nojalla n7 = 1,
mikd on ristiriita. Siis Ker(¢) < G, joten ryhmilld G on epitriviaali ja normaali
aliryhmé, mikd on ristiriidassa sen kanssa, ettdi G on yksinkertainen. Siis ¢ on
injektio. Silloin G voidaan upottaa symmetriaryhmiin Sg, joten G = T, missd
T < Sg. Niin ollen Lagrangen lauseesta seuraa, ettd |G| jakaa symmetriaryhmén Sg
kertaluvun 8!. Tami on kuitenkin ristiriita, silld selvisti 1568 1 8!. Taten ryhmid G
ei voi olla yksinkertainen.

Adrellisten yksinkertaisten ryhmien tiydellinen luokittelu saatiin valmiiksi vuon-
na 1981. Sadat matemaatikot osallistuivat timén tuloksen saavuttamiseen; muiden
muassa M. Aschbacher, R. L. Griess, Emil Mathieu, F. N. Cole, G. A. Miller, L.
E. Dickson, Jean Dieudonné, Claud Chevalley, Richard Brauer, F. A. Fowler, Da-
niel Gorenstein ja J. H. Conway. Téssi tutkielmassa ei ilmeisistd syistd mennd aivan
niin pitkélle, joskin seuraavassa alaluvussa tullaan antamaan esimakua aarellisten
ryhmien luokittelusta, ja erityisesti siitd, miten Sylowin lauseita voidaan tisséd luo-
kittelussa hyodyntdd. [11, s. 214]

7.2 Adrellisten ryhmien luokittelua

Aiemmin osoitettiin siis, ettd melkein kaikki ryhmit, joiden kertaluku on vililtd 1 ja
100, eivit ole yksinkertaisia tai ovat vaihdannaisia. Kertaluku 60 néyttdd kuitenkin
poikkeuksen, silld alternoiva ryhmé As on yksinkertainen. Toisaalta koska 60 ei ole
alkuluku, niin yksikdin Abelin ryhma kertaluvulla 60 ei ole yksinkertainen. Onko
As sitten ainoa isomorfiaa vaille oleva yksinkertainen ryhma, jonka kertaluku on 60?7
Aloitetaan tamin kysymyksen tutkiminen todistamalla seuraava lemma.

Lemma 7.6. Olkoon G yksinkertainen ryhmd, jonka kertaluku on 60. Tdilloin G
sisdltdd aliryhmdn, jonka kertaluku on 12.

Todistus (ks. [11,s.213]. Nyt|G| = 5.3-22. Oletetaan vastoin viitetts, etti ryhmalla
G ei ole aliryhmii, jonka kertaluku on 12. Sylowin kolmannesta lauseesta seuraa,
ettd ns = 1 tai ns5 = 6. Koska G on yksinkertainen, niin ns # 1, joten ns = 6.
Lemman 7.3 nojalla ryhmélld G on 6 - (5 — 1) = 24 alkioita, joiden kertaluku
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on 5. Edelleen Sylowin kolmannesta lauseesta saadaan, ettd ny on 1, 3, 5 tai 15.
Ryhmin G yksinkertaisuudesta johtuen n, # 1. Oletetetaan, ettd n, = 15. Olkoot
B;, i € {1,...,15}, 15 Sylowin 2-aliryhmia. Jos olisi B; N B; = {e} kaikilla i, j €
{1,...,15}( # J), niin ndiden kaikkien Sylowin 2-aliryhmien yhdiste sisiltiisi
15-(4 - 1) + 1 = 46 alkioita, joiden kertaluku ei ole 5. Silloin |G| > 24 + 46 = 70,
miké on ristiriita. On siis olemassa sellaiseti, j € {1,...,15},i # j,ettd B;NB; # {e}.
Merkitddn A = N(B;NB;). Lagrangen lauseesta, ja siitd, ettd leikkaavat neljin alkion
ryhmiit B; ja B; ovat eri ryhmid, seuraa suoraan, ettd leikkauksessa on 1 tai 2 alkiota.
Siis |B; N B;j| = 2. Ndin ollen lauseen 6.11 nojalla B; N B; on B;:n ja Bj:n normaali
aliryhmd. Téten B;, B; C A, jolloin tulokaavan perusteella

|BillBj| _4-4

= = 8.
|B,'ﬂBj| 2

Al > |B;Bj| =

Silloin Lagrangen lauseen nojalla |A| on 12, 20, 30 tai 60. Oletuksesta seuraa, etti
|Al # 12. Jos |A| = 20 tai |A| = 30, niin seurauksen 5.18 perusteella G ei ole
yksinkertainen, miké on ristiriita. Jos taas |A| = 60, niin G = A, jolloin B; N B; on
ryhmin G normaali aliryhmad, joten G ei ole yksinkertainen. Jilleen ristiriita.

Oletetaan vield, ettd ny on 3 tai 5. Olkoon P Sylowin 2-aliryhma. Sylowin toisen
lauseen perusteella n, = (G : N(P)), joten

G
IN(P)| = U_
ny

Siis |[N(P)| on 12 tai 20. Koska oletuksen perusteella [N (P)| # 12, niin [N (P)| = 20,
miké johtaa ristiriitaan kuten aiemmin. Nédin ollen ryhmélld G on oltava aliryhma,
jonka kertaluku on 12. O

Havaitaan, ettd lemman 7.6 avulla voidaan todistaa, ettd kaikki kertaluvun 60
omaavat yksinkertaiset ryhmét ovat isomorfisia alternoivan ryhmén As kanssa.

Lause 7.7. Jokainen yksinkertainen ryhmd, jonka kertaluku on 60, on isomorfinen
alternoivan ryhmdn As kanssa.

Todistus (vrt. [11,s. 213] ja [2, s. 15]). Olkoon G yksinkertainen ryhmad, jonka ker-
taluku on 60. Lemman 7.6 nojalla ryhmilld G on olemassa aliryhmi H, jonka ker-
taluku on 12. Nyt (G : H) = 5. Koska G on yksinkertainen, niin H; = {e}. Tdten
lauseen 5.16 nojalla G/{e} = G on isomorfinen ryhmén Ss aliryhmén, sanotaan K,
kanssa. Pyritdédn nyt osoittamaan, ettd K C As.

Oletetaan vastoin titd, ettd K siséltidd parittoman permutaation. Télldin kuvaus

[ K= {=11}, f(a) = (@)

on epimorfismi, joten Im(f) = {-1,1}. Edelleen ensimmadisen isomorfialauseen
perusteella K/ Ker(f) = {—1, 1}, joten

2=|{-1,1}| = (K : Ker(f)).
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Niin ollen aliryhmilld K on epitriviaali ja normaali aliryhm, nimittdin Ker(f).
Koska lisdksi G = K, niin my0s ryhmalld G on epitriviaali ja normaali aliryhma.
Tamai on kuitenkin ristiriita, silld G on yksinkertainen. Titen K C As. Mutta nythéin
|As| = 60 = |G| = |K]|, joten K = As. Siis G = As. O

Tarkastellaan muutamaa yksinkertaista yleistd tapausta, jossa Sylowin lauseita
voidaan hyodyntdd luokittelemaan ryhmid. Ensimmaisend késitelldédn tapausta, jossa
ryhmén kertaluku on kahden eri alkuluvun tulo. Osoitetaan, ettd tdlloin (pienen
lisdoletuksen kanssa) tarkasteltava ryhma on syklinen.

Lause 7.8. Olkoon G ryhmd ja p ja q eri alkulukuja niin, ettd p > q. Oletetaan, ettd
|G| = pgjaq1 (p—1). Tdilloin G on syklinen ryhmdi.

Todistus (vrt. [11, s. 214]). Cauchyn lauseen perusteella ryhmilld G on sellainen
alkio g, jonka kertaluku on p. Olkoon P = (g). Nyt lauseen 3.17 nojalla

|P| = [{g)| = ord(g) = p,

jolloin P € Syl (G). Tdysin vastaavasti kuten lauseen 7.2 todistuksessa, voidaan
todeta, ettd n, = 1, joten P < G.

Toisaalta Cauchyn lauseesta seuraa, ettd ryhmélld G on olemassa sellainen alkio
g’, ettd ord(g’) = ¢q. Olkoon Q = (g’). Vastaavasti toki Q on myos Sylowin g-
aliryhmé. Nyt Sylowin kolmannen lauseen perusteella n, | p jan, = 1 (mod g).
On olemassa siis sellainen luonnollinen luku &, ettd n, = 1 + kq. Siis 1 + kg jakaa
alkuluvun p. Koska p on alkuluku, niin tédsti seuraa, ettd joko 1+ kg = 1 tai 1+kqg = p.
Siis k = O tai g | (p — 1). Oletuksen perusteella pitee, ettd k = 0, jolloin n, = 1, ja
siis Q < G. Edelleen P N Q = {e}, joten tulokaavan nojalla

|P10|

P =
PO POO]

=|P1Q] = pq = |G].

Siis PQ = G. Toisaalta lauseen 4.19 perusteella PQ = P X Q, joten G = P X Q.
Liséksi lauseen 3.30 nojalla P X Q on syklinen ryhmad, ja ndin ollen myos ryhmd G
syklinen. O

Toisessa yleisessi tapauksessa osoitetaan puolestaan, ettd ryhma kertaluvulla 2p,
missd p on lukua 2 suurempi alkuluku, on joko syklinen ryhma tai diedriryhma.

Lause 7.9. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 2p, missid p > 2 on alkuluku.
Télloin ryhmd G on syklinen tai diedriryhmdi.

Todistus (vrt. [11, s. 215]). Cauchyn lauseen nojalla ryhmilld G on alkio a, jonka
kertaluku on p ja alkio b, jonka kertaluku on 2. Olkoon H = (a). Nyt H < G, silla
(G : H) = 2. Titen bab = bab™' € H. Tarkastellaan alkion b synnyttimin sisdisen
automorfismin

7 G — G, 1p(x) = x°

rajoittumaa fj, := 7, | H, joka on automorfismi ja jolle tietysti pitee, ettd fj(a*) =
(fp(a))* (induktiolla voidaan yleisesti osoittaa, ettd isomorfismille f: G — G’ pitee,
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ettd f(a") = (f(a))", missi n € Z,). Edelleen koska bab € H, niin on olemassa
sellainen a' € H, etti bab = d', missi i € {0, .. .,p— 1}. Nyt

a” = (a') = (bab)' = (fy(@))' = fy(d) = ba'b.

Toisaalta koska bab = @', niin a = ba'b. Siis a = a'", joten a’ ~! = e. Koska lisiksi
ord(a) = p, niin lauseen 1.38 perusteella p | (i2 — 1). Ndin ollen pl (—-1)tai
plG+1).

Oletetaan, etta p | (i — 1), jolloini — 1 =0, silldai < p. Siisi = 1 ja bab = a, eli
ab = ba. Edelleen lauseiden 3.17 ja 3.29 nojalla

|{ab)| = ord(ab) = ord(a) ord(b) = 2p = |G|,

joten {ab) = G. Siis G on syklinen ryhma.
Oletetaan sitten, ettd p | (i + 1). Talloin i + 1 = mp jollakin m € N. Nyt

mp=i+1<p+1,jotenm =0taim =1.Josm =0, niini = —1jajosm =1,
niini = p — 1. Koska a?~! = a1, niin tisti seuraa jokatapauksessa, ettd bab = a~'.
Titen ba = a~'b. Lisiksi ord(a) = p,ord(b) = 2 jaselvisti (a, b) = G. Ryhmi G on
siis diedriryhma. O

Osoitetaan vield tulos, joka luokittelee tdsmallisesti sellaiset ryhmaét joiden ker-
taluku on alkuluvun neli6.3

Lause 7.10. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on p*, missé p on alkuluku. Talloin
G=ZptaiG=Z)y,XZ).

Todistus. Seurauksen 6.10 perusteella tiedetdin jo, ettd G on Abelin ryhmi. Ole-
tetaan ensin, ettd ryhmilli G on alkio g, jonka kertaluku on p?. Tilloin |(g)| =
ord(g) = p> = |G|, joten G = (g), jolloin G on syklinen, ja siis lauseen 4.3 perus-
teella G = Z,.

Oletetaan sitten, ettd ryhmillid G ei ole alkiota, jonka kertaluku on p?. Tilloin
seurauksen 3.25 nojallaord(g) = pkaikillag € G\{e}. Olkoone # h € G. Merkitdan
H = (h). Valitaan lisdksi k € G \ H, ja merkitddn K = (k). Nyt lauseen 6.11 nojalla
H,K 2 G. Nyt HN K < K, joten Lagrangen lauseen perusteella H N K = {e}.
Edelleen tulokaavan nojalla

|H||K| p-p

2
= = = G,
HnK - 1 P =lol

|HK| =

joten G = HK. Nyt lauseiden 4.3 ja 4.19 perusteella
G=HK=HXK=Z,XZ,.

Lisaksi sz % Z, X Z,, silld ryhmilla sz on alkio, jonka kertaluku on pz, mutta
ryhmilld Z,, X Z,, €i ole. |

3Lausetta 7.10 yleisempdi tulosta kutsutaan dcdrellisten Abelin ryhmien peruslauseeksi (the fun-
damental theorem of finite Abelian groups), jonka mukaan jokainen @drellinen Abelin ryhmé voidaan
esittdd syklisten p-ryhmien karteesisena tulona. [11, s. 251]
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Pyritddn seuraavaksi luokittelemaan kaikki ryhmit kertaluvuilla yhdestd kym-
meneen. Tutkitaan siis, kuinka monta isomorfiaa vaille erilaista ryhméé kunkin ker-
taluvun omaavalla ryhmalla on.

Esimerkki 7.3 (vrt. [6, s. 1-2] ja [11, s. 215-216]). Olkoon G é&édrellinen ryhma
kertaluvulla n. Jos n = 1, niin G = {e}, jolloin G on triviaalisti syklinen. Jos
n = 2,3,5 tai 7, niin ryhmin G kertaluku on alkuluku, jolloin G on syklinen ryhma.
Edelleen, jos n = 4, niin lauseen 7.10 perusteella G = Z4 tai G = Z) X Z5.
Vastaavasti, jos n = 9, niin G = Zg tai G = Z3 X Z3. Jos taas n = 6, niin lauseen
7.9 nojalla G on isomorfinen joko ryhmén Z¢ tai ryhmén D3 = S3 kanssa. Ja tapaus
n = 10 menee vastaavasti: G = Zjo tai G = Ds. Jiljelle jaa siis tarkasteltavaksi
tapaus n = 8.

Olkoon siis 7 = 8 = 23. Ensin havaitaan, etti jos ryhmilld G on olemassa alkio
a, jonka kertaluku on 8, niin [{a)| = ord(a) = 8, jolloin G on syklinen ryhma, ja
siis myOs vaihdannainen. Tilloin G = Zg. Tistd edespdin voidaan siis olettaa, ettd
ryhmilld G ei ole alkiota, jonka kertaluku on 8. Tarkastelu jakaantuu kahtia nyt sen
perusteella, tarkastellaanko ryhmédd G Abelin ryhména.

Oletetaan ensin, ettid G ei ole vaihdannainen, jolloin G ei myoskéén ole syklinen.
Oletetaan nyt, ettd ryhmalld G ei ole alkiota, jonka kertaluku on 4. Tilloin itse
asiassa seurauksen 3.25 perusteella ryhmin G kaikki alkiot, neutraalialkiota lukuun
ottamatta, ovat kertalukua 2. Tilloin g> = e kaikilla g € G. Olkoot x,y € G. Nyt
(xy)? = e,joten xy = (xy)~! = y"!x~! = yx. Ryhmi G on niin ollen vaihdannainen,
mika on ristiriita. Ryhmalld G on siis olemassa sellainen alkio a, jonka kertaluku
on 4. Olkoon H = (a), jolloin |H| = |[{a)| = ord(a) = 4. Taten lauseen 6.11 nojalla
H < G.Olkoon b € G\ H. Nytsiis (G: H) =2,G/H ={H,Hb}, G=HU Hbja
H N Hb = (. Koska lisiksi |G| = 8, niin

G = {e,a,a% a, b,ab,a’b,a’b} = (a, b).

Tarkastellaan nyt aliryhmin H alkiota bab~! (bab™! € H, silli H < G). Nyt siis
bab™' = &' missi i € {1,2,3,4}. Alkiota b vastaa sisdinen automorfismi fj, joka
sailyttid kertaluvut, jolloin ord(bab™") = ord(f)(a)) = ord(a). Siis bab~! on a tai
a’. Jos se olisi a, niin pitisi ab = ba, misti seuraisi ryhmin G vaihdannaisuus,
miké on ristiriita. Téten on oltava bab™! = a>. Jos patisi b* ¢ H, niin b* € Hb, joten
b* = hb jollakin h € H. Silloin b = h € H, miki on ristiriita. Siis b* € H. Tiedetdin,
ettd alkion b kertaluku on joko 2 tai 4. Tarkastellaan nima kaksi tapausta erikseen.

1) Oletetaan, ettd ord(b) = 2. Liséksi pitee, ettd ord(a) = 4, ba = a‘lbja G on
alkioiden a ja b virittima. Taten G = Dj.

2) Oletetaan, etti ord(b) = 4. Nyt b*> € H, joten b*> = a' jollakin i € {1,2,3,4)}.
Tapaus b* = e on ristiriidassa alkion b kertaluvun kanssa. On lisiiksi helppoa osoittaa,
ettd jos b> = a tai b> = @, niin ord(b) = 8, miki on ristiriita. Siis 5> = a®. Niin ollen
G on alkioiden a ja b virittima ryhma niin, ettd ord(a) = 4, a*> = b ja ba = a”'b.
Tastd seuraakin, ettd G on itseasiassa isomorfinen kvaternaariryhmin4 Qg kanssa.

4Kvaternaariryhmi Qg voidaan mééritelld vastaavalla tavalla kuin diedriryhma. Tarkempaa tietoa
kvaternaariryhmaésté voi katsoa kirjallisuudesta, esim. [11, s. 169].
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Olkoon ryhmi G sitten Abelin ryhmi. Tarkastellaan jélleen kahta eri tapausta:
joko ryhmilld on alkio, jonka kertaluku on 4 tai silld ei ole tillaista alkiota.

1) Olkoon a ryhmén G alkio, jolla on kertaluku 4. Merkitddn H = (a). Osoitetaan
nyt, ettd ryhmélld G on olemassa sellainen alkio, joka ei kuulu aliryhméén H ja jonka
kertaluku on 2. Olkoon b € G \ H. Taysin vastaavasti kuin aiemmin, voidaan todeta,
ettd

G = {e,a,a’,a’,b,ab,a’b,a’b} = (a, b),

ja b*> € H. Nyt siis b*> = @, missi i € {1,2,3,4}. Tapaukset b*> = a ja b*> = a°
johtavat ristiriitaan, kuten edellé. Jos taas b* = e, niin ord(b) = 2, joten itse b on
haluttu alkio. Oletetaan vield, ettd b* = a2. Till6in ryhmin G vaihdannaisuudesta
seuraa, etta

(ab)2 = (ab)(ab) = a’b? = a* = e,
joten ab € G\ H ja ord(ab) = 2. Ryhmailld G on siis joka tapauksessa olemassa
tdllainen alkio, olkoon se nyt g. Olkoon K = (g). Nyt selvisti H N K = {e} (jos ndin
ei olisi, pitisi b € H) ja K, H < G, silla G on Abelin ryhmai. Lisdksi tulokaavan
perusteella
|H||K| 4-2
IHNK| 1
joten G = HK. Niin ollen lauseiden 4.3 ja 4.19 perusteella

|HK]| = =8=1G],

G=2HXK=7Z4X2,.

2) Oletetaan sitten, ettd ryhmélld G ei ole olemassa alkiota kertaluvulla 4. Talloin
siis ord(g) = 2 kaikilla g € G \ {e}. Tarkastellaan ryhmén G eri alkioita a ja b
(a, b # e). Merkitididn H = (a) ja K = (b). Nyt selvasti HN K = {e}, H,K 4 G ja

HI|K| _2-2

HK| = =
| | |H N K| 1

4.

On toki myos olemassa alkio ¢ € G\ {e, a, b, ab}, silld |G| = 8. Merkitdin L = {c).
Edelleen pitee, ettd (HK) N L = {e} ja HK < G, silld G on vaihdannainen. Jilleen
tulokaavasta saadaan, etta

|HK||L|  4-2
I(HK)NL| 1

joten HKL = G. Siis lauseiden 4.3 ja 4.19 nojalla

|HKL| = =8=1G],

G=(HK)L=(HK)XL=HXKXL =7ZyX2ZyXZ,.

Vield on hyvi todeta, ettd ryhmaélld Zg on alkio, jonka kertaluku 8, mutta ryhmilla
Z4 X Zy ja Zy X Zy X Z5 ei ole. Lisdksi ryhmilld Z4 X Z, on alkio kertaluvulla
4, jota taas ei ole ryhmailld Z, X Z, X Z,. Téten lauseen 4.5 kohdan g) perusteella
ndma kolme Abelin ryhmaiai eivit ole keskenédén isomorfisia. Niin ollen on olemassa
isomorfiaa vaille tasmilleen 5 ryhmai, joiden kertaluku on 8.

Esitetddn vield tastd esimerkisti tiivistettynd taulukko, jossa néakyvit kaikki iso-
morfiaa vaille erilaiset ryhmdit tarkastelluilla kertaluvuilla.
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Taulukko 7.2: Ryhmiit luokiteltuina kertaluvuilla 1-10.

Ryhmin kertaluku | Ryhmien lukuméird | Ryhmit
1 1 {e} = 74
2 1 2
3 1 75
4 2 L4y, 7> X 2o
5 1 Zs
6 2 Ze, S3
7 1 Z7
8 5 73, Z4 X Z3,(Z>)*, Da, Qs
9 2 Zo, 73X Z3
10 2 Z 10, Ds

Esimerkissd 7.3 ryhmien luokitteluun ei tarvittu lainkaan Sylowin lauseita. Tar-
kastellaan vield ryhméa G, jonka kertaluku on pgr, missi p, g jar ovat eri alkulukuja.
Onko mahdollista osoittaa, ettd G olisi syklinen joillakin ehdoilla? Havaitaan, ettd
ryhmén G syklisyys voidaan todellakin osoittaa tietyin ehdoin ja todistuksessa tul-
laan tarvitsemaan my0s Sylowin lauseita. Yleisesti timé ryhma ei toki ole syklinen,
silld voidaan osoittaa, ettd ryhma kertaluvulla 70 = 2 -5 - 7 voi olla isomorfinen
diedriryhmin Dss kanssa (ks. [11, s. 613]). Todistetaan ensin kaksi lemmaa, joita
tarvitaan ryhmin G syklisyyden osoittamisessa.

Lemma 7.11. Aut(Z,) = Z,, missi n > 2 on kokonaisluku.

Todistus (vrt. [8, s. 3]). Olkoon x ryhmén Z,, virittija. Olkoon f: Z, — Z, homo-
morfismi. Nyt on olemassa yksikésitteinen a € {1, ..., n} niin, ettd f(x) = x%. Jos
niin ei nimittiin olisi, niin pitisi myds f(x) = x” jollakin b # a, jolloin x¢ = x?,
ja edelleen x%b = ¢, miki on ristiriidassa sen kanssa, etti ord(x) = n. Voidaan siis
merkitd, ettd f = f, yksikdsitteiselld kokonaisluvulla a € {1,.. ., n}. Tietysti pitee
edelleen, ettid f, = fu,+mn kaikillam € Z.

Nyt syt(a,n) = 1, joss ord(x%) = n = ord(x), joss (x*) = Z, = (x). Edelleen,
voidaan osoittaa, ettd syt(a, n) = 1, jos ja vain jos f, on isomorfismi. Oletetaan siis,
ettd syt(a,n) = 1. Merkitddan y = x“. Nyt siis sekd x ettd y virittdvit ryhmin Z,,.
Madiritelldan kuvaus f,: Z, — Z, seuraavasti:

fa(x') = ¥y kaikillai € Z.

Niin méiriteltynd voidaan helposti osoittaa, ettd f, € Aut(Z,). Lisidksi f, on yksi-
késitteinen. Jos taas f,, on isomorfismi, niin ord(x) = ord(f,(x)) = ord(x“), joten
syt(a, n) = 1. Tasti seuraa, ettd voidaan madritelli seuraava bijektiivinen kuvaus ¢:

¢: Aut(Z,) — Z,, ¢(fs) =a, kuna € Z ja syt(a,n) = 1.
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Osoitetaan vield, ettd ¢ on homomorfismi. Olkoot f,, f» € Aut(Z,). Télloin

(fao f)(x) = fa(x?) = (x")% = X9 = fup(x),

joten

¢(fa o fb) = ¢(fap) = ab = ab = ¢(f2)p(fp).
Siis Aut(Z,) = Z;,. O

Lemma 7.12. Olkoon G ryhmd niin, etti G/Z(G) on syklinen. Tdlloin G on Abelin
ryhmd.

Todistus. Olkoon xZ(G) tekijaryhmén G/Z(G) virittdja. Olkoon g € G. Nyt siis
x"Z(G) = (xZ(G))" = gZ(G) jollakin m € Z.

Titen x™"'g € Z(G), jolloin x ™™g = z, missd z € Z(G). Siis g = x"z.

Jokainen g € G voidaan esittda titen muodossa g = x™z, missi m € Z ja z €
Z(G). Olkoot g1, g2 € G. Tilloin on olemassa sellaiset my, my € Z ja z1, 20 € Z(G),
ettd g1 = x"'zy ja g2 = x™z,. On rutiininomaista osoittaa, ettd g;g» = g2g1. Siis G
on Abelin ryhma. O

Nyt voidaan osoittaa, ettd ryhmai kertaluvulla pgr on syklinen, kun alkuluvuille
P, q jar pitee tietyt ehdot.

Lause 7.13. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on pqr, missd p, q ja r ovat eri
alkulukuja niin, ettd p > q > r. Oletetaan, etti g f p— 1, r f p—1jar { q— 1.
Tdlloin G on syklinen ryhmd.>

Todistus (vrt. [1,s. 73=75] ja [11, s. 219]). Osoitetaan ensin, ettd ryhméalld G on jo-
ko normaali Sylowin p- tai g-aliryhma. Oletetaan vastoin tatd, ettd ryhmilld G ei ole
normaaleita Sylowin p- ja g-aliryhmid. Télloin seurauksen 6.20 perusteellan, > 1 ja
ng > 1. Tdysin vastaavalla tavalla kuten lauseen 7.5 todistuksessa, voidaan paitelld
nyt, etti

pqr =G| 2 1(r=1) +pg-1)+qr(p-1)=pg—p—qr+r—1+pqr
=(p-r)g-1)-1+pqr > pqr,

silldi (p—r)(g—1) > 2. Tamai on ristiriita. Siis ryhmaélld G on joko normaali Sylowin
p- tai g-aliryhmad.

Oletetaan, ettd ryhmailld G on normaali Sylowin p-aliryhmad, joka on tietysti myos
yksikaésitteinen ja syklinen. Olkoon P tdmia Sylowin p-aliryhma. Siis N(P) = G ja
lemman 7.11 nojalla

Aut(P)| = |Aut(Z,)| = |Z5| = p - 1.

SBurnley (ks. [1]) on todistanut saman tuloksen, mutta yleisimmilld menetelmilld. Malik ym. (ks.
[11]) ovat puolestaan késitelleet ryhmii kertaluvulla 455 yksittdistapauksena syklisestd ryhmésta.
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Edelleen lauseen 5.48 perusteella C(P) < G ja G/C(P) on isomorfinen ryhmén
Aut(P) aliryhmin kanssa. Merkitdéin n = (G : C(P)). Tiaten Lagrangen lauseen
perusteella n | p — 1. Liséksi toki patee my0s, ettd n | pgr. Néistd kahdesta, yhdessa
oletusten ¢ ¥ p — 1 jar 1 p — 1 kanssa, seuraa, ettd n = 1. Siis G = C(P), joten
selvisti P < Z(G). Taten Lagrangen lauseen perusteella |Z(G)| = p, pg, pr tai pqr,
jolloin

|G/Z(G)| = gr,q,rtai 1.

Nyt lisdksi r 1 ¢ — 1, joten lauseen 7.8 nojalla G/Z(G) on syklinen, jolloin lemman
7.12 perusteella G on Abelin ryhma.

Lauseen 3.34 perusteella ryhmén G kaikki aliryhmit ovat siis normaaleja, joten
seurauksen 6.20 nojalla ryhmailld G on my0s yksikasitteiset Sylowin g- ja r-aliryhmét
0 ja R, jotka ovat my0s syklisid. Selvdsti PO < G ja PN Q = {e}. Siis tulokaavan
perusteella
IPIIQI _

Prol
Edelleen (PQ)NR = {e}, silla ryhmalld R on neutraalialkion lisidksi vain kertaluvulla
r olevia alkioita ja ryhmilla PQ ei ole. Siis

PO =

|POI|R|

POR| = —1—_ =
PR oy Rl TP

= |G,

joten G = PQR. Edelleen lauseen 4.19 perusteella
G=(POR=POXR=PXQOXR,

ja lauseen 3.31 nojalla P X Q X R on syklinen, jolloin myds G on syklinen. Taysin

vastaavasti osoitetaan, ettd G on syklinen, jos ryhméilld G on normaali Sylowin
g-aliryhmai. O
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