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Alkusanat 1. painokseen

Tamaé kirja on tarkoitettu nimensd mukaiseen toimintaan, eiké siis siin& suh-
teessa eroa muista kirjoista suuremmin. Toisin sanoen: tarkoituksena on esi-
tella lukijalle matriisilaskennasta ja lineaarialgebrasta sellaisia piirteita, joita
erityisesti tilastotieteessa tarvitaan. Lukijalta edellytetddn varsin viahan etu-
kateistietoja lineaarialgebrasta; pyrimme lahtemaén liikkeelle alkeiskasitteis-
td. Tilastotieteen ensimmaéisen vuoden yliopisto-opinnot on hyvéa olla takana
(menestyksellisesti).

Esitystavassa pyritddn korostamaan geometrista ajattelutapaa aina kun se
on mahdollista. Erityisesti projektio-késite on aivan avainasemassa. Kirjassa
on tehty silloin t&lloin epadortodoksisesti niin, ettd sama kasite on méaritelty
uudelleen toistuvasti (samalla tavalla, luojan kiitos!). Kertaus olkoon oppi-
misen isd. Kuten néille aloille suuntautunut jo opiskelujensa téssa vaiheessa
tietdd, el nditd asioita varsinaisesti lukemalla opi — harjoitustehtévien aikaa
vievd pohdiskelu on oleellisen oppimisen aa ja oo.

Numeeriset esimerkit on tehty Survon avulla. On monesti hyvin opetta-
vaista ja konkretisoivaa kdyda tietokoneella 1dpi joitakin tarkasteluja. Survo
sopii erittdin hyvin siihen ldhestymistapaan, jota kirjassa on kéytetty.

Tamaé versio on alustava testiversio, josta puuttuvat mm. harjoitustehtavét
ja hakemisto. My6s loppuluvut 9-11 ovat keskenerdisia. Lopullinen versio on
tarkoitus tehda tdméan vuoden loppuun mennessé.

Simo Puntanen

18. helmikuuta 1998



Alkusanat 2. painokseen

Ei valmistunut ihan kuin edelld luvattiin, ei valmistunut.

Tassa tamé nyt kuitenkin on, sen pidemmittd puheitta. Suurkiitokset Jar-
mo Niemelélle erinomaisesta IWTEX-avusta. Kiitokset meneviat myos Tampe-
reen yliopistolle kirjan viimeistelyn tukemisessa.

Lukijaa kehotetaan vilkaisemaan seuraavia kirjoja: Puntanen, Styan & Iso-
talo (2011, 2013). Matriz Tricks -kirjassa on liuta harjoitustehtévié, joista
osaan on ratkaisut sivulla http://www.sis.uta.fi/tilasto/matrixtricks/.

Simo Puntanen
Luonnontieteiden tiedekunta
33014 Tampereen yliopisto
simo.puntanen@uta.fi

Kimmo Vehkalahti
Valtiotieteellinen tiedekunta
Menetelmékeskus

00014 Helsingin yliopisto
kimmo.vehkalahti@helsinki.fi
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Luku 1

Johdanto

Jos lukija kuuluu nithin virheettomiin ja synnittomiin
thmisiin, jotka eivdt lihimmdisissdadnkddan siedd
omahyvdisyyttd eivdtkd itsekehua missddn muodossa,
lukija voi jattad tamdan johdantoluvun lukematta,
niin jinnittavd kuin se tekijdin mielestd onkin.

Tauno Nurmela (1975): Vanha varis
eli tuntematon Boccaccio.

1.1 Matriisin méaarittely

Sana matriisi on lukijalle tuttu jo tilastotieteen peruskurssilta, jossa késiteltiin
tilastotieteen kannalta mm. kolmea hyvin keskeistd matriisia: havaintomatrii-
sia, kovarianssimatriisia ja korrelaatiomatriisia. Havaintomatriisi muodostaa
ldhtokohdan monille tilastotieteellisille tarkasteluille ja aloitammekin tdmén
ensimmadisen luvun — lAmmittelyluvun — palauttamalla mieleen mité havain-
tomatriisilla tarkoitetaan.

1.1.1 Havaintomatriisi

Havaintomatriisi on tietyn sopimuksen mukainen havaintoaineiston esitys. Jos
esimerkiksi neljaltd henkiloltd on mitattu kolme ominaisuutta, on aineiston
havaintomatriisiesitys seuraava:

mja 1l mja 2 mja3

u11 U129 U13 henkilo 1
U21 99 U923 henkilo 2

U= us1 us2 uss henkil6 3 (11)
U41 U490 U43 henkilo 4
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Luku w;; kuvaa . henkilén saamaa arvoa j. muuttujalla; ensimmainen
alaindeksi viittaa siis havaintomatriisin vaakariviin ja toinen indeksi kertoo
pystyrivin. Havaintomatriisissa on siten n (4) vaakarivid ja p (3) pystyrivi4,
jos aineistossa on n havaintoyksikkoa ja p muuttujaa. Téassa tilanteessa voimme
ajatella, ettéd tarkasteltavat muuttujat ovat ui, ug ja us, mutta jos muuttujat
olisivatkin z, ¥ ja z, niin voisimme merkité

mjaxr mjay mjaz

T1 U1 21
xT z
U= 2 92 2. (1.2)
x3 Y3 z3
T4 Ya 24

Jos havaintomatriisin U kukin pystyrivi korvataan vastaavalla vaakarivilla
saadaan sama informaatio esitetyksi muodossa

hlo1 ... hl6 4
T 9 T3 T4 muuttuja x
U= wn v2 vys w muuttuja y (1.3)
21 29 23 24 muuttuja z

Matriisi U’ on U:n transpoosi. Matriisin A (n X m) transpoosilla tar-
koitetaan matriisia A’ (m x n), joka saadaan vaihtamalla A:n kukin pys-
tyrivi vastaavaksi vaakariviksi. Joissakin tilastotieteen oppikirjoissa kaytetaan
havaintomatriisi-nimitysta esityksesta (1.3), mutta téssd esityksessd tarkoi-
tamme havaintomatriisilla nimenomaan (1.1):n mukaista aineiston esitysta-
paa:

e pystyrivit vastaavat muuttujia,
e vaakarivit vastaavat havaintoja.

Esimerkiksi Seber (1984) kayttdd (1.1):n mukaista merkintétapaa, kun taas
mm. Anderson (2003) ja Mustonen (1995) kdyttaviat havaintomatriisi-nimitysta
(1.3):sta.

1.1.2 Korrelaatiomatriisi

Kolmen muuttujan tapauksessa voimme merkité havaintomatriisista U (n x 3)
laskettua korrelaatiomatriisia seuraavasti:

1 m2 73
R = 21 1 723 = COI‘d(U) y (1.4)
r31 T32 1
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missd 7;; tarkoittaa 4. ja j. muuttujan vilistd korrelaatiokerrointa. Tieten-
kin kaikki rj;:t (lavistdjdelementit) ovat ykkosid ja r;j:t ovat itseisarvoltaan
enintddn ykkosid. On kuitenkin huomattava, ettd r;;:t eivét voi olla mité ta-
hansa itseisarvoltaan ykkostd pienempia tai yhtdsuuria lukuja, jos R on kor-
relaatiomatriisi; tdhén palataan myéhemmin ei-negatiivisesti definiittien mat-
riisien yhteydessid — R nimittdin on ei-negatiivisesti definiitti matriisi. (Ks.
my6s HT 1.2, s. 62.) Matriisi R on neliomatriisi, koska siind on yht&d monta
vaakarivia kuin saraketta. Liséksi

R on symmetrinen eli r;; = rj;, 1,5 =1,2,3.

Muita keskeisid matriiseja tilastotieteessd ovat mm. muuttujien tulosum-
mamatriisi ja kovarianssimatriisi:

t11 t12 t13
T = | tar tog toz | =ssp(U), tulosummamatriisi, (1.5a)

t31 r3o ts33

2
1 §1 S12 513
T = |s21 53 s93| =covq(U), kovarianssimatriisi,  (1.5b)

2
831 S32 S3

tai toisin indeksoiden (kun muuttujat ovat x, y ja 2)

teow Toy taz 1 Sz Szy  Szz
T= |ty tyy ty-|, S= p— 1T = | syz 85 Sy2 |, (1.5¢)
tew T2y 2z Szx Szy S
missa
n n
lyy = Z(yz - ?j)z = ny - n?f =5S,, (1.6a)
i=1 i=1
n n
toy = Z(wz — )y —y) = inyi —nxy =SP4y, (1.6b)
i=1 i=1
532/ = —d-t,, = vary(y) = varq(y), y:n (otos)varianssi, (1.6¢)

Spy = —ttay = TaySasy = covg(x,y) = cova(x,y), (otos)kovarianssi, (1.6d)
roy = SP.y _ Sey __ tay
VSS2SSy  sesy  Viaalyy
> MO ()
Vizi (2 — 2)2 2 (v — 9)?

= (otos)korrelaatiokerroin. (1.6f)

= corg(x,y) = corg(X,y)
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Merkinté varg(y) viittaa otosvarianssiin, kun argumenttina on muuttuja y ja
varq(y) tarkoittaa otosvarianssia, kun argumenttina on vektori y € R", jo-
ka sisdltdd y:n havaitut arvot. Lauseke t,, = SS, tarkoittaa ym neliosum-
maa (sum of squares) tai itse asiassa y:n keskiarvosta laskettujen erotusten
nelididen summaa eli ns. "korjattua” neliGsummaa ja t,, = SP,, on zm ja
y:n (korjattu) tulosumma (sum of products of deviations). "Korjaus” tarkoit-
taa sita, ettd termit, joiden neliGité ja tuloja tarkastellaan, ovat alkuperaisten
havaintoarvojen erotuksia keskiarvosta.

Jos s, =0 tai s, = 0, niin vélttdmétta myos s,y = 0, jolloin 74, = 0/0 eli
korrelaatiokerroin on méaritelty vain jos muuttujien varianssit eivat ole nollia.

Liséksi lukija muistaa regressiokertoimien (estimaattien) lausekkeet

Bo =10 — bz, (1.72)

A Z?:l (x'l - ﬂ_:') (yl - g) SP:Ey Sz‘y Sxy Sy Sy
= e N e N
g iy (z — )2 SSe $2 Sz8y Sy " Y sy (L.7b)

Regressiosuoran yhtalo on
J=Po+pie=y-pz)+hae=i+p(x—1), (1.7¢)
eli regressiosuoran kulmakerroin on ‘?—Qy ja se kulkee keskiarvopisteen (Z,y)

kautta. Kertoimet B() ja Bl ovat todellisten regressiokertoimien [y ja (31 pie-
nimmén neliGsumman estimaatteja (Ordinary Least Squares Estimates, OL-
SE), kun tarkasteltava lineaarinen tilastollinen malli on

yi = Po+ b1z +¢;, i=1,...,n. (1.7d)

Satunnaismuuttujat ¢; ovat mallin virhetermejdi. Datasta laskettuja mallin an-
tamia arvoja §; = fo + f1x; sanotaan sovitteiksi (fitted values) ja erotuksia
y; — Ui restduaaleiksi tai jAdnnoksiksi. Tavanomainen oletus on, etté g;:t ovat
riippumattomia ja kukin on normaalisti jakautunut odotusarvona 0 ja va-
rianssina o2 eli g; ~ N(0,02). Regressiokertoimien estimaatit voidaan esittia

pystyvektorina
B = (gi’) , (1.7¢)

Regressioanalyysissd merkitdan ns. selitettdvad muuttujaa y:11a ja sita sa-
notaan wvasteeksi. Selittdjid, joista jokaisesta on n havaintoa, on tapana mer-
kitd x1,...,xr sekd lisdksi mukana on ns. "vakio”: vakio on muuttuja, jonka
arvot ovat kaikki samoja, yleensé vakion arvot ovat ykkosida. Kaavat (1.7) sopi-
vat tilanteeseen, jossa selittdjind ovat vain vakio ja x. Yksi regressioanalyysin
johtavista ideoista on loytédé selitys (parasta kirjoittaa “selitys”) sille, miksi
vasteen arvot vaihtelevat ts. purkaa kokonaisvaihtelua kuvaava nelisumma

Z(yi —)? =t,, = SST = kokonaisneliésumma (1.8)
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sopivasti osiin. Toiveena on selittda y:n vaihtelun johtuvan joistakin muista
tekijoistd, ns. selittdjistd. Tamé on vdhan 16ysad kuvaus regressioanalyysista,
mutta on tuossa jotakin peréa.

Termilla regressio on poikkeuksellisen mielenkiintoinen historia: ks. lukua
entitled Regression towards Mean Stieglerin kirjassa 1999, missé (s. 177) hén
sanoo, ettd tarina Francis Galtonin (1822-1911) regression loytamisestd on
“an exciting one, involving science, experiment, mathematics, simulation, and
one of the great thought experiments of all time”. Galton tutki isien ja poi-
kien pituuksien véilistd suhdetta. Hin havaitsi pitkien isien saavan yleenséa pit-
kid poikia mutta erityisen pitkdt isdt saivatkin poikia, joiden pituudella oli
taipumus olla ldhempéné keskiarvoa (keskihajonnan avulla skaalattuna). Mie-
lenkiintoisia kommentteja regressioanalyysistd on esittdnyt myoés mm. Speed
(2012a,b, 2013).

Havaintomatriisi U on (1.1):n (s. 8) tapauksessa 4 x 3-matriisi ja (1.4)m
(s. 9) mukainen R on puolestaan 3 x 3-matriisi. Matriiseja merkitsemme isoil-

la lihavoitetuilla kirjaimilla A, B, .... Pystyvektoreita, jotka siis ovat n x 1-
matriiseja, merkitsemme pienillé lihavilla kirjaimilla a, b, . ... Vaakavektoreis-
ta kiytetdan merkintoja a’, b, ..., missd symboli ’ tarkoittaa transponointia:
ai
a9 )
a=| .|, a'=(a,a2,...,ay). (1.9)
Gnp,

Huomattakoon, ettd kovarianssimatriisin kaavassa (1.5b) kdytdmme saédn-
to4, jonka mukaan matriisin A kertominen reaaliluvulla A\ tarkoittaa A:n jo-
kaisen elementin kertomista A:lla: AA = {\a;;}.

Merkinnalld R™*™ tarkoitetaan kaikkien reaalielementtisten (jollaisten tar-
kasteluun vain rajoitutaan) n x m-matriisien joukkoa eli

R™™ = { A : A on reaalielementtinen n x m-matriisi }. (1.10)
My6s merkintdd A, «,, kiytetddn haluttaessa ilmaista matriisin rivi- ja sa-
rakelukuméirs eli matriisin dimensio. Erityisesti merkitdin R™! = R”, ja
R = R. Merkinnalls R™ lukija on tottunut tarkoittamaan n-ulotteista eukli-
dista reaaliavaruutta; nyt itse asiassa sovitaan vain, ettd R™:n alkiot esitetdén
pystyvektoreina. Joskus kidytdmme myos merkintda

Sym(n) = { A : A on symmetrinen reaalielementtinen n x n-matriisi }.
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1.1.3 Muuttujavektori ja havaintovektori

Jos merkitsemme havaintomatriisin U, x2 sarakkeita symboleilla x ja y, voim-
me esittdd U:n ositetussa muodossa seuraavasti:

rr W0
2 Y2

U=x:y)=| . . (1.11)
Tn  Yn

Jos ositamme U:n vaakariveittiin siten ettd vaakarivit ovat u’(l), u’(2), e

/ . ..
u(,), missd

ug) = <xz> , s u’(i) = (4,9i) (1.12)

Yi

saamme havaintomatriisille U esityksen
(1.13)

Havaintomatriisin sarakkeita x ja y sanomme muuttujavektoreiksi ja vaakari-
vien transpooseja Uy, W), - - -, U(y), havaintovektoreiksi tai yksinkertaisesti
vain havainnoiksi. On erityisesti korostettava, etté téssa tilanteessa

e muuttujavektorit x,y € R",
e havaintovektorit u(yy, ..., ue,) € R2.

Pari kommenttia merkinndisté (1.11)—(1.13):ssé on paikallaan. Ensinnékin
selitys sille, miksi kidytimme suluissa olevaa indeksointimerkintad u;) on se,
ettd pyrimme varaamaan suluttoman merkinnan u; matriisin U pystyriveille:

uy

/
(
u’2)
( (1.14)

()

Aina emme kuitenkaan kdytd (1.14):n mukaista merkintdd; ndinhén on esi-
merkiksi (1.11):ssa, jossa U:n sarakkeita on uj:n ja ug:n sijasta merkitty x:114
ja y:lld. On selvéd, ettd jos haluamme merkitd U:n sarakkeita ja vaakariveja
samalla kirjaimella (esim. wu:lla), niin indeksointi sarakkeille ja vaakariveille
on tehtdva eri tavalla. Joissakin tarkasteluissa (erityisesti monimuuttujamene-
telmissd) nimenomaan havaintovektoreilla (= vaakarivien transpooseilla) on
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aivan erityisen keskeinen rooli, jolloin on perusteltua kéyttda "kevyempad”
sulutonta indeksointia havaintovektoreille.

Mainittakoon vielé, ettd useimmiten kdytdmme symbolia n kuvaamaan ha-
vaintojen lukumaéérad ja muuttujien lukumédrédn merkintdnd on usein p. Se-
ber (1984, s. 3) kdyttédd d:td kuvaamaan muuttujien lukumééraé ja tdhin on
luonteva syy se, ettd d viittaa moniulotteisen muuttujan dimensioon. Lukija
varmaan huomaa myos, etta tissi kirjassa matriiseilla (ei ainoastaan havain-
tomatriiseilla) on usein vaakarivien lukuméaéré nimenomaan n.

1.1.4 Osittaiskorrelaatiomatriisi

Muuttujien x ja y osittaiskorrelaatiokerroin, kun muuttujan z vaikutus on
eliminoitu, méaritellddn lausekkeena

Tey — TzzTyz (1 15)

Ja=r2)a—r)

Talloin vastaava osittaiskorrelaatiomatriisi on

peord(X, y | 2) = Ty =

peorg(x:y|z) = < L Txi”) : (1.16)

Tyx-z

On huomattava, ettd merkinta corq(x,y) tarkoittaa korrelaatiokerrointa, mut-
ta merkinté corq(x : y) tarkoittaakin korrelaatiomatriisia:

e corq(x,y) = korrelaatiokerroin = ry, € R,
e corq(x : y) = korrelaatiomatriisi € R?*2.

Vastaava tirkeéd ero on merkinnéilld pcorq(x,y | z) ja pcorq(x : y | z). Muut-
tujien x1, X2 ja xg osittaiskorrelaatiomatriisi kun x4 on eliminoitu on tietenkin

1 rigqa 7134
pCOI‘d(Xl X9 I X3 ’ X4) = T21.4 1 r23.4 | - (117)
r3r4 T34 1

Kommentti 1.1. Osittaiskorrelaation tulkinta saattaa olla mutkikasta. Jos
muuttujien x,y, z yhteisjakauma (populaation jakauma) on multinormaali-
jakauma, niin r;,.. on muuttujien x ja y ehdollinen korrelaatiokerroin (itse
asiassa sen estimaatti), mutta mikéali kyseessi ei ole multinormaalijakauma,
néin ei valttamatta ole. Usein kadytetadn sanontaa: y:sta ja x:sté eliminoidaan
zm vaikutus ts. pidetddn z vakiona ja lasketaan téssa tilanteessa r,,, tulos on
Tzy--- LTalldinen tulkinta ei aina ole tietenkaén oikeutettua. ]
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1.1.5 Siirtymatodennakoisyysmatriisi

Tarkastellaan sitten yhta, edellisista luonteeltaan hiukan poikkeavaa matriisia,
ns. surtymdtodenndkdisyysmatriisia, josta yksinkertaisena esimerkkiné olkoon

0.3 0.7
b= <0.6 0.4> ' (1.18)
Olkoon P:n elementeilla sellainen tulkinta, etta

pij = todennékdisyys ettd puolueen i taménhetkinen kannattaja
ddnestdd seuraavissa vaaleissa puoluetta j.

Téaten todennakoisyys, ettd puolueen 1 kannattaja dédnestédd puoluetta 1 ensi
vaaleissa on 0.3. Matriisin P luvut ovat siis tulkittavissa siirtymétodennakoi-
syyksind tilasta Ej; tilaan Ej: puolue-esimerkissé E; = {henkil6 danestéa puo-
luetta i}. T&lloin taytyy tietenkin kunkin vaakarivin lukujen summan olla 1.
Jos tiloja on n kappaletta, on siirtymétodennakoisyysmatriisi seuraava:

uusi tila B4 Es ... E,
P11 P12 -+ Din Eq
P21 p22 - P2 2
P=| . . . vanha tila (1.19)
Pn1 Pn2 “°* Pnn En

Neliomatriisia Py, = {p;;}, jonka jokaisen vaakarivin elementtien summa on
1 (ja jokainen elementti p;; > 0),

pll+p12++pln:1) 1217277717 (120)

sanotaan stokastiseksi matriisiksi. Matriisien A, xmm ja Buxm summa maéri-
tellddn siten, ettd se on matriisi, joka saadaan laskemalla A:n ja B:n "paal-
lekkéiset” elementit yhteen: A + B = {a;; + b;;}. Téaten matriisin

P/(l)
P—(prip2iipn)= | O (1:21)
Pln)
sarakkeiden summa on
Pt P12 Pin 1
P21 D22 D2n 1

Pi+p2+--+tpPu=| . |+ . [+F] . |[=]. =1,. (1.22)

Pni DPn2 Pnn 1
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Jos my0s vaakariveilld on sama ominaisuus eli

P) +P@) + P = 1n, (1.23)

sanotaan matriisia kaksois-stokastiseksi; ks. my0Gs taikaneliot ja taikamatriisit,
s. T1.

Esimerkki 1.1. Tutkittaessa kolmen valmennusmenetelmén Vi, V5 ja V3 vai-
kutusta urheilusuorituksiin saatiin seuraava aineisto, kun menetelmia sovelsi
7 urheilijaa:

Vi: 1,3, Ve:4,5,6, V3:7,9. (1.24)

Tarkastellaaan kahta tilannetta:

(a) Aineistoon tehdddn yksisuuntainen varianssianalyysi, ts. aineisto luokitel-
laan kolmeen ryhméén ja vertailun kohteena ovat ryhmaékeskiarvot.

(b) Oletetaan, ettd V; tarkoittaa, ettd henkilo juoksee i tuntia joka paivé;
aineistoon tehdaén regressioanalyysi selittdjén ollessa juoksumé&ara.

Ongelma: Muodosta havaintomatriisit kummastakin tilanteesta.

Ratkaisu: (a) Merkitaan y:lla selitettavdd muuttujaa, y = urheilutulos.
Havaintojen luokittelun voimme ilmaista esimerkiksi seuraavasti maériteltyjen
muuttujien t1, t2 ja t3 (joiden arvot ovat muuttujavektoreissa ti, to ja t3)
avulla:

100
100
010
T=(ti:ta:t3)=|0 1 0f={t;;}. (1.25)
010
00 1
00 1

Havaintojen luokittelu kéy siis ilmi ¢;-muuttujista siten etta

y {1, jos 4. henkil6 saa "késittelyn” j (Vj),
ij =

0, muuten.

Koko aineisto (luokittelu & valmennustulokset) on talloin esitettévisséd mat-
riisina

(1.26)

|

—

-

<

N—

|
OO OO O ==
OO~ = = OO
-0 O O OO
O© 3O U W
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Ratkaisu: (b) Olkoon x = juoksumaééara. T&lloin:

(1.27)

Il

~~

>

<

SN—

Il
W W NN DN
O© 3 O Ui W=

Tilanteessa (b) meilld on siis 2 muuttujavektoria ja 7 havaintovektoria. On
huomattava, ettd (b)-tilanteessa havaintomatriisi on yksikésitteinen, mutta
(a)-tilanteessa on monta tapaa muodostaa U.

Jatketaan vield (a)-tilanteen tarkastelua olettamalla, ettd kolme ensim-
maéistd henkil6d (vastaten kolmea ensimmaistd vaakarivid matriisissa T) ovat
naisia ja loput miehié; sukupuolen perusteella muodostetaan kaksi lohkoa
(blocks). Tamaé tilanne voidaan kuvata seuraavan matriisin avulla:

Z=(t;:ta:t3:b1:bg)=(T:B) = (1.28)

SO O OO VK
SO = == OO
_ -0 OO OO OO
OO OO ===
=== O OO

Matriisista T voidaan kdyttdd nimitystd “design matrix for treatment effects”
ja B:sta "design matrix for block effects”. Nyt siis késittelyjen lukumééara on
3 ja lohkojen lukuméaré on 2. O

1.2 Havaintomatriisin geometrinen tulkinta

Tarkastellaan havaintomatriisia
11
U=(x:y)=1[4 1| Ville (1.29)
4 4

Siis kolmelta henkilolta on mitattu kaksi ominaisuutta. Geometrisesti voimme
kasitella havaintomatriisin aineistoa kahdella tavalla:

(i) vaakariveittédin eli havainnoittain,

(ii) sarakkeittain eli muuttujittain.



1.2. Havaintomatriisin geometrinen tulkinta 18

Tapauksessa (i) meilld on kolme R%:n vektoria ja (ii):ssd kaksi R3:n vektoria.
Voimme piirtéé tilanteista kuviot 1.1a (s. 19) ja 1.1b (s. 19).

Kuviossa 1.1a on siis aivan tavanomainen kahden muuttujan pisteparvi,
jossa kutakin havaintoa (havaintomatriisin vaakarivid) vastaa yksi piste O.
Kuviossa 1.1b puolestaan on havaintomatriisia tarkasteltu muuttujittain eli
sarakkeittain. Siind jokaista muuttujaa (havaintomatriisin saraketta) vastaa
nyt yksi origosta ldhtevd vektori (suunnattu jana), jonka péaatepisteen koor-
dinaatit ovat kyseisen muuttujan havaintoarvot. Voisimme tietysti merkitéa
havaintojakin geometrisesti vektoreina, mutta yleensi havainnoittain tarkas-
tellessa kiytdmme pisteitd (tai muita sopivia symboleja) ja muuttujittain tar-
kastellen kdytdmme vektoreita.

Vektoriavaruutta, johon on piirretty muuttujien x ja y pisteparvi kuvion
1.1a tapaan, voimme sanoa

havaintoavaruudeksi.
Vastaavasti voimme sanoa kuvion 1.1b kolmiulotteista avaruutta
muuttuja-avarvudeksi.

Molemmilla esitystavoilla on etunsa.

On hyvé havaita, etté tilastollisen muuttujan (tai sitd vastaavan havaitun
muuttujavektorin) ja puhtaasti matemaattisen vektorin vélilld on tiettyja ero-
ja. Muuttujilla on yleensa jokin tilanteesta riippuva tausta, mittayksikko ja
tulkinta jne. Toisaalta voimme tietenkin késitelld vektoreita puhtaasti mate-
maattisesti ottamatta mitenkédan huomioon sita tilastollista empiiristé tilan-
netta, missé kyseiset vektorit ovat syntyneet.

Jos lisdédmme aineistoon (1.29) yhden havainnon (esim. Liisan) lisdé, ku-
vion 1.1a pisteparveen lisdttdisiin vain yksi piste. Sen sijaan kuvion 1.1b muut-
tujavektoriesityksessd meidén olisi lisattéava yksi koordinaattiakseli lisdé, mut-
ta muuttujavektoreita olisi edelleen vain kaksi. Koordinaattiakseleita on téssé
tapauksessa (R*) hyvin hankala piirtdi ja niinpd ne télldisissa tapauksissa
usein jatetddn kuviosta kokonaan pois.

Monien tilastollisten menetelmien johtoajatuksen ymmértdminen kiy par-
haiten péinsé sopivalla geometrisella tarkastelulla. Esimerkikiksi korrelaatio-
kertoimen r,, geometrinen tulkinta on aivan vilttdmaiton taito tilastotieteili-
jélle. Tunnetusti pisteparven tapauksessa |ry,| on sitéd ldhempéna ykkosta mita
suoranomaisemmin parvi on asettunut. Toisaalta tulemme havaitsemaan, etté
T2y on keskistettyjen (keskiarvot nollia) muuttujavektoreiden vélisen kulman
kosini: suuri kosini (pieni kulma) kertoo suuresta korrelaatiosta.

Esimerkki 1.2. Korrelaatiokertoimeen liittyvét laskutoimitukset voidaan or-
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y
Maija
4 — e}
3 —
2 —
1 e}
Kalle Ville
I I I I X

Kuvio 1.1a. Pisteparvi aineistosta (1.29), koordinaattiakseleina muuttujat
ja y. Kuvioon on piirretty myos regressiosuora.

3 (Maija) 4
6 L

» 2 (Ville)

3
}/1 (Kalle)

Kuvio 1.1b. Aineiston (1.29), kun x = (3,6,6)" jay = (3,3,6)’, geometrinen
esitys muuttujittain, koordinaattiakseleina havainnot. Kuvioon on piirretty
myos joitakin koordinaatteja selventdvia janoja.
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ganisoida esim. seuraavasti:

iy vi—T (-2 yvi—§ Wwi—9? (@—3)(W—79)
1 1 -2 4 -1 1 2
4 1 1 1 -1 1 -1
4 4 1 1 2 2
yht 9 6 0 SS,=6 0 SS,=6 SP.y =3
Talloin x =9/3=3,y=6/3 =2, ja
3 .~ SP 3 . .
Toy=——==05, pi=—"2L=-=05 Pfo=y—pzr=2-053=0.5,

SS; 6

joten regressiosuoran yhtalé on
7=054+05 z. (1.30)

Oheisessa kuviossa 1.2 (s. 21) on vield ote Survon toimituskentéstd, jossa on
tehty regressioanalyysi em. aineistolle. Kuten nikyy, kolmestakin havainnosta
voi laskea tuhdisti tunnuslukuja. O

Valmennusesimerkin 1.1 aineistosta (1.27) (s. 17) saamme kuviot 1.4a
(s. 22) ja 1.4b (s. 23) Piirtdmistaidot alkavat siis rakoilla, kun vektoriavaruu-
den dimensio kasvaa yli kolmen. Siksi kuviossa 1.4b on tyydytty piirtdméadn
vain muuttujavektorit sinénsd nakyviin. Mikdan ei estd meitd kuitenkaan ku-
vittelemasta niiden lojuvan 7-ulotteisessa vektoriavaruudessa R”.

Kuvioon 1.5 (s. 23) on piirretty kolmiulotteinen pisteparvi, joka on ryhmit-
tynyt ellipsoidin sisdlle. Siiné on siis kyseessa useita havaintoja muuttujista z,
y ja z ja yhta havaintoa vastaa yksi piste. Kaksiulotteisen pisteparven tulkin-
ta on suoraviivaista, mutta lukija voi helposti kuvitella, ettd kolmiulotteista
pisteparvea voisikin olla hyva katsella eri suunnista.

1.2.1 Vektoreiden normit, kulmien kosinit ...

Muuttuja-avaruudessa meité meité voivat erityisesti kiinnostaa muuttujavek-
toreiden pituudet eli normit, keskindiset kulmat ja vektorien etdisyydet toisis-
taan. Nailla matemaattisilla termeilld on luonnolliset tulkintansa tilastotieteen

kannalta.
Vektoreiden
€1 n
€2 Y2
x= |7 oy=|’ (1.31)
Tn Yn

véilisen kulman kosini on tunnetusti (kun x,y # 0)

Z? 1 LiYi - X/y _ <X7 Y>
cos(x,y) = > = XYy =l Iyl
\/ZZ 1 27 i Y Yy Y

(1.32)
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71>

72 *DATA KOE

73* Name X y

74* Kalle 1 1

75* Vile 4 1

76 * Maija 4 4

77 *

Rl | NREG KOE, CUR+L  /  VARS=x(X), y(Y)
79 *Means, std.devs and correlations of KOE N=3
80 *Variable Mean Std.dev.

81 *x 3.000000 1.732051

82 *y 2.000000 1.732051

83 *Correlations:

84 * X

85 * x 1.0000 0.5000

86 *y 0.5000 1.0000

87 *

88 *Linear regression analysis: Data KOE, Regressand y N=3

89 *Variable Regr.coeff. Std.dev. t beta

90 *x 0.500000 0.866025 0.577 0.500
91 *constant 0.500000 2.872281 0.174

92 *Variance of regressand y=3.000000000 df=2
93 *Residual variance=4.500000000 df=1

94 *R=0.5000 R"2=0.2500

95 *

96 * / tama on sukro, joka muokkaa edella olevaa tulostusta
97 *riin

98 * Modi fyi ng regression output based on LINREG

99 *

100 *

101 * REGRESSI ON ANALYSI S

102 * Data: KOE n=3 k=1

103 * Y-variable: y
104 *  X-variables: x

105 *

106 * SS df VB=SS/ df F=MBR/ MSE
107 * SSR=1.5 dfr=1 MSR=1.5 F=0.3333333333333

108 * SSE=4.5 dfe=1 MSE=4.500000000

109 * SST=6 dft=2 MST=3.000000000

110 * R"2=0.25 R=0.5 P-value for F: Fp=0.66666

111 * 1-R"2=0.75

112 *

113* Variable Regr.coeff. Std. dev. t-value P-value Stcoef

114 *const. b0=0.500000 se0=2.872281 t0=0.174 0.8903
115 *x b1=0.500000 sel=0.866025 t1=0.577 0.6668 0.500
116 * (MK10- 001, MKT-01-01)

Kuvio 1.2. Survon toimituskenttd, jossa tehdddn regressioanalyysi (1.29):n
aineistolle.
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122 *
123 *MATRIX U

124 x y

125*Kalle 1 1

126 *Ville 4 1

127 *Maija 4 4

128 *

129+

130 %

131 *

132 * I *A~CENTER(U(* X)) 31
133 * 1 *B~CENTER(U(%y)) 31

134 * | A = keskistetty muuttujavektori X
135 *MATRIX A

136 */if X

137 *Kalle -2

138 *Ville 1

139 *Maija 1

140 *

IARANNVAT R=A"*B/ (A" *A*B *B)"(1/ 2) As « = keskistettyjen mja-vektoreiden
142 * [EeL N / vélisen kulman kosini
143 *MATRIX R

144 *A™*B/(A™*A*B*B)\(1/2)

145 *// y
146*x  0.500000
147 *

148 * | *SSX~A™*A D1*1

149 * /*SSY~B"*B D1*1

150 * | *SPXY~A*B D1*1

151 *MAT_SSX(1,1)=6 MAT_SSY(1,1)=6  MAT_SPXY(1,1)=3

152 *r=MAT_SPXY(1,1)/sqrt(MAT_SSX(1,1)*MAT_SSX(1,1))

153 *1=0.5

154 * (MK10- 001, MKT- 01-02)

Kuvio 1.3. Matriisioperaatioita Survossa: korrelaatio on keskistettyjen muut-
tujavektoreiden vélisen kulman kosini.

9 — o
8_
7 — o
6_
5_
4_
3 — o
2_
1 o

Kuvio 1.4a. Valmennusaineiston (1.27) pisteparvi.
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y=(1,3,4,5,6,7,9)'

x =(1,1,2,2,2,3,3)"

Kuvio 1.4b. Valmennusaineiston (1.27) esitys muuttujavektoreina.

2
X

Kuvio 1.5. Kolmiulotteinen pisteparvi havaintoavaruudessa; kolme muuttu-
jaa, 33 havaintoa.
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Merkintd x’y tarkoittaa vaakavektorin x’ ja pystyvektorin y kertolaskua:
1
' Y2
Xy = (T1,2,...,2n) | . | =T+ T2y + A+ TnYn - (1.33)
Yn
Merkinnélld (x,y) tarkoitamme vektorien x ja y sisdtuloa:
(x,y) =xy =y'x = (y,%), (1.34)
ja ||x|| tarkoittaa x:n pituutta eli normia:

Ixll = /(%) = /23 + a3+ + a2 (1.35)

Tietenkin on voimassa

—1<cos(x,y) = i1 TiYi <1, (1.36)

\/E?:l DT

josta vektorimerkinnoin saamme Cauchyn—Schwarzin epdayhtalon, (ks. luku 6.7
s. 207),

(x'y)? <x'x-y'y. (CS)
Kosini cos(x,y) on tietenkin 1 eli (CS):ssé on voimassa yhtdsuuruus, jos on
olemassa sellainen luku A > 0, ettd x = Ay, ja cos(x,y) = —1, jos x = uy,
missd p < 0.

Vektorit x ja y ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli ortogonaalisia, jos
x'y = 0; voimme merkita lyhyesti x | y.

Jos vektorit x ja y ovat ykkosen pituisia, niin niiden vélisen kulman kosini
on yksinkertaisesti x’y:

Il =llyll =1 = cos(x,y) =xy. (1.37)

Vektorien x ja y etdisyyden neliv d?(x,y) on erotuksen

x1 Y1 1 — U
1) Y2 T2 — Y2
x—y=|.1-1|.1|= . (1.38)

normin nelio:
Py =lx-ylP=(x-y,x—y)
=(x-y)(x-y)=xx+yy-xy-yx

=x'x+yy-2x'y = Z(azz — )2 (1.39)
i=1
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1.2.2 Sisatulon ja normin yleistys

Normi ja muut em. késitteet voidaan maéaritelld my6s muilla tavoin. Edel-
14 méaariteltyd normia sanotaan euklidiseksi normiksi tai lo-normiksi, ja siitd
kdytetddn usein merkintéd ||x||2, vastaavaa etdisyyttd euklidiseksi etdisyydek-
si ja sisdtuloa (x,y) = x'y sanotaan tavanomaiseksi eli euklidiseksi sisdtuloksi.
Ellei erikseen mainita, tarkoitamme normilla nimenomaan euklidista normia.

Matriisi V,«,, on ei-negatiivisesti definiitti eli lyhyesti merkiten V. € NND,,,
jos on olemassa matriisi L siten, ettd V = L/L; matriisien definiittisyyteen pa-
lataan tdsméllisemmin luvussa 6.3 (s. 193). (Huomaa, ettd V on symmetrinen!)
Mikéli 'V on lisdksi kddntyvéa eli sen determinatti on nollasta poikkeava, on V
positiivisesti definiitti: V € PD,,. Nyt vektorien sisdtulo voidaan mééaritella
myos siten, etta

(x,y)v =x'Vy =x'L'Ly = (Lx)'Ly := t'u
=D vimyy = Yt (1.40)

missd V on positiivisesti definiitti; (1.40):ssa on kidytetty joitakin matriisitulon
ominaisuuksia [kuten esim. (Lx)" = x'L’)] joihin palataan tuonnempana. Néin
maéritelty funktio (x,y)v toteuttaa sisdtulon yleisen méaaritelméan. Talloin
matriisia V sanotaan sisdtulomatriisiksi. Vektorit x ja y ovat tdmén sisdtulon
suhteen kohtisuorassa, jos

(x,y)v=xVy =0. (1.41)
Vastaava normi neliditynd on (V:n symmetrisyyden nojalla) lauseke

n n
XI5 = (x,x)v =x'Vx =3 vjziz;
i=1j=1

n

= Zvuxf +2 Z’Uz‘jxﬂij . (1.42)
i=1 i#j

Esimerkiksi jos V € NNDsy, saamme (kdyttden matriisitulon ominaisuuksia)

2 _ v11 V12 [(x1) V1171 + V1272
x|V = (21, 72) = (71, 72)

V21 V22 T2 V2121 + V22%2

2 2

= v112] + V122122 + V21X1X2 + V2225

= 1)111‘% + 1)22:6'% + 2v192122 . (1.43)
Jos V € NNDg, niin
v11 V12 V13 r1

%[ = (21,22, 23) | va1 va2 vas | | 22
v31 V32 v33) \3

= 111133% + 1)223?% + 7)33%% + 2vi9x1T9 + 2013x123 + 2V93X2X3 . (1.44)
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Erityisesti jos V on lavistdjdmatriisi, niin

V11 0 0 I
HXH% = (z1,22,23) | 0 w22 O 4p)
0 0 V33 T3

= 0110} + V2223 + V33T . (1.45)

Yleisesti tarkastellen sisatulolla R™:ssa tarkoitetaan reaaliarvoista funktio-
a (x,y), joka toteuttaa seuraavat ehdot:

ST1. (x,x) >0 ja (x,x) =0 jos ja vain jos x = 0,
572 (x,y) = (y,x),

5T3. (x+2,y) = (x,5) + (2,5),

ST4. (\x,y) = A(x,y), A € R.

Vektorinormin ||x|| yleiset perusominaisuudet ovat vastaavasti:
VNI. ||x]| > 0 ja ||x|| = 0 jos ja vain jos x = 0,

VN2, [|Ax]| = |A] ||x]], A € R,

VN3. |x +yl < lx[ +lIyl-

Mainittakoon ohimennen, ettd jos normi maéritellddn sisdtulon avulla siten,
ettd ||x|| = ++/(x,x), niin normin sanotaan olevan sisitulon indusoima. Nor-
min ei kuitenkaan ole valttaméatonta olla sisdtulon indusoima.

Tarkastellaan esimerkkind kahden muuttujan havaintomatriisia

T Y1 u’(1) z
T2 Yo u/(z) z - x
U=x:y)=| . . |= , u= Ik x=|.[|€eR" (1.46)
, _
Tn Yn u(n) €

missid i1 € R? on muuttujien  ja y keskiarvovektori havaintoavaruudessa ja
X € R™ on z:n keskiarvovektori muuttuja-avaruudessa. Talloin tavanomaisen
euklidisen etéisyyden mielesséa
n
|x —X|*> = z:(acZ — 7)? = muuttujavektorin x etiisyys X:sti (nelidityna),
i=1
—12 —\2 —\2
[ug —al* = (z; —2)" + (i — 9)
= havaintovektorin u;) etéisyys u:sta (nelidityna).
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Tilastollisesti saattaisi olla mielenkiintoista tietdd, kuinka monen hajonnan
pédssé 7. havainnon z-arvo on z:stéd ja y-arvo on y:std. Néin voisi olla perus-
teltua laskea lauseke

, (1.47)

missa
2 2
. sy 0 _1 1/s5 0
= = = . 1.4
S§ dlag(S) (0 82) ’ Sé ( 0 1/53 ( 8)
Lauseke (1.47) ei kuitenkaan mitenkdan ota huomioon muuttujien = ja y véa-
lista korrelaatiota. On helppo kuvitella pisteparvi, jossa Di2 on verraten pieni,
mutta kyseinen havainto on kuitenkin jotenkin ns. ”pihalla parvesta”.
Havaintovektorin u;y Mahalanobisin etdisyys (neliitynd) keskiarvovekto-
rista U maédritellddn lausekkeena
2 — N = —12
MHLN?(u(;), @, 8) = (ug) — 0)'S™ (ug) — @) = [Jug) — Afg-
= [S72(ug) — )|?, (1.49)
missé S on aineiston kovarianssimatriisi, S~! on S:n kiénteismatriisi ja S~1/2
on S~lin (positiivisesti definiitti symmetrinen) nelidjuuri (ks. s. 198). Maha-
lanobisin etéisyys ottaa muuttujien korrelaation huomioon. Osoittautuu, etta
joissakin tilanteissa Mahalanobisin etédisyys on paljon informatiivisempi tun-
nusluku kuin tavanomainen euklidinen etaisyys.

Esimerkki 1.3. Tarkastellaan tilannetta, jossa s, = s, = 1 eli kovarianssi-
matriisi S on korrelaatiomatriisi R. Talloin osoittautuu, etté

1
-1 _ 1 T o 1 1 T
R = (—T‘ 1 ) 1l —r2\=r 1) (1.50)

missé r = corg(z,y). Olkoon z = y = 0. Talloin

MHLN?(u(;),0,R) = u(, Ry,

= _7@? + Y2 — 2ray;). (1.51)
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Olkoon r = 0.9. Nyt havaintovektoreilla uiy = (') ja up) = (1) on sama
eukklidinen etéisyys keskiarvovektorista 0, mutta

MHLN?(u(),0,R) = 380, MHLN?(u,0,R) = 20. (1.52)

Piirré tilannetta havainnollistava kuvio. O
Tarkastellaan joukkoa A:

A={uecR*: (u-ua)S'(u—1)=¢}, (1.53)

misséd ¢ on jokin annettu nollasta poikkeava reaaliluku. Joukko A on ellipsi
keskipisteend u. Téastd on paiteltdvissd yksi Mahalanobisin etédisyyden téarkeé
ominaisuus:

& Ne havainnot, joilla on sama Mahalanobisin etaisyys kes-
kiarvosta u, sijaitsevat saman t-keskisen ellipsin kehalla. (1.54)

Mahalanobisin etéisyyden historiasta kertoo Das Gupta (1993); aiheesta
ensimmadisen artikkelin laati Mahalanobis (1936).

Kommentti 1.2. Mainittakoon tésséa (ennen aikojaan), etté jos keskistetyille
havainnoille u(;) — @ tehddén muunnos s/ 2(u(i) — 1), niin uudet muuttujat
ovat kaikki varianssiltaan 1:i4 ja lisdksi korreloimattomia. Voimme kuvitella,
etté pisteparvi on siirretty origoon (= uusi keskiarvo) ja parvea on pyoraytetty
ja kutistettu. Tassd uudessa parvessa havainnon etéisyys origosta on tasméal-
leen sama kuin (alkuperéisen) havainnon Mahalanobisin etéisyys keskiarvosta.
Jos C on keskistéjamatriisi, ks. s. 93, niin matriisi U = CUS /2 on juuri til-
lainen keskistetty havaintomatriisi, jossa kaikilla muuttujilla on varianssina 1
ja muuttujat ovat korreloimattomia. Lisdksi

diag(UU’) = diag(di,...,d;), missé di = MHLN?(u(;),0,8).  (1.55)
O

1.2.3 Matriisien normit, sisatulot ...

Matriisien A, xm ja Bpxm vélinen (tavanomainen) sisétulo on

n m
(A,B) = Z Z a;jbij ; (1.56)
i=1j=1
ts. ”asetetaan matriisit péaillekkéin, kerrotaan pééallekkaiset elementit keske-
ndan ja lasketaan tulot yhteen”. Vastaavasti matriisin A, «,, tavanomaisel-
la normilla eli Frobeniuksen normilla tarkoitetaan A:n elementtien nelididen
summan nelidjuurta:

n m
A =D a;. (1.57)

i=1j=1
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Kéytdmme merkintéé ||A||r kuvaamaan, etta kyseesséd on nimenomaan Frobe-
niuksen normi. Yleisesti tarkastellen matriisin A € R™ " normi mééritellaan
reaaliarvoisena funktiona, joka toteuttaa seuraavat ehdot; ks. esim. Ben-Israel
& Greville (2003, s. 13) ja Meyer (2000, §5.2).

MNI. ||A|| > 0 ja |[|[A] = 0 jos ja vain jos A =0,
MN

N

IAA = [ATI[A]lL A € R,
MN3. |[A + B < |[A] +[B], B € R™™,
MNA4.

N

[AC| < [AJlIC, C e R™P.

Yksi tapa mééritelld matriisinormi on seuraava:

A A 1/2
N meHAxh__an(XX>
I o\ x'x

=y/chi(A’A) =sg(A), (1.58)

missé ch;(+) ja sg;(+) viittaavat matriisin A 4. suurimpaan ominais- ja singulaa-
riarvoon. Lauseketta (1.58) sanotaan euklidisen vektorinormin ||x|2 = vx'x
indusoimaksi matriisinormiksi: matriisin 2-normiksi eli spektraalinormiksi.
Vektori x, joka johtaa (1.58):een, on siis se vektori, jota A "venyttda” eniten ja
siksi osoittautuu matriisin A’ A suurinta ominaisarvoa vastaava ominaisvekto-
ri. Ominaisarvoihin ja singulaariarvoihin palataan tuonnempana vield lukuisia
kertoja.
Matriisien A, xm ja Bpxm euklidisen etédisyyden nelié on erotuksen

a1 —bi1 a2 —bi2 ... aim —bim
as1 —bar  aze —ba ... azm — by

A-B-= , , , (1.59)
Gnl —bn1 an2 —bp2 ... apm — bum

Frobeniuksen normin nelio:
=22 (o~ by)* = | A~ Bl (1.60)

Ns. vec-operaatiolla tarkoitetaan matriisin sarakkeiden kirjoittamista alakkain
siten etté esimerkiksi
al
vec(Apxm) =vec(ar :...:an,)=| ¢ | € R"™ (1.61)

Am
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Tamén merkintdtavan nojalla voimme kirjoittaa yhtalon

(A, B) = (vec(A),vec(B)) = [vec(A)] vec(B)
by
=(a},...,a )| : | =albi+---+al by, (1.62)
b,
misséd (A, B) tarkoittaa matriisien A ja B vilistd tavanomaista sisituloa ja

(vec(A), vec(B)) tarkoittaa vektorien vec(A) ja vec(B) vilistd tavanomaista
sisatuloa.

1.2.4 Matriisinormi matriisin jaljen lausekkeena
Osoitamme, ettd sisétulo (A, B) on esitettavissé lausekkeena
(A,B) = tr(A,B) =c11+cC+ -+ Cmm s (1.63)

missd A'B = C ja tr(-) tarkoittaa nelidmatriisin jalked eli lavistajaelementtien
summaa. Olkoon C matriisien A’ € R™*" ja B € R"*™ tulo:

Coxm=A'B, A=(a;:...:a,), B=(bi:...:by), (1.64a)
, alb; ajby ... alby,
a a’2b1 a’2b2 e a’2bm
C=|:|mi:..ibp)=| 2 o T (164
; : : . :
am a,b; al by ... a/ by,

Koska ¢;; = alb;, saamme
tr(A'B) =c11 +coa+ -+ + Cum = )by + -+ al, b, = (A,B) . (1.65)
Matriisin A Frobeniuksen normin nelioé on nailla merkinndgilla
IA]F =D af; = (A,A) = tr(A’'A), (1.66)
i=1j=1
ja

d*(A,B) =) "> (ai; — by)* = |A - B3
i=1j=1

—(A—-B,A—-B)=tr(A-B)(A-B)
=tr(A’/A +B'B— A'B-B'A)
= tr(A’A) + tr(B'B) — 2tr(A'B),, (1.67)



1.2. Havaintomatriisin geometrinen tulkinta 31

jossa on kéytetty matriisin jiljen ominaisuutta
tr(A'B) = tr[(A'B)'] = tr(B'A). (1.68)
Y14 on kiytetty myos tulon transponointisdantoa

(A'B) =B/A. (1.69)

1.2.5 Ortogonaaliprojektio suoralle

Kuvio 1.6 (s. 33) havainnollistaa vektoreiden x = (3) jay = (1) vilisen
kulman kosinia. Kuvioon on my6s merkitty vektori ¥, joka on y:n ortogonaa-
liprojektio vektorin x virittdmaélle suoralle (ts. vektorin x kautta kulkevalle

suoralle); tdsta suorasta kéytetdaan merkintdéd ¢ '(x):
¢ (x) = { x: X € R} = vektorin x kautta kulkeva suora. (1.70)
Ortogonaaliprojektio ¥ voidaan maéaritelld siten, etté

¥ = Ax = se vektorin x monikerta, jonka etédisyys y:sta on pienin, (1.71)

eli
mAinHy—AXII2 = [ly — Ax|%, (1.72)

tai yhtéapitavasti:
¥y = y:n ortogonaaliprojektio €' (x):lle «<— y —§ L x. (1.73)

Palaamme projisointiin tuonnempana moneen kertaan; varmaankaan (1.71) ja
(1.73) eivét tulleet yllatyksené.
Voimme ratkaista §:n (1.73):n nojalla:

(y—Mx)x=0 < xX'xA=y'x < \= X,—y = (x'x) X'y, (1.74)
x'x
joten
¥ = x = x)\ = x(x'x) ¥y = Py, (1.75)
missa
1
P, = x(x'x)"'x' = — xx’/ = ortogonaaliprojektori € (x):lle. (1.76)

x'x
Kannattaa panna merkille, etté

P, c R™"  xx' e R™", x'x R, (1.77)
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ja liséksi Px on symmetrinen ja idempotentti eli
P, =Py ja PxPyx=Py. (1.78)

Kuvion 1.6 tapauksessa

o x'y 4+4 4 ~ (4 1.6
= — = = — Y = . 1.
A= ox T T674 100 YA <2> (o.s) (1.79)

Kommentti 1.3. (Ortogonaaliprojektori ¢’ (A):lle.) Yleisemmassd tapauk-
sessa ortogonaaliprojektoriksi (tavanomaisen sisitulon suhteen) matriisin A
sarakkeiden virittdmalle sarakeavaruudelle € (A) osoittautuu matriisi

Pa = A(A'A)TA/ (1.80)

missa oletetaan, ettd A’ A on kaantyva matriisi. Talloin vektorin y ortogonaa-
liprojektio € (A):lle on

§=Pay=A(A’A)"'A'y := Ab, . (1.81)
Projektiolla §¥ on ominaisuus
min [ly — Ab||* = |ly = Pay|* = [ly — Ab.|* (1.82)
Matriisilla Pao on ominaisuudet
Pa =P3 = P,. (1.83)
Osoittautuu, etta jos nelibmatriisi P toteuttaa ehdot
P=P> =P, (1.84)
niin P on ortogonaaliprojektori ¢ (P):lle. Mikili P? = P, niin P on projektori
suuntaan % (I, —P). Jos P on lisidksi symmetrinen, P on ortogonaaliprojektori.

Téasmallisempi ortogonaaliprojektorin késittely on luvuissa 8.1.1 (s. 252) ja 9.7
(s. 318). O

Tarkastellaan toisena esimerkkiné (kuviot 1.7a, s. 34, ja 1.7b, s. 34) muut-
tujavektoreita

x = (~1,1,0), y=(0,1,-1). (1.85)
Tallsin x'y = 1, ||x|| = ||y]| = V2, joten cos(x,y) = 0.5. Téssi tapauksessa
muuttujien x ja y keskiarvot ovat nollia, x = y = 0, ja siksi
n . .
corq(x,y) = Liz1 Tili = cos(x,y) =0.5. (1.86)

VI 22 Sy
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>

» 1

C(x)

Kuvio 1.6. Vektoreiden x ja y valisen kulman kosini geometrisesti:
cos(x,y) = cos(a) = 0.8. Vektori § on y:n ortogonaaliprojektio x:n kautta
kulkevalle suoralle €' (x).

Sanomme, etté
muuttuja on keskistetty, jos sen keskiarvo on nolla. (1.87)

Havaitsemme (1.86):sta vilittomaésti, ettd jos muuttujien keskiarvot ovat nol-
lia, niin muuttujavektoreiden vélisen kulman kosini on sama kuin muuttujien
valinen korrelaatiokerroin ts.

keskistettyjen muuttujien tapauksessa corq(x,y) = cos(x,y). (1.88)
Téaten on erityisesti voimassa seuraava tulos:

Keskistettyjen muuttujien tapauksessa

korreloimattomuuus ja ortogonaalisuus ovat yhtapitiavia asioita.  (1.89)

Kuvio 1.7a havainnollistaa aineistoa (1.85). Kuvioon on my6s merkitty
vektori ¥, joka on y:n ortogonaaliprojektio vektorin x virittdmaélle suoralle.
Luonnollisesti myds kaava ||§||/||y|| antaa kosiniksi 0.5. Kuviossa 1.7b on sama
tilanne kuin kuviossa 1.7a, mutta katsoja "nakee” vektorit eri kulmasta ja nain
saadaan paremmin aikaan vaikutelma, ettd vektorit x ja y todella virittavét
(origon kautta kulkevan) tason; tata tasoa merkitddn symbolilla €' (x : y).

Tarkastellaan vield muuttujaparia

x=(1,1,—v2), y=(1,1,v2). (1.90)

Talloin x ja y ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan: x'y = 0. Ovatko x ja y
my0s korreloimattomia? Eivéit suinkaan, silld havaitsemme (miksi?) heti, et-
té corg(x,y) = —1. Korrelaatiokertoimen geometriseen tulkintaan palaamme
uudestaan myohemmin.

Lukija voi piirtda kuvioon 1.8 myds muuttujavektorit x = (0,1,0)" jay =
(1,0,1), ja tutkia niiden ortogonaalisuutta ja korrelaatiota.
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y:(Os 19_1)'

cos(a) = (\/5/2)/\/5 =1/2

C(x)

N . A

0 /y:O.Sx x=(-1,1,0)

1/\2=+2/2

Kuvio 1.7a. Kolmiulotteisten keskistettyjen muuttujavektoreiden x ja y vali-
sen kulman kosini geometrisesti: cos(x,y) = cos(a) = corq(x,y) = 0.5. Vekto-
ri § on y:n ortogonaaliprojektio x:n kautta kulkevalle suoralle %’ (x). [Kuviossa
y = 0.5x.]

Kuvio 1.7b. Sama kuin kuvio 1.7a, mutta tilanteen katselukulmaa on vaih-
dettu. Sarakeavaruus ¢'(x : y) on taso, jonka x ja y virittavit eli €' (x : y) on
x:n ja y:n kaikkien lineaarikombinaatioiden joukko.
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3
'y
V2
y
1 4
—
1 2 2
;/
1 a1l
N
X

Kuvio 1.8. Muuttujavektorit x = (1,1, —/2)’ ja y = (1,1, /2)’ ovat ortogo-
naalisia eli cos(x,y) = 0, mutta corq(x,y) = —1.

1.3 Satunnaisvektorit

Edella esitetyt tunnusluvut corq (korrelaatio), vargq (varianssi) ja covq (kova-
rianssi) ovat kaikki otossuureita, ts. ne on laskettu otoksen perusteella. Niiden
teoreettisia vastineita merkitdan symbolein cor, var ja cov. Palautettakoon
mieleen ettd jos z1 ja zg ovat satunnaismuuttujia, niin:

var(z) = Bz — pi)* = B(2]) — i = o, i = E(2), (1.91a)
cov(z1, 22) = E(21 — 1) (22 — p2) = E(2122) — papiz

= 012 = 0120102, (1.91b)

cor(z1,29) = cov(z1, 22) _ 2 012 , (1.91c¢)

var(z1) var(ze) 0102

misséd E(y) viittaa satunnaismuuttujan y odotusarvoon. Yleenséd matemaatti-
sessa tilastotieteessé satunnaismuuttujia merkitddn isoin kirjaimin ja niiden
arvoja vastaavin pienin kirjaimin. Emme kuitenkaan tassa esityksessd nouda-
ta tatd sdantoa; syyna on se, ettd matriisien kanssa pelatessa on hyvin vai-
kea olla téssd suhteessa johdonmukainen. Pyrimme kuitenkin merkitseméaéan
satunnaismuuttujia aakkosten loppupéén kirjaimilla. Taten esimerkiksi

e x ja X voivat tarkoittaa reaalilukua tai 1-ulotteista satunnaismuuttujaa,
e merkintd x voi viitata RP:n vektoriin tai p-ulotteiseen satunnaisvektoriin,

e X, «p voi tarkoittaa reaalielementtistd n x p-matriisia tai satunnaismat-
riisia, jonka jokainen elementti on satunnaismuuttuja.
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Korrelaatiokerroin g12 on hyvin maéritelty vain jos o1 ja oo ovat nollaa
suurempia. Mikali o1 = 0, niin valttdméattd myos o2 = 0, ja korrelaatioksi
saataisiin %. Lisaksi luonnollisesti oletamme, ettd o7 < oo ja o < 0.

Kommentti 1.4. Odotusarvo, varianssi ja kovarianssi diskreetin todenndkaoi-
syysjakauman tapauksessa. Olkoot x ja y ovat diskreettejd satunnaismuuttujia
siten ettd x:n mahdolliset arvot ovat x1, xo, ..., T ja vastaavat todennakoi-
syydet p1, p2, ..., pg, ja y:n mahdolliset arvot ovat y1, yo, ..., yr ja vastaa-
vat todennékéisyydet qi, go, ..., go. Olkoon lisiksi P{x = z;,y = y;} = pij,
i=1,....k, 7=1,..., £ Téalléin

E(a;) = Uz = P1X1 + P22 + -+ + Pk, (1.92&)
var(z) = BE(z — py)? = B(2?) — p2
= p1(x1 — p2)? + pa@a — pia)? + -+ prolay — )’
= plx% +p21‘g 4+ .. —I—pkx% — ,ui , (1.92b)
cov(z,y) = B(x — pz)(y — piy) = E(2y) — popty
4 4
=D > pijlwi = pa)(yy — py) = DD pijiyy — papy - (1.92¢)
i=1j=1 i=1j=1
O

Esimerkki 1.4. Tarkastellaan kuvion 1.9 mukaista kaksiulotteinen diskreet-
tid todennédkoisyysjakaumaa, jossa on 6 xy-arvoparia, joilla kaikilla on sama
todennékoisyys %. Saamme

E()=p, =21+22+13
=1(3-1+2-2+1-3)=2=2, (1.93a)
Ey)=p =% =13, (1.93b)
Var(m):%(1_Mm)2+%(2_ﬂz)z+%(3_ﬂx)2
%[3(1_Nx)2+2(2_ﬂx)2+1(3_ﬂx)2]
=33-1°42-22+1-3% —p2
=5=02=0, =var(y). (1.93¢)

Laskemme kovarianssin cov(x,y) = oy, hieman kiertotietd. Nimittéin on osoi-
tettavissa seuraava tulos:

E(y|loz=2)=a+fz (1.94a)
=
o Ogy O o

o2 020y Oy O
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y
3 o o
2 o
1 o

I I I X
1 2 3

Kuvio 1.9. (Ks. esimerkki 1.4.) Kaksiulotteinen diskreetti todennékoisyysja-
kauma: kunkin arvoparin todennékoisyys sama eli %. Kuvioon piiretty myos
keskiarvopiste seké regressiosuora — kun késitelladn pisteparvea datana. Huo-
maa, ettd ehdolliset keskiarvot ovat suoralla y = 1.5 + 0.5z.

Toisin sanoen: mikéli y:n ehdollinen odotusarvo kun x:114 on arvo x on muotoa
o+ Bz, niin o = py — B py ja B = 0gy Z—z Kuviosta 1.9 ndemme valittomaésti,
ettd E(y | ¢ = ) = 1.5 + 0.5z, joten o,:n ja o, yhtdsuuruuden takia

cor(z,y) = 0zy = 0.5, cov(z,y) = 0py = meag = % . g = 1—58. (1.95)

Mainittakoon, ettd (1.94) perustuu sellaiseen faktaan, etté jos ehdollisten odo-
tusarvojen ura on suora, niin kyseinen suora on nimenomaan regressiosuora.
Satunnaismuuttujien tapauksessa regressiosuoran kulmakerroin on % ja se
kulkee pisteen (fiz, pty) kautta; ja empiirisestd datasta laskettu regreszsiosuo-
ran kulmakerroin on %% ja se kulkee pisteen (z,y) kautta.

On selvéé, ettéd chdollisten odotusarvojen (tai keskiarvojen) ei tarvitse vélt-
tamatta sijaita samalla suoralla.

Téten satunnaisvektorin () odotusarvo p ja kovarianssimatriisi 3 ovat

v\ _ (B@)) _ (ra) _ (5/3) _
E (y) o (E(y)) - (Zy) - <7/3> =M, (1.96a)
x\ _ (o3 ow)_ (5/9 5/18) _10 (1 05) _
o <y> N (Uyz 0§y> B (5/18 5/9) 13 <0,5 1 ) = 3. (1.96b)
]

Kommentti 1.5. Entipé jos kuvio 1.9 kuvaa yksinkertaisesti vain otoksesta
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muodostettua pisteparvea? Merkitdan

11 u:<1)
1 2 u/(z)
. 1 3 . o u(3) - (z) 5/3
U=1|, =&y = S A (g) = (7/3 : (1.97)
2 3 u
3 3 u/(5)
(6)
1—-2 1—y (U(l)—l_l)/
1—=2x 2—3} (U(Q)—l_l)/
= 1-2 3—y ey (U(g)—l_l)/
U= ooz 27| (x:y) = (uiy — ) | (1.98)
2—x 3—3] (u(5)—ﬁ)’
33— 3—3} (u(6)—1_1)’

Talloin esim. z:n otosvarianssi on

s2=55B-1-2°+2-(2-2)°+(3—1)%
= g% 3'(1_NZ’)2+2' (2_Nm)2+ (3_Nm)2]
=042, (1.99)
silla,
o2 =13 (1) 42 (2 pa)?+ (3 1a)?. (1.100)

Kaiken kaikkiaan on voimassa

T = o, Y=y, 3925 =8y = y  Szy = g%y, Tzy = Oxy (1.101)

eli otoksesta laskettu @ ja S ovat

i— (‘;) _ (?g) —p, S=9%. (1.102)

Korrelaatiomatriisit ovat kuitenkin tdsmaélleen samat olipa kyseessa otos tai
teoreettinen todennédkédisyysjakauma. Téstd on paiteltavissa, ettd korrelaatio-
hin perustuvat tulokset ovat havaintoaineiston ja vastaavan teoreettisen ja-
kauman (jossa jokaisella havainnolla sama todennikoisyys) tapauksessa yh-
tapitdvid. Seberin sanoin (2008, s. 433): voimme 7siirtdd” otosominaisuudet
poulaatio-ominaisuuksiksi kdyttamalla sopivaa diskreettid populaatiota.
Todettakoon vield [ks. (2.119), s. 101], ettd U:hun perustuva otoskova-
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rianssimatriisi S on

- = X% X'y
covg(U) =8 = 6—i1U'U = 6% (S’If( ?'Sf)
(ugy —a)
:&%(U(I)—ﬁ:...:u%)—ﬁ)
(ue) —a)’
6
:6#2 ug) —a)(ug —0) = ;5T. (1.103)

Satunnaisvektorin z = (Z} ) odotusarvovektori on

_(E(z)) _ () _
- (22) - () - s

ja z:n kovarianssimatriisi on

cov(z) = cov <21> =¥ = (co‘ifa(l;(;lzzl) cov(z1, Z2)> (1.105)

var(zz)

2 2
(o1 o12)\ o1 0102012
= 2 | = 2 .
021 03 0102012 05
Vastaava korrelaatiomatriisi on

cor(z) = ( ! Q”) . (1.106)

01 1

Voimme kayttdd lyhennettyd merkintdd z ~ (p, ¥) ilmaisemaan, ettd satun-
naisvektorin z odotusarvo on p, ja kovarianssimatriisi on 3.
Jos x on 2-ulotteinen ja y on 3-ulotteinen satunnaisvektori,

1 y1
X = , y=1|wv |, (1.107)

niin niiden keskinainen kovarianssimatriisi on

_ COV(ﬂfl,yl) COV(mlaZJQ) COV(J"lay?)) A
covbey) = (COV(ﬂﬁz,yl) cov(wz, y2) cov(wz,ys)) ey (1.108)

Talloin tietenkin

cov(x,x) = cov(x) = xx, (1.109a)
cov(y,x) = [cov(x,y)] = Zyx. (1.109b)
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Olkoon a € R™ ja b € RP. Talloin kertolasku ab’ méaritellddn siten, etté

alb’

, azb/

ab’ = ) = (bia:boa:...:bpa)
anb’
arbr arby ... aiby
a2b1 LLQbQ e agb
. _ | = {aib;} e R (1.110)

anbl anbg e anbp

Jos muodostamme 2 x 2-matriisin

(z—p)(z—p) = <2 : Ml) (21 — p1, 22 — p2)

2
_ (o) m) (2 )
= <(2’2 — p2)(21 — p1) (29 — po)? ) ) (1.111)

niin odotusarvo tasta satunnaismadtriisista on tietenkin z:n kovarianssimatriisi:

var(z1)  cov(zy, 22)

cov(zg,21)  var(zz) ) =cov(z) = 3. (1.112)

HZ—M@—MY=<

Aivan vastaavasti voimme esittdd p-ulotteisen satunnaisvektorin z kovarians-
simatriisin lausekkeena

cov(z) = E(z — p)(z — p)'. (1.113)

Esimerkiksi, jos satunnaisvektorin z mahdolliset arvot ovat z(y),...,z,) ja
jokainen naista arvoista on yhtd todennédkéinen, niin

n n
COV = % Z Z@;) — Z(z ), = E, o = % ZZ(Z) . (1.114)
=1 i=1
Jos pidédmmekin vektoreita Z(1),- - Z(n) havaintoaineistona, niin otoskovarian-
simatriisiksi S saadaan kommentin 1.5 (s. 37) mukaisesti S = "5 3.

Jos x on 2-ulotteinen ja y on 3-ulotteinen satunnaisvektori, joiden odo-
tusarvot ovat E(x) = p ja E(y) = v, niin

T2 — (2

_ (@ =)y =) (zr—pa)(y2 —ve) (21— pa)(ys — vs)
a ((502 —p2)(y1 — 1) (z2— p2)(y2 —v2) (22 — p2)(ys — Vs)) - (1.115)

x—p)(y—v) = <$1 B Ml) (y1 —v1,y2 — 12,93 — 13)
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Téaten x:n ja y:n keskindinen kovarianssimatriisi on matriisimerkinnéin
cov(x,y) =E(x — p)(y —v)’
_ [cov(z1,y1) cov(zi,y2) cov(zy,ys)
= . (1.116)
cov(ze,y1) cov(xa,y2) cov(z2,ys)

Talloin tietenkin cov(x,x) = cov(x).
On paikallaan korostaa merkintdjen

cov(x,y) = Xxy € RP*Y ja  cov <;> =% € Sym(p +q) (1.117)

vilistéd eroa. Nyt siis cov(x,y) = Xy tarkoittaa satunnaisvektorien x (p ele-
menttid) ja y (¢ elementtia) keskindistd kovarianssimatriisia (cross-covariance
matrix), mikd on p X g-matriisi eiké siis ole vélttamé&ttd nelidmatriisi. Sen
sijaan X on (p+ ¢)-ulotteisen satunnaisvektorin (3 ) kovarianssimatriisi (sym-
metrinen nelidmatriisi), joka voidaan esittdd ositetussa muodossa

cov [X) = cov(x) cov(x,y)) _ (Txx Bxy) _ 5 (1.118)
y cov(y,x) cov(y) Syx Byy
Erityisesti jos z = (3 ) on (p + 1)m elementin satunnaisvektori, niin

cov(z) = cov (2) = (2,“ U’Ey) : (1.119a)

o g

xy Y
missa
COV(JJl, y) O1y
cov(za,y) 09
Oxy = cov(X,y) = : = :y . (1.119b)
cov(xp, y) Tpy

1.3.1 Esimerkkeja

Esimerkki 1.5. Yksinkertainen satunnaisotos palauttaen/palauttamatta. Tar-
kastellaan ns. tasakorrelaatiomatriisia (intraclass-correlation)

Y1 1 0o ... o
Y2 o 1 ... p

cor(y)=cor | . [=1]. . . .|:=20), (1.120)
Yn o 0 ... 1

missd siis jokaisen (y;,y;)-parin korrelaatio on sama. Télldinen korrelaatio-
matriisi esiintyy esimerkiksi seuraavassa tilanteessa.

Olkoon y = (1,92, - - ., Yn) yksinkertainen satunnaisotos (YSO) kokonais-
luvuista 1,2,..., N, kun n < N. Miké on satunnaisvektorin y korrelaatiomat-
riisi, kun otos valitaan
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(a) palauttaen,
(b) palauttamatta?

On selvdd, ettd (a)-tapauksessa satunnaismuuttujat y; ovat korreloimatto-
mia ja siten y:n korrelaatiomatriisi on yksikkomatriisi I,,:

10 ... 0
01 ... 0
cor(y) =L,=|. . . . |eR™, (1.121)
00 ... 1
eli cor(y) = ©(0). Koska jokainen y; noudattaa diskreettid tasajakaumaa

Tasd(1, N), on
N+1

1
Ely))=—0+2+---4+N)= =y (1.122)
N 2
Lisdksi on osoitettavissa, etté
1 Y s _ N -1
var(y;) = N ;(Z —y)* = ZZ THy T T T %y (1.123)
silla N
N(N+1)2N +1
it = (V+DEN+1) (1.124)
i=1
Téten cov(y) = %In = U;In.
Merkitaan (b)-tilanteessa saatua otosta z = (21, 22, . . ., 2, )" eli kyseessi on
siis yksinkertainen satunnaisotos kokonaisluvuista 1,2,..., N, kun otos vali-

taan palauttamatta. Nyt var(z;) = var(y;) = o, mutta satunnaismuuttujat z;

ovat korreloituneita. Intuitiivisesti on selvid, ettd jokaisen (z;, z;)-parin korre-
laatio on kuitenkin sama. Osoitamme (ks. myo6s harjoitustehtiava 1.20, s. 66),
etta

1 N?-1 1 N +1
cov(z, 2j) = N1 T - N 103 = (1.125a)
~ 517, 1
— y . .
is2i) = = — . 1.125b
COI‘(ZZ,ZJ) oy - oy N—1 ’ v 7é J ( )

Koska y; ja y; (i # j) ovat korreloimattomia, on voimassa

N N
1 1
cov(yi yj) = 3z 2 2 (k= m)(l = py) = 575 SPyy, =0. (1.126)
k=1/¢=1
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Koska
1 Sl 1
cov(zi, zj) = m kz Z(k‘*ﬂy)(fﬁuy) = m SP..z;, (1.127)
=1¢=1
k#L
saamme
N
SP..., = SPyy, — Y (k—py)> =0— Noj, (1.128a)
k=1
1 N?—1 N+1
iy 25) = — N = — . 1.128b
cov(zz) =~y N 1 12 ( )
Aivan vastaavalla tavalla on osoitettavissa, etta jos luvuista {a1, ag, ...,an}
valitaan yksinkertainen satunnaisotos palauttamatta, niin (1.125) on voimas-
sa, kun o) = + SN (a; —a)?. O

Esimerkki 1.6. Ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujana. Tarkastellaan
satunnaismuuttujien = ja y yhteisjakaumaa ja olkoon x yksinkertaisuuden
vuoksi diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvot ovat z1,...,zy ja vastaavat
todennékéisyydet pi, ..., pg. Merkitddn m(z) = E(y | x = z) ja v(z) = var(y |
x = z). Toisin sanoen m(z):n arvo kertoo satunnaismuuttujan y ehdollisen
odotusarvon kun x saa arvon z ja v(z):m arvo on vastaavasti y ehdollinen va-
rianssi kun z saa arvon z. Merkinnnalld m(z) = E(y | ) tarkoitamme t&lloin
satunnaismuuttujaa, jonka arvot ovat y:n ehdolliset odotusarvot

m(zy) =E(y [z =21),...,m(zy) = B(y | 2 = ),

ja naiden arvojen todennakoisyydet ovat p1, ..., pk. Satunnaismuuttuja var(y |
x) on médritelty vastaavalla tavalla.
Oletetaan, ettd kuvio 1.10 esittdd satunnaismuuttujien x ja y yhteisja-

kaumaa, jossa jokainen 7:std arvoparista (1, ), (41, )55 (41 ), (4o, ) On yhté

todennédkoinen; ks. my6s esimerkki 1.1 (s. 16). Osoita, ettd
E(y) = E[E(y | z)] = E[m(z)], (1.1292)
var(y) = var[E(y | )] + E[var(y | )] = var[m(z)] + E[v(z)] . (1.129b)
Varmista (1.129b):n ja varianssianalyysin neliGsummahajotelman

3 n; 3 3 n;
SN Wi =)= nili— 97+ Y. > (i — i) (1.130a)
=1

i=1j=1 i=1j=1
SSTotal = SSBetween + SSError, (1.130b)

yI-Jy=yH-Jy+y(I-H)y. (1.130c)



1.3. Satunnaisvektorit 44

9 — o
8_
7 — o
6_
5_
4 —
3 o
2_
14 o

Kuvio 1.10. Esimerkkiin 1.6 liittyva todennékoisyysjakauma: kaikki 7 arvo-
paria yhta todennéakoisié.

valinen yhteys. Kaavassa (1.130a) n; viittaa ¢:nnen ryhmén havaintojen luku-
maarddn ja y; tarkoittaa y:n ehdollista odotusarvoa, kun z:114 on arvo i eli
i:nnen ryhmén keskiarvoa. Kaava (1.130c) on lukijalle téssa vaiheessa luulta-
vasti outo. [lman sen kummempia selityksid voimme mainita, ettd ko. matriisit
ovat seuraavat:

100
100
010 .
X=|01 0|, J=Py, =-1,1/,=1J,, (1.131a)
010 "
00 1
00 1
1 1
1100000
1 1
1100000
J, 0 0 00 3 35 300
H=Px=|0 J3 0|=|0 0 % 35 35 0 0 (1.131b)
1 1 1
0 0 J; o0t Ll 1loo
0000O0O0 35 3
0000O0O0S4 3
Mainittakoon, ettd Casella (2008, s. 9) kutsuu yht&loa
var(y) = var[E(y | )] + E[var(y | z)] (1.132)

"a most important equality” kirjassaan Statistical Design. O’Hagan (2012)
puolestaan kdyttad siitd nimitystd "my thing of beauty”. O
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Esimerkki 1.7. Arthur Argunot pysdytettiin ylinopeudesta tielld, jossa oli
90 km/h nopeusrajoitus. Kérajilla Arthur vaitti ajaneensa vain 85 km/h. Tuo-
mari Eidelburger, joka késitteli tapausta, oli kutsunut todistajaksi Ms. Polly
Nomialin, joka kertoi ajaneensa nopeudella 80 km/h, kun Arthur hipedmat-
tomaésti oli ohittanut hénet. Lisdksi hén véitti Arthurin ajaneen 10km/h lu-
jempaa kuin han itse. Ylinopeuden havainnut poliisi Carlo Cannelloni vaitti
Arthurin nopeuden olleen 100 km/h ja Pollyn 60 km/h.
Muodostamme seuraavan muuttujavektorin y:

85 Arthur
80 Polly1
y=] 10 | Polly2 (1.133)
100 | Carlol
60 Carlo2

Talloin muuttuja y siis ilmaisee annetut viisi lausuntoa nopeuksista. Kolmas
y-arvo poikkeaa muista, silld se ei ole arvio Arthurin tai Pollyn yksittéiselle
nopeudelle, vaan niiden erotukselle.

Voimme ajatella, ettd vektori y on yksi reaalisaatio tietystd satunnais-
vektorista. (Lisdé realisaatioita saataisiin, kun kysyttéisiin uudestaan samat
kysymykset samassa tilanteessa.) Oletetaan, ettd Pollyn antamien arvioiden
véilinen korrelaatio on g samoin kuin Carlon antamien arvioiden. Oletetaan
liséksi, ettd eri henkiléiden antamien arvioiden vélill4 ei ole korrelaatiota. T4él-
16in saamme satunnaisvektorin y korrelaatiomatriisiksi

71 10 000

Yo 01 000 1 0 0
cor(y)=cor|ys| =10 o 1 0 0]:=]0 Qoxo 0 =X

Ya 0 0 01 Y% 0 0 QQXQ

ys 000 o 1

(1.134)

On tdhdennettéva, ettd 3 on teoreettinen kovarianssimatriisi teoreettiselle
satunnaisvektorille; vektori y (1.133):ssa puolestaan on tdmén satunnaisvek-
torin yksi realisaatio. O

Esimerkki 1.8. 1. kertaluvun autoregressiivinen prosessi: AR(1). Olkoon

Y1 1 o o ... o

Y2 0 1 0 0" 2
cor(y)=cor | . | = .

Un Qn.—l Qn—Z Qn.—?) o 1

= {1} = w(o). (1.135)
Télloin siis perdkkaisten y;-arvojen korrelaatio on

cor(yi, yi+1) = 0, cor(y;, Yira) = 0°, jne. (1.136)
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Havaintojen vélinen korrelaatio heikkenee erotuksen |i — j| kasvaessa, koska
luonnollisesti oletamme etta |p| < 1. Talldinen tilanne voi syntyéa (aikasarjojen
yhteydessd) esim. seuraavasti.

Maéaritelldédn y; siten etta

Yi=0Yi—1+u, it=1,....,n, |o <1, (1.137)

missd u;it (1 = ...,—2,—1,0,1,2,...) ovat riippumattomia satunnaismuut-
tujia, joilla on kaikilla sama odotusarvo 0 ja varianssi 2. Télléin voidaan
nayttaa, etta

2 . .
var(y;) = 1%1)2’ i=1,...,n, cor(y,y;) = Q‘Z_]l, 1#£7. (1.138)

O

Esimerkki 1.9. Multinomijakauma. Multinomijakauma on binomijakauman
yleistys. Binomijakauman taustallahan voidaan ajatella olevan sellainen tilan-
ne, jossa populaatio muodostuu kahdesta ryhméstd F; ja Es (arvosta, luo-
kasta tms). Kun populaatiosta valitaan satunnaisesti yksi havainto, niin se
kuuluu ryhmééan F; todennékoisyydelld p ja ryhmaéaédn Ey todennékoisyydella
q = 1—p. Voimme toistaa tatd menettelya n kertaa (satunnaisotos palauttaen)
ja maéritella

1, jos i. havainto kuuluu luokkaan E',
= {O muuten.
Satunnaismuuttuja z; noudattaa Bernoulli-jakaumaa:
zi ~ Ber(p), E(z;) =p, var(z) =p(1—p), i=1,2,...,n, (1.139)
ja satunnaismuuttujien z; summa z noudattaa binomijakaumaa:

z=2z1+z22+ -+ 2z, ~ Bin(n,p), E(z) =np, var(z) =np(1 —p). (1.140)

Multinomijakaumassa on k (toisensa poissulkevaa) ryhmaéé, joihin kuulumis-
todennakoisyydet ovat pi,po, ..., Dk, ja joiden summa on 1:

PLAprttpr=1. (1.141)

Poimitaan tédstd populaatiosta satunnaisesti yksi havainto ja mééritelladn k
elementin satunnaisvektori x siten etta

{1, jos havainto kuuluu luokkaan Fy; P(z1 = 1) = py,
xr1 =

0 muuten,

{1, jos havainto kuuluu luokkaan Ey; P(zp = 1) = py,
T =

0 muuten.
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SURVO MW Thu Sep 23 14:51:58 2010 C.\ SJP\ D\ 2000

10 * KOKEILUJA INTRACLASS-KORRELAATIOMATRIISILLA

12* / ONE =tolppa-1 n=4 r=0.7
CEINVAT R =(1-r)*1DN(n, n)+r*ONE* ONE

14+

15 *MATRIX R

16 */l/ 1 2 3 4

17* 1 1.000 0.700 0.700 0.700

18* 2 0.700 1.000 0.700 0.700

19* 3 0.700 0.700 1.000 0.700

20* 4  0.700 0.700 0.700 1.000

21*

22 *MATRIX R1 /Il | Toinen tapa méaéaritella R

23*Lr r v

24* 1 r r

25*r 1 r

26*rr r 1

27 *

PIRANVAT SAVE R1 / r=0.9

29 * / *INVR~INV(R) det=0.0837 4*4
30* I INV(A,det) laskee myos determinantin

31 *MATRIX INVR

32 *1] 1 2 3 4

33* 1 2.581-0.753 -0.753 -0.753

34* 2 -0.753 2.581-0.753 -0.753

3* 3 -0.753 -0.753 2.581 -0.753

36* 4 -0.753-0.753-0.753 2.581

37*

38* NVNIEELIWYWGEEFEENEEIERERER)) / B:ssa ovat regressiokertoimet
39* NANEeN:E / kun 4. muuttujaa selitetadan muilla
40 *MATRIX B

41 %/l 4

42* 1 0.291667

43* 2 0.291667

44+ 3 0.291667

45*

46 * I selitysaste

47 *MAT_YHTKOR2(1,1)=0.63 / kun 4. muuttujaa selitetd&dn muilla

100

48 * ( MK10- 008, MKT- 01- 03)

Kuvio 1.11. Kokeiluja tasakorrelaatiomatriisilla. Toimituskentassa on lasket-
tu myo6s standardoidut regressiokertoimet kun 4. muuttujaa selitetdan muilla.
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C.\ SJP\ D\ 2000 100

57 *

58 * KORRELAATIOMATRIISIN ELEMENTIT r:n potensseja

59* n=5 r=0.9

60 * / kaikki elementit ensin ykkosiksi

61* VNRENSEGYIRIDEEETEERRE)] / (1,2)-elementti=r

62 * I (1,3)-elementti=r 2 jne
63+ /" 174=0.6561

64 *MATRIX R

65 /Il 1 2 3 4 5

66* 1  1.0000.900 0.810 0.729 0.656

67* 2 0.900 1.000 0.900 0.8100.729

68* 3  0.8100.900 1.000 0.900 0.810

69* 4 0.7290.810 0.900 1.000 0.900

70* 5 0.656 0.729 0.810 0.900 1.000

71*

72% / “INVR~INV(R) det=0.00130321 5*5
73* / huomaa determinantin pienuus!

74 *MATRIX INVR

75 *l 1 2 3 4 5

76* 1 5.263 -4.737 0.000 -0.000 -0.000

77* 2 -4.737 9.526 -4.737 0.000 0.000

78* 3 0.000 -4.737 9.526 -4.737 -0.000

79* 4  -0.000 0.000 -4.737 9.526 -4.737

80* 5 -0.000-0.000 -0.000 - 4.737 5.263

81*

82* NNIEEIWYWGEREEEMEIER N3] /B:ssa ovat regressiokertoimet
83 * /' kun 5. muuttujaa selitetd&n muilla
84 *MATRIX B

85 */lf 5

86* 1 0.00000

87* 2 -0.00000

88* 3 0.00000

89* 4 0.90000

90 *

o1+ I selitysaste

92 *MAT_YHTKOR2(1,1)= 0.81 /kun 5. muuttujaa selitetaan muilla

93 * (MK10- 008, MKT-01-04)

Kuvio 1.12. Korrelaatiot r:n potensseja.
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Vektorin x elementeista siis yksi on 1 ja muut nollia. Talloin on néytettavissa
(HT), etta

E(x;) =pi, var(x;)=p(1—p;), i=12,....k, (1.142a)
cov(zi, xj) = —pipj, 1#7=12,...,k. (1.142Db)
Satunnaisvektorin x kovarianssimatriisi on siten
pt(l—p1) —pip2 ...  —pPiDk
—pap1 p2(l—p2) ... —popk
cov(x) =¥ = : . ) : (1.143)
—PrP1 —prp2 .- pre(1—pr)
Merkitdédn
p1 pr 0 ... O
D2 0 p2 ... O
p=|.1]|, D={|. . . . (1.144)
Dk 0 0o ... Pk
Matriisikertolasku pp’ tarkoittaa seuraavaa:
P P% P12272 --. DiPk
p2 p2pr P2 ... DP2Pk
pp' = | . [ (pr,p2,ome) = | oo . (1.145)
Dk bPkP1 Pkp2 .- p;%
Kovarianssimatriisi ¥ voidaan talloin esittdd muodossa
cov(x) =X =D — pp. (1.146)

Jos havaintoyksikoita valitaan n kappaletta — riippumattomasti eli satun-
naisotos palauttaen — ja merkitdén saatuja k elementin vektoreita xi, X2, ...,
X, niin ndiden vektoreiden summavektorin

y=X]+X9+ - +Xy, (1.147)

elementit kertovat kuhunkin luokkaan kuuluvien havaintojen lukumééaran. Vek-
torin y elementtien summa on tietenkin n:

by =1x1 + 1ixo + -+ 13x, = n. (1.148)
On helppo osoittaa satunnaisvektorien x; riippumattomuuden perusteella, etté
E(y) =np, cov(y)=nX. (1.149)

Vektorin y arvojen todennikoisyydet ovat juuri multinomijakauman todenné-
koisyyksid ja sanomme ettd y noudattaa multinomijakaumaa parametrein n
ja p eli y ~ Mult(n, p).

Harjoitustehtédvand on osoittaa seuraavat 3:n ominaisuudet (tdssa tarvi-
taan joitakin myohemmin esitettévid késitteita):
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(a) 3 on kaksoiskeskistetty (seké rivi- ettd sarakesummat nollia), singulaari-
nen, rank(X) = 2.

(b) ED!¥ = X, ts. D! on X:n yleistetty kiéinteismatriisi. Vakuuttaudu,

ettd D! ei vilttdmittd toteuta kaikkia Moore-Penrose -ehtoja. O

1.3.2 Merkintoja

Edelld merkitsimme (1.6¢):ssa (s. 10) muuttujan y otosvarianssia kahdella ta-
valla: var(y) ja var(y). Oleellisinta on huomata, etta lihavoitettu pieni kirjain,
esim. y, erityisesti laskutoimituksissa viittaa pystyvektoriin (sarakkeeseen),
jonka tulkinnalle on kaksi mahdollisuutta:

e vy sisdltda kyseisen muuttujan n havaintoarvoa
tai
e y on n-ulotteinen satunnaisvektori.

Yleensd emme merkinnéllisesti tee eroa satunnaisvektorin (tai satunnaismuut-

tujan) ja sen havaitun arvon valilla, vaikka nédiden késitteiden vélilla on tieten-

kin sindnsé suuri ero. Asiayhteydesté kdy aina ilmi kumpi tapaus on kyseessa.
Kerrataanpa vield merkintojen eroja:

e corg(U) = corq(uy : ... : u,), havaintomatriisista Uy, laskettu otosko-
varianssimatriisi (p X p; p muuttujaa ja n havaintoa)

e cov(z), p-ulotteisen satunnaisvektorin z kovarianssimatriisi (p x p)

e corg(U) = corg(uy : ... : up), havaintomatriisista U, «, laskettu otos-
korrelaatiomatriisi (p X p; p muuttujaa ja n havaintoa)

e cor(z), p-ulotteisen satunnaisvektorin z korrelaatiomatriisi (p X p)

e corg(t,v), muuttujien t ja v otoskorrelaatiokerroin

e corg(t : v), muuttujien t ja v otoskorrelaatiomatriisi (2 x 2)

e cor(z,w), satunnaisvektorien z (p x 1) ja w (¢ x 1) vélinen korrelaatio-

matriisi (p X q).

1.4 Satunnaisotos matriisimerkinnoin

Tilastotieteen peruskurssilta lukija muistaa usein kédytetyn sanonnan:

"Poimitaan n havainnon satunnaisotos u1, us, ..., u, populaa-

tiosta, joka noudattaa normaalijakaumaa parametrein p ja o2.” (1.150)
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Taméahéan tarkoittaa matemaattisesti silloin sité, ettd meilld on itse asiassa

n riippumatonta satunnaismuuttujaa wu;, joilla jokaisella on sa-
ma jakauma N(u,o?). (1.151)

Kyseinen satunnaisotos voidaan esittda pystyvektorina

u1

"2 / 2
u=| . [, u = (uw,ug...,u), u;~N(uo"). (1.152)

Un

Vektori u on nyt siis satunnaisvektori, jonka havaittu arvo on R™:n vektori.
Koska satunnaisvektorin u komponentit ovat riippumattomia, noudattaa u
n-ulotteista normaalijakaumaa odotusarvovektorina p1, ja kovarianssimatrii-
sina 021, eli

u~ N, (uly,0%1,), (1.153)

missé I,, on yksikkématriisi ja 1,, on ns. ”"tolppaykkoénen”:

10 ... 0 o2 0 ... 0
01 ...0 ) 0 o2 ... 0
L,=|. . . | erRm oL, = . . |, (1.154a)
00 1 0 0 o?
1 %
n
1,=|.|eR", pul,=].]. (1.154b)
1 Iz

Tilanteessa (1.150) meillé on otos yksiulotteisesta normaalijakaumasta. Erityi-
sesti monimuuttujamenetelmissi tarkastellaan satunnaisotoksia useampiulot-
teisesta jakaumasta:

"Olkoon u(y),u(y), ..., U, satunnaisotos populaatiosta, joka
noudattaa multinormaalijakaumaa N, (p, 33). (1.155)

Tarkastellaan ensin yksinkertaisuuden vuoksi tilannetta, missi u(), uy, ...,
u(, on satunnaisotos 2-ulotteisesta normaalijakaumasta Na(p, X). Tallin
voimme merkité

T2 Y2 u

1 Y1 “/(1)
/
U=x:y)=|. . |=| 7] (1.156)

In Yn u(n)
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Merkinté (1.156) on aivan identtinen (1.11):mn (s. 13) kanssa, mutta (1.156):ssé
U onkin satunnaismatriisi kun taas (1.11):n U voidaan tulkita tdmén satun-
naismatriisin havaituksi arvoksi. Havaintovektorit u(), ue), ..., ug,) ovat
(1.156):ss4 riippumattomia 2-ulotteisia satunnaisvektoreita, joilla jokaisella on
sama jakauma No(p,3), missd

Yi Hy

cov(u;)) = cov (‘rl) - < var(z;) cov(a:i,yi)>

Yi cov(yi, x;)  var(y;)
2
:(Uff "%’):2, i=1,2,....n. (1.157b)
Oyz O
Sarakkeittain tarkasteltuna
M o2 0 ... 0
s 0 o2 ... 0
Ex)=1] .|, cov(ix)=] . o .| =A{cov(zs,z;)}, (1.158a)
M 0 0 ... o2
Iy o 0 ... 0
fhy 0 0'5 ... 0
Ey)=| .| cvly)=|. . . . |[={covlyiyj}, (1.158b)
Ly 0 0 ... o}
Ozy 0O 0
0 oz ... O
cov(x,y) = | . L .| = A{cov(zi,y4)}- (1.158¢)
0 0 Oy

Kaavat (1.158) seuraavat suoraan satunnaisvektorien (havaintojen) uyy, ua),
.y Uy riippumattomuudesta, miké siis merkitsee ettd cov(ugy,u(;)) = 0

(i # j) el
B x; xzj\| _ [cov(zi,zj) cov(z,yy)
cov(ug), ug)) = cov Ky) , (yj)] = (cov(yi,wj) cov(yi,y;)>
_ (8 8), i (1.159)

Merkint6jen (1.154a)—(1.154b) mukaan voimme kirjoittaa (1.158):n lyhyem-
min seuraavasti:

E(x) = piz1,, cov(x) =02L,, cov(x,y) = 0ul,, (1.160)
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ja siten siis
cov(x) cov(x,y)

cov[vec(x : y)] = cov <y> - (cov(y,x) cov(y) )

_ (o5 omyln)  gancan (1.161)
ryln UzIn ’

missé vec(-) on ns. vec-operaatio, silla tarkoitetaan matriisin sarakkeiden kir-
joittamista alakkain siten ettd esimerkiksi

vec(x 1 y) = <X> . (1.162)

Yy
On siis huomattava, etté
e havaintovektorit (U:n vaakarivit) ovat keskenéén korreloimattomia,
mutta

e muuttujavektorit (U:n sarakkeet) ovat korreloimattomia vain jos o,y =

0.
Matriisien ¥ ja I,, Kroneckerin tulo on juuri (1.161):ssé esiintyvé lauseke
2
oy oxyln _ S ol R2nXx2n 1.1

Yleisesti matriisien A, xm, ja Bpxg Kroneckerin tulo on madaritelty seuraavasti:

CL11B . almB
A®B= : : : € R"PX™Ma, (1.164)

apB ... apmB

Oletetaan, ettd meilld on n riippumatonta satunnaisvektoria u;, joilla
jokaisella on sama p-ulotteinen jakauma N, (p, 3); edelld p = 2. Koko satun-
naisotos voidaan talloin esittdd matriisina

/
(
/
Y2
) =(uw:ug:...:up) =Upyy,. (1.165)
/
Un)
Néin johdettu matriisi U on siis itse asiassa havaintomatriisin teoreettinen
vastine; kun otos poimitaan, satunnaismatriisille realisoituu jokin arvo.

Sanonnan (1.155) voimme esittdd tdten yhtapitavésti:

"Olkoon U’ = (u(y) : ug) : ... : U,)) satunnaisotos populaa-
tiosta, joka noudattaa multinormaalijakaumaa N, (p,3).” (1.166)

Toistettakoon vield, ettd (1.166) tarkoittaa etta
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® u(y), Ug), ..., Uy ovat riippumattomia p-ulotteisia satunnaisvektoreita,
joilla jokaisella on sama jakauma, téssi tapauksessa Np(u, %),

® ug, uy, ..., u, ovat n-ulotteisia satunnaisvektoreita ja

u; ~ Nn(Miln, 0'1-21”) s cov(ui, Uj) = UijIn . (1.167)

Havaitsemme edelleen, etté

up Mlln
u.=vec(U)=| : |, E(u,)= : =p®l, € R", (1.168)
u, tply
ja
O‘%In 012In N UlpIn
oo l, a%In ool

cov(uy) = =X ®I, € NND,,. (1.169)

2
optln  opd, ... O'pIn

1.4.1 Multinormaalijakaumasta

Pari sanaa multinormaalijakaumasta. — Jos p-ulotteinen satunnaisvektori z
(saaden arvoja RP:ssi) noudattaa multinormaalijakaumaa odotusarvona p =
E(z) ja ¥ = cov(z), niin merkitsemme

z ~ Ny(p,%). (1.170)

Yksi tapa méaritelld multinormaalijakauma on seuraava: p-ulotteinen satun-
naisvektori z noudattaa p-ulotteista multinormaalijakaumaa N, jos jokainen
lineaarikombinaatio a’z, missd a € RP, noudattaa yksiulotteista normaalija-
kaumaa. Mikéili a’z = b, missé b on vakio, merkitaan a’z ~ N(b, 0).

Toinen yhtapitdva méaritelmé on seuraava: p-ulotteinen satunnaisvektori
z, jolla on E(z) = p ja cov(z) = X, noudattaa p-ulotteista multinormaalija-
kaumaa N, jos se voidaan esittdd muodossa z = p + Fu, missd F on p x r-
matriisi, r(F) = 7, ja u on r-dimensioinen satunnaisvektori, jonka jokainen
elementti noudattaa yksiulotteista normaalijakaumaa.

Jos z ~ Np(p,>), missd X positiivisesti definiitti, niin z:n tiheysfunktio
on

1

—3(z—p) S z—p)
G . (1.171)

n(z; p, X) =

Léhteind multinormaalijakaumaan mainittakoon mm. Rao (1973, ss. 525-528),
ja Seber (2008, §20.5).
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-5 -10 -5 0 5 10 15

Kuvio 1.13. Havaintoja normaalijakaumasta N2(0, X); 0, = 5, 0, = 4,
0zy = 0.7. Regressiosuoran kulmakerroin Bl R 02y0y/0y. Kuviossa on myos
x:n regressiosuora y:n suhteen. Tasa-arvokdyran (ellipsin) ensimmaéisen paa-
akseli on vektorin t; suuntainen; t; on X:n suurinta ominaisarvoa vastaava
ominaisvektori.

1.4.2 Satunnaislukujen generointi Survossa

Olkoon KOE Survon toimituskentéssé oleva 100 havainnon havaintoaineisto, ja
olkoon toimituskentésséd seuraavat méaritteeet:

1 U=PROBIT(RND(0)) V=PROBIT(RND(0)) (TMK A)
2 VAR U,V TO KOE

Tamaé tarkoittaa, ettd muuttujan U arvoiksi generoituu 100 riippumatonta ha-
vaintoa (0, 1)-normaalista jakaumasta ja samoin V:n arvoiksi saadaan 100 riip-
pumatonta havaintoa N(0, 1):sta. Toisin sanoen:

KOE-aineiston sarakkeet U ja V sisdltavit 100 havainnon satunnai-
sotoksen kaksiulotteisesta normaalijakaumasta N2(0, Io).

Generoituneesta aineistosta laskettu muuttujien U ja V vélinen korrelaatio on
jotakuinkin 0 (seurauksena ndiden muuttujien vélisestd riippumattomuudes-
ta).

Uusien (U, V)-sarjojen generointi kdy yksinkertaisesti siten, etté aktivoi-
daan rivin 2 késky uudestaan; ndin saadaan toistuvasti 100 havainnon satun-
naisotoksia N9 (0, I):sta.



1.4. Satunnaisotos matriisimerkinnéin 56

Tarkastellaan seuraavaa toimituskenttaa:

U=PROBIT(RND(0)) V=PROBIT(RND(O)) (TMK B)
X=axU

Y=b* (r*U+SQRT (1-r*r) *V)

VAR U,V TO KOE

VAR X,Y TO KOE / a=1 b=2 r=0.6

O W N

Kun aktivoidaan rivin 5 késky (kun ensin rivi 4 on aktivoitu), laskee Survo
muuttujien X ja Y arvot rivien 2 ja 3 kaavojen mukaan. Muuttujien U ja V arvot
otetaan havaintomatriisista KOE — niité ei nyt generoida uudestaan. Jos rivin 5
operaatio aktivoidaan uudestaan, tulos on tdsmaélleen sama kuin ensimmaisell&
aktivoinnilla

Tarkastellaan sitten seuraavaa toimituskenttédd, jossa muuttujia U ja V ei
ole lainkaan havaintomatriisissa KOE:

1 U=PROBIT(RND(0)) V=PROBIT(RND(0)) (TMK C)
2 X=axU

3 Y=b*x(r*U+SQRT (1-r*r)*V)

4 VAR X,Y TO KOE / a=1 b=2 r=0.6

Rivin 4 késkyn aktivointi aiheuttaa sen, ettd Survo laskee muuttujien X ja Y
arvot rivien 2 ja 3 kaavojen mukaan. Rivin 4 toistuva aktivointi generoi uusia
(X, Y)-sarjoja.
Muuttujat X ja Y eivat enaé olekaan riippumattomia satunnaismuuttujia.
Nyt siis
X =aU, (1.172a)
Y =b(rU+vV1-1r2V), (1.172b)
missi E(z) =E(Y) =0, cov(z) = COV(V) = I,. Talloin
E(X)=E(aU) =aE(U) =0, (1.172¢)
EY)=Eb(rU+V1—-r2V)]=brEWU)+bV1—-r2E(V)=0, (1.172d)

var(X) = var(alU) = a* var(U) = a2, (1.172e)
[

= var(brU) + var(bv'1 — 1“2V) [cov(U, V) = 0]
= b3 var(U) + b*(1 — r?) var(V)
=b*r? + b*(1 —r?) =%, (1.172f)

cov(X,Y) = covlaU,b(rU + V1 —r2 V)]
= cov(al, brU) + cov(alU,by/1 — 12 V)
= cov(aU, brU) = abr cov(U,U)
= abrvar(U) = abr. (1.172g)
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[Huom: cov(U,U + V') = cov(U,U) + cov(U, V) = var(U).] Téaten

X a®  abr
cov <Y> = (abr b2> =3, (1.172h)

cor (g) = (i 7{) =p. (1.172i)

Matriisimerkinnéin (palaamme téhin myohemmin) voimme kirjoittaa yh-
talon

X a 0 U .

() (o ) () ae wm

cov(Az) = Acov(z)A' = AA’

a 0 a br a2  abr
- <bT bm> (0 bﬂ) N (abr b? > ' (1.172k)

Kuviossa 1.14 (s. 58) on 100 havainnon generointeja 2-ulotteisesta normaa-
lijakaumasta.

ja korrelaatiomatriisi

jolloin

1.5 Joitakin erityisia matriiseja

Matriisin A osittamisella tarkoitetaan — kuten aiemmin jo on kaynyt ilmi
— A:n tiettyjen vierekkéisten elementtien merkitsemistd matriisiksi. Olemme
jo useamman kerran tarkastelleet sarakkeittain tai vaakariveittdin ositettuja
matriiseja. Jos siis A € R3*4, niin A voidaan osittaa esim. siten, etti

A= (a1 caz ag :a4), (1.173)

missd, a;:t ovat A:n sarakkeita ja kukin a; € R3. Jos A halutaan kirjoittaa
ositetussa asussa vaakariveittdin, voidaan merkité esim.
!/
a4
missa a’(i) on siis A:n i. vaakarivi, a(; € R4

Esimerkki 1.10. Olkoon

1 2 3 4
|15 6 7 8| (A Ap
A=19 10 11 12|~ Ay A22> (1.175a)

13 14 15 16
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2- ULOTTEI SESTA NORMAALI JAKAUVASTA 100 havai nnon ot oksi a

* U=PROBI T( RNDY 0) ) V=PROBI T( RND( 0) )

* x1=U yl=rl*U+sqrt(1l-r1l*r1)*VvV
* x2=U y2=r2*U+sqrt(1-r2*r2)*Vv
* x3=U y3=r3*Utsqrt (1-r3*r3)*V
*

x4=U  yd=r4*U+sqrt (1l-r4*rd)*V

r1=-0.7
r2=0
r3=0.7
r4=0.9

VAR x1, y1 TO NCRlO / jokaisessa (x,y)-sarjassa eri U ja V-arvot

§VAR x2.y2 TO NORIO(|
§VAR x3.y3 TO NORIO)
§VAR x4, y4 TO NORIOO
MCORR NORIOU, CURFL | VARS=XL,y 1]

*Means, std.devs and correlations of NORLOO N=100

*Variable Mean St d. dev
*x1 0. 067819 0.971943
*yl - 0. 005665 0. 959302
*Correl ations

* x1 yl

* x1 1. 0000 -0.6967

* yl -0.6967 1.0000

*

( MK10- 003, MKT- 01- NJ4)

Kuvio 1.14. Generointeja normaalijakaumasta.
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missd A;; € R?*? ja siten siis esim.

1 2
Ay = (5 6). (1.175b)

Edelleen voidaan matriisi A osittaa esim. seuraavasti:

A=(A;:Ay), A; e RYZ (1.175¢)
/

A= (g) , b'=(1,2,3,4) e R4, B e R®*,; (1.175d)

A= (S ?) f=16€R. (1.175¢)

O

Tarkastelemme vain sellaisia matriisien osituksia, joissa alakkaisten osittei-
den sarakemédrat ovat samat ja samoin rinnakkaisten ositteiden vaakarivien
lukumaéérét ovat samat.

Esimerkki 1.11. Regressioanalyysissi kiytetdan usein seuraavanlaista mer-
kintdtapaa:

X=(1,:X9)=(1p:X1:...:Xp) (1.176)
/
1 X(1)
1 Xl(z)
= ) e R+ X on ns. mallimatriisi,
1 x/

missé 1,, (tai lyhyesti 1) on n elementin pystyvektori "tolppaykkonen”, ja x;
sisaltad ¢. selittdjamuuttujan x; saamat n havaintoarvoa. Télloin tietenkin

x; €R", i=1,... .k, xp €RF i=1,...,n. (1.177)

Matriisi X sisédltda siis varsinaisten selittdjien saamat arvot ja X:n ensim-
maéinen sarake 1, saa perustelunsa regressiomallin vakiotermistd. Mainitta-
koon vield, ettd jos merkitiin B = (gi) missid Bx € R* ja u = X}, niin

p=Xp=(1,:Xyp) (gi) = Bol, + XoBx, (1.1784a)

pi =Bo+x;Bx, i=1,...,n. (1.178b)

O]
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Jos A € R™ ™ niin A:ta sanotaan neliomatriisiksi. Neliomatriisin A ele-
mentit a11, age, ass, ..., G, muodostavat A:n ldvistdjin eli diagonaalin. Mer-
kinta diag(A) tarkoittaa matriisia

aill 0 e 0
0 aso ... 0
diag(A) =A;=| . . I (1.179)
0 0 Ann
Voimme kiyttdd myos merkintéé
diag(a11, ag9,ass, ..., an,) = diag(A) . (1.180)

Lavistdjamatriisiksi sanotaan neliomatriisia, jonka kaikki ei-lavistdjaelementit
ovat nollia.
Neliomatriisin A, xy, jdljelld eli tracella tarkoitetaan A:n lavistdjaelement-
tien summaa:
tr(A) =ai1 + a2+ -+ ann - (1.181)

Havaitsemme valittomaésti, ettd esim. kovarianssimatriisin jalki on varianssien
summa:

1.182a

1.182b

( )
( )
(1.182c)
(1.182d)

Yksinkertaisesta méaaritelmastaan huolimatta trace-operaattori osoittautuu yl-
lattavan kayttokelpoiseksi monissa yhteyksissé.
Edelleen merkitadn

10 ... 0
01 ... 0
L,.=1|. . . | =(i1:i2: ... 1 i,), yksikkomatriisi,
00 1
0
0
ij=|[1], j. elementti on 1, muut nollia, yksikkovektori.
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Kuten aiemmin on jo todettu, matriisin A (n x m) transpoosilla tarkoite-
taan matriisia A’ (m x n), joka saadaan vaihtamalla A:n kukin sarake vastaa-
vaksi vaakariviksi. Siten esim.

aj
ajy
Al=(aj:ay:...:a,) = . (1.183)

On helppo havaita, etté jos

!/ /
A:(E g) niin A/:<g, g,). (1.184)

Tarkastellaan esimerkkind matriisia

100 0
2 30 0 B 0 10
N R
789 10
Télléin
124 7
B ¢\ |035 8| .
(o E,>_0069 = A (1.185b)
00 0 10

Matriisi A (1.185a):ssa on esimerkki yldkolmiomatriisista: sen lavistajin yla-
puoliset elementit ovat kaikki nollia. Vastaavasti maaritelliin alakolmiomat-
riisi.

Neliomatriisi A on symmetrinen, jos A’ = A. Luonnollisesti satunnaisvek-
torin x kovarianssimatriisi cov(x) on symmetrinen, mutta satunnaisvektorien
x ja y keskindinen kovarianssimatriisi cov(x,y) ei tietenkaén vilttdméattéa ole
symmetrinen eiké edes neliomatriisi. Jos A’ = —A | niin A on vinosymmetri-
nen. Esimerkiksi

0 1 -1
A=|-1 0 0 (1.186)
1 0 0

on vinosymmetrinen.

Mainittakoon vield taméan luvun lopuksi, ettd matriisien ja lineaarialgebran
roolia lineaarisissa malleissa ja monimuuttujamenetelmissa ovat lyhyesti kési-
telleet arikkeleissaan Puntanen, Seber & Styan (2013a,b).
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Harjoitustehtavia

1.1. Tarkastellaan muuttujia yi, y2 ja ys, joiden korrelaatiomatriisi on

1 r 713
R=|r 1 r |=corg(yi:y2:Y3)-
rg1 r 1

Maérita rq3 siten etté osittaiskorrelaatiokerroin r13.0 = 0. Osittaiskorre-
laatiokertoimen lauseke on

. Tey — TzzTyz
Tey-z = 5 5
\/(1 - sz)(l - Tyz)

1.2. Tarkastellaan symmetristd matriisia

I r2 ri3
R=|ra 1 wreg],
r3i T3z 1
jossa |rial, |r13| ja |res| < 1. T&lléin R on siis tavallaan”ehdokas” kor-
relaatiomatriisiksi eli se "néyttdd” korrelaatiomatriisilta. (On osoitet-
tavissa, ettd R on korrelaatiomatriisi jos ja vain jos jokin seuraavista

yhtépitavista ehdoista on voimassa.) Osoita seuraavien viiden viitteen
keskindinen yhtapitavyys:

(a) |rig3] <1, (b) |riz2] <1, (c) |rasa| <1,
(d) ¥y + r¥g + r3g — 2ri9rizrey < 1,
(e) det(R) >0 [det = determinantti].

Huom: Osittaiskorrelaatiota r;;.;, tarkasteltaessa on oletettava, etta 7”1‘21@ <
1 ja rJQ-k < 1. Ks. determinantti: (4.22) (s. 132).

1.3. Laske osittaiskorrelaatiokertoimet pcor(y;, Yi+2 | Yi+1) = 0ii+2-i+1 Seu-
raavasta korrelaatiomatriisista:

Y1 1 o 0F .. Q”‘;

Y2 0 1 0 ce. 0 o
cor(y) =cor | . | = : : : : = {071}

yn Qn.— 1 Qn‘— 2 Qn'— 3 1

1 2 3 4
5 6 7 8
A= 9 10 11 12

13 14 15 16
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1.5.

1.6.

voidaan osittaa? Huomaa, ettd tarkastelemme vain sellaisia osituksia,
joissa aina kahden alakkaisen ositteen sarakeméirit ovat samat ja sa-
moin kahden rinnakkaisen ositteen vaakarivien lukumééarit ovat samat.

Tarkastellaan vektoreita

0 1 1 1 1
x=|(1], y=1]0]|, u= 1 , v=1]1 ja 1=|1
0 1 -2 V2 1

(a) Piirrd muuttuja-avaruuteen (R3) vektoreiden x ja y virittimé taso
% (x : y). Havaitse, ettd x ja y ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan:
x'y = 0.

(b) Maérita reaaliluvut a ja b siten ettd y = al + bx.

(c¢) Todista tasmallisesti: €(x:y) =€ (x:1) =% (y: 1).

Piirrd aineiston (x : y) pisteparvi havaintoavaruuteen R?. Regres-

siosuora?

2

(e) Piirré aineiston (x : y : 1) pisteparvi havaintoavaruuteen R3.
(f) Tee kohdat (a)—(e) vektoreille u ja v.

Oheisessa kuvion 1.15 pisteparvessa tdytetty ympyrd ® merkitsee, etta
kyseessd on mies ja avoin ympyrda O kertoo kyseessd on nainen. Lisdk-
si ympyran koko kertoo havainnon saaman arvon muuttujalla z (suuri
ympyra = suuri arvo). Muodosta alkuperédinen havaintomatriisi U (suu-
rinpiirtein). Maarita lisdksi z:n ja y:n vélinen korrelaatio (a) naisten
ryhmésséd, (b) miesten keskuudessa, (c) koko aineistossa.

y
6 —
5 [ ]
s °
3 o O
2+ O
1+ o o

Kuvio 1.15. Tehtéavdan 1.6 liittyva pisteparvi.
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1.7. Maaritd alkuperdiset havaintomatriisit seuraavista frekvenssitaulukois-
ta (jokaisessa on rivimuuttujana z). Laske my6s kunkin muuttujaparin
korrelaatiot. Mitéd tapahtuu, jos nollafrekvenssi vaihtaa paikkaa muiden
frekvenssien pysyesséa keskendédn yhtasuurina? Miké on se lineaarinen yh-
teys, joka vallitsee muuttujien y ja u valilla (kun siis y:n arvoa 0 vastaa
wn arvo 2 ja y:n arvoa 1 vastaa wn arvo 5)?

011 1 012 2 o1 1

Y 1lo 1 1/0 2 1/0 1

1.8. Tarkastellaan seuraavien taulukkojen mukaisten satunnaismuuttujapa-
rien jakaumia: kunkin arvoparin todenndkoisyys saadaan jakamalla so-

lussa oleva luku kaikkien solujen lukujen summalla. Laske kunkin muut-
tujaparin korrelaatiot.

(a) y (b) z () u
01

0 1
0/1 1 01 2 0
110 1|2 o 1
1.9. Tarkastellaan taulukkoa (c) seki sen esitystd todennéakoisyyksien avulla
(kaikki taulukon luvut jaetaan n:lla):

o

o
QS| =

Y Y
0 1 yht 0 1 yht
x 0 a b «a . 0 pu pi2 p
1 c d p 1 pa1 p22 po
yht v 0 n yht p1 pa 1
Osoita etta
E(y) = —= ; E(z) =2 = 7
n n n n
Var(y):5(15> Zéz, Var(:v)zﬁ(lﬁ) :ég’
n n nn n n nn
ad — be ad — be
cov(z,y) =

|
S
no
Q
Q
Py
8
s
Il
IS
Il
ﬂ
™
)
[«

[lmaise em. lausekkeet myos todennakoisyyksien avulla.

1.10. Jos tulkitsemme taulukon (c) aivan tavalliseksi frekvenssitaulukoksi,
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1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

niin siitd lasketut otossuureet ovat seuraavat (miksi?):

_ 0 _ B 9 1 ~6 9 1 af
r=—, y=—-, Sz: ) Sy: T
n n n—1mn n—1n
1 ad—be
Smy:n_l n Tay =T = 0.
Huom: Taulukosta (c) laskettu khiin nelié on x? = %:{%C)z = nr?.

Satunnaismuuttujien x ja y yhteisjakauma ilmenee oheisista taulukois-
ta: kunkin arvoparin todennakoéisyys on solussa oleva luku. Merkitdan
u = (). Mééritad E(u), cov(u) ja cor(u).

y y
1 2 3 1 2 3

x 1[1/9 1/9 1/9 z 1[0 0 1/3
201/9 1/9 1/9 2/ 0 1/3 0
301/9 1/9 1/9 3/1/3 0 0

Tarkastellaan tilannetta, jossa aineistoon halutaan sovittaa regressio-
malliksi 3. asteen polynomi y = By + S1x + Box? + Baax® + €. Selittijit
ovat talldin siis 2:n potensseja: x1 = x, o = 22, x3 = 2°. Aineisto on
kerétty siten, ettd selitettdvd muuttuja y on havainnoitu x:n arvoilla 1,
2,3, ..., 10. Muodosta mallimatriisi X1px4 = (1 : X1 : X2 : x3). Enté jos
jokaisella z:n arvolla on havainnoitu y kolme kertaa?

Oletetaan, ettd meilld on kaksi postipakettia, A ja B, joiden todellisis-
ta painoista olemme kiinnostuneita. Kaytossia on vaaka, joka antaa A:n
painoksi 300 g ja B:n painoksi 500 g. Kun ne punnitaan yhdessa, vaaka
nayttdd 1100 g. Kuten huomaat, mittaustuloksissa on satunnaisvirhet-
ta: vaaka ei samaa esinettd punnitessa anna vélttdméatta samaa tulosta.
Muodosta aineistosta havaintomatriisi. Entd jos A punnitaan a kertaa,
B b kertaa ja yhteispunnitus toistetaan ¢ kertaa?

Miké on seuraavan siirtyméamatriisin tulkinta? Ks. Feller (1957, s. 341).

1 0 00 ... 000
q 0 p 0 ... 000
0O g 0Op ... 000
P= O R ptg=1
0 0 0O qg 0 p
0 0 0 O 0 0 1
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1.15. Tarkastellaan kolmen tilan siirtyméatodennékoéisyysmatriisia

19/20 1/20 0
P=| 0o 2/3 1/3],
1/5 0 4/5

missé tilat ovat £ ="olio nukkuu”, Fo ="liikkuu”, F3 = "sy6”. Siis jos
olio on alunperin tilassa F1, niin todennékéisyys ettd se on seuraava-
na ajanhetkend tilassa E; on 1. vaakarivin luku p;;. Siséltdkoon vek-
tori xo alkutilan (hetki 0) todennékoisyysjakauman. Talloin hetken 1
todennékoisyydet saadaan lausekkeesta x; = P'x(. Vastaavasti saadaan
x9 = P’xq, .... Tutki Survolla tilatodennakoisyyksien mahdollista sup-
penemista, kun xo = (1,0, 0) eli alussa olio nukkuu. Toisin sanoen: tut-
ki miten kay lausekkeelle (P’)"x(, kun n kasvaa. Kokeile myos jollakin
muulla xqg:n arvolla.

Mustonen (1996, ss. 199-201)

1.16. Kuinka monta erilaista lukua enintdén voi olla p muuttujan (a) korre-
laatiomatriisissa, (b) kovarianssimatriisissa?

1.17. Osoita, ettd matriisi A — A’ on vinosymmetrinen.
1.18. Olkoon C =1,, — J, missa J = {%} Maarita tr(J) ja tr(C).
1.19. Olkoon U’ = (u; : uz)’ = (@) : ugg) : ... : Ug,)) satunnaisotos 2-

ulotteisesta jakaumasta, jonka odotusarvo on u, kovarianssimatriisi on
3, ja korrelaatiomatriisi on p. Vakuuttaudu, etta

2
(a) cov[vec(u; : ug)] = cov <u1> = (UlI" 012I"> =Xol,,

uy onl, o031,

u; In QIQIn
cor|vec(uy : us)| = cor = =p®I,,
[vec(uy : uz)] <uj> (ml” L ) peL,

&)
: _ up | _ (P 0) _
cor[vec(u; : u(;))] = cor <u(')) — (0 p) =Lap.

1.20. Olkoon y = (}3) palauttamatta poimittu yksinkertainen satunnaiso-
tos luvuista {1,2,3,4}. Osoita, ettd y:n todennikoisyysjakauma on ku-
vion 1.16 mukainen. (Vrt myos esimerkki 1.5, s. 41.) Kaikki 12 mah-
dollista arvoparia ovat nyt yhtd todennékoisid. Méaritd y:n odotusarvo
E(y), y:n kovarianssimatriisi cov(y) ja y:n korrelaatiomatriisi cor(y).

(b) cov[vec(ug) : ugy)] = cov (u(i)> = <§ g) =L®X,
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y
4 — o o} o
3 o e} e}
2 o (0] O
1+ e} (0] e}

I I I I X
1 2 3 4

Kuvio 1.16. (Ks. tehtéva 1.20.) Kaksiulotteinen diskreetti todennékaisyysja-
kauma: kunkin arvoparin todennékéisyys 1—12

1.21.

1.22.

Oletetaan ettd muuttujista y; ja yo on saatu 12 havaintoa, jotka ryhmit-
tyvéat edellisen tehtavd kuvion 2 tapaan. Muodosta (Survon toimituskent-
tédn) alkuperédinen havaintomatriisi Y = (y; : y2). Laske muuttujien
keskiarvot, kovarianssimatriisi covq(Y') seké korrelaatiomatriisi corg(Y).
Vertaa tuloksia edellisen tehtavéin tuloksiin. Ks. myos kuvion 1.17 (s. 68)
mukainen tulostus.

Tarkastellaan seuraavaa aineistoa:
2 2\ Antti
U= (x:y)=|5 2| Liisa
5 5/ Leena

Oheisena on kaksi kuviota odottamassa tdydennystéd: toinen on havain-
toavaruus ja toinen muuttuja-avaruus, joudut valitsemaan kumpaan ku-
vioon milloinkin piirrat.

(a) Piirrd havainnot havaintoavaruuteen.

(b) Piirrd muuttujien x ja y keskiarvovektori a.

(d) Piirrd muuttujavektori y.

)
)
(c) Piirrd keskistettyd 1. havaintoa vastaava piste @y).
)
(e) Piirrd y:n keskiarvovektori y.

)

(f) Piirra keskistetty §.
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68

- - SURVO MM Thu Sep 23 18:58:46 2010 C.\ SJP\ D\ 2000

108 *

JOCRENCORR TWELVE, CUR+1 / VARS=X,y

110 *Means, std.devs and correlations of TWELVE N=12
111 *Variable Mean Std.dev.

112 *x 2.500000 1.167748

113 *y 2.500000 1.167748

114 *Correlations:

115* X y

116 * x 1.0000 -0.3333

117*y -0.3333 1.0000

118 *

119* sx=1.167748 SX2=SX"2  Sy=sXx

120 * sx2= 1.363635391504 = x:n otosvarianssi

121 * sxy=sx*sy*rxy = otoskovarianssi sxy=-0.45454513050133

122 * rxy=-1/3 datasta

123 *

124 * my=mx mx=2.5 = x:n odotusarvo kun sita pidetdén sat.mjana

125 * = x:n keskiarvo kun aineisto on empiirinen data
sigmax2=((1-mx)"2+(2-mx)"2+(3-mx)"2+(4-mx

126 * sig 2=((1-mx)"2+(2-mx)"2+(3-mx)"2+(4-mx)"2)/4

127 * sigmax2= 1.25 teoreettinen varianssi

128 * sigmax=SQRT(sigmax2) sigmax= 1.1180339887499

129 * sigmay2=sigmax2 sigmay=sigmax

130 * Satunnaismuuttuja X on Tasd(1,4), joten diskreetin tasajakauman

131 * ominaisuuksien nojalla VARX=(K"2-1)/12 K=4

132* VARX=  1.25 (= teoreettinen varianssi; eroaa otosvarianssistal)

133 *

134 * YEIRICEIEVEW Jos télla vakiolla kerrotaan sx2, sy2 ja sxy, niin

135* saadaan teoreettiset varianssit ja kovarianssi (MIKSI?)

100

136 * Teoreettinen varianssi on vakio*sx2= 1.2499991088787

137 * Teoreettinen kovarianssi on cov=vakio*sxy

138 *

139 * cov= -0.41666636962622 eoreettinen kovarianssi SERONESNIVA

140 * cor=cov/SQRT(sigmax*sigmay)

141 * cor= -0.37267773056891

142 * COR=  -0.33333333333333

143 * COV=-(N+1)/12 COV= -0.41666666666667

144 * (MK10- 002, MKT-01-TW

Kuvio 1.17. Harjoitustehtavadn 1.21 liittyvid laskelmia.
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-6-5-4-3-2-101 23456
X

c)

1.23. Vektorit x ja y ovat ortonormaaleja, jos x'x = y'y = 1 ja x'y = 0.
Matriisi A on ortogonaalinen, jos se on nelidmatriisi ja sen sarakkeet
ovat keskendidn ortonormaaleja eli kaikki sarakkeet ovat 1:n pituisia ja
keskenéén kohtisuorassa (jolloin my6s sen vaakariveilld on vastaava omi-
naisuus). Mitké seuraavista matriiseista ovat

1
2

sarakkeittain ortogonaalisia, A

vaakariveittdin ortogonaalisia,

4
5

vaakariveittdin ortonormaaleja,

e

o Biivs Bivs B ov B o
Qo aaaa
vl wilwllwllw
0 3 " "0 -
0 b0 =95 43 9
Q0 Qa0
™ = T = T

(1)
(2)
(3) sarakkeittain ortonormaaleja,
(4)
(5)

ortogonaalisia?
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10
0.5 —-0.5
A_( ) B0 1
—-0.5 0.5 0 0
2 =2
1 1
o= (1) p-l{1 2
V2 2 1
1 1 1 1
11-1 -1 1 1 cosa —sina
E 2|1 1 -1 1 F_<sina cosoz)
-1 1 1 -1
1 V3 f 1 -1t
G=- 0 0 Hzi -2 01
-3 1 1 11

1.24 (Kontingessitaulukko). Tarkastellaan dikotomisia muuttujia x (arvot Ay,

As) ja y (arvot By, Bs). Oletetaan ettd meilld on n havaintoa néistd
muuttujista. Maaritellddn uudet muuttujat x; ja xo seuraavasti:

x1 = 1 jos x saa arvon Aq, ja 1 = 0 muuten,

xo = 1 jos x saa arvon As, ja x5 = 0 muuten,

ja olkoot y1 ja yo madritelty vastaavalla tavalla arvojen B ja B suhteen.
Merkitaén saatua n x 4-havaintomatriisia

U=(x1:x2:y1:y2) =(X:Y).

Olemme kiinnostuneita muuttujien x ja y vélisesté tilastollisesta riip-
puvuudesta ja sen vuoksi muodostamme seuraavan frekvenssitaulukon
(kontingenssitaulukon):

Yy
Bi By |yht
Ay | fir fiz | m
Ao | far faa | T2
vht | 1 ¢o n

X

Olkoon e;; solun (i, j) odotettu frekvenssi (x>-testisuuretta varten las-
kettu) ja merkitaan
Ticj i fiz
eii=—, E=(e1:e), F= = (f;:1f9),
K n (12 e2) <f21 f22> (£1: £2)
jac=(c), r= (7). Oletetaan, ettd vektorien c ja r kaikki elementit
ovat nollasta eroavia. Osoita:
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listen jakaumien suhteelliset frekvenssit.
(e) F—E = X'CY, missi C on keskistéjamatriisi ja -~ (F — E) on -
ja y-muuttujien vélinen kovarianssimatriisi.

1.25. (Jatkoa ...)

(f) Osoita ettd X'CY, X'CX ja Y'CY ovat kaksoiskeskitettyjd; Ay,
on kaksoiskeskitetty jos Al, = 0, ja A'l, = 0,.

(g) Osoitaettd 1,, € €(X)NE(Y) ja ettd on mahdollista etta dim €'(X)N
¢(Y) > 1.

(h) Osoita:
r(YCY)=1(CY)=c—-1 ja r(X'CX)=r(CX)=r—1,

missé ¢ ja r viittaavat muuttujien y ja x eri kategorioiden lukumé&é-
riin; tassa tilanteessa tietenkin ¢ = r = 2.

(i) Osoita, ettd (Y'Y)™! on matriisin Y/CY yleistetty kiinteismatriisi,
ts.

YCY (YY) YCY=YCY,
(Dc — Lec) D' (D — led) =D — Led.

(j) Miké on matriisin G tulkinta:
G = Vn(X'X)"12X/CY(Y'Y) /2 = /nDR*(F - E)D /2.

1.26 (Taikanelio). Matriisi

16 3 2 13

5 10 11 8

A= 9 6 7 12
4 15 14 1

maédrittelee taikanelion ts. k x k-taulukon, jossa sarake-, rivi- sekd kum-
matkin diagonaalisummat ovat samoja (taikasumma, magic sum), 34
tassa tapauksessa; nyt k£ = 4. Matriisi A maérittelee klassisen taikane-
lion, koska A:n elementit ovat kokonaisluvut 1,2, ..., k?. Voimme kutsua
A:ta taikamatriisiksi.
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Osoita, ettd 34 on on yksi A:n ominaisarvo eli on olemassa nollasta
poikkeava vektori t € R* siten ettd At = 34t. Vakuuttaudu (vaikkapa
tietokoneen avulla) ettd 0 on my6s A:n ominaisarvo.

Osoita, ettd Moore—Penrose -inverssi

275 —201 —167 173
L1 37 —-31 —65 139
©34-80 | —99 105 71 3

—133 207 241 —235

on myos taikanelio ja ettd sen taikasumma on 1/34.
Trenkler & Trenkler (2001).

ALBRECHT DURER (1471-1520). ENGRAYING: «MELENCOLIA In

Kuvio 1.18. (Ks. tehtévd 1.26.) Matriisin A méarittelemé taikanelio esiintyy
Albrecht Diirerin kuparikaiverruksessa Melencolia 1. Postimerkit Aitutakilta
(Cook Islands) 1986 ja Mongoliasta 1978.

1.27. Tutustu Vehkalahden & Sundin (2015) artikkeliin Survo-ristikoista.

1.28. Olkoon

8 1 6 6 1 8 0 01
A=13 57|, B=|75 3|, F=|010
4 9 2 2 9 4 1 00

(a) Miké yhteys on matriisien A, B ja F vililli? Mikd on F~1?
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(b) Méiritd matriisien = A, &

A, 1B ja F ominaisarvot.

1.29. Matriisia A, x, sanotaan stokastiseksi, jos kaikki sen elementit a;; > 0
ja A1, = 1, ja kaksoisstokastiseksi, jos lisiksi A’l, = 1,. Jos vield
lisdksi A:n molemmat diagonaalisummat ovat ykkosid, on A supersto-
kastinen. T&lloin tietenkin %M on superstokastinen, jos M on taika-
matriisi ja m vastaava taikasumma. Kokeile tietokoneella mité tapahtuu
lausekkeelle (%M)k, kun £k =1,2,...

1.30. Selitd muuttujaa y muuttujilla z; ja xs kun

0.4 19.7 19.7
2.8 19.1 19.3
4.0 18.2 18.6
6.0 52 79
1.1 43 44
26 93 96
71 3.6 8.0
5.3 148 15.7
9.7 11.9 154
(X1:%2:y) = 3.1 93 98

9.9 28 10.3
5.3 99 11.2
6.7 154 16.8
43 2.7 5.1
6.1 10.6 12.2
9.0 16.6 18.9
4.2 114 122
4.5 188 19.3
5.2 156 16.5
4.3 179 184

Mités tuumit siité, ettd y? = 22 + 23 ?
Katso http://andrewgelman.com/2004/11/22/a_ linear regres/
Gelman (2004).


http://andrewgelman.com/2004/11/22/a_linear_regres/

Luku 2

Peruslaskutoimituksia ja
geometrisia tarkasteluja

Jalassani on kuolio. Ndinké kauhealla tavalla
menetdn hyvin jalkani, vaikka se on tdihdn asti
uskollisesti palvellut minua vaeltavan eldmdni aikana
vain harvoin hervoten altani, milloin saatana on
vietellyt minut nauttimaan litaksi viinid.

Mika Waltari (1949): Mikael Hakim.

Kasittelemme téssé ja seuraavassa luvussa matriisilaskennan perusoperaatioi-
ta: summaa ja kertolaskua. Néitd on jo késitelty luvussa 1 mutta tehdaédn se
nyt hieman perustellisemmin. Matriisien A, xm ja Bnxm summa maéritellaan
siten, ettd se on matriisi, joka saadaan laskemalla A:n ja B:n "paillekkaiset”
elementit yhteen. Siten jos C = A + B, niin ¢;; = a;; + b;;. Erityisesti jos a ja
b ovat n elementin pystyvektoreita, niin niiden summa c on

a1 b1 a1 + by c1
a2 by as + by Co

a+b=|  [+]|.|= . = =c (2.1)
an, by, an + by Cn

Seuraavat yhteenlaskun ominaisuudet on helppo vahvistaa:
Y. A+B=B+A,
Y2 (A+B)+C=A+(B+0C),

Y3. A(A+B) =AA + B, A€ R,

74
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Y4 (A+B) =A'"+B.
Olkoon A € R™™ ja B € R™*P ja olkoon C matriisien A ja B tulo:
AnXmBmxp = Cn><p . (22)

Talloin C:n elementit lasketaan seuraavasti:

m
Cij = Z aikbkj = ai1b1j + aingj +---+ aimbmj . (2.3)
k=1

Jos A on ositettu vaakariveittiin ja B sarakkeittain, niin

/ / / /
AB = a(2) (bl by ‘b ) _ a(2)b1 a(2)b2 e a(2)bp (2 4)
= ) : ..ot by) = . : : .
/ / / /
a, a(n)bl a(n)bg . a(n)bp

eli tulon AB elementit ovat A:n vaakarivien transpoosien a(;) ja B:n sarak-
keiden b; sisatuloja:

AnxmBmxp = {a(;b;} = {(a@), bj)} = {c;} e RV (25)

Huomaa, ettd tulossa A, xmBmxp on "keskimmaéisten” matriisidimensioiden
(m) oltava samat.
Tulon A’A elementit ovat matriisin A, «,, sarakkeiden sisatuloja:

A'A = {aja;} = {(a;,a;)} € R™*"™. (2.6)

Pystyvektorin a € R™ ja vaakavektorin b’ (b € R™) tulo on

a1b1 a1b2 e albm
a2b1 a2b2 e agbm

ab’' = . . : = {a;ib;} e R"™™. (2.7)
anb1 apbs ... apby,

Téten esimerkiksi 1,1/, = {1} € R™". Kertolaskun ominaisuuksiin palaam-
me yksityiskohtaisemmin luvussa 3, mutta sitd ennen on vield syytd mainita
seuraava tarked kertolaskun ominaisuus (todistus HT):

(AB) = B'A. (2.8)
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2.1 Geometrinen tulkinta

Vektoreiden yhteenlaskulle on erittdin hyodyllistd antaa geometrinen tulkinta.
Olkoon esimerkiksi

2 1 3
a:<1>, bz(l), c:a+b:<2>. (2.9)

T4alloin kuvio 2.1 (s. 78) kertoo vektorisumman geometrisesta tulkinnasta, mi-
kéd on varmaankin lukijattarelle entuudestaan tuttua. Vakiolla kertomisen eli
saannon

al )\a1
ag )\(12

A=\ " |=] . (2.10)
an Aay,

geometrinen merkitys selvidéd kuviosta 2.3 (s. 78). Vakiolla A # 0 kertominen
antaa tulokseksi alkuperaisen vektorin a monikerran eli vektorin, joka on a:n
suuntainen (tai vastakkaissuuntainen jos A < 0) mutta pituudeltaan erilainen
(kun |A| # 1) vektori. Vektorin a pituus eli (euklidinen) normi méériteltiin jo
johdanto-luvussa lausekkeena

lall = /a3 + a3 +--- + a2 (2.11)

Vektorien erotuksen a—b ja etiisyyden d(a, b) = ||a—b|| geometrinen tulkinta
on esitetty kuviossa 2.2 (s. 78).

2.2 Vektorien lineaarikombinaatiot & sarakeavaruus

On helppo piitelld, ettd miki hyvinsd R?:n vektori voidaan ilmaista (2.9):n
vektorien a ja b lineaarikombinaationa ts. jos f € R?, niin on olemassa sellaiset
reaaliluvut « ja 3, etta

f=aa+fb. (2.12)

Vektorien a ja b kaikkien mahdollisten lineaarikombinaatioiden joukkoa sano-

taan matriisin Agyo = (a : b) sarakeavaruudeksi ja siitd kdytetddan merkintdd
C(A):

%' (A) = matriisin A = (a : b) sarakeavaruus
= {fecR*:f=aa+pb, o,BcR}. (2.13)
Sanomme, etta a ja b wvirittavat € (A)m. Kuvion 2.1 (s. 78) tilanteessa siis
€ (A) = R%

Kuvion 2.4 (s. 79) tapauksessa vektorit x ja y virittdvit origon kautta
kulkevan tason %(x : y). Jos x olisikin y:n monikerta, niin ¢ (x : y) olisi
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origon kautta kulkeva suora. Tietenkin jos x =y = 0, niin ¢(x : y) = {0} eli
pelkké origo. Sarakeavaruus ¢'(x : y) := A on vektoriavaruuden R? aliavaruus
silla se toteuttaa ehdot:

AAL u,ve A = u+ved,
AA2. D eR, ue A = lue A,
AA3. 0 € A.

Vektorit x,y € R™ ovat ortogonaalisia eli keskendén kohtisuorassa jos
(x,y) =xy =0, jota merkitiin x L y. (2.14)

Kannattaa panna merkille, ettd kohtisuoruus riippuu annetusta sisdtulosta;
(2.14):ssa on kyseesséd tavanomainen sisétulo. Jos U on jokin R™:n aliavaruus,
niin U:n ortogonaalikomplementti &+ on kaikkien niiden R™:n vektoreitten
joukko, jotka ovat kohtisuorassa jokaisen U:n vektoreiden kanssa:

Ut ={zcR":2'x =0 kaikilla x € U } . (2.15)

Jos U ja V ovat R™:mn aliavaruuksia, niin niiden summa Z on seuraava

aliavaruus:
Z=U+V={z:z=u+v,ucld,veV}. (2.16)

Erityisesti jos Y NV = {0}, merkitdén
Z=U®YV =U:mn ja V:n suora summa. (2.17)

Jos lisdksi U ja V ovat kohtisuorassa, kiytdmme merkintad Z = U BV . Lukija
varmaan allekirjoittaa seuraavan faktan:

R" =UBU. (2.18)

2.2.1 Matriisin ja pystyvektorin tulo

Matriisin A, x2 = (aj : az) sarakkeiden lineaarikombinaatio y = z1a; + x1a

voidaan esittdd matriisin A ja pystyvektorin x = (71) matriisitulona:

riail T2a12
r1a21 €2a22
z
y=Ax= (a1 : ag) <3§‘ > = r1a1 + Toag = . + . . (219)
2 . .
T1Gn1 2002

Matriisin A ja pystyvektorin x tulo Ax tarkoittaa siis sellaista A:n sarakkeiden
lineaarikombinaatiota, jossa A:n sarakkeiden kertoimina ovat x:n elementit.
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c=a+b=(@3,2)

<

b=(1,1y
T a=(2,1)

| — X
1 2 3

Kuvio 2.1. Vektoreiden a ja b summa a 4+ b = ¢ geometrisesti.

y
2 ~b] =e| = d(a.b)
= a:n ja b:n etdisyys

a=(2,1)

e:a-b:(],O)'

Kuvio 2.2. Vektoreiden a ja b erotuksen e = a — b ja etdisyyden d(a,b) =

|le]| = |]a — b|| geometrinen tulkinta.
, & C(a)
5 e=3a=(6,3)

a=(2,1)

\/

Za=—(2,1)'
Kuvio 2.3. Vektorin a monikerran 3a geometrinen tulkinta. Kuviossa myos
vektori —a. ¢’(a) on a:n virittaméa suora: ¢ (a) = {da: A€ R}.
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/- C(x:y)
y

7

Kuvio 2.4. Vektorien x ja y summa x +y = z geometrisesti; kaikki kolme
vektoria kuuluvat samaan tasoon €' (x : y). Vektori u sen sijaan on hiukan irti

tasta tasosta.

Kuvio 2.5. Vektorit a ja b virittévit tason ¢ (a : b); c ¢ € (a : b).

C@t=¢(-12), 3T #b) =130
2 +
! “la) = €((2.1))
2 T
14

Kuvio 2.6. Tissd R? = ¢¥(a) @ €(b), R? = ¢ (a) B%(a)’.
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€(a:b)t

Kuvio 2.7. Vektorit f = aa+ b ja g = va+ db geometrisesti, a > 1, f < 1,
vy<1,6>1.

Voimme myo0s ajatella matriisituloa y = Ax lineaarisena kuvauksena, jossa
vektori x € R? kuvautuu vektoriksi y € R™. Sanonta ”vektorille x on tehty
lineaarinen muunnos” tarkoittaa juuri kertolaskua Ax.

Jos ositamme A:n vaakariveittdin, voimme esittdd (2.19):n muodossa

afy) a(y)X
a’ al..x

y=Ax=| P |[x=|"® (2.20)
aly) A, X

Matriisitulon merkint6ja kayttden matriisin A, «o sarakeavaruus on tél-
16in:
% (A) = matriisin A, 2 = (a1 : ag) sarakeavaruus
={yecR":IxcR?se. y = Ax}
={Ax:xeR*}. (2.21)
On selvid, etté jos tarkastellaan vektoreiden a; ja ag kaikkien lineaarikom-

binaatioiden joukkoa %’(a; : ag), niin tdméi joukko muodostaa geometrisesti
joko

(i) origon kautta kulkevan tason [dim % (A) = 2 = rank(A)] tai
(ii) origon kautta kulkevan suoran [dim ¢’ (A) = 1 = rank(A)] tai
(iii) pelkén origon [dim € (A) = 0 = rank(A)].

Tapauksessa (iii) sekd a; ettd ag ovat nollavektoreita.
Matriisin A,x2 = (a; : ag) aste, josta kdytdmme merkintdd r(A) tai
rank(A), on joko 2, 1 tai 0. Aste on
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e 0 tdsmalleen silloin kun A =0 eli a; = a3 = 0,

e 1, mikdli a; on as:n monikerta eli on olemassa sellainen o € R, etté
a; = aay (ja ainakin toinen vektoreista a; ja ay eroaa nollavektorista),

e 2 jos aj ei ole ag:n monikerta (ja kumpikin # 0).

Jos A:n aste on sama kuin sen sarakkeiden lukumaéaédrd sanomme, ettd A:n
sarakkeet ovat vapaat eli lineaarisesti ritppumattomat; ks. §2.3 (s. 86). Voimme
myo6s sanoa, ettd talldin

A:lla on tdysi sarakeaste.
Yleisesti:

A:n aste madritellddn A:n lineaarisesti riippumattomien sarak-
keiden maksimaalisena lukuméérand; tdmaéa osoittautuu samaksi
kuin lineaarisesti riippumattomien vaakarivien maksimaalinen lu-
kumaéra.

Jos A on n X m-matriisi ja x € R™ niin

T
x2
Ax=(aj:az:...:ay)

Lm
Y1
Y2 n

=a1xr1 +asxy + - +anry, = . =y e R" (222)

Yn

Taten siis:
Ax on matriisin A sarakkeiden lineaarikombinaatio.

Nailla merkinno6illd voimme esittdd yleisessé tapauksessa matriisin A, «,, sa-
rakeavaruuden maédritelmén seuraavasti:
¢ (A) = matriisin A,,x,,m = (a1 : @ : ... : a,,) sarakeavaruus
= matriisin A, «,, sarakkeiden lineaarikombinaatioiden joukko
={yeR":IxeR"se.y=Ax=a121+ -+ anln }
={Ax:xeR™}. (2.23)
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2.2.2 Vaakavektorin ja matriisin tulo

Vaakavektorin x’ ja matriisin A,,x,, tulo on

/

!
(
!
vy =x'A = (x1,29,...,7,) (

= $1a/(1) + ,172&/(2) s+ "Ena/(n) y (224)

Amn)

eli y = x’A on A:n vaakarivien lineaarikombinaatio ja on siis tietenkin vaa-
kavektori. Esimerkiksi A:n 1. vaakarivi saadaan seuraavasti:

/
a)
/
b a(2)
ay) =i A =(1,0,...,0) : (2.25)
/
a(n)
2.2.3 Esimerkkeja
Esimerkiksi matriisin A,,«,, kaikkien sarakkeiden summa on
1
1
(aj:ag:...:ap)|.|=Al,=a;+as+ ---+a, :=scR", (2.26)
1
misté seuraa, ettd matriisin A, ., kaikkien elementtien summa on
n m
s=1,A1, =) > aj;. (2.27)
i=1j=1
Matriisin A,,x,, vaakarivien summa on vaakavektori
/
A1)
a/(2) 1
/ / /
1;1A = (1,1,,1) ) :a(l) +a(2)+a(n) ER Xm. (228)
/
A(n)

Neliomatriisin A,,«, elementtien keskiarvo a voidaan matriisimerkinndin kir-

joittaa muodossa
/ !/
_ 1,A1, _ 1AL, (2.29)
(17,1,)? n?

QI
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Luvussa 1 (s. 15) késiteltiin ns. stokastista matriisia Pyx, = (P1 @ P2 ¢
... Pn), jolla on sellainen ominaisuus, ettd sen sarakkeiden summa on

D11 D12 Din 1

P21 D22 Don 1
pi+p2t-+pu=| . |+| . |++| . |=].]|=1. (2.30a)

Pnl Pn2 Pnn 1

Yhtalon (2.30a) voimme esittda lyhyesti muodossa
Pl,=1,. (2.30b)

Matriisin A ensimméinen sarake a; saadaan kertolaskulla

1
0
(alzagz...:am) 0 :Ailzal. (231)
0
Matriisin A 1. ja 2. sarakkeen erotus on
1
-1
(al:ag:...:am) 0 :al—angil—Aig. (232)
0

Jos Uy, on havaintomatriisi, jossa on siis n havaintoa p:std muuttujasta:

/
e
1122) /
U=(w:u:...:w)=[ 7|, U=(uy:ug:...:uy), (233)
/
Un)
niin sellainen pystyvektori @ = (uy, ..., u,)’, joka sisiltda kaikkien muuttujien

keskiarvot, saadaan jakamalla U:n havaintovektoreiden u(;) summa n:lla:

U1
U2

cl
Il

1
= (ug) +ue) +-+ug)

1 1
= E(u(l) B 10 ) EEIR u(n))ln = ﬁUlln € RP, (2.34)
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2.2.4 Kertolasku ositetussa muodossa

Jos Ay xm on ositettu vaakariveittdin ja By, xp = (by :by:...: bp) sarakkeit-
tain ja AB =C,,xp =(c1:c2:...:¢p), niin
a) afyb;
a al.\b;
Abj= || b=|"P7 | =i, (2.35)
A(n) A bi

mistd saamme valittomaésti kertolaskun tarkedn ominaisuuden:

AB=A(b;:by:...:b,) =(Ab; : Aby:...: Ab,). (2.36)

2.2.5 Muuttujien lineaarikombinaatio

Tarkastellaan muuttujien x ja y havaintomatriisia U,,x2:

1 N u/(1)
T2 Y2 u]

U=@x:y)=|. |=|"? (2.37)
Tn Yn u’(n)

Voimme ajatella, ettd x ja y ovat satunnaismuuttujia, joiden muodostama
satunnaisvektori on

u= (y) ~ (), (2.38)

ja etta U = (u(l) tug) toe.. u(n)) on satunnaisotos populaatiosta, jonka
odotusarvo on p ja kovarianssimatriisi on 3.

Olkoot uudet satunnaismuuttujat z ja y satunnaismuuttujien = ja y line-
aarikombinaatioita: B

r=az+ay, y=>bx+by, (2.39)

eli
z = (a1, a2) (;j) =a'u, y=(b1,b2) (;j) =b'u. (2.40)

Kun merkitsemme u:lla muuttujien z ja y muodostamaa pystyvektoria, saam-

me yhtalon
x a'u a’
o () 0) - () eene e
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A=(a:b)= <Z; 2;) A= (E’,) — (Zi Zz) L (242)

Satunnaisvektori u saadaan siis tekemaéllé lineaarinen muunnos satunnaisvek-
torille u.

Muuttujia = ja y vastaavat empiiriset havaitut muuttujavektorit olkoot x
ja y. Talloin uusia muuttujia z ja y vastaavat muuttujavektorit ovat

missa siis

X=ax+ay=(x:y) <Zl> = Ua, (2.43a)
2
by
y=bix+by=(x:y) by ) = Ub, (2.43b)
joten uusi havaintomatriisi U = (x : y) on
U= (x:y)=(Ua:Ub)=U(a:b)=UA. (2.44)

Huomattakoon, etté (2.44):ssd on kiytetty seuraavaa matriisitulon yleista omi-
naisuutta (2.36):

F(gi:g2:...:8p) = (Fg1:Fga:...: Fgp). (2.45)

Tulon transponointisddnnon (FG) = G'F’ perusteella (2.44):std seuraa, etta
U = AU eli

() 1y ... iup)) = A’(u(l) T UGy)
= (Alugy : Alugy : ... Alug,). (2.46)
Téaten uusien ja vanhojen havaintovektoreiden vélilla on yhteys
ug = A'U(i), 1=1,2,...,n, (2.47)
kun taas muuttujavektoreiden vélinen yhteys on
x=Ua=(x:y)a, y=Ub=(x:y)b. (2.48)
Toistettakoon vield, ettd lauseke (2.47) tarkoittaa, etta
havaintovektoreille u;) tehddén lineaarinen muunnos
eli

alkuperdisten muuttujien korvaaminen lineaarikombinaatioillaan
voidaan tulkita havaintovektoreiden lineaariseksi muunnokseksi.
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Samoin on perusteltua (vield kerran) korostaa havainnoille tehtévin lineaari-
sen muunnoksen u;) = A’ u(;) vaikutusta havaintomatriisiin:

Kuvioissa 2.8 ja 2.9 on otteita Survon toimituskentésté, jossa
w 1/V2 —1/V2)\ (= e
(z) (1 /N2 12 ) \y y =

2.3 Lineaarinen riippumattomuus

On olemassa yksi erityisen mielenkiintoinen A:n sarakkeiden lineaarikombi-
naatio: nollavektori 0. Voimme kysyd mikd on se vektori x, jolla on ominai-

suus
Ax=0. (2.50)

Jos esim. A = (11), niin mm. seuraavat vektorit toteuttavat ehdon (2.50):

1 -1 1 1 1 (-1
R R A

Kaikkien niiden vektoreiden x joukkoa, jotka toteuttavat ehdon Ax = O,
sanotaan A:n nolla-avaruudeksi eli ytimeksi ja sitd merkitaan .4 (A):lla:

A (A) = matriisin A, x,, nolla-avaruus = {x e R™ : Ax=0}. (2.52)
On erityisesti huomattava, etta
C(Apxm) CR", A (Apxm) CR™. (2.53)

Olemme jo aikaisemmin késitelleet ohimennen lineaarisen riippuvuuden
kasitetta. Tasmallinen maaritelmé on seuraava:

matriisin A, «,, sarakkeet aj,ao,...,a,, € R” ovat lineaarisesti
riippumattomat eli vapaat, jos

ria1 +x0as + -+ rmam =0 <= 1 =29=---=12,,=0. (2.54)
Matriisimerkinnéin ehto (2.54) voidaan kirjoittaa
Ax=0 < x=0, (2.55)
eli nolla-avaruuden avulla esitettyna

A:n sarakkeet vapaat <= 4 (A) = {0}. (2.56)
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34 *DATA KOED,a,b,c,d

35d11 111 111 11.11111 11.11111
36 *MATRIX KOE1

37cill X y w z

38al -15 -05 -0.70711 -1.41421
39* 2 -1.5 05 -1.41421 -0.70711
40* 3 -1.5 1.5 -2.12132 0.00000
41* 4 -05 -1.5 0.70711 -1.41421
42* 5 -0.5 0.5 -0.70711 0.00000
43* 6 -05 15 -1.41421 0.70711
44+ 7 0.5 -1.5 1.41421 -0.70711
45* 8 0.5 -0.5 0.70711 0.00000
46* 9 0.5 1.5 -0.70711 1.41421
47 * 10 1.5 -15 2.12132 0.00000
48 * 11 15 -05 141421 0.70711
49b 12 15 0.5 0.70711 1.41421
50 *

51* / viedaén uudet muutujat KOED:hen

52+ / =USQRT(2)

53 * /' HUOM: riveilla a-b on seka MATRIX ettd DATA
54 *MATRIX A /Il

55* q q

56* -g ¢

57 *

58 * / pi=3.1415926535893 cos(pi/4)=0.70710678118663

59 * / A on ortogonaalinen matriisi: 45 asteen rotaatio

60 *MATRIX A

61 */f 1 2

62* 1 0.70711 0.70711

63* 2 -0.70711 0.70711

64 *

65 * / KOE2 muodostuu KOE1:n kahdesta ens. sarakk.
66 * /| *KOE3~KOE1(*,1:2)*A 12*2

67 * / annetaan KOE3:n sarakkeille nimet

68+

69 * / KOE3:ssa ovat samat w ja z KOE1:ssa (ja KOED:ss4)
70 *MATRIX KOE3

7141 w z

72* 1  -0.70711-1.41421

73* 2 -1.41421-0.70711

83*12  0.70711 1.41421
84 * (MK10-004, MKT-02-ROT1)

Kuvio 2.8. Toimituskentté, jossa muodostetaan uusi havaintomatriisi U =

UA.
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YO | NREG KOED, CUR+L  / VARS=x(X), y(Y)

88 *Means, std.devs and correl ations of KOED N=12

89 *Variable Mean Std. dev.

90 *x 0. 000000 1.167748

91 *y 0. 000000 1.167748

92 *Correl ations:

93 * X y

94 * x 1. 0000 -0.3333

95 * y -0.3333 1.0000

96 *

97 *Linear regression analysis: Data KCED, Regressand y N=12

98 *Vari abl e Regr.coeff. Std. dev. t bet a

99 *x -0. 333333 0.298142 -1.118 -0.333
100 *constant 0.000000 0.333333 0.000

101 *Variance of regressand y=1. 363636364 df=11
102 *Residual variance=1.333333333 df =10
103 *R=0.3333 R*2=0. 1111

*

105 *[CoRRNO=PYCUNNNIRY sS4 / uudet nuuttujat wja z korreloimattom a

106 *Means, std.devs and correl ations of KOED N=12

107 *Variable Mean Std. dev.
108 *w 0. 000000 1. 348399
109 *z 0. 000000 0. 953462
110 *Correl ati ons:
111 * w z
112 * w 1. 0000 -0.0000
113 * z -0.0000 1.0000

*

(MK10- 004, MKT-02- ROT1)

Kuvio 2.9. Jatkoa kuvioon 2.8.

y
2 1 o ) ~
/o o o
1+ | ;
o\
0 — \ \
\\O ‘
_1 _ \\\ “\
o o o/
-2 — - //

Kuvio 2.10. Pisteparvi toimituskentin 2.8 aineistosta KOE2.
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z y
2 - 2 —
e 0
1 1
S o o |
0 —fet® o & S o4 |
\ \
o o \
14 . yd 1- |
o | o~ E}
2 — 2 - ~ -
— — w S R B — X
@ 2 1 0 1 2 (b) 2 1 0 1 2

Kuvio 2.11. (Jatkoa kuvioon 2.10.) (a) Havaintomatriisi KOE2 on kerrottu
oikealta rotaatiomatriisilla A.(b) Havaintojen ortogonaaliset etdisyydet suo-
rasta € (t1) on merkitty nidkyviin; miké on t;?

Vastaavasti méaaritelldan, ettd vektorit aj,as,...,a,, € R™ ovat lineaarisesti
ritppuvat eli sidotut, jos ne eivit ole vapaat eli

on olemassa vektori x # 0 siten ettd Ax =0, (2.57a)

ts.
A:n sarakkeet sidotut <= 4 (A) # {0}. (2.57b)

Lineaarisen riippuvuuden késitteeseen palataan myohemmin. Esitamme
kuitenkin téssd yhteydessé vield seuraavan hyddyllisen tuloksen:

N (A) = N (A'A). (2.58)

Tulos (2.58) voidaan péitelld seuraavasti. Ensinnékin
x€EN(A) = Ax=0 = A'Ax=0 = xc AN (A'A), (2.59)
joten A (A) C A (A’A). Toisaalta

xeN(AA) = AAx=0 = xX'A'Ax=0
= Ax=0 = x€ ./ (A), (2.60)

joten myos A (A’A) C A (A) ja niin (2.58) on todistettu.
Tuloksen (2.58) perusteella voimme tehdé seuraavat pééatelmét:

A:n sarakkeet vapaat <= A’A:n sarakkeet vapaat, (2.61a)
rank(Apxm) =m <= rank(A’A) =m. (2.61b)
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Itse asiassa osoittautuu, ettd aina on voimassa
rank(A) = rank(A’A) = rank(AA’). (2.62)

Tuloksen (2.62) todistamiseksi tarkastellaan sarakeavaruuden € (A, x,) orto-
gonaalikomplementtia %’ (A)L. Se madritellldin kaikkien niiden R™:n vekto-
reitten joukkona, jotka ovat kohtisuorassa % (A):m jokaisen vektorin kanssa
ts.

F(A)t ={y € R": y'u =0 kaikillau € €(A)}
={y € R": y'Az = 0 kaikilla z € R" }
—{yeR":Aly=0}=.4(A)), (2.63)

ja nain on johdettu téarked tulos

C(A)L = 1 (A)). (2.64)

"Nastoittamalla” (2.58) molemmin puolin saadaan A (A)* = 4 (A’A)* eli
¢ (A" =F¢(A'A). (2.65)

Koska rank(U) = dim € (U), saadaan (2.62) vélittomésti (2.65):sta.
Matriisia A+ ovat kisitelleet laajahkosti Markiewicz & Puntanen (2015)
artikkelissa All about the 1 with its applications in the linear statistical models.

2.3.1 Ortogonaaliprojektio suoralle

Luvussa 1.2 (s. 31) jo tarkasteltiin vektorien vélisten kulmien yhteydessa vek-
torin y projisointia vektorin x virittamalle suoralle %(x). Kuten totesimme,
vektorin y ortogonaaliprojektio ¢'(x):lle, ¥, on se vektorin x monikerta [eli
¢ (x):m vektori|, jonka etdisyys y:sté on pienin.

ly =901 = lly — Ax|

= mi —Xx||? = mi —u)?
mAmHy x|| ug}glg()\ly |

= m/\in SSE(y; Ax) . (2.66)
Merkinta SSE(y; Ax) saa selityksensé regressioanalyysistd: SSE(y; Ax) vastaa

jaannosnelicsummaa regressiomallissa, kun y:té selitetdén (vain) x:114. Mini-
moitava funktio on siis

SSE(y; Ax) = f(\) = |ly — Xx[|? = (y — Mx)'(y — Ax)
=y'y —y'dx — XXy + \%x'x
= 2\x'x — 20y'x +y'y. (2.67)
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y — AX

Kuvio 2.12. Vakion A méérittdminen siten etté etdisyys ||y —Ax|| minimoituu;
tuloksena vektorin y ortogonaaliprojektio suoralle €' (x).

Funktion f(\) kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli. Kun f()\) derivoidaan
A:n suhteen ja asetetaan derivaatta nollaksi, saadaan yhtalo

x'x\ =x'y. (2.68)

Yhtélo 2.68 on itse asiassa erikoistapaus ns. normaaliyhtdlostd, johon paady-
tadn pienimmdan neliosumman menetelmdassd. Funktion f(\) minimi saavute-
taan kun A saa arvon

¢ Xy T oN—1/

A=—"=(xx)"'xXy, (2.69)

x'x

jolloin (1.75):n (s. 31) tapaan saamme

¥ =Ix=x\= x(x'x) %'y = Pyy, (2.70)
missé neliomatriisi
P, = x(x'x) 1% = + xx’ (2.71)
* x'x '

on ortogonaaliprojektori suoralle € (x). Matriisi Px on symmetrinen ja idem-
potentti:
PPy =Py =P/, (2.72)

-1/ 1

silld x(x'x) 71x/'x(x'x) 71x’ = x(x'x)"!x/; samoin on
(I-P)I-Py)=I-Py=(1—Py). (2.73)

Minimoitavan funktion arvoksi saadaan

SSE(y; Ax) = [ly = 91* = lly — Pxy[* = (I~ Px)y|?
=¥/ (I-Px)(I-Py)y
= y/(I - Px)y . (2'74)
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Voisimme johtaa A lausekkeen yksinkertaisesti my0s siten, ettd maéri-
tdmme vektorin Ax, jolla on sellainen ominaisuus, ettd y — Ax on kohtisuoras-
sa vektoria x vastaan [ks. (1.73), s. 31]:

X(y=Ax)=0 ts. x'xA=x'y. (2.75)

Ehto (2.75) on tietysti identtinen lausekkeen (2.68) eli "normaaliyhtalon” kans-
sa.
Téasmaéllinen todistus sille, ettd (2.75):n toteuttava A todella minimoi jién-
nésnelidsumman ||y — Ax||? on seuraava:
ly = 2x[* = [[(y = Ax) = (x = Ax)|?
= [ly — Ax[|? + [|ax = Ax|* = 2(y — Ax)' (Ax — Ax)
= ly = Ax|® + (A = Mx]® = 2 (y = x)'x(A = A)
N N —
= lly = ol + (3 = Vx| =0
> |ly - Xx|?VAeR, (2.76)

~

misséd yhtasuuruus on voimassa tietenkin vain jos A = A.

2.4 Keskiarvovektori projektiona

Miké on muuttujavektorin y € R"™ ortogonaaliprojektio vektorin 1 kautta
kulkevalle suoralle ¥'(1)? Kaavasta (2.69) seuraa valittomaésti, ettd

c_Vy 1 Y1ty Yn
A== "1y= = 2.77
1= LY - Y, (2.77)
joten haettu ortogonaaliprojektio on
]
A~ N _ g = n
y=Al=yl=| |:=yecR (2.78)
Yy

Tamé merkitsee sité, ettd lauseke Y7 (y; — a)? = ||y — a1]|? saavuttaa mini-
minsé, kun a = g, ts.

n
. N2 _ 2 . .
min Zl(yl ) = min lly — al||* = min SSE(y; al)
1=
n

= (i —9)* = SSE(y;91). (2.79)
=1
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y-y y
vl _
ly-¥]
> Cc
|¥] y =51 1

Kuvio 2.13. Vektorin y projisointi suoralle €’(1). (Kuviossa pitéisi y korvata
y:lla.)

Kiytdmme merkintdd y, X jne vektoreista, joiden jokainen elementti on ky-
seisen vektorin komponenttien keskiarvo eli vastaavan muuttujan keskiarvo.
Havaitsemme vilittomésti, ettd y on esitettévissid matriisitulona

y=9y1=111)"11y =P,y =Jy, (2.80)

missé J on ortogonaaliprojektori:

1 1 ... 1 1/
111 1 ... 1 117 1
J==|. . . |==1.]==-11" (2.81)
nil:. oo ni: n
1 1 1 1
Koska
y1—y U1
_ Y2 — Y Y2
y—y= _ =y = . | = keskistetty y, (2.82)
Yn — Y Un
niin
y-y=y-Jy=>0-J)y:=Cy, (2.83)

missd matriisi C =1 — J on keskistajamatriisi:

1-1/n —-1/n ... —1/n
-1/n 1-1/n ... —1/n
C—T-J—1-211- / ./ _ ,/ (2.84)
mn : : °. .
—1/n  —=1/n ... 1—=1/n

Seka J ettd C =1 — J ovat idempotentteja ja symmetrisié:

J=3=¥, I-HA-I)=1-J=1-1J). (2.85)
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Talloin keskistetyn muuttujavektorin pituuden nelié on

n

ly =3I =191 =D (5 = 9)> = Y5 =SSy = tyy, (2.86a)

i=1 i=1
eli matriisimerkinnéin

tyy =y = JIy|? = T Dyl* =y' T~ D)y (2.86b)
Muuttujan y otosvarianssi on suoraan verrannollinen keskistetyn y:n normin

nelioon:

1, 1

1 112 == /
= — = = C . 2.86
vara(y) = — 9" = — ¥y = —y'Cy (2.86¢)
Muuttujien x:n ja y:n vélinen tulosumma on
n
=%y = Z —7)(y; — y) = x'Cy, (2.87)
joten kovarianssi on
1 _,. 1
covy(X,y) = Sgy = — 1X’y = — 1x’Cy, (2.88)
ja korrelaatio on
X'y t 'C
ey = cOrg(X,y) = cos(X,¥) = H Xy _ Caw x>y (2.89)

2|yl ety  VxCx - y'Cy’

Olkoon vektori ¥ médritelty seuraavasti:

-y
- 1 _ 1 1 Yo —y (2.90)
Y=Y = y= . ) .
HYH Viyy Viyy
yn_g

eli ¥ on ykkosen pituiseksi skaalattu keskistetty y. Olkoon X vastaavalla tavalla
skaalattu z-muuttujaa vastaava muuttujavektori. Vektoreiden X ja ¥ avulla
lausuttuna r,, on yksinkertaisesti X:n ja y:mn sisétulo

Toy = X'y = cos(X,y). (2.91)

Kommentti 2.1. Korrelaatiokerroin on keskistettyjen muuttujavektoreiden
valisen kulman kosini — se ei ole valttaméatta sama kuin alkuperiisten muut-
tujavektoreiden vélisen kulman kosini.

Kommentti 2.2. Kuten olemme todenneet, n elementin muuttujavektori z
on keskistetty jos z1 + 22 + - - - 4+ 2, = 0 eli matriisimerkinnéin:

z on keskistetty <= 1'z=0 <= z e 4 (1') :=%(1)". (2.92)

Toisin sanoen: z on keskistetty <= z on kohtisuorassa vektoria 1 vastaan.
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2.5 Projisointi muuttuja-avaruudessa vs.
minimointi havaintoavaruudessa

Kahdessa edellisessa alaluvussa on tarkasteltu muuttuja-avaruutta: muuttu-
javektori y on projisoitu suoralle, jonka virittd&d muuttujavektori x (tai 1).
Mikéhén toimenpide havaintoavaruudessa vastaisi samaa asiaa?

Piirretadnpé téta varten kahden muuttujan pisteparvi kuvion 2.14 tapaan.

A Maija /y =0x
6

1 &3 d =3-03
4 1 Kall @ d,=3-a6
) /dl Ville d, =6-0a6

. >
170 4 6

Kuvio 2.14. Vektorin y projisointia suoralle ¢’ (x) vastaava minimointi ha-
vaintoavaruudessa: minimoidaan havaintojen y-akselin suuntaisten etéisyyk-
sien neliGsummaa suorasta y = ax. (Tulos: kulmakerroin & = 63/81 = 7/9.)

A Maija
6 +
1 &
4 y=(1, dl =3—(X
di 2
T ‘ J d,=3-0
T Kalle Ville d,=6-a
———t—t— >
2 4 6

Kuvio 2.15. Vektorin y projisointia suoralle € (1) vastaava minimointi ha-
vaintoavaruudessa: minimoidaan havaintojen y-akselin suuntaisten etéisyyk-
sien nelibsummaa suorasta y = a. (Tulos: & =y = 4.)

Oletetaan, ettd tehtavina on sijoittaa kuvioon 2.14 origon kautta kulkeva
suora y = ax. Olkoon |d;| = havaintopisteen y-akselin suuntainen etéisyys
suorasta y = ax: d; = |y; — ax;|. Néiden etdisyyksien neliéiden summa on n
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havainnon tapauksessa

gla)=di +d5+ - +d>
= (g1 — 1)’ + (g2 — ax2)® + -+ + (yn — awy,)?
= [ly — ax|f?. (2.93)

Havaitsemme valittomaésti, ettd funktion g(«) minimointi on yhtépitaviaa ai-
kaisemmin tarkastellun funktion f(\) = SSE(y; Ax) minimoinnin kanssa. Mi-
nimin antava a:n arvo on siten

/
&= o (x'x) X'y . (2.94)
Kuvion 2.14 tilanteessa & = 63/81 = 7/9 ja jaannosneliosumma SSE(y; ax) =
d.

Toisin sanoen:

muuttuja-avaruudessa tapahtuvaa y:m projisointia suoralle €'(x)
vastaa havaintoavaruudessa origon kautta kulkevan suoran sijoit-
taminen siten, ettd havaintojen suorasta y-akselin suunnassa las-
kettujen etédisyyksien neliditten summa on minimissian.

On oleellista huomata, ettd havaintoavaruudessa etdisyydet nyt lasketaan ni-
menomaan y-akselin suunnassa. Jos lasketaan havaintopisteiden kohtisuorat
etdisyydet suorasta, tilanne mutkistuu; palataan tdhédn myShemmin.

Itse asiassa origon kautta kulkevan suoran méarittamisessé edellé tarkas-
tellulla tavalla on kyse regressiosuoran méaarittdmisesté (pienimmdn nelidsum-
man menetelmalld) sellaisessa tilanteessa, jossa mallissa on vain yksi selittdja
x ja vakiotermi puuttuu eli regressiosuora pakotetaan kulkemaan origon kaut-
ta. Malli on siis

y = ax + satunnaisvirhe e . (2.95)

Entd mik& on suoralle % (1) tapahtuvaa projisointia vastaava operaatio
havaintoavaruudessa? Vastaus ilmenee kuviosta 2.15. Siind sijoitetaan piste-
parveen suora y = « siten, ettd havaintopisteiden suorasta laskettujen etai-
syyksien nelibsumma on minimissdan. Tulokseksi tulee & = y:

n
. N2 _ 2 . .
min z:l(yZ )’ = min ly —al|* = min SSE(y; al)
1=

n

=Y (i —5)* = SSE(y; 1). (2.96)
=1

Regressioanalyysin nédkokulmasta tarkasteltuna sijoitamme dataan mallin

Yy = « + satunnaisvirhe ¢, (2.97)
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eli z:114 ei ole mitddn merkitystéd, selittdjand on vain vakiotermi ja malli on
todella yksinkertainen. Pienimmén nelidsumman estimaatiksi parametrille «
tulee siis y: Kuvion 2.15 tilanteessa y = 4 ja jdénnosneliosumma SSE(y; yl) =
6.
Tavanomainen yhden selittdjéin regressiomalli, jossa on vakiotermi muka-
na, on
y = Bo + 1z + satunnaisvirhe e. (2.98)

Pienimman neliGsumman menetelmé tarkoittaa, ettd aineistoon sijoitetaan
suora y = [y + [z siten ettd havaintopisteiden suorasta (y-akselin suunnas-
sa) laskettujen etdisyyksien neliosumma SSE(y;18y + x/£1) on minimissdén.
Tata minimointia vastaa muuttuja-avaruudessa vektorin y projisointi matrii-
sin (1 : x) sarakeavaruudelle — palataan asiaan!

2.6 Keskiarvovektorit & tulosummamatriisi
havaintomatriisista

Tarkastellaan n havainnon ja p muuttujan havaintomatriisia Uy, ja merki-
taan

/
(
uy,
U=(w:uy:...:uy) = (‘) , (2.99)

/
()

missé siis pystyvektori u; sisdltdd ensimmaéisen muuttujan — merkittakéon
sitd u1:114 — saamat n havaintoarvoa ja p elementin vaakavektori u’(l) sisaltad
ensimmadisen havaintoyksikon saamat arvot eri muuttujilla eli

e u(p) on 1. havaintovektori, u() € R,
e u; on 1. muuttujavektori, u; € R".

Muuttujan u; keskiarvo u; saadaan laskemalla U:n 1. sarakkeen u; luvut
yhteen ja jakamalla summa n:lla:
1
iy = 1/ u; = (1/,1,)7'1 u; . (2.100)
n

Talloin

u; =u1l, = | . | =Ju = u;mn ortogonaaliprojektio € (1):lle.  (2.101)
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Vastaavasti sellainen pystyvektori a = (uy,...,up)’, joka sisiltdd kaikkien
muuttujien keskiarvot, saadaan jakamalla U:n havaintovektoreiden summa

n:1la:

1
u= . = ;(u(1)+u(2)+"'+U(n)) € RP, (2.102)

Matriisin U vaakarivien summa transponoituna eli siis lauseke u(q)+---+u,)
voidaan esittdd matriisitulona

(uay tu) et upy)ly = U1, = ) + U)o Uy, (2.103)

joten
1
u=-U'1, e R". (2.104)
n

Jos keskistdmme kolmen muuttujan havaintomatriisin U = (x : y : z), niin
tulos on

U:(xyz ):csz:i):(x—fc:y—y:z—z):(i:y:z)

x1 x Yy z x1—T Yy1—Y 21—2
r Yy z To—T Y2—Y 22—2
Tn Yn Z2n Ty z Tpn =T Yn—Y 2n—2
ufy) ufyy — W
! =/ ! =/
() u Uy, — W
ug) — @) )
— =~/
_ | e -7 _ | e (2.105)
(U — 1) Uiy,
missd t = (7,9, z)’. On huomattava etta
Tr; — x
ﬁ(l) = U(Z) —u= Yi — g (2.106)
Z; — z

on keskistetty i. havaintovektori: i. havainnon tapauksessa kunkin muuttujan
havaitusta arvosta on vdhennetty vastaavan muuttujan keskiarvo. On hyva
tehda selvaksi ero keskistetyn muuttujan ja keskistetyn havainnon valilla:
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e keskistetty muuttuja y on muuttujavektorin y ja sen keskiarvovekto-
rin y = g1, erotus y —y (€ R™ kun havaintojen lukumééra on n)

e keskistetty havainto @i(;) on havaintovektorin u;) ja kaikkien muuttujien
keskiarvovektorin u erotus u) —ua (€ RP kun muuttujien lukumééra on

D).

Jos tarkasteltavat muuttujat ovat uy, us, us, joista jokaisesta on n havain-
toa, niin (2.105):n mukainen esitys on tietenkin

U] U2 U13 up Uz U3
- U21 U2 U3 up U U3
U= -

Upl Un2 Up3 up U U3

U] — Ul U2 — U2 U3 — U3
Ugl — U1 Uz — U2 U3 — U3 ~ ~
- . . . = {uij — Uj} = {’U,Z]} . (2.107)

Up] — UL Up2 — U2 Up3 — U3

Joissakin tilanteissa, esim. haettaessa "poikkeavaa” havaintoa, voi olla kiin-
nostavaa tietdd havaintovektorin u;) euklidinen etdisyys keskiarvovektoris-
ta U. Tamén etdisyyden nelio on tietenkin keskistetyn havaintovektorin pituu-
den nelio:

= (i , (2.108)

mistd kolmen muuttujan (z, y, z) tapauksessa tulee siis

lug) — a2 = (2 — )% + (g — §)° + (2 — 2) (2.109)

Vastaavasti kahden havaintovektorin vélinen etaisyys on
lagy —uagll, (2.110)
jonka nelién arvo kolmen muuttujan tapauksessa on tietenkin
(zi — )% + (v —y5)> + (2 — 2j)*. (2.111)

Jos pisteparvi on ryhmittynyt jollakin erityiselld tavalla muuttujien kes-
kin&isestd korrelaatiosta tai erilaisista variansseista johtuen, on luonnollista
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ajatella, ettd euklidinen etdisyys ei kuvaakaan kovin hyvin havainnon poik-
keavuutta. Mahalanobisin etdisyyden yhteydessd palataan tdhén asiaan; ha-
vaintovektorin u(;) Mahalanobisin etéisyys (neliditynd) keskiarvovektorista a
on lauseke

MHLN?(ug;), @,8) = (ug) — 0)'S™ (u) — 1), (2.112)
missé S on aineiston kovarianssimatriisi. Jos muuttujat ovat korreloimattomia

eli S on livistdjamatriisi S = diag(s2, 332/, 52), saamme

(z; —2)*  (yi—9)?* (21— 2)?
2 2 + 2 :
s2 52 s2

MHLN?(u;), @, ) = (2.113)

2.6.1 Tulosummamatriisi

Tarkastellaan havaintomatriisia U = (uy : ug : ug) ja olkoon sen keskistetty
versio

ﬁ:(ul—ﬁl:ug—IZJQIU?,—ﬁg):(ﬁlZﬁ2:ﬁ3). (2.114)
Talléin muuttujien u; ja u; vilinen tulosumma on

i, = u;(I —J)u; = uQCuj . (2.115)

tiy = (i — W) (u; — ;) = &

Matriisitulon méiritelmin mukaan tulon U’U elementit ovat U:n sarakkeiden
sisatuloja:

=~/

o bt tin tiz ti3

UU= |0, |(@:02:03) ={W0,} = |[tar t2o to3|, (2.116)
i} t31 t32 33

eli tulosummamatriisi T = U'U. Koska U = CU, saamme
T=U'U=(CUCU=UCU=U(I-J)U. (2.117)
Havaintovektorien avulla voimme esittaéd tulosummamatriisin seuraavasti:
T=U'(I-J)U=UU-JU)JU

:(U(l):...ZU(n))(U(l)2...IU(n))/—(u:...:l_l)(l_l:...:l_l),

= Z u(i)u’(i) — nutd’
i=1

(ug) — )’
= (CU)/CU = (11(1) —ua:...: U(p) — a)
(U(n) — 1_1)/
= > (ug) — ) (ug — ). (2.118)
i=1

eli vield kerran:
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T=U1-J)U = {u;Cu;} = {(w; — ;) (u; — 1)}

= (ug —a)(ug — 1) =) ugug —nad', (2.119)
=1 =1

Kommentti 2.3. (Mahalanobisin etéisyys projektorin avulla.) Havaintovek-
torin u;;) Mahalanobisin etdisyys (neli6ityni) keskiarvovektorista @ on siis
lauseke

MHLN?(ug;), @, 8) = (ug) — 0)'S™ ! (uy) — ) = d7 (2.120)
misséd S on aineiston kovarianssimatriisi. Havaintomatriisi U transpoosi on
U’ = (up) : ... ug,)) ja sen keskistetty versio

ﬁl = (U_(l) —ua:...: U_(n) - ﬁ) = (ﬁ(l) Ceeld ﬁ(n)) . (2.121)

Talloin 4. keskistetty havaintovektori saadaan laskutoimituksella

i) = Ui, (2.122)
missa
i; = (0,...,1(=i. elementti),...,0)". (2.123)
Téaten
dz2 = ﬁ’(i)S_lﬁ(i)
= iU U'U)"'U;
= (n— 1 {UUU)" U
= (n — 1)iPgi;
=(n—1)pu, (2.124)
missa o N
Py =U(U'U)'U = {p;} (2.125)

on ortogonaaliprojektori € (U):lle. Kaava (2.124) on varsin kiitevé tapa las-
kea Mahalanobisin etédisyydet. Ortogonaaliprojektorin lavistdjaelementeilld on
ominaisuus 0 < p; < 1, joten d? <n-—-1,7=1,...,n. ]
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Esimerkki 2.1. Tarkastellaan seuraavaa jo aiemmin késiteltyé aineistoa; ku-
viot 2.16 and 2.17 havainnollistavat tilannetta.

1 1\ Kalle
U=(x:y)= (4 1| Ville |, (2.126a)
4 4/ Maija
_ T 1 1 4 3
3 2
g=31=3|, y=91=|2], (2.126¢)
3 2
. 11 3 2 92 1 Ty
U=x:9)=[4 1|-[3 2|=[ 1 -1 |=[0,]|, (2126q)
4 4 3 2 12 i,

3 3/2 A1 =12
sz<3/2 3>, 81:9<_1/2 1), (2.126e)

) =ug) — = G) — (g) = (:i) : (2.126f)

Lisaksi
Jugy — 4 = lug —a* =5, [ug -1u>=2, (2.126g)
MHLN?(u;),6,8) =4/3, i=1,2,3. (2.126h)
Korostettakoon vield kerran, ettd u ja G(;) ovat havaintoavaruuden vekto-
reita, mutta y ja X ovat muuttuja-avaruuden vektoreita. ]
Siis:

e havaintoaineiston keskistadminen merkitsee havaintoavaruudessa vain ori-
gon siirtoa: pisteparvi vain vaihtaa paikkaa,

e muuttuja-avaruudessa keskistdminen merkitsee muuttujavektoreiden pro-
jisointia %’(1):n ortogonaalikomplementille — tdhin palataan my6hem-
min,

e muuttujan y kertominen vakiolla ¢ # 1, a > 0, merkitsee muuttuja-
avaruudessa muuttujavektorin y pituuden muutosta, havaintoavaruuden
pisteparvessa se merkitsee y-akselin skaalauksen muutosta (esim. senteis-
td milleihin).
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y

4 -
3
2 |
1 -
0

Kall

Maija

Ville

-1
2 -
-3

—— T T 7
® 321012 3 4

X

Maija

0 ®
-1 /6/
Kallg(/ Ville

T 1 1 T 1
b 3 2.1 01 2 3 4

X

Kuvio 2.16. (Esimerkki 2.1) (a) Alkuperéinen aineisto, (b) keskistetty aineis-
to. Keskiarvopiste 1 = (z,y)" merkitty e:1la. Kuviossa on myos konfidenssiel-
lipsi (normaalijakauman mukaisesti). Kaikilla havainnoilla sama Mahalanobi-
sin etaisyys keskiarvosta. Kyseesséd havaintoavaruus.

Kuvio 2.17. (Esimerkki 2.1) Muuttujavektori y havaintoarvaruudessa R?; §

on keskistetty y jay = Jy.
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Katsotaanpa vield Kalle-havainnon etiisyyttd (nelioén korotettuna) kes-
kiarvosta u eli keskistetyn havaintovektorin pituuden neliotéa

1o |? = @yt = (-2)* + (-1)* =5, (2.127)

mika siis on keskistetyn havaintomatriisin U ensimmaéisen vaakarivin lukujen
nelididen summa. Matriisin U kaikkien elementtien nelididen summa on

ﬁ/(l)fl(l) + fll(Q)ﬁ(g) + ﬁ/(3)ﬁ(3) = Hﬁ(l)H2 + Hﬁ(g)”2 + Hﬁ(3)”2 =SSy, (2.128)
joka siis tietenkin on sarakkeittain tarkasteltuna
SSu = SS. + S8, = ||| + |7/ (2.129)

Luku SSy on matriisin U Frobeniuksen normin nelio:
~ n p
U7 =" af=SSu . (2.130)
i=1j=1

Luku SSy kertoo tavallaan aineiston kokonaisvaihtelusta. Jakamalla SSy lu-
vulla (n — 1) saadaan tulokseksi muuttujien varianssien summa:

1
1 SSu = varq(x) + varg(y) = trfcovq(U)] = tr(S). (2.131)
n —
Havaintoavaruudessa tulkittuna SSy on havaintojen etéisyyksien neliGitten
summa, etdisyydet laskettuna keskiarvosta u. Muuttuja-avaruudessa se on
keskistettyjen muuttujavektorien normien nelididen summa. Voimme ilmaista
SSy:n my6s matriisin jaljen avulla seuraavasti:

SSy = tr(U'U) = |U||% = tr(U'CU) = tx(T). (2.132)



Luku 3

Kertolasku

Kiitos vitmeisestd ja anteeksi, jos kdyttdydyin
sopimattomasti, mutta kayttaydyn yleensd
sopimattomasti ja kaikki thmiset tietdvdt jo sen,
niin ettei siind pitdisi olla mitdadn yllattdvdaa.
Kuule, taisin unohtaa syddmeni sinne luoksesi.

Mika Waltari (1949): Nelji paivinlaskua.

3.1 Maaritelma

Olemme jo aiemmin kisitelleet vaakavektorin a’ ja pystyvektorin b tuloa (eli
a:n ja b:n sisituloa)

a’b = aib) + asby + -+ + ayb, = (a,b) = b'a = (b,a). (3.1)
Samoin on méaritelty matriisin A, «,, ja pystyvektorin b € R™ tuloksi lauseke
b1
bo
Ab:(alzagz...:am) : =aiby +ashy + - +anby, . (32)
bm
Vaakavektorin x’ ja matriisin A,,x,, tulo on A:n vaakarivien lineaarikombi-
naatio
/
)
ay)
x'A = (z1,79,...,7,) = z18(y) + T2a(9) -+ + Tndly, - (3.3)
/
A(n)

Néamaé lausekkeet ovat erikoistapauksia yleisestd matriisien kertolaskusdannos-
td. Olkoon A € R™™™ ja B € R™*P_ ja olkoon C matriisien A ja B tulo:

AnXmBmXp = Cnxp . (34)

105
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Talloin C:n elementit lasketaan seuraavasti:

m
Cij = Z aikbkj = ailblj + az‘szj + -+ az’mbmj . (35)
k=1
Esimerkiksi
m
Co3 = Z a2kbrs = a21b13 + azabaz + - - + azmbms . (3.6)
k=1

Yksinkertaisin muistisddnto kertolaskulle on seuraava: Jos A, «,, Kkirjoitetaan
vaakariveittdin ja B,,x, sarakkeittain ositettuna, niin [ks. (2.4), s. 75]

a/ a/ bl a/ b2 o a/ b
AB = (.2) (by:bg:...:by) = (2? (2.) (2? P
a/(n) a’(n)b1 a’(n)bz a,(n)bp
= {afyb;} = {(ag). b)} = {eiy)
(ricaie i) € RV 67

Lausekkeesta (3.7) havaitaan, ettd A:n i. vaakarivin transpoosi aj,, asetetaan
B:n j. sarakkeen b; paalle, paallekkaiset elementit kerrotaan ja tulot lasketaan
yhteen; niin saadaan tulomatriisin ¢. rivin j. elementti. Jotta kertolasku A:n
ja B:n valilla olisi méaritelty, on

A:n sarakkeiden lukumé&aridn oltava sama kuin B:n vaakarivien
lukumaaran.

Vektoreiden u, v € R” sisidtulo méériteltiin lausekkeena (u,v) = u'v. Té-
ten matriisitulon AB (= C) elementit ovat tiettyja sisétuloja: AB = {c¢;;} =
{(a@),bj)}, ts. cij on Am i. vaakavektorin (transpoosin) ja B:n j. sarakkeen
sisétulo. Esimerkiksi A’A on télléin

A'A=(aj:as:...:ay) (a1 az:...:a)
aj
aj )
=1 . (arrag:...:ay) ={aja;} = {(a;,a;)}. (3.8)
al,

Esimerkki 3.1.

1
12 3
(a)<456>1

N DN DN
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1 0 0 1 2 1 2
(n) |0 1 0 3 4]1=13 4
0 0O 5 6 0 0
() cosa —sina cosa sina) (1 0
© sin «v COs & —sina cosa/  \0 1
110 0 ‘; b—a
(p) |-1 0 1 0 =|c—a
100 1 fl d—a

1 /-1 —
(q)A:2<\/:1§ _?) — A2=A', A'=A, AA =1,

3.2 Kertolaskun ominaisuuksia

Seuraavassa on lueteltu joitakin helposti todistettavia kertolaskun ominaisuuk-
sia:

K1. (AB)C = A(BC) = ABC,

K2. A(B+C) = AB + AC,

K3. (A +B)C = AC + BC,

K4. (ABY = B'A/,

K5. A’A ja AA’ ovat aina symmetrisia,

K6. AB = 0, mutta silti voi olla A # 0, B #£ 0,
K7. A2=A < I-A?=1-A,

K8 A2=A — AF=A, k=12,...

K9. AB # BA (yleensi),

K10. LAY = MAY # LA = MA (yleensi),
Kil. AAA=0 < A =0,

Ki2. tr(AB) = tr(BA) (kun A € R™*"™ ja B € R"™*"),
K13 A =0 < tr(A’A) =0,

K14. x'y = y'’x € R, kun x,y € R",
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K15 xX'Axmy = yA'x = tr(x’Ay) = tr(Ayx’) € R, kun x € R", y € R™,
K16. (x'Apxmy)? = yYA'xx'Ay, kun x € R", y € R™.

On erityisesti huomattava, ettd em. ominaisuuksia tarkastellessa on mat-
riisien dimensioiden oltava sopivia ts. rivi- ja sarakelukuméérien on oltava
sellaiset, etté kyseiset laskutoimitukset ovat méaariteltyjé. Esimerkiksi matrii-
sin jiljen kommutatiivisuus tr(AB) = tr(BA) edellyttad, ettd tulot AB ja
BA ovat olemassa; tdméahan toteutuu vain jos A on n X m-matriisi ja B:n on
m X n-matriisi. Mainittakoon, ettd jiljen kommutatiivisuus on aivan erityi-
sen hyodyllinen tulos ja lukijan on hyva kéyd& sen todistus yksityiskohtaisesti
lapi.

Reaaliluvuillahan on voimassa

ab=0 <= a=0ja/taib=0. (3.9)

Vastaava tulos ei kuitenkaan pdde matriiseille. Samoin nollasta poikkeavilla
reaaliluvuilla a, y, £, m on tietenkin voimassa

lay = may = la=ma = {=m. (3.10)

Matriiseilla ei kuitenkaan ole vastaavaa supistussdantod — vain erikoistilan-
teessa voimme matriisiyhtalosta

LA = MA (3.11)

supistaa matriisin A pois ja pdatya yhtaloon L = M.
Jos A on n X n-nelidmatriisi ja B, x, toteuttaa yhtdlon

AB=BA=1,, (3.12)

niin kertomalla (3.11) oikealta B:lld saadaan A supistetuksi. Ehdon (3.12)
toteuttava matriisi B on A:n kddnteismatriisi ja merkitsemme sitd symbolil-
la A=, Jos A~! on olemassa, sanomme A:ta epdisingulaariseksi matriisiksi.

Havaitsemme vilittomésti mm., etta jos d; # 0, ¢ =1,2,...,n, niin
d 0 ... 0 1/dy 0 ... 0
D= ? df "l = pio ? 1/:d2 | (3.13)
0 0 ... d 0 0 ... 1/d,

Seuraavassa on muutamia hyodyllisid supistussaantoja:
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3.2.1 Supistussaiantoja

§51. AAA=0 = A=0

§52. AAAB=0 — AB=0

553 AAAC=A'AD — AC=AD

554. A’Ax=0 = Ax=0

555 xX’A’/Ax=0 = Ax=0

556. Ax=0Vx = A=0

S557. Ax=BxVx = A=B

558. Olkoot A:n vaakarivit vapaat. Talloin LA = MA = L =M.
559. Olkoot B:n sarakkeet vapaat. Talloin BF = BG — F = G.
5§510. Olkoon r(AY) =r(A). Tallsin LAY = MAY = LA = MA.
S§511. Olkoon r(DA) =r(A). Télloin DAM = DAN — AM = AN.

5512, Olkoon y jokin annettu R™:n vektori, y # 0. Talloin

YQx =0V Q,xp, = x=0.

Saanto SSI seuraa siitd, ettd matriisin A’A i. ldvistdelementti on (3.8):mn
mukaan aja;, mikd on tietenkin 0 vain jos a; = 0. Koska néin on oltava kaikilla
i:n arvoilla, on A valttdmattd nollamatriisi.

Tulos SS2 saadaan kertomalla yhtalo A’AB = 0 vasemmalta B’:lla ja
merkitsemilli AB = F. Nyt F'F = 0 toteutuu vain jos F = AB = 0.

Sdannoén SS3 osoittamiseksi kirjoitetaan se muotoon

A’A(C-D)=0. (3.14)
Kertomalla (3.14) vasemmalta (C — D)":lla saadaan
(C-D)YA’'A(C-D)=0. (3.15)

Kéyttamalla tulon transponointisidéntod [A(C — D)) = (C — D)’A’ voimme
kirjoittaa (3.15):n yhtépitavésti

[A(C - D)'A(C-D)=0, (3.16)

mistd SSI:n perusteella seuraa, ettd A(C — D) =0eli AC = AD.
Ominaisuuksia S54 ja SS5 kasiteltiin jo luvussa 2.3 (s. 86) matriisin sa-
rakkeiden lineaarisen riippumattomuuden yhteydessé, jolloin myos kéasiteltiin
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matriisin nolla-avaruutta .4 (A). Nyt S54 merkitsee itse asiassa luvun 2.3 tu-
losta (2.58) (s. 89):
N (A) = AN (A'A). (3.17)

Saanté SS8. Luvussa 2.3 (s. 90) havaitsimme, ettéd jos B:n sarakkeet ovat
vapaat, niin silloin myos matriisin BB sarakkeet ovat vapaat. Jos neliomatrii-
sin B'B sarakkeet ovat vapaat, niin silld on olemassa kifnteismatriisi (B'B) 1.
Vastaavasti jos A:n vaakarivit ovat vapaat, niin silloin on (AA’)~! olemassa.
Kertomalla yhtélon

LA = MA (3.18)

oikealta matriisilla A’(AA’)~! saamme A:n supistetuksi, joten SS8 on todel-
lakin voimassa. Tuloksen SS9 todistus on aivan vastaava.

Astesupistussdannot SS10 ja SSI11: ks. Puntanen, Styan & Isotalo (2011,
Ch. 6).

Esimerkki 3.2. (a) Milloin yht&lo
(A +B)>=A%+2AB + B? (3.19)
on voimassa? Koska
(A+B)?=(A+B)(A+B)=A%+ AB { BA | B, (3.20)

havaitsemme, ettd (3.19) toteutuu jos ja vain jos AB + BA = 2AB, miki
puolestaan toteutuu jos ja vain jos AB = BA.
(b) Onkohan olemassa sellaista epésingulaarista matriisia A, joka toteut-

taa yhtalon
AB-BA=A. (3.21)

Kerrotaan (3.21) oikealta A~':114, jolloin saadaan yht#lo
ABA™' -B=1. (3.22)

Ottamalla jalki (trace) (3.22):n kummaltakin puolelta ja kéyttaméalla jaljen
kommutatiivisuutta paddytdaén ristiriitaan, joten vastaus (b)-kohdan kysy-
mykseen on ei.

(¢) Onko olemassa sellaisia matriiseja P ja Q jotka toteuttavat yhtalon

PQ-QP =17 (3.23)

Tuloksen tr(PQ) = tr(QP) avulla on helposti havaittavissa, etta vastaus on
et.
(d) Olkoon A neliomatriisi. Osoita etté

tr(A’A) > tr(A?), (3.24)
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ja etta yhtédsuuruus on voimassa jos ja vain jos A on symmetrinen. Todistuksen
aluksi havaitsemme ensinni etta

tr(A’ — A)(A' - A) :==trDD’ > 0. (3.25)

Lisaksi

tr(A’ — A)(A' — A) = tr(A’ — A)(A — A)
tr(A’A — A’A’ — AA + AA)
tr(A’A) — tr[(A?)] — tr(A?) + tr(AA)

2tr(A’A) — 2tr(A?), (3.26)

missd on kiytetty hyviksi yhtdlod tr[(A2)] = tr(A?). Viite (3.24) seuraa
(3.25):sta ja (3.26):std. Yhtédsuuruusehto on viliton seuraus K13:sta. O
3.3 Ositettujen matriisien kertolasku

Ositettujen matriisien kertolasku — mikéli ositteet ovat sopivan kokoisia — voi-
daan suorittaa siten, ettd kuvitellaan ositteiden olevan reaalilukuja. Téten

A B E F) [(AE+BG AF+BH (3.27)
C D/\G H/ \CE+DG CF+DH)’ '
Itse asiassa olemme jo useasti soveltaneet ositettujen matriisien kertolaskusian-

to4. Esimerkiksi kertolasku Ax, kun A € R™ " ja x € R™, voidaan kirjoittaa
muodossa

esimerkiksi:

x1
2
Ax=(aj:az:...:ap)| . | =a1z1 +axa+ -+ apam, (3.28)

Tm

mikd on aivan sama sddnto kuin jos a;:t olisivatkin reaalilukuja. Jos A osite-
taan vaakariveittdin, saamme

a) ay)X
a/ al, X

Ax = (_2) X = (2_) (3.29)
An) A(m)X

Kertolasku A, x B, xp voidaan kirjoittaa muodossa

AB =A(b;:by:...:b,)=(Aby1: Aby:...: Ab,), (3.30)
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ja

Havaitsemme myo0s, etté

AA/:(al:aQ:...

Esimerkki 3.3.

! !
a) a)B
! !
AB_ |20 | g_ 2B
/ /
Ap) a,B
a)
a./
fap) ‘2 = ala’1 + agaé + -
a}

1 4 .
o6 e

3 6

-1 0 0
) |- 10
-1 0 1

1
=12]@23) +
3

Yo

Y2
Y3

S Ot

a’a a’'B
B'a BB

(4,5,6)

(3.31)

(3.32)

O]

Esimerkki 3.4. Kuten jo (1.66):ssa (s. 30) todettiin, on matriisin Ay, ele-
menttien neliGsumma

|Al|% = tr(A’A)

iiaj

i=1j=1

(3.33)

missé |A| p viittaa A:n euklidisen eli Frobeniuksen normiin. Tamé perustuu

siis siihen, etta

tr(A’A) =

aja; ajas

aba; abao

/ /
a,ar a,ag

/ /
=aja; tasas+---

= |la1|* + l|laz||* +

/
+a,,anm

o a1 =

(3.34)
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Olemme my6s havainneet, etté

ai

|A|% = [vec(A)] vec(A) = || vec(A)|*, kun vec(A) = 61:2 . (3.35)

am

Matriisien A, xm ja Bpxm sisdtulo méariteltiin sivulla 30 vektorien sisé-
tuloa vastaten seuraavasti:

n m
(A,B) = Z Zaijbij = [vec(A)] vec(B)
i=1j=1
=ajb; +abby +--- +a], b, = tr(A'B). (3.36)
Matriisien A ja B etdisyys (neliditynd) on (perustele viimeinen yhtalo!):

*(A,B) =) (aij —by)* = |A - B|%
i=1j=1

=tr[(A — B) (A — B)] = tr(A’A) + tr(B'B) — 2tr(A’B). (3.37)
Mainittakoon vielé seuraava epayhtélo:
[tr(A'B)]? < tr(A’A) - tr(B'B) . (3.38)
Epéyhtalo (3.38) seuraa Cauchyn—Schwarzin epayhtalosta
(W'v)? <u'u-v'v, (3.39)

kun huomataan, ettd voimme valita u = vec(A), v = vec(B). Milloin (3.38):ssi
on voimassa yhtasuuruus? O

3.4 Lineaarinen yhtaloryhma

Lineaarinen yhtéloryhméa
2x1 + 322 =06

41 + 59 =7

voidaan esittdd matriisien avulla seuraavasti:

G2 -(5) ax-v (3.1

Yleisessa tapauksessa voimme tarkastella m tuntemattoman ja n yhtdlon yh-
taloryhmaé

(3.40)

1171 + a1222 + - + ATy = Y1

ag1x1 + a2 + - + aomTm = Y2 (3.42)

Ap1x1 + @4p2T2 + - - + GmTm = Yn
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joka matriisien avulla voidaan esittéda seuraavasti:

ail ai2 A1m Y1
ao1 a22 a2m Y2
T+ | L | met Tt : Tm=|. |, (3.43a)
anl an?2 Anm Yn
ajxry +agxy + -+ apTm =Y, (3.43b)
1
T3
(aj:ag:...:am) .| =Y (3.43c¢)
Tm
Ax =y. (3.43d)

Tilanne (3.43d):ssé on siis se, ettd matriisi A (n x m) ja vektori y (n x 1) on
annettu ja ongelmana on 16ytéé sellainen vektori x (mx 1), ettd yhtdlo Ax =y
toteutuu. Tunnetusti lineaarisella yhtaloryhmalla on joko

(a) ei yhtddn ratkaisua, tai

(b) yksikésitteinen ratkaisu, tai

(c) aarettoméin monta ratkaisua.

Sarakevaruuden avulla voimme luonnehtia ratkaisujen olemassaoloa siten, ettéa

yhtdlolla Ax = y on ratkaisu (ts. yhtdlé on ratkeava) téasméalleen
silloin kun y kuuluu A:n sarakevaruuteen % (A).

Jos ratkaisu on olemassa, niin se on yksikéasitteinen vain jos A:n sarakkeet ovat
vapaat. Télloin nimittdin A:n sarakkeet muodostavat ' (A):n kannan ja x:mn
komponentit muodostavat y:n koordinaatit tdmén kannan suhteen. Kunkin
vektorin koordinaatit annetun kannan suhteen ovat yksikésitteiset.

Jos A:n sarakkeet ovat vapaat, niin silloin myos neliomatriisin A’ A sarak-
keet ovat vapaat ja silli on olemassa kidnteismatriisi (A’A)~!. Kertomalla
(ratkeava) yhtilo Ax = y vasemmalta matriisilla (A’A)~'A’ saamme ratkai-
suksi x = (A’A)"1A’y. Jos A on nelidmatriisi, jonka sarakkeet ovat vapaat,
niin tietenkin x = A~ ly.

3.4.1 Yleistetty kadnteismatriisi

Olkoon A annettu n x m-matriisi ja G olkoon jokin m X n-matriisi joka to-
teuttaa ehdon
AGA=A. (mpl)
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Talloin matriisia G sanotaan A:n yleistetyksi kddnteismatriisiksi ja siitd voi-
daan kayttaa merkintdd A~. Yleistetty kdénteismatriisi ei valttamaétta ole yk-
sikéisitteinen — se on aina olemassa, mutta se on yksikésitteinen vain jos A1
on olemassa. Kaikkien yleistettyjen kdanteismatriisien joukkoa merkitsemme
symbolilla {A™}. Jos yhtéalé Ax = y on ratkeava (eli jos vektori y kuuluu A:n
sarakeavaruuteen), niin yksi sen ratkaisu on

Gy. (3.44)

Ratkeavan yhtélon Ax = y yleinen ratkaisu eli kaikkien ratkaisujen joukko
saadaan lausekkeesta
Gy + (I, — GA)z, (3.45)

missd G on jokin kiinted A:n yleistetty kaddnteismatriisi ja z on mielivaltai-
nen m elementin vektori. Kun siis z:aa varioidaan, saadaan yhtdlon Ax =y
kaikki ratkaisut generoiduksi. Toisaalta on osoitettavissa, ettéd lauseke Gy ge-
neroi kaikki (ratkeavan) yhtélon Ax = y ratkaisut, kun G kiy lapi kaikki
mahdolliset A:n yleistetyt kd&nteismatriisit.

Lukija saattaa muistaa lineaarialgebrasta, ettd ratkeavan yhtalon Ax =y
yleinen ratkaisu x¢ voidaan myos esittdd muodossa

xp = {yhtdlon Ax =y jokin ratkaisu} + {yht&lon Ax = 0 yleinen ratkaisu} .
(3.46)
Yleistettyyn kéddnteismatriisiin liittyvét nelji Mooren—Penrosen ehtoa:

(mpl) AATA =A, (mp2) ATAAT = AT,

+ +y/ + AV (3.47)
(mp3) AA™ =(AA™), (mp4) ATA=(ATA)".

Ehdon (mpi) toteuttavaa matriisia sanotaan joskus {i}-inverssiksi, jos halu-

taan tdsmentdd minka ehdon ko. matriisi toteuttaa naista neljasta. Erityisesti

sovitaan sanonnoista

(mpl) & (mp2) <= G € {A],}: refleksiivinen g-inverssi,
kaikki 4 ehtoa <= G = At: Mooren—Penrosen inverssi.

Mooren—Penrosen inverssi on yksikésitteinen ja se on aina olemassa. Jos A
on episingulaarinen (nelidmatriisi), niin AT = A~!. Harjoitustehtivini on
osoittaa, ettd jos matriiisin A, x,, sarakkeet ovat vapaat, niin A:n Mooren—
Penrosen inverssi on

At = (A’A)IA (3.48)

Lavistdjdmatriisin A Mooren—Penrosen inverssi AT saadaan kun nollasta
poikkevat lavistdjaelementit korvataan kaanteisluvuillaan (ja nollat pysyvét
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nollina). Esimerkiksi:

0000 /0 0 0 0
0a 00| [0 1/ 0 o
0o0bo|l fo 0o 1/6 0 (3.49)
000 ¢ 0 0 0 1/c

Yleistettyihin kadnteismatriiseihin palataan yksityiskohtaisemmin luvussa
10 (s. 335).
3.4.2 Yleistetty kadnteismatriisi & normaaliyhtilo

Tarkastellaan seuraavaa yhtaloryhméé, jossa on y-havaintoja kolmesta eri ryh-
masta:

ryhmaé 1: y11 = Bo + A1 +en
Y12 = Bo + 1 +e12
ryhmd 2: y21 = o + B2 + €21
Y22 = o + B2 + €22 (3.50)
Y23 = Bo + B2 + €93
ryhmd 3: y31 = Bo + B3 + €31
y32 = Bo + B3 + €32

Talloin on kyseessé lineaarinen malli
y=XpB+e, (3.51)

jota voidaan kéyttdd kolmen ryhmén varianssianalyysissd. Mallimatriisi X on

1, 1, 0 O
X=(1,:x1:x2:%x3)=|1, 0 1, O], a+b+c=n, (3.52)
1. 0 0 1,
ja vektori y ositettu siten etté
Y11 Y21 Y31
y1
Y12 Y22 Y32
y=|y2|. yi=| .|, ya=| . |, ys=|. [, (3.53)
V3 : : :
Yla Y2p Y3e

missd y; sisaltdd i. ryhmén havainnot. Parametrivektorin 8 = (8, 1, 82, 83)’
pienimmén neliosumman estimaatti @ ratkaistaan normaaliyhtdlosta:

X'XB3 =X'y. (3.54)



3.4. Lineaarinen yhtaloryhma 118

Nyt X:n sarakkeet eivit ole vapaat, koska 1. sarake on muiden summa, joten
X’'X:n kidanteismatriisi ei ole olemassa. Talloin

/ / !/
L0y (0]
XX=|w@ " "1l 0o 1, 0]= (3.55)
U T b 0 b 0
o o 1) \'° ¢ c 00 c
Aukikirjoitettuna normaaliyhtdlé on:
nBo+ apy +bBy + cfs =1y
aBy + af =1
5A0 B ) 7}’1 (3.56)
bBo + b2 = 1;y2
cBo +cfs = 1ly3

Normaaliyht&lolla (3.56) on ratkaisu mutta ratkaisu ei ole yksikésitteinen:
ratkaisuja on ddreton madra. Searlen (1982, s. 398) mukaan on kyseenalaista
kutsua ei-yksikésitteista B:a estimaatiksi; Searle puhuu vain "normaaliyhtélon
ratkaisusta” téssé tapauksessa. Yksi ratkaisu (3.56):lle saadaan valitsemalla
By = 0, jolloin ) A A

=91, Boa=1u2, P3=1u3. (3.57)

Matriisin X’X yksi yleistetty kdanteismatriisi on

0 0 0 0
(X'X)™ = 8 1éa 1% 8 : (3.58)
0 0 0 1/c
jonka avulla saadaan (3.57):n mukainen ratkaisu
B = (X'X) X'y = (0.1 52,73)" (3.59)

Mitké ehdot (3.58):n mukainen (X’'X)~ toteuttaa ehdoista (mpi)?
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3.5 Lavistajamatriisilla kertominen

Olkoon D,, € R™*™ lavistdjamatriisi ja A € R™* ™. Silloin havaitaan, ettd

AD,,=(aj:az:...:a,)Dy
ail a2 aim\ (di O
az1 a2 a2m 0 do
Apl Ap2 ... Gpm 0 0
a11dy  aiodo a1mdm
ag1d;  agads a2m dm,
anldl an2d2 anmdm

A

(d1a1 . dgag e dmam) . (360)

Vastaavasti jos D,, on n x n-lavistdjamatriisi, saadaan

/
(
/
@ f =
a’

(n)

dra11  diai
doasr  daazm

dpant  dpan2

di 0
0 dy
0O O
dra1m

doasm

dpanm

0 ai; a2 ... Qim
0 a1 a2 ... Qao2m
dp, apl Gp2 ... Gpm
dga/
=@ (3.61)
I
dnay)

Siis kerrottaessa A oikealta lavistdjamatriisilla D, tulevat A:n sarakkeet ker-
rotuiksi D,,,:n vastaavilla elementeilld; vasemmalta kerrottaessa A:n vaakari-
vit tulevat kerrotuiksi D,,:n vastaavilla elementeilld. Yhteenvetona siis:

ADm = (d1a1 : dgaz L.

drar1dy

daaz1dy
DnAnXmDm = .

dpap1dy

tdma),

dra12da
doasads

dpanads

dea’

DA=| @, (3.62a)
/
dna(n)

drarmdm,
doaomdm,

dpanmdm
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Havaitsemme myos, etté
AD,, A" = dya;a) + deasal + - + dpanal,, (3.63a)
A'D,A = dla(l)azl) + dga(z)ab) +---+ dna(n)a'(n) . (3.63b)

3.5.1 Sarakkeiden skaalaus & kosinit

Voimme skaalata matriisin A,,x., sarakkeet 1:n pituisiksi seuraavasti. Ensin-
nikin muistamme, ettd A’A:n lavistajalla ovat A:n sarakkeiden pituuksien
neliot:

diag(A'A) = diag([la1*, 2], .. ., [lam]?) - (3.64)
Merkitdan
[diag(A’A)]"/? = diag(||ay ], [z, .-, [[aml]) , (3.65)

ja (olettaen ettd a; 20,1 =1,...,m)

1/laq| 0 0
0 1/|la 0
agaray 2= | 0 Ml (3.66)
0 0 .o 1/an

Talloin matriisin A sarakkeiden skaalaus 1:n pituisiksi on esitettévissd mat-
riisitulona

A = Aldiag(A’A)] V2 =(a;:ay:...:a,). (3.67)
Nyt
. ! a’,
cos(aj, a;) = 28 - . = ala; = cos(a;,aj), (3.68)
\/a;ai -aja, \/agai \/a;.aj

joten A:n sarakkeiden vélisten kulmien kosinit ovat matriisin A’ A elementteja.
Toisin sanoen: vektoreiden a; vélisten kulmien kosinit on katevé laskea siten,
etta

(COS) (a) ensin skaalataan vektorit a; ykkosen pituisiksi: tuloksena aj, ao,
MR g‘m )

(b) sitten lasketaan sisdtulot aja;: tuloksena cos(a;,a;).
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3.5.2 Korrelaatio-, kovarianssi- ja tulosummamatriisi

Esimerkki 3.5. Tarkastellaan korrelaatio-, kovarianssi- ja tulosummamatrii-
sin vélistd yhteyttd kolmen muuttujan aineistossa:

o tin tiz ti3
T=UU=UI-J)U= [ty toy tog| =ssp(U), tulosummamatriisi,

l31 132 133
2
1 s S12 S13
S = 1T = |s21 83 s93| = covq(U), kovarianssimatriisi,
n— 2
S31 S32 83
1 ri2 rs3
R=|r1 1 79| =corg(U), korrelaatiomatriisi.

r3; r3z 1

Merkitdan edelleen

tn1 0 0 2 0 0
Ts=diag(T)=|[ 0 tp» 0 [, Ss=diag(S)=|0 s3 0], (3.69)
0 0 ts3 0 0 s3
S1 0 0
si?=[0 s o0]. (3.70)
0 0 s3
Talloin
o 12qa-1/2 _ mp—1/2 —1/2
R =S; '"SS; =T; ""TT;
1/81 0 0 S11 S12 S13 1/81 0 0
= 0 1/82 0 S$921 S22 S923 0 1/52 0
0 0 1/83 831 S32 S33 0 0 1/83
= [diag(U'0)] />0 U[diag(U'0)]"/* = 0’0, (3.71)
ja
s1 O 0 1 12 T13 s1 O 0
S=S/’RS;*=[0 s5 0||ras 1 rs||0 s 0]. (372
0 0 S3 31 T32 1 0 0 S3

Merkintd D'/2 tarkoittaa matriisin D nelidjuurta eli matriisia, jolla on omi-
naisuus DY/2DY2 = D (ks. s. 198). Kun D on livistéjamatriisi, on D'/? =

diag(\/dn, eV dnn)-
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Korostettakoon vield kaavan

corg(U) =R =00 = [diag(ﬁ’ﬁ)]_lmﬁlﬁ [diag(ﬁ’fj)]_l/z

= [diag(U'CU)]~/?2U’'CU[diag(U'CU)| ~1/2 (3.73)
merkitysta; (3.73):ssé siis

e U = CU = keskistetty U

e U= Uldiag(U'U)] 12 _ sarakkeiltaan 1:n pituiseksi skaalattu keskis-
tetty U.

Siis: muuttujavektoreiden uy, ..., u, viliset korrelaatiokertoimet voidaan las-
kea siten, etta

(COR) (1) ensin keskistetéén vektorit u;: tuloksena @y, ..., q,,
(2) skaalataan vektorit @; 1:n pituisiksi: tuloksena uy, ..., 0y,

(3) lopuksi lasketaan niiden véliset sisdtulot G;u;: tuloksena corq(u;, u;).

Kaavojen (COS) ja (COR) vélinen ero on juuri keskistamisessd: kaavassa
(COS) ei tehdid keskistystd, mikd taas (COR):ssa on ensimméinen toimen-
pide.
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- SURVO MM Mon Sep 13 17:26: 31 2010

*
* EXAMPLE A: Correlation is 1 BUT cosine is 0.
20 * IN THE WORLD OF COLLI NEARITY ..
* Bel sley (1991, p.20): Conditioning Diagnostics. WIley, New York.
*

23 *NMATRI X A
24 *|]/ ] \%
25 * 1 1 -1
26 * 2 1 - l+eps
27 * 3 a a
28 *
29 *NIBNER / eps=0.01  a=SQRT(2)
KOIRIVAT COR=NRM CENTER( A) ) ' * NRM CENTER( A) )
31 * [N SRCoTYOVH / cor(U, V) = 0.999994
32 *MATRI X COR
33 *NRM CENTER(A) )’ * NRM CENTER( A) )
11 U \%

34 */
35 *U 1. 000000 [SEEEEERE
36 *V 0. 999994 1. 000000
37 *

CERRVAT COS=NRM A)* * NRM A)
* RO eexeUm /| cos(U V) = 0.002506
40 *MATRI X COS

41 *NRM A)’ * NRM A)
/1

42 */ v

43 *Uy 1. 000000

44 *v 0. 002506 1. 000000

45 * (MK10- 005, MKT-03-COL1)

Kuvio 3.1. Opetus: korrelaatio voi olla ldhelld ykkostéd, mutta kosini lahelld
nollaa.
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EXAMPLE B: Correlation is 0 BUT cosine is 0.999999999
IN THE WORLD OF COLLI NEARITY ...
Bel sl ey (1991, p.20): Conditioning D agnostics. Wley, New York.
Let X and Y be centered vectors such that XY = 0.

U=1+eps* X V=1+eps*Y where eps is a real nunber.
(a) What is cor(U,V)?
This is 0 for all nonzero eps, since cor(X Y) =0
(b) What about cos(U, V)?
NOTE. If eps = 0, then cor(U,V) = 0/0 but cos(U V) =1

*
*
*
*
*
* Let us define variables U and V so that
*
*
*
*
*

*

*DATA KCED a, b,a-1,d

d 1 11 11 111.111111 111.111111

*MATRI X KOEM

11 X Y ] \Y

a 1 1 1 1. 001000 1. 001000

* 2 -1 1 0. 999000 1. 001000

b 3 0 -2 1. 000000 0. 998000

*

VAR UV TO KCED / Here U=l+eps*X V=1+eps*Y eps=0. 001

WVAT SAVE KCEM / Between the lines a and b there is a ntx (TESTM

* R RN SR CC D EEC=EN=REe=Yp] / and a datantx (TESTD)
VAT LOAD COR, CURHL

*MATRI X COR
* NRM_ CENTER( KOEM) ) * * NRM_ CENTER( KOEM) )

111 X Y §] v
*X 1. 000000 0.000000 1.000000 0. 000000
% 0. 000000 1.000000 0. 000000 1.000000
*U 1. 000000 0. 000000 1.000000 0. 000000
*V 0.000000 1.000000 0. 000000 1. 000000

*
* ANESSIREN NSV Y@=Vl / NRM scal es the lengths of col ums
VAT LOAD COSI NI T, CUR+1 (to 1)

*MATRI X COSI NI T
* NRM_ KCEM) * * NRM_ KOEM)
X

I/ Y U %
*X 1. 000000 0. 000000 0. 008165 0. 000000
xy 0.000000 1.000000 0.000000 0.014141
*U 0. 008165 0.000000 1.000000 0.999867
*V/ 0. 000000 0.014141 0.999867 1.000000
* ( MK10- 005, MKT- 03- COL2)

Kuvio 3.2. Opetus: korrelaatio voi olla nolla, mutta kosini ldhelld ykkosta!
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8 *
9* KOVARIANSSIMATRIISIN LASKEMINEN

10 *DATA KOE

11 * NIMI Xy

12* Kalle 1 1

13* Ville 4 1

14* Maija 4 4

15~

CRANCORR KOE, CUR+1 | VARS=X,y
17 *Means, std.devs and correlations of KOE N=3
18 *Variable Mean Std.dev.

19 *x 3.000000 1.732051

20 *y 2.000000 1.732051

21 *Correlations:

22 * X

23 *x 1.0000 0.5000

24>y 0.5000 1.0000

25*

P RVAT R =CORR. / CORRIn yhteydessa syntyy automaattisesti

27 * / 2 matriisia CORR.M ja MSN.M

28~ / MSN.M siséltaa keskiarvot, hajonnat ja hav Ikm:t
29 *MATRIX F

30 */il mean stddev N

31 *x 3.000000 1.732051 3.000000

32*y 2.000000 1.732051 3.000000

33~

34+ UNEEIRSYERYEEEI)] / DV tekee pystyvektorista diag.matriisin
35 / STDEV on hajontojen muod. diag mtx
36 * / COV on siis kovarianssimatriisi!

37 *MATRIX COV

38 *STDEV*R*STDEV

39 */// X y

40 *x 3.000000 1.500000

41*y 1.500000 3.000000

42 *

43 * Lasketaan kovmtx suoraan matriisioperaatioin:
44 *MATRIX U

45 */// Xy

46*Kalle 1 1

47 *Vvile 4 1

48 *Maija 4 4

49 *

50 *

51 * * rowU=3 colU=2

52 *MAT REM n=rowU

53* VANEEDYGHYECETMYED)] / C on keskistajamatriisi
[ZSEVAT COV1! =U *C*U (n-1) / COV1 = kovmtx = COV
55* VAN YAEVEENREUYIGEES] / COV2 = kovmix = COV
56 *

57 *MATRIX COV1

58 */Il X

59 *x 3.000000 1.500000

60 *y 1.500000 3.000000

61 * (MK10-006, MKT-03-KOV)

Kuvio 3.3. Kovarianssimatriisin S laskeminen.
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17 * BAD PRODUCTS OF GOOD MATRI CES

18 * Paul Hal nbs (1991), Linear and Multilinear Algebra, pp. 1-20

19 *

20 * Is the product of two symetric matrices always synmetric?

21 * The question is preposterous -- the product of two symetric

22 * matrices is extrenely unlikely to be symmetric. Wite down al nost any
23 * two symetric matrices, say for instance ... ( ... this is all from
24 * the article of Halnpbs ...)

25 *

26 *NMATRI X A

27 *111 cl c2

28 *r1l 1 2

29 *r2 2 3

30 *

31 *MATRI X B

32 *//1] cl c2

33 *rl 4 5

34 *r2 5 6
*

35

36 *MAT C=A*B

37 *MATRI X C

38 */1/ cl c2

39 *r1 14 17

40 *r2 23 28

41 * ... and so Cis not symetric. Once you have the courage, it’'s no

42 * trouble to construct nuch sinpler exanples. One easy exanple is:
43 *MATRI X Al

44 >/ /] cl «c2
45 *r1 1 0
46 *r2 0 0
47 *

48 *MATRI X Bl

49 */ /] cl «c2
50 *r1 0 1
51 *r2 1 0
52 *

53 *MAT Cl=Al1*B1
54 *NMATRI X C1

55 */// cl c2

56 *r1 0 1

57 *r2 0 0

58 *

59 *NMAT D1=B1*Al

60 *MATRI X D1

61 */// cl c2

62 *rl 0 0

63 *r2 1 0

64 * Granted that the product of two symmetric natrices can fail to be
65 * symmetric, it makes sense to ask which matrices can be such products
66 * -- which non-symretric matrices are products of symmetric ones?

67 * The question belongs to a large class of interesting ones that are
68 * often non-trivial, questions that ask

69 * WH CH BAD MATRI CES ARE PRODUCTS OF GOOD ONES ?

70 * Could

71 *MATRIX E /]1

72* 0 0 O

73* 1 0 O

74 * 1 1 0

75 *

76 * for instance, possibly be witten as a product of two symetric

77 * matrices? (MK10- 007a, MKT-03-HAL1)

Kuvio 3.4. Bad products of good matrices, Halmos (1991).
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And if the answer happens to be yes, if that non-symetric

*

* matrix is not bad enough to be a counterexanple, how about
* sonet hing thoroughly non-symretric, sonmething |ike
*MATRIX F //]

* 1 0 O

* 2 3 0

* 4 5 6

*

* ... could F be a product of two symetric ones?

*Consi der symetric E1 and E2

*MATRIX E1 ///

*0 0 O

* 0 0 -1

* 0 -1 O

*

*MATRI X E2 //]/

*-1 -1 -1

*-1 -1 0

* -1 0 O

*

*MAT E12=E1*E2

*MATRI X E12

[ cl c2 c3 This is E

*ril 0 0 0 0O 0 o

*r2 1 0 0 1 0 O

*r3 1 1 0 1 1 0

*

*  THEREFORE: E1*E2 = E is a product of two symetric natrices
* and this equation may or may not be considered shocking but
* in any event it does answer the first of the two questions raised abo
* -- amnmldly bad matrix is the product of two good ones
*

* Consi der symmetric F1 and F2

*MATRIX FL [ /1

* 1 -1 1/5

* -1 2 -28/15

* 1/5 -28/15 127/ 45

*

*MATRIX F2  //]

* 2908 3303 1980

* 3303 3753 2250

* 1980 2250 1350

*

*MAT F12=F1*F2

*MATRI X F12

111 1 2 3

* 1 1. 000000 0.000000 0.000000

* 2 2.000000 3.000000 0.000000

* 3 4. 000000 5.000000 6.000000

* This is just the matrix F (thoroughly nonsymmetric...)

* The FRIGHTFUL equation F = F1*F2 is likely to be considered
*frightening by nost people, and it answers the second question
*a thoroughly bad matrix can be a product of two symmetric good ones

* The factoring is far fromuni que; another possibility is:

*MATRIX GL ///

* 25/22 -25/22 5/ 22

* -25/22 409/ 418 15/ 418

* 5/22 15/ 418  -25/418

* (MK10- 007a, MKT- 03- HAL2)

Kuvio 3.5. Halmos, jatkoa ...
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SURVO MM Sat Sep 25 10:59:30 2010 C.\ SJP\ D\
137 *MATRIX @ [/]
138 * 103/5 25 132/ 5
139 * 25 31 30
140 * 132/5 30 18
141 *
142 *NMAT Gl2=Gl* &
143 *NVATRI X G12
144 =/ /] 1 2 3
145 * 1 1. 00000 0.00000 0.00000
146 * 2 2.00000 3.00000 0.00000
147 * 3 4.00000 5.00000 6.00000
148 * Thus: F = GI*&X
149 * The bottomline is:
150 * EVERY MATRIX IS A PRODUCT OF TWD SYMVETRI C MATRICES !!!!
151 *
152 * The proof has two parts, cogitation and cal cul ati on.
153 * The cogitation needed is sinple, but it relies on
154 * a deep theorem the deepest theorem of |inear algebra.
155 * The calculation is sinple, but inspired -- it seens
156 * to pull a rabbit out of a hat, and invites the question
157 * of how a nere nortal could have thought to look for that rabbit.
158 * The cal cul ation involves the consideration of matrices of the form
159 *MATRI X K
160 */// ¢l c¢c2 c3 c4
161 *r1 0 0 0 a
162 *r2 1 0 0 b
163 *r3 0 1 0 ¢
164 *r4 0 O 1§
165 *
166 *MATRI X L
167 */// ¢1 c2 c3 «c4
168 *r1 b c¢ f -1
169 *r2 ¢ f -1 O
170 *r3 f§ -1 0 O
171 *r4 -1 0 O O
172 *
173 *NMAT E=K*L / a=2 b=3 c=4 d=5
174 *MATRI X E
175 *//1/ cl c2 c3 c4
176 *r1l -2 0 0 0
177 *r2 0 4 5 -1
178 *r3 0 5 -1 0
179 *r4 0 -1 0 0
180 *
181 *MAT H=I NV(L) /| E, L, Hare symretric
182 *NMAT N=E*H / N = (K-L)*INV(L) = K
183 *MATRI X N
184 */// rl r2 r3 ra
185 *r1 0. 00000 0.00000 0.00000 2.00000
186 *r2 1. 00000 -0.00000 -0.00000 3.00000
187 *r3 0. 00000 1.00000 -0.00000 4.00000
188 *r4 0. 00000 0.00000 1.00000 5.00000
189 * This Nis precisely K
190 * SO the crucial point is to observe that matrix K can be expressed
191 * as a product of two symmetric matrices: K= E*H [= (K*L)*INV(L)].
192 * Matrices of the formK are called conmpani on nmatrices,
193 * and they are what the deepest theoremof |inear algebra is about ...
194 * (cf Hal nos, p. 3) (MK10- 007a, MKT-03- HAL3)

Kuvio 3.6. Halmos, jatkoa ...



Luku 4

Kaanteismatriisi

Sana "nelia” ei suinkaan liity ratsastukseen, vaan
luvunlaskuun. Se tayttdd numeraaleissa eli
lukusanoissa sopivasti sen aukon, joka muuten jdist
tyhjiksi kolmosen ja vitosen valiin.

Hyttine (1998): Sana viikoksi, Aamulehts.

4.1 Maaritelma
Yksikkomatriisilla I,, on tietysti ominaisuus
Ay =1, A=A, (4.1a)

joten matriisilla I on samantyyppinen rooli matriisilaskennassa kuin luvulla 1
reaaliluvuilla laskettaessa. Reaalilukujen tapauksessa voimme olla kiinnostu-
neita luvusta b, jolla on ominaisuuus

a-b=b-a=1, (4.1b)

ja tuloshan on tietysti a:n kdénteisluku b = 1/a edellyttéen, ettd a # 0. Taten
on luonnollista etsid matriisia A~!, jolla on ominaisuus

AATl=1,=A'A. (4.2)
Jos meilld on esimerkiksi lineaarinen ratkeava yhtaloryhma
Ax =y, (4.3)

niin kertomalla (4.3) vasemmalta A~1:1l4 saataisiin ratkaisuksi A~'y. Todet-
takoon heti, ettd télldista matriisia A~! ei aina ole tietenkiin olemassa —
samoin kuin (4.3) ei ole vilttdméttéd ratkeava.

129
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Neliomatriisin A, «, kédnteismatriisi maaritellian matriisiksi By, «y, jolla
on ominaisuus
AB=BA=1,, (4.4)

ja sitd merkitdin symbolilla A~1. Jos A:n kédidnteismatriisi on olemassa, mat-
riisia A sanotaan epdasingulaariseksi (kddntyviksi); muuten A on singulaari-
nen. Kéénteismatriisi on yksikésitteinen ja

-1
Anxn

on olemassa <= r(A,x,) =n. (4.5)
On myo0s osoitettavissa etta
AanBan — In — BA - In . (4.6)

Mainittakoon tassé yhteydessa termit vasemman- ja otkeanpuoleinen kaén-
teismatriisi:

A, xmBimxn =1, B on A:n oikeanpuoleinen kddnteismatriisi: Ag,

B,.xnAnxm = I B on A:n vasemmanpuoleinen kdanteismatriisi: Ay, .
Jos A:n sarakkeet ovat vapaat, niin (A’A)~! on olemassa ja tietenkin
(A/A)'A A =1, (4.7)

joten G := (A’A)"'A’ on A:n vasemmanpuoleinen kiifinteismatriisi. On huo-
mattava, ettd Ay ei ole vilttdmatta yksikasitteinen. Nimittédin tietenkin on
voimassa seuraava tulos:

r(A'UA) =1(Apxm) =m = (A'UA)'A'U-A =1, (4.8)

joten myos F := (A’'UA) ' A’U on A:n vasemmanpuoleinen kifinteismatriisi.
Jos lineaarinen ratkeava yhtdlo Ax = y (missd A:n sarakkeet ovat vapaat)
kerrotaan vasemmalta matriisilla G = (A’A)~1 A’ niin yhtilén (yksikisittei-
seksi) ratkaisuksi saadaan

xo = (A’A)'A'y = Gy = A'y; (4.9)

matriisi (A’A)"1A’ on A:n Mooren—Penrosen inverssi A*. Ratkaisu xq voi-
daan tietysti ilmaista myos F:n avulla:

xo = (A'UA)'A'Uy = Fy. (4.10)

A:G 1) B:<£ f) (4.11)

Olkoon esimerkiksi
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Jos B olisi A:n kddnteismatriisi eli AB = Iy, niin pitéisi olla mm. f+ h =1,
mutta myos f + h = 0. Nama yhtalot eivat voi tietenkadn yhtaikaa toteutua,
joten A:lla ei ole kddnteismatriisia. Sen sijaan

F = <(1) f) — F 1= (é f) (4.12)
1 2\ /(1 -2 10 1 -2\ (1 2
(0 1) <0 1>_<0 1>_<0 1) (o 1)' (4.13)

Matriisin A, x, kédnteismatriisi on olemassa tdsmalleen silloin kun

silla

& A:n determinantti on nollasta poikeava,
tai yhtapitavasti silloin kun
O A:n sarakkeet ovat vapaat eli A:n aste on n.

Palautettakoon mieleen (taas kerran), ettd matriisin A, ., sarakkeet ovat va-
paat, jos ja vain jos yhtdlo Ax = 0 toteutuu vain kun x = 0 eli nolla-avaruuden
avulla esitettyné (ks. s. 86)

A:n sarakkeet vapaat <— A4 (A) = {0}. (4.14)

Vastaavasti méariteltiin, ettd matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippuvat
eli sidotut eli

on olemassa vektori x # O siten ettd Ax =0. (4.15)

4.1.1 Determinantti, kofaktori

Ensinnédkin 1 x 1-matriisin eli reaaliluvun determinantti on luku itse. Jos A
on 2 X 2-matriisi,

_f[a b oo -1 1 d —b
A_<c d),nunA _ad—bc<—c a)’ (4.16)

det(A) = |A| = ad — bc = A:n determinantti. (4.17)

misséa

Yleisessa tapauksessa kun A = {a;;}, on

A ={a"} = detl(A) {cof (aij)}’, ts. a¥ = detl(A)COf(aji)’ (4.18)
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missa

cof(a;j) = (—1)"7 det(A;;) = elementtiin a;; liittyvi kofaktori,

A;; = osamatriisi joka saadaan kun A:sta poistetaan i. vaakarivi
ja 7. sarake,

det(A;;) = elementtiin a;; liittyvd minori.

Matriisin A determinantti voidaan maaritella lausekkeena

n
det(A) = Z a;j cof (a;j), kehitetty i. vaakarivin mukaan,
j=1

n
det(A) = Z a;j cof(a;j), kehitetty j. sarakkeen mukaan.
i=1

(4.19a)
(4.19D)

(4.19¢)

(4.20a)

(4.20b)

Kaavaa (4.20) sanotaan Laplacen determinanttikehitelmdaksi. Esimerkiksi kun

n = 3, s saadaan

a b c
def:a;;{—bd{-i-cdz
g h 1 g g
_le f b ¢ b ¢
=al, J_d& i T9e oI

Jos R on 3 x 3-korrelaatiomatriisi, niin sen determinantti on

1 712 73
det(R) =|roa1 1 73
r3; rzz 1
1 7rog
32 1

21
31 T32

21 T2 + 713

—T12
31 1

=1 — 7135 — r12(ro1 — r31793) + 713(r21732 — 731)

2 2 2
=1—1rjy —1r{3 — i3 + 2riarizres.

Vastaavasti 2 x 2-korrelaatiomatriisin tapauksessa on voimassa

(1 r -1 1 1 —r . 9
I

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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Kovarianssimatriisin Soxo kddnteismatriisiksi ja determinantiksi saadaan

g1_ i 35 —Szy\ i 5?3 —S858yT
IS| \ —s21 3:2(; IS| \ —sz5,7 s%

_ 1 55 —58y8yT
T 242 2) | — 2
szsy(1—12) \ =828y sy

1 —r
1 52 Sz S srtr gy
1,2 ;ﬁ“ ly = (Sym 8yy> ) (4.24a)
Sz Sy 52
IS| = 5725332/ — siy 5:25332; — (sz8y7)* = 5285(1 —r?) < sisz. (4.24b)

Determinantti voidaan méaritelld yhtapitavasti myos seuraavasti:
det(A) = Z(—l)f(il’""i”)alila2i2 “ Qg (4.25)

misséd summaus tapahtuu lukujen {1,...,n} permutaatioiden {iy, ..., i}
yli ja f(i1,...,%,) on ns. paikanvaihtojen lukumaééard, joka tarvitaan, jotta
{i1,...,in}:std saadaan {1,...,n}. Emme puutu tahin madritelméén tasmaél-
lisemmin, mutta voimme todeta, etté

& determinantin esitys (4.25) muodostuu tulojen summista, joita
on n! kappaletta, ja joissa jokaisessa tulossa on n tekijai siten,
ettd mukana on tdsmélleen yksi elementti A:n kultakin vaaka- ja
pystyrivilta.

Esimerkki 4.1. Sisdltdkoon vektori x € R™ havaintoarvot muuttujasta z ja
merkitddn X, x2 = (1 : x). Matriisi X voidaan pitda t&lloin mallimatriisina
yhden selittdjan (4 vakiotermin) regressioanalyysissd. Osoitamme, etté

det(X'X) =nSS, = n(n —1)s2, (4.26a)
. 1 (Ya?/n -
/ 1 _ - )
(X'X)"" = 35S, ( —i 1 ) , (4.26b)
missé siis SS, = S0 (v — 7)? =x'(I - J)x ja s2 = % 5SSz . Koska

, 1 (11 x\ [ n Yz
ex- (Vo (8 1) ( ). o

on X’X:n determinantti

det(X'X) = nx'x — (x'1)(1'x) = n[x'x — (x'1)1(1'x)]
=nx'(I-1211")x =nx’I—-J)x =nSS,. (4.28)

n
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Havaitsemme tutun tuloksen:

det(X'X) =0 <= x€F(1) <= s2=0 <= a1 =---=2,. (4.29)

Tz =

Kaanteismatriisin lauseke on taten

~1
~y-1_ [ Xwy 1 Yai =Y
X ‘(z:cz- z:c%> s, <—in " )

1 x2/n —Z 00 401
~SS, (Z—éc/ 1 ) . <t10 t11> ‘ (4.30)

SS; = x'(I - J)x = x'x — x'Jx = x'x — nz?, (4.31)

Koska

on x'x =SS, +nz?, joten t°:lle saadaan esitys

/ =2 ~2
00 x'x SS; +nx 1 =z
= @ —Jx~ nsS, nss, (432)

Mainittakoon ohimennen, etta tietyin oletuksin regressiokertoimien (go) ko-
1

varianssimatriisi on

A - 0_2 $2 n —i tOO t01

missa 0'2 on lineaarisen mallin virhetermin varianssi. Tall6in mm.
\% (B ) = 72 (B /;’ ) = 77 (4 34)
ar = cor = . .
! SSx ’ 0: 71 E .ZUZQ/TL
]

4.1.2 Multinormaalijakauman tiheysfunktio

Tarkastellaan kaksiulotteista satunnaismuuttujaa z = (), jonka kovarianssi-
ja korrelaatiomatriisi ovat

2 2
cov(z) =cov || =2 =% Tw)=( % T20l) (4.35a)
y Oye O o040 O,

cor(z) =p = (2} f) , o=cor(x,y). (4.35b)
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Kaédnteismatriisit ja determinantit ovat

gL (% o\ _1( @ -cm
= \~o1 o2 = \~owoye o
:; 05 _Uzng
0202(1 — 02) \—oz0y0 o3

1 —0
1 07925 Oz0y o* o™
=12 Zl-e 1 = <0ym ayy> , (4.36a)
Oz0y 05

1= =02 (4.36b)

-1 I —o 2
g g — <
p 2 (_Q ] > , |pl=1—-p"<1. (4.36¢)

Kannattaa panna merkille, etté kovarianssimatriisin determinantti on pie-
nempi tai yhtasuuri kuin tarkasteltavien muuttujien varianssien tulo ja etté
yhtadsuuruus pétee vain kun ¢ = cor(x,y) = 0. Vastaava tulos osoittautuu
patevan myos yleisessé tapauksessa:

cov(2)| = [Zpup| < 070302, (4.37)

missé yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos z:n komponentit ovat korreloimattomia:

1B pxp| = 0F0 - -012) — X = diag(o?,03,... ,012)) . (4.38)
Vastaavasti korrelaatiomatriisille on voimassa
pl<1,  pl=1 = p=1,. (4.39)

Olkoon z satunnaisvektori, joka noudattaa p-ulotteista normaalijakaumaa
parametrein (u, 3) eli z ~ N,(p, X) ja olkoon X:lla kddnteismatriisi eli 33 on
posiivisesti definiitti. Talloin z:n tiheysfunktio on

n(z; p, ) = (21) 2P| X[ 2e 2@ w2 E=w), (4.40)
Kun p = 2 ja ¢ = cor(zx, y), niin tiheysfunktion lauseke on

(7:10.9) 1
n\z; K, = '
H 210,01 — 02

exp{‘Q1 (0% (z = pa)® = 20" (2 — p) (y — p1y) + 0¥ (y — My)z]}
B 1
270,041 — 0

exp{ 2(1__1@2) {(az —Ugm)Q B 29(3” — Miz —Hy) —Uuy)j }

5 .

i
(4.41)
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Havaitsemme (4.40):n nojalla, etté ne z-vektorit, joilla tiheysfunktio saavuttaa
saman arvon, muodostuvat niistd z-arvoista, joilla

(z—p)'E7 (z —p) =c® (= jokin tietty vakio). (4.42)

Ehdon (4.42) mukaiset z:n arvot muodostavat tietyn p-keskisen ellipsoidin ja
2-ulotteisessa tapauksessa siten ellipsin.

4.1.3 Kaanteismatriisin ominaisuuksia

Seuraavassa on lueteltu muutamia téirkeitd ka&nteismatriisin ja determinantin
ominaisuuksia:

KM1. (AB)"! =B !A~! (A ja B neliématriiseja)

KM2. (A))~! = (A1)

KM3. A symmetrinen —> A~! symmetrinen

KM4. A’/A = AA' =1, = A'=A’" (A,x, on ortogonaalinen)
KM5. [diag(dy,ds, ..., dy,)] "t = diag(1/d1,1/ds,...,1/d,) (kun d; # 0)

-1

I B I -B
KMo. (0 I) :<0 I)

U o)\ (Ul o
KM?. (0 V> :< 0 V—1>

-1

A B A-! —A-'BC!
KIM8. (0 C) _< 0 c! )
D1. det(AB) =det(A)-det(B) (A ja B neliomatriiseja)
D2. det(A’) = det(A)
D3. A’A = AA' =1, — det(A) = =1
D4. det(A~1) =1/det(A)

(
D5. det(aA,xn) = o™ det(A)
D6. det(D) = dy1daz - - - dpp, jos D on lavistdja- tai yla(-ala)kolmiomatriisi
(a1

D7. det ra,) =det(a; tag+aa;:...:a,) (sarakkeen lisddmi-
nen (Vaklolla kerrottuna) toiseen sarakkeeseen ei muuta determinanttia —
vastaava ominaisuus pitee myos vaakariveille)
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D8. det(aj:ag:ag:...:a,) =—det(ag:aj:as:...:ay)
D9. det (0 V) =det(U) - det(V) (U ja V nelidmatriiseja)

On viela erityisesti syyta korostaa (ja toistaa) matriisin A, x,, ja matriisin
A’A sarakkeiden vapauden vélistd yhteytta. Nimittdin (2.61):m (s. 89) mukaan
on voimassa

A:n sarakkeet vapaat <= A’A:n sarakkeet vapaat <= det(A’A) # 0.
(4.43)
Itse asiassa, ks. (2.62) (s. 90), matriisin A aste on sama kuin A’A:n aste.
Téaten jos A:mn sarakkeet ovat vapaat, niin m x m-neliomatriisin A’ A aste on
m, ja kidnteismatriisi (A’A)~! on olemassa. Vastaavasti, jos A:n vaakarivit
ovat vapaat, on (AA’)~! olemassa.

4.2 Esimerkkeja

4.2.1 Tasakorrelaatiomatriisi

Esimerkki 4.2. Esimerkissd 1.5 (s. 41) tarkasteltiin ns. tasakorrelaatiomat-

r11Sia
1 o ... 0
, o 1 ... p
Prsn =1 =0)In+olpl, = . . (4.44)
o o ... 1

Osoita seuraavat tulokset (ominaisarvoihin palataan myShemmin):
(a) det(p) = (1 —0)" '[1+ (n—1)g], 0<det(p) <1,

1 4
-1 _ /
(b) p~ = 1 Q(I" TF 1)Q1nln>,

(¢) p :n ominaisarvot chi(p) > --- > chy,(p) ovat

{ 1+ (n—1)p kertalukuna 1,

1— o kertalukuna n — 1,

(d) p on ei-negatiivisesti definiitti [eli chmin(p) > 0] jos ja vain jos

<o<1. 4.45
n—I*Q* ( )

Aina kun tarkastelemme tasakorrelaatiomatriisia — korrelaatiomatriisi on ni-
mittdin aina ei-negatiivisesti definiitti — oletamme, etta (4.45) on voimassa.
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Yleisemmassé tilanteessa saadaan intraclass-kovarianssimatriisi:

a b ... b
b a ... b
Ynxn = (a - b)In + b]-n]-;l = L . (446)
b b ... a
(a*) det(X) = (a —b)" a+ (n—1)b], 0<det(2) <a”,
1 b
b*) £ = I, - ——1,1,
(b%) a—b(n a+(n—1)bn”)7
(c*) X:n ominaisarvot ovat
a+ (n—1)b kertalukuna 1,
a —b kertalukuna n — 1,
(d*) X on ei-negatiivisesti definiitti [eli chpyin(32) > 0] jos ja vain jos
% <b<a (4.47)
n—1— =" '
O

Esimerkki 4.3. Lasketaan determinantti 3 x 3-tasakorrelaatiomatriisista

1
R=|r (4.48)
T

= =
=33

Lopputulos on siis det(R) = (1 — 7)?(1 + 2r). Determinantin laskemiseksi
tehdddn A:lle seuraavat operaatiot:

(1) Lisdatdén R:n 1. sarakkeeseen 3. sarake —1:1l4 kerrottuna; matriisikerto-
laskuna tdmaé tarkoittaa seuraavaa:

1 » r 1 00 l1—r r r
R1 = RE1 =\|r 1 r 0 1 0= 0 1 r|. (4.49)
ror 1 -1 0 1 r—1 r 1

(2) Lisdtdén Rq:n 2. sarakkeeseen 3. sarake —1:114 kerrottuna:

1—r» r r 1 0 O 1—r 0 T
RQZREIEQZ 0 1 r 0 1 0 = 0 1—r r
r—1 r 1 0 -1 1 r—1 r—1 1

(4.50)
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Itse asiassa ndmé molemmat operaatiot voidaan tehdé ”yhdella” kertolas-
kulla:

1 rr 1 0 0 1—r 0 r
Ry=RF=|r 1 r 0 1 0]= 0 1-—7r r|, (4.51)
ror 1 -1 -1 1 r—1 r—1 1
missa
F =EE; = ( 12, 02) : (4.52)

(3) Lisatdén Rom 1. vaakarivi ja 2. vaakarivi viimeiseen vaakariviin. Matrii-
sikertolaskuna tamaé tarkoittaa Ro:n kertomista vasemmalta G:ll4:

1 00
G:G? 012>= 01 0], (4.53)
2 111
jolloin
1 0 0 1—r 0 T
GR;=GRF=[0 1 0 0 1—7r 7
1 11 r—1 r—1 1
1—r 0 r
= 0 1-r r , (4.54)
0 0 14 2r
eli siis
1 00 1 r r 1 0 0
GRF=|01 0 r 1 r 0 1 0
1 1 1 r or 1 -1 -1 1
1—r 0 T
= 0 1—r r : (4.55)
0 0 14 2r

Matriisi GRF on siis ylakolmiomatriisi ja sen determinantti on lavistdjae-
lementtien tulo. Sivumennen todettakoon, etti G = F~!, silli yleisesti on

voimassa .
I, 0 I, 0
= ) 4.56
(prn Ip) <_Kp><n Ip> ( )
Lukija voi viela vahvistaa, ettd 4 x 4 -tapauksessa
1—r 0 0 T
I; 03 I; 03\ | 0 1—-r O r
<—1g 1 > Reipea <1g [ Al B T D T RSl

0 0 1+3r
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4.2.2 Autoregressiivinen prosessi

Esimerkki 4.4. Esimerkissd 1.8 (s. 45) tarkasteltiin ns. autoregressiivista
prosessia,

Yi = oYi-1+ui, i=1,....n, |o <1, (4.58)
missd u;it (i =...,—2,-1,0,1,2,...) ovat riippumattomia satunnaismuuttu-
jia, joilla on kaikilla sama odotusarvo 0 ja varianssi o2. Merkitsemme prosessia
lyhyesti symbolilla AR(1). Télloin voidaan nayttaa, ettd

1 o 2 o
2 0 1 0 0"
cov(y) =0’V = : i“QQ f
anl an2 Qn73 1
2 2
= _Ou g liih = _Tu_v; 4.59
1—92{9 } 1—2 (4.5%)
1 o 0 ot
0 1 o ... "2 y
cor(y) = | . . . | =v={d (4.59b)
Qn—l Qn—Q Qn—S 1
Talloin siis perakkéisten y;-arvojen korrelaatio on
cor(yi,yit1) = 0, cor(ys, yir2) = 0°, jne. (4.60)
Osoitamme [ks. Puntanen, Styan & Isotalo (2011, §9.6)] etta
1 -0 0o ... 0 0 0
N o —o ... 0 0 0
vl= : : : : : (4.61)
1— 92 : : )
0 0 -0 14+0° —o
0 0 0 0 —0 1
Téata varten merkitdan
Y1 1 0 0 0 0 O
Y2 — 01 —0o1 0... 0 0 O
e=| -0y [=|1 @ c1 it |y=Ly, (462
: 0 0 0 -0 1 0
Yn — OYn—1 00 0 0 -0l

jolloin on helppo havaita, etta

_ 2! o' — 2
cov(e) =o (0 (1= )4 =0"D

=02(1 - 0% <1;@2 o ) : (4.63)
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Toisaalta satunnaisvektorin Ly kovarianssimatriisi on [ks. (7.7), s. 214]
cov(e) = cov(Ly) = 0°LVL/, (4.64)
joten
LVL =D. (4.65)
Titen V = L7'D(L’)~!, mistd V:n kiifinteismatriisiksi saadaan
V!'=L'D 'L = (D 2LyD /2L, (4.66)
missa
V91— 92 0 In—l
VI—2 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
B 1 : ) ) )
= — ; : :
1-e 0 00 ..o 1 0
0O 0 0 0 —po 1
1
= K. (4.67)
1—p92
On helppo paétella etté
-1 1 /
V= K'K
1— 02
1 -0 0 0O 0 0
L | ettt e 0o 0 0
= : : : 4.68
7 - o (468)
0 0 0 -0 14+90° —p
0O 0 0 0 —o 1
Vakuuttaudu siité, ettd det(V) = (1 — )"~ L. O

Esimerkki 4.5. Muodostettava sellainen (n — 1) x n-matriisi L, jolla on omi-

naisuus

Y1
Y2
Y3

Yn

Y2 — Y1
Ys — Y2
Ya — Y3 (4.69)

Yn — Yn—1
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Naemme valittomasti, ettd haettu L on

-1 1 0 0 0 0
0 —1 1 0 00

Linysn=| 0 0 -11 00 (4.70)
o o0 00 ... =11

Maaritetaén sitten sellainen symmetrinen n xn-matriisi A, jolla on ominaisuus

YAy = (ya —v1)2 + (y3 —42)> + (wa —93)> + -+ (Yo —yn_1)>  (4.71)

Koska y’Ay = |Ly||?> = y’L/Ly, vastaus on tietenkin

1 -1 0 0 ... 00
-1 2 -1 0 ... 00
A=LL-= 0 —1 2 -1 ... 0 0 , (4.72)
0O 0 0 0 -1 1
ja siis jos n = 5, niin
1 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 0
A=LL= o -1 2 -1 0 (4.73)
0 0 -1 2 -1
0O 0 0 -1 1

Kéaantyyko A? Mikd on A:n aste eli sen vapaiden sarakkeiden lukuméaéara?
Koska

r(Anxn) = 1r(L'L) = r(L(n_l)Xn) <n-—1, (4.74)
ei A:lla ole kidinteismatriisia. Matriisin L/ sarakkeet ovat vapaat silli
-1 0 00 ... 00 A1
1 -1 00 ... 00 A2
L = 0 1 -1 0 ... 00 A3
0O 0 ©0 0 1 An—1
-\ 0
AL — Ao 0
== =|0] = N =X=-=X_1=0. (4.75)
An—1 0

Téten Am aste on 1(A) = r(L,_1)x,) =n — L. O
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- p
100 * KOKEILUJA INTRACLASS- KORRELAATIOMATRIISILLA
101 * - k&antaminen ja ominaisarvot
102 *
103 * / ONE =tolppa-1 n=4 r=0.7
JNOZRBVAT R =(1-r)*1 DN(n, n) +r * ONE* ONE’
105 * / *INVR~INV(R) det=0.0837 4*4
SR AT COAD TNV 77 774, ORIl
107 *MATRIX INVR
108 *INV(R)
109 */lI 1 2 3 4
110* 1 2.581-0.753 -0.753 -0.753
1112* 2 -0.753 2.581 -0.753 -0.753
112* 3  -0.753-0.753 2.581 -0.753
113* 4  -0.753 -0.753 -0.753 2.581
114 *
115 *Determinantin lauseke:
116 * detR=(1+(n-1)*r)*((1-r)*(n-1))

117 * detR=0.0837 kun n=4 r=0.7
118 * detR=0.9477 n=4 r=0.1
119 * detR=0 n=4 r=-1/3
120 * detR=-0.04812208 n=4 r=-0.34
121 *

iyZBal\AT SPECTRAL DECOWPOSI TION OF R TO T, L
IVERENVAT NAME T AS Om nai svektorit

IVZRINVAT LOAD T, ##. ###, CUR+]]
125 *MATRIX T

126 *Ominaisvektorit

127 *l evl ev2 ev3 ev4d
128 * 1 -0.500 0.087 0.707 -0.492
129 * 2 -0.500 0.087 -0.707 -0.492
130* 3 -0.500 0.609 0.000 0.615
131* 4  -0.500-0.783 0.000 0.369
132 *

IKEEIENVAT NAME L AS Omi nai sar vot

IRZRVAT LOAD L, CURH1
135 *MATRIX L

136 *Ominaisarvot
137 %/ eigenval
138 *evl 3.100000
139 *ev2 0.300000
140 *ev3  0.300000
141 *ev4  0.300000

142 %

143 * det=((1-nN™(n-1))*(1+(n-1)*r) n=4 r=0.7 det= 0.0837
144 * chl=1+(n-1)*r chl= 3.1 oal= 3.1 o0al=MAT_L(1,1)

145 * ch2=1-r ch2= 0.3 oa2= 0. 0a2=MAT_L(2, 1)

146 * DET=ch1*ch2"3 DET= 0.0837 determinantti on ominaisarvojen tulo
147 * HUOM. On oltava voimassa: chi >=0 joten -1/(n-1)<=r<=1

148 *

149 * [NHIERY/@®] / DV(L) tekee om.arvoista (vektori L) diagmatriisin

150 * /' NJR = R:n neligjuuri,

151 * /" R =T*D*T' = R:n ominaisarvohajotelma
152 *MATRIX NJR

153 */l/ 1 2 3 4

154* 1 0.851 0.303 0.303 0.303

155* 2 0.303 0.851 0.303 0.303

156 * 3 0.303 0.303 0.851 0.303

157* 4 0.303 0.303 0.303 0.851

158 *

JEREVAT KK! =TRACE( (R-NJR*NJR) ' * (R- NJR*NJR) )

160 * /”RNJ todellakin on R*R

161 *MATRIX KK

162 */If trace

163 *trace  0.0000000000

164 * (MK10- 008, MKT-04-tasl)
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203 *

204 * KORRELAATIOMATRIISIN ELEMENTIT r:n potensseja
205 * - kdanteismatriisi ja ominaisarvot
206 *

207 * / n=5r=0.9 CON(a,b) = axb-mtx taynna ykkosia

208 * " (1,2)-elementi =

209 * I (1,3)-elementti = r "2 jne
210 * / *INVR~INV(R) det=0.00130321 5*5

211+

212 *MATRIX INVR

213 *INV(R)

214 /I 1 2 3 4 5

215* 1 5.263 -4.737 0.000 -0.000 -0.000

216* 2 -4.737 9.526 -4.737 0.000 0.000

217* 3 0.000 -4.737 9.526 -4.737 -0.000
218* 4  -0.000 0.000 -4.737 9.526 -4.737
219* 5  -0.000 -0.000 -0.000 -4.737 5.263
220 *

221 * / SIIS: inv(R) = W/(1-1%2)
222+

223 *MATRIX W

224 %I/ 1 2 3 4 5

225* 1 1.000 -0.900 0.000 -0.000 -0.000

226 * 2 -0.900 1.810-0.900 0.000 0.000

227 * 3 0.000 -0.900 1.810 -0.900 -0.000

228 * 4 -0.000 0.000 -0.900 1.810-0.900

229* 5 -0.000 -0.000 -0.000 -0.900 1.000

230 *

231 *MATRIX W1 /// HUOM W = W
232* 1 -r 0 0 0

233* -r 1+r°2 -r 0 0

234~ 0o -r 1+r°2 -r 0

235 * 0 0o -r 1+r°2 -r

236 * 0 0 0 -r 1

237 *

238 *Matriisi W voidaan esittdd muodossa W = Q'Q, missa
239 *MATRIX Q /I

240 * sqrt(1-r*2) 0 0 0 O
241 % -r 1000
242* 0 -+ 100
243* 0 0O-r10
244* 0 00-r1
245 *

246 * I QQ=W = (1-r2)4inv(R)

247 ¢ I inv(R) = WI(1-r2) = Q'Q/(1-r2)
248

249 *MATRIX AL

250 */// 1 2 3 4 5

251* 1 1.000-0.900 0.000 0.000 0.000

252+ 2 -0.900 1.810-0.900 0.000 0.000

253+ 3 0.000-0.900 1.810-0.900 0.000

254* 4 0.000 0.000-0.900 1.810 -0.900

255* 5 0.000 0.000 0.000-0.900 1.000

256 * (MK10- 008, MKT-04-ar)
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4.3 Kaanteismatriisi ositetussa muodossa

Monissa tilastollisissa menetelmissé tarvitaan tavan takaa tuloksia, jotka liit-
tyvit matriisin kdantdmiseen ositetussa muodossa. Kdymme téssa lyhyesti l&api
joitakin néisté tuloksista.

Olkoon symmetrinen kaantyva A, x, ositettu siten etté

A Ap
A= , 4.76
<A21 A22> (4.76)

missd Aj; on neliomatriisi. Symmetrisyys ei ole oleellista seuraavissa tarkas-
teluissa, mutta se tietysti yksinkertaistaa joitakin lausekkeita. Hyvin usein so-
vellamme osittaiskadntotuloksia nimenomaan symmetriseen matriisiin. Merki-
tddn A:n vastaavasti ositettua kddnteismatriisia

_ Al Al2
ATl = <A21 A22> . (4.77)

Talloin A voidaan esittdd kolmen ositetun matriisin tulona

I 0 AH 0 1 A_1A12
A= B B 1 . (478
<A21A111 I) ( 0 Ay —A21A111A12> (0 I (4.782)

eli

_ I 0\ (A 0 I A1_11A12 o
A <A21A111 I) ( 0 A22.1> (0 I =FGF,  (4.78b)

missa
Agsq = Ay — Ay A A2 = Ajp:n Schurin komplementti A:ssa.  (4.79)
Myos seuraava merkintéd on kirjallisuudessa yleinen:
Ag.q = A/A1; = Ajp:in Schurin komplementti A:ssa. (4.80)

Kommentti 4.1. Schurin komplementilla on tilastotieteessé useita sovelluk-
sia, ks. esim. Ouellette (1981), and Styan (1985). Muista ldhteistd mainit-
takoon Carlson (1986), Cottle (1974), Henderson & Searle (1981a), Zhang
(2005), Puntanen & Styan (2005a,b). Termin ”"Schurin komplementti” otti
kayttoon Haynsworth (1968a,b). Schur (1917) osoitti mm. ettd jos Aj; on
kaantyvé neliomatriisi, niin

|A| = |A11]|A/A1| = |A11]|Agea| = |A11]|Age — Agt AT A |, (4.81)
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ja titen determinantti on multiplikatiivinen Schurin komplementin suhteen.
Tuloksen (4.81) nojalla Haynsworth (1968a,b) otti kdytt66n merkinnan (4.80).
Koska lohkoldvistdmatriisille patee

(ngf G;Lg) _ (l’; 109) (I({ (0;> — | 2l=IFlGl (@82
ndemme (4.78b):sta ettd

|A| = |A11||Az — Aot AT Al (4.83)

on voimassa. O

Kaavasta (4.78) voi vakuuttautua suoraviivaisella kertolaskulla. Koska G
on lohkolavistdjamatriisi ja

-1
I A7 A I —A7'A
-1 _ 11 £312 o 11 £212
F ' = (0 I ) = (O I > , (4.84)

saamme A:n kddnteismatriisille esityksen

Afl —_ F*lel(F/)fl —_ F*lel(Ffl)/

(1 A AR\ (A O I 0
_<0 I 0 Ay \-AuA 1) (4.85)

Kaavasta (4.85) seuraa vélittomaésti ettd

AT+ AT A LA An AT —AT A AL
A_1:< 11 11 £312499.1 43214311 11 £31248399.1 (4.86)

-1 -1 -1
_A22-1A21A11 A22-1

Léhtemaélld (4.78):n sijasta liikkeelle hajotelmasta

(T ApAS (A - ApRAL Ay O I 0
A‘(o I 0 Ay (AL Ay 1) (4.87)

saamme tuloksen

Al = ( A —ALADRAY,

. _ _ _ _ s (4.88)
ApAnAll, Ay + A221A21A111~2A12A221>

missa

Aj19=A11 — A12A2_21A21 = Agy:n Schurin komplementti A:ssa. (4.89)
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Kiinteismatriisi A~! on tietenkin yksikésitteinen, joten (4.86) ja (4.88) anta-
vat saman tuloksen ja tédten esimerkiksi

A% = (Ap — Ay A A ) = AL AL ALATLARASY . (4.90)
Yhtélon (4.90) perusteella voimme péatelld, etta
A22 = A2_21 <~ A12 = A/21 =0. (4.91)

Kommentti 4.2. Korostettakoon vield kerran, ettd matriisin A symmetri-
syys ei ole edellisissé tarkasteluissa mitenkéén oleellista. Lahtokohtana oleva
hajotelma (4.78a) pétee my6s epasymmetriselle A:lle, mutta (4.78b):n mukai-
nen merkinti A = F'GF on korvattava esitykselli A = E'GF. O

4.3.1 Summan kianteismatriisi

Matriisien summan kaadntdmista tarvitaan aina silloin talléin. Hyva yhteenve-
to aiheesta on artikkelissa Henderson & Searle (1981a). Seuraavassa on kolme
erikoistapausta, joissa siis oletetaan, ettd tietyt kdadnteismatriisit ovat olemas-
sa.

(a) (B—UD V)~ =B~ + B-'US~'V'B~!, missi S = D — V'B~'U.
o«
1+ av'B~lu
) A+a)t=A"1—aA 1 T+aA )AL aeR.

() B+auv) =B~ - B luv'B~! a e R.

Kaavan (b) ovat ilmeisesti ensimmaéisend esittaneet Sherman & Morrison

(1949, 1950) ja kaavan (a) Woodbury (1950).

Esimerkki 4.6. Tarkastellaan esimerkkina havaintomatriisia U, x,, joka on

ositettu seuraavasti:
U
U—<,1>. (4.92)

Talloin tietenkin

U
U'U = (Ull : U(n)) u,( 1)) = UllUl + u(n)u'(n) , (4.93)
U/1U1 =U'U - u(n)u'(n) = u(l)ul(l) + -4+ u(n_l)u’(n_l) , (4.94)

joten kaavan (b) perusteella

_ -1
(U1U1) ! = (U'U - ugnyuiy,)
(U’U)_lu(n)u’(n) (U,U)_1

= (U'U)~ + -
1-— u’(n) (U,U) IU(n)

(4.95)
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Kaavasta (4.95) "ndkyy” miten viimeisen vaakarivin poisjétto U:sta vaikuttaa
U'U:n kdédnteismatriisiin. Koska U'i, = u,), voimme kirjoittaa (4.95):n myds
muodossa
(U'U)"U',i,u(U’'u) !
1-i1U(U'U)-1U%4,
(U'u)-u,i,u(uu)t
1- Pnn

(UIU) ! = ('O +

= (U'U) '+

, (4.96)

missd, p,, on ortogonaaliprojektorin Py = U(U'U)~'U’ viimeinen livisti-
jaelementti. Mainittakoon viel4, ettd kertomalla (4.96) vasemmalta u’(n):lla ja
oikealta u,):114 saadaan

Pin  _ _ Dan
1— Pnn 1- Pnn

u/(n)( llUl)_lu(n) = Pnn + (4.97)

O]

4.4 Muuntaminen lohkolavistidjamuotoon

Kertomalla hajotelma

B I 0\ (A;; O I AAL
(i (% ) (5 ) v

vasemmalta (F~1)"lla ja oikealta F~1:114 saadaan yhtild

(FYYAF =G (4.99)
eli )
I 0 I -Aj7Ap\  [An 0
<—A21A1_11 I) A <0 I ) - ( 0 A22.1> ' (4.100)

Tama tarkoittaa, ettd A on muunnettu lohkolavistdjamuotoon. Lohkodiago-
nalisoinnista on erityistd hyotyd mm. silloin, kun haluamme tehd& satunnais-
vektorille z sellaisen lineaarisen muunnoksen Bz, ettd Bz:n kovarianssimatrii-
si on lohkoldvistdjamatriisi. Jos cov(z) = 3, niin cov(Bz) = BXB/, ja téten
lohkodiagonalisoinnin tekevid B on

I 0
B = - : 4.101
(-2212111 I) (4.101)

Jos esimerkiksi z = () on (p + 1):n elementin satunnaisvektori, jonka kova-
rianssimatriisi on

~eov [X) = cov(x) cov(x,y)) _ (Bxx Oxy) _
cov(u) = <y> ( )> ( ; 2) 3, (4.102)

cov(y,x) var(y oy Oy
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niin
1 0
B= L P, 4.103
<_U;<y2x3l 1 > ( )
ja
b 0
cov(Bz) = BYB' = < VR L ) : (4.104)
0, 0 — 0y%Zx0xy
ts.

cov I O\ (%)] = cov x

_ [ Exx 0,
. ( 0 02—l 2_1%>. (4.105)

Y Xy “<Ixx

/

Satunnaisvektori x ja satunnaismuuttuja y — o, 35,lx ovat siis korreloimat-

xy“xx
tomia,
cov(X,y — 0%, Tixx) = 0y, (4.106a)
ja
var(y — 0, i X) = 0 — 0, Ty Oxy 1= 0y (4.106b)
On osoitettavissa etta
o, Slo
cor?(y, o, Tx) = %""y =0y (4.107)
y
missa
oyx = populaation yhteiskorrelaatiokerroin. (4.108)

Palaamme lohkodiagonalisointiin satunnaisvektorien yhteydessa tarkemmin
luvussa 7.4 (s. 223), mutta mainittakoon jo téssé yhteydessd kerroinvekto-
rin ¥ loy, keskeiset ominaisuudet:

. / o / -1 _ 2
jnin var(y — b'x) = var(y — 04, 3X) = 0.« , (4.109)
rgg{}){ cor?(y, b'x) = cor’(y, a;yE;ix) = Qi_x . (4.110)

Ks. my6s (7.90) (s. 226) ja (7.94) (s. 226).

4.4.1 Ositetun matriisin determinantti

Koska matriisien F ja U determinantit ovat 1:ia4 kun

_ I 0 Ay 0 1 A1_11A12 L
A= <A21A1_11 I) < 0 A22,1> <0 I =F GF7 (4111&)

. I A12A521 Ao 0 I 0 e
A_<O / 0" an)lasay 1)=UVU, (1)
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saamme A:n determinantille esitykset
|A| = |A11||A22 — A21A1_11A12| (4112&)
= |Ag||A1; — A12AL Ay . (4.112b)

Koska F (ja U) on epésingulaarinen, voimme vélittomésti paatelld, ettd A:n
aste on sama kuin G:n aste (= V:n aste) (epasingulaarisella matriisilla kerto-
minen ei muuta matriisin astetta — ks. tarkemmin luku 9.3, s. 306) eli

- ~ [An 0
H(A)=x(G)=r ( 0 Axp-— A21A111A12>

=1(A11) +1(A2 — Ay AT Adp) (4.113a)
_ (A —ADRAG Ay 0

=r(F)=r < 0 Aoy

=1(A) +1(A11 — ApAy Ay). (4.113b)

Huomattakoon, ettd hajotelma (4.78) (s. 145) ja astesdanto (4.113a) sa-
moin kuin determinantin hajoitelma (4.112a) ovat voimassa kunhan A7} on
olemassa; A:n kddnteismatriisin ei tarvitse olla olemassa. Vastaavasti (4.87),
(4.112b) ja (4.113b) pétevit, jos Agy on episingulaarinen. Kyseiset determi-
nantti- ja astesddnnot ovat voimassa myos epdsymmetrisen A:n tapauksessa.

Esimerkki 4.7. Erikoistapauksena determinantin kaavoista (4.112) saamme
seuraavan hyodyllisen tuloksen:

det (T Uexv) g in, - VUl = 1|1, — UV, (4.114)
VUXU I’U
mista seuraa etta
I, - vVU| =1, — UV]|. (4.115)
Erityisesti jos a,b € R™, on voimassa yhtélo
I, —ab’|=|I; —b'a|]=1—-bla=1-a'b. (4.116)
Samoin saamme (kun A ja D kddntyvia)
det (é g) _|A|[D— VA~'U| = D||A - UDV], (4.117)
ja (kun « # 0 ja A kéantyva)
det (A ) = 1A 'A""u) = a|A - Luv/ 4.118
(B M) =lAlo-vAT W =alA - luv].  (4118)

' (3 2) =1(A) +r(a = v'ATa) = r(a) + (A - Juv), (4.119)
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eli
Al(a = V' A7 u) = oA — Luv/|, (4.120)
r(A) +r(a— VA lu) = 1+1(A - Luv). (4.121)
Yhtéalosta (4.121) voimme johtaa edelleen seuraavan tuloksen:

(A —tuv)=1(A) -1, kina=v A u#0. (4.122)

(07

4.5 Positiivisesti definiitin matriisin kaantaminen

Olkoon symmetrinen A, positiivisesti definiitti. Silloin on olemassa sellai-
nen Ly, x,, ettd A = L'L (ks. yksityiskohtaisemmin luku 6.3, s. 193). Esitetdén
nyt L ositetussa muodossa L = (L; : Lg), jolloin

L L'L; L/L Ay A
—T1/'T — 1 . _ 141 12y 11 12
A=LL= <L,2> (Ly : Ly) = (L,le L,2L2> = ( N 22) . (4.123)

Talloin

A-l (LQoLy) —(LiLy) Lo (LyQiLs)
—(L4Qi L) 4Ly (LiLy) (L4QiLs) '
All A12
_ <A21 AQQ), (4.124)

silla mm.
A?? = (Ap — Ay A['A) 7! = [LiLy — LiLy (L)L) 'L Ly
= (L[I - Ly(L{Ly) 'Lj|Ly) ™ = [L4(I - Py, )Ly !

= (LyQuLy) ', (4.125)

missa
P, =P =Li(L\L) 'L}, Q =1-Py, (4.126a)
LyQiLy = LYy(I —Py)Lo = Ago g . (4.126b)

Matriisin A determinantille saadaan lausekkeet

|A| = [LiLi||L (I - Py) Lo| (4.127a)
= |L4Lo||L) (I — Py) Lyl (4.127D)
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Matriisin A aste on

I‘(A) I‘(LllLl) + I‘[LIQ(I — Pl)Lz]
r(Ly) + r[(I — P1)Lo]

r(Ls) + r[(I — Pa)Ly]. (4.128)

On osoitettavissa, ettd astekaavat [samoin kuin determinanttikaavat (4.112)]
ovat voimassa vaikka A olisikin singulaarinen; edellytyksenéd on, ettd A on
ei-negatiivisesti definiitti eli A on esitettdvissd muodossa A = L/L.

Esimerkki 4.8. Olkoon z = () (p + 1):n elementin satunnaisvektori, jonka
kovarianssimatriisi on

cov(z) = cov <z> = (2,’“‘ U’;’) =3X. (4.129)

Oxy Oy

Té&lloin X:n kddnteismatriisin viimeinen lavistdjaelementti o¥%¥ on

1
o = = . 4.130
O'; — U;yz):ia'xy U;x ( )

Determinantin lausekkeeksi saadaan
Z] = [Bxxl (0 — 0y ZrnOxy) (4.131)

mista oz,lele saadaan esitykset

o S lo,
Ty = 0 = Ol Sren 0y = 0 (1 = 240 )
)
201 2 >
=o0,(1— = . 4.132
71~ 2y) = 155 (4.132)
U

Esimerkki 4.9. Olkoon L, x, ortogonaalinen matriisi, joka on ositettu siten
etta

Lixn = (anp : anq) , ptqg=n. (4133)
Talloin 'L =LL =1,, L’ =L ja
X/ X'X X'Z I, O
L'L = (X:Z)= =7 =1I,. (4.134)
(Z’) (z’x z’z) (0 I, "

Olkoon V jokin symmetrinen positiivisesti definiitti matriisi eli on olemassa
epasingulaarinen F siten ettd V = FF’. T&lloin on voimassa seuraava tulos:
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Olkoon L = (X : Z) ortogonaalinen n X n-matriisi ja Vyxn olkoon positii-
visesti definiitti. Tdallgin

(X'VIX)™' = X'VX - X'VZ(Z'VZ) 'Z'VX. (4.135)

On montakin tapaa todistaa (4.135), ja yksi tapa on kiyttaa ositetun matriisin
kaadntamissaantod. Merkitaan

X/ X'VX X'VZ
A=LVL= (Z,> V(X:Z)= <Z,VX Z’VZ) . (4.136)

Ositetun matriisin kddntotulosten perusteella A~':n vasen ylinurkka A'! on
A = [ X'VX - X'VZ(Z'VZ)'Z'VvX] L. (4.137)
Toisaalta L:n ortogonaalisuudesta seuraa, etté

AT =@vVL) ' =LV (L) =L'VT'L

X'\ - X'VIX X'VZ
= (Z/> Vi(X:Z) = <Z’V1X Z’V1Z>' (4.138)

Viite seuraa valittomésti yhtaloista (4.137) ja (4.121).
Miten kéy, jos L = (X : Z) ei olekaan ortogonaalinen, mutta edelleen L on
kdantyva ja X'Z = 0?7 T&lloin on helppo havaita, etté

L= <((§)Z())_11§> : (4.139)
silla / .
(%,)Z())_l?,) (X:7) = (Ig I‘Z) . (4.140)
Téten (4.121):ta vastaten saamme
X'X)~ X’

Al =LV L) = <( ) VIX(X'X)™ :Z(Z'2) 7]

(le)—lzl

<(X/X)_1X/V__1X(X/X)_l ) . (4.141)

Yhtéaloiden (4.137) ja (4.141) nojalla on voimassa
(X'X)IX'VIX(X'X)™ = [X'VX - X'VZ(Z'VZ)1ZVX]™!, (4.142)
eli

X'X(X'VIX)IX'X = X'VX - X'VZ(Z'VZ)'Z'VX, (4.143)
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(X'VIX)™! = (X'X) "I X'VX(X'X) !
~ (X'X)"IX'VZ(Z'VZ)'ZVX(X'X)™L. (4.144)

Ks. esim. Rao (1967, s. 358). O

4.5.1 Matriisin X’'X kaanteismatriisi regressioanalyysissa

Tarkastellaan regressioanalyysissd esiintyvad n x (k + 1)-mallimatriisia
2| e rrx(eD), (4.145)

Oletamme siis, ettd mallissa on mukana vakiotermi. Matriisi Xy on varsinais-
ten selittdjien muodostama havaintomatriisi. Olkoon X:n sarakkeet vapaat.
Osoitamme, etté

-1
1 (n VXN -
wxr - (g 2 ) e

XX

missé Txx on selittdjien tulosummamatriisi:
Txx = XH(I - J)X( = X{CXp . (4.147)

Kéaytdmme merkintad

(00 01 40k
no o1UX,\ 't [H0 L ok o
(X’Ol X/0X0> = = < T22>- (4.148)
thO ¢kl gkk

Suoraan sijoittamalla saadaan

T2 = (X)X — Xp110%0) ' = G- 9)Xg] ' =Tl (4.149)

XX

Matriisin X’X determinantiksi saadaan
n 1/X0
X1 X,Xq
= |X{Xo| [n — 1'Xo(X(X0) ' X01], (4.150)

det(X'X) = det ( ) = n|X(Xo — X(121'X,|

ts.

IX'X]| = n|X{I - I)Xo| = n|Txx| = |X(Xo| (n — 1'Px,1) . (4.151)
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Jos X on ositettu siten, etta
X = (X1 : Xk), X1 = (1 X1l kal), (4.152)
niin

-1
X'X; X)x : :

X'X)"t= [Tt TR o . 4.153

(X X) (xle )i Py ) Y

eli (X’X)~L:n viimeinen livistdjielementti on

1 1
thk = = : (4.154)
x(T=Px)xk  [[(I-Px,)x

Tietenkin on voimassa

|(I-Px,)xx]| =0 <= (I-Px,)xx=0
— Px,x; =%, < x; €¢(Xq). (4.155)

Samoin voimme péaételld, ettd jos xp on "melkein” X;:n sarakkeiden lineaari-
kombinaatio, niin t**¥ on “hyvin” suuri:

xp €" €(X)) = t'F x~ 0. (4.156)

Edelld méadritettiin (X/X)~1:n viimeinen livistijielementti t°*. Selittajaa
X; vastaava livistdjdelementti t* matriisissa (X’X)~! on edellisten tarkaste-
lujen perusteella tietenkin
1

i = , 4.157
x;(I=Px _,)xi ( )

7

missd X(_j) = (1 :X1 0.0 0X1 I X1 0.0 . 0 Xg).
Esimerkki 4.10. Lineaarisessa mallissa
{y,XB,0°1,} = {y, (1: X0)B,0%L,} (4.158)

parametrivektorin 8 pienimmén neliésumman estimaatti on

Bo
B=XX)"'Xy= [3:1 = <§0> € RFH! (4.159)
B

= regressiokertoimien PNS-estimaatit, OLSE(S3).
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Osoittautuu, ks. (8.107) (s. 271), ettd

Bo=y—Bx=0—(F1Z1+ - + B , (4.160a)
Bx = (Ala S 7/316)/ = (XECXO)_1XBCy
= (X{X0) " 1X(F = Tittay = Ssxy € R (4.160D)

Liséksi X3« on se Xy:n sarakkeiden lineaarikombinaatio, jolla on maksimaa-
linen korrelaatio y:n kanssa eli

A th, Tt
max corﬁ(y,ng) = cor?l(y7 XoBx) = %xy = RZ,X, (4.161)
vy

missé Rg_x on regressiomallin selitysaste; ks. (8.223) (s. 288), luku 8.8 (s. 287).
On helppo vakuuttautua, etta

cord (y, XoBx) = cor(y, XA). (4.162)

O]

Harjoitustehtavia

4.1. Muodosta sellaiset 2 x 2-matriisit A ja B, joiden kaikki elementit ovat
# 0 mutta AB = 0.

4.2. Muodosta jokin epdsymmetrinen ortogonaalinen 2 x 2-matriisi D. (D, xp,
on ortogonaalinen jos D'D = 1,,.)

4.3. Muodosta jokin epdsymmetrinen ortogonaalinen 3 x 3-matriisi E.

4.4. Muodosta jokin episymmetrinen idempotentti (P? = P) 3 x 3-matriisi
P.

4.5. Jos neliomatriisi A,,x, on esitettivissia tulona A = LL’, missi L on
jokin n X g-matriisi, sanomme ettd A on ei-negatiivisesti definiitti mat-
riisi. Osoita, ettd jos an, = 0, niin A:n viimeinen sarake on valttdmétta
nollavektori (ja samoin viimeinen vaakarivi).

4.6. Olkoon Py, symmetrinen ja idempotentti ts. P on ortogonaaliprojek-
tori. Osoitettava:

(a) P jaI— P ovat ei-negatiivisesti definiitteja,
(b) ngiigl,i:L...,n.
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4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

(c) =1/2 < p;; < 1/2, i # j. Ohje: Merkitddn P = (p1 : ... : pp) =
PP = P’. Talloin
P11 = PiP1 = piy 5+ D5+ -+ s
= P31 =pu—ph— (P31 +- - +pn1) < pi—phh < 1/4 (miksi?)
Muodosta jokin symmetrinen 2 x 2-matriisi F', joka on ei-negatiivisesti

definiitti; symmetrinen 2 x 2-matriisi G, joka ei ole ei-negatiivisesti de-
finiitti.
Maéaritd matriisit y,x1, Anx3s, P3x1 ja Cnx1 siten ettd voit esittdd seu-
raavan yhtéléryhmén muodossa y = Ab + c.

y1 = Po+ frz1 +e1

Y2 = Po + frz2 + €2

yn:60+6133n+5+5n-

Olkoon P = {p;;} siirtyméatodennékéisyysmatriisi, jolloin siis P:n jokai-
sen vaakarivin elementtien summa on 1.
(a) Osoita ettd P? on my®s siirtymétodennikéisyysmatriisi.

(b) Osoita, ettd vektori 1 kuuluu P:n sarakeavaruuteen ¢ (P) eli on
olemassa vektori a siten, ettd Pa = 1.

Olkoon

Il
(=l elololNol
OO Rk FEH OO
_——_0 O O OO

Maédritd jokin vektori u € R7, joka kuuluu sarakeavaruuteen € (A), seké
vektori v € R, joka ei kuulu sarakeavaruuteen ¢ (A).

Tarkastellaan muuttujavektorin y versioita ¥, ¥ ja ¥, jotka on mééri-
telty seuraavasti:

Gi=Y—Y, U= S Ui = ;

missé s, = y:n keskihajonta: 55 = ﬁ SSy, SSy = Y1 (v —y)?. Médri-

td n x n-matriisit F ja G siten ettd (a) § = Fy, (b)y = Gy. Méirit:
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(c) vektorin ¥ pituuden nelié ||¥]2,

(d) muuttujan y otosvarianssi,

(e) vektorin y pituuden nelié ||3]2,
)

(f) muuttujan y otosvarianssi.

4.12. Olkoon H = Px = X(X'X)1X’, missi matriisin X,,x, sarakkeet ovat
vapaat. Osoita, etta tr(H) = p.

I. Ema) (I -E
O Tn =lo 1)

4.14. Olkoon A € R™*P ja B € R"*P. Osoita etté

(a) € (in> N <0§p> —{0}, % (ABéf) Ay (in> = {0},

(01 (ﬁ g) — 1(A) +1(B).

4.13. Osoitettava:

4.15. Maarita 6 havainnon muuttujavektorit x ja y, jotka ovat ortogonaalisia
mutta eivit korreloimattomia.

4.16. M4aarita neliomatriisi A siten ettd 7> = y’Ay, missd § = muuttujavek-
torin y elementtien (n kpl) keskiarvo.

4.17. Tarkastellaan n x 4-matriisia X = (1 : x : y : z). Osoita, ettd jos X:n
sarakkeet ovat keskenéén ortogonaaliset, niin corq(x,y) = 0.

4.18. Olkoon A nelidmatriisi. Osoita ettd tr(A’A) > £ tr[(A + A’)?]. Milloin
yhtéasuuruus toteutuu?

4.19. Olkoot n X n-matriisit A ja B symmetrisia. Osoita, etté
1
(a) 3 [tr(A2) + tr(B?)] > tr(AB),
(b) tr[(AB)?] +2tr(A?B?) > 0.

4.20. Maaritd H = Px = X(X'X)7'X/, kun

1, 0 0
X=|0 1, 0|, a+b+c=n.
0 0 1.
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4.21. Olkoon y' = (3,3,6), 1’ = (1,1,1), I = 1(1'1)"11", C=1-J ja

A=

S O W
S W W

Laske késin:
(a) Jy, (b)) JA,  (c) Cy, (d) CA, (e) y'Cy/(n—1).
4.22. Osoita: A on idempotentti jos ja vain jos I — A on idempotentti.

4.23. Olkoon neliématriisilla A ominaisuus A%(I — A) = 0. Seuraako téisti,
ettd A on idempotentti?

4.24. Todista: Olkoon y jokin annettu R™:n vektori, y # 0. Talléin
YQx =0V Quxp = x=0.
Vihje: Olkoon y:n elementti yi # 0. Valitaan Q = ii}, jolloin . ..

4.25. Olkoon

1, O
an2—<0a 1b>, n=a+b(0<a<n).

Maérita a:n arvo siten, etté

(a) tr(X’X)~! on mahdollisimman (1) suuri, (2) pieni,
(b) det(X’X)~! on mahdollisimman (1) suuri, (2) pieni.

4.26. Olkoon Rj3x3 = corq(x; : X2 : y) tasakorrelaatiomatriisi:

R . 1 r» r 1
R=(1-r)I3+rlsl}= XX —r 1 r|, Rux = ",
r 1 o1 1

Xy r

Masritd R™!. Osoita lisiksi, etti
2

1+r

Tl R;x xy = (= selitysaste kun y:ta selitetddn xq:114 ja zo:11a)

4.27. Maarita vektori a siten ettd oy, = 3xa, kun

1 P p2 pk

po1p P Sex o il
: : : : xy y

ok kel 2 1
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4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

Matriisien A ja B euklidinen etdisyys (neliditynd) on
n m
IA =B =3 (a; — by)* = tr[(A — B)'(A - B)].
i=1j=1
Osoita: ||A — B||% = tr(A’A) + tr(B'B) — 2tr(A'B).

Cauchyn-Schwarzin epiyhtilossd (u'v)? < uw'u - v'v vallitsee yhtdsuu-
ruus tésmélleen silloin kun vektorit u ja v ovat lineaarisesti riippuvia.
Padttele tdméan perusteella milloin epayhtélossé

[tlr(A’B)]2 <tr(A’A) - tr(B'B)
on voimassa yhtasuuruus.

Olkoon a +b+c=nja

n a b c 0 0 0 0

_la a 00 10 1/a 0 O
A= b 0 b 0]’ G= 0 0 1/b 0
c 00 ¢ 0 0 0 1/c

Mitka seuraavista ehdoista toteutuvat?

(1)AGA=A, (2)GAG=G, (3)(AG)=AG, (4)(GA) =GA.

Tarkastellaan ns. latinalaisia neliématriiseja

1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 31 4 2
Li=lg 41920 ™72 41 3
4 3 2 1 4 3 2 1

Osoita, ettd Ly ja Lo ovat singulaarisia ja méaaritd niiden asteet. Muo-
dosta jotkut Li ja Ly

Latinalaiseksi nelioksi sanotaan k X k-nelidmatriisia, jonka jokaisel-
la rivilla ja sarakkeella esiintyy k& lukua ay, ..., ay siten, ettd kukin luku
esiintyy vain yhden kerran jokaisella rivilla ja sarakkeella. Sanomme, etta
4 x 4-latinalainen nelié L on perusmuodossa, jos L:n ensimmaéinen vaa-
karivi on 1,2, 3, 4. Osoita, etta kaikkiaan on olemassa 24 perusmuotoista
4 x 4-latinalaista nelioté.

Latinalaisen nelion sanotaan olevan criss-cross-tyyppié, mikéali sen
diagonaalielementit ovat yhtasuuria ja sen backwards-diagonaalielementit
ovat yhtasuuria. Vakuuttaudu, ettd L; ja Lo ovat ainoat perusmuotoiset
4 x 4 criss-cross-latinalaiset neliot.



Luku 5

Ominaisarvoista

Tekijia et vieldkddn kirjaimellisesti mainitse Rylled
hevoseksi. Torjumme kuitenkin liian
mielikuvituksellisena vddristelevian olettamuksen,
ettd hanta olisi korpitielld vetdnyt kesy strutsi.

Mika Waltari (1949): Neljd paivinlaskua.

5.1 Maaritelma

Tassé luvussa tarkastelemme joitakin reaalisten matriisien ominaisarvoihin ja
ominaisvektoreihin liittyvid ominaisuuksia.

Luku A (reaaliluku tai kompleksiluku) on neliomatriisin A, ominaisarvo,
jos on olemassa sellainen vektori t # 0, etta

At =\t (5.1)

eli

(A — ML)t = 0. (5.2)

Téll6in t on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori: A € ch(A), kun ch(A)
merkitsee A:n kaikkien ominaisarvojen joukkoa. Pari (A, t) on yksi A:n omi-
naispari. On selvid, ettd (5.1) toteutuu triviaalisti, kun t = 0, mutta nolla-
vektori ei siis kelpaa ominaisvektoriksi.

Ominaisarvot (ja vastaavat ominaisvektorit) eivéit aina ole reaalisia. Jos
kuitenkin A on symmetrinen, niin A:n ominaisarvot ovat reaalisia ja vastaavat
ominaisvektorit voidaan valita reaalisiksi; ks. esim. Rao (1973, s. 38), Searle
(1982, ss. 290-291).

Yhtéalosta (5.2) huomaamme, ettd ominaisarvoa A vastaava ominaisvekto-
riksi kdy mika hyvénsa vektori t, joka toteuttaa ehdon

te /(A-AL), t+#0. (5.3)

161
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Aliavaruutta 4 (A — A\I,,) sanotaan A:n ominaisarvoa A vastaavaksi ominai-
savaruudeksi ja

dim A (A — AL,) = Ain geometrinen kertaluku. (5.4)

Yhtalolla (5.2) on nollasta poikkeva ratkaisu t tédsmélleen silloin kun mat-
riisin A — I, sarakkeet ovat sidotut (miksi?), miké tapahtuu tasmélleen silloin
kun ns. ominaisyhtdilé

det(A — AI,) = 0 (5.5)

toteutuu. Funktiota
pa(N\) = det(A — AL,) (5.6)

sanotaan A:n ominaispolynomiksi. Matriisin A ominaisarvot ovat siis omi-
naisyhtdlon juuret. Ominaispolynomi on n. asteen polynomi, jolla on n (mah-
dollisesti kompleksista) juurta, jotka tietenk&dn kaikki eivat ole valttAmétta

erisuuria. Esimerkiksi jos A = (% {), niin

pA(A)—det< . 0—)\> =241, (5.7)

joten A:lla ei ole yhtdén reaalista ominaisarvoa.

Kannattaa huomata, ettd ominaisarvot ovat ”yksikésitteisid” lukuja; omi-
naisarvoa A vastaava ominaisvektori t saadaan ratkaistua yhtélostd At = At
eli ratkaisuksi kdly miké hyvinsé aliavaruuden .4 (A — AIL,,) vektori (nollavek-
torista poikkeava).

Tarkastellaan sitten hiukan matriisin A, %, ominaispolynomia, joka voi-
daan siis kirjoittaa muodossa

all — A a2 A1n
a as — A ... aon
paA(N) = det(A — AL) =det | ?
an1 an2 coo Qpn — A
= (= N)"+ 1 (=N ke (N + o, (5.8)

missé ¢;:t ovat sopivia kertoimia. Toisaalta koska A\;:t ovat ominaisyhtalon
juuria, ominaispolynomi voidaan kirjoittaa muodossa

pA(A) =det(A —AL,) = (A —A) - (A — ), (5.9)

mistd nahdédén, ettd pa(0) = det(A) = Ay --- A,. Polynomien (5.8) ja (5.9)
kertoimien on tietenkin oltava samoja. Esityksesta (5.9) on kohtalaisen helppo
padtelld, ettd (—A)" 1m kerroin on A\;+- - -+ \,. On hiukan tydldAmpi niyttis,
ettd (5.8):ssa (—A)"~L:n kerroin on tr(A), ks. esim. Schott (2005, s. 91), Searle
(1982, s. 278); ks my0s (4.25) (s. 133). Téten aina on voimassa
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det(A) = A+ Ap, tr(A) =X+ + Ay (5.10)

Olkoot A:n ominaisarvot reaalisia. Talloin usein asetamme ominaisarvot
suuruusjarjestykseen ja merkitsemme

e chi(A)=X\, 1=1,2,...,n,
e A1 >N > > Ay,

e ch(A) = {A\1,\2,..., \,}, kaikkien ominaisarvojen joukko monikerrat
mukaanlukien,

e nzch(A) = {\; : \; # 0}, O:sta poikkeavien ominaisarvojen joukko.

Jos vektori t toteuttaa (5.1):n, niin my6s at toteuttaa (5.1):n, koska (5.1)
voidaan kertoa puolittain reaaliluvulla o (# 0). Toisin sanoen: ominaisvektorin
pituus ja "etumerkki” eivét ole yksikésitteisid. Usein ominaisvektorit normee-
rataan pituudeltaan ykkosiksi.

Vilittomasti havaitaan, ettd yksikkomatriisin I,, ominaisarvot ovat ykko-
sid, silla tédlléin ominaisyhtalé saa muodon

det(I, — AI,) = (1 — \)" =0. (5.11)

Téten 1 on n-kertainen ominaisarvo ja ch(I,) = {1,...,1}. Ominaisyht&l6 on
vastaavasti I,t = t eli mikd hyvinsa R™:n vektori t # 0 voidaan valita ominais-
vektoriksi. Téssa tilanteessa ominaisvektoreissa on ei-yksikéasitteisyyttd myos
pituuden ja etumerkin lisdksi; nain kéy aina kun kyseessé on useampikertainen
ominaisarvo.

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan korrelaatiomatriisia

(1 o 2
p-(g 1), 2<l. (5.12)

Téll6in p:n ominaisarvot A1 ja Ay ovat yhtédlon |p — Aly| = 0, eli yhtélon

olet<1;A 1E>\>:(1—/\)2—Q2:0 (5.13)
juuret; ts. A:n on toteutettava yhtélo
(1—X)?%= 0% (5.14)
Yhtéalon (5.14) ratkaisut ovat (suuruusjérjestyksessé, kun o > 0)

Chl(p):)\l =1+4op, Chg(p) =X=1—0p. (515)
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Havaitsemme etta
M+X=0+0+(1—0) =2=tr(p), (5.16)
MA2 = (14 0)(1 — 0) =1 — ¢* = det(p). (5.17)
Vastaavat ominaisvektorit saadaan yhtaloistd (p — A\;I2)t; = 0, eli

Al=1+4p:

1-(1+o) 0 _ (=0 o ti1\ (O
(70 ) (0 8) ()-G6) e

A=1-—p:

1-(1-p) 0 (o o) [tiz) (O
( 0 1—(1—9)> t2_<9 Q) <t22>_<0>' (5.19)

Taten ominaisvektorit ovat

t1:<2>, t2:<z>, a0, b#£0, (5.20)
ja erityisesti ortonormaalit ominaisvektorit ovat
1 (1 1 1
t1 = — , to=— . 5.21
= sl1) e () (5.21)
O

Esimerkki 5.2. Matriisin A = (} 1) ominaisarvot saadaan yhtilosta
det(A — \I3) = det (1IA 1iA> =(1-XN?*-1=0, (5.22)

eli ch(A) = {2,0} ja vastaavat ominaisvektorit ovat samat kuin (5.20):ssé. Jos
A = 131} niin ominaisarvot saadaan yhtalosta

det(A —AIg)=det| 1 1-Xx 1 |=o0. (5.23)

Determinantin det(A — A\I3) laskemisessa on hivenen vaivaa, ks. Esimerkki 4.3
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(s. 138), ja helpommalla péédstédénkin jos huomataan etté

1 11

Atl = 1 11 tl =3 tl y kun tl = 13, (524)
111
1 11 1 1

Ato=[1 1 1||-1]=0]-1|=0-ts, (5.25)
1 11 0 0
111 1 1

Ats=|1 1 1|0 |=0] 0 |=0-t3. (5.26)
111 -1 -1

Ominaisarvoa 0 vastaaviksi ominaisvektoreiksi to ja t3 voidaan itse asiassa
valita mitk& hyvénsé aliavaruuden .4 (A —0-I3) = .4 (A) vektorit. Kannattaa
panna merkille, ettd to ja t3 voidaan valita keskenéén ortogonaalisiksi. O

Jos tunnetaan A:n ominaisarvot, niin mité voidaan sanoa matriisin A 4dI,
d € R, ominaisarvoista? Helposti havaitaan, etté

At =Xt = (A+dI)t=X+dt=(A+d)t
— A+d € ch(A +dI). (5.27)

Samoin (jos A kaintyy):

1 1
At=Xt = t=) A1t = A 't = 6= 1€ ch(A™h),  (5.28)

ts.
(A, t) on A:n ominaispari == (1/A\,t) on A~':n ominaispari.  (5.29)

Jos (A + dI)~! on olemassa, niin

1
A = A:n ominaisarvo = id- (A + dI)"!:n ominaisarvo. (5.30)
Symmetrisen A:n erisuuria ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat
ortogonaalisia. TAmé perustellaan seuraavasti. Olkoot (A, t) ja (u, u) matriisin
A ominaispareja:
At =XAt, Au=pu. (5.31)

Kerrotaan ensimmaéinen em. yhtiloistd vasemmalta u’:lla ja toinen t’:lla, jol-
loin WAt = A\u’t ja t'Au = pt'u. Koska u’At =t Au, on oltava

At = pt'u eli (A — p)t'u=0, (5.32)

mistd A:n ja pmn erisuuruuden vuoksi seuraa, ettd t'u = 0.
On osoitettavissa, etté
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& jos A on symmetrisen matriisin A p-kertainen ominaisarvo eli
ominaisyhtélon det(A — AL,) = 0 p-kertainen juuri, on aina mah-
dollista 16ytaéd p ortogonaalista A:aa vastaavaa ominaisvektoria.

Jos A on ominaisyhtélon (5.5) p-kertainen juuri, sanotaan lukua p omi-
naisarvon A algebralliseksi kertaluvuksi. Ominaisarvon A geometrinen kertalu-
ku madriteltiin aliavaruuden .4 (A — AI,,) dimensiona; ks. (5.4) (s. 162). On
osoitettavissa, ettd matriisilla A,,«, on olemassa n lineaarisesti riippumaton-
ta ominaisvektoria tédsmélleen silloin kun jokaisen ominaisarvon algebrallinen
kertaluku on sama kuin geometrinen kertaluku. Néain kdy mm. silloin kun A
on symmetrinen. Jos A ei ole symmetrinen, asiat mutkistuvat.

5.2 Ominaisarvohajotelma

Olkoon A, «, symmetrinen matriisi, ja olkoon T, «, matriisi, jonka sarakkeina
ovat A:n L:n pituisiksi normeeratut ominaisvektorit: T = (t1 : to : ... : ty).
Oletetaan lisdksi, ettd ominaisvektorit on valittu siten, ettd ne ovat keskendén
ortonormaaleja. (Kuten edelld todettiin, ”valinta” tulee kyseeseen vain kun
jonkin ominaisarvon kertaluku on suurempi kuin yksi.) Téll6in matriisi T on
ortogonaalinen eli se toteuttaa ehdon

TT=TT=1,, T =T1. (5.33)
Merkitddn ominaisarvojen muodostamaa lavistédjamatriisia A:lla:
A= diag()\l, )\2, ceey )\n) . (534)

Talloin on tietenkin voimassa yhtalo

(Atl : Atg et Atn) = (Altl : )\th el )\ntn)y (535)
eli
M 0 ...00
0 X ... O
Atyp:ito: . ity)=(tr:ta: . ity) | . . o, (5.36a)
0 O An
AT =TA. (5.36b)

Kertomalla (5.36b) oikealta T":lla saadaan yht&lo

A = TAT. (OAH)
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Hajotelmaa (OAH) sanotaan A:n ominaisarvohajotelmaksi (tai spektraalie-
sitykseksi) ja se osoittautuu erittain kdyttokelpoiseksi monissa tarkasteluissa.
Jos A:n kaikki ominaisarvot ovat erisuuret, on ominaisarvohajotelma tietenkin
yksikésitteinen — T:n sarakkeiden etumerkkejé ja jérjestystd lukuunottamatta.
Usein on tapana jarjestdd ominaisarvot suuruusjarjestykseen siten etta

)\max = >\1 > AQ > > )\n = Amin . (537)
Kertomalla (5.36b) vasemmalta T':lla saadaan tietenkin
T AT =A. (5.38)
Havaitsemme myos, etta
t
t
A= TAT/ = (tl :tg C e tn)AT, = (Altl . )\th et )\ntn) .
¢
= Aitith + Aototh + - Aptty, + Appiteriti g + -+ At
= T/(k)A(k)T(k) + Tfn—k;}A[n—k]T[n—k] , (5.39)
missa
Agy = diag(A1, ..., Ak), Apgy = diag(Met1s -5 An) (5.40a)
T = (T : Thsy), Ty ERVF, Tpyy € ROTH (5.40b)
Triviaalisti on voimassa
A — Altltll = T/[n—l]A[nfl]T[nfl} s (541&)
A — T/(k;)A(k)T(k) = T/[n_k]A[nfk]T[nfk} . (5.41b)

Esimerkki 5.3. Olkoon symmetriselld A, x,:lla ominaisarvohajotelma A =
TAT’. Talloin matriisin jiljen kommutatiivisuuden nojalla saamme

tr(A) = tr(T - AT') = tr(AT' - T) = tr(A). (5.42)

Koska tulon determinantti on tulon tekijoiden determinanttien tulo (kunhan
rivi- ja sarakeluvut ovat sopivat), on voimassa

|A| = |TAT'| = |T|[A||T'| = |T'|[T| |A] = |T'T||A| = [A].  (5.43)
Néin on naytetty ettd symmetriselle A:lle pétee
tI‘(A):)\l—l-)\Q-f—"'-i-)\n, ’A’:)\l)\g-")\n. (5.44)

Tulos (5.44) pétee (5.10):n (s. 163) mukaan itse asiassa my0s mille hyvénsa
matriisille, ei ainoastaan symmetrisille. O
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5.2.1 Neliomuodon x’Ax maksimiarvo

Olkoon A, x, symmetrinen ja tarkastellaan neliomuotoa f(x) = x’Ax. Mika
on neliomuodon x’Ax suurin arvo, kun asetetaan rajoitus x’x = 17 Tehtéiva
ratkeaa helposti ominaisarvohajoitelman A = TAT’ perusteella;

A=diagM,.... ), M >>)\, TT=TT =1,. (5.45)
Nimittain
f(x) =x'Ax = x'TAT'x := 2’ Az [z = T'x]

= Alz% + )\gz% + -+ )\nzi
<M +2+ 2= Dz =), (5.46)

silld z'z = x'TT'x = x'x = 1. Ylaraja edelld saavutetaan kun valitaan x = t1,
silla yhtélon At; = A1t perusteella

thAt] = t](A\it1) = Mithts = A\p. (5.47)
Siis:
chmax(A) =chi(A) =\ = max x'Ax. (5.48)

Koska osamadra (ns. Rayleigh’n osamddrd)

x'Ax
O (5.49)
on riippumaton x:n (euklidisesta) pituudesta (miksi?), on voimassa:
chmax(A) =chi(A) =\ = r)x(l;%c X)/:/A;X = max x'Ax. (5.50)
Vastaavasti on osoitettavissa ettd
chimin(A) = chn(A) = A, = min X};‘:‘ = min XAx.  (5.51)
Merkitdan sitten
Ty = (t1:...:t;) Tm k ensimmdiisti saraketta, (5.52a)
Ty = (tnkt1 0.0 tn) Tk viimeistd saraketta . (5.52b)
Toiseksi suurin ominaisarvo Ay saadaan seuraavasti:
cha(A) = Ao = maxx'Ax, (5.53)

xeL
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missé maksimointi tapahtuu seuraavassa joukossa:

L={xeR":x'x=1,%xt1=0}
={xeR":x'x=1,x€C(ta:...:t,)}
={xeR":xX'x=1,x€C(T,_y)) }. (5.54)

Y14 on kaytetty hyvéksi hajotelmaa
R™ =€ (t1) BE(t1)" = € (t1) BE(Tp,_1) (5.55)
ja siten
X't =0 <= x€E(T),_q). (5.56)

Ominaisarvo A; voidaan luonnehtia vastaavalla tavalla.

Varmistetaan vield, ettd (5.53):n mukainen maksimointi antaa tulokseksi
A2:n. Olkoon x € €'(T,_q17), X'x = 1, jolloin on olemassa a € R siten, ettd
X = T[n_l]a. Talloin

x'Ax = a'T'[nfl]AT[n_l]a = a'A[n_l]a . (5.57)

Lausekkeen (5.57) maksimi ehdolla a’a = 1 (miké on yhtépitaviad ehdon x'x =
1 kanssa) on tietenkin As.

Seuraavassa on vield yhteenveto joistakin ominaisarvojen ominaisuuksista.
Olkoon A, «, symmetrinen. Tall6in:

x' Ax

(a) chi(A) =X = max =7~ = max x'Ax,
(b) chp(A) =\, = I}gil& x}’;ix = xI/T)l(iill x'Ax,
(¢) chn(A) = A, < X:,A;X < A1 = chy(A),
(d) cha(A) =Xy = max xAx,

x'x=1,t]x=0

(e) chgy1(A) = A1 = max X'Ax = M\py1, k=1,...,n—1.
x'x=1,T/, x=0

(k)

5.2.2 Antiominaisarvot

Olkoon A, ., symmetrinen positiivisesti definiitti matriisi (ks. luku 6.3, s.
193), jolloin sen kaikki ominaisarvot ovat nollaa suurempia. Huomaamme, etta
ominaisarvoa A € R vastaava ominaisvektori t on sellainen vektori, ettd kun se
kerrotaan matriisilla A, niin tulokseksi tulee ”vain” t:n monikerta A\t. Toisin
sanoen, vektorin t kertominen A:lla antaa tulokseksi t:n monikerran, joka siis
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voi olla eripituinen kuin t. Tam& merkitsee, ettd vektorien t ja At vélisen
kulman kosini on 1:

vAt _ tAt
Vit't -t/ A’At V't -t/ A2t
Etsimme siis sellaista vektoria x, jolla on mahdollimman pieni kulma vektorin

Ax kanssa (0°) ts cos(x, Ax) olisi mahdollisimman suuri (1). Harjoitustehta-
vand on ndyttaa ettd (5.58) on yhtipitdvi seuraavan kanssa:

cos(t, At) = (5.58)

t'At — (A7) =0, missd t't = 1. (5.59)

Voimme muuttaa tehtavia siten, ettd haemme sellaista vektoria x, jolla on
mahdollimman suuri kulma vektorin Ax kanssa ts. cos(x, Ax) olisi mahdolli-
simman pieni. On osoitettavissa, etta

VA XAx (5.60)
1= ~ ~ .
a M+ T Vx'x - x'A%x ’
missé (A, t;) on matriisin A ¢. ominaispari. Lausekkeen cos(x, Ax) minimiar-
voa p1 sanotaan ensimmaiseksi antiominaisarvoksi ja siihen johtavaa vektoria
(vektoriparia) vastaavaksi antiominaisvektoriksi:

1 1
—t; £ —t,, 5.61
E TR 61
jotka voidaan normeerata ykkésen pituisiksi:
VAnts £ VALt
nol o (5.62)

\/>\1+An

Kirjallisuutta antiominaisarvoista: Gustafson (2012), Rao (2007), and Punta-
nen, Styan & Isotalo (2011, s. 237).

5.2.3 Kovarianssimatriisin XY,,, ominaisarvot

Tarkastellaan yksinkertaista esimerkkié, jossa kovarianssimatriisina on

2
cov(z) = cov <x> = (Ux U$2y> =3. (5.63)
Yy Oy Oy

Karakteristinen polynomi on
p=(N) =N — (02 + o)A + (020, — 02,) = X2 — tr(Z)A + det(Z),  (5.64)

ja 2:n ominaisarvot ovat

1
A1, Ao = 3 {Ui + UZ + \/(U% —02)% + 4a§y} . (5.65)
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Paivanselvésti
tr(X) =07 + 0, = A1 + A2, (5.66a)
2
_ 2.2 2y \ _ 2 2 2\ _
det(S) = 0202 (1 - 0:%%3) = 0202(1— g2,) = Mo (5.66D)

Ominaisarvoa A1 vastaava ominaisvektori t; = (i;) on nollasta eroava rat-
kaisu yhtélolle (X — A\I2)t; = 0, ts.,

(02 = M)ty + Opytar =0, (5.67a)
U:chtll + (O‘Z — )\1)2521 =0. (5.67b)
Olkoon o2 > 02 . T&all6in on vaivatonta paéatelld, ettd to; voidaan asettaa 0:ksi
jos ja vain jos oy = 0, jolloin #11:ksi voidaan valita mikd hyvéinsa nollasta

pokkeava reaaliluku. Kannattaa panna merkille, ettd suhde to1/t1; méérittaa
ominaisvektorin t;.

Erityisesti jos 02 = JZ =02 ja Opy = Uz.gxy > 0, niin saamme
M=0%F0u =0 1+0s), M=0>—0my=0>(1—0s), (5.68)

ja normeeratut ominaisvektorit ovat

- (1) = () wms(1)-(ome ) oo

missé 0 = 45°. Mikéli 0,y < 0, niin A\ = o? — Ozy ja tp = %(—1,1)’. Jos
Ozy = 0, niin Ay = Ay = o? ja t1:ksi voidaan valita mika hyvéinsa R2:n nollasta
poikkeava vektori.

Tarkastellaan sitten satunnaisvektoria z ~ Na(u,3), missid 3 on positii-

visesti definitti. Silloin z:n tiheysfunktio on

1 1 rsi—1
. — —5(z—p)'E" (z—p)
n(z; p, ) (2%)1/2\2]1/26 2 . (5.70)
On ilmeisté, ettd z:n arvojen joukko, joilla tiheysfunktion (5.70) arvo on sama
ovat ellipseja; pistejoukkoja, jotka toteuttavat yhtalon

A={zeR?: (z—p)/S Yz —p) =2}, (5.71)

missa ¢ on jokin annettu nollasta poikkeava reaaliluku. Miten ellipsin akselit
sijatsevat? Paaakseli (1. padakseli) on pmn kautta kulkeva pisin jana, jonka
padtepisteet ovat ellipsin kehalla. Toisin sanoen, haluamme maéarittaa pisteen
z1 ellipsin kehélta siten, etta sen euklidinen etéisyys p:std on mahdollisimman
suuri:

max||z — p||?> ehdollaz € A. (5.72)
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Kun merkitddn u = z — p, niin em. tehtdvd saa asun
maxu'u ehdolla 'S 'u = % (5.73)
Ei ole hankala péételld ettd (5.73):n ratkaisu on
u =z — p =t/ Mtr, ja uju; = AN, (5.74)

Ellipsin 2. padakseli saadaan maarittamalld A:n kehéltd vektori, jonka etéisyys
p:std on mahdollisimman pieni. Yhtapitdva méaaritelmé on se, ettd haetaan
vektoria zy € A, joka maksimoi lausekkeen ||z — || ehdoilla z € A, z'z; = 0.

Yksi tapa vakuuttautua siité, ettd (5.74) on (5.73):n ratkaisu, on huomata,
ettd (5.73) voidaan esittdd muodossa

maxv'Ev  ehdolla v'v = ¢, (5.75)

missi v = X~Y2u ja titen u = XV2v. Yksityiskohdat jitetéisin harjoitusteh-
tavaksi.

Kommentti 5.1. Todettakoon vield yhteenvetona, etté ellipsin A keskipiste
on p ja akselit méirdytyvit lausekkeista u; = 4-cy/A\it;, missi \; = ch; () ja
t; on vastaava ominaisvektori. Jos 02 = 03 =02 ja Oy = azgxy > 0, niin 1.
padakseli u; kulkee 45°:n kulmassa pisteen p = (12 ) kautta. Akseleiden (itse
asiassa puoliakseleiden) pituudet ovat

Vo2 + 05y =coV1+ 0y ja Vo2 —0zy =coV]1— 0y (5.76)

5.2.4 Tulon AB nollasta poikkeavat ominaisarvot

Todistamme seuraavan hyodyllisen tuloksen:

Olkoon A € R™™ B € R™*". Talldin matriiseilla AB € R™™"™ ja BA €
R™*™ on samat nollasta poikkeavat ominaisarvot eli

nzch(AB) = nzch(BA) . (5.77)

Tuloksen (5.77) osoittamiseksi palautamme aluksi mieleen vakiolla kertomisen
vaikutuksen determinanttiin. Nimittain koska

|OZCn><n’ = an’Can| , a €R, (5'78)
on voimassa

AL, — Chxcn| = [(=1)(Cpxn — ALy)| = (—1)"|C — AL, |, (5.79)
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joten yhtéloilla |[C — AI| = 0 ja |[AI — C| = 0 on samat juuret. Taten AB:n
ominaisarvot saadaan yhtélostéa

AL, — AB| = 0. (5.80)

Kéyttaen esimerkin 4.7 (s. 150) tulosta |I, — VU| = |I, — UV]| ja ominaisuutta
(5.78):ta saamme

AL, — AB| = |A(I, — $+AB)| = \"|I, — ;AB|
= AL, — 1BA| = \"|}(AL, — BA)|
= \N'A"T"|AL, — BA| = \"""|\L,, — BA]|, (5.81)
eli
AL, — AB| = A" ™|\I,,, — BA]J. (5.82)
Yhtélosta (5.82) voimme péadtelld, ettd yhtaloilla

AL, — AB| =0 ja |AL,—BA|=0 (5.83)

on samat nollasta poikkeavat juuret, ja téten (5.77) on todistettu.

Toinen (yksinkertaisempi) tapa todistaa (5.77) on seuraava; ks. Seber (1984,
s. 518). Olkoon A nollasta poikkeava AB:n ominaisarvo. T&llin on olemassa
sellainen u # 0 ettd ABu = A\u, mistd seuraa, etti BABu = ABu, missi
v := Bu # 0 (silld ABu # 0). Tdten (BA)v = Av, ja A on BA:n ominaisar-
vo. Aivan vastaavasti voidaan niyttaé, ettd jos A on BA:n nollasta poikkeava
ominaisarvo, niin A on myds AB:n ominaisarvo.

Esimerkkind voimme tarkastella matriisin aa’ (a € R™) ominaisarvoja.
Talléin (5.77):n mukaan

nzch(aa’) = nzch(a'a) = {a’a}, (5.84)

eli aa”:n ainoa nollasta poikkeava ominaisarvo on a’a; luku 0 on aa’:n (n—1)-
kertainen ominaisarvo.

5.2.5 Idempotentin matriisin ominaisarvot

Ortogonaaliprojektorin Po = A(A’A)7'A’, A € R™™ nollasta poikkeavat
ominaisarvot ovat kaikki ykkosia silla

nzch[A(A’A) "' A’] = nzch[A’A(A’A)™!] = nzch(L,,,) . (5.85)

Itse asiassa on helppo osoittaa seuraava tulos:

Olkoon P symmetrinen. Talloin

P2 =P < ch(P)=1{0,...,0,1,...,1}. (5.86)
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Olkoon symmetriselld P:1l4 ominaisarvohajoitelma P = TAT’. Talloin

P2 =P < (TAT)(TAT)=TAT
— TA’T =TAT < A’=A
= N=)\ = N=0tai\; =1, (5.87)
ja niin on (5.86) todistettu.

Tarkastellaan sitten idempotenttia mutta mahdollisesti epdsymmetristé
matriisia P. Olkoon A\ matriisin P ominaisarvo ja u vastaava ominaisvektori.
Téalloin

Pu=)\u = P?u=Pu=)\Pu=)\u
— Pu=)u=)u = A=0taiA=1, (5.88)

eli idempotentin matriisin ominaisarvot ovat aina nollia ja/tai ykkosia:

P2=P — ch(P)=1{0,...,0,1,...,1}. (5.89)

On korostettava, ettd epdsymmetrisen P:n tapauksessa implikaatio (5.89) pa-
tee vain ” = "-suunnassa. Esimerkiksi

ch <(1) 1) ={0,1}, mutta (é i) <(1) i) = <(1) ?) (5.90)

Matriisia P sanotaan tripotentiksi, jos P3 = P. On helppo osoittaa seu-
raava tripotentin matriisin ominaisuus:

P)=P — ch(P)={-1,...,-1,0,...,0,1,...,1}. (5.91)

Matriisi P on nilpotentti, jos on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku
q, ettd P71 =0.

5.3 Singulaariarvohajotelma

Entuudestaan tieddmme, etté jos neliomatriisi A, x, on symmetrinen, on silla
ominaisarvohajotelma

A =TAT, (OAH)

missé T on ortogonaalinen matriisi sarakkeina A:n 1:n pituisiksi normeeratut
ominaisvektorit ja A on A:n ominaisarvojen muodostama ldvistdjamatriisi:

A =diag(A,..., M), M= A,, TT=TT =1I,. (5.92)
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Enté jos A ei ole symmetrinen tai jos A ei ole nelidmatriisi? Miké olisi téssé
tapauksessa (OAH):ta vastaava hajotelma ts. hajotelma joka "toimisi (OAH):n
tyyliin”? Vastaukseksi osoittautuu singulaariarvohajotelma.

Olkoon matriisin A, xm, (m < n) aste r. Talloin A:lla on singulaariarvo-

hajotelma
A=U (Aol g) V' =UAV/, (SAH)
misséd Upxyp ja Vixm ovat ortogonaalisia ja
Upxn = (U1:Up), U eR™" r=r(A), (5.93a)
Vism = (V1:Vy), Vi eR™" AeR™™ (5.93b)
Matriisi
A = diag(dy,02,...,0,) (5.94)

on A:n (nollasta poikeavien) singulaariarvojen (jotka osoittautuvat A’A:n nol-
lasta poikkeavien ominaisarvojen neligjuuriksi) muodostama lavistajamatriisi:

0i =sg;(A) = +4/chy(A’A) >0, i=1,2,...,r. (5.95)

Hajotelma (SAH) voidaan esittdd my6s muodossa

!
A =UAV' = (U; : Up) (Aol g) <¥é> =U,A V!, (5.96)

ja edelleen

e Ar Oy (VA
A= (Ul : UO) <O(n—7‘)><7“ O(n_r)x(m—r) V0

=U.A.V

/ /
=0uvy + -+ opu,v,

U <A*(me)> A\ (5.97)

O(n—m) xm



5.3. Singulaariarvohajotelma 176

missa
Alzdiag(él,...,&«), 0 >-->6,>0, AERnxm,

A= (Al 0) = <A*> eR™™, A eR™, A, e R™,

0 O 0
5r+1:5r+2:"': m =0,
d; = sg;(A) = y/ch;(A’A)
= A:n i. singulaariarvo, :=1,...,m,
A, =diag(d1,...,0p,0p41,-..,0m) = Ain m ensimmaéisté vaakarivia ,

Uan = (Ul : UO) ) Ul € RHXTa UIU = UU/ = In7
mem = (V1 : VO) ) Vl S RmXTv VIV = VV/ = Im7

U, =(uy:...: ) = U:n m ensimmdiistd saraketta, U, € R™*™,
2
VA'AV = A'A = AZ = <A01 g) € R™™,

2
UAA'U=AA"=A} = <A01 g) € R™",

u; = A:n i. vasemmanpuoleinen singulaarivektori
= AA’:n i. ominaisvektori,
v; = A:n 1. oikeanpuoleinen singulaarivektori

= A’A:n i. ominaisvektori.
Koska A, muodostuu A:n m:std ensimméisestd vaakarivista, eli
A
A = | o xmxm) ) (5.98)
O(n—m)xm
niin voimme esittdd singulaariarvohajotelman my6s muodossa

A=U,A,V, (5.99)

missd Uy, = (ug : ... : uy,,) eli se muodostuu U:n m:std ensimmaisestd sarak-
keesta.

Merkinté sg(A) tarkoittaa matriisin A,,x,, (m < n) kaikkien singulaariar-
vojen joukkoa:

sg(A) = {sg;(A),...,sg,(A),...,sg,,(A)} (5.100)
ja
nzsg(A) = {sg;(A),...,sg,(A)} (5.101)

tarkoittaa nollasta poikeavien singulaariarvojen joukkoa; r = rank(A).
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Koska
A 0) (V]
A = (U; : Up) ( 01 0) (Vé) =U;A,V], (5.102)
niin myos
A'=V,AU]. (5.103)

Yhtéloistd (5.102) ja (5.103) seuraa valittomaésti etta

¢(A)
%(A')

% (U1) eli U; muodostaa € (A):n kannan, (5.104a)
% (V1) eli Vi muodostaa ¢ (A’):n kannan. (5.104b)

Téaten (SAH):n avulla saadaan oheistuotteena annetun matriisin ortonormaali
kanta.
Jos A« on symmetrinen, niin A:lla on ominaisarvohajotelma

/
A = TAT = (T, : Ty) (’Bl g) <$}> =T AT, (OAH)
0

missd A; = diag(A1,...,Ar), chi(A) = X\ # 0,7 =1,...,r, 7 = 1r(A) ja
T muodostuu néité nollasta eroavia ominaisarvoja vastaavista ortonormaa-
leista ominaisvektoreista. Jos kaikki ominaisarvot \; ovat vahintdaan nollia eli
A on ei-negatiivisesti definiitti, on A:n ominaisarvohajotelma sama kuin sen
singulaariarvohajotelma. Mikéali A:lla on negatiivisia ominaisarvoja, saadaan
OAH:sta SAH, kun negatiiviset \;:t korvataan itseisarvoillaan ja vastaavat
sarakkeet T1:ss8d OAH:n oikealla puolella kerrotaan —1:114.

Seuraavaksi esitimme SAH:n todistuksen samaan tapaan kuin Searle (1982,
p. 316); muina lahteind mainittakoon Stewart (1998, p. 62), Golub & Van Loan
(1996, §2.5.3), ja Horn & Olkin (1996, Th. 2.1). SAH:n historiaa ovat késitel-
leet mm. Horn & Johnson (1990, §3.0) ja Stewart (1993); ks. myos Horn &
Olkin (1996, §2).

SVD:n todistus. Tarkastellaan symmetrisen ei-negatiivisesti definiitin m x m-
matriisin A’ A ominaisarvohajotelmaa

A'A = VALV = (V;: Vo) ALV, : Vy), (5.105)

missd, A2 on m x m-diagonaalimatriisi, jonka diagonaalielementit ovat A’A:m
ominaisarvot:

2 A% 0 2 rXr
AI=|" o) ATER™, r=rank(A), (5.106a)
A} =diag(67,...,62), 61> >82>0=02,=-=02, (5.106b)
62 =chi(A’A), i=1,...,m, (5.106¢)

V = (Vl : Vo), Vi = (Vl Tt VT) e R™*T, (5106(1)
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Huomattakoon, ettd matriiseilla A’A ja AA’ on samat nollasta poikkeavat
ominaisarvot:

{63,...,6%} = nzch(A’A) = nzch(AA’). (5.107)

Matriisin V; € R™*" sarakkeet ovat A’ A:n nollasta poikkeavia ominaisarvo-
ja 02 vastaavat ortonormaalit ominaisvektorit, ja matriisin Vo € Rm*(m=7)
sarakkeet ovat A’ A:n ortonormaalit ominaisvektorit vastaten ominaisarvoa 0.
Lisiksi on voimassa VV' = V'V =1, . Nyt (5.105) voidaan esittdid muodossa

/ 2x7/ A% 0 Vll 2x7!
A'A =VAIV' =(V;:V)) o ollv]= V1A7VY, (5.108)
0
joten
A? = V/A'AV, . (5.109)
Maéaritellddn n x r-matriisi U; seuraavasti:
U; = AVA[ e R™, (5.110)

Silloin Uj:n sarakkeet ovat ortonormaalit, koska (5.109):n nojalla on voimassa
U= AT'WVIAAV AT = AT AZAT =1, (5.111)

On helppo péételld, ettd on mahdollista muodostaa n x (n — r)-matriisi Uy

siten etta
U= (U1 : Uo) e R™*" (5.112)

on ortogonaalinen. Kun (5.110) kerrotaan oikealta matriisilla A1V, saadaan
U;A1V]=AV Vi =A, (5.113)

missd on kéytetty yhtalod V1 V) = P /. Niin olemme lopulta paidtyneet sin-
gulaariarvohajotelmaan

!/
A = (U; : Up) <A01 g) G}) = UAV'. (5.114)
0

O]

5.3.1 Lausekkeen x’Ay maksimiarvo

Olkoon A n x m-matriisi, jonka aste on r > 0, ja olkoon A:lla singulaariarvo-
hajotelma

A =UAV = U1A1V,1 = (51111V,1 —+ o+ 5Turv; . (5115)
Osoitamme etté

max XAy =4, (5.116)

x'x=y'y=1
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ja ettd maksimi saavutetaan kun
X =up, y=Vi. (5.117)

Tarkastellaan vektoreita x € R™ ja y € R" jotka toteuttavat ehdon x'x =
y'y = 1. Cauchyn—Schwarzin epéyhtdlon nojalla (ks. luku 6.7.1, s. 208) saam-
me

(x'Ay)? = (xXUAV'y)? = (XU - AV'y)?

<x'UUx-yVA'AV'y =y VAZV'y .= t' A%

= O7t] + 05t5 + -+ - + 02t

<B4+t 4+t

<B4 2+ 12)

= 6y'VV'y

=67, (5.118)
missd on merkitty t = V'y € R™. On vaivaton péatella, ettd maksimi saavu-

tetaan kun x ja y valitaan kuten (5.117):ssa.
Huomattakoon, etta tietysti on voimassa
/
sg1(A) =6, = pax, ;)?};”y . (5.119)
Toiseksi suurimmalla singulaariarvolla ds on seuraava ominaisuus:
sgo(A) = dy = maxx'Ay, (5.120)
missd maksimointi tapahtuu joukossa
{xeR"yeR": xX'x=yy=1,xuy=yvi=0}. (5.121)
Matriisin A i:nneksi suurin singulaariarvo §; voidaan mééritella seuraavasti:
/
e \/)%zakﬂ, k=1,....r—1, (5.122)

U(k)XZO,V(k)yZO

missd Uy = (a1 1 ... 1 ug) ja Vgy = (v1 1 ... 1 vg); maksimi saavutetaan
kun x = ugy1 jay = vy

Harjoitustehtavia

5.1. Olkoon X € R™*?, V € NND,,, H = Px = X(X'X)"'X'jaM =1,—H.
Merkitaan 1
T = §HHV — VH|%.

Osoita, ettd 7 = tr(HV?) — tr(HV)? = |[HVM|%..
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5.2. Olkoon V., positiivisesti definiitti matriisi, jolla on ominaisarvohajo-
telma V = TAT’, missa lavistdjamatriisi A:n elementit ovat V:n omi-
naisarvot A\1 > ... > A\, > 0. Olkoon

1
X=(t1+t,:ta+t,_1) —.
(t1 2+ th-1) NG
Osoita, etté
( ) X'X X =1,
A+ A\,
b X'VX = =
(b) ( )\2+>\n 1>
[Huom: det( )\1+)\ Y A2 + A—1)],

X'V
1 A2+A2
NT2 -
()XVX2< /\§+)\n_1’

(d) 7= 1()\1 M) (A2 — A1)?,

A1tAn 0
N —1 _ 1 A1 An
() X'VIX =4 MM ).
)\2)\n71

Ohje: Kayta hyviksi matriisin X esitysta

1 c e e s 1
X:(tl-}-tnttgﬂ-tn,l)'ﬁ:T(11+1n212+1n,1)-ﬁ
10
0 1
= : 5 = .
0 1 V2

—_



Luku 6
Joitakin erityisia matriiseja

Se on semmosta meitin tammosten miesten
... Minun niin kun sinunkin ...

V&ino Linna/Reeti Leppénen:
Tédalld pohjantihden alla.

6.1 Yksikkovektori i,

Jo johdantoluvussa ositimme yksikkomatriisin I,, seuraavasti:

1 0 ... 0
01 ... 0

IL,=|. . . =i iy, (6.1)
00 ... 1

missd i; on I,:n j. sarake. Vektorin i; avulla saadaan kitevésti poimittua
tiettyja sarakkeita, vaakarivejd ja yksittéisid elementtejd matriisista A. Esi-
merkiksi matriisin A, x, ¢. sarake ja j. vaakarivi voidaan esittda siten etta
Ai; = a;, i;-A = a’(j). Matriisin A elementti a;; on talloin a;; = i;Ai;.

Esimerkki 6.1. Olkoon M,,x, = {m;;} jokin ortogonaaliprojektori eli idem-
potentti symmetrinen (M? = M = M’) matriisi. Osoitetaan, ettd vektorin y
ortogonaaliprojektion e = My i. elementin nelié voidaan esittdd muodossa

ez = miy Py, (6.2)

missd Py, on ortogonaaliprojektori suoralle €’ (Mi;). Vektori e voidaan tie-
tyssd tilanteessa tulkita regressioanalyysin residuaalivektoriksi. On omat ma-
temaattiset etunsa havaita, ettd e? voidaan esittii muodossa e? = vakio-y’Qy,

missé Q on sopiva ortogonaaliprojektori.

181
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Olkoon merkintéjen yksinkertaistamiseksi u = i;. Télloin e; = u'My, joten

e} = (W'My)(u'My) = (y'Mu)(u'My) =y’ (Muu'M)y

Muu'M
— /M . /)
wiu-y u’Mu Y
=mi; y' Pmuy (6.3)
missa
Pyu = Mu(u'M’ - Mu) ™ 'a'M’ = Mu(u'Mu) 'u'M. (6.4)

Voimme soveltaa lauseketta (6.2) laskeaksemme keskistetyn y:m eli §:n i. ele-
mentin nelién (y; — y)? = §2. Tillsin M = C = I — J, joten §; = u'Cy,
ja

J; = ciy'Pcuy = (1 — 1)y'Pcuy. (6.5)
Yhtélosta (6.5) seuraa, ettéd

—\2 —\2
Y —Y Yi—Y
( 11 1) = ( Zn,1 ) = y/PCUY' (6'6)
—-1 n—l
OJ

Esimerkki 6.2. Olkoon havaintomatriisi U,y ositettu seuraavasti:

U= (u, 1) . (6.7)
(n)

U'u= u(l)u'(l) + 11(2)11/(2) + -+ U(n)u’(n) . (6.8)

Talloin tietenkin

Olkoon tehtévina maérittda matriisi W, jolla on ominaisuus
UWU = u(l)u/(l) + u(g)u/(z) + -+ u(n_l)u/(n_l) , (6.9)

eli W: avulla saadaan viimeinen havaintovektori pudotetuksi pois U'U:sta.
Merkitdan

P =i,i, = (001—167(“—1) ?) =P =P? (6.10a)
I,., O
Q—In—P—< 0,1 O)—Q’—Qz. (6.10b)

Talloin

0 11xm_1y 0) (U 0(n—1)xn
PU = ( (n 1())7( 1) 1) (u’1> - ( (u’l)X )7
(n) (n)
I,.1 O U U
-5 5 (w)-(w) e
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joten W on Q:
(QU)Y'QU =U'Q'QU =U'QU

/
v yo- (3) (%) v

O

Esimerkki 6.3. Tarkastellaan n x m-matriiseja A ja B. Olkoon tehtavané
madrittdd matriisit F ja G, joilla on ominaisuus:

(A:B)F=A+B:G<f3‘>. (6.13)

On helppo ndhd4, ettd vastaus on seuraava:

(A :B) Gm> —A+B=(I,:L,) (g) . (6.14)

Havaitsemme myos, etta
A 0)\(L,) [A

(I, : 1) (‘;‘ g) _(A:B). (6.15b)

6.2 Ortogonaalinen matriisi

Kuten tiedimme, kertolasku A’A voidaan tehdi seuraavasti, kun A, «., on

ositettu sarakkeittain, A = (aj :ag:...: ay):
/ / /
/ / /
/ /
AA=| " . : = {aja;} = {(ai,a;)}. (6.16)
a’a; al a al a
mal ma2 ... mam

Siten matriisin A’ A elementit ovat A:n sarakkeiden keskiniisi sisdtuloja. Jos
A’A =1,,, niin silloinhan

0, kun i # j,

6.17
1, kuni=j. ( )

aja; = (aj,a;) = {
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Matriisin A sarakkeet ovat télloin ortogonaalisia toisiaan kohtaan ja lisdksi 1:n
pituisia eli A:n sarakkeet ovat ortonormaaleja. Jos A on neliomatriisi, jolla

on ominaisuus A/ . A, x, = I, niin A:ta sanotaan ortogonaaliseksi. Talloin

myos AA’ =1, ja A’ on siten A:n kaanteismatriisi:
A=A"1 (6.18)
Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat ortogonaalisia:
1/a 1/b  1/c
1
a=(0) m=g () e lve s e ) e
2 la 0 —2/c

misséd a = 3, b =2, ¢ = 6. Sen sijaan matriisi

1 00

1 00

010 1, 0 O
X:(X12X2:X3): 01 0]= 0 13 0 (620)

010 0 0 1,

0 01

0 01

ei ole ortogonaalinen — sen sarakkeet kylla ovat keskenéan ortogonaalisia, mut-
ta eivat ykkosen pituisia. Saamme tietysti skaalatuksi X:n sarakkeet pituudel-
taan ykkosiksi, mutta tdmakéaan matriisi ei ole ortogonaalinen, koska se ei ole
neliématriisi.

Ortogonaalisilla matriiseilla on monia mielenkiintoisia ominaisuuksia. Esi-
merkiksi

& vektorien pituudet ja niiden véliset kulmat eivdt muutu orto-
gonaalisessa muunnoksessa,

ts. jos Q on ortogonaalinen, niin
1Qx|? = ¥ Q'Qx = xTx = x'x = [x||%, (6.21a)
(Qx,Qy) =x'Q'Qy =xTy =x'y = (x,y). (6.21b)

Itse asiassa on todistettavissa seuraava tirked tulos:

UU’ = VV' <= on olemassa ortogonaalinen Q: U =VQ. (6.22)

Tulos (6.22) on suunnassa "<=” triviaali, mutta toinen osa todistuksesta onkin
jo hankalampi; ks. Puntanen, Styan & Isotalo (2011, §19.2).
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Mainittakoon myo6s seuraava hyodyllinen tulos:
Q on ortogonaalinen = tr(A) = tr(QAQ’). (6.23)
Tulos (6.23) perustuu matriisin jéljen kommutatiivisuuteen:
Q- AQ) = tr(AQ' - Q) = tx(AL,) = tr(A). (6.24)

Koska matriisitulon determinantti on tulon tekijoiden determinanttien tulo
(kunhan rivi- ja sarakeluvut ovat sopivat), on ortogonaalisella Q:lla ominaisuus

|Q'Q[ = 1| = 1. Koska |Q| = |Q'|, on |[Q'Q| = |Q|* =1, joten
Q| = +1, (6.25a)
A = |QAQ]|. (6.25b)

Jos vektorille x € R? halutaan tehdi sellainen ortogonaalinen muunnos
(rotaatio) t = Qx, ettd uusi vektori t on kulman a verran myo6tépaivaan
x:sta, on sopiva muunnosmatriisi

cosa  sina
= = . 2
Q <— sina cosa ) Q(a) (6.26)
Talloin Q on ortogonaalinen, silli kaavan sin? a 4 cos? a = 1 perusteella
, cosa —sina cosa  sina 1 0
QQ (sina cos > (— sina  cosa ) <O 1) (6.27)
Vastaavasti osoittautuu, ettd matriisi
P= (Cf)w ooma > = P(a) (6.28)
sin a Cos

rotatoi vektorin x kulman « verran vastapaivaan.

Kommentti 6.1. Peilaus. Merkitdan

G(a) = (cosa sin « > ' (6.29)

sina —cosa

Télloin G(a)u peilaa havainnon u;) suoran y = tan (%) x suhteen. Kokeile
tietokoneella! Ttse asiassa on osoitettavissa, ks. Horn & Johnson (1990, s. 68),
ettd mika hyviansd 2 x 2 ortogonaalinen matriisi voidaan esittdd muodossa
Q(«) tai G(«) jollakin a:n arvolla; ks harjoitustehtava 6.1 (s. 212). O
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Koska
cos 30° = é, cos45° = \}Q’ cos 60° = %, cos90° =0, (6.30)
on
1 1
Q(30°) = 5 (f \}§> , Qus") = 7 (_i 1) . (6.31a)
Q(60°) = % (_f/g ?) o Quooe) = (_(1’ é) | (6.31D)

Kaavan (6.26) mukainen rotaatio voidaan tulkita myos siten ettd koordinaat-
tiakseleita kierretddn « astetta vastapéiviaan. Matriisin Q transpoosi aiheuttaa
koordinaattiakseleiden kierron myotapaivaan.

Esimerkki 6.4. Kuviot 6.1a ja 6.1b havainnollistavat seuraavaa tilannetta,
jossa x ja y ovat vektoreita, joille tehdddn ortogonaalinen muunnos (45° my6-

tapaivaan).
Q=—( 'Y x=(). vy=(2]. IP=10. |y =
V2 \-1 1)’ 1) 2) ’

8
X,y) =8, cos(x, —
(x,y) (x,y) = 7%
1

Qx:\}§<_i 1) G’) ﬂ( 3) =u, |ul®=(16+4)/2=10,
Qy;i(_} i) @)—%(g‘) =v, VP =(16+0)/2 =8,
(@x,Qy) = (u,v) = 5(16+0) = 8

6.2.1 Havaintovektorien ortogonaalinen muunnos
Luvussa 2.2 tarkastelimme (tilastollisten) muuttujien lineaarikombinaatioita.

Olkoon muuttujien x ja y havaintomatriisi

1 N lJ/(l)
!
(

U=(x:y) = 9;:2 yf _ ("o, (6.32)

Tn Yn u(
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23
3

V= Qy=(2v2 0y
u=Qx=02v2, -2

Kuvio 6.1a. Esimerkin 6.4 vektoreille x ja y tehty ortogonaalinen muunnos
(45° myotapaivadn).

Kuvio 6.1b. Esimerkin 6.4 tilanteessa tehty koordinaatistolle ortogonaalinen
muunnos (45° vastapaiviadn). Uudessa koordinaatistossa x:n ja y:n koordinaa-
tit ovat u ja v.
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Tehddén nyt jokaiselle havaintovektorille u(;) ortogonaalinen muunnos eli ker-
rotaan jokainen havaintovektori ortogonaalisella matriisilla A,

A= @,) = <Zi Z;) . (6.33)

Merkitadn uusia havaintovektoreita alleviivatuin symbolein:
(1_1(1) : 1_,1(2) Lt 1_1(71)) = (AU(l) : Au(2) et AU(n)> s (634)
eli U = AU/, joten

U=UA" (6.35)
Sarakkeittain (eli muuttujittain) ositettuna on
U= (x:y)=U(a:b)=(Ua:Ub). (6.36)

Uudet muuttujavektorit x = Ua ja y = Ub ovat siis alkuperdisten muut-
tujien lineaarikombinaatioita. Péaadymme téiten luvun 2.2 (s. 85) tulokseen,
jonka mukaan havaintovektoreille tehtéva lineaarinen muunnos (matriisilla A
kertominen) tarkoittaa alkuperdisten muuttujien korvaamista niiden lineaari-
kombinaatioilla.

Jos havaintovektoreille tehtdva muunnos on ortogonaalinen, tiedimme etté

e havaintovektoreiden pituudet eivat muutu

e havaintovektoreiden viliset kulmat eivit muutu.
Tamé perustuu (kuten jo tieddmme) seuraavaan paéttelyyn:
A'A =1, (= AA))
) ole) = eAAug = ugue),
;) ug) ;) ug)

VEuG upug) L Julyue g ug)

= cos(ug), ug;)) -

Tapanahan on useimmiten esittdd havaintovektorit pisteina xy-tasossa eli pis-
teparvena. Talloin ortogonaalisen muunnoksen ominaisuus on se, ettd piste-
parven muoto sinansa siilyy — sitd vain "kierretddn” tai "peilataan”. Pistepar-
ven kiertdmisen sijasta voimme myo6s ajatella pisteparven pysyvédn ennallaan
mutta kierto koskeekin koordinaattiakseleita.

On huomattava, ettd uusien muuttujavektoreiden pituudet ja keskinéiset
kulmat voivat muuttua, jos havaintovektoreille tehdaén ortogonaalinen muun-
nos. Talléinhan

Ix|> = |Ua|* = a'U'Ua, x'y=a'UUb, (6.37)
X'y a’U'Ub

cos(x,y) = = . 6.38
(x.y) J¥xyy VaUUb bUUb (6.38)
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Jos U on keskistetty, niin my6s U on keskistetty ja

a’Sb
cos(x, _) = cord(>_<7}_’) = V2'Sb -b'Sb

missi S = 1 U'U = covq(U) = kovarianssimatriisi. Téten on selvii, etté
havaintovektoreille tehtdva ortogonaalinen muunnos voi muuttaa muuttujien
valistd korrelaatiota.

Jos muuttujavektoreille x ja y tehddén ortogonaalinen muunnos, niin se
tarkoittaa x:m ja y:n kertomista n x n-matriisilla B, B'B = I,,. Talloin tieten-
kin

(6.39)

|Bx|| = [|x||, || Byl = [ly]l ja cos(Bx,By) = cos(x,y). (6.40)

Voimme ajatella, ettd x ja y ovat satunnaismuuttujia, joiden muodostama
satunnaisvektori on
T

u= <y> ~ (1), (6.41)
jaettd U' = (ugy : ug) : ... : ug,)) on satunnaisotos (kaksiulotteisesta)
populaatiosta, jonka odotusarvo on p ja kovarianssimatriisi on 3 eli jokaisel-
la ug;:lld on sama jakauma kuin u:lla ja ug):t ovat riippumattomia. Satun-
naisvektorille u tehtdvéa lineaarinen muunnos tarkoittaa u:n kertomista A:lla,
jolloin uusi satunnaisvektori u on

u= (x) = Au. (6.42)

Y

Pyrimme sailyttaméan termin "muuttujavektori” tarkoittamaan havainto-
matriisin pystyrivid eli yhden tietyn muuttujan x havaittujen arvojen (n kpl)
muodostamaa pystyvektoria x. On syyté korostaa ndin méaéritellyn vektorin ja
(6.42):n mukaisen satunnaisvektorin u eroa. Vektorin u elementit ovat kahden
eri satunnaismuuttujan x ja y arvoja. Alan kirjallisuudessa nikee u:stakin
kaytettavan nimitystd "muuttujavektori” — asiayhteydesta kéy ilmi mistad on
kysymys.

Esimerkki 6.5. Kuviossa (toimituskentéssd) 2.8 (s. 87) tarkastelimme Sur-
von avulla lineaarista muunnosta, jossa keskistettyéd havaintoaineistoa rotatoi-
tiin seuraavasti:

-t D)) () = v-vn o

Oheisista kuvioista 6.2 ndemme kuinka pisteparvi on kiertynyt 45° vasta-
paivdan. Uudet muuttujat w ja z ovat korreloimattomia. Muuttujavektorei-
den (arvot keskistettyjd) avulla esitettynéd tilanne on se, ettd corq(x,y) =
cos(x,y) = —1/3, mutta corg(w,z) = cos(w,z) = 0, silla w'z = f'U'Ug =
0. O
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y z
2 — 2
o o 0 | o
1 - 1 - / ° ° \
o\
0+ \ 0 —p=—r0 © o o
\O | \
\ ‘ e o
1 ) 14 yd
o o ~—0 | ©o
2 - ~— 2
[ B R E— x 1 1 w
2 1 0 1 2 @) 2 1 0 1 2

Kuvio 6.2. Esimerkin 6.5 muunnoksen vaikutus muuttujavektoreihin.

Esimerkki 6.6. Kuvioissa 6.3 ja 6.4 generoidaan ensin 100 havaintoa 2-

ulotteisesta satunnaismuuttujasta (i ), joka noudattaa jakaumaa N2 (0, I).

Sen jalkeen tehdddn muunnos (kutistus x-akselilla ja venytys y-akselilla)

r2) _ (05 OV (@) _py . y—uD = UD.
Y2 0 2/ \n

Taman jalkeen tehdéén pisteparven kierto 45° astetta vastapaivaén:

X3 _L 1 -1 T2\ ) - /
()50 ) () o) = v-om

eli satunnaisvektorille u tehdédéin muunnos u = BDu. Pisteparvi siirretddn
vield toiseen kohtaan lisidméilla jokaiseen havaintovektoriin vektori (1,—1)".
O

Korostettakoon vield yhteenvetona, ettd xy-pisteparven

e kutistus tai venytys eli muunnos U = U (g 0) = (ax : by),
b

e siirto eli muunnos U =U +1,(c,d) = (x+ 1, : y + d1,),
eiviat vaikuta z:n ja y:n valiseen korrelaatioon, mutta
e pisteparven kierto

saattaa vaikuttaa korrelaatioon.
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X2

-10 1 2 3 4

[T 1
-3 -2

-4

17T 1T 17 1T xi

-10 1 2 3 4

-2

-3

X4

-10 1 2 3 4

T 1
-3 -2

-4

T T x3

101 2 3 4

[T 1
-3 -2

-4

Kuvio 6.3. Esimerkkiin 6.6 liittyva kuvio: kutistus, venytys, kierto, siirto.
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46 *

a7+

48*  NEARASEGYAVIRDEGESERIGYE@B] / Ul (=U) on taynna N(0,1)-tavaraa
49 * [ sarakkeille nimet

[SOR\VAT UL(0, 2) ="Y1"
51 *MATRIX D /I

52* 05 0
53* 0 2
54 *

SERI\VAT SAVE D
56 *MATRIX A /I

57*q -q
58*q ¢
59 *

60 * / q=1/SQRT(2) ¢=0.70710678118655
61*

62 *MATRIX A

63 */II 12

64* 1  0.70711-0.70711

65* 2  0.70711 0.70711

66 *
67 *Toinen mahdollisuus maaritella rotaatiomatriisi on seuraava:
68 *pi=3.1415926535893 alfa=pi/4 alfa= 0.78539816339733

69 *Nain voidaan maéritella kiertokulma alfa (pi/4 = 45 astetta).

70 *MATRIX ROT ///

71 *cos(alfa) -sin(alfa)

72 *sin(alfa) cos(alfa)

73*

74+ / Tama = A

ICREVAT U2=U1*D / Ul1:n kutistus (x) ja venytys (y)

76 * [VUANACENERY / U2:n sarakkeille nimet X2 ja Y2

77* AR ERZ

78 * / U3 on U2 rotatoituna 45 astetta vastapaivaan
79 * / U3:n sarakkeille nimet X3 ja Y3

80 *

81 *MATRIX K_ARVO /Il

82* 1

83*-1

84 *

85* / keskiarvo-vektori joka lisataan jokaiseen havaintoon
86 * /* rowU1=100 colU1=2

87 * / tolppa-1, 100 elementtia

88 * /' U4 = U3 johon lisatty keskiarvot
89 * / U4:n sarakkeille nimet X4 ja Y4

90 *

CIRAENCORR U2. MAT, CUR+1  / VARS=X2, Y2

92 *Means, std.devs and correlations of U2.MAT N=100

93 *Variable Mean Std.dev.

94 *X2 -0.034560 0.544386

95 *Y2 -0.073516 1.908275

96 *Correlations:

97 * X2 Y2

98 * X2 1.0000 -0.0676
99 *Y2 -0.0676 1.0000
100 *

MO CORR U3. MAT, CUR+1 / VARS=X3, Y3|

102 *Means, std.devs and correlations of U3.MAT N=100
103 *Variable Mean Std.dev.

104 *X3 0.027545 1.427977

105 *Y3 -0.076421 1.377952

106 *Correlations:

107 * X3 Y3

108 * X3 1.0000 -0.8500

109 * Y3 -0.8500 1.0000

110* (MK10-009, MK-05-FIG-NJ1)

Kuvio 6.4. Esimerkkiin 6.6 liittyva toimituskentta.
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6.3 Ei-negatiivisesti definiitti matriisi
Jos nelibmatriisi A, x5 on esitettavissd tulona
A =LL/, (6.44)

missd L on jokin matriisi, jossa on n vaakarivid, sanomme ettd A on ei-
negatiivisesti definiitti matriisi. Voisimme péésté samaan méaritelmain myos
seuraavasti neliomuodon x’Ax avulla: Symmetrinen matriisi A on ei-negatii-
visesti definiitti, jos

x'Ax > 0 kaikilla vektoreilla x € R", (6.45)
eli 2 x 2-tapauksessa
x' Ax = allx% + aggx% + 2a12z122 > 0 kaikilla 1,29 € R. (6.46)

Néma madritelmét ovat yhtapitdvid, mutta (6.45):ssé on erikseen mainittava
A:n symmetrisyys. Kun tarkastelemme matriisien definiittisyytté, oletamme
tarkasteltavat matriisit symmetrisiksi yleensé ilman eri mainintaa.

Esimerkki 6.7. Mitkd seuraavista matriiseista ovat ei-negatiivisesti definiit-

teja?
10 -1 0 1 1.00001
(0 O) , B= ( 0 O) » C= (1.00001 1 ) ’

1 0.999999 0 O
D= <0.999999 1 ) , B= (O —1) ’

2/3 —1/3 —1/3 1 1/V2 —1/V2
F=|-1/3 2/3 -1/3|, G=| 1/V2 1 1/v2
-1/3 —1/3 2/3 ~1/vV2 1/V2 1

A

O]

Mikéli (6.44):ssa A:n aste — mikd on sama kuin L:n aste — on n (eli A on
epasingulaarinen) on A positiivisesti definiitti. Neliomuoto-ehtona esitettyné
tama merkitsee, etta

x'Ax > 0 kaikilla vektoreilla x # 0. (6.47)

Jos A, x, on ei-negatiivisesti definiitti, mutta sen aste on pienempi kuin n
(jolloin A on singulaarinen), on olemassa sellainen x # 0, jolla on ominaisuus
x'Ax = 0:

xXAx>0 VxeR", 3Ix#0:xX'Ax=0. (6.48)
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Havaitsemme, etté keskistdjamatriisi C =1 — J toteuttaa ehdon
x'Cx = (Cx)'Cx >0, (6.49)

joten C on ei-negatiivisesti definiitti. Koska vektorilla 1 on ominaisuus 1'C1 =
1/(I —J)1 = 0, ei C ole positiivisesti definiitti. Vastaavalla tavalla voimme
paatelld, ettd mikd hyvansa ortogonaaliprojektori (symmetrinen idempotetti)
P on ei-negatiivisesti definiitti.

Jos A on ei-negatiivisesti definiitti, voimme merkité lyhyesti

A>_0, ts. AecNND,, (6.50a)

missd NND,, = kaikkien ei-negatiivisesti definiittien matriisien joukko. Jos A
on positiivisesti definiitti,

A>_.0, ts. AePD,, (6.50b)

misséd PD,, = kaikkien positiivisten definiittien matriisien joukko. Ndiden mer-
kintédtapojen ei pida antaa johtaa siihen mielikuvaan, ettd jokainen A:n ele-
mentti olisi > 0. Sen sijaan valitsemalla ehdossa (6.45) x = i; voimme heti
padtella, etté

A on ei-negatiivisesti definiitti = A:n lavistdjaelementit a;; > 0, (6.51)

jaag; >0,i=1,...,n, jos A on positiivisesti definiitti.
Jos merkitdan
A ={a;} =QQ={dqjq;} = (Qar:...: Q) (6.52)
missd Q = (qq : ... : qp), on Cauchyn—Schwarzin epayhtéalon (ks. luku 6.7,

s. 207) nojalla voimassa
(qiay)” < djai - djay (6.53)

eli ei-negatiivisesti definiitin matriisin elementtien valilla on seuraava epéyh-
talo:

af; < asag;, G,j=1,....n. (6.54)
Erityisesti havaitsemme, ettd jos ei-negatiivisesti definiitin matriisin lavistéa-

jaelementit ovat keskendan yhtésuuria, niin

an:agg:---:amﬁa?jga%, j=1,....n. (6.55)

Samoin jos ei-negatiivisesti definiitin matriisin 4. ldvistdjdelementti on 0, niin
kaikki i. sarakkeen (ja i. rivin) elementit ovat nollia:

aii:O:>q§qi:0:>qi:0:>ai:Q'qi:0, (6.56)
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missd siis A = (aj :...:ay,).
Merkintd A <; B tarkoittaa, etté

”A on B:téd pienempi Lownerin mielessa”. (6.57)

Kyseessa on ns. Lownerin jarjestys:

A< B <= B-A> 0 < onolemassaF: B— A =FF. (6.58)

Maééaritelmalld (6.58) on keskeinen merkitys esim. lineaaristen mallien esti-
moinnin yhteydessé. Kannattaa panna merkille, ettd (6.58):ssa ei A:n ja Bin
tarvitse valttadmaéatta olla symmetrisia, erotus B— A kuitenkin on symmetrinen.
Matriisiepayhtalosta A < B seuraa monia hyodyllisia tuloksia:

A< B =
ai; < bii, tr(A) <tr(B), det(A) < det(B), ch;(A) < ch;(B). (6.59)

Seuraavat Lownerin jarjestyksen ominaisuudet on helppo osoittaa:
LOI. AB> 0 = A+B> 0,
LO2. A> 0 «— UAU> 0V U,
LO3. A> BjaB> A — A =B (antisymmetrisyys),
LO4. A > A (refleksisyys),
LO5. A > BjaB> C = A > C (transitiivisuus).

Ominaisuudet LO3-LO5 merkitsevit, ettd Lownerin jérjestys on ns. osittais-
jarjestys; perusteellinen ldhde tdhdn aiheeseen on Marshall, Olkin & Arnold
(2011). Jérjestys on saanut nimensé Karl Lownerin artikkelista vuodelta (1934).

On huomattava, ettd aina ei kumpikaan jérjestyksista A < B, B < A
ole valttdmattd voimassa. Jos esimerkiksi

10 0 0
(00 - (0) o0

niin A > 0 ja B > 0, mutta kumpikaan jarjestyksistd A <, B, B <| A ei
ole voimassa.

Matriisin definiittisyys liittyy my0s erityisesti matriisin ominaisarvoihin
seké moniin muihin mielenkiintoisiin tarkasteluihin, joihin palataan mychem-
min. Monet tilastotieteessa keskeiset matriisit — kuten korrelaatio- ja kova-
rianssimatriisi — ovat ei-negatiivisesti definiitteji. Kovarianssi- ja korrelaatio-
matriisi voidaan esittdd muodossa

s=.LUcu=_1 (cuycu, R=UT, (6.61)
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missié C on keskistdjamatriisi ja U = Uldiag(0'0)] /2 sarakkeiltaan 1:m
pituiseksi skaalattu U (U on keskistetty havaintomatriisi U). Kaavoista (6.61)
nahdéaan, etta

otoskovarianssi- ja otoskorrelaatiomatriisi ovat aina ei-negatiivisesti defi-
niittejd. Sama tulos patee myds satunnaisvektoreiden kovarianssi- ja kor-
relaatiomatriiseille.

Olkoon A symmetrinen. On osoitettavissa, ettd seuraavat viitteet ovat
yhtapitavia:

PD1. A on positiivisesti definiitti,

PD2. x'Ax > 0 kaikilla x # 0,

PD3. ch;(A) >0, i=1,...,n,

PD4. on olemassa F: A =FF/ F € R"*" r(F) = n,
PD5. kaikki johtavat pddminorit > 0,

PD6. tr(AUU’) < tr(BUU’) kaikilla U # 0.
Samoin seuraavat viitteet ovat yhtapitavia:
NNDI1. A ei-negatiivisesti definiitti,

NND2. x' Ax > 0 kaikilla x,

NND3. ch;(A) >0, i=1,...,n,

NND4. on olemassa F: A = FF/,

NND5. kaikki padminorit > 0,

NND6. tr(AUU’) < tr(BUU') VU.

Harjoitustehtéviksi jitetdédn seuraavan tuloksen todistus:

A= (Z i) € NND, <= tr(A) >0 & det(A) > 0. (6.62)

Termi padminori tarkoittaa A:n sellaisen osamatriisin determinanttia, jos-
ta on poistettu samat pystyrivit ja vaakarivit. Jos Ay on A:n sellainen ali-
matriisi, joka muodostuu A:n vasemmasta ylanurkasta (k x k), niin johtava
pddaminori Dy, on

Dy, = det(Agyg) . (6.63)
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Pddminoreita on kaikkiaan 2" kpl (miksi?) mutta johtavia pdéminoreita vain
n kpl. Ehto (PD5) on tall6in nailld merkinnailla:

A on positiivisesti definiitti <= Dy >0, k=1,...,n. (6.64)

On huomattava, etté ei-negatiivisesti definiittisyyttd ei voida luonnehtia joh-
tavien padminoreiden avulla ehdolla

Dyp>0, k=1,...,n. (6.65)

Jos nimittdin A on ei-negatiivisesti definiitti, niin silloin kaikki A:n pa&mi-
norit ovat > 0, mistd seuraa, etta erityisesti johtavat pdaminorit ovat > 0 eli
ehto (6.65) toteutuu. Ehto (6.65) on siis valttdmaton mutta ei rittava ehto
A:n ei-negatiivisesti definiittisyydelle.

Symmetrisen matriisin A definiittisyys voidaan katevésti luonnehtia A:n
ositteiden avulla seuraavasti. Olkoon symmetrinen A ositettu seuraavasti:

A1 A
A= , 6.66
<A21 A22> (6.66)

missd Aq; on nelidmatriisi. Silloin seuraavat kolme véitettd ovat yhtéapitavia:

(a) A ZL 07
(b1) A1 >0, (b2) €(A12) CE(A11), (bs) Aga—AsAjjA12 >0,

(c1) Aga >0 0, (c2) €(A21) C €(Az), (c3) Al —A12A5A9 > 0.

Em. tulosta sanotaan usein Albertin lauseeksi, ks. Albert (1969) ja (1972,
Th. 9.1.6) sekd Puntanen, Styan & Isotalo (2011, Th. 14). Jos Aj; ja Ag
ovat positiivisesti definiittejd, on vélittomaésti voimassa ¢’ (A12) C € (A1) ja
€ (Ag1) C € (Ag). Téten seuraavat kolme viitettd ovat yhtapitavia:

(a) A>_0,
(b1) A1 >L 0, (b3) Az — AgiAjf Az > 0,
(c1) Ao >0, (c3) A11—ApAy Ay > 0.
Valitsemalla A19 = I ja merkitsemalla A;; = U, A§21 =V, saamme
U>V < VI>U! ja U>V < VI UL (667

Lainaamme tahan Pukelsheimin (1993, s. 13) néppéran todistuksen tulok-
selle (6.67). Olkoot A ja B positiivisesti definiittejd ja A < BeliB—A > 0.
Talloin (miksi?)

0< . B-A)A'B-A)+(B-A)=BA'B-B. (6.68)

Viite seuraa, kun kerrotaan (6.68) vasemmalta ja oikealta matriisilla B~
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6.4 Matriisin neliojuuri

Aikaisemmin on jo tarkasteltu lévistdjamatriisin (jonka kaikki elementit > 0)
neliojuurta:

d 0 ... 0 Vdi 0 ... 0
0 do ... 0 0 Vdy ... 0

. 7 |, 2= . - . (6.69)
0 0 ... d, 0 0 ... Vd,

Yleisessd tapauksessa nelidmatriisin A nelidjuurella A'/2 tarkoitetaan sellaista
matriisia, jolla on ominaisuuus

AVPAYZ = A (6.70)

Talloin on selvda, ettd A:n nelidjuureksi ei vilttamatta kelpaa sellainen mat-
riisi, jonka elementteind ovat A:n elementtien neliGjuuret. Jos esim. P on
idempotentti matriisi, niin silloin tietenkin P itse on nelidjuuri P:sta.
Olkoon symmetriselld positiivisesti definiitilld n x n-matriisilla A ominai-
sarvohajotelma
A =TAT, (OAH)

missé T on ortogonaalinen matriisi ja A on lavistdjamatriisi:
A =diag(M1,..., ), 1> > X, >0, TT"T=TT =1,. (6.71)

Lavistdjamatriisin A elementit A\; ovat A:n ominaisarvoja ja T:n sarakkeet t;
ovat vastaavia ominaisvektoreita. Kertomalla (OAH):m vasemmalta T':lla ja
oikealta T:114 saamme hajotelman

T'AT = A. (6.72)
T4&lloin on tietenkin voimassa
A =TAT = TAY?>T' . TAY?>T' =U - U, (6.73)

joten matriisi U = TAY2T on Am symmetrinen positiivisesti definiitti ne-
liGjuuri:

A2 = TAV?T, (6.74)

Kaikilla matriiseilla ei tietenkdén ole hajotelmaa (OAH). Symmetriselld
A:lla hajotelma on sindnsé aina olemassa, mutta osa ominaisarvoista voi ol-
la negatiivisia. Jos A on positiivisesti definiitti, niin silloin silld on hajotel-
ma (OAH), missé kaikki A;:t ovat nollaa suurempia, ja A:n neliGjuuri voidaan
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muodostaa (6.74):n mukaan. Jos A on singulaarinen ei-negatiivisesti definiitti
matriisi, niin jotkut A;:t ovat nollia. Olkoon A:n aste r(A) = r, jolloin

M2>2X 2> 2>2A >0, M1 = A2 =--- =X, = 0.

Voimme kirjoittaa (OAH):n télléin seuraavasti:

/
A =TAT = (T, : Ty) (%1 g) @}) =T,AT), (6.75)
0
missd A; = diag(A1,...,\), ja Ty sisdltdd niitd (nollasta poikkeavia) omi-

naisarvoja vastaavat ominaisvektorit ja Ty muodostuu ominaisarvoa 0 vastaa-
vista ortonormaaleista ominaisvektoreista. Matriisin A nelidjuuri on talléin
tietenkin

AY2 = T AVPT) = TAY2T. (6.76)

Ei-negatiivisesti definiitin matriisin ei-negatiivisesti definiitti nelidjuuri osoit-
tautuu yksikésitteiseksi; ks. esim. Bapat (2012, s. 24).
Erityisesti huomattakoon, ettd T:n ortogonaalisuuden vuoksi
AF = (TAT)F = TA*T, k=1,2,..., (6.77)
ja jos A on epasingulaarinen, niin

A7l = (TAT) ' =TA'T. (6.78)

Jos A on positiivisesti definiitti, niin AY/2:n kéénteismatriisi on

A7V2 = (TAY2T)~ = TA™V/2T, (6.79)

joten
A7V2A = TA7Y2T . TAT = TAV?>T = A2, (6.80)
ATVZAATY2 = TATY2T . TAT - TA™Y/2T =1L (6.81)

On myos hyodyllista havaita, ettd hajotelmasta A = TAT’ seuraa A:lle
esitys
A = TAY2AYV2T = TAV?(TAY?) .= WW', (6.82)

Jos merkitsemme
F=W!=(TAY?)™ = A7/, (6.83)

saamme hajotelman

FAF = A"Y2T/ATAY2 = A712T . TAT - TA Y2 =1,. (6.84)
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Kaavan (6.81) perusteella on luonnollista miiritelld A? seuraavasti:

AY o) (T
A = TA'T = (T, : Ty) (01 0) (Té> =TT, (6.85)
missd A} = I.. On helppo niyttii, etti
A =T T =Pa. (6.86)

6.5 Epiyhtiilsiti

6.5.1 Muutamia ”traceen” liittyvia epayhtaloita

Olkoot A ja B symmetrisid ei-negatiivisesti definiittejd n x n-matriiseja. Ol-
koon A:lla ominaisarvohajotelma A = TAT’, missid T on ortogonaalinen mat-
riisi ja A on lavistdjamatriisi:

A =diag(\,..., ), A1 > >0, >0, T'T=1,. (6.87)

Osoita ettéa

tr(AB) < A tr(B) = Apax(A) tr(B).. (6.88)

Ratkaisu: Koska A = TAT', on myos T/AT = A, joten

tr(AB) = tr(TAT' - B) = tr(A - T'BT) [tr(FG) = tr(GF)]
=tr(A - U) [kun merk. U = T'BT]
= Auir + Aqugz + -+ ApUnn
< M(uir +uga + -+ + Upy) [U > 0 joten u;; >0 Vi]
= A\ tr(U) = A tr(T'BT)
— A tre(TT'B) = A tr(B). (6.89)

Samoin on voimassa epayhtalo

tr(AB) < tr(A)tr(B), (6.90)

silld (6.88):n todistuksen perusteella

tr(AB) = Mui1 + Aouga + - + Ay
<A Xat e ) (i + uze )
= tr(A) tr(U) = tr(T'AT) tr(T'BT)
=tr(A)tr(B). (6.91)

Todistamme seuraavan tuloksen:




6.5. Epdyhtaléitd 201

Olkoon V symmetrinen ei-negatiivisesti definiitti p x p-matriisi. Silloin

1'V1 > %[1’\/1 —tr(V)], (6.92)

ts. (olettaen ettd 1'V1 #0),

1> 1% (1 - tlrl(;[l)) . (6.93)

Yhtisuuruus (6.92):ssd saavutetaan jos ja vain jos V. = §211" jollakin
o eR.

Kuten Vehkalahti, Puntanen & Tarkkonen (2009, Th. 1), kirjoitetaan (6.92)
muodossa (p — 1)1'V1 > p1'V1 — ptr(V) ts.
1'V1
11

§tr(V):)\1+)\2+'~+)\p, (6.94)

missd A\; > Ay > --- >\, > 0 ovat V:in ominaisarvot; A; = ch;(V). Koska

epayhtélo (6.94) on voimassa. Yhtédsuuruus (6.94):ssid merkitsee, etté

1'V1
M2 ——=M+X+ -+,
11
miké on voimassa jos ja vain jos A = --- = A\, =0 ja (A1, 1) on V:n ominais-

pari eli V on muotoa V = \111’.
Léhteena tulokseen (6.92) mainittakoon my6s Vehkalahti (2000, Lemma 4.1).
Epéyhtalon(6.93) oikeanpuoleinen termi eli

pf : (1 - tf,(\‘,[l)) = a(1), (6.95)

voidaan tulkita Cronbachin alphaksi, ks. Cronbach (1951).
Osoitetaan seuraavaksi tulos:
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Maksimi: tr(G’AG) ehdolla G'G = Ij. Olkoon A, x, symmetrinen mat-
riisi, jonka ominaisarvohajotelma on

A =TAT, A =diag(\i,...,\n), t(A)=r. (6.96)
missi T = (t1:...:t,), T'T = L,. Olkoon k jokin annettu kokonaisluku,
k <n. Silloin

/ pr— DY
Juax tr(G'AG) =X\ + -+ A\, (6.97)

missd yliraja saavutetaan kun

Tuloksen (6.97) osoittamiseksi kirjoitetaan ensin
tr(G’AG) = tr(G'TAT'G) := tr(Y'AY) = tr(YY'A), (6.99)
missd Y = T'G. Nyt Y'Y = G'TT'G = I, ja matriisi YY' := P,,x, on
ortogonaaliprojektori, jonka lavistédjielementeilld on ominaisuus
0<pi<1l, i=1,....,n, pu+-+pum=k=1P). (6.100)
Taten
tr(G'AG) = tr(PA) = puhi + - + per Ak + - + Pann (6.101)
joten (6.100):m perusteella
tr(G'AG) < A+ + A (6.102)

Yldraja (6.102):ssa saavutetaan tietenkin kun (6.98) on voimassa.

Léhteiné tulokseen (6.97) mainittakoon Rao (1973, p. 63) ja Harville (1997,
Th. 21.12.5). Tulos (6.97) voidaan todistaa myds Poincarén lauseen nojalla;
ks. esim. Rao (1973, p. 64), Rao (1980, Th. 2.1), Scott & Styan (1985, p. 213),
Abadir & Magnus (2005, p. 347), ja Mékeldinen (1970a, Th. 4.1, Cor. 4.2.2).

Poincarén lause: Olkoon A, x, symmetrinen jo Gpxi toteuttaa ehdon
G'G =1, k <n. Silloin

chy_ppi(A) < chi(G'AG) < chy(A), i=1,....k. (6.103)
Yiaraja (6.103):ssa saavutetaan kun
G = (tl et tk) = T(k) 5 (6104)

ja alaraja kun
G=(tn g1 ty) =Ty, (6.105)

missd T :n sarakkeet ovat A:n ortonormaalit ominaisvektorit.
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6.5.2 Approksimointi alempiasteisella matriisilla

Seuraavan tuloksen ovat esittdneet mm. Puntanen, Styan & Isotalo (2011,
Prop. 19.3):

Olkoon r(Apx) =7 ja r(Bpxm) =k, k < r. Silloin
(A—B)(A—B) >_ (A - APg/)(A — APy’
= A(L, — Pp/)A/, (6.106)

ja tdaten
|A —B|% > |A — APy |%. (6.107)

Jos matriisilla B on tdiysiastehajotelma B = FG', missi G'G = I}, , niin
PB’ = PG7 ja

(A —B)(A - BY < A(L,, - GG)A. (6.108)

Eckart & Young (1936) laativat tidrkedn artikkelin matriisin A approksi-
moinnissa alempiasteisen matriisin B avulla ks. myds Householder & Young
(1938). Taté tulosta sanotaan usein Eckartin ja Youngin lauseeksi.

Eckart & Young: Olkoon matriisin A, xm,t(A) =1, singulaariarvohajotel-
ma
A =UAV' =U A V| =6uv) + -+ 6u,v.. (6.109)

Olkoon B n x m-matriisi, jonka aste on k (< r). Then
. 2 _ 2 2
min| A~ BI} = 67, + -+ 62, (6.110)
ja minimi saavutetaan kun

B =B, =5wv, + -+ fuv}. (6.111)

Todistus: ks. my6s Puntanen, Styan & Isotalo (2011, Prop. 19.4).

Stewart (1993, s. 563) korostaa, etté itse asiassa Eckart & Young (1936)
16ysivét uudelleen tuloksen, jona aiemmin oli esittényt yleisemmaéssd muodossa
Schmidt (1907); ks. my6s Hubert, Meulman & Heiser (2000, s. 71). Nimityksen
"Eckart—Young theorem” sijasta Stewart (1993) kdyttaa nimitystd ”Schmidt’s
approximation theorem” ja samoin tekevit Ben-Israel & Greville (2003, s. 213),
jotka kéyttavat myos termié paras k-asteinen approksimaatio.

Kirjoitetaan viela Eckartin & Youngin tulos symmetrisen A:n tapauksessa.
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Eckart & Young: symmetrinen A. Olkoon A, x. symmetrinen matriist,
jonka aste on r ja jonka ominaisarvohajotelma on

A =TAT = \tgt) + -+ \t,t . (6.112)
Silloin

r(rg)igknA —-B|% = r(rg)igk tr(A —B)(A-B) =\, +---+ A2, (6.113)

ja minimi saavutetaan kun

B = T(k)A(k)Tl(k) = )\11’;11’;’1 +--+ )\kt‘kt;g . (6.114)

6.5.3 Kaksi matriisiepayhtaloa

Olkoon X n X p-matriisi, jonka sarakkeet ovat vapaat ja V olkoon symmetrinen
positiivisesti definiitti n x n-matriisi. Todista seuraavat matriisiepayhtéalot:

X(X'VIX)TIX <V, (6.115a)
X'VIX)™ < (X'X)TIXI'VX(X'X) L (6.115b)

Ratkaisu: Olkoon V1/2 matriisin V positiivisesti definiitti nelitjuuri. T&llin
(6.115a) seuraa siitd, ettd

G:=V-XXVIxX)"'x’
— v1/2 [I . V’I/QX(X’V’1/2V71/2X)*IX’V*I/ﬂ v1/2

= V2 (1 - Py_1ox) V2
=FF > 0, (6.116)

missi Pa = A(A’A)"!A’ on ortogonaaliprojektori €' (A):lle ja
F = (I—Py_125) VY2 (6.117)
Epiyhtils (6.115b) saadaan kertomalla (6.116) vasemmalta (X'X)~!X"la ja
oikealta X (X'X)Llla.
Yhtasuuruus (6.115b):ssé toteutuu tdsmaélleen silloin kun
(X'X)"'X'FFX(X'X)"! =0, (6.118)
miké on yhtépitavad sen kanssa etté

FX(X'X)™' = (I - Py_12x) V/2X(X'X)' =0, (6.119)
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ts. VI/2X = Py 125 VI/2X, eli

V1/2X — V71/2X(XIV71X)71X,V71/2V1/2X
=V 12X (X'VIX) I X'X. (6.120)

Kertomalla (6.120) vasemmalta matriisilla V—1/2 ja oikealta (X'X)"L:1l4 (ja
transponoimalla puolittain) saadaan tulos

(X'VIX)™! = (X'X)TIX'VX(X'X) ! (6.121)
<~
(X'VIX)"Ix'vT = (X'X)"1X/. (6.122)

Olisimme voineet todistaa (6.115a):n ja (6.115b):n kdyttdmalla esimer-
kin 4.9 tulosta (4.144) (s. 154), jonka mukaan

(X'VIX)™ = (X'X)"IX'VX(X'X)! - D, (4.144)

missa

D = (X'X)"'X'VZ(Z'VZ)'ZVX(X'X) ™!,
ja (X : Z) on epéasingulaarinen n x n-matriisi ja X’Z = 0. On selvé, ettd D
on ei-negatiivisesti definiitti ja lisdksi D = 0 tdsmélleen silloin kun

X'VZ = 0. (6.123)

Téaten kaikki kolme ehtoa (6.121), (6.122) ja (6.123) ovat yhtépitavia.
Saamme tulkinnan (6.115b):1le lineaaristen mallien yhteydestd. Olkoon y
satunnaisvektori, jonka odotusarvo on Xf, ja kovarianssimatriisi V, missé
r(X,xp) = p ja V on positiivisesti definiitti. Merkitaén
B = (X'X)"'X'y = OLSE(B), (6.124a)
B = X'V IX)"1X'V~ly = BLUE(B). (6.124b)

On helppo nihdi ettd B ja B ovat B:n harhattomia estimaattoreita eli E(B) =

B ja E(B) = B. Lisiiksi
cov(B) = (X'X)IX'VX(X'X)™!, cov(B) = (X'V7IX)™L  (6.125)

Titen (6.115b) merkitsee, etti
cov(B) < cov(B), (6.126)

josta seuraa mm., etta

~ A

var(f3;) < var(B;), i=1,...,p. (6.127)
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Estimaattorin (6.124b) lausekkeen (paras lineaarinen harhaton estimaat-
tori) esitti ensimmaéisend ilmeisesti Aitken (1935, 1939). Yhtélon (6.123):n mu-
kaan saamme seuraavan ehdon OLSE(S8):n ja BLUE(S):n yhtédsuuruudelle:

OLSE(8) = BLUE(8) < X'VZ = 0. (6.128)

Ks. esim. Puntanen & Styan (1989).

6.6 BLUE:n mairittely

Maaritellaan nyt vielda BLUE, best linear unbiased estimator, tdsméllisesti,
kun kyseesséa on lineaarinen malli

M = {y,E(y),cov(y)} = {y,XB, V}, (6.129)

eli
y=XB+e, E(e)=0, cov(y)=-cov(e)=V, (6.130)

missd X € R"*P_ B € RP. Sitd varten on ensin méariteltdva mité lineaarisessa
mallissa tarkoitetaan estimoituvalla parametrifunktiolla. Olkoon K € RI*P,
Silloin parametrifunktio KB on estimoituva, jos on olemassa F siten ettd Fy
on KG:n harhaton estimaattori.

On helppo osoittaa, ettd KB on estimoituva jos ja vain jos € (K') C ¢(X’),
ja ettd X3 on aina estimoituva.

(a) Madritelmé 1: Olkoon kB estimoituva. Silloin g’y on BLUE(k'3) mal-
lissa {y, X3, V} jos g'y on k’'B:n harhaton estimaattori ja silld on mini-
mivarianssi kaikkien lineaaristen harhattomien estimaattorien joukossa:

E(g'y) = k'B ja var(g'y) < var(f'y) kaikilla f: E(f'y) = k'3.

(b) Maéritelma 2: Olkoon K@ estimoituva. Silloin Gy on BLUE(K ) mal-
lissa {y, X3, V} jos

E(Gy) = XB ja cov(Gy) <_ cov(Fy) kaikilla F: E(Fy) = K#.
Seuraavaa tulosta kutsutaan usein nimellda Fundamental BLUE Equation:
Gy = BLUE(Kp) mallissa # <— G(X: VM) = (K:0), (6.131)

Lineaaristen mallien keskeisté kalustoa on myos Gaussin—-Markovin lause:

OLSE(X3) = BLUE(X) under {y, X3, 0*I}. (6.132)
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Todistetaan sitten (6.132). Tarkastellaan mallia {y, X3, 02}, jossa ole-
tamme ettd o2 = 1. Silloin

B=XX)"'X'y=X"y, cov(B)=(X'X)"L. (6.133)

Olkoon By jokin toinen B:n lineaarinen harhaton estimaattori, ts. B toteuttaa
yhtélén BX = I,,. Talloin

cov(By — B) = cov(By) + COV( 3) — cov(By, B) — cov(B, By)
= BB’ + (X'X)! ( Y - XtB
= BB + (X'X)™! BX(X’X) — (X'X)"1X'B’
— BB — (X'X)! (6.134)
mista seuraa etta
BB’ — (X'X)™! = cov(By) — cov(B) = cov(By — B) >, 0, (6.135)

missé viimeinen epayhtald seuraa siitd, ettd jokainen kovarianssimatriisi on
ei-negatiivisesti definiitti. Nyt (6.135):sta seuraa ettd

cov(B) < cov(By) kaikilla B: BX =1T,,. (6.136)

6.7 Cauchyn—Schwarzin epayhtilo

Cauchyn—Schwarzin epayhtélo,

(x'y)? <x'x-y'y, (CS)

eli
(x,3) < Ix[* - lly]1%,
on monissa tarkasteluissa erittdin hyodyllinen. On monta tapaa todistaa (CS),

ja erityisesti aiemmin johdettu projektorin lauseke antaa yhden kitevan tavan.
Olkoon Qx =1 — P4. Koska

1Qxyl* =¥ Qxy >0, (6.137)

on tietenkin voimassa (olettaen ettd x # 0)
Y Qxy =¥ [I — x(x'x) Xy = y'y — yx(x'x) " x'y > 0 (6.138)
eli toisin kirjoitettuna

yx(x'x) X'y <y'y, (6.139a)

<vy, (6.139D)
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mistd (CS) seuraakin. Jos x = 0 tai y = 0, niin (CS) on ilman mutta voimassa.
Havaitsemme (6.137):sta, ettd yhtdsuuruus (CS):ssd on voimassa jos ja vain
jos

Qxy = (I - Px)y =0, (6'140)

miké toteutuu tasmélleen silloin kun y € €' (x) ts. on olemassa sellainen reaa-
liluku A, etta
y = Ax. (6.141)

Yhtéasuuruus (CS):ssé pétee siis tdsmélleen silloin kun joukko {x,y} on sidot-
tu.
Voimme soveltaa Cauchyn—Schwarzin epayhtélod seuraavassa arvioinnissa:
Ix+yl* = (x+y) (x+y)
= [lxl® + llyll* + 2y
< |11 + Iy l* +2/x"y|
< [ll® + [y l1* + 21|y
= (Ixll + lIy1)?, (6.142)

joten olemme paatyneet kolmioepdyhtdiloon
Ix+yl < lIxl+Ilyll (6.143)
missé yhtdsuuruus on voimassa tdsmélleen silloin kun x ja y ovat kohtisuo-

rassa: X'y = 0.

6.7.1 Cauchyn—Schwarzin epayhtalon versioita

Cauchyn—Schwarzin epayhtalosta saadaan eri versioita valitsemalla vektorit x
ja y sopivasti. Esimerkiksi:

e x=Lu,y=Lvw:

(WL'Lv)? < (WL'Lu)(v'L'Lv), (CS1)

yhtasuuruus voimassa joss Lu = ALv jollakin A:n arvolla.

e x = A/2u, y = AY2y, A on ei-negatiivisesti definiitti:

(W'Av)? < (WAu)(V'Av), (CS2)

yhtédsuuruus voimassa joss Au = AAv jollakin A\:n arvolla.
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e x = AY2u, y = A~1/2v, A on positiivisesti definiitti:
(u’A1/2A71/2v)2 < (u’A1/2A1/2u)(v’A’1/2A’1/2v) (CS3)

eli

(W'v)? < (WAu)(v'A ), (CS3)

yhtédsuuruus voimassa joss Au = Av jollakin A:n arvolla.

o x = A2t y = A~1/2t, A on positiivisesti definiitti, t't = 1:

(t'At) <t'A"'t. (CS4)

6.8 Permutaatiomatriisi

Matriisin A4x4 sarakkeitten jarjestystd voidaan vaihtaa vektoreiden i; avulla
esim. seuraavasti:

AE23 = (a1 Ay . ag . a4)(11 : i3 . i2 . 14)
= (Ai; : Aiz: Aiy : Aly)
= (al ragag a4), (6.144)
missa siis

0
0
1

o O =

E23 = (11 : i3 . i2 . 14) = (6145)

o O = O
= o O O

0 0

Matriisi Eo3, joka saadaan vaihtamalla I'n 2. ja 3. sarake keskendén, on ns.
alkeispermutaatiomatriisi. Kertomalla AEo3 edelleen oikealta matriisilla

Ejy=(ig:ip:izg: i) = (6.146)

— o O O
OO = O
o= OO
o O O

saadaan tulokseksi
AE23E14 = (a4 cagag: al). (6.147)
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Matriisi
0 0 01
0 010 e e e s
Q = E23E14 = 010 0 = (14 t13 119 11) (6148)
1 0 00

on esimerkki ns. permutaatiomatriisista. Yleisesti voimme mééritelld ettd per-
mutaatiomatriisi Q on yksikkématriisin I sellainen versio, jossa sarakkeiden
jarjestysta on vaihdettu; alkeispermutaatiomatriisissa E;; on vaihdettu vain
kahden sarakkeen paikkaa. Matriisi Q voidaan aina esittdd alkeispermutaatio-
matriisien E;; tulona. Alkeispermutaatiomatriisit E;; ovat aina symmetrisia
mutta permutaatiomatriisi Q ei valttdméattd ole symmetrinen. Sen sijaan seké
Q ettd E;; ovat ortogonaalisia:

QQ=1 E/E;=E;E;=L1L (6.149)

6.9 Kroneckerin tulo

Matriisien A,,x,, and By, Kroneckerin tulo méaritelldén seuraavasti:

a11B a12B ‘e alnB
ang (I22B ¢ 7)) B

AeB=| . ) " e mopxma, (6.150)
apmB apeB ... ap,B

Jos esimerkiksi

: (6.151)

ja

VR
N
(G20 \V]
D W

—_
N
-
(G20 \V]
D W
_

e
(SN
(@)

0
T R
2.3 5 6 5 (1 3) (1 23
45 6

Téssé tilanteessa siis A@B # B® A. Itse asiassa voimme havaita, ettd matrii-
seissa A®B ja B® A on samat elementit ja riveja ja sarakkeita permutoimalla
ne saadaan samoiksi.
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Tulos
vec(ApxpBpxg) = (I ® A) vec(B), (6.152)
Ci1
missé vec(Cpxm) = vec(cy 1 Ca t ...t Cp) = ( : ) € R™, voidaan pééitella
seuraavasti: "
Ab,
vec(ApxpBpxq) = vec[A(b; : by :...by)] = :
Ab,
A 0 ... 0
oA .. ol (™
=|. . . . Pl =J,®A)vec(B).  (6.153)
o 0 ... A bq

Seuraavassa on luetteloitu joitakin Kroneckerin tulon ominaisuuksia:

KRI.
KR2.
KR3.
KRA4.
KR5.
KR6.
KR7.
KRS.
KR9.

a®@b=ba =bga,

(A®B) = A'©B,

(AB)'=A"12B7!, jos A ja B ovat kidéintyvii,
(A9B) = A~ @B,

A®B#AB®A, yleensi,

(A ®B)(C®D)=AC BD,

vec(ApxpBpxq) = (B’ @ 1,) vec(A) = (I, ® A) vec(B),
vec(ab’) = b ® a,

vec(ABC) = (C' @ A) vec(B),

KRI0. PA®B =Pa ® Pg.

Léhteitd Kroneckeriin tuloon: Henderson & Searle (1979, 1981b), Harville
(1997, Ch. 16), Abadir & Magnus (2005, ss. 273-284), Seber (2008, §11.1).

Esimerkki 6.8. Olkoon U’ = (u(y) : Ug) ... 1 Upy) = (U s ug : ... 1 up)
satunnaisotos p-ulotteisesta jakaumasta, jonka odotusarvo on p ja kovarians-
simatriisi on 3. Vakuuttaudu (ks. myos s. 53), ettéa

(a) cov(ug,uj) = 0451y,

(b) COV(U(i), U(j)) = Opxp, ) 75 j,
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(c) cov(ug) =X,
(d) cov(u;) = 021,

2 2
R N w\ (o7l oyly\ (o oy
(e) covvec(u; : uj)] = cov (uj> = (UﬂIn J?-In> = (Uﬁ U?) ® 1,

(f) COV[VeC(u(’L) : u(J))} = cov <U(j)> N (0 2) B <O 1 o

O'%In O'mIn .ee UlpIn
0'211 O'ZI ... 09 I

(g) covlvec(U)] = v " == o1, e R,
op1l, oply, ... azln

Harjoitustehtavia

6.1 (Ortogonaalinen rotaatio). Merkitédén
cosf —sind cos sin 6
A= (sinG cosG)’ By = (sinﬁ —(3050)'
Osoita ettd mielivaltainen 2 x 2 ortogonaalinen matriisi Q on esitettéa-
visdd muodossa Ay tai By jollakin f:n arvolla. Muunnos Agu;) rotatoi

havaintoa u(;) kulman 6 verran vastapdivaéin ja Bou;) peilaa the havain-

non u; suoran y = tan (g) x suhteen. Ks. myo6s kuvio 8.12 (s. 283).

Horn & Johnson (1990, p. 68).



Luku 7

Satunnaisvektoreista

Vuorotellen he huomauttivat kukin jotakin runon
sanankddnteistd, sen rakenteesta, sen persialaisista
runoista saamista vaikutteista ja niin edespdin,
kunnes heiddn taidokkaasti perdkkdin sovittamansa
sanat hitaasti kietoivat mitdansanomattoman runon
kuin jalokivikukkiin.

Mika Waltari (1949): Mikael Hakim.

7.1 Satunnaisvektorin kovarianssimatriisi

Tarkastellaan p-ulotteista satunnaisvektoria z, jonka odotusarvovektori ja ko-
varianssimatriisi ovat
2

E(z1) 1 of o122 ... O1p
E(z2 2 oo 03 ... 09
E(z) = G| 2 pooov(z) =| . 2 T == 1)
E(Zp) ,up Opl Op2 ... Ug
Voimme merkité lyhyesti z ~ (u, ¥). Talloin siis:
_ 2 (.2 2 _ 2 _
var(zi) = E(zi — i)™ = B(27) — pi = 07, i = BE(z) , (7.2a)
cov(zi, ) = E(zi — pi) (25 — pj) = E(2izj) — papj = o35 = eijoioj, (7.2b)
cor(z;, zj) = cov(zi, 2) =24 - 0ij 5 (7.2¢)

var(z;) var(z;)

213
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missd i,7 = 1,...,p ja E(y) tarkoittaa satunnaismuuttujan y odotusarvoa. Jos
muodostamme p X p-matriisin

21— M
(z—p)(z—p) = : (21— p1,- - 2p — Hp)
“p — Hp
(21 — m1)? (21 —pa)(z2 —p2) - (21— pa)(zp — 1p)
| (2 =)z — ) (22 — p2)? e (22— ) (2 — )
(zp — mp) (21 — 1) (2p — pp) (22 — p2) .. (2p — 1p)?

(7.3)

niin odotusarvo tasta satunnaismatriisista on tietenkin z:n kovarianssimatriisi
(ks. myo6s s. 40):

cov(z) = E(z — p)(z — p)'. (7.4)

Koska

E(z — p)(z — p) = E(z2' —2p — pz’ — pp)
= E(zz') — E(z)p' — pE(2) + pp
= E(22') — pp’ — pp’ + pp, (7.5)

saamme kovarianssimadtriisille 3 lausekkeen
3 = cov(z) = E(zz) — pp'. (7.6)

On vaivatonta osoittaa seuraava erittain tarkea tulos:

E(z) = p, cov(z) =X = E(Az) = Apu, cov(Az) = AXA'. (7.7)

Nimittain ensinnékin Az:n odotusarvo on E(Az) = A E(z) = Ap, joten Az:n
kovarianssimatriisiksi saadaan todellakin lauseke

cov(Az) = E[(Az — Au)(Az — Ap)']
— BlA(z - p)(z — p)A'
=AE[(z - p)(z - p)]A
— AZA’. (7.8)



7.1. Satunnaisvektorin kovarianssimatriisi 215

7.1.1 Lineaarikombinaation varianssi

Erikoistapauksena (7.7):sta saamme z:n elementtien lineaarikombinaation a'z

varianssiksi
var(a'z) = a’Xa. (7.9)

Jos esimerkiksi p = 2, niin
var(15z) = var(z1 + 22) = 15X1,
= var(z1) + var(z2) + 2 - cov(z, 22)

= 0% + 02 4 2019. (7.10)

Taten:

& satunnaismuuttujien z; ja zo summan varianssi on varians-
sien summa tiasmalleen silloin kun z; ja z9 ovat korreloimatto-

mia. (7.11)

Kommentti 7.1. Koska varianssi var(a'z) = E(a’z —a’p)? on aina suurempi
tai yhté suuri kuin 0, on

var(a’z) =a’¥a >0 Va € RP. (7.12)
Epéyhtalo (7.12) osoittaa, etté

# satunnaisvektorin z kovarianssimatriisi

on aina ei-negatiivisesti definiitti. (7.13)

Voimme péadtelld edelleen, ettd kovarianssimatriisi 3 on singulaarinen, jos on
olemassa vektori a # 0 siten ettd var(a’z) = a’¥a =0, ts.

cov(z) = X on singulaarinen <= Ja # 0 s.e. a’z = vakio tn:lld 1. (7.14)

O]

7.1.2 Neliomuodon odotusarvo

Olkoon y p-ulotteinen satunnaisvektori, jonka odotusarvo on E(y) = pu, ja
kovarianssimatriisi cov(y) = 3. Olkoon A symmetrinen p x p-matriisi. Talloin
neliomuodon y’Ay odotusarvo on

E(y'Ay) = tr(AX) + p/Ap. (7.15)
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Tulos (7.15) paételldan seuraavasti:
E(y'Ay) = E[tr(y'Ay)] = E[tr(Ayy’)]
= tr[E(Ayy’)] = tr[A E(yy')]
— [AS + )] (S = E(yy) — ]
t
t

r(AY) + tr(App)
(AZ) + p/Ap. (7.16)

T

Esimerkki 7.1. (a) Olkoon y satunnaisvektori, jonka odotusarvo on E(y) =
p1,, ja kovarianssimatriisi cov(y) = ¢%I,,. Tilanne voidaan tulkita siten, etti
meilld on n havainnon yksinkertainen satunnaisotos y1, y2, . . ., y, populaatios-
ta, jonka odotusarvo on p ja varianssi o2. Télloin y:n nelidGsumman

n

byy = Z(yz -9 =y (I, -J)y=yCy (7.17)
i=1

odotusarvo on

E(y'Cy) = tr(Co’I) + u1'Clpu
=o?tr(I-J) [C1l=0]
= o?[tr(I) — tr(J)]
=o%(n—-1). (7.18)
Niin olemme péadtyneet tunnettuun tulokseen, jonka mukaan yksinkertaisen

(palauttaen tehdyn) satunnaisotoksen tapauksessa otosvarianssi 55 on perus-
joukon varianssin o2 harhaton estimaattori:

E(-1;y'Cy) = E(sg) =02 (7.19)

(b) Oletetaan ettid E(y) = pl, mutta kovarianssimatriisi cov(y) = 02V,
misséd V on tasakorrelaatiomatriisi:

o*V =0%[(1 - o)L, +01,1,] =0 € NND,,.  (7.20)

[\o}
N S

Menetellen kuten (a)-kohdassa saamme

E(y'Cy) = tr(CVo?) + u1’Cly = 6? tr(CV)
= tr[C((1 — o)I + 011')]
— 0%(1 - ) x(C)
=o’(1-9)(n—1). (7.21)
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Taten 312/ ei olekaan (jos o # 0) harhaton estimaattori o%:lle, silli

E(:L1y'Cy) = E(s2) = (1 — o). (7.22)

Jos yksinkertainen satunnaisotos valitaan palauttamatta, saadaan y:n korre-
laatiomatriisiksi tasakorrelaatiomatriisi; ks. (b)-kohta esimerkissé 1.5 (s. 41).
O

Esimerkki 7.2. Tarkastellaan nelidmuotoa

YAy = (yo —v1)% + (y3 —42)> + (ya —93)> + -+ (Yo —yn_1)%,  (7.23)

missé esimerkin 4.5 (s. 141) mukaan

1 -1 0 0 0 0
1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 -1 ... 0 0
A=vL=| . | T - (7.24)
0 0 0 0 2 —
0 0 0 0 -1 1

Maaritettava E(y’Ay), kun E(y) = 1u ja
(a) cov(y) = o’I. Tallsin

E(y'Ay) = tr(Ac?T) 4+ ul'Aly

=% tr(A) [A1l = 0]
=0%2(n —1). (7.25)
(b) cov(y) = 0>W, missi
1 o ¢ o
0 1 o ... 0"
w=| ° _ ) . (7.26)
Qn—l Qn—2 Qn—3 1

Talloin
E(y'Ay) = tr(AWo?) + p1’Alp = o tr(AW)

=o?[(1—0)+2(1—0)+ - +2(1—0)+ (1 -0
=0%2(n —1)(1 - o). (7.27)

O]
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7.2 Satunnaisvektorien x ja y keskinidinen
kovarianssimatriisi
Jos x on p-ulotteinen ja y on g-ulotteinen satunnaisvektori, joiden odotusarvot

ovat E(x) = p ja E(y) = v, niin x:n ja y:n keskindinen kovarianssimatriisi on
matriisimerkinnoin

cov(x,y) = E(x — p)(y —v)' = {cov(zi,y;)} € RP*?. (7.28)

Télloin tietenkin cov(x,x) = cov(x).
Tulosta (7.5) (s. 214) vastaten on helppo osoittaa, etté

cov(x,y) = E(xy’) — pv/'. (7.29)

Varoitus: Tulon xy’ odotusarvo on vain poikkeustapauksessa x:n ja y:m odo-
tusarvojen tulo: ehto on se ettd satunnaisvektorit x ja y ovat tilastollisesti
riippumattomia.

Havaitsemme edelleen, etté

cov(Ax,By) = E[(Ax — Au)(By — Bv)']
=E[A(x — p)(y —v)B'] = AE[(x — p)(y — v)'|B
= A cov(x,y)B’, (7.30)

joten

cov(x,y) = Zxy = cov(Ax,By) = AX4,B'. (7.31)

Jo luvussa 1.3 (s. 41) korostettiin merkintojen
cov(x,y) = Xxy € R ja  cov (?) =% ¢ RPTaP+a) (7.32)

vilistéd eroa. Nyt siis cov(x,y) = Xy tarkoittaa satunnaisvektorien x (p ele-
menttid) ja y (g elementtid) keskindistd kovarianssimatriisia (cross-covariance
matrix), miké on p X g-matriisi. Sen sijaan X on (p + ¢)-ulotteisen satunnais-
vektorin kovarianssimatriisi, joka voidaan esittda ositetussa muodossa

x\ [ cov(x) cov(x,y)\  [Zxx Bxy)| _
v (}’) B (COV(y,X) cov(y) ) - <2yx 2yi> =X. (7.33)

Erityisesti jos z = (3 ) on (p+ 1) elementin satunnaisvektori, niin

_ x\ [ cov(x) cov(x,y)) [Zxx Oxy
cov(z) = cov <y> = (cov(y,x) var(y) > = (0_, 52 ) , (7.34)

Xy Y
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missa
cov(z1,y) o1y
COV(J;Qa y) g2
Oxy = COV(X,y) = ) = 7. (7.35)
cov(xp,y) Tpy

7.2.1 Satunnaisvektorien summan kovarianssimatriisi
Olkoot x ja y kumpikin p elementin satunnaisvektoreita. Talloin niiden sum-
man kovarianssimatriisi saadaan seuraavasti:

cov(x+y) =Ex+y— (p+v)x+y— (p+v)]
[(x = p) + (y —v)][(x—p) + (y —v)]
(x—p)(x—p) +E(x—p)(y —v)
+E(y —v)(x—p) +Ely-v)(y —v), (7.36)

joten

cov(x +y) = cov(x) + cov(y) + cov(x,y) + cov(y, x)
= 3ux + Byy + Ty + 2y (7.37)

Sanomme, ettd satunnaisvektorit x ja y ovat korreloimattomia, jos jokai-
nen x:n elementti on korreloimaton jokaisen y:n elementin kanssa eli jos

cov(x,y) = Zxy =0. (7.38)
Téaten (7.36):n perusteella saamme (7.11):td vastaten:

Jos satunnaisvektorit x ja y ovat korreloimattomia, niin sum-
man X + y kovarianssimatriisi on kovarianssimatriisien summa

cov(x) + cov(y). (7.39)

On mielenkiintoista havaita, ettd (7.36):m nojalla riittava ja valttdméton ehto
sille etta
cov(x +y) = cov(x) + cov(y), (7.40)

on seuraava:
cov(x,y) = —cov(y,x), ts. Byy = =2, . (7.41)

Ehto (7.41) merkitsee, ettd Xy, on vinosymmetrinen.
Tuloksen (7.36) yleistyksend on tietenkin voimassa

cov(Ax + By) = AZ A’ + BS,,B' + AS,,B' + BS,,A’.  (7.42)
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Edelleen saamme

cov(x+y,z) =Ex+y— (u+v)(z—46) [E(z) = J]
=E[(x—p)+ (y—v)](z—d)
— B(x - 1)(z — 8 + E(y — v)(z - 6
= cov(x,2) + cov(y, z)
= S+ Sya (7.43)
seké
cov(Ax + By, Cz) = A%, C' + BX,,C'. (7.44)

7.3 Yksinkertainen lineaarinen malli

Olkoon y satunnaisvektori (n elementtid), jonka odotusarvo on E(y) = 1,
ja kovarianssimatriisi cov(y) = V. Talloin meilld on tarkasteltavana hyvin
yksinkertainen lineaarinen malli

My yi=p+e, i=1,2,....n, (7.45a)

eli matriisimerkinnoin

ol I €1
y.2 = ,u + 8:2 ,ts.y=pl+e, (7.45b)
w) \u) e
missd E(e) =0 ja
cov(y) = E(y — pl)(y — p1) = E(e€’) = cov(e) = V. (7.46)

Lyhyesti mallia voidaan merkita kolmikolla

Mo ={y, 1, V} = {y,E(y), cov(y)}. (7.47)

Mallissa .#; ei ole mukana yhtddn “varsinaista” selittdjamuuttujaa. Ainoa
selittaja on 1 eli ainoa selittdja on "vakio”. Merkitadn

1

TV 1'V7ly :=by. (7.48)

A 1/ / — ~
p=_ly:=ay=y, [=

Talléin i ja fi ovat parametrin p estimaattoreita. [Osoittautuu, ettd g =
OLSE(u) = p:n pienimmén nelidsumman estimaattori ja i = BLUE(u) = pun
paras lineaarinen harhaton estimaattori.] Havaitsemme, ettd molemmat ovat
harhattomia:
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(1) E(1) = p, silla

1 1
E(ﬂ) = E(a’y) = a’E(y) = *lll,UJ — ﬁn'u = L. (7.49)

B() = E(b'y) = b/ B(y) = oo UV u=p (7.50)
Estimaattoreiden varianssit ovat:
(3) var(fi) = 51'V1, silld
var(fi) = var(a'y) = a’'Va = lllVll = %1’V1. (7.51)
n n n
(4) var(fi) = =1y, silld
var(fi) = var(b’y) = b'Vb
= 1/‘[17111’V—1 -V-V—111,Vlf11 = 1/\/1711' (7.52)
Osoitamme vield, ettd varianssien valilld on epéayhtalo
- 1 L, .
var(fi) = V=11 < ﬁl V1 =var(f). (7.53)

Nimittain Cauchyn—Schwarzin epayhtilon version (CS3) (s. 209) mukaan on
voimassa

(W'v)? <uAu-vA v, (CS3)
elijosu=v=1,ja A=V, niin (1'1)2 < 1'V1-1'V11, ts.
n?<1V1i-1'vl1, (7.54)

Epayhtélot (7.53) ja (7.54) ovat tietenkin identtiset.
Mainittakoon, ettd yhtdsuuruus epéyhtalossia (7.53) pétee [ks. yhtédsuu-
ruusehto (CS3):1le, s. 209] tdsmilleen silloin kun on olemassa sellainen A, etta

V1=)1. (7.55)

Yhtalo (7.55) merkitsee, ettd 1 on V:n ominaisvektori; samoin se merkit-
see, ettd V:n rivisummat ovat identtiset. Ndin voimme péadtelld ettd mallin
{y, 1p, V} tilanteessa

OLSE(u) = BLUE(p) <= V1 = A1 jollakin A:n arvolla. (7.56)
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Palataan vield epéyhtédloon (7.53). Kerrotaan se puolittain n:lld, jolloin
saadaan

n 1
- < Z1'V1. 7.57
1'V-11 — n ( )

L 1, (7.57) voidaan esittdi muodossa

n

Jos merkitaan t =

B

t'V7t) <t'Vit, (7.58)
missé siis t't = 1. Ks. myos ominaisvektorin luonnehdinta (5.59) (s. 170).

Esimerkki 7.3. Olkoon y satunnaisvektori, jonka odotusarvo on E(y) = X3
ja kovarianssimatriisi cov(y) = V eli kyseessi on lineaarinen malli

M = {y,E(y),cov(y)} = {y, X8, V}, (7.59)

eli y:n uskotaan syntyvén seuraavasti:

y=XB+e, E(e)=0, cov(y)=-cov(e)=V. (7.60)
Merkitdan
H = X(X'X)"'X/, G=XXV X)XV
f=y=Hy=Xp, i =Gy = XB.
Osoita
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7.4 Muunnos korreloimattomiksi osavektoreiksi

Olkoon p + ¢ elementin satunnaisvektorin z = (3 ) positiivisesti definiitti ko-
varianssimatriisi

cov [X) = cov(x) cov(x,y)) _ [Txx Bxy) _ 5 (7.61)
y cov(y,x) cov(y) Syx Xyy
Hajotelman (4.99) (s. 148) perusteella matriisi ¥ voidaan muuntaa lohkold-
vistajamuotoon seuraavasti:

I, 0 I, —3Ii% ) 0
=7 XXTY ) = | T : 7.62
(-zzyxzx,} Iq> (0 I, ) ( 0 zyy.x> (762)

BXB = Q. (7.63)

Tehdddn nyt z:lle muunnos u = Baz:

o (uw) _ I, 0 X
A T I

eli

jolloin
u; =X, (7.65a)
W =y — By Taix. (7.65b)
Koska
ur) _ I Yixx 0
cov <u2> =cov(By) = BXB' = ( 0 Eyy.x> , (7.66)

ovat uj ja ug korreloimattomia,
cov(uy,ug) = cor(uy,ug) =0, (7.67)
ja niiden kovarianssimatriisit ovat
cov(uy) = Txx, (7.68a)
cov(uz) = Dyyx = Dyy — Zyx Tt Ty (7.68b)

Matriisi Xyy.x on Xxxm Schurin komplementti X:ssa.
Voimme my6s lahestyd edelld tarkasteltua kysymysté siten, ettd maéri-
tamme sellaisen matriisin L € R?7*P | jolla on ominaisuus

cov(x,y —Lx)=0. (7.69)
Talloin
cov(x,y — Lx) = cov(x,y) — cov(x,Lx) = Eyxy — ZxxL' =0 (7.70)

eli LY xx = Xyx, mistd L:n lausekkeeksi saadaan L = ZyXE;;.
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Esimerkki 7.4. Tarkastellaan kaksiulotteista satunnaismuuttujaa z, jonka
kovarianssimatriisi on

2 2
cov(z) = cov <m> =¥ = (U” Ux2y> = ( e Ux0y2gxy> . (7.
Y Oyw Oy 0200y oy
Talloin muunnosta
u; I, 0 bl
u=— = _ 7.72
(112) (-nyﬁxi Iq) <Y> 72

()Ll o

ts. uusiksi korreloimattomiksi muuttujiksi saadaan

vastaten saamme

up =2x, (7.74a)
_ Oyz Oy
U2—y—73$—y—gxy;x$. (7.74b)
Lisaksi on

2 2 -2
var(ug) = Oyy = Oy — OyaOy Ouy

2 2
_ 2 @ 2 N a:(:y
=0, P =0, (1 0%05)
= 03(1 - giy) < O'; = var(y) . (7.75)

FErityisesti jos

zy (1 o
cov (y) = <Q 1) , (7.76)

niin
U1 1 0 T
= = , 7.77
ts.
up =z, (7.78a)
Uy =y — 0T . (7.78b)
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7.5 Lausekkeen cov(y — Fx) minimointi
Olkoon tehtédvand méérittdé sellainen matriisi Fy,, jolla on ominaisuus
cov(y — Fx) on mahdollisimman pieni Lownerin mieless, (7.79)
eli jos F, antaa ko. minimin, niin
cov(y — F.x) < cov(y — Fx) kaikilla F € R?*P. (7.80)

Oletamme, ettd p + ¢ elementin satunnaisvektorin z = (3 ) positiivisesti defi-
niitti kovarianssimatriisi ¥ on ositettu kuten (7.61):ssa (s. 223). Osoitamme,
ettd talloin

cov(y — EyxZx) <L cov(y — Fx) kaikilla F € RT*P. (7.81)

Merkitdan
F. =3y Te (7.82)

On selvéé, ettd jos (7.81) on voimassa, niin satunnaisvektori F,x on jossakin
mielessé "tilastollisesti ldhelld” satunnaisvektoria y, ja siten F,x:1l4 voisi olla
kayttoad y:ta arvioitaessa.

Havaitsemme etta

cov(y — Fx) = cov|(y — Fix) + (F.x — Fx)]
= cov(uy + uz) [up =y — F.x, ug = (F, — F)x]

= cov(uy) + cov(uz)

[
(
= cov(uy) 4 cov(uz) + cov(uy, uz) + cov(uz, u;)
(
= cov(y — F.x) + cov[(F, — F)x], (7.83)

silld u;:n ja x:n korreloimattomuudesta seuraa, ettd myos ui;:n ja us ovat
korreloimattomia:

cov(uy, uz) = covluy, (Fy — F)x] = cov(uy,x)(F. —F) =0. (7.84)
Téten saamme (7.83):n perusteella
cov(y — Fx) — cov(y — Fux) = cov[(F. — F)uy] . (7.85)

Koska cov|[(F, —F)u;] on ei-negatiivisesti definiitti, on erotus cov(y — Fx) —
cov(y — F.x) triviaalisti myos ei-negatiivisesti definiitti eli

cov(y — Fx) —cov(y —F.x) > 0 (7.86)

ts.
cov(y — Fx) >| cov(y — F.x) kaikilla F € R7*P. (7.87)
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Yhtéasuuruus (7.87):ssa on voimassa vain jos F = F,.
Voimme soveltaa em. tulosta tilanteeseen, jossa z = (3 ) on (p + 1):n ele-
mentin satunnaisvektori:

o1y
X Yix Oxy 02y
cov(z) = cov = , Oxy = COV(X,y) = I 7.88
(2) <y> (U J§> y=eovtey) = || @)
Tpy
Miké on se x:n lineaarikombinaatio f/,x, jolla on ominaisuus
var(y — fix) = mfin var(y — £'x)? (7.89)
Tuloksen (7.81) mukaan
var(y — o, Siax) < var(y — f'x) kaikilla f € R?, (7.90)
joten haettu kerroinvektori f, on
fo =S loxy, (7.91)
ja erotuksen y — f/ x varianssi on
var(y — O'XyExxx) = ay — axyExxaxy = aj,x. (7.92)
Havaitsemme, etta O'y x voidaan esittaé seuraavasti:
2 2
Opx =0y — nyzxxaxy
o S lo,
=o2(1- %"y) =02(1— 02s), (7.93)
y
missa
2
02 = cor’(y,f.x) = cov?(y, £1x) = (5, )
yx T var(y) var(f,x) o2 -, D f.
( xyzxio.xy)2 _ xyzxxaxy (7 94)
0207, i Dxx Bk O xcy o

Toisaalta Cauchyn—Schwarzin epayhtilon (u’ v)? <u’Au-v'A~lv mukaan:

(0, £)? L SOy - P !

f =
cor”(y, f'x) 05 D >HE 0-5 '3« f
Oy Txx O xy
o T S R T
Yy

Téten voimme péaételld seuraavan tuloksen:



7.6. Paras lineaarinen prediktori, BLP 227

Tehtdvdt
mfin var(y — f'x)  ja max cor?(y, f'x) (7.96)

johtavat (oleellisesti) samaan tulokseen: £, = X lox,.

Otosvarianssia ja -korrelaatiota koskevat vastaavat tulokset on esitetty luvussa
8.8 (s. 287). Maksimaalista korrelaatiota o,.x sanotaan populaation yhteiskor-
relaatiokertoimeksi.

Huomattakoon, etté jos

-1
Six O ¥x o gl
-1 __ XX Xy _
= <J;y aZ) a ((0'12)’ ayy) ’ (7.97)

niin ¥:n kddnteismatriisin viimeinen lavistajaelementti c¥%¥ on

1 1
o¥¥ = 5 pR— == (7.98)
oy — O'XyExxaxy Ogx

7.6 Paras lineaarinen prediktori, BLP

Olkoon f(x) jokin p-ulotteisen satunnaisvektorin x reaalilukuarvoinen funktio
(esim. f(x) = a’x, a € RP) ja olkoon y jokin kiinted vakio (reaaliluku) tai yk-
sidimensioinen satunnaismuuttuja. T&lloin f(x):m keskineliGvirhe y:n suhteen
maaritellddn lausekkeena

MSE[f(x);y] = Ely — /()" (7.99)

Vastaavasti jos f(x) on g-ulotteinen satunnaisvektori (esim. f(x) = Ax, A €
R?*P) ja y on vektori (joko satunnaisvektori tai kiinted R%:n vektori) niin
f(x):n keskineliovirhematriisi y:n suhteen on

MSEM[f(x);y] = Ely — f(x)]ly — f(x)]" (7.100)

Tarkastellaan (p + 1)-ulotteista satunnaisvektoria z:

= z)=p= M cov(z) = _ (e o
S R I

Ajatellaan, ettd meidén on mahdollista havainnoida satunnaisvektorin x arvo-
ja mutta ei y:n arvoja ja tavoitteena on muodostaa jokin "hyvd” x:n funktio
f(x), jonka avulla saataisiin "hyvin” arvioitua y:n arvo, kun x on saatu ha-
vainnoiduksi. T&ll6in satunnaismuuttujaa f(x) sanotaan y:mn prediktoriksi ja
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sen realisoitunutta arvoa voidaan sanoa ennusteeksi. Erotusta y — f(x) sano-
taan ennustevirheeksi. Tuntuu luonnolliselta valita funktio f siten, ettd kes-
kinelisvirhe MSE[f(x);y] = E[y — f(x)]? olisi mahdollisimman pieni. T#llais-
ta prediktoria sanotaan parhaaksi prediktoriksi ja siitd kéytetddn merkintad
BP(y;x). Taten BP(y;x):1l4 on ominaisuus

minEly - f(0)]* = Ely - BP(y: ). (7.102)

On osoitettavissa, etta
& chdollinen odotusarvo E(y | x) on y:n paras prediktori, (7.103)

ts.
E(y | x) = BP(y;x). (7.104)

T4ll6in on pidettéava E(y | x):t4 satunnaismuuttujana, ei reaalilukuna. Ehdolli-
nen odotusarvo E(y | x = x) on x:n funktio, ja voimme kdytt44 siitd merkintaa
E(y | x = x) := m(x). Kun x korvataan x:lla, m(x):std saadaan satunnais-
muuttuja m(x), jota merkitddn E(y | x). Tuloksen (7.104) todistus 16ytyy mm.
seuraavista lahteistd: Christensen (2011, Theorem 6.3.4), Rao (1973, p. 264),
ja Searle, Casella & McCulloch (1992, §7.2). Ks. myo6s harjoitustehtava 7.1 (s.
250).
Tarkastellaan sitten lineaarisia (epidhomogeenisia) prediktoreita:

{LP(y;x)} ={f(x): f(x)=a'x+b,ac R, beR}. (7.105)
Silloin x:44n perustuva y:n paras lineaarinen prediktori (BLP) on
BLP(y;x) = a,x + by, (7.106)
jos se minimoi keskinelidvirheen:

migl MSE(a’x + b;y) = min E[y — (a’x + b)]?
a,

a,b

= Ely — (alx + b,)]% (7.107)
Havaitsemme heti, ettd keskineliovirhe voidaan esittdd muodossa

Ely — (a'x +0)> = E[y — a’x — (1 — a'px) + (py — a'pax — b))?
=Ely —a'x — (- a'py)]? + E(uy — a'px — b)®
+2E[(y — a'x — (ny — a'px)) (1y — a'px — b)]
= var(y — a'x) + (uy — a'px — b)°
— “varianssi” + “harha®” . (7.108)
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Termi “harha?” saadaan nollaksi kun b:ksi valitaan

by = py — @' iy . (7.109)
Olkoon (yksinkertaisuuden vuoksi) 3 positiivisesti definiitti. Talloin lausek-
keen (7.108) ensimmaéinen termi var(y — a’x) on (7.90):n (s. 226) nojalla pie-
nimmilladn kun a:ksi valitaan

a, =X oy, (7.110)

ja téten BLP(y;x) on

BLP(y; %) = (1ty — 0y Zsexbix) + 0oy By X

Xy “Ixx
— 1y + Ol Tk (x — ). (7.111)

Ennustevirhe on
eyx =Y — BLP(y;X) = y — 1y — 0, Bk (X — pic) (7.112)

ja ennustevirheen e,.x varianssiksi saadaan

var(eyx) = 02 — Oy D Oxy

y xy“—xx
0y Zx Txy
= o2 (1 - e > ) =021 - 0ly), (7.113)
Yy

missd oy.x on populaation yhteiskorrelaatiokerroin:
0y.x = corly, BLP(y;x)] = cor(y, o';yE;;X) . (7.114)

Tarkastelleen yleisempéa tilannetta, jossa

2= (%), p= (), m= (D Do) (7.115)
y Ky Yyx  Myy
Talloin lineaarinen prediktori A,x + b, on y:n paras lineaarinen prediktori,
BLP, jos Lownerin jarjestys
MSEM(A.x + b,;y) < MSEM(Ax + b;y) (7.116)

on voimassa kaikilla lineaarisilla prediktoreilla Ax + b; edella

MSEM(Ax + b;y) = E[y — (Ax + b)][y — (Ax +b)]'

= keskineli6virhematriisi. (7.117)
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Havaitsemme, etta
Ely—(Ax +b)][y — (Ax +b)]'

= E[(y — Ax) - b][(y — Ax) = bJ'

=E([(y — Ax) — (y — Aps)] + [(py — Apxc) = b]) ()

= cov(y — Ax) + (uy — Apx — b)(py — Aux — b)'. (7.118)
On suoraviivaista pddtelld (7.81)m (s. 225) nojalla, ettd A, = ZyxZgt ja
b, = py — A, px, joten

BLP(y;X) = py — SyxTicbx + Syx DX

— fy + Ty S (x — p1x) (7.119)
Ennustevirheeksi saadaan
eyx =¥ —BLP(y;%) =y — py — Sy St (x — ) (7.120)
ja
cov(eyx) = Syy — Byt iy = Syvx (7.121)

Satunnaisvektoria BLP(y; x) sanotaan y:n regressioksi x:n suhteen ja vektoria
ey.x vastaavaksi y:n residuaaliksi:

BLP(y;x) = y:n regressio x:n suhteen (7.122a)
ey.x = y:n residuaali x:n eliminoinnin jélkeen . (7.122b)
Matriisi cov(ey.x) = Xyy.x on y:n osittaiskovarianssimatriisi x:n eliminoin-

nin jilkeen; téata “eliminointi”’-sanontaa ei parane ottaa kirjaimellisesti, silla
kyseessa ei valttamatta ole mikaan varsinainen eliminointi. Matriisin

[diag(Syy-x)] " ?yy.x[diag(Syy.)] /2 (7.123)

elementit ovat osittaiskorrelaatiokertoimia:
Oij-x

Qij-x =
\/0ii-x0jj-x

= cor(ey,x, €y;x) » (7.124)

missa

Cysox = Yi — [by; — U;yiE;i (X — px), Oxy = cov(X,y;). (7.125)

7.7 Muunnosmatriisina 31/2

Ongelma NJ1. Olkoon n elementin satunnaisvektorin y positiivisesti defi-
niitti kovarianssimatriisi cov(y) = 3. MillA muunnoksella

z = By (7.126)

on sellainen ominaisuus, ettd z:n komponentit ovat korreloimattomia ja jokai-
sella on sama varianssi 1 eli cov(z) = I,,7
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Yksi vastaus tdhdn kysymykseen on 3:n positiivisesti definiitin nelidjuuren
kédnteismatriisi eli kun

Y = TAT = TAY2T . TAY?T = %1/2. 51/2, (7.127)
niin
B=Xx"12=TA 2T (7.128)
Talloin nimittain
cov(z) = cov(By) = BEB' = £~ 1/2xn-1/2
= TA'2T'STA/2T
=TAV2AAV2T =TT =1,. (7.129)
Huomaamme my0s, etté jos
F=A"12T (7.130)
niin satunnaisvektorin w = Fy kovarianssimatriisi on
cov(w) = cov(Fy) = FSF = A~ /2T/'STA /2
=AVPANTV2 =1, (7.131)

Matriisi F = A~Y2T ei siis tietenkdédn ole vilttdmittd symmetrinen.
Voimme asettaa kysymyksen my6s toisin pain:

Ongelma NJ2. Olkoon cov(z) = I, ja olkoon X jokin annettu positiivisesti
definiitti n x n matriisi. Mikéd on se matriisi G, jolla on ominaisuus

cov(Gz) = GG’ = X7 (7.132)
Huomaamme valittomasti, ettd sopiviksi G-matriiseiksi kelpaavat

G, = TAY?T = n1/2, (7.133a)
Gy = TAY2. (7.133b)

Esimerkki 7.5. Palautetaan mieleen sivulla 56 tarkasteltu esimerkki. Jos
x ~ N2(0,1I), ja merkitdén

U1 = 0121,

vy = o2(ox1 + /1 — 0%x2),

. U1 . 01 0 I L
v— () _ (m i ﬁ_Qg) () —Bx.  (r13)

ts.
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niin

2
_ 01 01020  _
cov(v) = <U1U2Q o2 ) =3. (7.135)

Tulos (7.135) seuraa siité ettd

, o1 0 o1 020
= == . 1
(AN ) e
O

Esimerkki 7.6. Olkoon y kahden elementin satunnaisvektori, jonka kova-
rianssimatriisi on cov(y) = X ja olkoon ¥:n ominaisarvohajotelma 3 = TAT’,
jolloin T'XT = A, ts.

() o= (30 ¥30) - (3 1)- (r.137)
Jos nyt tehdéaén y:lle muunnos (ortogonaalinen rotaatio) z = Ty, niin
cov(z) = cov(T'y) = T'ET = A, (7.138)
eli
var(z;) = var(tly) = t;3t; = \;, i=1,2, (7.139a)
cov(z1, 22) = t] Sty = 0. (7.139b)

Toisin sanoen: uudet muuttujat z; = tiy ja 2o = thy ovat korreloimattomia ja
niiden varianssit ovat 3:n ominaisarvot Aq ja Ag. Itse asiassa osoittautuu, etté
z1 = t]y on se y:n komponenttien lineaarikombinaatio a’y, jolla on suurin
varianssi ehdolla a’a = 1:

/
_ _ , _ a'Xa
chi (Zpxn) =1 = max a Ya= r;lg(})c T (7.140a)
. . a'Xa
chy,(Enxn) = A\p = min a’¥a = min (7.140Db)

a’a=1 a#0 a’a

Kuvioiden 7.1 ja 7.2 toimituskentissa on tehty joitakin tdhan esimerkkiin liit-
tyvia laskelmia. ]

7.8 Faktorianalyysin malli

Faktorianalyysissa tarkastellaan satunnaismuuttujia 1, z2, ..., x,, joiden va-
lilla uskotaan olevan ”jotakin yhteistd”: uskomme, ettd z-muuttujien keski-
néisen korrelaation aiheuttajana on joitakin yhteisid tekijoité, joita faktoria-
nalyysisissé kutsutaan faktoreiksi ja merkitdén fi, fo, ..., fr. Uskomme, etté
muuttujan z; arvo muodostuu seuraavan yhtdlon mukaisesti:

i = pi +ainfi+aipfo+ -+ apfr +up, i=1,...,p, (7.141a)



7.8. Faktorianalyysin malli 233

81*

82 *Oheisesta pisteparvesta korrelaatio- ja kovarianssimatriisi ovat:
83 *MATRIX R
84 *// Y1 Y2

85*Y1 1.000000 0.665325
86 *Y2 0.665325 1.000000

87 *
88 *MATRIX S
89 ¥/l Y1 Y2

90 *Y1 1.054409 1.361496
91 *Y2 1.361496 3.971511

92 *

93 *

94 * Muod. sellainen Y1:n ja Y2:n lin.komb. Z1, jolla max-varianssi

95 * Y1:nja Y2:n lin.komb. Z2, jolla max-var ehdolla cor(Z22,21)=0

96 * Sita varten lasketaan S:n ominaisvektorit matriisiin T:

97 *

98 *

99 *MATRIX T

100 *S(S)

101/ evl ev2

102 *Y1 0.36674 0.93033

103 *Y2 0.93033 -0.36674

104 *

105* NJEegE / tdssa ovat S:n ominaisarvot

106 *MATRIX L

107 *L(S)

108 *///  eigenval

109 *evl  4.508215

110 *ev2  0.517705

111+

112 * Suurinta ominaisarvoa lambdal=MAT_L(1,1) lambdal=4.508215487105 vastaava
113 * ominaisvektori on t1 = T:n ensimmainen sarake. lambda2=MAT_L(2,1) lambda2=0.517705153028
114 * Talldin uudet muuttujat z1 ja z2 saadaan seuraavasti:
115* z1 =tl*y = MAT_T(1,1)*y1+MAT_T(2,1)*y2

116 * z2 =t2*y = MAT_T(1,2)*y1+MAT_T(2,2)*y2

117 * eli z = T™*y mista seuraa ettd z-muuttujien

118 * havaintomatriisi U2 on:

119+ /*U2~U1*S(S) 100*2

120 * / U2:n sarakkeille nimet Z1 ja Z2
121+

122 * | VARS=21,22

123 *Means, std.devs and correlations of U2.MAT N=100

124 *Variable Mean Std.dev.

125*Z1 0.026301 2.123256
126 *Z2 0.157209
127 *Correlations:

128 * Z1 72

129 * 71 1.0000 - 0. 0000
130 * 22 -0.0000 1.0000

131 *

132 * var(zl) = MAT_MSN.M(1,2)"2=4.5082154871049 = lambdal=4.508215487105
133 * var(z2) = MAT_MSN.M(2,2)*2=0.5177051530283 = lambda2=0.5177051530283
134 * Uusien muuttujien varianssit ovat S:n om.arvoja

135 *

Kuvio 7.1. Esimerkkiin 7.6 liittyvd toimituskentta. Maaritetddn uudet kor-
reloimattomat muuttujat z; = a’y ja 29 = b’y siten, ettid z;:n varianssi on
mahdollisimman suuri ehdolla a’a = 1.
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T 1T 1T 1T 1T 1T 1T 1T 1T 1T vyl T 1T 1T 1T T 1T 17 1T 1T T 21

5-4-3-2-1012 345 5-4-3-2-1012 3 475
Kuvio 7.2. Esimerkkiin 7.6 liittyvia kuvioita. Méaédritetdin uudet korreloi-
mattomat muuttujat z; = a’y ja z9 = b’y siten, ettd z1:n varianssi on mah-
dollisimman suuri ehdolla a’a = 1.

eli
xp = pi +apf+u, i=1,...,p, (7.141Db)
missé a/(i) = (aqn,ai2, - -, air) ja £ = (f1, f2, ..., fr). Matriisimuodossa voim-
me ilmaista (7.141):n seuraavasti:
x=p+Af +u, (7.142)
missa
E(x)=pn, E(f)=0, E(u)=0, (7.143)
ja p X r-matriisi A on faktorimatriisi:
!/
A
aj,
Apor=| Pl =(ay:ay:...:2,). (7.144)
!/
A(p)
Satunnaisvektorin f elementit f1, fa, ..., fr ovat (yhteis)faktoreita ja satun-
naisvektorin u elementit uq, ug, ..., u, ovat ominaisfaktoreita. Yleensa yh-

teisfaktoreita on huomattavasti vihemman kuin ominaisfaktoreita eli r < p.

Muuttujien x; ja f; luonteissa on voimallinen ero: x;:n arvot ovat havait-
tavissa mutta faktoreiden arvoja ei voida suoraan havaita tai mitata. Faktorit
ovat hypoteettisia, teoreettisia muuttujia, erddnlaisia piilomuuttujia, joita ei
konkreettisesti ole olemassa (kuten esim. ns. 7dlykkyyden dimensiot”). Sovel-
tajan tarkoituksena on faktorimatriisin elementtien (faktorilatausten) avulla
tulkita mitd ndmé faktorit ovat.

Malliin liittyvistéd oletuksista mainittakoon vield seuraavat:
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Oletuksista seuraa (7.39):n mukaisesti (Af:n ja w:n korreloimattomuuden no-
jalla):

3 = cov(x) = cov(Af + u) = cov(Af) + cov(u) = APA' +¥.  (7.145)

Yhtéalod (7.145) sanotaan faktorianalyysin perusyhtdloksi.
Mikéli faktorit oletetaan korreloimattomiksi ja variansseiltaan ykkosiksi eli
cov(f) = I, = cor(f), niin faktorianalyysin perusyhtilé on

S =AA"+ 0. (7.146)
Talloin A:n elementit ovat faktorien ja muuttujien vélisid kovariansseja, silla

cov(x, f) = E[(x — p)f']
= E[(Af + u)f'] = E(Aff') + E(uf’) = AE(ff') = A. (7.147)

Erityisesti jos lisiksi 3 = cor(x), niin
A = cor(x, f) = {cor(z;, f;)}. (7.148)

Olkoon ¥:n estimaatiksi otoksesta (standardoiduista muuttujista) saatu
korrelaatiomatriisi R. Miten estimoida faktorimatriisi A? Yksi ldht6kohta on
arvioida ensin jotenkin W ja sitten médrittda A siten, etta [[(R — @) — AA/|
minimoituu. Ratkaisuksi A saadaan (R—W):n r ensimmaéisté ominaisvektoria.

Emme puutu faktorianalyysiin sen kummemmin — lukijalle on jo varmaan
selvinnyt matriisilaskennan térked rooli téssé yhteydessa.

7.9 Jakaumista

Luvussa 1 sivulla 54 jo tarkastelimme satunnaisvektoria z, joka noudattaa p-
ulotteista normaalijakaumaa parametrein (u, X) eli z ~ Np(p,X). Jos X on
positiivisesti definiitti, z:n tiheysfunktio on

1

W“““’“Z“)- (7.149)
)2 2

n(z; p, X) =
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Kun n = 2, on tiheysfunktion lauseke

n(z; pu,X) = 1 -exp{ 1 ((21 — )’
2ra1094/1 — 0%y 2(1 — of,) o}
21— p1)(z2 — 29 — i2)?
_gg, BT ) | (22— pi2) )] (7.150)
0109 o2

Jos z:n komponentit z; ja zo ovat korreloimattomia eli g2 = 0, tiheysfunk-
tion lauseke voidaan kirjoittaa kahden yksiulotteisen normaalijakauman ti-
heysfunktion tulona,

n(z; p, B) = n(z1; g, 07) n(z2; pa, 03) , (7.151)

mikéd merkitsee, ettd z; ja zo ovat riippumattomia satunnaismuuttujia. Mul-
tinormaalijakauman tapauksessa korreloimattomuus ja riippumattomuus ovat
siis yhtépitdvid ominaisuuksia — tunnetustihan ei muuten néin valttdméatta
ole.

Multinormaalijakauman ominaisuuksiin emme kovin paljoa tédssd puutu;
lahteind mainittakoon esim. Rao (1973, pp. 525-528), ja Seber (2008, §20.5).
Seuraavassa kuitenkin muutama tédrked tulos:

NJ1. z ~ Np(p,X) <= t'z ~ Ny(t'p, t'St) Vt € RP.

NJ2. z ~ Np(p,X) = Az ~N,(Au,AXA’).

NJ3. z ~ N,(p,¥) = zmn elementtien reunajakaumat ovat Ny (u;, 07).
NJ4. z ~ Np(p,X), y ~ Np(v,T') ja z ja y riippumattomia

— az + by ~ Ny(ap + bv, a*S + b°T).
NJ5. Olkoot z ja y riippumattomia p-ulotteisia satunnaismuuttujia. Talloin
z+y~N, = z~N, jay~N,.
NJ6. Olkoon z ositettu seuraavasti:
z= (X) , E(z)= (“x> , cov(z) = <2xx 2xy> .
y Ky yx  yy

Talloin y:n ehdollinen jakauma, kun x:ll& on kiinted arvo x = x, on
normaalijakauma parametrein

E(y [x)=py + 2yxzxx( = Px)
cov(y | X) = Zyyx = Byy — TyxDix E
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NJ7. Erityisesti jos
X Hx Zxx Oxy
zZ = ~ N , ), = , XY= ,
<y> p+1(,u ) 124 (My) <0-;(y UZ )

E(y [ x) = piy + 0%, e (X — p1x) 4

niin

var(y | )_C) = O-qix = 0-2 - U;yzgio'xy =0

missd 0% on X:n kdanteismatriisin viimeinen lavistdjaelementti.

NJ8. Kahden muuttujan tapauksessa saadaan

g, g
E(y | z) = py + Qa;yg—y(g — Ha) = py + 7;23’ (z — pa)
X X
ny

2
0%

Ozy
o3

o) +

€L,

(-

var(y | o) = oy, = 0 (1 - 03,) < oy = var(y).

Kannattaa erityisesti panna merkille, ettd multinormaalijakauman tapauk-
sessa ehdollinen varianssi on riippumaton annetusta z:n (tai x:n) arvosta ja
kahden muuttujan tilanteessa ehdollinen odotusarvo muodostaa suoran, jonka
kulmakerroin on % ja joka kulkee pisteen (fiz, p1y) kautta. Téssd on mielen-
kiintoinen yhteys otoksesta laskettuun regressiosuoraan, silla sen kulmakerroin

on %y ja se kulkee pisteen (z,y) kautta.

7.9.1 Tasa-arvokayriat

Olkoon a > 0 jokin annettu reaaliluku. Tarkastellaan niiden pisteiden (vekto-
reiden) z € R? joukkoa, jotka toteuttavat ehdon

1 5
n(z; p, ) = —e(zmH)'® Homm) = g2, (7.152)
27| X2

Ehto (7.152) tarkoittaa siis sellaisten pisteiden z joukkoa, joissa normaalija-
kauman tiheysfunktiolla on vakioarvo a?. On tietenkin selviii (ota logaritmit
puolittain), etté téllaisten pisteiden joukko on

A={zeR?: (z—pn)S Yz —p) =}, (7.153)

missi 2 = —2 10g(27r|2|%a2). Joukon A pisteet muodostavat tasa-arvokdayrin

(contour), miké tdssd tapauksessa on p-keskinen ellipsi.
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Sivulla 172 tarkasteltiin pddakseleiden suuntia ja pituuksia. Ensimmaéinen
padakseli on pisin p:n kautta kulkeva jana, jonka paatepisteet ovat ellipsin A
kehalld eli etsimme pistetta (vektoria) z; € A, jolla on maksimaalinen etéisyys
p:sté. Vastaavasti toinen padakseli méédrdytyy sen pisteen mukaan, jolla on
lyhin etdisyys p:sta.

Ellipsin A pédakselien suunnat ja pituudet médrdytyvit X' ominais-
vektorien ja ominaisarvojen perusteella; ¥ ~!:n ominaisarvojen ja -vektoreiden
sijasta voimme tietysti tarkastella 3:n ominaisarvoja ja -vektoreita; matrii-
seilla 3 ja 37! on samat ominaisvektorit ja ominaisarvot ovat toistensa kiin-
teislukuja.

Jos chy(X) = A1 ja che(X) = Ay ja A > Ay > 0, ja vastaavat ortonormaa-
lit ominaisvektorit ovat t; ja to, niin A:n mukaisella ellipsilli on seuraavat
ominaisuudet:

E1. Ellipsin keskipiste on pt.
E2. Pidakselien pituudet ovat 2cv/);.

E3. Jos A1 > A9, niin ¢. padakseli kulkee p-keskisesti siten etté silla on sama
suunta kuin (origosta lahtevélld) vektorilla t;. Jos A = Ag, niin ominais-
vektorit eivét ole yksikasitteisesti madriteltyja (mika hyvénsa ortonormaa-
li vektoripari {t1,t2} kelpaa) ja siten padakselien suunnatkaan eivéit ole
yksikésitteiset (kyseessa ympyré).

E4. Ellipsin pinta-ala on verrannollinen lukuun c? det(X) = ¢\ Xa.

Useampiulotteisessa tapauksessa tasa-arvokayristd muodostuu ellipsoidin pin-
ta.

7.9.2 Mahalanobisin etiisyys

Olkoon z p-ulotteinen satunnaisvektori ja E(z) = p, cov(z) = X. Talloin
lauseketta
(z — )2 Yz — p) = MHLN?(z, u, 2) (7.154)

sanotaan satunnaisvektorin z Mahalanobisin etdisyydeksi odotusarvovektoris-
ta p (nelidityna). Korostettakoon, etté (7.154):ssa emme aina valttdmatta pida
z:aa satunnaisvektorina, vaan tulkitsemme (7.154):n yksinkertaisesti tiettyna
RP:n vektorien z ja p sekd matriisin 3 € PD, funktiona.

Yksiulotteisessa tapauksessa (p = 1) saamme

MHLN(z, 1, 0%) = = ~ = (7.155)

eli MHLN(z, u1, 0?) kertoo kuinka monta hajonnan mittaa z poikkeaa p:sta.

Jos esimerkiksi
2
(o O
Y= (O a%) , (7.156)
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niin

2 R RV B Y o S B
MHLN"(z, p, %) = (z —p) " (z —p) = (z —p) | 1/02 (z—p)

_ = _2’“)2 + (22 _2“2)2 . (7.157)

01 )

Téten MHLN2(Z, @, X) on tissi tapauksessa sitd suurempi mitd useamman
hajonnan mitan z; poikkeaa p:sté ja zo poikkeaa ps:sta ja siten Mahalanobisin

etdisyys on luonteva mitta tilastolliselle etaisyydelle. Jos ¥ = (; ?), niin

1
MHLN?(z,0,%) = 2’2 'z = 7@2(% + 25 — 202129)

|
= 792(!\2\\2 — 20212) . (7.158)

1—

1—

Olkoon p > 0. Talloin esimerkiksi vektoreilla a = (1,1)" ja b = (-1,1)

on sama euklidinen pituus v/2, mutta positiivisesta p:sta johtuen niilld on

erisuuret Mahalanobisin etéisyydet origosta; ks. Esimerkki 1.3 (s. 27).
Positiivisesti definiitin X:n avulla voimme mééritelld normin siten ettd

la]§-1 = a'=""a, (7.159)
jolloin Mahalanobisin etéisyys (neliditynd) on
o — el = (2 — )= "Nz — ). (7.160)

Samalla tasa-arvokéyrélld (tai -pinnalla) olevat z:n arvot ovat talloin siis nor-
min (7.159) mielessé (eli Mahalanobisin etdisyyden mielessé) yhtéd kaukana
pista.

Muistutettakoon lukijaa siité, etté jo sivulla 27 mééariteltiin havaintovekto-
rin u(;) Mahalanobisin etdisyys (nelidityné) keskiarvovektorista @i lausekkeena

MHLN?(ug;), 1@, 8) = (ug) — 0)'S™ ' (ug) — ) = [lug — 6§, (7.161)
missd U’ = (u(y) : ... : ug,)) on havaintomatriisin transpoosi, ja

_ 1 1 1

Havaintojen u; ja u(;) Mahalanobisin etdisyys (neli6ityni) on

MHLNZ(U(i), ugjy, S) = (U(l) — U(j))lsfl(U(i) — U(j)) . (7.163)
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Esimerkki 7.7. Jos cov(z) = (1 ¢) = %, niin 3:n ominaisarvot ovat A\; =

ol
1+ 0, A\2 = 1 — p, ja vastaavat ortonormaalit ominaisvektorit t; = %(%),
to = %(_11) Jos nyt z ~ No(p, X), niin tasa-arvokayralld eli ellipsilla
B={zecR?:(z—p)X Y z—p) =} (7.164)

on ominaisuudet:

E1. Ellipsin keskipiste on .

E2. Piiakselien pituudet ovat 2¢/1 + o ja 2¢/1 — 0.

E3. Jos ¢ > 0, niin chpax(X) = A\ = 1 4 p. Télloin 1. padakseli kulkee p:n
kautta siten, etté silld on sama suunta kuin vektorilla t; eli kulmakerroin
on 1 (2. pasakselin kulmakerroin on —1).
Jos 0 < 0, niin chpax(X) = A2 = 1 — p ja 1. padakseli kulkee vektorin
to suuntaisesti eli kulmakerroin on —1 (2. padakselin kulmakerroin on 1).
Jos o = 0, niin kyseessd on ympyra koska varianssit yhté suuria.

E4. Ellipsin pinta-ala on verrannollinen lukuun ¢2(1 + o)(1 — ¢) = c?(1 — 0?)
eli mitd suurempi on o? sitd pienempi on ellipsin pinta-ala.

Kuviossa 7.3 on piirretty ellipsit (z — u)'X" Yz — p) = %, kun ¢ = 1,2, 3,
ja Xssa o = 0.6 ja 0.9. Toimituskentésséd on kéytetty hyvaksi tietoa
(z—p)S 7z —p) ~ x*(2), jos z ~ No(p, ). (7.165)

Ellipsi on piirrettévissd Survon BINORM-méaritteen avulla, jossa parametreina
ovat muuttujien odotusarvot, hajonnat ja korrelaatiokerroin:

BINORM=meanl,mean2,sl,s2,kor. (7.166)

CONTOUR-médritteessi annetaan parametreiksi y2-jakauman mukaiset konfi-
denssitasot 1 — o (arvolla 0 saadaan padakselit). Esimerkiksi voimme kirjoit-
taa CONTOUR=0.95, jolloin a = 0.05. Survo piirtda talloin ellipsin

(z—p)S Nz —p) =x2s, (7.167)

missé X2 5 on x*(2)-jakauman kriittinen arvo riskitasolla o eli

Pllz— )= (z—p) > xa,] = a, (7.168a)
Plz—p)S 7 (z—p) <xiol =1-a. (7.168b)

Koska nyt ¢? = ng, voimme médrittdd a:n x?(2)-jakauman kertyméfunktion
avulla. Esimerkiksi kun ¢ = 2, meilld on a:n ratkaisemiseksi yhtalo 4 = Xi,Q:
x%(2)-jakauman kertyméfunktion arvo pisteessi 4 on 1 —a. Jos Survossa méé-
ritelliin a=Chi2.F(df,4), niin amn arvoksi saadaan x?(df)-jakauman kerty-
maéafunktion arvo pisteessa 4 eli a on juuri etsimémme 1 — a. O
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_Kuyio A:‘r = 0.5 ‘ ‘ ‘ ‘ y _Kuyio B:‘r = 0.9
3 NC S S S S S 3 NC A N R
2 N T 2 N A )
1— 0 NS ] 1— NS S
O/ S o S ® o~ LSS S ®
S E S ad s
ol X T N e SN
LA X TN SRS N
I-3 I-2 I-1 Io I1 I2 |3|x I-3 I-2 I-1 I0 I1 I2 |3

[ S S S Y [ B S S S
5-4-3-2-101 2 3 4 5x 5-4-3-2-1012 3 14
Kuvio 7.3. Esimerkkiin 7.7 liittyvia kuvioita. Kuvioihin C ja D on piirretty
95 %:n konfidenssiellipsit tietyilld 3:n arvoilla.
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7.9.3 \?- ja F-jakauma

Emme puutu jakaumiin sen tarkemmin — kopioimme vain muutaman maéri-
telmén Kaavakokoelmasta. Lahteistd mainittakoon Seber (2008, §20.5).

1. Keskinen y*-jakauma: z ~ Nj,(0,1,): z'z = x2 ~ x*(p) .
2. Epikeskinen y?-jakauma: z ~ N,(u,1,): z'z = X;%,é ~x%(p,0), 0 = (' .

Xg’g/p
X2/q

3. Epédkeskinen F-jakauma: F' =
riippumattomia.

~ F(p,q,9), missi Xzza,é and Xg ovat

4. t-jakauma: t2(p) = F(1,p).

5. Olkoon z ~ N, (u, X)), missd 3 on positiivisesti definiitti, ja olkoot A ja
B symmetrisid ja b € RP. Silloin (i)—(v) ovat voimassa:
(i) ZAz ~ x*(r,0) <= AZA = A, jolloin r = tr(AX) =r(AX), § =
WAp,
2’71z = 7/[cov(z)] 'z ~ x2(r,d), missi r =p, § = WS,
(z—p)Z7 Nz — p) ~ x*(p),
7' Az ja z’Bz ovat riippumattomia <= AXB =0,

(i
(iii
(iv
(v

Olkoon z ~ N,(0,X), missd 3 on mahdollisesti singulaarinen. T&ll6in

)
)
)
) z'Az ja b’z riippumattomia <= AXb =0.

(vi) ZAz ~ X%(r) <= 3ZAXAY = ZAY, jolloin r = tr(AX) =
r(AY),

(vii) z'Az ja x'Bx ovat riippumattomia < YAYXBX =0,
(viil) 22~z = z'[cov(z)] "z ~ x(r) missi 1(X) = r ja £~ on mielival-
tainen X:n yleistetty kédnteismatriisi.

Edelld satunnaismuuttujien riippumattomuus tarkoittaa tietenkin niiden
tilastollista riippumattomuutta: satunnaisvektorit x ja y ovat tilastollisesti
riippumattomia jos ja vain jos satunnaisvektorin (3 ) tiheysfunktio (tai yhté-
pitdvésti kertyméfunktio) on x:n ja y:n tiheysfunktioiden (vastaavasti kerty-
méfunktioiden) tulo. Intuitiivisesti tdméa tarkoittaa, ettd tieto x:n arvosta ei
mitenkédn anna informaatiota y:n arvosta. Esimerkiksi jos x ja y ovat dis-
kreettejé satunnaismuuttujia, joiden arvot ovat x1,..., %, ja y1,...,¥yc, niin x
ja y ovat tilastollisesti riippumattomia jos ja vain jos

Ple=z,y=y;)=Ple=x;)Ply=y;),i=1,...,r,j=1,...,c. (7.169)

Vield pari sanaa Wishart-jakaumasta ja Hotellingin T:sta.
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1. Wishart-jakauma. Olkoon U’ = (u(l) I ... 1 U(,)) satunnaisotos jakau-
masta N, (0, 3), ts. u;):t ovat riippumattomia ja kukin ugy ~ Ny (0, X).
Silloin satunnaismatriisi W = U'U = Y7 , u(i)u'(i) noudattaa Wishart-
jakaumaa parametrein n ja X: W ~ W,(n,3).

2. Olkoon U" = (u(yy : ... : ug,)) satunnaisotos Np(p, 3):sta. Silloin @ =
10’1, ja T = U'(I - J)U ovat riippumattomia ja T ~ W,(n — 1, %).

3. Hotellingin T2-jakauma. Oletetaan ettd W ~ W, (m, ), v ~ N,(0, %),
v ja W ovat riippumattomia, ja ettd W on positiivisesti definiitti. Ho-
tellingin T2-jakaumaksi sanotaan satunnaismuuttujan

T2 =m-vW v = V'(%W)flv (7.170)
ish 1
= (normal r.v.)’ (VVlzfart> (normal r.v.) (7.171)

jakaumaa: T? ~ T%(p, m).

Esimerkki 7.8. Olkoon y normaalisti jakautunut satunnaisvektori, jonka
odotusarvo on E(y) = 1,pu, ja kovarianssimatriisi cov(y) = oI, eli y:n ele-
mentit y; ovat samoin jakautuneita ja korreloimattomia. Toisin sanoen: meilla
on n havainnon satunnaisotos y1,¥o, ..., ¥y, normaalijakaumasta, jonka odo-
tusarvo on y ja varianssi o2. Télloin y:n nelidsumma

n

ty =Y (Wi—y)° =y (1-J)y=yCy, (7.172)

i=1
ja keskiarvo y = %1’ y := b’y ovat riippumattomia, silla (I-J )1% = 0. Samoin
neliomuodot t,, = y'(I — J)y ja ny*> = y'Jy ovat riippumattomia ja

Y(I=dy/o® ~xP(n—-1), yIy/o~x>*(1,9), (7.173)

missd § = p1'J1pu/o? = np?/o?. Titen

y'Jy/1 _onyt P

YA-2)y/n—1) " 53~ s2/n
missé epikeskisyysparametri 6 = nu?/0? = 0 <= p = 0. Niin saamme
tutun t-testisuureen hypoteesin p = 0 testaamiseksi:

Yy
sy/\V/n

Tarkastellaan vield edellista tilannetta silla muutoksella, ettd kovarianssi-
matriisi cov(y) = 02V = X, missid V on tasakorrelaatiomatriisi:

~F(l,n—1,6), (7.174)

t =

~t(ln—1). (7.175)

1 o ... po

V=1[1-0I+011] = f’ 1 Q : (7.176)
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On mielenkiintoista havaita, ettd nytkin (vaikka V # I,,) riippumattomuuseh-
to CXb = 0 on voimassa:

AYb = Co?[(1 - oI+ p11']1

1
= [(1 — 0)C1 + oC1n]o?L

—0. (7.177)

n =

7.9.4 Havainnon vierauden testaus

Esimerkki 7.9. Olkoon taustatilanne sama kuin esimerkissé 7.8, mutta ole-
tetaan, ettd odotusarvovektori on

1
E(y) = : =ul+du:=v, (7.178)
7
w0
missd u = i; = (0,0,...,0,1)". Tarkastellaan i. y-arvon y; poikkeamaa keskiar-

vosta. (Merkinnéllisen mukavuuden takia ¢. havainto on viimeinen havainto.)
Kuinka suuri poikkeama on “halyttava”? Onko kaikilla y-arvoilla sama odo-
tusarvo p vai onko § # 0, jolloin y;:114 on poikkeava odotusarvo?

Esimerkin 6.1 (s. 181) perusteella on voimassa

(yi — 9)* = ciiy’Pcuy = (1 - 2)y'Pcuy, (7.179)

missa C =1 —J. Talloin
y'Pcuy . (7.180)

Tarkastellaan suhdetta

yPcuy/l  (yi —¥)

o p#
yCy/(n—1)  (1-1L)s2 F7, (7.181)

missé s2 = varq(y). Osaméirin F# osoittaja ja nimittéjé (jacttuna o?:lla)

noudattavat y2-jakaumaa:

Y Pcuy/o® ~ x3(1,0), 0=v'Pcuv/c®=6%/0?, (7.182a)
y'Cy/o? ~ x*(n—1), (7.182b)

mutta neliomuodot y'Pcuy ja y'Cy eivat ole riippumattomia, silla

CPcy = C - Cu(u/Cu) 'v/C = P, # 0. (7.183)
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Titen F# ei noudata F-jakaumaa eiké sitd voi kiyttéd testisuureena.
Merkitaén

Q= (Cg,‘l 8) Q=@ (7.184)
missd C,,_1 = 1,1 — 1n 11/, ;. Koska
—1/n
Cu = _15/” ~1 (;ﬁ?) , (7.185)
1-1/n

on helppo ndhda ettd QCu = 0, joten myos QPcy = 0. Téten nelibmuodot
y'Pcuy ja y'Qy ovat riippumattomia, r(Q) =n — 2, ja

y'Pcuy
— = _=—F~F({1,n—2,0). 7.186
y'Qy/(n—2) ( ) ( )
Nyt tietenkin
Yy Qy = yll (In—1 — Jn—1)y1, (7.187)

kun y on ositettu siten ettd y = (3} ).Talloin

n—1 _
_ N2
YQy=> (v —¥w) s U6 =g Z (7.188)
k=1 i—1
ﬁ y'Qy = s%i) = otosvarianssi ilman ¢. havaintoa. (7.189)

Hypoteesin § = 0 testaamiseksi saamme téten F-testisuureen:

Y'Pcuy (yi — 9)?
_ ~F(l,n—2), 7.190
yQy/n-2)  (1-L)s, ~ Y (7190)
ts. jos 6 = 0, niin ~
YTV it t(n—2). (7.191)
syl — 5

Suuri t-arvo kertoo, ettd i. havainto on vakava kandidaatti poikkeavaksi (vie-
raaksi) havainnoksi (outlieriksi). O
7.9.5 How deviant can you be?

Esimerkki 7.10. Edellisessé esimerkissa johdimme testisuureen, joka kertoo
erotuksen (y; — %)% "kohtuuttomasta suuruudesta” ts. tilastollisesta merkitse-
vyydestd. Toinen luonteva kysymyksen asettelu on seuraava:

Kuinka monta hajonnan mittaa voi y; poiketa y:sté? (7.192)
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Nyt oletamme, ettd y on R™:n muuttujavektori eli se sisdltdd muuttujan y ha-
vaitut arvot. Osoitamme, ettd seuraava epayhtdlo, ns. Samuelsonin epayhtalo,

on vastaus (7.192):een:
n—1

yi— 9§ < Sy - (7.193)

B

Esimerkin 6.1 (s. 181) perusteella (y; — 7)? voidaan kirjoittaa muodossa
N2 / n—1 /

Cauchyn-Schwarzin epiyhtilon mukaan (u'v)? < u'u-v'v, missi yhtdsuuruus
toteutuu tasmélleen silloin jos on olemassa sellainen reaaliluku A ettd u = Av.
Merkitddn u = Cy, v = Pcoyuy. Koska CPcy = Pcy, niin

uv =y CPcuy =y'Pcuy, uwu=yCy, vv=yPcuy. (7.19)
Titen (u'v)? < u'u - v'v voidaan kirjoittaa muodossa
(¥'Pcuy)? <y'Cy - y'Pcuy, (7.196)

eli
Y Pcuy <y'Cy = (n—1)s;. (7.197)

Sijoittamalla (7.197):n (7.194):een saamme epédyhtdlon

(n — 1)° 2

~1
2 M Py < s (7.198)

(yi — ) - v

Néiin olemme péaétyneet epayhtaloon (7.193). Yhtasuuruus (7.193):ssa on voi-
massa (minkdhan takia?) kun y; = y2 = -+ = yp—1 ja yn (eli y;) on mielival-
tainen.

Jos joku suomalainen innostuksissaan vaittda, ettd han on y-arvonsa suh-
teen 10000 hajontaa koko kansan keskiarvon yldpuolella, voimme heti rau-
hoittaa héntd. Nimittdin jos n = 5000000, niin (7.193):n mukaan yksittdinen
havainto voi olla enintdian 2236 hajonnan mittaa keskiarvon ylapuolella.

Léahteind Samuelsonin epdyhtaloén mainittakoon Olkin (1992), Thompson
(1935), Samuelson (1968), Wolkowicz & Styan (1979). O

7.10 Otos multinormaalijakaumasta

Erityisesti monimuuttujamenetelmissa tarkastellaan satunnaisotoksia useam-
piulotteisesta jakaumasta (ks. luku 1.3, s. 35):

"Olkoon u(j),u(),. .., satunnaisotos populaatiosta, joka
noudattaa multinormaalijakaumaa Ny(p, 33).” (7.199)
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Koko satunnaisotos voidaan talloin esittdd matriisina
!
u
(1)

u/
U=| @ =@ uw:...:u). (7.200)

Kuten luvussa 1.3 todettiin, nédin johdettu matriisi U on siis itse asiassa "taval-
lisen” empiirisen havaintomatriisin teoreettinen vastine; kun otos poimitaan,
satunnaismatriisille realisoituu jokin arvo. Sanonnan (7.199) voimme esittaa
taten yhtapitavasti:

"Olkoon U’ = (u(y) : ) : ... : u(,)) satunnaisotos populaa-
tiosta, joka noudattaa multinormaalijakaumaa Ny(u,33).” (7.201)

Korostettakoon vield, ettd (7.199) tarkoittaa ettd

® u(y), Ug), ..., U, ovat riippumattomia p-ulotteisia satunnaisvektoreita,
joilla jokaisella on sama jakauma, téssd tapauksessa Nj(p, X).

® uy, uy, ..., u, ovat n-ulotteisia satunnaisvektoreita ja

u; ~~ Nn(Mz‘L JZ'Z'I) s cov(ui, Uj) = UijIn . (7.202)

Todistamme nyt, ettd . on p:n ja otoskovarianssimatriisi S on 3:n har-
haton estimaattori, kun U’" = (u(y) : ug) : ... : u(,)) on satunnaisotos N (u,
3)):sta. Itse asiassa normaalijakaumaoletusta emme harhattomuuden néyttéa-
miseen tarvitse — riittdd kun kyseessd on satunnaisotos jakaumasta, jonka
odotusarvo on p ja kovarianssimatriisi on 3. Merkitddn (kuten ennenkin)

U1

1 Ly u2
u= H(u(l) + U(Q) —+ -+ U(n)) = EU 1= : , (7203&)

Up
=, 5T=5U@0-J)U= 50 uyuj —nud). (7.203Db)

i=1
Talloin
Jos U’ = () s ) i ... Ugy) on satunnaisotos Ny(u, X):sta, niin

E@)=p, ES)=3. (7.204a)
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Havaitsemme ensinnakin etta

B(d@) =

=

[L(ugy +u@)+ - +up)]
[E(uy) + E(ug)) + - + E(ug,)]
(Wt gt tp) =g (7.205)

Satunnaisvektorien u;) riippumattomuudesta seuraa etté

Si= 3=

cov(u) = cov[%(u(l) +ugg) o+ u(n))]
= #[COV(U(l)) + cov(ugg)) + -+ - + cov(u,)]

=LE+Z+ - +8)=1%. (7.206)
Toisin sanoen (ks. NJ4):
U' = (ug) :ug):...: ug,)) satunnaisotos Np(u, X):sta
= a~Ny(p,1%). (7.207)

Tulosummamatriisin T odotusarvo on
Z ug)up, —nad’) = > E(ugu(,) —nE(@R). (7.208)
=1

Télloin, koska X = E(u(,-)u'(i)) —pp,

n n

ZE(u(i)u’(i)) =) (Z+pp) =nZ +npp'. (7.209)
i=1 i=1

Koska covii = 1% = E(u') — pp/, on nE(Gd’) = X + npy’, ja titen
E(T) =nX +nup’ — (Z+npp')=(n—-1)%. (7.210)

Yhtdls (7.210) osoittaa otoskovarianssimatriisin § = =T harhattomuuden
3 estimaattorina.
7.10.1 Keskiarvovektorin ja tulosummamatriisin

riippumattomuus

Seuraava tulos jatetddn todistamatta:

Olkoon U’ = (u(yy : ug) : ... : U,) satunnaisotos Np(u, X):sta. Tallvin
a ja T = U - J)U ovat riipumattomia, ja tulosummamatriisi T on

jakautunut kuten
n—1

DY@V (7.211)

i=1

missd y;:t ovat riippumattomia ja kukin ~ Np(0,3X).
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Wishart-jakauman mééritelmésta (s. 243) huomaamme véalittomaésti, etta
T noudattaa keskistd Wishart-jakaumaa parametrein n — 1 ja 3:

T=yuyya +  +Yo-1)¥u-1~Wh-1%). (7.212)

7.10.2 Hotellingin 77

Tarkastellaan (taas kerran) tilannetta, jossa U’ = (u(l) Ty e u(n)) on
satunnaisotos Nj(p, ¥):sta. Télléin (7.207):n mukaan @ ~ N, (g, 2 2). Téten
saamme U:n ja po:n Mahalanobisin etédisyyden nelion jakauman seuraavasti:

MHLN? (1@, po, 2 3) = (i — po)’ (%2)71 (T — po)
= n(@ — po) =7 (T — po) ~ X*(p,0), (7.213)

missé epdkeskisyysparametri 6 on nolla jos ja vain jos g = pg. Tdten Mahala-
nobisin etédisyyttd voidaan kéyttad testisuureena hypoteesille p = g, mikéli
3 on tunnettu. Jos ¥ korvataan harhattomalla estimaatillaan eli otoskova-
rianssimatriisilla S, saadaan lauseke

T? = n(a — po)'S™ (i — po), (7.214)

jota sanotaan Hotellingin T?-testisuureeksi. On osoitettavissa, etti

n—P 2

TP 2 R(pn—p,6), 7.215
T ) (7.215)
missd 0 = n(p — po)' S (e — po). Voimme my6s kiyttiad merkintii

(n—1)p
n—p

T2 ~ F(p,n —p,0). (7.216)

Téaten hypoteesi p = po hylétédédn riskitasolla «;, jos

_ 1, n—1
n(u — IJ’O)/S 1(11 — l,l/()) > (n—p)p Fa;p,n—p . (7217)

Luku F,.p—p on F-jakauman kriittinen arvo riskitasolla o.

Jos p =1 ja otos on uy, us, ..., u, saamme T2:n arvoksi
2 _ 2y—1 /- _(@=po)*
T =n(u— pp)(sy)  (u—po) = T t*~F(l,n—1,0). (7.218)
u

Téten T2 on tietenkin tavallisen t-testin yleistys useampiulotteiseen tapauk-
seen.
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9 — o
8_
7 — o
6_
5_
4 —
3 o
2_
14 o

Kuvio 7.4. (HT 7.1) Satunnaismuuttujien z ja y yhteisjakauma, jokainen
pistepari yhtd todennékoinen.

Harjoitustehtavia

7.1. Oletetaan, ettd kuvion 7.4 pisteparvi esittdd kaksiulotteista diskreet-
tia todennékoisyysjakaumaa, jossa kunkin pisteparin todennékéisyys on
1/7 =1/n. Olkoon E(y | z) satunnaismuuttuja, jonka arvot ovat ehdol-
lisia odotusarvoja E(y | z = 1), E(y | « = 2), E(y | z = 3) todennéakdi-
syyksin P(z = 1), P(z = 2), P(z = 3). Maaritellddn satunnaismuuttuja
var(y | ) vastaavalla tavalla. Osoita, ettd hajotelma

var(y) = var[E(y | )] + E[var(y | z)] := var[m(x)] + E[v(z)]

(kerrottuna luvulla n) voidaan esittdd muodossa

g n; g

g n,
S Wi =) =D nili— )+ D (i — ),

i=1i=1 i=1 i=1i=1
SST =SSR+SSE, yI-J)y=yH-J)y+y(I-H)y,

missa n; = 4. "ryhméan” koko, g = ryhmien lukumaéara, SST, SSR ja SSE
ovat varianssianalyysiin liittyvid nelosummia ja

1,, ... O Joy ... O
X=|: . |, H=Px=|: "
o ... 1, o ... J,

9 g9

7.2. Osoita, ettd jos p = 2, niin Hotellingin 72 voidaan esittds muodossa

1
T = m(tl + to + 2rtite),
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7.3.

7.4.

7.5.

missa t; = (u;—poi)/(si/v/n), i = 1,2, eli t;:t ovat tavallisia yksiulotteisia
hypoteesien p; = po; t-testisuureita; ks. Mustonen (1995, s. 45).

Olkoon S positiivisesti definiitti kovarianssimatriisi, jonka ominaisarvo-
hajotelma on S = TAT’. Ota selvdi seuraavasta paattelysté, joka osoit-
taa, etta MHLNQ(u(i), 1, S) on tiettyjen keskistettyjen, skaalattujen (va-
rianssit 1) ja korreloimattomien muuttujien neliGsumma.

MHLNz(U(i), Q,S) = (U(l) — l_l)lsfl(U(i) —1u)

= (U(Z) — ﬁ)/TA_lT/(U(Z-) — l_l)
-1
wh wy)

varg(wy) — varg(ws)
= MHLN?(w;),0,A)
= MHLN?(w;), W, covg(W)) .

Olkoot A ja B n x n-matriiseja ja y on satunnaisvektori, jonka odo-
tusarvo on X8 € R” ja kovarianssimatriisi on V eli kyseessd on lineaari-
nen malli {y, X3, V}. Talloin sanotaan, ettd yhtédlo Ay = By toteutuu
todennakoisyydelld 1 jos

AX:V)=B(X:V).

Osoita, ettéd ylldoleva ehto totetuu tdsmaélleen silloin kun jokin seuraa-
vista yhtapitavistd ehdoista totetuu:

1) AX =BX ja AV =BV,

2) AX=BX ja AVM =BVM, missi M =1- Px,
3) AX=BX ja cov(Ay —By) =0,
)

4) AX = BX, cov(Ay) = cov(By), ja 2cov(Ay) = cov(Ay,By) +
cov(By, Ay).

(
(
(
(

Todistuksessa tarvitaan tulosta (9.149) (s. 327):
G(X:V)=%(X: VM) = ¢(X) & €(VM).
GroB & Trenkler (1998a, Th. 1).

Olkoon satunnaisvektorin u = (z,y, 2)’ kovarianssimatriisi
2 -1 -1
coviu)= | -1 2 -1
-1 -1 -2

Maaritd cor(u), var(x — y) ja cov(z,y — 2).



Luku 8

Korrelaatio & regressio

Minulla on tunne, ettd pieni matka tekisi minulle
hyvdd, ja haluaisin haistella vieraan kaupungin ilmaa
ja katsella toisenlaisia taloja kuin joka pdivd nden
ymparillini. Mydés haluaisin nuuskia vierasta
teatteria ja kenties suudella jokakuta kaunista
ndyttelijatdartd, jota ennen en ole tavannut, koska
kaikki uusi viehdttdd mieltdni ja rakastan suuresti
kauneutta, kuten hyvin tieddt.

Mika Waltari (1949): Nelji paivinlaskua.

8.1 Johdanto

Korrelaatiomatriisia on késitelty jo useaan otteeseen edellisissé luvuissa, mutta
keskeisenéd kasitteend se ansaitsee vield oman lukunsa — oli miten oli, joka
tapauksessa tédssd luvussa siis on paljon vanhan kertausta. Palautamme aluksi
mieleen ortogonaaliprojektorin ominaisuuksia ja sitten kasittelemme erityisesti
ortogonaaliprojektoreita J ja C=1—J.

8.1.1 Ortogonaaliprojektori A:n sarakeavaruuteen

Aloitamme matriisin A, «,, sarakeavaruuden ortogonaalikomplementin méaa-
ritelmalla:
€ (A)* = sarakeavaruuden € (A, xm) ortogonaalikomplementti

= niiden R™:n vektoreiden joukko jotka ovat kohtisuoras-
sa jokaisen ¢’ (A):m vektorin kanssa.

Kasite ”kohtisuoruus” riippuu annetusta sisdtulosta: vektorit ovat kohtisuo-
rassa, jos niiden sisdtulo on 0. Ellei toisin todeta, tarkoitamme sisatulolla ta-
vallista euklidista sisdtuloa:

(x,y) =xy=yx=(y,x). (8.1)

252
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Jos V on symmetrinen positiivisesti definiitti matriisi, niin sisdtulon yleisempi
lauseke on
(x,y)v=x'Vy. (8.2)
Té&lloin V:ta sanotaan sisdtulomatriisiksi. tavanomaisen sisatulon tapauksessa
sisdtulomatriisi on I.
Vektoriavaruuksien terminologiaa kayttden vektoriavaruus 7 on aliava-
ruuksien U ja V suora summa, jos 7 on U:n ja V:in summa jald NV = {0}:

T=UBY <= T=U+VjalUNV={0}. (8.3)

Jos U ja V ovat kohtisuorassa keskenddn, merkitsemme 7 = U H V.
On helppo vakuuttautua, ettd R™ on esitettdvissd suorana summana

R" = €(A)BE(A)L. (8.4)
Té&lloin jokainen y € R” voidaan esittda yksikéasitteisesti muodossa
y=9+¥y. Je€C(A), yeC(A) (8.5)

Vektori § on y:m projektio € (A):lle ja y on y:n projektio € (A)=*:lle. Toisin
sanoen on olemassa vektorit b ja c (eivit vilttamétta yksikésitteisid) siten
ettd

y=Ab+Alc=9+y, (8.6)

missi A1 on matriisi, jolla on ominaisuus ¢ (At) = ¢(A)*. Vektorit Ab
ja A'lc ovat yksikisitteisii (mutta siis b ja c vilttimittd eivit); kunhan y
on annettu. Jos P on sellainen matriisi, ettd kertolasku Py antaa kaikilla
vektoreilla y € R™ tuloksen

Py=y9, (8.7)
jolloin tietenkin
I-Ply=yec%(A)", (8.8)

niin P on ortogonaaliprojektori A:n sarakeavaruudelle € (A), ja sitd merkitdén
symbolilla Pa. Ortogonaaliprojektorin Pa ekplisiittiseksi lausekkeeksi osoit-
tautuu

Pa = A(A’A)" A/, (8.9)

missé (A’A)~ voi olla miké hyvinsid A’A:n yleistetty kddnteismatriisi. Mikéali
A:n sarakkeet ovat vapaat, niin

Py = A(A’A)TA (8.10)

Palaamme lausekkeen (8.9) johtamiseen luvussa 9.7 (s. 318). Voimme tés-
sd yhteydessd kuitenkin varmistaa, ettd (8.10):n mukainen Pa toimii ha-
lutulla tavalla. Jos nimittain (8.6) kerrotaan vasemmalta matriisilla Py =
A(A’A)~A’, niin saadaan

Pay = A(A’/A)"'A’Ab=Ab=7y. (8.11)



8.1. Johdanto 254

Vektorin y projektio ¥ samoin kuin projektori Pa ovat aina yksikésitteisia
— projektori riippuu vain sarakeavaruudesta, johon projisoidaan:

Ps = Pp < %(A)=%(B). (8.12)

Vektorin y projektio § = Ab on aina yksikésitteinen, mutta kerroinvektori b
on yksikasitteinen vain jos A:n sarakkeet ovat vapaat.

On helppo péételld, ettd kun Pa on ortogonaaliprojektori %' (A):lle, niin
I — P4 on ortogonaaliprojektori € (A)=:1le:

I — Po = ortogonaaliprojektori ¢ (A)~:lle. (8.13)

c(A)*
y=1-P)y ‘\ y

Kuvio 8.1. Vektorin y ortogonaaliprojektio @ (A):lle on §; vektori y on y:n
ortogonaaliprojektio €’ (A)*:lle. [Hattu puuttuu]

Ortogonaaliprojektiolla on luonnollisesti minimointiominaisuus
Iy —Payll* < ly — Ab[* Vb € R™. (8.14)

Tulos (8.14) todistetaan seuraavasti:

ly — Ab|* = ||(y — Pay) + (Pay — Ab)||?
= [[(I—Pa)y + (Pay — Ab)|
= [[(T—Pa)y[]* + [|(Pay — Ab)|* + 2y'(I - Pa)(Pay — Ab)
= [|(T - Pa)y|* + ||(Pay — Ab)||?
> ||(I-Pa)y|? Vb e R™, (8.15)

missé viimeinen yhtdsuuruus perustuu yhtaloon

(I—P)(Pay — Ab) =0. (8.16)
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Jos kerromme yhtélon (8.6) vasemmalta matriisilla A’, saamme ns. nor-
maaliyhtdlon

A'Ab=Aly. (8.17)

Olkoon b, mielivaltainen normaaliyhtélon ratkaisu. Silloin A’(y — Ab,) = 0,
joten y — Ab, on kohtisuorassa jokaisen % (A):n vektorin kanssa. Koska

y = Ab, + (y — Ab,), missi Ab, € ¥(A), y — Ab, € €(A)*, (8.18)
niin vektori Ab, on y:n projektio ¥(A):lle eli Ab, = Pay, ja

min [[y — Ab||* = |ly — Ab.||* = y'(I - Pa)y. (8.19)

Osoitetaan vield, etta jos b, on mielivaltainen normaaliyhtéalon (8.17) rat-

kaisu, niin se minimoi lausekkeen |y — Ab||?. Tillsin, aivan samoin kuin
(8.15):ssa,

ly — Ab|]2 = |y — Ab. + (Ab. — Ab)|?
— |y — Ab.|?+ |Ab, — Ab|® + 2(Ab. — Ab)'(y — Ab,)
— |y — Ab. | + [A(b. — )| + 22 A’(y — Ab,)
—_——

=0

= |ly — Ab.|* + |A(b. — b)|1%, (8.20)
missid z = b, — b. Tdten on varmistettu seuraava tulos:
Jos b, on normaaliyhtilon A'Ab = A'y ratkaisu, niin
minly — Ab|> = |}y — Ab. (8.21)

Aiemmin olemme jo mééritelleet ortogonaaliprojektorin seuraavasti:

Neliomatriisi P on ortogonaaliprojektori, jos se toteuttaa ehdon
P=P>=P. (8.22)

Talloin P on ortogonaaliprojektori €' (P):lle.

Jos lisdksi P:n sarakeavaruus on sama kuin A:n sarakeavaruus eli €(P) =
%' (A), niin P on ortogonaaliprojektori nimenomaan % (A):lle ja siitd kéyte-
taan merkintdd Pa. Toistettakoon taas, ettd (8.22) takaa, ettd P on orto-
gonaaliprojektori kun sisdtulomatriisi on I eli kun kyseessd on tavanomainen
sisatulo.



8.1. Johdanto 256

8.1.2 Ortogonaaliprojektorit J jalI—J

Kuten olemme aiemmin todenneet, tdrkeimmaét matriisit havaintoaineiston
keskistamisen yhteydessa ovat J ja I — J:

1/
/
J—MYUAY—EJY—P _t (8.23)
N B '
1

Matriisi J on symmetrinen n x n-matriisi ja se on idempotentti eli J? = J, ja
tr(J)y=1, r(J)=1. (8.24)

Itse asiassa on osoitettavissa seuraava hytdyllinen ortogonaaliprojektorin omi-

| 1(Pa) = tr(Pa) = r(A) . (8.25)

Taten muuttujan y keskiarvovektori y, joka siis on y:n ortogonaaliprojektio
suoralle ¢’(1), voidaan esittdd matriisitulona

y
y=Jy= %- (8.26)
Keskistetty y eli ¥ on
y1—?{
y=y-5=|"."|=y-sy=a-ny=cy. (827
Yn =Y

Matriisi I — J on keskistajamatriisi ja sitd merkitsemme C:ll4.

Kuten tieddmme, keskistdjimatriisi C = I — J on my0s ortogonaalipro-
jektori; se on symmetrinen ja idempotentti. Lisdksi keskistdjamatriisilla on
ominaisuus

CI=1-3)J=J-J=0, (8.28)

joten keskiarvovektori y = Jy ja keskistetty vektori y = (I — J)y ovat keske-
nidn ortogonaalisia (kuten kuviosta 8.2 "nikyy”):

yIJI-J)y=0. (8.29)
Ominaisuudesta (8.29) voimme péételld, etta

€¢(J) =%(1) ja €(I—J) ovat ortogonaalisia aliavaruuksia. (8.30)
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(T-J)y =3 y
[v] N
fit-a)] =[5
| Cc1)
Fl-ly] 1
y=yl=Jy

Kuvio 8.2. Vektorin y projisointi suoralle ¢’(1) projektorin J avulla. (Ku-
viossa pitéisi y korvata y:114.)

Minne I — J sitten projisoi? Se on ortogonaaliprojektori omalle sarakeava-
ruudelleen € (I—J), joka on ¥(1):n sarakeavaruuden ortogonaalikomplement-
ti:

% (1) = niiden vektoreiden joukko jotka ovat kohtisuorassa jokaisen
% '(1):n vektorin kanssa eli kohtisuorassa 1:n kanssa

={ueR":u1=0}.

Téaten siis

CI-J)=¢1)t =€)~ (8.31)
On osoitettavissa, etté
r(I—-J)=tr(I-J)=n—1=dim%(1)*. (8.32)

Triviaalisti on aina voimassa y = y+ (y —y), mutta nyt on lisiksi voimassa
[koska ¥'(y —y) = 0]

Iyll? = 171>+ lly — ¥l (8.33a)
ts.
IylI* = 1Tyl + [I(T— D)y, (8.33b)
Yy=yJy+yId-J)y, (8.33c)
dovi=ny+ ) (v —9)> (8.33d)
=1 =1

Kuvio 8.3 valaisee tilannetta.
Palautamme mieleen, ettd y:n otosvarianssi voidaan kirjoittaa muodossa

vara(y) = -5 |911° = 5§77 = -5y Cy. (8.34)



8.1. Johdanto 258

C(1)
y=yl=Jy

Kuvio 8.3. Vektorin y projisointi %' (1):lle ja € (1)*:lle. (Yliviiva puuttuu)
Téaten y:n otosvarianssi kertoo siitd kuinka kaukana muuttujavektori y on
vakiovektorista 1. Muuttujien x ja y otoskovarianssi on

covy(x,y) = ﬁx’Cy, (8.35)
joten (otos)korrelaatiokerroin voidaan esittédéd seuraavasti:

Tey = COI‘S(x, y) = COI'd(X, y) = COS(i, S/) = COI‘d(CX, Cy)

o tey SP.y _ Say
Vieatyy  /SSzSSy  susy
x'Cy x'y

- = _ 8.36
Vx'Cx-y'Cy VX'X-§'y (8:36)

On syyté korostaa, etté

korrelaatiokerroin on nimenomaan keskistettyjen muuttujavekto-
reiden valisen kulman kosini.

Jos x:n tai y:n hajonta on nolla, niin silloin x € € (1) tai y € %(1),
jolloin my6s x:n ja y:n véilinen kovarianssi on nolla, silld x'(I —J)y = 0. Téssa
tilanteessa korrelaatio on 0/0 eli sitd ei ole mééritelty.

Kuten olemme aiemmin todenneet, on mahdollista, ettd alkuperdisten muut-
tujavektorien kosini on 0 mutta keskistettyjen kosini (eli korrelaatio) on 1. Jos
esim.

x=(1,1,vV2) jay = (-1,-1,V2), (8.37)
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niin cos(x,y) = 0, mutta corq(x,y) = 1. Jos korrelaatio on 1 (itseisarvoltaan),
niin silloin kaikki pisteparit (z;,y;) ovat samalla suoralla (jnka ei ole kum-
mankaan koordinaattiakselin suuntainen). TAmé merkitsee, ettd on olemassa
vakiot a ja b (b # 0) siten etta

yi=a+br;, i=1,...,n, (8.38)

eli vektorimerkinnoin
y =al+bx. (8.39)

Yhtalo (8.39) merkitsee tietysti sitd, etté
vektorijoukko {x,y,1} on sidottu, (8.40)

eli vektorit x, y ja 1 kuuluvat samaan tasoon. Kirjataan tdma tulos vield
tédsmaéllisesti:

Olkoon varq(x) # 0 ja varq(y) # 0. Tdlldin

corg’(x,y) =1 <= ye€(1:x) eli r(1:x:y) =2. (8.41)

Toisaalta on mahdollista, ettd muuttujien korrelaatio on 0, mutta kosini
on hyvin ldhelld 1:t4 (ks. kuvio 8.5). Esimerkiksi jos

1.001 1.001 0.001 0.001
(x:y)=[0999 1.001|, (%:9)=[-0001 0001|,  (8.42a)
1.000 0.998 0.000 —0.002
niin
cos(x,y) = 0.999999, corq(x,y) = cos(X,¥) =0. (8.42b)

Jos cos(x,y) on tasan 1, niin silloinhan korrelaatio on valttaméatta myos 1.

On helppo vakuuttautua, ettd jos x on annettu muuttujavektori [var(x) #
0], niin kaikkien niiden y-vektorien joukko, joilla on 0-korrelaatio x:n kanssa
on

{y:corg(x,y) =0} = €(Cx)*; (8.43)
joukosta %’(Cx)* on kuitenkin poistettava 0-vektori, silld corq(x,0) = 0/0.
8.2 Muuttujien standardointi

Tarkastellaan keskistetyn muuttujavektorin § skaalattuja versioita y ja y, jot-
ka on maaritelty seuraavasti:

= Yi—y 1 y

Ui = = Yi — =ay; — G, (8.44a)
' tyy Viyy ' Viyy '

* i — Y 1 y

gi=2"Y o~y ey s (8.44b)

Sy Sy Sy
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Kuvio 8.4. Muuttujien x ja y vélinen korrelaatio geometrisesti.

()"

0 = corq(x,y) = cos(Cx, Cy)

¢(1:x) =€ (X)

Kuvio 8.5. Vektoreiden x ja y véilinen kosini on suuri, mutta vastaavat muut-
tujat ovat korreloimattomia. Vektorit x ja y ovat "hyvin ldhelld” vektoria 1.
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Muuttujien ¢ ja 7 keskiarvot ovat tietenkin nollia. Lisiksi vanhastaan tiedim-
me, ettd muunnoksilla (8.44a) ja (8.44b) on seuraavat vaikutukset varianssei-
hin:

< 1 1 1
= 2
= = —(—=ty ) =— 8.45
() = otn() = = (L Syte) = 2y (45)
* 2 1 2
vars(y) = 7 vars(y) = 5 5y = 1. (8.45b)
Yy

Kasittelemme nyt matriisimerkinnéin joitakin ndiden muuttujien ominai-
suuksia. Vektori ¥ esitettivissi muodossa y = aCy. Taten muuttujavektorin
y pituuden nelié on

(8.46)

<
I
Q
<
|
~
<
<
|
—

511> =§'y = a’yC

ja varianssi on

= 1 1 1

varq(y) = y'Cy = — 1§’/ =1 (8.47)

S
|
—_
S
<

koska Cy = y. Muuttujaa 3 vastaavan muuttujavektorin y = BCy pituuden
nelié on

2 1

¥ * [ K 1
917 =35 = p%y'Cy = 5¥'Cy = z(n—Ds;=n-—1, (8.48)
Yy

ja varianssi on tietenkin

var(y) = — 15‘/05" = (n—1)=1. (8.49)

On selvéa, ettd joissakin yhteyksissd (varsinkin jos halutaan saattaa muut-
tujat samanarvoiseen asemaan hajontojensa suhteen) on kétevaid tarkastel-
la alkuperdisten muuttujien sijasta muuttujia, jotka ovat tyyppid (8.44a) tai
(8.44b). Voimme kutsua niitd muuttujia standardoiduiksi muuttujiksi. Télloin
on kuitenkin huomattava, ettd standardoinnilla voidaan tarkoittaa keskistetyn

muuttujavektorin skaalaamista
e joko pituudeltaan ykkoseksi (jolloin varianssi on ﬁ)
e tai hajonnaltaan ykkoseksi (jolloin pituuden nelié on n — 1).

Muuttujavektorin § keskiarvo on siis 0 ja pituus on 1. Olkoon X vastaavalla

tavalla skaalattu muuttujavektori X \/%Cx. Talléin x:n ja y:n véilinen

korrelaatio on yksinkertaisesti X:n ja ym sisitulo

rey = %5 . (8.50)
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Muuttujien X:m ja y:m vilinen korrelaatio on tietenkin sama kuin x:mn ja y:mn
vilinen korrelaatio. Muuttujien X:n ja y:n vilinen kovarianssi on t#lloin

/ 1

covq(X,y) = ﬁ X'y = Ty - (8.51)

Hajonnoiltaan 1:ksi standardoitujen muuttujien x ja y vilinen korrelaatio-
kerroin on (koska X'x =y'y =n—1)

%Cy %

* ok 1 * [ *
COTY(X,y) = e = = — XY = Tgy, 8.52
( Y) \/X/CX - y’Cy \/ % y,y n—1 y Ty ( )
ja niiden vélinen kovarianssi on
cova(X,¥) = 55Xy =ray (8.53)

8.3 Osittaiskorrelaatio

Olkoot x, y ja z keskistettyjé ja ykkdsen pituisia muuttujavektoreita, jolloin

x'y = T2y, X'z=ry, yz= Tyzs (8.54a)
xX'x=yy=72z=1, (8.54b)
I-P,—1-2z =M, (8.54¢)

Merkitaan
ex.z = res(X;z)
=x—Pyx=1-P,)x=Myx=(I-2zz)x=x—r,.z, (8.55a)

ey = res(y; z)
=y-P,y=101-P)y=M,y=I1-2zz)y=y — Ty 2. (8.55b)

Talloin regressioanalyysin termein

ex.; = residuaali kun x:44a selitetdan z:lla,

ey., = residuaali kun y:té selitetdédn z:lla.

Naiden residuaalien korrelaatiokerroin on muuttujien x ja y valinen osittais-
korrelaatiokerroin kun z on vakioitu:

corq(ex.z, €y.z) = pcorq(X,y | z) = rgy.»- (8.56)

Osoitamme nyt (tuloshan on lukijalle jo tuttu), ettd ndin méaritelty osittais-
korrelaatiokerroin on

Tay.z = Toy ~ TozTy . (857)

Vi —r2)(1—r2)
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Koska x, y ja z ovat keskistettyja, ovat residuaalit ex., ja ey., myos keskistet-
tyja eli esim. Cex., = ex.,. Taten

corg(ex.z; €y.z) = os(€x.z, €y.z)

/
€., Cy.z a
= Xz = , (8.58)
/ . el Vb-c
ex-zeX'Z ey~zeY'Z

misséa

= [T =Po)x](I-Py)y =x'(I-Pyp)y

=x'I-22)y=xy—x'z -7y = Toy — TeaTyzs (8.59a)
b=x'I-2zz)x=x'x—xz-2x=1-12, (8.59b)
c=y(I-zz)y=yy—-yz zy= 1—ryz. (8.59c¢)

Osittaiskorrelaatiokerroin on siis tiettyjen residuaalien vélinen tavallinen
korrelaatiokerroin. Osittaiskorrelaatiokerroin

Tzy-- Kertoo x:n ja ym vélisen lineaarisen riippuvuuden voimakkuu-
desta kun z:n vaikutus on eliminoitu.

On helppo huomata, etté osittaiskorrelaatiokertoimen ja tavallisen korrelaatio-
kertoimen valilld on selvé vastaavuus: 7, kertoo z:n ja ym vilisen lineaarisen
riippuvuuden voimakkuudesta, kun ”"vakiomuuttuja 1 on eliminoitu” — vekto-
rilla 1 on sama rooli r,:td laskettaessa kuin z:lla on rg,..:aan ndhden. Tamé
ilmenee hyvin myos tilannetta havainnollistavista kuvioista. Voimme tulkita
keskistetyn arvon tiettyné residuaalina:

y =res(y;1)
=y — Py =y — Jy = residuaali kun y:té selitetdan 1:114. (8.60)

8.4 Korrelaatiomatriisi ja joitakin hajotelmia

Kuten muistamme, korrelaatiokertoimet havaintomatriisista U saadaan mat-
riisioperaatioin seuraavasti:
R = corg(U) = [diag(U’'CU)]~/2U’'CU[diag(U'CU)| /2
= [diag(T)]~"/*T[diag(T)]~/*
= [diag(S)]~"/2S[diag(S)] /2. (8.61)

Tarkastellaan sitten keskistetyn U:n skaalattuja versioita:

U = Uldiag(U'U)]~ /2 = Ul[diag(T)] /2, (8.62)
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¢(2)*

cos(a) = peorq(x,y | z)
= cor(M,x, M,y)

C(x:z)=%(X)

Kuvio 8.6. Osittaiskorrelaatio .. geometrisesti.

¢(z)*

0 = pcorg(x,y | z)
= corq(M,x, M,y)

C(x:2z)

Kuvio 8.7. Osittaiskorrelaatio 74,.. geometrisesti. Huomaa myos, ettéd jos
y:ta selitetddn x:11a ja y:ll4, niin x:n regressiokerroin on 0.
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misséd sarakkeiden pituudet ykkosia ja hajonnat — 17

U = Uldiag(S)] "2 = vn — 10, (8.63)

missé sarakkeiden pituudet ovat v/n — 1 ja hajonnat ykkosid. Talloin

I 1 * ok

R=UTU-= U'u, (8.64)
n—1
ja

= 1 =,= 1

covg(U) = n—lUU: n—lR’ (8.65)
* 1 * ok 1 =~ =

covq(U) = — 1U'U =7 (n—-1)U'U =R. (8.66)

Korostettakoon vield kerran, ettd kumpikin skaalaustapa (8.62) ja (8.63)
johtaa siihen, ettd kaikilla uusilla muuttujilla on keskenédén samat varianssit:
tapauksessa (8.62) varianssit ovat —1- ja tapauksessa (8.63) varianssit ovat
ykkosia.

8.4.1 Ositettu havaintomatriisi

Olkoon (k + 1):n muuttujan havaintomatriisi U ositettu seuraavasti:
U= (x1:...:x5:y) = (X0 :y). (8.67)

Osoitetaan aluksi, ettd havaintomatriisin U = (X : y) tulosummamatriisi on

_ . (X/CX, X|Cy X/ Xy XLy
T=UCU=UU="0720 0 = T2 oy 8.68
(y’CXo y'Cy ¥Xo ¥y (569
Koska N N N
U=CU=(CX,:Cy)=(Xo:y—-y)=(X0:¥), (8.69)
on todellakin
T = U'U = (CX; : Cy)'(CXy : Cy)
X/ C
= ( y;}j ) ((j)(0 (jyj
_(XCX, X{Cy)\ _ (X(Xo X (8.70)
\YCXy yCy ) \¥Xo ¥§) ‘

Voimme kéyttda merkintaé

T = (f,xx txy) . (8.71)

Xy tyy
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Matriisin X sisaltdmien muuttujien ja y:n vélinen tulosummavektori on siis

x) x;Cy tiy
tyy = Xy Cy = X:/Z oy - | 2| - tfy , (8.72)
ch XZ‘CY tl;y
ja vastaava kovarianssivektori on
51y
Sxy = i 1txy = S?y = covq(Xo,y)- (8.73)
Sky

Jos korrelaatiomatriisi R on ositettu vastaavalla tavalla, niin on osoitetta-
vissa, etta

th, Tontxy S S:ls

-1 Xy 2
T R Ty = —2 t"" = X S’;" =R, (8.74a)
vy Y
tyy — thy, Tont
1= rl Ry = 2, (8.74b)
vy

Lauseke Ri;x on yhteiskorrelaatiokertoimen neli (selitysaste), kun y:ta selite-
tdan muttujilla x4, ...,z sekd vakiolla.

8.4.2 Lineaarikombinaation kovarianssimatriisi
Olkoon muuttuja y muuttujien wg, ua, ..., u, lineaarikombinaatio:
Yy = ajui + agus + - - - + apup. (8.75)

Kun y on y:n havaitut arvot sisiltdvd muuttujavektori ja U = (u; 1 ug : ... :
u,) on u-muuttujien havaintomatriisi, saamme y:lle lausekkeen

y =Ua =aqjui + aguz + - - - + apu,,. (8.76)
Téalloin y:n (keskiarvosta laskettujen poikkeamien) neliGsumma on
tyy =y Cy = a'U'CUa = a'Ta, (8.77a)
joten y:n otosvarianssi on
vars(y) = —1;y'Cy = -1;a'U'CUa = a'Sa, (8.77b)
missd S = covq(U). Erityisesti kahden muuttujan tapauksessa saamme

varq(Upxola) = 1'S1 = % + 53 + 2512 = 57 + 55 + 2r1251 52, (8.78)
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joten voimme valittomaésti péadtelld vanhan tuloksen:

Summan u; +us otosvarianssi on otosvarianssien (# 0) summa
<= yhteenlaskettavat ovat korreloimattomia. (8.79)

Jos 82 = 0 tai s3 = 0, niin korrelaatiokerroin (= 0/0) ei ole médritelty — silti
varianssien summa on tietysti summan varianssi.

Tulos (8.79) ei pade sellaisenaan useamman muuttujan tapauksessa (patee
vain 7<"-suunnassa). Esimerkiksi jos

2 0 —r
covq(ug tug:uz)=S=[0 s3 r |, (8.80a)
2
—r s3
niin
var(uy + ug +u3) = 1'S1 = 5% + 53 + 53, (8.80b)

mutta silti yhteenlaskettavat eivit ole korreloimattomia.
Jos u on p elementin satunnaisvektori ja y on sen elementtien lineaarikom-
binaatio y = a’u, niin saamme luvusta 7 tutun lausekkeen

var(y) = var(a’u) = a’Xa, (8.81)

missd ¥ = cov(u). Lauseke (8.81) on siis teoreettinen satunnaismuuttujan
varianssi ja (8.77b) on otoksesta laskettu vastaava otosvarianssi.
Olkoon x jokin toinen u;-muuttujien lineaarikombinaatio: x = Ub. Téll6in

tzy = x'Cy = a’U'CUb = a'Th, (8.82)
joten
cova(x,y) = -15x'Cy = —1;a’U’'CUb = a'Sb, (8.83)
ja
corg(x,y) = a’Sb a'Th (8.84)

Ja'Sa - b'Sb _ va'Ta b'Tb

Matriisimuodossa voimme kirjoittaa

covg(x : y) = covg(Ua : Ub) = covq(U(a : b))
= covg(UA) = (a: b)' covq(U)(a : b)

a a’Sa a’Sb
— <b,> S(a:b) = (b,Sa b,Sb> , (8.85a)

covq(UA) = A’ covq(U)A = A’SA. (8.85b)

eli
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Jos nyt u on p elementin satunnaisvektori ja y ja x ovat sen elementtien
lineaarikombinaatioita:

r=a'u, y=Dbu, (8.86a)
niin
A A AN (8.86b)
v = b = ) 2 =AY :
cov (?j) = cov(A'u) = A'SA. (8.86¢)

Toisin sanoen:

e A’u on satunnaisvektori elementteindin w:n elementtien lineaarikombi-
naatiot

e satunnaisvektorin A’u kovarianssimatriisi on A’X A = cov(A’u)

e U = (ug):up):...: Up)) on wn havaittujen arvojen muodostaman
havaintomatriisin transpoosi

e AU' = (Aug) : Augy) : ... : Au,)) on Aun havaittujen arvojen muo-
dostaman havaintomatriisin transpoosi

e UA’ on Au:n havaittujen arvojen muodostama havaintomatriisi

e UA’:sta laskettu otoskovarianssimatriisi on A’'SA = covyq(UA).

8.4.3 Korrelaatiomatriisin kaanteismatriisi

Korrelaatiomatriisin kdanteismatriisilla on yllattdvan monia tilastotieteellises-
ti mielenkiintoisia ominaisuuksia. Tarkastelemme tassa joitakin sellaisia hyvin
lyhyesti.

Merkitaan

—1
- Rxx rx R*>* X i _ i

xy
—1
T t ™ XV g g

T =[x | = = {t"}, Tl = {tY}. 8.87b
(t;y tyy) ((txy)/ tyy) {7 }7 XX { } ( )
On erityisesti korostettava alleviivattujen ja alleviivaamattomien 7% :tten eroa:
Ry = R <= 1y, =0. (8.88)

Vastaavasti:

T, =T &= txy = 0. (8.89)
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Osittaiskiantotulosten perusteella R~!:n viimeinen livistdjielementti %Y on

P — LI 1 —. (8.90)
Tyy-12...k 1- r;(nyxrxy

missa
Tyy12.k =1 — rxyR «I'xy = Rxx:n Schurin komplementti R:ssd.  (8.91)
On osoitettavissa, ettéa

I m=l.  _ p2 o1 . . .
Iy, RixIxy = R; .« = selitysaste lineaarisessa mallissa,

kun y:ta selitetdédn x-muuttujilla (+ vakiolla). (8.92)

Taten R™1:n viimeiselld livistdjiaelementilld 7YY on mielenkiintoinen tulkinta
(mikdhén on luonnollisesti muiden lavistédjaelementtien tulkinta?):
1 1

rY = . 8.93
1-— I‘ Rxxrxy 1 - R%/x ( )

Jos siis RZ . (0 < RZ < 1) on dirimméisen léhelld lukua 1, niin 7Y (> 1) on
astronomisen suuri. Mainittakoon, etta selitysasteelle on voimassa esitys

t!, T t s' Sz SSR
2 _ ./ —1 XY XX _ Oxy xx o
Ry-x - I'xyR'xer - tyy - 532/ - SST ) (8‘94)

missd SSR = t;yTxxt xy On ns. regressionelidsumma ja SST = t,, on koko-

naisneliosumma, ks. (8.100) (s. 270).
Matriisin T_1 viimeinen lavistajaelementti tY¥ on vastaavasti

1 1
# — _ S (8.95a)
tyy'x tyy - txyTXXth
missé
tyyx = t;yTxxtxy = Tyxx:n Schurin komplementti T:ssa. (8.95b)

Edella tarkasteltujen tunnuslukujen teoreettiset vastineet ovat luonnolli-
sesti

JZ.X = 05 xyExxaxy = 02(1 — 932;~x) = ﬁ’ (g_gﬁa)
12 S0 YT

Oyx =~ (8.96b)

Yy

missa )
2 o Exx a.xy

-1 XX Xy _

== ) (o ) e



8.4. Korrelaatiomatriisi ja joitakin hajotelmia

270

8.4.4 Projektorin H hajotelma

Luvun 9.13 (s. 330) mukaan ortogonaaliprojektori P (1.x,) voidaan esittdé seu-

raavasti:
H=Pux,) =P1+Parpr)x, =J +Pcx,
=J + CX((X,CX() X[ C.
Taten
MZI_P(I:XQ) :I_J_PCXU :C_PCX07
ja
SSE =y'My =y (I-H)y =y I1-P1.x,))y

=y'(C—Pcx,)y

=y'[C — CX((X{CXo) ' X(Cly

=y'Cy — y'CXo(XpCXo) ' X Cy

=ty — t;yT;itxy

= SST — SSR

t, Tt
— ¢ 1_ Xy XX XY
w(1 - 22)
= tyy(l - sz)
SSR

- tyy(l - SST>

= tyy-x7
missa

SST = ty, =y’ (I—J)y = kokonaisnelissumma,
SSR = t;yT;itxy =y (H—J)y = regressionelitsumma,

SSE = y/(I - H)y = jdénnosnelidsumma,
Rg_x =SSR /SST = selitysaste.

Néin on paddytty regressioanalyysin neliGssummahajotelmaan:
SST = SSR + SSE.

Vakuuttaudu, ettd (vakiotermisessd mallissa)

(8.97)

(8.98)

(8.101)

SST = [|I-J)y|?, SSR=[H-J)y[? SSR=|T-H)y|* (8.102)

Ks. myds HT 8.6 (s. 299) ja kuvio 8.15 (s. 297).
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Hajotelman (8.97) perusteella voidaan kétevésti johtaa lausekkeet regres-
siokertoimille 8y ja Bx, kun
o

B=XX)"'Xy= <ﬂ ) ., Hy=XA. (8.103)

X

Talloin saamme seuraavat esitykset Hy:lle:

Hy = (1 : Xo) <§0> = BO]‘ + X()Bx, (8104&)
X
Hy = Jy + CX((X{,CX,) 'X{Cy, (8.104b)
joten
Bol + XoBx = Jy + CXo(X[,CX,y) ' X Cy. (8.105)
Kertomalla (8.105) vasemmalta keskistajdmatrisilla C saadaan
CXByx = CXo(X[,CX) ' X|Cy. (8.106)

Kun (8.106) kerrotaan vasemmalta matriisilla X{), saadaan (aiemmin jo esi-
tetty) tulos:

Bx = (X{CX)1X|Cy = Tyltxy - (8.107)
Kertomalla (8.105) vasemmalta vaakavektorilla 1’ aadaan
nBo + 1'XoBx = 1'y, (8.108)
joten . A
Bo =1 —XBx, missia X' = (71,...,71). (8.109)
Erityisesti yhden selittdjin (+ vakion) tapauksessa saadaan
H =P, =J+Pcx=J+Cx(x'Cx)"'x'C, (8.110)
ja
SSE = y'My
=y'Cy — yCx(x'Cx) " 'x'Cy
= tyy — tyotpm tay
t3,
=ty (1 - tmtyy)
=tyy(1—12,). (8.111)
Voimme padtelld (8.111):sta, ettd aina on voimassa
SSE = tyy (1 —1r3,) < tyy. (8.112)

Mainittakoon vield, ettd (8.110):n nojalla

1 =) 1 1 i — )2
hii:*‘f‘uzfﬁ- (z; — ) , i=1,...,n, (8.113)

2 2
n (7 n n-—1 52

2

2 on x:n otosvarianssi.

missa s
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8.4.5 Korrelaatiomatriisin determinantti

Ositetun matriisin determinantin lauseke johtaa vélittomaésti tulokseen

R r 3
oo Y = R (1= rg Rigrg) = (R (1= RY). (8.114)
xy

Jos Rxx on edelleen ositettu vastaavalla tavalla, niin
R, — (R/n I‘12> .
ri, 1
Rax| = [Ru1|(1 = rpRy'r12) = [Rui[(1 - Rf), (8.115)
missa

R? = R? kun zy:ta selitetdsn muilla z-muuttujilla. (8.116)

Tulosummamatriisille ja kovarianssimatriisille saamme vastaavasti

IT| = |Tacx| (tyy — tyy Txtxy) = |Tox| SSE, (8.117)
S| = [Sux| (55 — SkySxxSxy)- (8.118)

Osoitamme nyt seuraavan tuloksen:

Tulosummamatriisin T determinantille on voimassa epdayhtilé
0 <|T| < tiitoz - - tirtyy (8.119)

missd ylarajo saavutetaan tasmdlleen silloin kun T on ldvistdjimatriist ja
alaraja, kun matriisin

U=(x1:...:x5:y) = (X0 :y). (8.120)

sarakkeet ovat lineaarisesti riippuvia tai 1, € €(U).

Jos T on singulaarinen, niin |T| = 0, joten (8.119) toteutuu. Olkoon T
positiivisesti definiitti. T&lloin

|T| = |TXX|(tyy -t Tﬁltxy)

Xy XX
tl, Tty
= [Txltyy (1 — =22
XX yy( tyy )
SSR
= |TXX|tyy<1 - 887T)

= |TXX|tyy(1 - szx) < |TXX|tyy- (8-121)
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Toistamalla tété paéttelyd paddymme lopulta (8.119):n oikeanpuoleiseen epéyh-
tdloon. Huomattakoon, ettd T:n positiivisesti definiittisyydesta seuraa, etté
kaikki T:n lavistajaelementit ja kaikki johtavat paaminorit (T:n vasemmasta
nurkasta muodostettujen alimatriisien determinantit) ovat nollaa suurempia.
Alarajan saavuttamiseen palataan sivulla 273.

Epéayhtélod (8.119) vastaten on kovarianssimatriisille tietysti voimassa

IS| < s%sg'--sisz, (8.122)

sekd [R| <1,ja |R| =1 <= R = I;;;. Huomattakoon vield, etti
|T| = tlthQ"‘tkktyy‘R‘, ’S‘ = S%S%’”S%Si‘R‘. (8.123)

Vastaavat epayhtalot patevat tietenkin satunnaisvektorien korrelaatio- ja ko-
varianssimatriiseille ja ylipddnsa ei-negatiivisesti definiiteille matriiseille.
Selvitetddn seuraavaksi milloin muuttujien z1, ...,z korrelaatiomatriisin
Rxx determinantti on nolla. Jos muuttujien varianssit ovat nollasta poikkea-
via, on selvid, ettd |[Rxx| # 0 <= |Txx| # 0 <= |Sxx| # 0. Merkitdan

X=(1:Xg)=(1:x1:...:Xp). (8.124)
Talloin
1/ n 1'X
! — . _ 0
XX = <X6> (1:Xp) = <X61 X6XO> , (8.125)
joten
I X'X| = n|X{Xo — X61%1/X0|
= |X6X0‘ [n — 1/X0(X6X0)7X61}, (8.126)
ts.
IX'X]| = n|XHI - J)Xo| = n|Txx| = | XX (n — 1’PX01) . (8.127)

Néin voimme péételld seuraavan tuloksen; ks. myos (9.163)—(9.166) (s. 329):

Oletetaan ettd muuttujien x1, ..., xx varianssit Seuraavat vditteet ovat yh-
tapitavida:
(i) det(Rxx) # 0, (olettaen ettd muuttujien varianssit eivdt ole nollia)

det(Sxx) # 0,

—

X)=r(1:x1:...:x5) =k +1,

)
)

(iv) 1(Xp) =r(x1:...:xk) =k ja 1 ¢ €(Xp),
)
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Olkoon p > 3. On hyddyllistd huomata, ettd jos télldin yhdenkin muut-
tujaparin korrelaatio on itseisarvoltaan 1, niin silloin korrelaatiomatriisi R on
singulaarinen. Nimittdin corq(x;,x;) = 1 merkitsee (8.41):n mukaan sité etté
vektorit {1,x;,x;} ovat sidotut ja tdten r(X) =r(1:x; :...:x) < k+ L.
Toisaalta korrelaatiomatriisin singulaarisuus e¢ implikoi, etté jokin korrelaatio
olisi valttamatta (itseisarvoltaan) 1. Yhteenvetona:

jokin corg®(x;,%;) =1 = det(R) =0, (8.128a)
det(R) = 0 % corq?(x;,x;) = 1 jollakin muuttujaparilla. (8.128b)

Esimerkki 8.1. Olkoot x, y ja z keskistettyjd ja 1:n pituisia muuttujavekto-
reita, joiden korrelaatiomatriisi on

1 0 —1/V2
R = 0 1 1/vV2 |. (8.129)
-1/V2 1v2 1

Tassa tapauksessa R:n determinantti on 0, mutta silti yksikdan lavistdjan
ulkopuolinen elementti ei ole 1. Osoitamme seuraavaksi, ettd vektorit x, y ja
z toteuttavat yhtalon

X —y+V2z=0. (8.130)

Koska x, y ja z ovat keskistettyja ja 1:n pituisia, on R = U'U, kun U = (x :
y : z). Merkitédn t = (1,1,/2)’, jolloin

1 0 —1/V2 1
Rt = UU't = 0 1 1/V2 ~1|=o0. (8.131)
-1/v2 1/vV2 1 V2

Tillsin U'Ut = 0 = t'U'Ut =0 = (Ut) Ut =0 = Ut = 0 ts.

1
(x:y:2z)| 1| =0elix—y++v2z=0. (8.132)
V2

8.4.6 Yleistetty varianssi

Kovarianssimatriisin S determinanttia sanotaan U:n muuttujien yleistetyksi
varianssiksi. Jos kyseessd on kaksi muuttujaa x ja y (joiden varianssit # 0),
niin

8% Sxy 2.2 2
det(S) = det . 2| = 5asy =8
yr Yy

2
= 525> (1 T ) =s2s2(1 —72). (8.133)
Y
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Téaten
0 < det(S) < sis.. (8.134)

xT

Determinantin det(S) suurin arvo saavutetaan silloin kun x ja y ovat korreloi-
mattomia ja pienin arvo kun rf:y = 1. Tarkastellaan nyt x:n ja y:n keskistettyjé
versioita X ja y:

U=CU-=(Cx:Cy)=(X:9).

e=(I-Px)y y
a - S
v =Py X

Kuvio 8.8. Keskistettyjen muuttujavektoreiden virittdméa puolisuunnikas.

Keskistettyjen muuttujavektoreiden X ja ¥ muodostaman puolisuunnikkaan
pinta-alan nelié on
(ala)? = [[]?[le]|. (8.135)

Koska ||%[|? = tzz ja

le|?=§ (1-Pz)y =71 - x(X'%) K]y

t2
=ty — ﬁ =ty (1 —713,), (8.136)

on

(ala)2 = taptyy (1l — r2

2)=(n—1)22s2(1—12)) = (n— 1)*det(S). (8.137)

Téaten yleistetty varianssi on verrannollinen puolisuunnikkaan pinta-alan neli-
oon:

det(S) = (ala)?. (8.138)

1
(n—1)?

Kolmiulotteisessa tapauksessa yleistetty varianssi on verrannollinen kes-
kistettyjen muuttujavektoreiden X, ¥ ja z virittdmén ”laatikon” tilavuuteen:
laatikon pohjasarmét muodostuvat vektoreista X ja ¥ ja sen kolmannen sér-
mén muodostaa Z. Yleisesti on voimassa seuraava tulos [ks. esim. Johnson &
Wichern (2007, s. 100), Anderson (2003, s. 259):

det(Spxp) = (volume)?. (8.139)

(n—1)p

Kaavassa (8.139) "volume” tarkoittaa keskistettyjen muuttujavektoreiden vi-
rittdméan useampiulotteisen ”laatikon” tilavuutta.
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Voimme tulkita yleistetyn varianssin myo6s havaintoavaruudessa (edellahan
tarkasteltiin muuttuja-avaruutta). Nimittain on osoitettavissa, ettd jos A on
ellipsoidi

A={zeR?:(z—1)S Y(z—1u)=d*}, (8.140)
niin )
Vol(A) = kp|S|2dP, (8.141)
missé k;, on p:sté riippuva vakio ja "Vol” tarkoittaa ellipsin (ellipsoidin) pinta-
alaa (tilavuutta). Toisin sanoen:

[Vol(A)]? = vakio - yleistetty varianssi. (8.142)

Yleistetty varianssi on siis tietynlainen muuttujajoukon kokonaisvaihtelun
mitta — se on yksittdinen luku joka kuvaa useiden muuttujien vaihtelua. Sill&
on tietysti esim. sellainen heikkous, ettd sen arvo on nolla jos jonkin muuttu-
japarin korrelaatio on +1 (olivatpa muut korrelaatiot ja varianssit mitd hy-
vAnsa).

Toinen varsin luonteva aineiston kokonaisvaihtelua mittaava tunnusluku
on varianssien summa eli trace(S), josta kdytetddn usein nimitysta kokonais-
Varianssi:

kokonaisvarianssi = tr(S). (8.143)

Tama puolestaan ei ota mitenkéddn huomioon muuttujien vilisia korrelaatioita.
Mustonen (1997) on ehdottanut vastaavaksi mittaluvuksi lauseketta

p
MV&I‘(S) = Imax Z 844-12...i—1» (8144)
i=1

missé s;.12..5—1 on i. muuttujan jaddnnosvarianssi kun aikaisemmat muuttu-
jat on eliminoitu ja maksimia etsitdén kaikkien permutaatioiden yli. Kahden
muuttujan tapauksessa saamme (kun s; > s2)

Mvar(S) = st + (1 —ry)s3. (8.145)
Mainittakoon vield, ettd jos Spxp:1la on ominaisarvohajotelma
S =QAQ, (OAH)

missé Q on ortogonaalinen matriisi ja A on S:n ominaisarvojen muodostama
lavistdjamatriisi:

A =diag(M,...,N), M >...>20>0, QQ=QQ =1, (8.146)
niin

tr(S) = tr(QAQ’) = tr(Q'QA) = tr(A) = A\ + A2+ -+,  (8.147a)

S| = 1QAQ'| = [QIIA[Q] = [A] = MAz -+ Ap. (8.147D)
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8.5 Lineaarikombinaation maksimivarianssi

Olkoon tehtavina madrittda se muuttujavektoreiden uq, ug, ..., u, lineaari-
kombinaatio
y =Ua = aju; + asuy + - - - + apup, (8.148)

jolla on mahdollisimman suuri varianssi. Meidan on siis maksimoitava lauseke
varq(y) = a’Sa, (8.149)

misséd S = covq(U). Tehtédva ei tietenkadn ole mielekis, ellei vektorille a ase-
teta jotakin rajoitusta; muutenhan varq(y) saadaan miten suureksi hyvinsa.
Luonteva rajoitus on ehto a’a = 1. Ratkaisemme tehtavin kiyttaméalla S:n
on ominaisarvohajotelmaa S = QAQ’, missi Q on S:n ominaisvektoreiden
muodostama ortogonaalinen matriisi ja A on S:n ominaisarvojen muodosta-
ma lavistdjamatriisi. Jos merkitaan b = Q’a, niin b’b = a’QQ’a = a’a = 1,
ja
varq(y) = a’Sa = a’QAQ'a = b'Ab
=biAL+b3Ag + -+ B2,
SMOT+b3+ -+ b2) = Mbb =\ (8.150)

Niin olemme osoittaneet, ettd kysytty varianssin maksimiarvo on kovarians-
simatriisin suurin ominaisarvo:
/
a’Sa
ch;(S) = A\; = max —— = max a'Sa
a#0 a'a a’a=1

= max varqg(Ua)
a’a=1

= max varg(aiug + agug + - - - + apup). (8.151)
[Ks. myds (5.46), s. 168.] Kyseinen maksimiarvo saavutetaan, kun valitaan
a:ksi
a, = qp = ominaisarvoa A1 vastaava ominaisvektori, (8.152)
silld (yhtélon Sq; = A1qi perusteella)
q4i1Sq1 = g1 (Ma1) = hiqiqr = Ar. (8.153)

Taten olemme todistaneet seuraavan tuloksen:

Muuttujavektoreiden uy, ua, ..., u, lineaarikombinaation
y = Ua = aju; + aguy + - - - + apuy, (8.154)

varianssin maksimsi ehdolla a’'a = 1 on U:n kovarianssimatriisin S suurin
ominaisarvo chi(S) = \i. Tdmd arvo saavutetaan kun a = q1 = Aj:td
vastaava ominaisvektori.
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Maksimivarianssin antavaa lineaarikombinaatiota sanotaan ensimmdiseksi
padkomponentiksi. Jos merkitdéan

a1
az1
a=1. | (8.155)
Qpl
niin 1. padkomponentti on siis
yi = Uqi = quius + giuz + - - - + gpiu, € R™. (8.156)
Jos merkitsemme “symbolisesti” u;-muuttujien muodostamaa vektoria si-
ten ettd u = (u1,...,up)’, niin 1. pddkomponenttia voidaan merkitd seuraa-
vasti:
Y1 = qiu = quiuy + garuz + - + gp1tp. (8.157)

Erityisesti jos piddmme vektoria u satunnaisvektorina, on 1. padkomponentti
satunnaismuuttuja y; = qju ja sen varianssi on

var(y;) = var(qju) = q cov(u)q; = q1Xq; = chy(Z). (8.158)
Toinen padkomponentti méaritetdan siten ettd se on se muuttujavektori
Ub, jolla on suurin varianssi ehdoilla

b'b=1, corq(Ub,y;)=0. (8.159)

Tallaiseksi kerroinvektoriksi osoittautuu S:n toiseksi suurinta ominaisarvoa
chy(S) = Ay vastaava ominaisvektori qo. Ndemme vilittomaésti, etta Uq; ja
Uqs ovat korreloimattomia, silld Q:n sarakkeiden ortogonaalisuuden perus-
teella

cova(Uqy, Uq2) = q}Sq2 = q (A2q2) = A\1q’iqz2 = 0. (8.160)

Vastaavalla tavalla méaritellddn . pddkomponentti ch;(S):44 vastaavan omi-
naisvektorin q; avulla.
Viimeisella eli p. padkomponentilla on seuraava minimiominaisuus

ch,(S) = A\p = min —— = min a’Sa
= I,niil1 varq(Ua)

= Inin1 varg(aiuy + agug + - - - + apuy). (8.161)
a’a=

Ominaisarvoista voimme vield palauttaa mileen seuraavan tuloksen: Jos
A, p on symmetrinen, niin
x' Ax

x'x

chp(A) = chpin(A) <

IA

chiax(A) = chy(A) Vx € RP. (8.162)
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Esimerkki 8.2. Tarkastellaan muuttujavektoreita u; ja us, joiden kovarians-
simatriisi (ja samalla korrelaatiomatriisi) on

covg(ug : ug) = (i I) =S. (8.163)
Matriisin S ominaisarvot ovat
Chl(S) =A=1+4r, ChQ(S) =X=1-—r, (8.164)
ja vastaavat ortonormaalit ominaisvektorit
1 (1 0.707 1 (-1 —0.707
=5 (1) - (0.707) » 2= 5 < 1) - ( 0.707) ' (8.165)

Padkomponentit ovat (jos r > 0)

y1 = 0.707u; + 0.707uz, vara(y1) =1+, (8.166a)
y2 = —0.707u; 4+ 0.707uo, V&I‘d(yg) =1-r (8166b)
u2
y2: —0.707111 + 0.707“2 / y = 0.707u 1+ 0.707ua )
u

1

Kuvio 8.9. Pidakomponentit muuttuja-avaruudessa: u; ja ug ovat keskistet-
tyjé ja yhta pitkid (ja tdten niiden varianssitkin ovat yhta suuret) muuttuja-
vektoreita, joiden korrelaatio on 0.5.

Voimme olettaa, ettd u; ja us ovat keskistettyja — keskistémisellad ei tie-
tenkddn ole vaikutusta kovarianssimatriisiin S. Keskistetyn muuttujavektorin
varianssi on tietenkin suoraan verrannollinen muuttujavektorin pituuden ne-
lioon. Vektoreiden u; ja ue lineaarikombinaatiot ovat myos keskistettyja ja
taten 1. padkomponentin madrittdminen (varianssin maksimointi) tarkoittaa
sellaisen lineaarikombinaation aju; + aguo etsimisté, jolla on maksimipituus
(ehdolla a? + a3 = 1). Kuvio 8.9 havainnollistaa tilannetta. Siiné kovarianssi-
matriisi on (sama kuin korrelaatiomatriisi)

1 0.5
covq(uj :ug) =S = <0.5 1 > , (8.167)
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jakun r > 0,
chi(S) =M\ =15= max a'Sa, (8.168a)
cha(S) =X =0.5= min1 a’Sa. (8.168b)
a’a=

Jos kovarianssimatriisi onkin

1 0.5-3 1 1.5
covg(vy:vy) =V = (0'5 3 3.3 ) = (1'5 9 ) , (8.169)

niin vi:n ja veg:n vélinen korrelaatio on edelleen sama kuin up:n ja us:n kor-
relaatio. Kuitenkin pddkomponentit ovat aivan erilaiset:

z1 = 0.178vy + 0.984vy, varq(z;) = 9.272, (8.170a)
2> = 0.984v; — 0.178vs, varg(zs) = 0.728. (8.170D)

Kovarianssimatriisin V tapauksessa 1. padkomponenttia laskettaessa painote-
taan muuttujaa vg huomattavasti enemmén kuin vq:téd: syynd on vo:n suu-
rempi varianssi. Kuvion 8.9 tarkastelussa tdméa merkitsisi, ettd pitkdd muut-
tujavektoria kannattaa painottaa enemmén, jotta saadaan 1. pddkomponentin
pituus suureksi.

Jos kovarianssimatriisi on Iy, niin Ay = Ao = 1, ja lineaarikombinaation
aiuy + asus pituus on aina 1, kun a’a = 1. timé tarkoittaa, ettid ominaisvek-
torit eivat ole yksikésitteisid; mika hyvédnsd ortonormaali vektoripari kelpaa
ominaisvektoreiksi tdssa tapauksessa. O

8.6 Ortogonaaliset etidisyydet muuttuja-avaruudessa

Voimme lahestyad paddkomponenttianalyysid myos seuraavasti. Oletetaan, etté
meilld on p keskistetyn muuttujan havaintomatriisi

U= (0:8y:...:10). (8.171)
Olkoon y jokin U:n sarakkeiden lineaarikombinaatio eli
y =Ua, a'a=1, a c R". (8.172)

Talloin muuttujavektorin @1; ortogonaaliprojektio suoralle €’ (y) on tietenkin
P, 1i;. Vastaavasti vektorin @; etdisyys suorasta €(y) (nelivén korotettuna)
on

16 — Pyi|* = ||(Tn — Py)@il|* := [If:]* = £if, (8.173)



8.6. Ortogonaaliset etdisyydet muuttuja-avaruudessa 281

missé f; on siis tietty residuaalivektori. Olkoon F néiden residuaalivektoreiden
muodostama matriisi:

F=(f:f5:...:6,)= (T, - Py)ty : (I, = Py)tg : ...: (I, — Py)0p)
=(I,-Py)(Q; : Qg :...: 1)
= (I, - P,)U. (8.174)

Merkitdan vektoreiden @; etédisyyksien [suorasta €' (y)| neliiden summaa
f(y):1a:

fy) = f(Ua) = [|f1]* + [|f2]* + - - + [|f,|* = tr(F'F) = ||[F||F.  (8.175)
Matriisi U on siis annettu. Asetamme nyt itsellemme seuraavan ongelman:

Miten on y = Ua médritettivi, jotta lauseke f(y) olisi pie-
nimmillaan? (8.176)

Taméahan on luonteva kysymys: jos y minimoi f(y):n, niin talléin suora €(y)
kulkee tietyssd mielessd optimaalisesti muuttujavektorikimpun "ruuhkan” kaut-
ta (jos sitd ruuhkaa nyt sitten onkaan).

Vektorin y pituus on epéoleellinen tekija, joten voimme olettaa etta

y'y =1, jasiten Py =yy’. (8.177)
Havaitsemme vaivatta ettd f(y) voidaan ilmaista seuravasti:
£(y) = tr(F'F) = tr[((L, - P,)UY(L, - P,)T]
= tr[U'(T, — Py)U] = tr(U'U) — tr(U'P, V)
:=c—tr(Uy-y'U) =c—tr(y'U-Uly)
=c—y'UUy. (8.178)
Téten f(y):n minimointi yhtapitédvié lausekkeen
g(y) =y'UU'y =a'U'UU'Ua = a'(U'U)%a = a'T?a := h(a)  (8.179)
maksimoinnin kanssa; T on U:n tulosummamatriiisi. Ndin olemme péaétyneet
aivan identtiseen tehtdvadn kuin lineaarikombinaation Ua varianssin maksi-

moinnissa — erona on se, ettd (8.179):ssé esiintyy T:n neli (siind voisi yhta
hyvin tietysti olla T'n paikalla S), kun taas varq(Ua) = —1-a'Ta. Koska

matriiseilla T2, T, S? ja S on samat ominaisvektorit, (8.180)

(téstd on hyvin helppo vakuuttautua) saavutetaan (8.179):n maksimi silloin
kun kun a = q; = S:n suurinta ominaisarvoa A; vastaava ominaisvektori.
Téaten vastaus kysymykseen (8.176) on

f(y) on pienimmillddn kun y = Uqs. (8.181)
Mainittakoon etta
1
ch;(T?) = [ch;(T)]?, chy(S) = chy(T), i=1,...,p. (8.182)

n—1
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8.7 Ortogonaaliset etidisyydet havaintoavaruudessa

Edelld on tarkasteltu padkomponentteja lahinnd muuttuja-avaruuden nako-
kulmasta. Mité tapahtuu havaintoavaruudessa?

X(2)

el

leql

X

Kuvio 8.10. Suoran %'(g) méarittdminen siten ettd x;):den etdisyyksien ne-
liciden summa [le()||* + - + [, [|* minimoituu. (Huom: Kuviossa x;) on i.
havaintovektori; tekstissa u.)

y
2 - —_
} o o
1 f
| O\\\
0 — \ \
\\\O
-1 - ‘J,‘
o o0 :
2 S~

Kuvio 8.11. Pistepari 12:sta havainnosta. Ks. my¢s kuvio 6.2, s. 190. Merki-
tdan keskistettyd havaintomatriisia U:lla.

Tarkastellaan p muuttujan keskistettyd havaintomatriisia

Olkoon g jokin RP:n vektori, jonka pituus on 1; g’g = 1. Talloin havaintovek-
torin G(;) ortogonaaliprojektio suoralle %(g) on Pgli;) = p(n), ja kaikkien
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z y
2 - 2 —
e 0
1 1
S o o |
0 —fet® o & S o4 |
\ \
o o \
14 . yd 1- |
o | o~ E}
2 — 2 - ~ -
— — w S R B — X
@ 2 1 0 1 2 (b) 2 1 0 1 2

Kuvio 8.12. (Jatkoa kuvioon 8.11.) (a) Keskistetty U on kerrottu matriisilla
T: UT = (w : z). Mikd on T = (t; : t2)? (b) Havaintojen ortogonaaliset
etdisyydet suorasta € (t1) merkitty nakyviin.

néiden projektioiden muodostama matriisi on

(p(l) : p(2) Lt p(n)) = (Pgﬁ(l) : Pgﬁ(Q) Dt Pgﬁ(n))
= P,U = gg'U’ € RP*". (8.184)

Havaintovektorin ;) etdisyys suorasta ¢’(g) (neliéén korotettuna) on
1) — Pgligy|* = (T, — Pg)igl* := llew) 1> = e(;ye). (8.185)

Merkitaén residuaalien e(;) muodostamaa matriisia E’:1la:

E/ = (9(1) : 9(2) Lt E(n))
= (T - Pg)ig) : (I, — Pg)ugg) ... : (I, — Pg)ﬁ(n))
= (I, - Py)U’ = (I, — gg')U’ € RP*". (8.186)

Matriisin E/ sarakkeet ovat siis havaintovektoreiden ja niiden projektioiden
erotuksia e(;). Olkoon vektorien e(;) pituuksien nelibsumma

k(g) = lleq” + lle* + - + [ley | = tr(E'E) = ||EJ|%. (8.187)

Matriisi U on siis annettu ja ||E||% on siten gm funktio. Kuten muuttuja-
avaruudessakin, voimme kysyé.:

Miké on se g:n arvo g, joka minimoi lausekkeen k(g) 7 (8.188)

Jos g, minimoi k(g):n, niin suora €(g.) kulkee tietyssd mielessi optimaalisesti
havaintovektorien kautta: havaintovektorien (-pisteiden) ortogonaalisten etii-
syyksien neliosumma minimoituu. Pienimmaén neliosumman menetelméssahén
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minimoidaan y-akselin suuntaisia etdisyyksia. Funktion k(g) lauseke on

k(g) = tr(BE) = u[U(T, - Py)U

= tr(UU’) — tr(UPLU)

= c—tr(Ug-g'U) =c—g'UUg

=c—g'Tg. (8.189)
Niin olemme padtyneet aivan samaan tulokseen kuin muuttuja-avaruudessa
tehdyissé tarkasteluissa eli k(g) minimoituu kun g on g, = qj, missd q; on
tulosummamatriisin T suurinta ominaisarvoa vastaava ominaisvektori, joka
on siis sama kuin kovarianssimatriisin S vastaava ominaisvektori. Kun kaikki

havaintovektorit projisoidaan suoralle €’ (q; ), saadaan (8.184):n mukaan pro-
jektioiden muodostamaksi matriisiksi

(p(l) : p(2) Lt p(n)) = (quﬁ(l) : qufl(g) Lt quﬁ(n))
=Py, U’ =qiqy U’

= q1z; € RP*™, (8.190)
missa _
qjii)
- qja
2 =Uq=| " @] ern (8.191)

Vektori z; sisdltda nyt 1. padkomponentin (otoksesta lasketut) arvot. Talloin
i. havainnon (esim. henkilén) saama arvo ensimmaiselléd padkomponentilla on
z1:n 1. elementti

Zil = q’lﬁ(,-) = ﬁ/(i)ql . (8.192)

Havaintovektorin 0;) ortogonaaliprojektio suoralle % (q1) on
P = Pq, i) = a1diliy) = g1z , (8.193)

ja téten projektion p(;) pituus on juuri |zi1] eli 1. paddkomponentin itseisarvo
1. havainnon tapauksessa.

Edellé olevia tarkasteluja voidaan yleistaa siten ettd € (g):n sijaan tarkas-
tellaankin k-ulotteista aliavaruutta % (G), missé G on p x k-matriisi jonka
sarakkeet ovat ortonormaaleja eli G'G = Iy, k < p. Kun nyt projisoidaan kes-
kistetyt havaintovektorit ¢’ (G):lle, saadaan residuaalien muodostamaksi mat-
riisiksi

E = (I, - Pg)U, (8.194)
ja _ ~
IE[% = [IE|[F = |U" - P U'|[3. (8.195)
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Tehtédvana on nyt minimoida

tr(EE') = tr(UU’) — tr(UPGU’)
= tr(UU') — tr(UGG'U)

= tr(U'U) — tr(G'U'UG) (8.196)
eli on ratkaistava G:n suhteen
max tr(G'U'UG) ehdolla G'G =1, (8.197)

Tuloksen (6.97) (s. 202) nojalla matriisi G, joka toteuttaa (8.197):m, muodos-
tuu matriisin U'U k:sta ensimmaéisesté ortonormaalista ominaisvektorista:

G=Qu=(ar: - :a), (8.198)
jolloin
Pe = QuQyy = aid) + - + axdy (8.199)
ja
E|2 =
e IE|7 = |U - UGE |7
= U -0QuQ (k)||2F
= chpy1(U'U) + - - - + ch, (U'U)
= sg71(U) + - +sg5(0)
=05+ 00 (8.200)

Projisoidut havaintovektorit p(;) ovat matriisin

Q) Q(k U = Q k)Q (u(l LIORERRRRITHY (8201)
sarakkeita, ts,
ar\
(p(l):...:p(n)):(Cuf---ka) U’
qQj,
=qqiU' + - + qeq U’
e (8.202)

misséa

z; = Uq; sisilltii i. piaikomponentin (otoksesta lasketut) arvot.  (8.203)
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Olkoon k = p eli muodostetaan p padkomponenttia (mikd onkin niiden
maksimiméaéréd). Téaten ¢. havainnon kaikkien padkomponenttien (p kappalet-
ta) arvojen muodostama vektori on ug:

q i)
qlzﬁ(i) !~ ! 71/ I
U, = : :QU(Z):>U :QU :>U:UQ, (8.204)
Api()
missd Q = (q1 : ... : qp) on ortogonaalinen p x p-matriisi. Toisin sanoen: paa-

komponenttien arvot ¢. havainnolle saadaan tekemaélld kyseiselle havainnolle
ortogonaalinen rotaatio.

Kommentti 8.1. Lukijan kannattaa tutustua keskistetyn havaintomatriisin
U singulaariarvohajotelman ja padkomponenttianalyysin véliseen yhteyteen.
Samoin matriisin U approksimointi alempiasteisen matriisin avulla on mielen-
kiintoinen ja perehtymisen arvoinen juttu. K&y nimittain niin. ettd Eckart—
Young-tulos (s. 203) kertoo, etta

%EIHX—BH%:(S%JFWJF&I%, (8.205)

missd merkinnéallisisté syistéiNX viittaa keskistettyyn havaintomatriisiin (josta
edelld kdytettiin merkintdd U). Olkoon matriisin X singulaariarvohajotelma

X =UAQ. (8.206)
missé "perinteinen” V on korvattu Q:lla (matriisi U ei viittaa havaintomat-
riisiin): o

X'X =QA'AQ = QAQ. (8.207)

Siis: Q sisdltdd matriisin X’X ortonormaalit ominaisvektorit ja diagonaali-
matriisi A siséltda sen ominaisarvot (matriisin X neliéidyt singulaariarvot).
Minimi (8.205):ssa saavutetaan, kun valitaan

B =B, = duiq}, (8.208)

missé q; on matriisin X’X ensimmaéinen ominaisvektori (tai yhtapitéavasti ko-
varianssimatriisin S ensimméinen ominaisvektori), ts. matriisin X ensimmai-
nen oikeanpuoleinen singulaarivektori:

X,qu = 5%(11 s qu == 61111 . (8209)
Taten

B, = Siuiq) = quqll =s1q), missis) = )~(q1 , (8.210)
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mika on tasmalleen sama tulos, joka saatiin kun minimoitiin ortogonaaha etéi-
syyksla Siis: matriisin X paras 1-asteinen approkmmaatlo on B = s1q;. Mat-
riisin By = s1q]) rivit ovat g} monikertoja; matriisin B1 =qis) = q1q1X’
sarakkeet ovat havaintovektorien projektioita aliavaruudelle € (qq).

Ks. esim. Puntanen, Styan & Isotalo (2011, §19.4). O

8.8 Lineaarikombinaation maksimikorrelaatio

Olkoon (k + 1):n muuttujan havaintomatriisi U ositettu seuraavasti:
U=(x1:...:x,:y)=(X0:y), (8.211)

ja olkoon tulosummamatriisi

Tex t X,CXy X,C XXy X)§
T= (. )= Vox. vo V) = (To20 0¥ - (g212)
Xy vy y 0 y Ly y XO yy
Olkoon tehtdvand maarittdd se muuttujavektoreiden x1, Xo, ..., Xj lineaari-
kombinaatio
z = Xob = b1x1 + boxg + - - + bpxy, (8.213)

jolla on mahdollisimman suuri korrelaatio (neli6itynd) muuttujan y kanssa.
Muuttujavektorien y ja Xpb tulosumma on

ssp(y, Xob) = y'CXob =t b, (8.214)
ja neliésummat
ssp(y) = y'Cy = tyy, ssp(Xob) = b'X{CXob = b'Txxb. (8.215)
Muuttujien y ja Xgb vilisen korrelaatiokertoimen nelié on téaten

(th,b)?

corj(y, Xob) = W
tyy b " Txx

= f(b). (8.216)
Lausekkeen f(b) maksimoinnissa voimme kétevésti soveltaa Cauchyn—Schwarzin
epéayhtalon versiota (oletus: A € PD,,):

(u'v)? <uAu-v A lv, (8.217)

missé yhtdsuuruus toteutuu tdsmélleen silloin kun Au = Av jollakin A:n ar-
volla. Valitaan nyt
Uu=b, v=ty, A="Ty. (8.218)
Té&ll6in
(t4yb)? < B'Tyxb - th, Tiityy, Vb € R", (8.219)

XYy XX
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joten
(tiyb)”
tyy D' Trxb
N
=, bTyb
th, Tooitx
- XY XX XY (8.220)
tyy

cori(y, Xob) =

Yhtasuuruus (8.220):ss4 toteutuu tdsmélleen silloin kun on olemassa A € R
siten etta

Tyxb = Ay (8.221)
eli kun b on vektorin
Bx = T;itxy = S;;lsxy (8222)
monikerta. Taten
2 2 -1 t;yT;xth
max corg(y, Xob) = cor§(y, XoTxxtxy) = — (8.223)
vy
Olemme jo aiemmin maininneet etté
th, Trntxy  SkySx
Xy T xx XY Pxy ’;" =r,, Rrx, =R, = R, (8.224)
tyy sy

missid R? on selitysaste regressiomallissa kun y:té selitetdéin x-muuttujilla (+
vakiolla).

Tulokseen (8.223) voidaan paatya myos ortogonaaliprojektion kautta. Kos-
ka korrelaatiokerroin on sama kuin keskistettyjen muuttujavektoreiden vélisen
kulman kosini, on tehtdvana maksimoida lauseke

f(b) = cor3(y, Xgb) = cos*(, Xob). (8.225)

Jos vektori ¥ on annettu, niin miké on se vektori )~(01A), jonka kulma y:n kans-
sa on pienin (eli kosini suurin)? Taméa vektori on luonnollisesti [miksi— ks.
Puntanen, Styan & Isotalo (2011, Prop. 2.3)] §:n projektio sarakeavaruudelle
% (Xo):
Xob = P4 J= Xo(X5X0) X7 = XoTentxy - (8.226)
Titen b = By = Tilty
Entépéd jos tehtdvind on méarittdd se a:n arvo & jolla on ominaisuus

min varg(y — Xoa) = varq(y — Xoa)? (8.227)

Koska 1
varg(y — Xoa) = 1 |Cy — CXoal?, (8.228)
n p—
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on tehtdvana loytaad se Xo:n sarakkeiden lineaarikombinaatio Xoé, jolla on
ominaisuus N N

mainHy—XOaH? = ||§ — Xoa|?. (8.229)
Ratkaisu tdhén tehtédvadn on

Xoa = Pg § = XoTyxty (8.230)

clia=py = Tyt Kannattaa panna merkille, ettd vastaavanlaiset tulokset
saavutetaan myos satunnaismuutujien (populaation) tapauksessa; ks. (7.96)
(s. 227).

Kirjattakoon vield seuraava yhteenveto:

Vektorin b ratkaiseminen tehtdvistd
mgHHS’ — Xob|? ja max cos?(§, Xob) (8.231)
is.
mgn varg(y — Xob) ja max cor3(y, Xob) (8.232)

johtaa (oleellisesti) samaan tulokseen: By = Tt txy = SxaSxy-

8.9 Osittaiskorrelaatiomatriisi

Tarkastellaan sitten osittaiskorrelaatiokertoimien laskemista matriisioperaaa-
tioin. Ositetaan havaintomatriisi U seuraavasti:

U=(X:Y), X=(x1:...:%p), Y=(y1:...:¥q)- (8.233)

Nyt y1, ..., ¥4 ovat ne muuttujat, joiden keskindiset osittaiskorrelaatiokertoi-

met haluamme laskea, kun vakioidut muuttujat ovat X:n sisédltdméat muuttujat

X1, . .., Xp. Talloin muuttujan y; residuaali, kun siité eliminoidaan muuttujien
X1, ..., Xp vaikutus, on maaritelty seuraavasti:

ey, x = (In —P.x))yi =res(y; X), i=1,...,m. (8.234)

Maééritelmassa (8.234) on huomattava vakiovektorin 1 € R™ rooli — sekin on
mukana eliminoitavien muuttujien joukossa. Merkitddn residuaalien muodos-
tamaa havaintomatriisia Evy.x:lla, jolloin

Ey.x :=res(Y;X) = (ey; x : ... : €y,.X)
= [T —Pax)yr: - (In — Pax))yql
= I —Pax)(y1:--- 1 yq)
= (I, - Px)Y. (8.235)
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Matriisin Ey.x € R™*? sarakkeet ovat siis y;:tten residuaaleja. Néiden resi-
duaalien tavalliset korrelaatiokertoimet ovat osittaiskorrelaatiokertoimia. Esi-
merkiksi y1:n ja ya:n vilinen osittaiskorrelaatiokerroin (kun muuttujien xi,
..., Xp vaikutus on eliminoitu) on

T12.m+1,...k = T12.X = pcorq(y1,y2 | X) = corg(ey, X, Yy, X)- (8.236)

Taten X:n sisdltdmien muuttujien osittaiskorrelaatiomatriisi on korrelaatio-
matriisi Ey.x:sta eli

peorq(Y | X) = corq(Ey.x) = corg[res(Y; X)]. (8.237)

Maéaritetdan seuraavaksi osittaiskorrelaatiomatriisin eksplisiittinen lause-
ke. On osoitettavissa (ks. luku 9, s. 330), ettd projektorilla P(1.x) on hajotel-
ma

Pu.x)=J+Pcx, (8.238)

jolloin
I, -Pux)=I,-J—-Pcx =C - Pcx, (8.239)

missa
Pcx = CX(X'CX)"!'X'C. (8.240)

Taten
Eyx = (I, — P1.x)Y = (C— Pcx)Y. (8.241)

Havaitsemme heti, ettd residuaalien muodostama matriisi Ey.x on keskistetty,
silla CEv.x = Ev.x. Matriisista Ev.x laskettu tulosummamatriisi on talloin

Tyy-x = E/YXEY-X
=Y'(I, - P1:x)) Y =Y(C - Pcx)Y
= Y'CY - YCX(X'CX)"'X'CY. (8.242)

Matriisi Tyy.x on siis residuaalimuuttujien nelidsummien ja tulosummien mat-
riisi eli residuaalien tulosummamatriisi. Voimme kéyttaa siitd nimitysté

Tyy.x = osittaistulosummamatriisi. (8.243)

Osittaiskorrelaatiomatriisi on taten

peorg(Y | X) = [diag(Tyy.x)] "2 Tyyx[diag(Tyy )] /2 (8.244)

Olkoon T kaikkien x;- ja y;-muuttujien tulosummamatriisi:

Y'CX Y'CY

X'X X'Y Txx Txy
— (22 22X , 8.245
(Y’X Y’Y) (Tyx Tyy> (8.245)

/ /
T - U'CU — (XCX XCY)
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Téalloin Tyy.x voidaan esittad seuraavasti:
Tyyx = Tyy — Tyx Ty Ty = Y'(I, - P3)Y. (8.246)

Jakamalla Ty,.x:n sopivalla vakiolla saamme osittaiskovarianssimatriisin, jon-
ka teoreettinen vastine on

Tyyx = Zax — SyxZt Sy (8.247)

Matriisi Tyy.x on Txxm Schurin komplementti T:ssé, joten sen kaanteis-
matriisi on T~ 1:n oikea alanurkka:

-1 1
_ Tyx Ty T TXV T Ty .
T = (T T y) - (Tyx Tyy> - (;;xy T-1 ) = {t"}. (8.248)
yx vy yyx

Voimme ilmaista osittaiskorrelaatiomatriisin myo6s seuraavasti

peorg(Y | X) = [diag(Ryy )] "/ *Ryyx[diag(Ryy)] /2 (8.249)
missa
Ryyx = Ryy — RyxRei Ry, (8.250)
-1
R 1 RXY
R = [eorg(U)] ! = (1o T ove T . (8.251)
Ryx Ryy RY Ryy«

Esimerkki 8.3. Tarkastellaan symmetristd matriisia

1 72 73
R=1|r1 1 1o, (8.252)
rz1 T3z 1

Olkoon R ”ehdokas” korrelaatiomatriisiksi. Talloin on valttamatta oltava
[r12], [r1s] ja [ras] < 1. (8.253)

Oletetaan ettd (8.253) on voimassa. Osoita, ettd téalloin R on korrelaatio-
matriisi (ts. R on ei-negatiivisesti definiitti) jos ja vain jos jokin seuraavista
yhtépitavistd ehdoista on voimassa.

(a
b

) |ri2:3] <1,
(b) Iriz2| <1,
(c) Irasa <1,
(d)

d 7’12 + 7"13 + T23 — 2T12T13T23 < 1
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(e) det(R) > 0.

Maaritéd edellisten ehtojen perusteella r siten etté seuraava R todella on kor-
relaatiomatriisi (tulos: |r| = 1/v/2)

[t
o
\
<

R=]0

T

S =
— 3

Ks. my6s HT 1.2 (s. 62). O

8.10 Lineaarinen malli

Oletetaan, ettd tehtdvina on sijoittaa kuvioon 8.13 suora y = [y + [1x siten,
etta sijoittamisen kriteeri on seuraava:

lasketaan havaintojen etéisyydet suorasta — gy-akselin suuntaiset
etdisyydet — ja minimoidaan ndiden etéisyyksien nelididen summa.

Tamaé kriteeri tarkoittaa ns. pienimmdn nelidsumman menetelman kayttoa.

8.10.1 Pienimman neliosumman menetelma
b’ Maija y=Bo+Pwx
di=3-Bo+H3)
1 dry=3-(Bo+pi6)
2 5 Ville d3 =6-— (Bo + Bl 6)

frmee e X

Kuvio 8.13. Minimoidaan havaintojen y-akselin suuntaisten etdisyyksien ne-
liGsummaa suorasta y = 5y + fiz.

Olkoon |d;| = havaintopisteen y-akselin suuntainen etéisyys suorasta y =
Bo + Brx:
di = yi — (Bo + B1;).

On "selvda”, etta d;:tten nelibsumma minimoituu, kun suora kulkee tdsmélleen
Maijan ja Villen y-arvojen puolivilistd. Néin saadaan kuvion 8.13 mukainen
suora, joka on regressiosuora. Minimoitavan funktion minimiarvoa sanotaan
jaannosneliosummaksi (SSE).
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Etaisyyksien d; nelididen summa on n havainnon tapauksessa

SSE(y; Bol + f1x) = di +d5 + ...+ d?
= [y1 — (Bo + Br1z1)]* + [y2 — (Bo + Brz2)]” + -+
+ [Yn — (Bo + Braa)]?
= [ly = (o1 + S1%)|?

2
~(1:%) @)

= |ly = X8|I = (y — XB)'(y — XB), (8.254)
missi
1z
X = (1:x) = 1 2| = ns. mattimatriisi,
1
Bo + Bz
XB=(1:x) (gg) = fol + fix = & +:51$2 . (8.255)
Bo + Prxn

Meidén on siis méadritettavé se sarakeavaruuden €' (1 : x) = € (X) vektori eli se
mallimatriisin X sarakkeiden lineaarikombinaatio § = XB , joka on kaikkein
ldhinnd annettua vektoria y. Projektiotulosten avulla on paiteltavissa, ettd
minimi saavutetaan, kun XA on y:n ortogonaaliprojektio E(X):lle eli § =
X3 = Pxy:

min SSE(y; X8) = min SSE(y;t)
B te? (X

- mmz — (Bo+ Br:)2

n

= Z Bo + Brzi))* = (yi — 9i)*

=1
= SSE(y;X,B)
=|ly - XB|* = |y - 9
= |y - Hy||> = y'(I, - H)y, (8.256)
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missa
H=Px = X(X'X)"'X’  ortogonaaliprojektori %(X):lle, (8.257a)
Hy =XB8=7% mallin antama y-arvo, sovite, (8.257b)

A

B=(X'X)"X'y = (go> regressiokertoimien PNS-estimaatit. (8.257c)
1

Kun matriisimerkinnit puretaan, tulokseksi saadaan lukijan muistamat
lausekkeet

Bo =1 — Bz, (8.258a)
By = Z(g(_x:j)_(%; 9 _ SSI;?’ =yt (8.258b)
Regressiosuoran yhtalo on siis
§=Po+biz= (15— pi)+biz=1y+ph(z—z) (8.259)
eli A
§—y=p(z 1), (8.260)

joten regressiosuora kulkee keskiarvopisteen (z,y) kautta.

8.10.2 Lineaarinen malli

Voimme ajatella, ettd y-havainnot ovat syntyneet seuraavan mekanismin mu-
kaan:
Moy = Bo + firx + satunnaisvirhe e, (8.261a)

ts.
yi = Bo + Pix; + satunnaisvirhe ¢;, 1 =1,2,...,n. (8.261Db)

Satunnaisvirhe € on satunnaismuuttuja ja tdten myos y on satunnaismuuttuja.
Sen sijaan (tilanteesta tosin riippuen) z ei ole satunnaismuuttuja, vaan sellai-
nen muuttuja, jonka arvoja voidaan kontrolloida. Voimme ajatella mallin .#;
merkitsevan sité, ettd kun x:lle annetaan arvot x1, ..., z,, niin havaitsemme
y:lle arvot y1, ..., Yn, joiden uskomme syntyneen (8.261b):n mukaisesti. (Mer-
kinnéllisesti emme tee eroa satunnaismuuttujan ja sen havaitun arvon vélilla.)
Tavallisin oletus satunnaisvirheista ; on, etta

g;:t ovat toisistaan riippumattomia, (8.262a)
E(g;) =0 ja var(g;) =02, i=1,2,...,n. (8.262b)

Matriisimerkinnéin voimme merkitd mallia lyhyesti

Mo = {y,XB,0°1} = {y,(1:x)8,0°1}, (8.263)
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Tarkastellaan sitten mallia ., jossa on vakiotermin lisdksi k varsinaista
selittdajad, eli
M = {y,XB,0°1} = {y, (1: Xo)B,0°1}, (8.264)

missd X = (1: Xp) = (1 :x; :...:xg). Talloin
y =00l + X1+ -+ Bxr+e, E(€)=0, cov(e)=0c’T. (8.265)
Malli .# merkitsee ettd
E(y) = fol + Bix1 + - + Bipxi, = XB € €(X), (8.266)
eli y:n odotusarvo on jokin X:n sarakkeiden lineaarikombinaatio. Vektori 3
on tuntematon ja se on estimoitava havaitun otoksen perusteella.

8.10.3 PNS-estimointi usean selittajan tapauksessa

Vektori § = XB on y:n odotusarvon X3 pienimmén nelidsumman estimaatti,
jos § minimoi lausekkeen

SSE(y; XB) = [ly — XB|* = (y — XB)'(y — XB)
=yy+B8'X'XB-y'XB-3Xy
=vy'y+ B8'X'X8 - 2y'X5. (8.267)

Toisin sanoen, vektorin ¥ on toteutettava ehto

tel?gl(r)l() SSE(y;t) = SSE(y;¥y) := SSE, (8.268)
eli )
ly = XB|" < lly - XB|* vB. (8.269)

Meidén on siis médritettéivé se aliavaruuden € (X) vektori X3, joka on kaik-
kein ldhinnéd annettua vektoria y. Projektiotulosten avulla on helppo paatella,
ettd minimi saavutetaan, kun § on y:n projektio aliavaruudelle €'(X):

§ = Pxy = Hy = X}, (8.270)
missa

H = Px = X(X'X) !X’ = ortogonaaliprojektori ¢ (X):lle, (8.271a)

y=Hy =X =1+ pix1 + -+ Bexs (8.271b)
= mallin antama y-arvo, sovite
= E(y):n PNS-estimaatti
= OLSE(Xp),
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Bo
B=XX)"'Xy= 5.1 = <,§0> € RF+! (8.271c)
B

= regressiokertoimien PNS-estimaatit, OLSE(f).

Olemme néhneet [ks. (8.107), s. 271], ettd

Bo=y—Bx=9— (Fa1+ -+ Bn) (8.272a)
B = (Bl""?lg )/_ (X/ CX0)71X6Cy
= (X(X0) " IXF = Trltyy = Seisxy € RE (8.272b)

Residuaalivektori on nyt
E=y—-3y=(1I-H)y=My. (8.273)
Jadnnosneliosumma SSE on residuaalivektorin normin nelio:
SSE = [¢]” = [|(1 - H)y|]? = [My]? = yMy = /(I - H)y.  (8.274)

Komponenttimuodossa voimme kirjoittaa

n

mln SSE(y; XB) = Z — (Bo + Bixi1 + - + Brwix)]?

[yi — (BO + leil + -+ kaik)P

I
M3 m

@
Il
—

Il
=
™M
SR

@
I
-

(8.275)

Voisimme méérittdd SSE(y; X8):n minimiarvon myds siten, ettd merkitsi-
simme SSE(y; X8):n osittaisderivaatat B:n suhteen nolliksi, jolloin saisimme
ns. normaaliyhtélon

X'Xg3 = X'y. (NY)

On helppo ndyttad, ks. (8.21) (s. 255), ettd mikd hyvinsd (NY):n ratkaisu mi-
nimoi SSE(y; X3):n. Ratkaisu on tietenkin yksikésitteinen, jos X:n sarakkeet
ovat vapaat.
Edellisistd kuvioista ilmenee, ettd kun § projisoidaan % (1):lle, saadaan
tulokseksi Jy:
Jy =JHy = Jy. (8.276)

Tama on aivan oleellista, jotta syntyisi suorakulmainen kolmio, johon regres-
sioanalyysin nelicsummahajoitelma (ra) perustuu. Tulos (8.276) seuraa yhté-
16sta

JH=HJ =], (8.277)
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A

e=(I-Hy=y-y

Kuvio 8.14. Vektorin y projisointi sarakeavaruudelle € (1 : x).
L
%(X)L %(1)

SST = SSR + SSE
e=(I-H)yA

S y
e=y-y
A
1 ee=1-r) =SSE
kor(x,y)= cos(é)
d X
> >
ArA 2
Yy=r, r/‘yx=ny=§7

Kuvio 8.16. Yhden selittdjan regressioanalyysi standardoiduilla muuttujilla.
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josta on helppo vakuuttautua. Ensinndkin
HI=H1-1/n=1-1/n=17, (8.278)

koska 1 kuuluu X:n sarakeavaruuteen. Koska J on symmetrinen, on myos
HJ:n oltava symmetrinen ja téten (8.277) on todistettu. On erityisesti huo-
mattava, ettd (8.278):ssa oletamme, ettd kyseessd on malli, jossa vakiotermi
on mukana eksplisiittisesti tai ehto 1 € € (X) toteutuu.

Esimerkki 8.4. Usean selitettdvin muuttujan lineaarinen malli. Aiemmin
on tarkasteltu lineaarista mallia, jossa on vain yksi selitettdva muuttuja eli
vastemuuttuja y, jonka havaitut arvot ovat vektorissa y. Olkoon meilla nyt
kaksi vastemuuttujaa y; and ys, joiden havaitut arvot ovat matriisissa Y:

Y
Y=(yi:y2)=| * |- (8.279)
Yin)
Jos nyt uskotaan, etta
y: = XB; + &;, E(El) =0, COV(Ei) = oyl COV(El, 52) = o121, , (8.280)

missd ¢ = 1,2, niin meilld on usean selitettdvin muuttujan lineaarinen malli
(multivariate linear model), joka voidaan esittdd muodossa

Yix2 = XnXpox2 + En X 2, (8281)
missa
B=(B1:B2), €=(e1:€2). (8.282)

Téssa mallissa (usein) oletetaan, ettd Y:n vaakarivit (havaintovektorit) ovat
korreloimattomia eli cov(y(,y(s)) = 0, 7 # s. Kun kéytetdéin Kroneckerin
tuloa ja vec-operaatiota, (8.281) saadaan muotoon

(1) _ (X O B1 €1
w00 (52) = (6 %) (5:) )
= (I ® X) vec(B) + vec(€) . (8.283)

Luvun 6.9 (s. 210) mukaan saamme

(0111n o2,

cov[vec(Y)] = oL, oml.

> =X®I,, (8.284)
ja tédten usean selitettdvin muuttujan malli (8.281) voidaan esittdd yhden
selitettdvin muuttujan mallina

{vec(Y), (I ® X) vec(B), E®1IL,}. (8.285)
O
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Harjoitustehtavia
8.1. Olkoon
H=XXX)"'X', §=Hy=X8, é=y—-9=>1—-H)y=My.
Osoita, etta

(a‘) COI‘d(y, é) =0,

(b) €1 =y'M1 =0.

(c) Mita voit sanoa y:n ja é:n vilisestd korrelaatiosta?
8.2. Madrita sellaiset vektorit x ja y, etté

(a) cos(x,y) on suuri mutta corq(x,y) =0,

(b) cos(x,y) = 0 mutta corq(x,y) = 1.

8.3. Olkoon X = (1 : x1 : x3), H = Px = X(X'X)"!X', J = P;. Osoita
ettd

(a) H — J on ortogonaaliprojektori,

(b) I-J)H=H-J.

8.4. Olkoot x, y ja z keskistettyjd ja 1:n pituisia muuttujavektoreita. Piirra
kuvio seuraavista tilanteista (jos mahdollisia):

(@) oy =0, 1y, =0, 7y = —1,
(D) Tay = 1/V2, 15 = —1/V/2, 1y = 1/V/2.

8.5. Olkoon X = (1 : Xg), H = Px = X(X'X)"'X', J = Py, ¥ = Hy.
Osoita etta talloin

(@) ly -yl =|I-J)y||*> = y'(I—J)y = SST = kokonaisnelidsumma,
(b) 11§ =¥ = I(F - Dy|*> = |(I- J)Hy|* = y'(H - J)y = SSR,
(© ly =9 =T-H)y|*=y(I-H)y=yMy = SSE.

8.6. Todista seuraavat regressioanalyysin tulokset. Oletamme, etta 1 € €' (X).

(a) SST = [ly —y[? = [T Dyl* =y’ X = D)y =y'y — ny* = ty,.

(b) SSR =y —¥[* = [(H-J)y|* = |I-I)Hy|* =y (H-J)y
=yPex,y =y'Pg y = te, T by

(c) SSE= |y —3[I° = [T -H)y[]> =y I -H)y = yMy = y'(C — Pcx,)y
=yy—yXpB =ty — t;yT;itxy.
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8.7.

(d) SST =SSR + SSE.
() (1) r(I-J)=n—1, s7=8ST/(n—1),
(2) r(H-J) =1(X) -1,
(3) (I-H) =n—1r(X), MSE =SSE/[n—1(X)] = &2

(f) SST =t (yi—9)* SSR=Y4L1(9i—9)* SSE =31 (yi—9:)°
Olkoon X = (1 : Xj), corqg(Xp) = Rxx, ssp(Xo) = Txx. Todista (a)—(g):

(a) 1(X) =1+4+1(Xp) —dim% (1) N ¢ (Xo)
=1+4r1[(I-J)X]
=1+41(Txx) =1+ r(Rxx)-
(b) Rxx| #0 <= 1(X)=k+1 <= (X)) =k & 1€ %Xy —
|X'X]| # 0.
(c) rij =1 jollakin i # j implikoi |Rxx| = 0 (mutta ei pdinvastoin).
(d) (1) matriisin X = (1 : Xj) sarakkeet ovat ortogonaaliset kesken&én
jos ja vain jos
(2) matriisi X on keskistetty ja corq(Xo) = Rxx = Ii.
(e) Tarkastellaan seuraavia véitteita:
(1) matriisin X sarakkeet ovat ortogonaalisia,
(2) corq(Xp) = I.
Vakuuttaudu etté (1) ja (2) ovat yhtapitavia jos X on keskistetty.
(f) Laadi esimerkit seuraavista tilanteista
(1) cos(x,y) on suuri mutta corq(x,y) =0,
(2) cos(x,y) = 0 mutta corg(x,y) = 1.
Onko mahdollista ettd cos(x,y) = 1 mutta corq(x,y) = 07
(2) corg(x,y) =0 <= y € €(Cx)t = €(1 : x)* ® F(1) [eliminoi
tapaukset y € € (1) ja/tai y € €(1)]. Piirra tilanteesta kuvio.



Luku 9

Sarakeavaruus

Tekiji on ilmeisesti taysin suunnittelemattomasti
jakanut teoksensa neljiksi eri paivanlaskuksi eli
jaksoksi. Tarkoittaako hdn, ettd ndmd erilliset luvut
olist luettava pdivinlaskun atkaan, vai vihjaako hdn
kirjoittaneensa luvut eri pdivind, jia hdmdrdkss.
Emme kuitenkaan erehtyne otaksuessamme, ettd
hdntd — aivan oikein — on kalvanut jonkinlainen
salatajuinen tunne, ettd hdinen edustamansa
aikakausi eli lopullisen pdivinlaskunsa aikaa ja ettd
hdnelld oli paljon laskuja maksamatta.

Mika Waltari (1949): Nelja paivanlaskua.

9.1 Sarakeavaruuden maaritelma

Olemme jo aikaisemmissa luvuissa késitelleet monia sarakeavaruuden ominai-
suuksia. Kertaamme téssd niitd ja teemme joitakin erityisesti tilastotieteen
kannalta hyodyllisia lisdtarkasteluja.

Matriisin A, x., sarakevaruus maariteltiin seuraavasti:

% (A) = matriisin Ay« = (a1 : ... : a,,) sarakeavaruus
={yeR":IxeR"se.y=Ax=aijx1+ -+ anTn }
={Ax:xeR"} CR" (9.1)

Vektorin a # 0 virittdmé& suora on on yksi esimerkki sarakeavaruudesta:
¢a)={yeR":3XeRse y=Xda}={)\a}. (9.2)
Jos A:ssa on vain kaksi saraketta, niin:

% (A) = matriisin A,,x2 = (a : b) sarakeavaruus
={yeR":IxcR¥se. y = Ax}
={Ax:x cR*}. (9.3)

301
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Kuten luvussa 2.2 (s. 76) totesimme, joukko %'(a : b) muodostaa geomet-
risesti joko

(i) origon kautta kulkevan tason, jolloin dim ¢’ (A) =2 =r(A), tai
(ii) origon kautta kulkevan suoran, jolloin dim %' (A) =1 =r(A), tai
(iii) pelkén origon, jolloin dim ¢ (A) =0 =r(A).

Tapauksessa (iii) seké a ettd b ovat nollavektoreita.

On helppo havaita, etté sarakeavaruus ¢ (A xm) on R™:n aliavaruus. Vek-
toriavaruuden V osajoukko U on V:n aliavaruus, jos seuraavat ehdot toteutu-
vat:

AAL u,veld = u+vel,
AA2. DeR,ueld = Aucl,
AA3. 0 € U.

Yleisesti ottaen ei vektoriavaruuden elementtien tietenkédén tarvitse olla pys-
tyvektoreita vaikka téssé esityksessd useimmiten niin onkin. Vektoriavaruuden
aksioomiin yleisessé tapauksessa emme téssé yhteydessé puutu. Sarakeavaruus
% (A) on todellakin R™:n aliavaruus, silla:

AAL U,V E C(A) = o
AA2. NE R, UETG(A) = i
AA3. 0 € G(A), SIllA ...
Aliavaruuksien U ja ¥V summalla tarkoitetaan tunnetusti joukkoa
UtV ={z:z=u+Vv,uecl, veV}. (9.4)
Erityisesti huomaamme, etté sarakevaruuksien tapauksessa
C(Apsm) +EBuxk) ={z€eR":z=u+v, ue¥A), ve¢B)}
={zeR":z=Aa+Bb, acR", beRF}. (95)
Toisaalta
C(Apsm  Buuk) = {t ER" 1t = (A: B)(Y), ueR", veR"}
={tcR":t=Au+Bv, ucR™ veR"}. (9.6
Téten olemme (tdsmaéllisesti) osoittaneet (aivan ilmeisen) tuloksen:
¢(A:B)=%¢(A)+%(B), (9.7)
jonka yhtené erikoistapauksena on tietysti

Clar:az:...:ay) =%a;)+%(az) +---+ € (an). (9.8)
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Esimerkki 9.1. Piirrd seuraavien matriisien sarakeavaruudet kuvioon 9.1:

10 2 0 1 2 3 1 2 30
A=) m=(8) e=( 58 e i Y,

Kuvio 9.1. Esimerkin 9.1 sarakeavaruuksia.

Olemme jo aikaisemmissa luvuissa késitelleet matriisin A, x., sarakeava-
ruuden ortogonaalikomplementtia, joka maaritelladn seuraavasti:

% (A)* = sarakeavaruuden (A, x ) ortogonaalikomplementti
= niiden R™:n vektoreiden joukko jotka ovat koh-
tisuorassa jokaisen € (A):n vektorin kanssa
={ueR":u'v=0Vve¥A)}
={ueR":WAt=0VteR™}
={ueR":Alu=0}=4(A). (9.9)

On paikallaan tdhdentda sanan “kohtisuora” merkitysté: kohtisuoruus eli orto-
gonaalisuus riippuu annetusta sisdtulosta — ellei erikseen mainita, tarkoitamme
nimenomaan tavanomaista euklidista sisdtuloa.

Esimerkki 9.2. Olkoon a = (') ja tarkastellaan R*m osajoukkoja
€a), U={xcR?:a'x=0}, V={xecR¥:a'x=1} (9.10)

Havaitsemme, ettd joukko &/ muodostuu suorasta, jonka yhtéalo on —z1 49 =
0 eli z9 = x;. TAm4 suora, joka siis kulkee origon kautta ja on % (a):n ortogo-
naalikomplementti € (a)®, muodostaa tietenkin aliavaruuden. Sen sijaan jouk-
ko V ei olekaan aliavaruus; se muodostuu suorasta, joka ei kulje origon kautta.
Aliavaruuden on aina sisillettdva origo, joten V ei ole aliavaruus. O
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Kuvio 9.2. Esimerkin 9.2 joukkoja: U ja T ovat aliavaruuksia mutta V ei ole.

9.2 Lineaarinen riippuvuus

Palautetaanpa mieleen lineaarisen riippumattomuuden méaritelmaé:
Matriisin A, ., sarakkeet ai,as,...,a,, € R"™ ovat lineaarisesti riippu-
mattomat eli vapaat, jos

Aa;+Xas+ -+ Apa, =0 <= A= =---= )\, =0, (9.11)

eli matriisimerkinnéin:

AN=0 < A =0. (9.12)

Nolla-avaruuden avulla esitettyné:
A':n sarakkeet vapaat <= 4 (A) = {0}, (9.13)
missé
A (A) ={x €R™: Ax = 0} = matriisin A, x,, ydin C R™. (9.14)

Jos A:n sarakkeet ovat vapaat, sanomme ettd A:lla on tdysi sarakeaste.
Vastaavasti médritellddn, ettd vektorit aj,as,...,a,, € R™ ovat lineaari-
sesti rigppuvat eli sidotut, jos ne eivit ole vapaat eli

on olemassa sellainen vektori A # 0 ettd AX =0, (9.15)

ts.
A:n sarakkeet sidotut < A (A) # {0}. (9.16)

Havaittakoon, etta em. kasitteet liittyvat nimenomaan vektorijoukkoihin. Voim-
me sanoa yhtépitavasti:

"joukko {aj,as,...,a,} on vapaa” tai "vektorit ai, ao, ...,
a,, ovat vapaat”. (9.17)
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Esimerkki 9.3. Tarkastellaan esimerkkind matriisia

1100
1 100
1 010
X = (1 X1 X9 ! X3) = 1 010 (918)
1 010
1 001
1 0 01
Koska XA = 0, kun
—1
1
A= | (9.19)
1

ovat X:n sarakkeet lineaarisesti riippuvia. Nythdn X:n ensimméinen sarake
on muiden sarakkeiden summa. Ylipddnsad jos matriisin A jokin sarake on
muiden lineaarikombinaatio, ovat A:n sarakkeet sidotut. Jos tarkastelemme
X:n kolmea ensimmaistd saraketta ja merkitsemme B = (1 : x; : X2), niin
yhtélosta Bt = 0, kun t = (¢, t1, t2)’, saamme yhtaloryhmén

to+t1 =0,
to+1t2 =0, (920)
to = 0.

Tamén yhtdloryhmén ainoa ratkaisu on t = 0, joten joukko {1,x1,x2} on
vapaa. Helposti ndemme, ettd mitka tahansa kolme X:n saraketta ovat vapaita.
Matriisin X aste — sen vapaiden sarakkeiden (suurin) lukuméérd —on 3. [

Lukijan on hyva vakuuttautua seuraavista tuloksista:

LRI1. Joukko {0} on sidottu.
LR2. Vektorijoukko, johon kuuluu nollavektori, on sidottu.

LR3. Vektorijoukko on sidottu <= jokin vektori on toisten lineaarikombi-
naatio.

LR4. Nollasta poikkeavat ortogonaaliset vektorit x1, Xo, ..., X;, ovat vapaat.

Esimerkki 9.4. Kuvion 9.3 tilanteessa tarkastelemme R3:n vektoreita a ja b,
jotka eivat ole toistensa monikertoja eikd kumpikaan niistd ole nollavektori,
joten a ja b ovat lineaarisesti riippumattomia. Kuvioon on merkitty myos
%(a : b):m ortogonaalikomplementti €’ (a : b)*, eli niiden vektoreiden joukko
jotka ovat kohtisuorassa %'(a : b):td vastaan. On ilmeistd, ettd R? voidaan
esittda summana

R3=%(a:b)+%(a:b)". (9.21)
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Kuvio 9.3. Vektorit f = aa+ b ja g = va+ db geometrisesti, a > 1, f < 1,
v < 1,60 > 1. (Sama kuin kuvio 2.7, s. 80).

9.3 DMatriisin aste

Matriisin aste, r(A), mééritelladn seuraavasti:
r(A) = A:n vapaiden sarakkeiden maksimaalinen lukumé&aré. (9.22)

On osoitettavissa, ettd r(A) on itse asiassa sama kuin A:n vapaiden vaakari-
vien lukumééré eli r(A’) = r(A); ks. esim. Bapat (2000, s. 9). Sarakeavaruuden
%' (A) dimensio on luonnollisesti

dim%(A) = r(A). (9.23)

Vektoriavaruuden dimensiohan maéaéaritelladn sen kantavektorien lukuméa-
rand: vektorijoukko {vi,vs,...,v,} on vektoriavaruuden V kanta, jos

KV1. {vi,va,...,Vv,} on vapaa ja

KV2. {vy,va,...,v,} virittdd Vin eli jokainen V:n vektori voidaan esittéa
v;:tten lineaarikombinaationa.

Esimerkki 9.5. Maaritd seuraavien matriisien asteet:

10 2 0 1 2 3 1 2 30
A=(s ) m=(G8) e=( i E) e i),

(05 05 1 1 R
b= (0.5 0.5>’ F= <1 1.000000001)’ A+B, A-B, B~

Seuraavat lineaarialgebran tulokset ovat varmaankin lukijalle tuttuja:
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KAI. Jokaisella vektoriavaruudella on kanta.
KA2. Jokaisella V:n vektorilla on yksikésitteinen esitys tietyn kannan suhteen.

KA3. Olkoon U vektoriavaruuden V aliavaruus. Télloin dimi < dimV ja
dimif = dim V vain jos U = V.

KA4. Jos U ja V ovat aliavaruuksia, niin

dim(U + V) = dimU + dim V — dimU N V. (9.24)

Sarakeavaruuksien tapauksessa KA3 merkitsee seuraavaa:
¢(U)Cc€(V) = r(U) <r(V). (9.25)
Koska ABx := Az € ¥ (A), on aina voimassa
¢(AB) C ¢(A), (9.26)
joten (9.25):n perusteella saamme epédyhtilon
r(AB) <r(A). (9.27)

Toisaalta koska €(B’A’) C €(B’), on myos r(B’A’) < r(B’) eli r[(AB)'] =
r(AB) <r(B’) = r(B). Téten

matriisitulon aste pienenee tai pysyy ennallaan, kun tuloon lisé-
taan tekijoita:

r(AB) <r(A), r(AB)<r(B). (9.28)

Seuraavat tulokset osoittautuvat varsin hyodyllisiksi:
Al. B:n vaakarivit vapaat = ¥ (AB) = ¥(A) & r(AB) =r(A),
A2. C:n sarakkeet vapaat = r(CA) =r(A),
A3. C:n sarakkeet vapaat = A (CA) = A (A),
A4. NV (A) C NV (BA),

A5 €(A) C¢(B) <= JF: A=BF,
A6. €(A) C¢(B) < PpA =A,
¢ )— {0}



9.3. Matriisin aste 308

A8. €(A) =€ (B) < €(A) C ¢(B) & r(A) = r(B),
A9. €(F) = ¢(G) = €(AF) = €(AG),

Al10. €(F) C ¢(G) = € (AF) C ¢(AG),

All r(A+B)<r(A:B)<r(A)+r(B),

AI2. t(A+B) <t (g) <1(A) +1(B),

A3 1(A+B) = 1(A) +1(B) & dimG(A)NE(B) = 0 = dim € (A’) N € (B).

Tuloksen Al todistamiseksi olettakaamme, ettd B:n vaakarivit ovat vapaat.
Tillsin (BB')~! on olemassa ja

r(A) > r(AB) > r[ABB'(BB’) '] =1 (A). (9.29)

Koska (9.29):ssa saamme epéayhtéloketjun alkuun ja loppuun r(A):n, muuttu-
vat kaikki epayhtalot tietenkin yhtéloiksi, joten r(A) = r(AB). Ehdot € (AB)
C ¢(A) jar(A) =r(AB) yhdessd merkitsevit, ettd €(AB) = €(A).

Epéayhtéaloketjun (9.29) mukainen todistustapa on monissa asteeseen liit-
tyvissa tarkasteluissa varsin kéitevi. Epadmatemaattisesti sanoen

saamme r(AB):n "puristetuksi r(A):m ja r(A):mn valille”.

Todistamme vield All:n, mutta muut kohdat jatetdan harjoitustehtavaksi.
Esimerkisséa 6.3 havaitsimme, ettd n X m-matriiseille A ja B on voimassa

A+B=(A:B) Gm> (A:B)=(1,:1,) (‘3 g). (9.30)

Koska tulon astesédénnon (9.28) perusteella tulon aste on enintdén tulon minka
hyvansa tekijan aste, saamme

r(A +B) < (A : B), (9.31a)

0
B) = 1(A) +1(B), (9.31b)

eli todellakin A11 on voimassa:

r(A+B) <r(A:B)=r(A)+r(B). (A1)

Lausekkeen (9.31b) viimeinen yhtasuuruusmerkki ts. yhtalo

A O
r (0 B) =r1(A)+r(B), (9.32)
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saa oikeutuksensa sdannosté

r(A:B)=1(A)+1(B) —-dim%(A)N ¥ (B), (9.33)

A 0 A 0
¢ <0> ne (B) ={0}, r <0> =r(A), r (B) =r(B). (9.34)

Toisaalta on helppo havaita, etta

silla

Z(A+B)C €(A:B)=¢(A) +¢(B), (9.35)

mistd myos voitaisiin paételld (9.31a):n olevan voimassa; tulos (9.35) perustuu
seuraavaan paattelyyn:

vyEF(A+B) = Ix:y=(A+B)x=Ax+Bxc %(A)+%(B). (9.36)

9.4 Keskistdjamatriisin aste

Tarkastellaan n x n-ortogonaaliprojektorien J ja C = I — J (= keskistéja-
matriisi) asteita ja niiden sarakeavaruuksien kantoja. Koska €'(J) = € (1), on
selvad, ettd J:n aste on 1. Keskistajamatriisi C on

1-1/n —1/n ... —=1/n
CT_g_ —1/n 1—:1/n —1/n (0.37)
—1/n —1/n 1—.1/n
Keskistajamatriisin aste onkin jo mutkikkaampi méaarittdaa. Koska
Ci=(I-J)1=0, (9.38)

ovat C:n sarakkeet lineaarisesti riippuvia ja tdten C:n aste on enintddn n — 1.
Osoittautuukin, ettd C:n aste on juuri n — 1.
Kun n =2 ja n = 3 saamme keskistdjamatriiseiksi

2/3 —1/3 —1/3
C, = < 11/22 _11/22> ,C3=|-1/3 2/3 -1/3]. (9.39)
-1/ / -1/3 —-1/3 2/3

On suoraviivaista paatelld, ettd r(Cy) = 1 ja r(Cs) = 2. Aliavaruuden ¢’ (Cs)
kannaksi voimme valita esim. ensimmaéisen sarakkeen Cs:sta ja vastaavasti
¢ (C3)m kannaksi kaksi ensimmaéisté saraketta Cs:sta.
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Luvussa 2.3 (s. 86) osoitimme, etta

N (A') = N/ (AA)), (9.40)
mista tietysti seuraa, etta
N () =/ (AV) = (310) = 4 (3). (9.41)
Koska
uec #(1) &= 1Tu=0 < uec?(1) (9.42)
on voimassa yhtalo
N A )= (T)=F1)" . (9.43)
Todistamme nyt seuraavassa tuloksen
cA-J) =), (9.44a)
ts.
CA-Py)=H41)=%(1)", (9.44b)
joten myos
F(C)t=7¢(1). (9.44c¢)

Oletetaan ensin, ettd u € A (1) = A(J). Télloin siis 1'u = 0, mistd vi-
littomésti seuraa, ettd Ju = 0, joten (I — J)u = u, eli u € €(I — J). Niin
on osoitettu ettd A (1) C €(I — J). Viela on néytettavi, ettd € (I — J) C
N (J) = A (1).

Oletetaan, ettd u € ¢’ (I—J). Talloin on olemassa sellainen vektori a, etta
u=(I-J)a. (9.45)

Kerrotaan (9.45) vasemmalta J:114, jolloin J:n idempotenttisuuden perusteella
Ju=(J-J%a=0, (9.46)

eli u € A(J), joten todellakin €(I — J) C A (J) = A(1’). Néin olemme
(juurta jaksain) osoittaneet, ettd (9.44) on voimassa.
On osoitettavissa, ettd (9.44):n yleistyksend pétee

C(I—Pp)=H(A)=F(A)". (9.47)

Keskistajamatriisin C sarakeavaruus % (C) muodostuu siis kaikista sellai-
sista vektoreista, joiden elementtien summa on nolla:

F(C)={ueckR":1u=0}=4(1)=%01)", (9.48)
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eli sellaisista vektoreista, jotka ovat kohtisuorassa vektorin 1 kanssa. Kuin-
ka monta téllaisen ehdon toteuttavaa lineaarisesti riippumatonta vektoria on
olemassa? Vastaus on dim % (C) = r(C), jonka voi paatelld olevan n — 1:

r(C)=n—1. (9.49)

Esimerkiksi seuraavan nx (n—1)-matriisin L sarakkeet muodostavat ¢’ (C):n
kannan (ks. esimerkki 4.5, s. 141):

0
— 1 0
o -1 ... 0
Lnx(nfl) = . . .k (950)
0o 0 ... 1
0o 0 ... -1

Tarkastellaan vield tilannetta erityisesti R?:ssa ja R3:ssa. Merkitdin

T = (t1 :tQ) = % (1 _1) s (951&)
1/a 1/b  1/c
U=(u:uy:u3)=|1/a —-1/b 1/c |, (9.51b)

1/a 0 —2/c

missi a = /3, b = /2, ¢ = /6. Tilléin T:n sarakkeet ovat ortonormaaleja ja
samoin U:n. Lisdksi

e kun n = 2:

(1) t; muodostaa aliavaruuden €' (J) = ¢’(1) ortonormaalin kannan,

(2) t2 muodostaa aliavaruuden ¢ (C) = ¢(I—J) = (1) ortonormaa-
lin kannan,

(3) Cg(tl : tg) = RQ,
e kun n = 3:

(1) u; muodostaa aliavaruuden %' (J) = (1) ortonormaalin kannan,
(2) {uz,u3} muodostaa aliavaruuden % (C) = € (I —J) = €(1)* orto-

normaalin kannan,
(3) ‘g(ul a9 U3) = R5
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Kuvio 9.4. Vektori e muodostaaa % (1):n kannan, vektorit g ja f muodostavat
% (C)m eli €(1)*:n kannan.

9.5 Ortogonaalikomplementti

Nolla-avaruuden .4 (A’) ja ortogonaalikomplementin €’ (A)* vililld on téirkes
yhteys, ks. (2.64) (s. 90):

C(A): = ¥ (A). (9.52)

Muistisdéntond "nastan” vaikutuksesta %’ (A):han voi pitdé seuraavaa:
¢ muuttuu 4 :ksi ja A muuttuu A’:ksi. (9.53)
Erityisesti voimme sopia seuraavasta merkinnasta:
A1 = matriisi, jonka sarakevaruus on ¢ (A)T = .4 (A’). (9.54)

Koska A™ ei vilttamittd ole yksikésitteinen, voisi olla perusteltua kiyttis

joukkomerkintaa
{A1Y, (9.55)

eli jos Z € {A+}, niin silloin Z on matriisi, jolla on ominaisuus ¢ (Z) = .4 (A’)
ts.

Znxq € {Anup} (9.56a)
<~
A'Z =0ja 1(Z) = dimF(AL) = n —r(A). (9.56b)
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Huom: yht#lod dim ¢’ (A+) = n —r(A) on tarkasteltu sivulla 316.
Olemme jo aikaisemminkin havainneet, ettad esimerkiksi

F1)t=¢1-J)=%(C)=.4(1), (9.57)
joten T —J € {1+}. Samoin jo luvussa 2.3 (s. 90) osoitimme, etti
N (A) = N (A'A). (9.58)

Ottamalla (9.58):sta "nastat” puolittain ja "pudottamalla nastat alas” saam-
me térkeén (jo aikaisemmin monesti kdytetyn) tuloksen

F(A') = C(A'A), (9.59)

ja tietenkin
C(A) =C(AA). (9.59Db)

Matriisin asteelle em. tulokset merkitsevit seuraavaa:
r(A) = r(AA') = r(A’A). (9.60)
Seuraavat tulokset ovat ilmeisié seurauksia (9.59):sté:

Cl. ¥(AB) = ¥(ABB’) = ¥(ABB’A’),
C2. r(AB) =r(ABB’) =r(ABB’A’),
C3. €(AVA') = € (AV) kun V on ei-negatiivisesti definiitti,
C4. r(AVA’) = r(AV) = r(VA’) kun V on ei-negatiivisesti definiitti,
C5. €(AVA') = €(A) kun V on positiivisesti definiitti,
C6. r(AVA') = r(A) kun V on positiivisesti definiitti.
Esimerkiksi C2 on véliton seuraus seuraavasta:

r(AB) > r(ABB') > r(ABB’A’) = r[AB(AB)’]| = r(AB), (9.61)
ja C4 on voimassa koska (kdyttdméttd tulosta C2)

r(AV) > r(AVA') = r(ALL'A’) = r(AL)

r(ALL') = r(AV), (9.62)

AV

missid V = LL/ (tdllidinen L on olemassa koska V on ei-negatiivisesti definiitti).
Muiden kohtien todistukset jatetddn harjoitustehtaviksi.
Todistamme nyt seuraavan tuloksen:
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C7. €(A) C€(B) < €B)tCc¥ (At [+ ¥ (B)cCH(A)).
Tulos C7 perustuu seuraavaan péadttelyyn:

F(A) CE(B) — I-Pp)A=0 « A/(I-Pp)=0
— ¢(I1-Pp)C N (A) = &/ (B)c A (A). (9.63)

Vield pari tulosta:
C8. €(U+V)=%(U:V), kun U ja V ei-negatiivisesti definiitteja.
C9. €(A :B): =[¢(A) +€(B)*t =F(A) NnE(B)*.

Osoitamme ensin C8:n. Jos U ja V ovat ei-negatiivisesti definiitteja, niin silloin
on olemassa sellaiset A ja B etti U= AA’ ja V = BB’ ja téten

/
U+V=AA'"+BB = (A:B) (‘S,) =TT, (9.64)

joten (U + V) = € (A : B) = ¢(T). Viite seuraa suoraan paéttelysta

¢(U+V)=%(A:B)
=%(A)+%¢(B)=%¢(AA") +¢(BB') =%¢(U)+ % (V). (9.65)
Tuloksen C9 todistus:

evmmt o (8) o (82)- (0

— yeN(A) &ye N (B
— ye N (A)YnyB). (9.66)

9.6 Suora summa
Olemme jo aikaisemminkin tarkastelleet aliavaruuksien summaa:
U+ YV ={u+Vv:iueld, veV}. (9.67)
Erityisesti olemme huomanneet, etté sarakevaruuksien tapauksessa
¢(A:B)=%(A)+ % (B). (9.68)

Koska nyt r(A : B) = dim[¢(A) + € (B)], saamme térkedn tuloksen

r(A:B)=r1(A)+1(B)-dim%(A)NE(B). (9.69)
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Taten siis
r(A:B)=r(A)+1(B) < ¢(A)N%(B)={0}. (9.70)

Koska r(Z) = r(Z'), saamme (9.69):sta valittomasti

r (g) =1(A":B)=1(A") +r(B') —dim ¢ (A") N €(B')

= 1(A) +1(B) — dim €(A") N €(B). (9.71)

Tulosten A1l ja A12 sekd (9.69) perusteella on siis voimassa:

r(A+B)<r(A:B)
r(A+B)<rA':B)

r(A) + 1(B) — dim@(A) N %(B), (9.72a)
r(A) +1(B) — dim@(A) NF(B)).  (9.72b)

Jos €(A) N € (B) = {0}, niin sanomme, ettd € (A) ja ¢ (B) ovat erilli-
sid: niiden ainoa yhteinen vektori on nollavektori. [Aliavaruuksien leikkaus ei
voi olla tyhjd joukko, koska aliavaruuksiin aina kuuluu nollavektori.] Télléin
sanomme, ettd € (A) + € (B) on ¢ (A)m ja ¢ (B):n suora summa ja merkit-
semme

(A :B) =% (A) +%(B) = €(A) ¢(B). (9.73)

Erityisesti jos ¥(A) ja € (B) ovat ortogonaalisia keskenddn (euklidisen sisd-
tulon suhteen) eli A’B = 0, voimme merkitd

¢(A:B)=%¢(A)B%B). (9.74)
Jos (9.73) on voimassa, sanomme ettd
%' (B) on € (A)m komplementti € (A : B):ssé,
ja mikéli (9.74) toteutuu,
on ¢ (B) aliavaruuden € (A) ortogonaalikomplementti € (A : B):ssa.

Olkoon ¢ (A) C %(T). Talldin on olemassa sellainen matriisi B, etta sa-
rakeavaruudella ¢’ (U) on suorasummahajotelma

%(T) = ¢(A) @ €(B), (9.75)

ja siten % (B) on € (A):m komplementti €' (T):ssid. On syytd korostaa, ettd
ehto (9.75) ei maaraa ¢(B):ta yksikésitteisesti [kun siis €(A) ja €(T) on
annettu], paitsi silloin kun ¢ (A) = {0} tai ¥(A) = € (T); muuten sarakea-
varuudella ¢’ (A) on darettémén monta eri komplementtia.

Koko vektoriavaruuden R™ suorasummahajotelmalla

R" = €(A) & €(B) (9.76)
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on oma erityinen mielenkiintonsa. Aikaisempien tarkastelujen perusteella on
aivan ilmeistd, ettd aikaisemmin miritelty €' (A)"L tarkoittaa ¢’ (A)m orto-
gonaalikomplementtia nimenomaan R"™:ssé:

R" =¢(A)BE(A)L =¢(A) BN (A), (9.77a)
eli (9.47):n perusteella
R'=FA)BE(I—-Pa)=%(Pa)BE(I—Pa). (9.77Db)
Hajotelman (9.77) perusteella saamme seuraavat lausekkeet A:n asteelle:
n=r(A)+r(A) =1(A) + dim .4 (A") (9.78)
eli
1(Apxm) =n —1(AY) =n — dim A4 (A)
= A:n vaakarivien lkm — dim 4" (A'), (9.79)
ja
r(A+) = A:n vaakarivien lkm — r(A). (9.80)
Toisaalta koska
R"™ =% (A" B A (A), (9.81)

on voimassa myos
r(Apxm) =m —dim A (A)
= A:n sarakkeiden lkm — dim 4" (A). (9.82)

Vektoriavaruuksien terminologiaa kéyttden vektoriavaruus 7 on aliava-
ruuksien I ja ) suora summa, jos 7 on U:n ja V:n summa jald NV = {0}:

T=UBY <= T=U+VjaUNV={0}. (9.83)
Matriisien sarakevaruuksina voimme esittad (9.83):n vield seuraavasti:
¢(T)=¢A)@¥¢(B) < ¢(T)=%¢(A:B)ja €(A)N%(B)={0}.
(9.84)
Suora summa voidaan luonnehtia my6s yhtéapitavésti siten, etté
¢ (T)=%(A)®%(B) <= jokainen % (T):n vektori t voidaan esittaa

yksikdsitteisesti muodossa t = a + b,

(9.85)
missd a € €(A) jab € €(B), ts.

t = Aa + Bb, (9.86)

missé Aa ja Bb ovat yksikésitteisié; kertoimet a ja b eivat valttamatta yksi-
kasitteisié.

On erityisesti huomattava, ettd vektoriavaruudellinen komplementti ei ole
sama kuin joukko-opillinen komplementtikésite. Tasta voi pyrkid vakuuttau-
tumaan piirtamalla erilaisia komplementteja kuvioihin 2.6 ja 2.5.
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Kuvio 9.5. Kuviossa R? = %'(a : b) ® €(c), R* = ¥(a : byl %(a : b)*.
(Sama kuin kuvio 2.5, s. 79)

T2
“ayt=¢((-1,2)), 3T ¢(b) =%((2,3))
2 =4
| €(a) = €((2,1))
} } } } } x1
—2 — 1 2 3
14

Kuvio 9.6. Kuvion tilanteessa R? = €' (a)®%'(b), R? = ¥'(a)B% (a)*. (Sama
kuin kuvio 2.6, s. 79
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9.7 Ortogonaaliprojektori: sisitulomatriisina I

Aikaisemmin on jo moneen otteeseen tarkasteltu ortogonaaliprojektoria, joka
toteuttaa kaksi ehtoa

P on symmetrinen, (9.87a)
Pon idempotentti eli P2 = P. (9.87b)

Tarkastelemme nyt hieman abstraktimmin projektorimatriisin késitetta ts. si-
ta miten siithen padadytaén.

Olkoot Ajxm ja Bpxg sellaisia matriiseja, ettd vektoriavaruudella R™ on
suorasummahajotelma

R" = ¢(A) ® €(B). (9.88)

Talloin siis jokainen y € R™ voidaan esittaé yksikasitteisesti muodossa
y = Aa+ Bb. (9.89)

missé siis kertoimet a ja b eivat valttaméatta ole yksikasitteisid — nimenomaan
Aa ja Bb ovat yksikésitteisid. Jos P, x, on sellainen matriisi, ettéa

Py = Aa, (9.90)

niin P on projektori A:n sarakeavaruudelle € (A) suuntaan € (B); tédssé on
"abstrakti” projektorin méaaritelmé. Vektori Py = Aa on télléin y:n projektio
%' (A):lle suuntaan ¢’ (B). On syytd huomata, ettd em. méadrittelyssi ei termié
“ortogonaalisuus” kéytetty lainkaan.

Kertomalla (9.90):n vasemmalta matriisilla P saamme yhtélon

P(Py) = P(Aa +0) = Aa = Py. (9.91)

Koska (9.91) on voimassa kaikilla y € R", on P vélttdméatta idempotentti ja
(9.92a) on voimassa. Samoin on helppo vahvistaa, ettd P:114 on ominaisuudet
(9.92b) ja (9.92¢):

P’=P, I-P?=I1-P, (9.92a)
¢ (P) = ¢(A), (9.92b)
N (P)=%(1-P). (9.92c)

Voimme luonnehtia projektorin myos seuraavasti: Olkoon R"™ = € (A) @
¢ (B). Télloin P on projektori sarakeavaruudelle € (A) suuntaan €(B) jos ja
vain jos

P(Aa:Bb)=(Aa:0)Va,b (9.93a)

eli
P(A:B)=(A:0). (9.93b)
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I-P)y y

Kuvio 9.7. Vektorin y projektio € (A):lle suuntaan % (b). (Kuviossa a pitaa
korvata A:lla.)

Kuvio 9.8. Vektorin y ortogonaaliprojektio € (A):lle; § = Py.
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Olkoon P idempotentti matriisi. Osoitetaan seuraavaksi, etté talloin R™:114
on hajotelma

R"=¢P)o€(I1-P). (9.94)
Jotta (9.94) olisi voimassa, tdytyy seuraavien kahden ehdon toteutua:

R"=¢P)+%¢(1-P) (9.95a)
ja

¢P)NE(I-P)={0}. (9.95b)

Ehto (9.95a) on aivan ilmeinen, silla jokainen y € R™ voidaan esittdd muodossa
y=Py+(I-P)y. (9.96)

Ehdon (9.95b) osoittamiseksi valitaan z € € (P)N% (I—P), jolloin on olemassa
sellaiset a ja b, etta
Pa=(I-P)b=z (9.97)

Kertomalla (9.97) vasemmalta P:1l4 saadaan
PPa =P(I-P)b, (9.98)

mistd P:n idempotenttisuudesta seuraa, ettd Pa = 0, eli (9.97):n perusteella
z = 0. Taten olemme néyttaneet, etta (9.95b) todella on voimassa ja nain
(9.94) on todistettu.

Huomattakoon, ettd (9.96) merkitsee sité, ettd idempotentti P on projek-
tori € (P):1le suuntaan € (I—P). Aikaisemmin jo havaittiin, ettd jos P on pro-
jektori, niin se on idempotentti. Taten voimme péétella, ettd P on projektori
tasmdalleen silloin kun se on idempotentti.

Joskus idempotentista matriisista kdytetdan myos nimitystd vino projek-
tori, jolloin korostetaan sité, ettd suunta, jossa projisoidaan, ei olekaan valtta-
méttd kohtisuorassa € (A):n kanssa. Kuten aiemmin olemme todenneet, saa-
tamme toisinaan kayttdd termin “ortogonaaliprojektori” sijasta lyhyempéa
termié "projektori” — talldin kuitenkin lukijan oletetaan olevan tdsmallises-
ti selvilla onko kyseessé todellinen ortogonaaliprojektori vai pelkastdéan idem-
potentti matriisi.

Jos suunta, jossa projisoidaan, on ¢'(B) = € (A)~+, meilld on hajotelma

R" = €(A)BE(A)L. (9.99)
Talloin jokainen y € R™ voidaan esittéda yksikésitteisesti muodossa
Y=9+3, $€C(A), yeb(A)" (9.100)

Jos P on sellainen matriisi, ettd kertolasku Py antaa kaikilla vektoreilla y €
R™ tuloksen
Py=y, (9.101)
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niin P on ortogonaaliprojektori A:n sarakeavaruudelle € (A), ja sitd merki-
tdan symbolilla Pa. Néissd mééaritelmissé on oleellista, ettd projisointisuunta
on € (A)* eli aliavaruus, joka on kohtisuorassa %’(A):n kanssa tavanomai-
sen euklidisen sisdtulon (t,u) = t'u suhteen Jos sisdtuloa vaihdetaan, tilanne
muuttuu.

Seuraavassa on lueteltu joitakin yhtépitavia ehtoja ortogonaaliprojektorin
madrittdmiseksi annetun matriisin A, «., sarakeavaruudelle; ks. esim. Punta-
nen, Styan & Isotalo (2011, Th. 2).

(a) P(Ab+ Atc) = Ab  kaikilla b, c.

(b) P(A:A%)=(A:0).

(c) €(P) C F(A), minfy - Ab|? = |ly — Py|> kaikilla y € R™.
(d) €(P)=%(A), P'P=P.
(f

(g

)

(e) €(P)=€(A), P2=P, P/ =P.
) €(P) = €(A), R*=9¢P)BE,—P).
) P

A(A’A)~A’ = AAT.

Matriisi I, — Pa on tietenkin ortogonaaliprojektori ¢’ (A+):lle:
I, —Pa=P,.. (9.102)

Johdetaan sitten P:lle eksplisiittinen esitys (jonka jo tunnemme). Olkoon
vektorilla y € R™ hajotelma

y=Ab+ Alc. (9.103)

Yhtéalon (9.103) kertominen vasemmalta matriisilla A’ johtaa normaaliyhtai-
loon
A’Ab = Ay, (9.104)
ts.
A'(y — Ab) =0. (9.105)
Yhtalosta (9.105) ndemme, ettd jos b, on (9.104):n ratkaisu, niin y — Ab, on
ortogonaalinen % (A):n kanssa. Koska
y = Ab, + (y — Ab,), missi Ab, € €(A), y — Ab, € €(A)t, (9.106)

niin vektori Ab, on y:n projektio ¥’(A):lle. Kannattaa huomata, ettd (9.104)
on tietenkin ratkeava, silld A'y € €(A’A) = € (A’). Kaikkien niiden vekto-
reiden b, joukko, jotka toteuttavat (9.104):m, voidaan ilmaista muodossa

b, = (A’A) Ay + [L, — (A’A)”A’Alt, (9.107)
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missé t varioi vapaasti; ks. (10.50) (s. 342). Kun (9.107) kerrotaan vasemmalta
matriisilla A ja kaytetddn tulosta

AA'A)"A'A =A, (9.108)
saadaan
Ab, = A(A’A)’A’y, (9.109)

ja ndin on saatu ortogonaaliprojektorille P tunnettu esitys. Tulos (9.108) péaa-
tellddn seuraavasti. Ensinnékin on ilman muuta voimassa

A'A(A’A)"A'A =A'A. (9.110)

Koska r(A’A) = r(A), yhtélosta (9.110) voidaan astesupistussiddannon (RCR)
(s. 330) nojalla supistaa alleviivatut matriisit, mista seuraa (9.108).
Osoitamme viel4, etta (d) implikoi (c):n. Nyt

ly — Ab|®> = |y — Py + (Py — Ab)||?
= |ly = Py[* + [Py — Ab|* + 24, (9.111)
missa
§ =y'(I, — P)(Py — Ab). (9.112)

Jos 0 = 0, niin tietenkin (c) on voimassa:
ly — Ab|? > |y — Py|*> kaikilla b € R™, y € R", (9.113)

missé yhtdsuuruus péitee vain jos Py = Ab. Ehdosta ¢ (P) = ¢ (A) seuraa
ettd on olemassa t ja u siten ettd Py — Ab = Py — Pt = Pu, miké puolestaan
yhdessé oletuksen P’P = P kanssa implikoi, ettd 6 = 0; ndin on néhty, ettd
(d):sta seuraa (c). Pantakoon merkille, ettd

PP=P < P =P and P = P (9.114)

joten (d) and (e) ovat yhtapitéavia.

On selvaa (onkohan?), ettd vektorin y ortogonaaliprojektio § samoin kuin
ortogonaaliprojektori Pa ovat aina yksikéasitteisid. Tamé merkitsee sita, etté
lauseke A(A’A)~ A’ on riippumaton (A’A)™:n valinnasta. Ortogonaaliprojek-
tori riippuu vain sarakeavaruudesta, johon projisoidaan:

Ps = Pp < ¢(A) = ¢(B). (9.115)
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9.8 Ortogonaaliprojektori: sisdtulomatriisina V

Olkoon sisdtulo R™:ssé médritelty lausekkeena (t,u)y, = t'Vu, missd V on
positiivisesti definiitti n X n-matriisi, ja olkoon A{-, n X g-matriisi, jonka sara-
keavaruus on €' (A)y; = € (A):n ortogonaalikomplementti, kun sisitulomatriisi
on V. Ndemme heti, etté

€(A)y ={y e R": Z/A'Vy = 0 kaikilla z € R™ }
={yeR":A'Vy=0}
= N (A'V)=F(VA)L =4¢(VIAL), (9.116)

missé viimeinen yhtald perustuu siihen, etta

AV.-VI3IAt =0 = gV A c r(A'V), (9.117)

ja
r(VIAY) =r(At) =n—r(A), (9.118a)
dimE(VA)t =n—r(VA) =n —r(A). (9.118b)

Matriisin A3y ominaisuuksia ovat ovat kisitelleet mm. Markiewicz & Puntanen
(2015).

Seuraavassa on lueteltu joitakin yhtédpitédvid ehtoja ortogonaaliprojektorin
P, maarittdmiseksi annetun matriisin A, ., sarakeavaruudelle sisédtulomat-
riisin ollessa positiivisesti definiitti V, ks. esim. Puntanen, Styan & Isotalo
(2011, Prop. 2.6).

(a) P
(b) P.(A:A{) =P, (A: V1AL = (A:0).
(c) €

«(Ab+ Ayc) = Ab forallbe R™, c € R

(P,) C ¢(A

~—

, m&nHy — Ab|}, = |y — P.y|]3, forally € R™

(e) €(P,) =%(A), P:2=P,, (VP,)=VP,.
(f) P.=A(A'VA)~A'V, joka on riippumaton (A"VA)™:n valinnasta.

Matriisi P, = Pa.v on ortogonaaliprojektori sarakeavaruuteen ¢ (A) kun
sisdtulo on mééaritelty (t,u)y, = t'Vu.
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9.9 Taysiastehajotelma

Olkoon n x m-matriisin A aste r(A) = r. Téll6in A:lla on ns. taysiastehajo-
telma

Apxm = Uner;Xm; (TAH>
missé
U on n X r-matriisi, r(U)=r=r(A), (9.119a)
V' on r x m-matriisi, (V) =r. (9.119b)

Toisin sanoen: A esitetddn tulona UV’ missa sekd U:n ettd V:m sarakeasteet
(V':n riviaste) ovat tdysid. Tulos (TAH) todistetaan seuraavasti. Olkoon U
n X r-matriisi, jonka sarakkeet muodostavat ¢’ (A):n kannan. T&ll6in jokai-
nen ¢ (A)m vektori voidaan ilmaista U:n sarakkeiden lineaarikombinaationa.
Erityisesti jokainen A:n sarake a; voidaan esittdd muodossa

a; = UanViy (9120)

missa v; on jokin R":n vektori. Taten on olemassa sellainen r x m-matriisi V’,
etta
(a1:ag:...:a,)=Uvi:ve:...:vy)=UV. (9.121)
Koska
r=r(A)=1(UV) <r(V)<r, (9.122)

on r =1(V), joten (TAH) on todistettu.
Taysiastehajotelmalla on monia mielenkiintoisia sovelluksia. Esimerkiksi
idempotentilla matriisilla on seuraava ominaisuus.

Olkoon A:lla tiysiastehajotelma A = UV’ missi r(A) =r > 0. Tdlloin

A=A — V'U=1I,. (9.123)

Tuloksen (9.123) todistamiseksi oletamme ensin, ettd A on idempotentti. Tal-
16in

UV’ =UV'UV. (9.124)
Kertomalla (9.124) vasemmalta matriisilla (U'U)~'U’ [U'U:n kiiéinteismat-
riisi on todella olemassa koska U:n sarakkeet ovat vapaat] saadaan yht&lo

V' =VvV'uVv'. (9.125)
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Kun (9.125) kerrotaan oikealta matriisilla V(V'V) ™1 saadaan viite I, = V'U.
Jos toisaalta V'U = I, niin

A?=TUV'UV' =UIV' =UV' = A, (9.126)

joten (9.123) on saatu todistetuksi.
Taysiastehajotelman avulla voidaan todistaa myos helposti seuraava tulos:

A?=A — 1(A) =tr(A). (9.127a)

Nimittdin (9.123):n nojalla A:n idempotenttisuudesta seuraa sellaisten U:mn ja
V:n olemassaolo, etté

tr(A) = tr(UV’) = tr(V'U) = tr(I,) = r. (9.127b)

9.10 Sarakeavaruuden ja asteen ominaisuuksia
Edella olemme havainneet, ettd matriisitulon asteelle on voimassa
r(AB) <r(A) ja r(AB) <r(B). (9.128)

Kuinka paljon pienempi tulon AB aste sitten on kuin A:n aste? Taté ja muita
tamantapaisia kysymyksia tarkastelemme téssé luvussa.
Aloitamme seuraavan tuloksen todistuksella:

r(Anxa : Buxp) = 1(A) +1[(I, — Pa)B]
=r(A)+r (I, — A(A’A)"A'|B)
=1(A) +1r[(I, — AAT)B]
=r(A)+r[(I, — AA7)B]. (9.129)

Olkoon A~ € R**" jokin A:n yleistetty kddnteismatriisi. Merkitaan

I, —A B
L_<O L ) (9.130)

jolloin

0o I
=(A:—AA"B+B)=[A:(I,—- AA)B]. (9.131)

(A:B)L=(A:B) (Ia _AB>
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Matriiisi L on epéasingulaarinen ja taten
r(A:B)=r[(A:B)L]=r[A: (I, — AA7)B|
r(A) +r[(I, — AA™)B]
—dim ¢ (A)N€[(I, — AAT)B]. (9.132)

Vield on osoitettava, etta sarakeavaruudet ¢’ (A) ja €[(I, — AA™)B]| ovat
erillisiad. Jos u € ¥(A) N €[(I, — AA7)B], niin u voidaan esittdd muodossa

u=Aa= (I, — AA")Bb joillakin a € R b € R®. (9.133)
Kertomalla (9.133):n matriisilla AA~ saadaan
AATu=AA"Aa=u
=AA(I,-AA")Bb =0, (9.134)

ja siksi €(A) and €[(I, — AA7)B] ovat erillisid. Nain olemme todistaneet
kaavan (9.129):n viimeisen yhtalén. Muut (9.129):n esitykset osoitetaan aivan
samalla tavalla.

Esimerkki 9.6. Olkoon p+ ¢ elementin satunnaisvektorin z = (§) kovarians-

simatriiisi
cov () =2 = Do Zixy . (9.135)
y Syx  Yyy

Ongelma: Osoitettava, etté

€ (Exy) C C(Exx)- (9.136)

Ratkaisu: Koska 3 on ei-negatiivisesti definiitti, on olemassa sellainen mat-
riisi Uy xn, ettda U'U = 3. Ositetaan U siten etta

S - UU = <‘]°3*/> (A:B) = <‘]°3*:§ gfg) _ @;z ;;ﬁ C (9137)
Tuloksen (9.136) péaéttelemme valittomaésti yhtaloistd Bxy = A'B ja Tgx =
A’A. Aivan vastaavasti on tietenkin voimassa

C(Xyx) C € (XByy). (9.138)
O

Esimerkki 9.7. Olkoon satunnaisvektori z ja sen kovarianssimatriisi 3 osi-
tettu kuten esimerkissé 9.6. On helppo vakuuttautua, ettd X voidaan muuntaa
lohkolédvistdjamuotoon seuraavasti:

I, 0 I, -T5H5y) (S O
(e O)n(5 265) (5 0 ). o
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Tehdaén nyt z:lle muunnos t = Baz:

_fu) _ I, 0 b'e
() (o D) o

u=x, v=y-I,3Iix (9.141)

jolloin

Koska
cov (3) = cov(Bz) = BYB' = (ng 0 ) ; (9.142)

Diyyx
ovat u ja v korreloimattomia, ja niiden kovarianssimatriisit ovat

cov(u) = Xxx, (9.143)
cov(V) = Byyx = Byy — Ty T By (9.144)

Itse asiassa edelld olevissa lausekkeissa voidaan X, korvata milld hyvinsi
Yxx:1 yleistetylld kdénteismatriisilla. O

Esimerkki 9.8. Olkoon satunnaisvektorin y kovarianssimatriisi ¥ ja odo-
tusarvo p. Todistamme seuraavan tuloksen:

y — p € €(X) todennidkoisyydelld 1. (9.145)

Olkoon Qs ortogonaaliprojektori ¢'(2)*:lle eli Qs = I — Px. Téllsin

cov(Qzy) = QxXQx = 0. (9.146)

Koska Qxy:n kovarianssimatriisi on nollamatriisi, on satunnaisvektorin Qxy
arvo jokin vakiovektori todennédkéisyydella 1. Tamén vakiovektorin arvo téy-
tyy tietenkin olla sama kuin Qxy:n odotusarvo eli

Qzy = E(Qzy) = Q= E(y) = Q=p, (9.147)

eli Qxu(y — 1) =0, ts.
Ps(y—p)=y—p. (9.148)
Viite seuraakin vélittomasti (9.148):sta. O

Esimerkki 9.9. Todistetaan seuraava tulos:

Olkoon V,xn ei-negatiivisesti definiitti ja olkoon M =1, — Px. Tdlldin

F(X:V)=%(X: VM) = €(X) & €(VM). (9.149)
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Ensinnédkin havaitsemme, ettéa
C(X: VM) =%¢(X)+¢(VM) C¥(X)+¢(V)=%¢(X:V). (9.150)
Matriisin (X : VM) asteeksi saamme (9.129):n (s. 325) perusteella
r(X : VM) = r(X) + r(M - VM) = 1(X) + r(MV). (9.151)
Toisaalta on voimassa
1(X:V)=r(X)+r(MV), (9.152)

joten (X : V) = €(X : VM). Yhtdlon €(X : VM) = ¢(X) ® € (VM)
osoittamiseksi on vield naytettavé, etté

% (X)N% (VM) = {0}. (9.153)

Valitaan vektori u € ¢ (X) N € (VM), jolloin on olemassa sellaiset vektorit a
ja b etta
u = Xa = VMb. (9.154)

Kerrotaan (9.154) vasemmalta matriisilla M, jolloin
Mu = MXa = MVMb. (9.155)
Koska MX = (I - Px)X =0, on
Mu = 0 = MVMb. (9.156)
Nyt yhtdlo MVMb = 0 toteutuu tdsmalleen silloin kun
VMb = 0, (9.157)

mistd puolestaan seuraa (9.154):n nojalla, ettd u = 0. Néin on (9.153) todis-
tettu. O

9.11 Matriisitulon aste

Seuraava hyodyllinen tulos ansaitsee erityistd huomiota:

r(AB) =r(A) — dim % (A) N €(B)*
r(A) —dim€(A") n A (B')
r(A) —dim ¢ (A" ) NE€(I— Pg). (9.158)
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Todistaaksemme (9.158):n kdytdmme ensin tulosta
r(B+: A) =1(BY) +r(A) —dim ¢ (BH) N E(A)
=1(B1) +1(A) —dim€(A")NE(B) . (9.159)
Toisaalta (9.129):n (s. 325) nojalla on voimassa
r(BX:A') =r(BY) +r[(I-Pgi)A’]
=1(B') +1(PgA’) = 1(B) + r(APg)
=r(B') + r(AB), (9.160)
missé viimeinen yhtdlo r(APg) = r(AB) perustuu seuraavaan:
r(AB) > r(APg) > r(APgB) = r(AB). (9.161)
Yhdistamalla (9.159) ja (9.160) saadaan (9.158).
Voimme soveltaa tulosta (9.158) keskistetyn Xo:n, kun
X=(1:Xp)=1:x1:...:%xk), (9.162)
asteen maarittamiseen:
r(Xo) = r(CXp) = 1(X;,C)
= 1(X() — dim €(Xo) N €(C)*
= 1(Xo) — dim (Xo) N €(1) . (9.163)
Taten _
r(Xp) =1r(Xg) <<= 1¢%(Xo). (9.164)
Havaitsemme myo0s, ettéa
r(X) = r(Xg) — dim ¢(Xo) N €(1) = r(Xo).. (9.165)
Téaten on voimassa mm.
(X'X)™' 3 = (X[Xo)! 3 (9.166)

Tulon astesdédnto on liioittelematta erittain kayttokelpoinen. Alan kirjal-
lisuudessa (9.158) (tai jokin sen versio) esiintyy mm. seuraavissa ldhteissi:
Marsaglia & Styan (1974a, Cor. 6.2), Rao (1973, p. 28; First Edition 1965,
p. 27), Zyskind & Martin (1969, p. 1194), Rao & Bhimasankaram (2000, Th.

3.5.11), Rao & Rao (1998, p. 426).
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9.12 Astesupistussdianto (RCR)

Todistetaan sitten seuraava poikkeuksellisen hyodyllinen astesupistussdadnto,
rank cancellation rule; ks. Marsaglia & Styan (1974a, s. 271):

LAY = MAY & 1(AY) =1(A) = LA = MA. (RCR)

Todistus. Matriisitulon astesdannén (9.158) nojalla on voimassa
r(AY) =1(A) —dim ¢ (A") N A (Y'), (9.167)
joten jos r(AY) = r(A), niin
(AN (Y') = {0}. (9.168)
Oletus LAY = MAY voidaan kirjoittaa tietenkin yhtéapitavésti muodossa
Y (A'M' — A'L’) = 0. (9.169)

Yhtdlo (9.169) merkitsee, ettd jokainen matriisin A’'M’ — A'L’ sarakkeiden
lineaarikombinaatio kuuluu matriisin Y’ nolla-avaruuteen eli

C(A'M — A'L)) C ¥ (Y). (9.170)
Toisaalta on voimassa
C(A'M — A'L)=¢[A/(M' - L) c ¢(A). (9.171)
Ehdot (9.170) ja (9.171) yhdessé merkitsevét etta
C(A'M' — A'L') c /(Y)NE(A), (9.172)
mutta koska (9.168):n perusteella € (A’) € A (Y') = {0}, on vilttaméatta
“(A'M' — A'L) = {0}. (9.173)

Matriisin sarakeavaruus muodostuu pelkéstaan nollavektorista tdsmaélleen sil-
loin kuin kyseinen matriisi on nollamatriisi, joten on oltava A'M’ — A’L’ = 0,
minké transponointi antaa yhtélon LA = MA. O

9.13 Kaksi projektorihajotelmaa

Mainitsemme vain téssa kaksi poikkeuksellisen hyodyllista hajotelmaa ortogo-
naaliprojektoreille (kun sisatulomatriisina on I). Yksityiskohtia ovat selvitta-
neet mm. Puntanen, Styan & Isotalo (2011, Th. 7, Th. 8).
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Olkoot Pa ja Pp ortogonaaliprojektoreita € (A):lle ja € (B):lle. Talloin
Pa + Py on ortogonaaliprojektori < A'B =0, (9.174)
jolloin
Par +Pp = P(A:B) . (9.175)
Matriisi
P =P +Pg (9.176)

on ortogonaaliprojektori jos ja vain jos se on idempotentti ja symmetrinen.
Koska Pa ja Pp ovat symmetrisid, P on tietenkin symmetrinen. Idempotent-
tisuus on voimassa jos

P? =P + P + PAPp + PgPA =P5 + P =P, (9.177)
ts. P on idempotentti (ja taten ortogonaaliprojektori) jos ja vain jos
PAPp = —PgPa, (9.178)

Kun (9.178) kerrotaan oikealta matriisilla Pg, saadaan PAPg = —PpPaAPg,
joten PAPp on symmetrinen: (PAPg) = PaAPpg, ts. PBPa = PAPp. Titen
valttaméatta

PaPg = —PaAPg, (9.179)

miké edelleen seuraa, ettéa
PaPp =0. (9.180)

Kertomalla (9.180) vasemmalta A’:lla ja oikealta B:lli saadaan A’'B = 0,
ja niin on osoitettu, ettd (9.178):sta seuraa A’B = 0. Kéénteisimplikaatio
A’'B =0 = (9.178) on ilmeinen.

Jos Pa + Py on ortogonaaliprojektori, niin se on ortogonaaliprojektori
omalle sarakeavaruudelleen €' (Pa + Pg). Téten (9.175):n osoittamiseksi mei-
dén on naytettava etta

¢(Pa+Pp)=%¢(A:B), (9.181)
mikéa seuraa vilittomasti seuraavasta:

Pa

CK(PA + PB) =% [(PA : PB) (PB

)] = ¢(Ps : Pp) =¢(A:B). (9.182)
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Ortogonaaliprojektori sarakeavaruudelle
% (Anxa : Byx) (9.183)
voidaan esittdd muodossa
Pa.By=Pa+Pu, pyB=Pa+Pya.Brea)- (9.184)

Havaitsemme heti, ettd summa Pa + P1_p,)B on ortogonaaliprojektori
koska A’(I — Pao)B = 0. Vield on osoitettava, etta

¢(A:B)=%¢]A: (I, —Pa)B], (9.185)
miké seuraa siita ettéd
%[A : (I, — PA)B] C €(A : B), (9.186)
ja ositetun matriisin astesaannostéd (9.129) (s. 325):
t(Aa : Bus) = 1(A) +1[(T, — Pa)B] (9.187)
Mainittakoon, ettd (9.131):n mukaan (s. 325) on voimassa

I, -A™B

(A:B)Lz(A:B)(O I,

) —[A: (I, — Pa)BJ. (9.188)

Matriisi L on kééntyva ja téten (9.188) implikoi vélittomaésti (9.185):n.
Tuloksen (9.184) toinen yht&lo saadaan, kun osoitetaan, etté

Cl(1-Pa)B]=%(A:B)NE(A)*. (9.189)

Tama jatetadn harjoitustehtavaksi.
Mainittakoon vield, ettd kun merkitddn Qa = I —Pa, saamme hajotelman

I-Pa.B)=Qa—PqaB=Qa(I-Pq,B). (9.190)

Lahteita projektoreihin

Baksalary (1987), Mitra & Rao (1974),

Baksalary & Kala (1979), Mikeldinen (1970Db),

Baksalary & Trenkler (2009), Rao (1974),

Ben-Israel & Greville (2003, §2.7), Rao & Mitra (1971, §5.1),

Bryant (1984), Rao & Yanai (1979),

Chipman & Rao (1964), Seber (1980, 2015), (1984, App. B),
Galéntai (2004, 2008), Seber & Lee (2003, App. B),

GroB & Trenkler (1998Db), Sibuya (1970),

Halmos (1951, 1958), Takane & Yanai (1999),

Kala (1981, 2008), Takeuchi, Yanai & Mukherjee (1982, §1.3),
Kala & Pordzik (2006), Yanai, Takeuchi & Takane (2011),

Mitra (1993), Trenkler (1994, 2006).
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Harjoitustehtavia

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

Olkoon A% = A. Osoita ettd tillsin A = A/ < ¢(A) =F(A).
GroB, Trenkler & Troschke (1997).

Osoita:

r(A+B)=r(A)+1r(B)
—
dim%F(A) N (B) = 0 = dim € (A") N €(B).

Puntanen, Styan & Isotalo (2011, §17.2).
Olkoot A ja B n x n-matriiseja, jotka toteuttavat ehdon
A+B=1I,.
Osoita, ettd talloin seuraavat ehdot ovat yhtépitévia:
(i) 1(A) +1(B) = n,
(ii) A%2= A ja B? =B,
(iii) AB=0.
Puntanen, Styan & Isotalo (2011, §17.3).
Jos V on ei-negatiivisesti definiitti, niin
F(A'VA)=F(A') <= 1(A'V) =r(A) <= F(A)NE (V) ={0}.
Olkoon Qg =1 — Pg. Télléin
“(A)N%(B) = €[A(A'BY)] = €[A(A'Qp)*]
= C[A(I-Paqg)]-
Puntanen, Styan & Isotalo (2011, §5.11).

Olkoot Pa ja Pp ortogonaaliprojektoreita € (A):lle ja € (B):1le. Osoita
seuraavien ehtojen yhtapitavyys:

(a) Pa — Pp on ortogonaaliprojektori,
(b) PAPp = PgPa = Pp,

(c) %(B) C %(A),

(d) [|[Pax| > ||PBx| kaikilla x,

(e) PA —Pp > 0.
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Jos jokin em. ehdoista on voimassa, niin
Pa =P =Pu_pp)a = Pya)nem)L
Puntanen, Styan & Isotalo (2011, s. 152).

9.7. Tarkastellaan ositettua lineaarista mallia

My = X161+ X8 + €,
ts.
%12 = {y7 XLBI + X21825 021} — {Ya XIB7 0-2]:} 3
missd X; € R™Pi p = py + po, ja r(X) = p. Merkitadn
M =y, XiB,0°1}, i =
Talloin siis

OLSE(B) = B(2) = B = (g;) = (X'X) ' X'y =XTy,

missa B(.///lg) korostaa, etta B on laskettu mallista .#1>. Osoita:

(a) H=Px,.x,) = Px, + Pm,x,, missdé M =1-Px,,
(b) Hy = X831 + X282 = Px,y + P, x.Y,

() MiX32Bs = Py x,y = M1 Xo(X5M 1 Xs) 1 XMy,
(d) X1 (Mh2) = X1p1(M) — Px, Xofo (M),

(e) Bi(h2) = Br(Ar) — (X1X1) 71X Xofa(M13).

Puntanen, Styan & Isotalo (2011, §8.2).



Luku 10

Yleistetty kaanteismatriisi

Tunnemme kaikki litankin hyvin hyvdn tohtori P:n
heikkoudet ja hdnen rehvastelevan esiintymisensd,
mutta sitd suurempt syy on meilld hdnen ystdvillddn
tehdd voitavamme parantaaksemme hdnet noista
kuljeksivan eldmdn aiheuttamista varjopuolista enkd
epdile, ettd hdn yliopiston oppituolin saavutettuaan
stistitc asunsa ja kdytoksensd, siivoaa sanansa ja
ottaa esimerkkid saddyllisten ithmisten
kayttaiytymisestd, silli emme voi sallia, ettd ndin
suurt ja oppinut mies menee hukkaan vain joidenkin
vahdisten luonteenvirheiden takia.

Mika Waltari (1948): Mikael Karvajalka.

10.1 Johdanto

Aiemmissa luvuissa on jo kéasitelty jonkin verran yleistetyn kadnteismatrii-
sin kasitettd. Tutustumme nyt siihen tdsmallisemmin. L&hteinéd yleistettyi-
hin kéénteismatriiseihin mainittakoon mm. Rao & Mitra (1971), Ben-Israel &
Greville (2003), Piziak & Odell (2007), ja Puntanen, Styan & Isotalo (2011,
Ch. 4).
Olkoon A annettu n x m-matriisi ja y annettu n x 1-vektori. Tarkastellaan
lineaarista yhtaloryhmaé
Ab=y. (10.1)

Ongelmana on 10ytaa sellainen vektori b (mx 1), ettd yhtalo Ab =y toteutuu.
Tunnetusti lineaarisella yhtaléryhmalla on joko

(a) ei yhtéédn ratkaisua, tai
(b) yksikésitteinen ratkaisu, tai

(c) ddrettomén monta ratkaisua.

335
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Kuten muistamme, sarakevaruuden avulla voidaan ratkaisujen olemassaoloa
luonnehtia siten, etta

yhtdlolla Ab =y on ratkaisu (ts. yhtdlo on ratkeava) tésmélleen
silloin kun y kuuluu A:n sarakevaruuteen ¢ (A).

Jos ratkaisu on olemassa, niin se on yksikésitteinen vain jos A:n sarakkeet
ovat vapaat. Talloin ratkaisu on tunnetusti

by = (A’/A)"'A'y := Gyy. (10.2)
Voimme esittdd (10.2):n mukaisen ratkaisun myos muodossa (miksi?)
by = (A’'NA)'A'Ny := Gay. (10.3)

missid N on mielivaltainen ehdon r(A’NA) = m toteuttava matriisi. (Huomaa
ettd G1y = Goy mutta mahdollisesti G; # Go.) Jos A on epésingulaarinen
neliématriisi, niin ratkaisu on tietenkin by = A~ly.

Voimme nyt pyrkié etsimédan m x n-matriisia G, joka kayttaytyisi mahdol-
lisimman paljon A~!:n tapaan; esimerkiksi olisi luontevaa toivoa G:1té sellais-
ta ominaisuutta, ettd mikéli Ab =y on ratkeava, niin Gy olisi yksi ratkaisu.
Talloinhan matriisi G toimisi lineaarisen yhtéléryhmén ratkaisemisessa kuten
A~ lauseketta A~ly vastaten on Gy yhtdlon Ab = y ratkaisu.

Huomautus 10.1. Korostettakoon vield (uudestaan), ettd yhtdlolla Ab =y
ei valttamétté ole lainkaan ratkaisua, jolloin tietenkdédn G:n méarittadmisesté
ei ole apua (”olemattoman”) ratkaisun l6ytdmisessa.

Voimmekin méaéritelld matriisin A,,x., yleistetyn kddnteismatriisin G, xn,
kolmella yhtépitavalla tavalla; ks. esim. Rao & Mitra (1971, ss. 20-21):

Matriisi Goxn on matriisin A, xm yleistetty kddanteismatriisi, jos jokin
seuraavista yhtapitdvistd ehdoista toteutuu:
(a) Vektori Gy on (10.1):n ratkaisu aina kun (10.1) on ratkeava eli aina
kuny € €(A),

(b) AGA =A,

(¢) GA on idempotentti ja r(GA) =1(A) eli yhtapitivasti
AG on idempotentti ja r(AG) =1(A).

Olemme jo aiemmin kéyttdneet G:std merkintdd A~ (ja lyhempéané ni-
mityksenéd kédyttdneet g-inverssid). Kaikkien yleistettyjen kdédnteismatriisien
joukkoa merkitsemme symbolilla {A~}:

{A"}={G:AGA =A}. (10.4)
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Ben-Israel & Greville (2003) kayttavat merkintaa
A{1} ={G:AGA=A}. (10.5)

Yleistetty kddnteismatriisi ei valttamatta ole yksikésitteinen — se on ai-
na olemassa, mutta se on yksikéisitteinen vain jos A~! on olemassa. Jos A1
on olemassa, niin kertomalla (10.1) vasemmalta ja oikealta A~1:1li saadaan
yhtdls G = A~!. On paikallaan korostaa yhtilon Ab = y ratkaisun yksiké-
sitteisyyden ja A 7:n yksikésitteisyyden vélistéd eroa:

e ratkaisu on yksikasitteinen <= A:n sarakeaste taysi,
e A~ on yksikésitteinen <= A on epésingulaarinen neliématriiisi.

Yleistetyn kéénteismatriisin olemassaolon voimme péételld (esimerkiksi)
A:n téysiastehajotelman

A =UV (TAH)
avulla; yhtalossa (TAH)
T(Unxr) =7 =1(A), 1(Vixr) =1 (10.6)
T4&ll6in nimittédin
uv . vVv'v){(uu)Tlu - uv = uv/ (10.7)
eli
G:=VV'V)L(UU) U e {A7}, (10.8)
ts.
AGA=A. (mpl)

On helppo varmistaa, ettd (10.8):n mukainen G toteuttaa lisdksi seuraavat
kolme ehtoa:

(mp2) GAG =G, (mp3) (AG)' =AG, (mp4) (GA)=GA. (10.9)

Matriisia G, joka toteuttaa kaikki neljd mpi-ehtoa, sanotaan Mooren-Penrosen
kidnteismatriisiksi ja sitd merkitdin symbolilla AT, Matriisi A™ osoittautuu
yksikésitteiseksi; hajotelma (TAH) sen sijaan ei ole yksikésitteinen. Lahteind
Mooren-Penrosen kéénteismatriisiin mainittakoon Moore (1920, 1935), Pen-
rose (1955), Ben-Israel (2002) ja Ben-Israel & Greville (2003, Appendix A).

Jos G toteuttaa ehdon (mpi), merkitsemme G = A; tai G € {A; }, ja jos
se toteuttaa ehdot i ja j, merkitsemme G = A;; tai G € {A};}, jolloin G:td
voidaan sanoa {ij }-inverssiksi.

Jos A:n sarakkeet ovat vapaat, niin havaitsemme valittomaésti etta

(A/A)TA e {A ). (10.10)
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Itse asiassa (A’A)~'A’ on A:n Mooren-Penrosen kiinteismatriisi:
AT = (AA)TTA, kun r(Anxm) = m. (10.11)

Matriisi A := (A’A)"1A’ on A:n vasemmanpuoleinen kddnteismatriisi siini
mielessé, ettéd se toteuttaa yhtdlon Ay A = I,,. Vastaavasti

AT =A(AA)L, kun r(Auxm) = n, (10.12)

jolloin A’(AA’)~! on A oikeanpuoleinen kiinteismatriisi. Erityisesti jos A
on pystyvektori a, niin

1
at = (a'a)"'a’ = —a’ (vaakavektori), a € R", a # 0. (10.13)
a'a
Vastaavasti
1
(a')* =a(a’a)™! = ——a (pystyvektori), a € R", a # 0. (10.14)
a'a

Osoitamme seuraavaksi, ettd (10.1) ja (10.1) ovat yhtapitavia [muiden koh-
tien todistukset ks. esim. Puntanen, Styan & Isotalo (2011, Ch. 4)] eli

AGA = A < AG on idempotentti ja r(AG) =r(A). (10.15)

Oletetaan ensin, ettd AGA = A. Talloin tietenkin AGAG = AG eli AG on
idempotentti. Koska

r(A) =r(AGA) <r(AG) <r(A), (10.16)

niin r(AG) = r(A). Oletetaan sitten, ettd AG on idempotentti ja r(AG) =
r(A). Astesupistussddnnon (RCR) (s. 330) nojalla voimme télldin supistaa
alleviivatut termit yhtélosté

AGAG = AG. (10.17)

Téaten (10.1) implikoi (10.1):n.
On syytéd havaita, ettd A:n yleistetyn kddnteismatriisin aste on aina suu-
rempi tai yhtdsuuri kuin A:n aste eli

r(A7) > r(A). (10.18)

Taméa nahdédéan seuraavasta:

r(A7) >r(AA7) >r(AATA) =r(A). (10.19)
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10.2 Yleistetty kaanteismatriisi &
singulaariarvohajotelma
Osoitamme seuraavaksi, ettd yleistetty kédnteismatriisi voidaan maérittaa

singulaariarvohajotelman avulla. Olkoon matriisilla A, ., seuraava singulaari-
arvohajotelma:

A=U (Aol 8) V' =UAV/, (SAH)
missd Upxyp ja Viuxm ovat ortogonaalisia ja
Unxn = (U1:Up), U eR™" r=r(A), (10.20a)
Visxm = (V1: Vo), Vi eR™" A eR™™. (10.20b)
Matriisi A; = diag(d1, d2, . . ., d,) on A:n nollasta poikeavien singulaariarvojen

muodostama lavistajamatriisi:

0i =sg;(A) =/ch;(A’A) >0, i=1,2,...,m (10.21)

Osoitamme nyt seuraavan tuloksen:

o (ATh K)o, _
G_V<L N)U:>G€{A }. (10.22)

missi K, L ja N ovat mielivaltaisia matriiseja (sopivan dimensioisia).

Téaten varioimalla matriisien K, L ja N elementteja saamme generoiduksi kaik-
ki A:n yleistetyt kdanteismatriisit.
Tulos (10.22) seuraa suoraan kertolaskusta
ATl K
L N

(AL 0\ (AT K\ [A; 0),
oY o) (A R (5o

_ A 0 ’_
=U ( 0 O)V = A. (10.23)

AGA =UAV'.V < ) U -UAV/
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Itse asiassa voidaan todistaa seuraavat vaiteet:

_ o (AT K,
GG{A}@G_V(L N)U’ (10.24)
_ o [ATY K .
Gef{AL} <= G=V ( L LA1K> U, (10.25)
Ao
Ge{AL}={A;} = G=V ﬂ N U/, (10.26)
-1
Ge{A ) ={A} « G=V (Aol §> U, (10.27)
-1
G-A" «— G=V (A(; g) U, (10.28)

misséd K, L ja N ovat mielivaltaisia (sopivan kokoisia) matriiseja.

Tuloksesta (10.24) ilmenee havainnollisesti yleistetyn kéénteismatriisin yk-
sikéisitteisyyden mahdollinen puute: matriisien K, L ja N elementit (nm — r?
kpl) voidaan valita miten hyvéansi. On helppo vakuuttautua esimerkiksi siité,
etta sopivilla valinnoilla saadaan muodostetuksi sellainen A ™, jolla on haluttu

aste k:
r(A) <k=r(A") <min(n,m). (10.29)

Erityisesti jos symmetriselld A:lla on ominaisarvohajotelma

/
A = TAT = (T, : Ty) <A1 0) <T1> =T\ T

0 0/ \T
= )\113113/1 + -+ /\rtrt; , (1030)
niin
A7t o) (T _
AT=TA"T = (T1:To) |~} V) =TAT
0 0/\T) L
Y, + Lo (10.31)
- )\1 141 )\T TYr > .
missé A, ..., A\ ovat A:n nollasta poikkeavat ominaisarvot.

Tuloksen (10.28) nojalla havaitsemme vélittomasti, etta

AAT =UA VI VAU, = U U, =Py, =Pa, (10.32a)
ATA = VAU UA V) =V V] =Py, =Py, (10.32b)
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10.3 Vino projektori

Luvun 9.7 (s. 318) mukaan idempotentilla matriisilla P,,», on seuraava omi-
naisuus:

P2 =P — P on vino projektori € (P):lle
suuntaan A (P) =% (I, — P). (10.33)

Téaten matriisin AA~ idempotenttisuus merkitsee, ettd AA™ on vino projek-
tori sarakeavaruudelle (A A ™) suuntaan .4 (AA™); termi "vino projektori”
on siis vain synonyymi idempotentille matriisille. Koska

C(AA7) CF(A) ja r(AAT) =1(A), (10.34)

niin tietenkin

C(AA™) =% (A), (10.35)
ja taten

A A on vino projektori € (A):lle suuntaan A (AA™) =% (1, — AA™).

Vastaavasti, koska A~ A on idempotentti, havaitaan etta H030)
A~ A on vino projektori (A~ A):lle suuntaan 4 (AT A). (10.37)
Aliavaruus 4/ (A~ A) voidaan tietenkin ilmaista muodossa
N(ATA)=%¢(1,, —AA). (10.38)
Koska
N(A)C A (ATA)C VN (AATA) =V (A), (10.39)
niin nolla-avaruus .4 (A) voidaan esittdd muodossa
N (Apxm) =€ (1, —A™A). (10.40)

Matriisien AA™T ja AT A symmetrisyys merkitsee seuraavia erittiin tirkei-
td Mooren-Penrosen kddnteismatriisin ominaisuuksia, ks. my6s (10.32) (s. 340):

AAT =Pa, ATA =P, . (10.41)

Voimme ilmaista %’ (A)*m matriisin A~ avulla:
E(A)F =<1, — (A) A =9F[1, — (A7)A]. (10.42)

T&amaé seuraa siité, etta
(AL =/ (A)). (10.43)
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Ensimmaéinen yht&lo (10.42):ssa seuraa (10.40):sta ja (10.43):sta ja toinen siité,
ettd

{(A7)}={(A")"}. (10.44)
Helld varoitus (10.44):sta: on hiukan kyseenalaista kirjoittaa (A~) = (A')™,

koska (10.44) merkitsee kahden joukon identtisyyttd. Aina on kuitenkin voi-
massa

(A7) = (A)",  (ATYe{A)} (A) e{A)})  (1045)
Olemme aiemmin mééritelleet matriisin A* siten, etté
At = matriisi, jolla on ominaisuus €(A+) = A4 (A’). (10.46)
Saamme esimerkiksi seuraavat esitykset A-L:lle:
I, — (A)"A ¢ {At}, I, — (A7)YA € {A'}, I, — AAT € {A1}. (10.47)

Lisda "nastoituksen” ominaisuuksia 16ytyy artikkelista Markiewicz & Punta-
nen (2015).

10.4 Lineaarisen yhtialoryhman ratkaisut

Kuten edelld totesimme, niin jos yhtdlé Ab = y on ratkeava, niin yksi sen
ratkaisu on A~”y. Ratkeavan yhtdlon Ab = y yleinen ratkaisu eli kaikkien
ratkaisujen joukko saadaan tunnetusti lausekkeesta

by = {yhtélén Ab =y jokin ratkaisu}
+ {yhtdlon Ab = 0 yleinen ratkaisu}, (10.48)

ts.
bp=A"y+t, (10.49)

missd t on yhtdlon At = 0 yleinen ratkaisu eli t € A4 (A) = €(L,, — A~ A).
Téten yhtalon Ab =y yleinen ratkaisu on esitettdvissd muodossa

bp=A"y+(I,— A A)z, (10.50)

missd A~ on (jokin kiinted) A:n yleistetty kddnteismatriisi ja z on mielival-
tainen m elementin vektori. Kun z:aa varioidaan, saadaan yhtédlén Ab =y
kaikki ratkaisut generoiduksi. Toisaalta on osoitettavissa, ettd lauseke A~y
generoi kaikki (ratkeavan) yhtdlon Ab = y ratkaisut, kun A~ kiy lapi kaikki
mahdolliset A:n yleistetyt kd&nteismatriisit.
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Ratkaisulla ATy on yksi erityispiirre: se on se ratkaisu, jolla on on pienin
normi. Tama ndhdaédn seuraavasti. Olkoon b, jokin ratkaisu yhtélolle Ab =y.
Silloin

Ib.]> = [A*y + (I, — AT A)z|?
— |ATy|? + ||(Ln — ATA)z|? + 2(ATy) (I, — AT A)z
= |Aty[? + (L, — AT A)z|?
>||ATy|]?>  kaikilla z € R™, (10.51)

miké seuraa vektorien Aty ja (I,, — AT A)z ortogonaalisuudesta.

Esimerkki 10.1. Tarkastellaan yhtéalod bs = by + 1, mikd matriisimuodossa
on

xAb:y7 A:a/:(l,—l), b= <21>7 y:]_' (10‘52)
2

Merkitdan (10.52):n ratkaisujen joukkoa

V:{be]RQ:(l,—l) <Z;> zl}z{be]RQ:bg:bl—l}. (10.53)

Jos valitaan
@) =(1,-1)" = G) : (10.54)
(1

niin sitd vastaava ratkaisu on bg = (?) -1 = (2). Mooren-Penrosen kéénteis-

matriisi
(a)t = (_5;) —a(a’a)™! (10.55)

antaa kuvion 10.1 mukaisen ratkaisun b; = A*y. Matriisin A = a’ nolla-
avaruus on

W(A):{be}RQ:Ab:O}:{beRQ:bQ:—bl}:%<_i>. (10.56)

Téaten yhtdlon Ab = y kaikkien ratkaisujen joukko on
V=bo+ 4 (A), (10.57)

kuten kuviostakin ilmenee.
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T2

31 Ay

2 +

1+ bg
I I I I 1
-2 -1 1 2 3

b,
,]_/

Kuvio 10.1. Joukko V on yhtdlon Ab = y kaikkien ratkaisujen joukko.
Vektori by on ratkaisu, jolla on lyhin normi: by = ATy.

10.5 Yleistetyn kaanteismatriisin ominaisuuksia

Seuraavassa on yksinkertaisesti lueteltu joitakin matriisin A, «,, yleistetyn
kdanteismatriisin ominaisuuksia

(G1)

(G2)

(G5)

Ratkeavan yhtdlon Ax =y yleinen ratkaisu on

A~y + (I, — A~ A)z, missi z on mielivaltainen R™:n vektori. (10.58)

Yhtalo AX =Y on ratkeava <= % (Y) C €(A) ts. on olemassa A~
siten ettd AATY =Y, jolloin yleinen ratkaisu on

AY+(I,- A A)Z, (10.59)

missd Z on mielivaltainen sopivan-dimensioinen matriisi.

Jos on olemassa jokin A~ siten ettdi AATY =Y, niin AATY =Y
kaikilla A~ € {A™}.

Yhtalo AXB = C on ratkeava < AA~CB~B = C, jolloin yleinen
ratkaisu on
X=A"CB  +Z—-AAZBB, (10.60)
missé Z on mielivaltainen sopivan-dimensioinen matriisi.
Matriisin A yleistetty kddnteismatriisi voidaan esittdéd seuraavasti:
(i) G=A"+U—- A AUAA",
(i) G=A"+V({I,-AA )+ (I, —ATA)W,
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missé A~ on mielivaltainen (mutta kiinted) A:n yleistetty kddnteis-
matriisi ja U, V ja W mielivaltaisia matriiseja. Erityisesti jos valitaan
A~ = AT niin
(i) G = At + U — P/ UPy,
(iv) G = A* + V(I, — Pa) + (I, — Pa/)W.

(G6) Olkoon A # 0, C # 0. Talléin AB™C on riippumaton B™:n valinnasta

jos ja vain jos

€(C)Cc¥B) & €(A') Cc € B). (10.61)
) AA"C=C < %(C)C¥(A), AB B=A — (A Cc€B).
G8) €(AA™) =F(A).
) €(AT) = €(A).
C(In— A A)= A4 (A), AH(I,—AA")=7F(A).
AT = (A’A)TA’ = A/(AA)T = (AT)T.

G13) (A7) e {(A)}, (A)” e{(A7)}.

)
) A
G12) (A*) = (A"
)
Gl14) (AB)T =BTAT «— ¥(BB'A’) C ¥(A’) & €(A’AB) C ¥(B).
Matriisilausekkeiden riippumattomuus niissa esiintyvista yleistetyista kaan-
teismatriiseista on monesti erittiin keskeinen kysymys ja t&lloin tulos (G6) on
valttamaton apuviline. Jos oletamme, ettd (10.61) on voimassa, niin silloin on
olemassa U ja Z siten, etti C = BU, A’ = B'Z ja taten

AB C=2Z'BB BU =ZBU, (10.62)

miké ei siis mitenkddn riipu B7:sta. Todistus toiseen suuntaan on hiukan
vaativampi, ks. Puntanen, Styan & Isotalo (2011, Ch. 12).

Naita invarianttisuustuloksia tarvitaan tavantakaa, kun ollaan tekemisissa
yleistettyjen kddnteismatriisien kanssa. Yleistetyn kéanteismatriisin kayttokel-
poisuus on paljolti siiné, ettd sen avulla saadaan "mukavasti” esitetyksi tiet-
tyjd matriisilausekkeita, mutta on tietenkin selvdi, ettd naiden lausekkeiden
kédyttdjan on oltava tésmaéllisesti selvilla lausekkeiden mahdollisesta yksiké-
sitteisyyden puutteesta. Esimerkiksi yhtalon X’X8 = X'y (joka on ratkeava
kaikilla X:n ja y:n arvoilla) yksi ratkaisu on

B=(X'X)"X'y (10.63)
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ja kaikkien ratkaisujen joukko voidaan esittdd muodossa

X)Xy + [I, - (X'X)"X'X]z
)Xy + [T, — (X'X)TX'X]t
)Xy + [I, - X'X(X'X) "]t
)T X'y + (I, — Px)t, (10.64)

missé z ja t ovat mielivaltaisia RP:n vektoreita. Vektorin 8 lauseke on (X/X)~m
valinnasta riippumaton téasmélleen silloin kun X:n sarakkeet ovat vapaat (mik-
si?), jolloin (X/X)~ = (X’/X)~!. Kuitenkin B:n elementtien tietty lineaarikom-
binaatio k’ ,3 voi olla silti yksikésitteinen. On helposti paiteltavissd seuraava
tulos:

k€ ¢(X')eli Ja: k = X'a eli k'8 on estimoituva (10.65a)
—
k'8 = K'(X’X)~ X'y on riippumaton (X'X)™:m valinnasta. (10.65b)

10.5.1 Muuntaminen lohkolavistijamuotoon: A € NND,,

Sivuilla 145 ja 148 tarkasteltiin ositetun positiivisesti definiitin matriisin A
muuntamista lohkolavistadjamuotoon. Seuraavaksi tehddan samoja tarkastelu-
ja ei-negatiivisesti definiitin matriisin tapauksessa, jolloin siis A saattaa olla
singulaarinen.

Olkoon ei-negatiivisesti definiitti A, x, ositettu siten etta

A Ap
A= , 10.66
<A21 A22> ( )

missd A1 on neliomatriisi. Talloin

A — I 0 A11 0 I AflAlg
AyAs 1) 0 Ap—AnAjAL)\0 1

.= BCD, (10.67)

missa AT;, A]; ja AT} ovat Aqq:n yleistettyja kadnteismatriiseja, ja

Agg =A/A11 =Axpn—AyAj A
= Aj1:n Schurin komplementti A :ssa. (10.68)

Liséaksi
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I 0 . (I -AnAn)_ (A 0
—A21A1:1 I 0 I 0 AQQ—AglAiAm

=B !AD. (10.69)

Em. tulosten todistus: ks. esim. Puntanen, Styan & Isotalo (2011, Th. 13).
Muistutamme lukijaa siité,etta jos A on ei-negatiivisesti definiitti, niin on
olemassa L siten ettd A = L'L, missd L = (L : L) ja téten

L'L; L|L Ay A
_T1'T — 141 12) 11 12
A=LL= (L,le L,2L2> = <A21 A22> . (10.70)

Seuraavan tuloksen ovat esittdneet Talloin seuraavat viitteet ovat yhtapitavia,
ks. Marsaglia & Styan (1974b):

(a) I‘(A) = I“(AH) + I‘(AQQ), i.e., %(Ll) N %(Lz) = {0},

(b) AT = +AT1-2 N N _éi_l-QAl%rA;_Q N
_A22A21A11~2 A22+A22A21A11~2A12A22

(c) AT = Afrl + A11A12A22 1A21A11 A11A12A22 1
—A22 1A21A11 A22 1

Harjoitustehtavia

10.1. Osoita etta ei-negatiivisesti definiitilla singulaarisella A:lla on olemassa
sekd symmetrinen ettd epdsymmetrinen yleistetty kadnteismatriisi.

B C B o
An><m - (D E) 9 Gan - < 0 0> )

missd rank(B,x,) = 7 = rank(A). Osoita ettd G € {A™}.

10.2. Olkoon

10.3. Osoita ettd AT = (A/A)TA’ = A’/(AA’)" jaettd (A’A)" A’ on {123}-

inverssi matriisille A.
10.4. Osoita:

X'VX(X'VX)T =X'VIX'V)T = (X'VX)T(X'VX) = (VX)TVX.
10.5. Osoita:

(a) <OpX”> € {(Onxp : Apscm) ™}
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(b) det(P) # 0, det(Q) #0
— QA P !'c{(PAQ)}, Q 'ATP ! = (PAQ)*.

10.6. Let V € NND,, and G € {V~}. Johda riittavit ja valttAmattomat
ehdot sille, etta

(a) G € NND,,,
(b) G € NND,, ja G € {Vi5} eli G on V:n ei-negatiivisesti definiitti
refleksiivinen yleistetty kddnteismatriisi.

Ohje: kiytd V™ :n esitystéa

(AT LY
v _T(M N)T,

ja Albertin (1969) tulosta s. 197.
10.7. Olkoot A, xn ja B,xn ei-negatiivisesti definiittejé. Osoita seuraavien
vaitteiden yhtapitavyys:
1. A< B,
2. €(A) C ¢(B) and ch;(AB™) < 1.
Liski & Puntanen (1989), Puntanen, Styan & Isotalo (2011, §14.2).

A:G ;).

(a) Méérita jokin sellainen matriisi G, joka toteuttaa ehdon AGA = A.

(b) Miké ehto G:n elementtien on toteutettava, jotta G olisi A:n g-
inverssi?

(c) Maarita AT,
(d) ...A:m SAH ja sen avulla esimerkit tapauksista Aj,, Az, Al
(e) ...ortonormaali kanta € (A):lle,

10.8. Olkoon

D

(f) ...taysiastehajotelma matriisille A,
(g) ...kaksi eri valintaa matriisille A+,
(h) ...ortonormaali kanta ¢'(A)~:lle.

10.9. Tarkastellaan matriisia

e e
OO O = ==
O =R = O OO
_ o O O O O
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Maérita
(a
(b) ortonormaali kanta €' (X):lle,
(c
(d

) X
)
) aysmstehajotelma matriisille X,
) (
(e) kak31 muuta X'X:n yleistettyd kadnteismatriisia,
)
) H
)
)

(f) ortonormaali kanta €' (X’X):lle,
(g
(h

(i) ortonormaali kanta %' (X)*:lle.

kaksi eri valintaa matriisille XL



Notation-mtxkirja

RTLXTI’L
R?Xm
Rn

NND,,

PD,

real numbers

set of n x m real matrices

subset of R™*™ consisting of matrices with rank r
subset of R™"*" consisting of symmetric matrices

subset of R? consisting of nonnegative definite (nnd) mat-
rices: A € NND,, <= A = LL/ for some L; instead of
nnd, the term positive semidefinite is often used

subset of NND,, consisting of positive definite (pd) mat-
rices: A = LL/ for some nonsingular L

null vector, null matrix; denoted also as 0,, or 0,,xm
column vector of ones, shortened 1

identity matrix, shortened I

the jth column of I; the jth standard basis vector
matrix A with its elements a;;

n X m matrix A

column vector a € R"

transpose of the matrix A

partitioned (augmented) matrix

A, . represented columnwise

A, «m represented row-wise

inverse of the matrix A

generalized inverse of the matrix A: AATA = A, also
called {1}-inverse, or inner inverse
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{A7}
A

A+

A+L/2
In(A) = (m,v,0)

la
allv
(A,B)
|A[lF

[Al2

1A=l
cond(A)

the set of generalized inverses of A

reflexive generalized inverse of A:

AA A=A A AA™ = A also called {12}-inverse

the Moore-Penrose inverse of A: the unique matrix sa-
tisfying the four Moore—Penrose conditions:

(mpl) AATA =A,
(mp3) (AA7) = AA~,

(mp2) ATAA™ = A",
(mp4) (A"A) = A"A

generalized inverse of A satisfying the Moore—Penrose
conditions (mpi) and (mpy)

symmetric nnd square root of A € NND,,: AY2 = TAY2T,
where A = TAT’ is the eigenvalue decomposition of A
( A+)1 /2

inertia of the square matrix A: 7, v, and ¢ are the number
of positive, negative, and zero eigenvalues of A, respec-
tively, all counting multiplicities

standard inner product in R™: (a,b) = a’b; can denote
also a general inner product in a vector space

inner product a’Vb; V is the inner product matrix (ipm)

vectors a and b are orthogonal with respect to a given
inner product

Euclidean norm (standard norm, 2-norm) of vector a,
also denoted ||al|2: ||a||? = a’a; can denote also a general
vector norm in a vector space

a3, = a’Va, norm when the ipm is V (ellipsoidal norm)
standard matrix inner product between A, B € R"*™:
(A,B) =tr(A'B) = 32 ijbi
Euclidean (Frobenius) norm of the matrix A: ||A]% =
tr(A'A) =32, ; af;
matrix 2-norm of the matrix A (spectral norm):

[All2 = max |Ax[]2 = sg,(A) = +1/chi(A’A)

lIx[l2=1

matrix 2-norm of nonsingular A,,x,: [|A7Ys = = I(A)
n

condition number of nonsingular A, «,:

cond(A) = [A]2| A7 ]2 = sgi(A)/ 58, (A)
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cos(a, b)

A(i, )
minor(a;;)

cof (as;)
det(A)

det(Afa])
det(A})

Al

diag(A)
diag(dl, AN ,dn)
diag(d)

A;
r(A)
rank(
tr(A)
trace(A)
vec(A)

A)

cos Z(a, b), the cosine of the angle, 6, between the nonze-

ro vectors a and b: cos(a,b) = cosf = cosZ(a,b) =
(a,b)

Mafllibl]

the angle, 6, 0 < 6 < 7, between the nonzero vectors a
and b: # = Z(a,b) = cos"!(a, b)

submatrix of A, «n,, obtained by choosing the elements of
A which lie in rows « and columns 5; o and § are index
sets of the rows and the columns of A, respectively

Ala, a], principal submatrix; same rows and columns cho-
sen

1th leading principal submatrix of A,x,: A;

%: Ala, al,
where ao = {1,...,i}

submatrix of A, obtained by choosing the elements of A
which do not lie in rows « and columns

submatrix of A, obtained by deleting row ¢ and column j
from A

ijth minor of A corresponding to a;;:
minor(a;;) = det(A(i, 7)), 4,5 € {1,...,n}

ijth cofactor of A: cof(a;;) = (—1)"™7 minor(a;;)

determinant of the matrix A, x,: det(a) = a, a € R,
det(A) = 3% ajjcof(ai), i € {1,...,n}: the Laplace
expansion by minors along the ith row

principal minor

leading principal minor of order 4

determinant of the matrix A, «n

diagonal matrix formed by the diagonal entries of A, «,,
n X n diagonal matrix with listed diagonal entries

n X n diagonal matrix whose ith diagonal element is d;
diagonal matrix formed by the diagonal entries of A, xn
rank of the matrix A

rank of the matrix A

trace of the matrix A, xn: tr(A) =371 ai

trace of the matrix A, «n

vectoring operation: the vector formed by placing the
columns of A under one another successively
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A®B

A/Ay,

Ao
A> 0

A> 0
A< B

A< B
ASFSB

Sh(V | X)

Kronecker product of Ay, and Byy,:

a11B a1 B

A9B = € RXma
an1 B anmB

Schur complement of Aj; in A = (‘2; ﬁ;; ):

A/A1 = Ay — Ay AT A
Ao — A1 AT A2

A is nonnegative definite: A = LL’ for some L; A €
NND,,

A is positive definite: A = LL’ for some invertible L;
A € PD,

B — A is nonnegative definite; B — A € NND,;; A lies
below B with respect to the Léwner ordering

B — A is positive definite; B — A € PD,,

A and B are rank-subtractive; r(B — A) = r(B) — r(A);
A lies below B with respect to the minus ordering

the shorted matrix of V.€ NND,, with respect to X,,«p,
Sh(V | X) is the maximal element U (in the Lowner
ordering) in the set Y ={U : 0 < U < V, ¥(U) C
¢ (X)}

orthogonal projector onto €(A) (w.r.t. I):
Pa=A(A’A)"A' = AAT

orthogonal projector onto ¢ (A) w.r.t. V. € PD,:

PA;V = A(A/VA)fA/V

generalized orthogonal projector onto ¢ (A) w.r.t. V €
NND,,:

Pav=A(A'VA)"A'V+A[I- (A'VA)"A'VA]U,
where U is arbitrary

projector onto ¢'(A) along ¢'(B): P (A : B) = (A : 0)
set of matrices satisfying: Pog(A : B) = (A : 0)
orthogonal projector onto the vector space U (w.r.t. a

given inner product)

column space of the matrix A, x,: €(A) = {y € R":
y = Ax for some x € RP }
null space of the matrix A, x,: A (A) ={x e RP: Ax =

0}
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ch(A,B)
nzch(A)

Cth‘ (A)

vars(y)
2

varq(y) = s;

covg(,y)

orthocomplement of €' (A) w.r.t. I: €(A)+ = {z € R :
ZZAx=0Vx e RP} = 4 (A’)

matrix whose column space is €' (A+) = ¢(A)

orthocomplement of ¢’ (A) w.r.t. V: €(A)y = {z € R":
ZVAx=0Vx eRP} = 4 (A'V)

matrix whose column space is €'(A)y;

4

the characteristic polynomial of A: pa(z) = det(A — zI)
U is a subset of V; possibly U =V

sum of the vector spaces U and V

direct sum of the vector spaces U and V

direct sum of the orthogonal vector spaces U and V
intersection of the vector spaces U/ and V

the ith largest eigenvalue of A, .., (all eigenvalues being
real)

set of all n eigenvalues of A, «,, including multiplicities,
called also the spectrum of A: ch(A) = {ch;(A),...,
chy,(A)}

set of proper eigenvalues of symmetric A, «, with respect
to B € NND,; A € ch(A,B) if Aw = \Bw, Bw # 0
set of the nonzero eigenvalues of A, xn:

nzch(A) = {ch;(A),...,ch,(A)}, r = rank(A)
eigenvector of A, «,, with respect to \; = ch;(A): a nonze-
ro vector t; satisfying the equation At; = \;t;

the ¢th largest singular value of A, xmn:

sg;(A) = +/ch;(A’A) = +,/ch;(AA)

set of the singular values of A, ., (M < n):

sg(A) = {sg1(A),...,s8,(A)}

set of the nonzero singular values of A, xm:

nasg(A) = {sg1(A), .52, (A)}, r = rank(A)

the spectral radius of A, «,,: the maximum of the absolute
values of the eigenvalues of A«

sample variance of the variable y

sample variance: argument is the variable vector y € R™:
vara(y) = ;57Y'Cy = ;15 il (yi — 9)?

sample covariance between the variables x and y
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covy(X,y) = Say

corq(X,y) = ray

Wil

X
ug,..., U4
(1), .- Un)
a
U
dp,..., 04
(1), - -5 )

varg(u;) = 822

covd(ui, llj) = Sij

ssp(U) = {t;;}

COVd(U) = {Sij}

COI"d(uZ', uj) = rij

corg(U) = {r;}

MHLN?(ug;), @, S)

MHLN?(i;, 4, Sx)

sample covariance: arguments are variable vectors € R™:
cova(x,y) = -5x'Cy = 5 30 (2 — Z:) (v — §)

sample correlation: rz,, = x'Cy/{/x’Cx - y’Cy = cos(Cx, Cy)
projection of x onto €'(1,): x = Jx = 71,

centered x: X =Cx=x-Jx=x-171,

n X d data matrix of the variables uq, ..., ug:

)
U:(ulz...:ud):

!/
u
(n)
“variable vectors” in “variable space” R"

“observation vectors” in “observation space” R%

vector of means of the variables u1, ..., uqg: 0 = (41, ..., uq)
centered U: U = CU, C is the centering matrix
centered variable vectors

centered observation vectors

sample variance: argument is the variable vector u; € R™:
varg(u;) = ﬁu;Cui = ﬁ S (g — ;)

sample covariance: arguments are variable vectors € R":
Sij = ﬁuéCuj = ﬁ v (wg — ;) (wg; — Uj)

matrix T (d x d) of the sums of squares and products of
deviations about the mean:

T =U'CU =", (uy — ) (uy —a)

sample covariance matrix S (d x d) of the data matrix U:
S = 45T =53 (uy —0)(uy —a)

sample correlation: arguments are variable vectors € R"

sample correlation matrix R (dxd) of the data matrix U:
R = corg(U) = (diag S)~1/2S(diag S) /2

sample Mahalanobis distance (squared) of the ith ob-

servation from the mean: MHLNQ(u(i),ﬁ,S) = (ug) —

l_l)/S_l(lI(i) — l_l)

sample Mahalanobis distance (squared) between two mean
vectors: MHLN2(IT1¢,I_1]’,S*) = (l_li — ﬁj)’Sgl(ﬁi - l_lj),

where S, = — 1 (U'Cp, Uy + ULC,,, Uy)

ni+ng—2
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MHLN?(u, p, )

cov(z,y) = Ogy

COI‘(x, y) = QOxy

cov(x)
cor(x)
cov(x,y)

cov(x, x)

cor(x,y)

cov(y)

x ~ (p, %)
X~ NP(“? E)
n(x; p, X)

cci(x,y)

ce(x, )

population Mahalanobis distance squared:
MHLNQ(U, K, 2) = (l_l - /"’)lz_l(u - I’l’)

expectation of a random argument: E(x) = pjzq + -+ +
prxy if x is a discrete random variable whose values are

x1,...,T, with corresponding probabilities p1, ..., pg
variance of the random variable z: 02 = E(z — p.)?,
pe = E(2)

covariance between the random variables x and y:
Oy = E( — 1) (Y — ty), pta = E(@), py = E(y)

correlation between the random variables x and y:
Oy

Ozy =
Y oy Oy

covariance matrix (d x d) of a d-dimensional random vec-
tor x: cov(x) = X = E(x — px)(x — px)’

correlation matrix (d x d) of the random vector x:
cor(x) = p = (diag X))~ /23 (diag %)~ 1/2
(cross-)covariance matrix between the random vectors x
and y: cov(x,y) = E(x — px) (¥ — py)' = By

cov(x,x) = cov(x)

(cross-)correlation matrix between the random vectors x
and y

partitioned covariance matrix of the random vector (3 ):

X Yxx Oxy cov(x,x) cov(x,y)
Ccov — / 2 — /
Y Oy O, cov(x,y) var(y)
E(x) = p, cov(x) =%
x follows the p-dimensional normal distribution N, (p, 3)
density for x ~ N,(p, 2), X pd:

1

T e axew)E TN xp)
(2m)P/2| /2

n(x; u, %) =

1th largest canonical correlation between the random vec-
tors x and y

set of the canonical correlations between the random vec-
tors x and y
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ce(x,y)

X = (1 . Xo)
Xo

X1yeoo s Xk
X(1)7 ce ,X(n)
ssp(Xo 1 y)
cova(Xo : y)
corg(Xop 1 y)
H

M

J

(X1 : Xo)

set of the nonzero (necessarily positive) canonical corre-
lations between the random vectors x and y; square roots
of the nonzero eigenvalues of PoPg:
_ 1/2
cct(x,y) = nzch'/“(PAPp)
— nzsg[(A’A)T/2A'B(B'B) /7],

wou [X) _ (A'A A'B
V\y/ ~ \B'A BB

in regression context often the model matrix

n x k data matrix of the x-variables:
X():(Xl:...:Xk):

variable vectors in the variable space R"
observation vectors in the observation space RF

partitioned matrix of the sums of squares and products
of deviations about the mean of data (Xg : y):

T t
ssp(Xo:y) = (trxx txy> =(Xp:y)C(Xo:y)
Xy 9y

partitioned sample covariance matrix of data (Xq : y):

SXX SX
covq(Xp:y) = ( ; 2y>

SXy Sy

partitioned sample correlation matrix of data (X :y):

R r
corg(Xo:y) = (r,xx Ty>
xy

orthogonal projector onto % (X), the hat matrix: H =
X(X'X) X' = XX+ = Px

orthogonal projector onto ¥ (X)*: M =1, — H
the orthogonal projector onto %'(1,): J = 11,1/, =P,

centering matrix, the orthogonal projector onto € (1,)":
c=1,-J

partitioned model matrix X
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M

) ;
I

<>

«<i M < ™ ™

™ <
"

BLP(y; x)
BLUE(K'B)

BLUP(yy;y)
LE(K'B;y)

LP(y;x)

LUE(K'B;y)

LUP(yy;y)

MSEM(f(x);y)

orthogonal projector onto %(Xl)L: M; =1, — Px,
solution to normal equation X'X3 = X'y, OLSE(3)

¥ = Hy = OLS fitted values, OLSE(Xf3), denoted also
XpB = ji, when p = X3

solution to generalized normal equation X'W~Xj3 =
X'W~y, where W =V + XUX', (W) =%¢(X:V)

if V is positive definite and X has full column rank, then
B =BLUE(B) = X'V 1X)"IX'V-ly

BLUE(Xp), denoted also )?B =0

mean of the response variable y: y = (y1 + -+ + yn)/n

vector of the means of k regressor variables x1,..., xg:
= _ (= =V o Rk
x=(z1,...,7x) €R

projection of y onto € (1,): y =Jy = y1,
centeredy, y=Cy =y -y

Bx = Trptxy = Seasxy: the OLS-regression coefficients
of z-variables when X = (1 : X)

bo =g~ Bix = — (A171 + - + Brr): OLSE of the
constant term (intercept) when X = (1 : Xj)

the best linear predictor of the random vector y on the
basis of the random vector x

the best linear unbiased estimator of estimable paramet-
ric function K’3, denoted as K’'B or K'f3

the best linear unbiased predictor of a new unobserved y s
(homogeneous) linear estimator of K'3, where K € RP*4:
[LE(K'B;y)} = { Ay : A € Re*"}

(inhomogeneous) linear predictor of the p-dimensional
random vector y on the basis of the ¢-dimensional ran-
dom vector x: {LP(y;x)} ={ f(x) : f(x) = Ax+a, A €
RPX4, a € RP}

(homogeneous) linear unbiased estimator of K’'f3:
{LUE(K'B;y)} ={Ay:E(Ay) =K'8}

linear unbiased predictor of a new unobserved y s:
{LUP(ys;y)} = {Ay :E(Ay —ys) =0}

mean squared error matrix of f(x) (= random vector,
function of the random vector x) with respect to y (=



Notation-mtxkirja

359

MSEM(Fy; K'f)

OLSE(K'B)

risk(Fy; K'B)

%mix

random vector or a given fixed vector): MSEM|[f(x);y] =
Ely — f)]ly — f(x)]

mean squared error matrix of the linear estimator Fy
under {y, X3,5%V} with respect to K’B3:

MSEM (Fy; K'8) = E(Fy — K'8)(Fy — K'8)

the ordinary least squares estimator of parametrlc func-
tion K'B, denoted as K'B or K'B; here A is any solution

to the normal equation X'X3 = X'y

quadratic risk of Fy under {y, X8,0*V} with respect
to K'B: risk(Fy; K’'B) = tr[MSEM(Fy; K’'B)] = E(Fy —
K'B)(Fy - K'B)

linear model: {y, X3,0%V}: y = XB+¢, cov(y) = cov(e) =
a’V, E(y) = X8

mixed linear model: Znix = {y, X8+ Zv, D, R}y =
XB + Z~ + €; v is the vector of the random effects,
cov(vy) =D, cov(e) = R, cov(v,e) =0, E(y) = X8

linear model with new future observations y s:

_ y Xp o2 V. Vyp
a={(3,) (%) (v i)}
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